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Bevezetés

, - Az, hogy az informdcio mennyiségét szamszerileg ki lehet
fejezni, mérni lehet, ma mdr vitdn felil all. Az a kérdés azon-
ban, hogy hogyan torténjék ez, milyen mérdszamokkal, még nincs

lezdrva. ”

— irja Rényi Alfréd egy 1960-ban megjelent cikkében (lasd [52]). Ma mar
azonban azt is tudjuk, hogy az informéciomértékek karakerizacids probléméja
egy lezarulofélben 1évE problémakor, lasd Aczél [4]. Azt reméljiik azonban,
hogy ezzel a disszertacioval illetve a benne szerepld stabilitasi eredményekkel
sikeriil kiegésziteni a korabbi eredményeket.

A disszertacié négy fejezetbdl all, mindegyik fejezet kiilon bevezetéssel
rendelkezik, melyben Gsszefoglaljuk az értekezésben hasznélt definiciokat és
tételeket, megadva azok irodalmi adatait is.

A disszertacio téméja bizonyos — az informaciomeértékek jellemzése soran
felmeriils — fliggvényegyenletek stabilitdsanak a vizsgalata. Informéaciémér-
ték alatt a tovabbiakban egy olyan valos értéki fliggvényekbdl allo {1},
sorozatot fogunk érteni, mely altaldban a

n
F?l: {(plﬂvpn) ER"|pZ>O,z:1,,n,2p1:1}
=1

vagy a

n
Fn: {(plaapn) E]Rn‘p’bzoaz:laanﬂzpl:l}
i=1

halmazon van értelmezve minden n > 2 esetén, ahol R jel6li a valés szamok
halmazat.

Az egyik legismertebb informaciémérték az ugynevezett Shannon—ent-
ropia (lasd [53]),

n
HY(p1,..-pn) ==Y _piloga(pi),  ((p1,.--.pn) €Tpom > 2)
i=1



illetve az ugynevezett a—adfokid entropia vagy Havrda—Charvdt entrdpia,
melyet tjabban Tsallis—entropidnak is neveznek (lasd [11], [28] [57]), amit
a
2l-o _ 1)1 (™ p2—1), h 1
B { £ S0 b o
H,(p1,---,pn)s ha a=1

modon értelmeziink minden n > 2 és (p1,...,p,) € ', esetén.

Veliik kapcsolatban az egyik f6 kérdés az, hogy megkdvetelve egy in-
formaciomértékrsl bizonyos ,természetes” és lehetéleg ,,gyenge” tulajdonsa-
gokat, igaz-e, hogy akkor az megegyezik a fent ismertetett informaciémeér-
tékek valamelyikével. Amint azt a soron kdvetkezd fejezetben latni fogjuk,
ezen karaketrizacios probléma soran fliggvényegyenletek jelennek meg, és a
probléma ezek kiilonboz§ feltételek melletti megoldasanak probléméjara re-
dukélhato. A téma legfontosabb eredményeit a kévetkezd fejezetben ismer-
tetjiik majd, de ezek az eredmények teljes részletességgel megtalédlhatdak az
Aczél-Daroezy |5 és az Ebanks-Sahoo-Sander [16] monografidkban illetve
a Maksa [45] kandidatusi értekezésben. A szimmetrikus (vagy csak szemi-
szimmetrikus), rekurziv informaciomértékek jellemzési problémaja soran je-
lenik meg példaul az informdcid alapegyenlete, azaz az

s+ a-af (1) =+ 0-0f (15) (e

11—z 11—y

fiiggvényegyenlet, ahol D° = {(u,v) € R*|u,v,u + v €]0, 1[}, mig, ha a re-
kurzivitas helyett a-rekurzivitast kdveteliink meg, akkor az tgynevezett pa-
raméteres alapegyenlethez jutunk,

x

1-—

)+ s (1) = s+ -

X

) (@we)

A témakor alapvetd fogalmainak tisztazasa utéan ratériink arra, hogy ho-
gyan szarmaztathatoak ezek az egyenletek, melyeknek az altalanos megoldéa-
sait is ismertetjiink a kovetkezs fejezetben. Ezek utan a fiiggvényegyenle-
tek stabilitaselméletének legfontosabb eredményeit és modszereit foglaljuk
Ossze, majd megfogalmazzuk a disszertacio {6 célkitiizését. Nevezetesen,
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tudva, hogy egy fliggvény csak ,megkozelitGleg” elégiti ki az informacio pa-
raméteres alapegyenletét, vajon igaz-e, hogy ez a fliggvény ,kozel” van az
alapegyenlet valamely megoldasahoz. A dolgozat harmadik fejezetét ezen
kérdés megvalaszolasanak szenteljiik. Mint azt majd latni fogjuk, az el6bbi
kérdésre a vélasz lényegesen fiigg a paraméteres alapegyenletben szerepls a
paraméter értékétsl. Ettdl a paramétertdl fiiggéen tudunk majd stabilitast,
szuperstabilitast, illetve hiperstabilitast igazolni.

A disszertéaci6 {6 célja tehat a paraméteres informécié—alapegyenlet sta-
bilitasanak a vizsgalata. Természetesen, ha az informéaciémértékékrsl szim-
metria és rekurzivitas helyett mas tulajdonsagok teljesiilését kovetlejiik meg,
akkor mas fiiggvényegyenletekhez jutunk. Igy példaul, az osszeg-tulajdon-
sagot feltételezve jutunk el az ugynevezett Behara—Nath I. egyenlethez

SN Fig) =D fp) + > ) A i)Y fla),

n m n m
1 j=1 i=1 j=1

i=1 j=1 i=

minden (p1,...,pn) € IS, (q1,.--,qm) € Ty, esetén, illetve a Behara—Nath
11. egyenlethez,

SN Fwia) =D 08> fa) + > ),
=1 =1 7j=1 =1

i=1 j=1

tetszbleges (p1,...,pn) €5, (q1,...,qm) € 'y, esetén.

A stabilitas kérdése nyilvan ezen egyenletekkel Osszefiiggésben is felte-
hets. Az ezekkel kapcsolatos eredményeket a Kocsis [38] disszertacio, illetve
[39] tartalmazza, igy mi ebben a dolgozatban ezzel a kérdéssel nem fogunk
foglalkozni.

Végiil, a disszertacio negyedik fejezetében néhany példan keresztiil meg-
mutatjuk, hogy a harmadik fejezet eredményei miként alkalmazhatéak més
fiiggvényegyenletek stabilitasanak vizsgalatakor. Itt részletesen az entropia—
és a modositott entropia—egyenlet stabilitdsat vizsgéljuk. Tovabbéa, azt is
igazolni fogjuk, hogy a 3-szemi-szimmetrikus, a—rekurziv informéaciémér-
tékek rendszere stabil.
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1. Informaciéomértékek

A disszertacioban az N, Z, Q, R és a C szimbolumok a matematikai standard-
nak megfelelgen rendre a természetes (pozitiv egész), az egész, a raciondlis,
a valos és a komplex szamok halmazat jelolik. Tovabbé, a pozitiv valos,
illetve a nemnegativ valds szdmok halmazara a tovabbiakban az Ry és az
R jeloléseket fogjuk hasznalni.

Ebben a fejezetben elGszor osszefoglaljuk azokat a definicidkat és allita-
sokat, melyeket a soron kévetkezd fejezetekben hasznalni fogunk. Nevezete-
sen, definialni fogjuk az informéciémértékeket, ezek utan az informéaciémeér-
tékekkel kapcsolatos néhény alapvetd fogalmat sorolunk fel, mint példaul a
rekurzivitas, a normaltsig és a szimmetria. Majd ratériink arra, hogy az
informéaciomértékek jellemzése sordn miként jelennek meg fiiggvényegyen-
letek. Itt ismertetjiik — az altaldnos megoldéassal egyiitt — az informécid
alapegyenletét és az informécié paraméteres alapegyenletét.

1.1. Informaciémeértékek

Az informaci6 mérésének kérdését elgszor Hartley [27] vetette fel. O események
entropidjat olyan teljes eseményrendszerekre definidlta, melyekben min-
den esemény egyforma valoszintséggel szerepel. A matematikusok kérében
azonban Shannon egy 1948-ban megjelent dolgozata keltett nagyobb ér-
deklsdést (lasd [53]), 6 mar tetszGleges teljes eseményrendszer entropiajat
definialta. Ahhoz, hogy megértsiik a Shannon altal az entropiara javasolt
formulat, tekintsiik a kévetkezd heurisztikus gondolatmenetet.

Legyen (92, A, P) egy nem atomos valoszintiségi mezd, azaz feltételezziik,
hogy tetszdleges p € [0,1] esetén létezik olyan A € A, melyre P(A) = p.
Tegyiik fel, hogy az A € A esemény F(A) entropidja csak az A esemény
P(A) = p # 0 valoszintiségétol figg, azaz E(A) = H(P(A)). Ekkor E(A)
ugy interpretalhatd, mint az A esemény ,bizonytalansaganak” a mértéke, il-
letve, hogy mennyi informéciora van sziikségiink ahhoz, hogy az A esemény-
bél szarmazd bizonytalansdgunkat eloszlathassuk. Ezért a H-r6l természe-
tesnek tiinik feltételezni a kovetkezsket.

(i) H nemnegativ, azaz H(p) > 0 minden p €]0, 1] esetén;



(ii) H additiv, azaz H(pq) = H(p) + H(q) minden p, q €]0, 1] esetén;
(ili) H normalt, azaz H (3,3) = 1.

A (ii) tulajdonsag azt fejezi ki, hogy két fiiggetlen eseménybdl szarmazo
informéacié ugyanannyi, mint a kiilon—kilon tekintett eseményekbdl szar-
maz6 informéciok osszege. Mig a (iii) tulajdonsag azt jelenti, hogy egyszert
alternativa esetén az informaécioé egységnyi.

Konnyen lathato, hogy pontosan a

H(p) = —logy(p) (p €]0,1])

modon definialt H :]0, 1] — R fiiggvény kielégiti a fenti harom tulajdonség

mindegyikét, igy az A € A esemény entropidjara célszerd az
E(A) = —logy(P(4)) (A€ A)

definiciét hasznalni.

Az alabbiakban az Aczél-Dardczy 5] monografiat kovetve ezeket a fo-
galmakat pontos matematikai alapokra fogjuk helyezni.

Legyen n > 2 egy tetszGleges természetes szam, és tekintsiik a

n
r, = {(pl,...,pn) eR"[p; >0,i= 1,...,n,2pi = 1}
=1
és a
n
=1

halmazokat. Ekkor az {I,,} -, fiiggvénysorozatot informdciomértéknek ne-
vezzlik, ha minden n > 2 esetén I, : I') — R vagy minden n > 2 esetén
I,: T, —R.

Ahogy azt a disszertacidé bevezet§jében irtuk, a legismertebb informa-
ciomértékek a Shannon—entrépia (lasd Shannon [53]), azaz

n
HY(p1,....pn) =— > _piloga(pi), (p1,....pn €Tp,m > 2)
i=1



illetve az ugynevezett a-—adfoki entrépia vagy Havrda—Charvdt entropia
(lasd Aczél-Daroczy [5], Dardczy [11], Kullback [41] és Tsallis [57]), amit a

Hﬁ(pl,...,pn):{ (21704_1)71(2?:1]9?—1), ha a#1

Hyy(p1,- -, pn), ha a=1
modon értelmeziink minden n > 2 és (p1,...,pn) € 'S esetén. Egyszerd
szédmolassal lathato be, hogy minden n > 2 és tetszéleges (p1,...,pn) € IS
esetén

(?_}HIIHSC (plv R 7pn) = H'rll (p17 < 7pn)7

azaz a Shannon—entropia folytonosan bedgyazhatd az a—adfokt entropiak
csaladjaba.

Felvetsdik ezek utédn az a kérdés, hogy az informéaciémértékekrsl mi-
lyen algebrai, illetve analitikus tulajdonsagokat koveteljiink meg, hogy az
megegyezzen az a—adfoka entropiaval. A kovetkezGekben a disszertacioban
leggyakrabban hasznalt fogalmakat ismertetjiik.

1.1. Definicié. Az {I,},>, informdciomértéket szimmetrikusnak nevez-
ziik, ha

(11> I, (plv"'vpn) =1, (pa(l)v"-apa(n))

teljesiil minden n > 2, (p1,...,pn) € I',, és tetszbleges o : {1,...,n} —
{1,...,n} permutdcio esetén. Azt mondjuk tovabbd, hogy az {I,},> o infor-
mdciomérték 3-szemi-szimmetrikus, ha tetszdleges (p1,p2,p3) € I's esetén
fenndll az

(1.2) I3(p1,p2,p3) = I3(p1,p3, p2)
eqyenldség.
A kovetkezo fogalom a normaltsag.

1.2. Definicié. Az {I,},, informdciomértéket normaltnak nevezzik, ha

(1.3) I (;;) —1

teljestil.



Végiil kovetkezzen az a—rekurzivités fogalma, mely mindharom fogalom
koziil a legfontosabb, hiszen ennek a tulajdonsidgnak kdszonhet&en elegends
az I : I'§ — R fliggvényt meghataroznunk, hogy az {I,} -, informéaciomeér-
téket jellemezni tudjuk.

1.3. Definicidé. Legyen o € R, azt mondjuk, hogy az {I,},- ., informd-
ciomérték a-rekurziv, ha tetszdleges n > 3 és (p1,...,pn) € L'y esetén

teljestil az
(1.4) In(p1,---5pn)

D1 D2
=I1 (p1 +p2,03: -, 0n) + (01 + P2 "‘Iz( , >
n-1( n) + ) p1+p2 p1+Dp2

egyenldség. Amennyiben o = 1, akkor a tovdbbiakban réviden csak azt fogjuk
mondani, hogy az {I,},>, informdciomérték rekurziv.

Egyszert szamolassal ellendrizhets, hogy a Shannon—entrépia szimme-
trikus, normélt és rekurziv, mig az a—adfoka entropia szimmetrikus, nor-
malt és a—rekurziv. A kérdés azonban az, hogy elegendSek—e ezek a tula-
jdonsagok a Shannon—entropia, illetve az a—adfoku entrépia jellemzéséhez.
Mint azt majd latni fogjuk, nem feltétleniil.

Az els6 jellemzési tétel a Shannon—entrépiara magatol Shannontél szér-
mazik (Shannon [53]), a masodik, egy az els6t6l mar absztraktabb, mate-
matikailag megalapozottabb pedig Hin¢intsl (Hincin [30]). Majd, 1956-ban
Faddeev lényegesen redukalta mind Shannon, mind Hinéin axiémarends-
zerét (Faddeev [17]). O csak szimmetriat, normaltsigot, és rekurzivitast
feltételezett, valamint egy tovabbi analitikus tulajdonsagot, nevezetesen azt,
hogy az

f(x) =11 —-z,z) (ze€]0,1])
modon definialt f : [0, 1] — R fiiggvény folytonos a [0, 1] intervallumon, és
igazolta, hogy ekkor I,, = H} a I';, halmazon minden n > 2 mellett.

Faddeev jellemzési tételében, az f fliggvényre vonatkozé folytonossa-
got a késébbiek soran sikeriilt egyre gyengébb analitikus feltételekkel he-
lyettesiteni. Igy, feltételezve, a fenti harom algebrai jellegd tulajdonsa-
got Tverberg [58] f (Lebesgue-)integralhatosaga, Kendall [37] és Borges



[8] f a [0,1/2[ intervallumon valé monoton névekedése, Lee [42] f mér-
het6sége, Diderrich [15] és Maksa [43] pedig f egy pozitiv mértéki halma-
zon valo korlatossaga esetén igazolta, hogy az {I,},- , fliggvénysorozat a
Shannon—entropiaval egyezik meg. Némileg meglepd azonban, hogy az egyik
legtermészetesebb kovetelmény az informaciofiiggvényekkel kapcsolatban,
nevezetesen a nemnegativitds onmagaban nem garantalja, hogy a széban
forg6 informéciofiiggvény a Shannon—félével egyezik meg. Létezik ugyanis a
Shannon—félétsl kiillonb6z6 nemnegativ informéaciofiiggvény, 1lasd Dardczy—
Maksa [13], illetve az olvaso figyelmébe ajanljuk a Gselmann-Maksa [26]
dolgozatot is, melyben azt a halmazt vizsgaljuk, amelyen minden nemne-
gativ infromaciofiiggvény megegyezik a Shannon—félével.

1.2. Az informéacié paraméteres alapegyenlete

Az informaciomértékek jellemzési tételeivel kapcsolatban jelents attorést
jelentett Daroczy Zoltan [10]-es dolgozata. O vette észre elGszor, hogy a
Shannon—-entrépianak a szimmetridn, a normaltsagon és a rekurzivitdson
alapul6 jellemzése egy az

flz) =11 —-=x,2) (ze€]0,1])

modon definialt fliggvényre vonatkozo fliggvényegyenlet kiillonbozds feltét-
elek melletti megoldasaval ekvivalens. Noha a Daroczy [10]-ben szerepls
eredmények a [0, 1] zart intervallumon értelmezett fiiggvényre vonatkozoan
vannak megfogalmazva, és ezéltal olyan informaciomértékek jellemzését ad-
jék, melyek a I';, halmazon vannak értelmezve, mi a disszertidciéban azt az
utat fogjuk kovetni, hogy az aldbb taldlhato tételeket elGszor mindig nyilt
alaphalmazon fogalmazzuk meg, majd ezek utan ismertetjiik azok zart ala-
phalmazon tekintett valtozatait is.

1.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy minden n > 2 esetén I, : I'; — R. Ekkor az
{I,}07 5 informdciomérték pontosan akkor 3-szemi-szimetrikus és rekurziv,
ha az

f(x) =LA —-=zx) (x€]0,1])



mddon értelmezett f :]0,1[— R figguény kielégiti az

(1.5) f(x)+(1x)f<1fm> =fy)+ 0 -y f <1fy>

fiigguényegyenletet minden (x,y) € D° = {(u, v) € R?|u,v,u + v €0, 1[}
esetén.

Az el6z6 tételben szerepld f :]0,1]— R ismeretlen fiiggvényre vonatkozo
(1.5) fiiggvényegyenletet az informdcic alapegyenletének nevezziik, mig en-
nek a megoldasait informdcidfiggvényeknek hivjuk. Tovabbé, ha az {I,}, ,
informaciomértékrsl a 3-szemi-—szimmetria helyett szimmetria teljesiilését
koveteljiik meg, akkor az 1.1. Tételben szerepls f :]0,1[— R fiiggvényre
még az
fl)=f—z) (z€]0,1])

azonossag is teljesiil. Az ilyen informaciofiiggvényeket szimmetrikus infor-
mdcidfiigguényeknek hivjuk.

Megjegyezziik azonban, hogy a szakirodalomban (lasd példaul Aczél-
Daroczy [5]), informaciofiiggvényeknek az (1.5) egyenlet olyan megoldésait
nevezik, melyek még normaltak is, azaz melyekre f (%) = 1 teljesiil. To-
vabba, ha az f figgvény a [0, 1] intervallumon van definialva, akkor még az
f(0) = f(1) tulajdonsag teljesiilését is szokas megkovetelni.

A fenti tétel bizonyitasat elhagyjuk, mivel az kévetkezménye lesz a soron
kovetkezs allitasnak.

A Shannon-entrépia nyilvan 3-szemi-szimmetrikus (s6t szimmetrikus
is) és rekurziv, ezért az el6z6 tétel alapjan az

S(z) = Hi(1 —z,z), (x€]0,1])
S(x) = —zlogy(z) — (1 - 2)logy(1 ) (x €10, 1]

modon értelmezett S :)0,1[— R fiiggvény egy (szimmetrikus) informécio-
fiiggvény, melyet a Shannon—féle informdcidfiiggvénynek hivunk.



Mindezekbdl kévetkezik tehat, hogy az {I,,},- , informéaciomérték pon-
tosan akkor egyezik meg a {H%}Zozz Shannon—entropiaval, ha az f(z) =
I,(1—xz,z) (x €)0,1[) médon értelmezett f :]0,1[— R fiiggvény megegyezik
a Shannon—féle informéciofiiggvénnyel.

A kovetkezs tételben azt mutatjuk meg, hogy az informéaciémértékrsl
rekurzivitas helyett a—rekurzivitast feltételezve miként juthatunk el a pa-
raméteres informacio—alapegyenlethez. Az alabb ismertetett gondolatmenet
analog a Daroczy [11]-ben talalhatoval, mi azonban nem I';,—en, hanem I') —

n fogunk dolgozni.

1.2. Tétel. Legyen a € R tetszdleges, de rogzitett és tegyiik fel, hogy minden
n > 2 esetén I, : I's — R. Ekkor az {I,},2 o informdciomérték pontosan
akkor 3—szemi—szimmetrikus és a—rekurziv, ha az

f(x) =LA —-=zx) (x€]0,1])

mddon értelmezett f :]0,1[— R figgvény kielégiti az

16 F@)+(1—2)f (ﬂm) — )+ (- S <1fy>

fiiggvényegyenletet minden (z,y) € D° = {(u,v) € R*|u,v,u+ v €]0,1[}
esetén.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az {I,,} -, informaciomérték 3-szemi-szim-
metrikus és rekurziv. Legyenek (z,y) € D° tetsz6legesek. Ekkor, ha (1.4)-
ben n = 3 esetén a

pr=1—-x—y, pr=y éa p3==1x
helyettesitésekkel éliink, akkor azt kapjuk, hogy
13(1 —r—=YY, .13)
=L(l—z,z)+(1—x)*1 <1 -9 y ) = f(x)+(1—x)af< Y >

l—z'1—2 1—=2




teljesiil minden (z,y) € D° esetén. Azonban {I,} -, 3-szemi-szimmetri-
kus, ezért

Is(l—z—y,y,x) =131 —y—z,x,v),

azaz

x 1—y

teljestil minden (x,y) € D° esetén, vagyis az f(x) = Ix(1 — z,z) (z €
10, 1) modon definialt f :]0, 1[— R fiiggvény valoban kielégiti az informacio
paraméteres alapegyenletét a D° halmazon.

A forditott iranyu allitas igazolasahoz tegytik fel, hogy az f :]0,1[— R
fiiggvény minden (z,y) € D° esetén kielégiti az (1.6) egyenletet. Tetsz6leges
n > 2 esetén definidljuk az I, : I') — R fiiggvénysorozatot az

r)+ s (1) = s+ - (1)

Lu(p1y ... pp) = zn:(pl + .o+ p)f <p,>

2 pPrt ... +pi

formulaval. Megmutatjuk, hogy {In}fbo:2 3—szemi—szimmetrikus és rekurziv.
Legyen (p1,p2,p3) € I's, tetszdleges, és legyen (1.6)-ban

b3 ) P2
r=—-""— é y=—=-—-—1-—,
p1+ p2 + p3 p1 + P2 + p3

ekkor

D2 P3
+p2)® +fl—=
(p1+p2) f(pl -HDQ) f(pl + p2 +p3)

b3 P2
ot (G251 ()
(p1+ps)"S p1+ D3 ! p1+p2+p3

azaz, a fenti formulat n = 3-ra alkalmazva azt kapjuk, hogy

I3(p1, p2, p3) = I3(p1, p3, p2)

teljesiil minden (p1,p2,p3) € Iy esetén. Tehat {I,} -, valoban 3-szemi-
szimmetrikus.



Az a-rekurzivitas igazolasahoz legyenek n > 3 és (p1,...,pn) € T
tetszGlegesek, ekkor

Lu(p1y. .. pp) = i(pl +o ) f (pz>

P pL+ ...+ pi
_ o P2 apl( . P3
=2t (G2 ) b o s (o)
«@ Pn
+ o+ ((p1+p2)+ .+ ) f<(p1+p2)+__.+pn>

p1 D2
p1+p2’ p1+ D2

= (p1 +p2)*I> ( > + In—1(p1+p2,...,Dn)

teljesiil. Igy {I,}°2, valéban a-rekurziv.
([l

Az 1.2. Tételben szerepls (1.6) fliggvényegyenletet az informdcio pa-
raméteres alapegyenletének hivjuk, melynek megoldésait a—adfoki informd-
ciofiigguényeknek nevezzik.

Amennyiben az {I,,},. , informéciomértékrsl a 3—szemi-szimmetria he-
lyett szimmetria teljestilését koveteljiik meg, akkor az 1.2. Tételben szerepld
f:]0,1[— R fiiggvényre még az

fl@) = f(1—=) (z€]0,1])

azonossag is teljesiil. Az ilyen informaciofiiggvényeket szimmetrikus a—
adfoki informdcicfiggvényeknek nevezzik.

Az o = 1 esethez hasonloan, a szakirodalomban (lasd példaul [5]) az
(1.6) egyenlet azon megoldasait nevezik informaciofiiggvényeknek, melyek
még az f (%) = 1 feltételt is kielégitik. Tovabba, ha az f fuggvény a [0, 1]
intervallumon van értelmezve, akkor még az f(0) = f(1) tulajdonsag telje-
siilését is meg kell kovetelni.

Az a—adfokt entropia nyilvan 3-szemi-szimmetrikus (s6t szimmetrikus
is) és a—rekurziv, ezért az el6z8 tétel alapjan az o # 1 esetben a

h(z) = H5(1 —z,2), (x€]0,1])



hz) =27 =17 @+ (1-2)* = 1) (2 €0,1])

modon értelmezett h :]0, 1[— R fiiggvény egy (szimmetrikus) a—adfoka in-
formaciofiiggvény.

Aczél-Daroezy [5] gondolatmeneteit felhasznalva alabb meghatarozzuk
(1.6) altalanos megoldasat. Ezt a kovetkezsképpen tessziik. Az (1.6) egyen-
letben szerepls f :]0,1[— R fliggvény segitségével értelmeziink egy F :
R%r + — R fiiggvényt, melyr6l megmutatjuk, hogy kielégiti az tgynevezett
kociklus egyenletet is. Majd a kociklus egyenlet segitségével felirjuk az (1.6)
fliggvényegyenlet altalanos megoldasat.

1.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy az f :]0,1[— R figgvény kielégiti a pa-
raméteres informdcio—alapegyenletet a D° halmazon, és legyen

v
u-+v

Fluo) = (ot o] () (o eR)

Ekkor tetszdleges t,u,v € Ry esetén
F(tu,tv) = t“F(u,v),
tovdbbd, tetszdleges u,v,w € Ry esetén
(1.7) F(u,v) + F(u+v,w) = F(v,w) + F(u,v + w)
teljestil.

Az €l6z6 lemmaban az F : R?2 | — R fiiggvényre vonatkoz6 (1.7) egyen-
letet kociklus egyenletnek nevezziik, melynek altaldnos megoldasat aldbb
ismertetjiik. Vegyiik észre tovabba, hogy a lemma jel6léseit alkalmazva,

F(l1—=z,2) = f(z), (z€]0,1])

fgy az F: R? | — R fiiggvény ismeretében meg tudjuk adni (1.6) megolda-
sait.

Az alabbi allitds o = 1 esetén megtalalhaté Jessen—Karpf-Thorup [34]-
ben.
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1.3. Tétel. Legyen o € R, F': RLF — R pedig egqy olyan fligguény, melyre
az aldbbiak teljesiilnek.

F(u,v) = F(v,u), (u,v€Ryy)

F(u,v) + F(u+v,w) = F(v,w) + F(u,v +w), (u,v,weRyy)
és
F(tu,tv) = t*F(u,v). (t,u,v € Ryy)
Ekkor, ha a = 1, akkor
Fu,v) = ¢(u+v) = p(u) = ¢(v)
minden u,v € Ry esetén, ahol a ¢ : Ry — R fiigguény minden u,v €
R4 esetén kielégiti a
p(uv) = up(v) +ve(u)  (u,v € Riy)
egyenletet. Tovdbbd, ha o # 1, akkor
F(u,v) =a[(u+v)* —u®* — v
teljesil minden u,v € Ry, esetén, valamely a € R konstanssal.

A negyedik fejezetben sziikségiink lesz a kociklus egyenlet olyan me-
goldéasaira, amikor az ismeretlen fiiggvényrsl nincs feltételezve, hogy szim-
metrikus és a—adfoka homogén. Ezt az eredményt a Hosszu [31] dolgozat
tartalmazza. Megjegyezziik azonban, hogy a [31|-ben talalhato tétel olyan
fiiggvényekre vonatkozik, melyek egy kancellativ kommutativ félcsoporton
vannak értelmezve és egy oszthaté kommutativ csoportba képeznek. Mi
azonban abban az esetben fogjuk hasznalni a tételt, amikor az ismeretlen
fliggvény ]R?F L —en van értelmezve és valos értékd, igy az aldbbi allitast is
ezzel a vélasztéssal fogalmazzuk meg.

1.4. Tétel. Az F : R3_+ — R fiiggvény pontosan akkor elégiti ki minden
x,y,z € Ry, esetén az

(1.8) F(z,y)+ F(x+vy,2) = F(z,y+2) + F(y, 2)
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fligguényegyenletet, ha létezik olyan B : ]R%ﬁL — R biadditiv, ferdén szimme-
trikus figguény, azaz, melyre

B(z+y,2) = B(z,z2)+ B(y,z)
B(x,y—i—z) = B(l’,y)‘l-B(l‘,Z) (m,y,zER++)
és
B(CC,y) = —B(y,:E) ($7y€R++)
teljesiil, és olyan f: Ry — R fiigguény, hogy

(1.9) F(x,y) = B(x,y) + f(x +y) — f(z) — f(y)

minden x,y € Ry esetén.

Az 1.3. Tétel fényében most méar meg tudjuk adni (1.6) altalanos meg-
oldasat a D° halmazon, ez az eredmény o = 1 esetén megtalalhaté6 Maksa—
Ng [47]-ben, o # 1 esetén pedig megkaphato egy, a Maksa [44]-ben talal-
hato allitasbol. Mivel a tétel bizonyitasdnak gondolatmenetébdl néhany
elemet felhasznalunk majd a késGbbiekben, gy gondoljuk, hogy célszert a
tételt annak bizonyitasaval egyiitt ismertetni.

1.5. Tétel. Legyen o € R tetszdleges, de rogzitett. Ekkor az f :]0,1[— R
figgvény pontosan akkor elégiti ki az informdcid paraméteres alapegyenletét,
ha a =1 esetén van olyan a € R és olyan ¢ :]0, +oo[— R fiigguény, melyre

p(uv) = up(v) + vp(u),  (u,v €0, +ool)

ugy, hogy
f(x) =¢(@) + (1 —=z)+ax, (z€]0,1])
teljesiil, illetve o = 0 esetén van olyan b € R és olyan 1 :)0,+oo[— R

fiigguény, hogy
l(uv) = l(u) +1(v), (u,v €]0,1])

gy, hogy
flz) =111—-2x)+c,(x €]0,1])
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all fenn, végiil minden eqyéb esetben
f(x)=cx®+d(1—2z)*—d, (z€]0,1])
valamely c,d € R mellett.

Bizonyitas. Legyen a € R tetsz6leges, de rogzitett, f :]0,1[— R pedig
olyan fiiggvény, mely kielégiti (1.6)—ot a D° halmazon.
Definialjuk az F fiiggvényt R%_ L—on az

v
u—+v

F(u,v) = (u+v)*f < > (u,0 € Ryy)

formulaval.
Ekkor azonnal kapjuk, hogy F a—adfoki homogén fiiggvény, azaz

F(tu,tv) = t“F(u,v)

teljestil tetszéleges t,u,v € Ry, esetén. Tovabba, az 1.1. Lemma miatt
barmely u, v, w € Ry mellett

(1.10) Fu+4v,w)+ F(u,v) = F(u,v + w) + F(v,w),

azaz az F' fliggvény kielégiti a kociklus—egyenletet.
Definidljuk a h : Ry - Résa G: Ri . — R fiiggvényeket

h(u) = F(u,1) — F(1,u) (u€R4y)

illetve
G(u,v) = F(“’v v) + h(”) (u,v €ERiy)

modon. Ekkor nyilvan h(1) = 0.
Megmutatjuk, hogy a G fiiggvény szimmetrikus és kielégiti a kociklus—
egyenletet. Helyettesitsiink (1.10)-ben w = 1-et. Ekkor

(1.11) Flu+v,1)+ F(u,v) = F(u+ 1,v) + F(u, 1)

13



teljestil minden w,v € Ry esetén, ebbdl u és v szerepét felcserélve azt
kapjuk, hogy

(1.12)  F(u+4wv,1)+ F(v,u) = F(v+ 1,u) + F(v,1). (u,v € Ryy)
Végiil az (1.11) egyenletbdl az (1.12) egyenletet kivonva azt kapjuk, hogy
F(u,v) — F(v,u) = F(u+1,v) — F(u,1) — F(v,1) — F(v+ 1,u),

azaz, a G fliggvény definicidjat felhasznalva,
G(u,v) = G(v,u). (u,v € Ryy)
Tovabba, (1.10) mindkét oldaldhoz h(u) + h(w)-t hozzdadva éppen azt
kapjuk, hogy a G fiiggvény is kielégiti a kocilkus—egyenletet.
Végiil, legyen
H(u,v) = G(u,v) + h(u+v) — h(u) — h(v). (u,v € Ryy)

Megmutatjuk, hogy ekkor a H : Ri + — R fiiggvény kielégiti az alabbi
fliggvényegyenlet-rendszert

(1.13) H(u,v) = H(v,u), (u,veRyy)

(1.14) Hu+v,w)+ H(u,v) = H(u,v + w) + H(v,w) (u,v,w € Ryy)
és

(1.15) H(tu,tv) =t*H(u,v). (t,u,v € Ryy)

A H figgvény szimmetridja adodik a G fliggvény szimmetriajabol. To-
vabba, abbol, hogy G kielégiti a kociklus egyenletet, a H fliggvény defini-

cioja miatt azt kapjuk, hogy H is kielégiti a kociklus—egyenletet.
Az F fiiggvény a—adfokt homogenitasa miatt

G(tu, tv)—t*G(u,v) = F(tu, tv)—h(tv)—t*F(u,v)—t*h(v) = h(tv)—t*h(v)
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teljesiil tetszéleges t,u,v € Ry esetén, azonban az egyenlGség bal oldala
u—ban és v—ben szimmetrikus, igy

h(tv) —t*h(v) = h(tu) — t*h(u), (t,u,v € Ryy)
amiben az u = 1 helyettesités elvégzése utan azt kapjuk, hogy
(1.16) h(tv) —t*h(v) = h(t), (t,v € Ryy)

ahol felhasznaltuk azt is, hogy h(1) = 0.
Ha o = 0, akkor azt kapjuk, hogy

h(tv) = h(t) + h(v), (t,v € Roy)

vagyis ebben az esetben h : R, — R logaritmikus az R halmazon.
Ha a # 0, akkor (1.16)—ben t és v szerepét felcserélve, majd a kapott
egyenletet (1.16)-bdl kivonva, azt kapjuk, hogy

h(t) + t°h(v) = h(v) + v*h(t). (t,v € Ry,)

h(2)
20 —1

Legyen ebben az egyenletben ¢ = 2 és vezessiik be az a = — jelolést.

Ekkor
h(v) =av® —a. (veERLy)

Végiil, szintén (1.16) miatt
G(tu,tv) —t*G(u,v) = h(t), (t,u,v € Ri4)

fgy
H(tu,tv) =t*H(u,v). (t,u,v € Ryy)

Tehat a H : R?2 , — R fiiggvény valoban kielégiti az (1.13)—(1.15) rendszert.
Igy az 1.3. Tétel miatt, ha o = 1, akkor

H(u,v) = p(u) + o(v) —pu+v), (u,veRy)

ahol a ¢ : Ry — R fiiggvény olyan, hogy
p(uv) = up(v) + vo(u)
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teljesiil minden w,v € Ry esetén. Minden mas esetben létezik olyan ¢ € R
konstans, hogy

H(u,v) =cu®+v* = (u+v)Y. (u,v€R4y)

Igy, az F,G, H illetve h fiiggvények definiciojat felhasznalva azt kapjuk,
hogy

fe)=F(1 —z,2) =G(1 —x,z) — h(x)
=H(l—z,2) —h(1)+ h(l —x) + h(z) — h(z) = ¢(1 — x) + ¢(x) + ax,
(x €]0,1])

ha a = 1;

flz)=F1—-=z,2) =G(l —z,x) — h(zx)
=H(l—=z,2) —h(l)+h(l —2)+ h(z) — h(z) =1(1-2) +c
(x €]0,1])

ha o = 0, ahol I : R4y — R egy az R, halmazon logaritmikus fiiggvény.
Végiil, minden mas esetben

flz)=F(1—-=z,z) =Gl —z,x) — h(zx)
=H(l—=z,2)—h(1)+ h(l —x)+ h(z) — h(z) = cz®+ (a+ ¢)z* — (a + ¢).
(x €]0,1])

A megforditott iranyu allitds bizonyitasa egyszerd szdmolas.
O

A tétel allitasa némiképpen meglepd, hiszen az @ = 0 és az a = 1 ese-
tektdl eltekintve azt kapjuk, hogy az (1.6) egyenlet megoldasai mar eleve
folytonosak, nem kell fetételezniink az f fiiggvényrsl semmiféle regularitési
tulajdonsagot. Mig az o = 0 és az o = 1 esetben a megoldasok leh-
etnek példaul sehol sem folytonosak. Ez elGrevetiti, hogy a paraméteres
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informéaci6—alapegyenlet stabilitasanak vizsgalata soran ez a két eset kiilon-
leges szerepet fog majd jatszani.

A kovetkezd tételben a paraméteres informécié—alapegyenlet altalanos
megoldasat ismertetjiik a zart alaphalmazon, mely eredmény, o > 0 esetén
megtalalhato a Dardczy [11] dolgozatban, noha a tétel allitasa, csakagy
mint a bizonyitasa teljesen analég, abban az esetben, ha a—ra nem kotiink
ki nemnegativitasi feltételt.

1.6. Tétel. Legyen D = {(u,v) € R*ju,v € [0,1,u+v <1}, a € R tets-
z0leges, de rigzitett. Tegyik fel, hogy az f : [0,1] — R figgvény olyan,
hogy

F@)+ (1 —2)f (1y$) = f@)+ 1 -y)*f (1my>

teljesil minden (x,y) € D esetén. FEkkor, ha o = 1, akkor létezik olyan
v : Ry — R fiigguény, melyre

p(uv) = up(v) + vp(u) (u,v € Ry)

ugy, hogy
f(x) = o(x) + (1 —x)
teljesiil minden x € [0,1] esetén. Ha « > 0, akkor léteznek olyan a,b valds

szdmok, hogy
f(x)=ax®+b(1l—2)*—b

dall fenn minden x € [0, 1] esetén. Ha o < 0, akkor

0, ha =0
f(z) = ar®+b(1— x)a —b, ha z€]0,1]
a—b, ha x=1.

teljestl minden x € [0, 1] esetén valamely a,b € R konstansokkal.

Végiil, az els6 fejezet zarasaként az a-rekurziv, 3—szemi-szimmetrikus
informéciomértékeket jellemeziik. Az allitds az 1.2. és az 1.6. Tételek fel-
hasznéalasaval lathato be, lasd példaul Aczél-Dardczy [5] vagy Ebanks—
Sahoo—Sander [16].
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1.7. Tétel. Legyen o € R tetszdleges, ekkor az {In},- o (In:T5—R,n >2)
iformdciomérték pontosan akkor a—rekurziv és 3—szemi—szimmetrikus, ha
a =1 esetén

Lu(p1,- -, pn) = @(p1) + Y _(¢(pi) +aps)  ((p1,-.,pa) €T})
=2

teljesiil minden n > 2-re, ahol a € R, ¢ : R4y — R olyan fiigguény, mely
minden u,v € Ry esetén kielégiti a

p(uv) = up(v) + vo(u)

egyenletet; a = 0 esetén

In(p1,-..,pn) =c(n—1)+1Up1), ((p1,...,pn) €T})

ahol I : Ry1 — R egy logaritmikus fiigguény, ¢ € R; minden mds esetben
pedig

In(ps- .- pn) =0(pF — 1) +c (Zp? - 1) ((p1,---,pn) €T7)
1=2

teljesiil tetszdleges n > 2 esetén valamely b, c € R konstansokkal.
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2. Fiiggvényegyenletek, fiiggvényegyenletek stabi-
litasa

Ebben a fejezetben elGszor néhany alapvets fogalmat és allitast ismertetiink
a fliggvényegyenletek elméletébdl. Definidlni fogjuk az additiv, a logaritmi-
kus és a multliplikativ fiiggvényeket. Tovabbé, az ilyen tipusu fliggvényekre
vonatkoz6 tgynevezett kiterjesztési tételeket is ismertetiink majd.

A masodik alfejezetben réviden Gssze fogjuk foglalni a fliggvényegyen-
letek stabilitdselméletének — a disszertacié szempontjabol — legfontosabb
eredményeit. Elgszor S. Ulam probléméjat ismertetjik, mely ezen témakor
kiindulé pontjanak tekinthets. Ezt a probléméat D. H. Hyers oldotta meg
el6szor, igy ezt az alfejezetet Hyers tételével folytatjuk majd. A stabilitasel-
mélet kulcsfontossagi fogalmait Ggy, mint a stabilitas, a szuperstabilitéis és a
hiperstabilitas, egy—egy tételen keresztiil fogjuk szemléltetni. Ezek utan is-
mertetjiik az invarians kozepek és az amenabilitas fogalmat. Mint azt majd
latni fogjuk, az invaridns kozepek segitségével szamos stabilitasi eredmény
nyerhet§. A modszer, vagyis az invarians kézepek moédszere hatékonysagét
bemutatando, az tgynevezett kociklus—egyenlet stabilitdsit igazoljuk majd
amendabilis félcsoportokon.

2.1. Fiiggvényegyenletek

A fliggvényegyenletek elmélete a matematikai analizis egyik régi 4ga, hiszen
ahogy Aczél [2] irja, mér tobbek kozott D’Alembert, Euler, Gauss, Cauchy,
Abel, Weierstrass, Darboux és Hibert is tekintett és oldott is meg fliggvény-
egyenleteket. A témakor egységes és rendszeres targyaldsanak a kezdete mé-
gis Aczél Janos Lectures on functional equations and their applications cimt
monografidjdnak megjelenéséhez kothets. Ezen monografia megjelenése ota
— tobbek kozott Aczél Janos és Daroczy Zoltan iskolateremté munkajanak
koszonhetGen — a fliggvényegyenletek elmélete a matematikai analizis egy
virdgzd agava valt, hiszen az ebben a témakorben sziiletett eredmények
igen jol hasznalhaténak bizonyultak az alkalmazésok soran is, példaul az
informacidelméletben, a valdszintiségszamitasban, a kozgazdasigtanban, a
matematikai pszicholégidban vagy a szociolégidban. Ma méar a kutatasok
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olyan sok szélon futnak, hogy a témakor eredményeit teljes egészében at-
tekinteni majdnem biztosan lehetetlen vallalkozas. A disszertacioban ebbsl
a témakorbdl csak egy kis szeletet tudunk majd ismertetni, azt amelyet a
késébbiek soran hasznalni fogunk.

Miel6tt ratérnénk a fiiggvényegyenletek stabilitdselméletére, azokat a
legfontosabb definicidkat és tételeket ismertetjiik a fiiggvényegyenletek el-
méletébdl, melyeket a tovabbi fejezetek soran hasznalni fogunk. Az itt is-
mertetett eredmények megtalalhatoak Aczél [2]-ben, Aczél-Dhombres [6]-
ban illetve Kuczma [40]-ben.

2.1. Definicié. Legyen I C R egy tetszdleges nemiires halmaz, és legyen
D= {(z,y) eR’|lz,y,x+yecl}.

Ekkor azt mondjuk, hogy az a : I — R fiigguény additiv D—n, ha tetszdleges
(z,y) € D esetén

(2.1) a(z +y) = a(z) + a(y).

Amennyiben I = R, akkor ahelyett, hogy a additiv R-en, réviden csak
azt fogjuk mondani, hogy a additiv.

Mar nagyon gyenge regularitési feltételek teljesiilése esetén is igaz, hogy
a (2.1) agynevezett additiv Cauchy—egyenlet megoldasa a(x) = cx alaku
valamely ¢ € R konstanssal minden x € R esetén. Ezt allitja példaul az
alabbi regularitéasi tétel.

2.1. Tétel. Ha aza: R — R additiv fiiggvény alulrdl vagy feliilrdl korldtos
egy pozitiv Lebesqgue—mértékid halmazon, akkor

teljesil minden x € R esetén.

Ismert azonban az a tény is, hogy az additiv Cauchy—egyenletnek 1étez-
nek nemfolytonos megoldasai is. Az ilyen additiv fliggvények , bonyolultsagat”
jol érzékelteti az aldbbi Aallitas.
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2.2. Tétel. Legyen a : R — R egy nemfolytonos additiv fiigguény. Ekkor a
grifja, azaz a
graph(a) = {(z, a(z))|z € R}

halmaz mindenditt sird R2-ben.

A disszertaciéban sziikségiink lesz tovabba a logaritmikus és a multipli-
kativ fiiggvények fogalmara.

2.2. Definici6. Legyen I C C egy tetszdleges nemiires halmaz, és legyen
L={(zy) e C?|z,y,zy € I}.
Ekkor azt mondjuk, hogy azl : I — C fligguény logaritmikus L—en, ha
(2.2) l(2y) = 1(x) +1()
teljesiil tetszdleges (x,y) € L esetén.
2.3. Definicid. Tekintsik az
L={(z,y) e C?|z,y,zy € I}.

halmazt, ahol I C C egy tetszdleges nemdires halmaz. Az m : I — C fiigg-
vényt multiplikativnak nevezziik L—n, ha tetszdleges (x,y) € L esetén

(2.3) m(zy) = m(x)m(y)
teljesiil.

Vizsgalataink sorédn gyakran fordul el6, hogy egy fliggvény nem az egész
val6s szdmok halmazan, hanem annak csak egy részhalmazan tesz eleget
egy adott fliggvényegyenletnek. A kérdés ilyenkor az, hogy a szoban forgo
fliggvény lesziikitése—e egy olyan fiiggvénynek, mely az egész R—en kielégiti
az adott fliggvényegyenletet. Ezek az ugynevezett kiterjesztési tételek. A
dolgozatban ezek koziil a kévetkez6 harmat fogjuk hasznalni.
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2.3. Tétel (Dardczy— Losonczi [9]). Ha aza:]0,1[— R fiigguény olyan,
hogy additiv a
D° = {(u,v) € R*|u,v,u+v €]0,1[}

halmazon, akkor létezik eqy olyan egyértelmiien meghatdrozott a : R — R az
egész R—en additiv fiigguény, melyre

C~lh071[ =a
teljestil.

2.4. Tétel. Legyenl:]0,1[— R egy a |0, 1 intervallumon logaritmikus fiigg-
vény. Ekkor létezik eqy egyértelmilen meghatdrozott | : Ry — R logaritmi-
kus figguény, mely az | kiterjesztése.

2.5. Tétel. Tetszdleges m :]0, 1[— R a ]0, 1[-en multiplikativ figgvény egyér-
telmien kiterjeszthetd eqy az egész R—en multliplikativ fiiggvénnyé.

2.2. Fiiggvényegyenletek stabilitasa

Miutén az el6z6 fejezetben ismertettiik a fliggvényegyenletek témakorének
azon eredményeit, melyeket a kés6bbi fejezetekben hasznalni fogunk, most
Osszefoglaljuk a fliggvényegyenletek stabilitaselméletének legfontosabb, a
késébbi fejezetekben nélkiilézhetetlen eredményeit.

S. Ulam egy 1940—es, a Wisconsin Egyetemen tartott el§adasdban néhany
matematikai problémat vetett fel. Ezen problémak koziil az egyik a fiigg-
vényegyenletek stabilitdselméletének elinditoja lett. Ez a kovetkezd (lasd
Ulam [59]).

Legyen (G, o) egy csoport, (H, x) pedig egy metrikus csoport a d metri-
kaval. Legyenek € > 0 és f : G — H olyanok, hogy

d(f(zoy), flx)+ f(z)) <e

teljestil minden z,y € G esetén. Igaz—e, hogy létezik olyan d > 0 és olyan
g : G — H fiiggvény, melyre

glxoy)=g(x)*xg(y) (v,y €G)
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teljesiil, igy, hogy
d(f(z),9(x)) <6

is fennéll minden x € G esetén?
Igenls vélasz esetén azt mondjuk, hogy az

flxoy)=f(z)* fly) (z,y€q)

fiigguényegyenlet stabil a G halmazon.

Itt jegyezziik meg, hogy Ulam eredeti probléméajaban nem esett sz6 a
0 konstansnak az e konstanstol valo fliggésétsl. A kés6bbiekben azonban
azok a stabilitasi eredmények bizonyultak jol hasznalhaténak, melyeknél a
0 az € valamely konstansszorosa.

Ulam probléméajara elGszor 1941-ben D. H. Hyers adott igenls valaszt
az alabbi tétel forméjaban.

2.6. Tétel (Hyers [32]). Legyenek X ésY Banach—terek, € > 0 rigzitett.
Teqgyiik fel, hogy az f : X — Y fiigguény olyan, melyre

If(z+y) = flx) - fl)ll <e
teljesil minden x,y € X esetén. Ekkor minden x € X esetén létezik az

a(x) = lim f(2"z)

n—oo 2N

hatdrérték, az a: X — 'Y fligguény additiv X -en, azaz
a(r +y) = a(z) + aly)
minden z,y € X esetén és

1f(x) —a(z)] <e

teljesil minden x € X esetén. Tovdbbd, a fenti formuldval megadott a :
X — Y figguény egyértelmiien meghatdrozott.
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1941 o6ta Hyers eredményét sokan, sokféle modon altaldnositottak, és
a fliggvényegyenletek stabilitdselmélete a matematika egy dinamikusan fe-
jleds agava valt, lasd példaul a Forti [18] és Moszner [51] dsszefoglalo dol-
gozatokat, illetve a Hyers—Isac—Rassias [33] monografiat.

Hyers tételének bizonyitasat latva azonnal adédik példaul, hogy az allitas
akkor is érvényben marad, ha az X Banach—tér helyett egy tetsz&leges kom-
mutativ félcsoportot tekintiink.

Vegylik tovabba észre, hogy Hyers tétele tulajdonképpen azt mondja,
hogy ha az X és Y Banach—terek kozott értelmezett f : X — Y fiiggvény
olyan, hogy az

flz+y)— f(z)— f(y)

ugynevezett Cauchy—differencia korlatos, vagy, hogy az f : X — Y fiigg-
vény ,megkdzelitGleg” kielégiti az additiv Cauchy—egyenletet X—en, akkor
van olyan egyértelmiien meghatarozott a : X — Y additiv fiiggvény, mely
,kozel” van f-hez.

Természetesen Ulam problémaja nemcsak a Cauchy—egyenlet, hanem
méas fliggvényegyenletek kapcsan is felvethets. A multiplikativ Cauchy—
egyenlet stabilitdsdnak problémaja példaul egy 1j ,jelenség” létrejottéhez
vezetett, melyet ma szuperstabilitdsnak neveziink.

2.7. Tétel (Baker [7]). Legyen € > 0, (G,-) egy félcsoport, és tegyiik fel,
hogy az f : G — C filigguény kielégiti az

(2.4) [f(zy) — f2)f(y)] <e

egyenldtlenséget minden x,y € G esetén. Ekkor vagy

1++v1+4e

)] < Y

(x € G)
vagy az [ : G — C fligguény multiplikativ G—n, azaz

flzy) = f(x)f(y)

teljesiil minden x,y € G esetén.

24



Baker tétele a kovetkezst jelenti. Fetéve, hogy az f : G — C fiiggvény
megkozelitSleg kielégiti a multliplikativ Cauchy—egyenletet, az kovetkezik,
hogy f vagy korlatos vagy megoldéasa a multliplikativ Cauchy—egyenletnek.
Ezt a jelenséget szuperstabilitdsnak hivjuk.

A disszertacioban még egy tovabbi fogalommal taldlkozunk majd, ez az
ugynevezett hiperstabilitas. Ebben az esetben a stabilitasi egyenlGtlenség-
bél az kovetkezik, hogy a szoban forgéd fiiggvény csakis megoldasa lehet a
vizsgalt fiiggvényegyenletnek. Ezt a fogalmat a kdvetkezs tételen keresztiil
érzékeltetjiik.

2.8. Tétel (Maksa—Pales [48]). Legyen € > 0 tetszdleges, de rogzitett,
m :]0,1] — R egy a ]0,1] halmazon multiplikativ fiigguény, melyre még az
is teljesil, hogy létezik olyan xy €]0,1], hogy m(xzg) > 1. Legyen tovibbd
¥ :]0,1] — R egy figguény. Ekkor az

[(zy) —m(z)(y) —m(y)(z)] <e

egyenlétlenség pontosan akkor teljesil minden x,y €]0,1] esetén, ha a

P(xy) = m(z)(y) +m(y)(r)
egyenlet fenndll minden x,y €]0,1] esetén.

Mint azt a kovetkezs fejezetben latni fogjuk, a fiiggvényegyenletek sta-
bilitaselmélete olykor igen valtozatos moédszereket igényel, hiszen altaldnos,
minden fliggényegyenlet esetén miikodd modszer nem létezik. Hyers [32]
megjelenése utan a 2.6. Tétel bizonyitasanak gondolatmenete, az tgyneve-
zett Hyers—sorozatok mddszere igen gyiilolcs6zének bizonyult szdmos fiigg-
vényegyenlet stabilitisanak vizsgalata soran. Késébb azonban megjelent
néhany olyan fiiggvényegyenlet — ilyen példaul a disszertacioban vizsgélt
paraméteres informacié—alapegyenlet is — melyek esetében a modszer nem
miikodik.

Székelyhidi Laszlo vette észre el6szor, hogy szoros kapcesolat van a stabi-
litas és az tigynevezett invaridns kozepek kozott. Ezt a modszert alkalmazva
[54]-ben altalanosabb kériilmények kozott sikeriilt igazolnia Hyers tételét.
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A konkrét modszer ismertetése el6tt azonban Osszefoglaljuk azokat a
definicidkat és tételeket ebbdl a témakorbdsl, melyeket a késébbiekben hasz-
nalni fogunk. Errél a témakorrsl bvebben Day [14]-ben és Hewitt—Ross
[29]-ben olvashatunk.

Legyen (G, -) egy félcsoport és tekintsiik a

B(G)={f:G—C| fkorlatos }
halmazt a pontonkénti mtiveletekkel, valamint az
1fI| = sup | f(z)]
€@
norméval. Jol ismert, hogy ekkor B(G) egy Banach—tér.

2.4. Definicié. Ha B*(QG) jeloli a B(G) tér konjugdlt terét, akkor azt mond-
juk, hogy a B*(G) tér egy u eleme kozép B(G)-n, ha minden f € B(G)
esetén

inf |f(2)] < p(f) < sup |f(z)]

zeG ze@

teljestil.

A definiciobol adodik, hogy a B(G)-n értelmezett dsszes kozepek hal-
maza egy nemiires, konvex és gyenge*~kompakt halmazt alkot B*(G)-ben.

2.5. Definicio. Tetszdleges x € G esetén definidljuk B*(G)-n az ry illetve
az l, ugynevezett eltoldsoperdtorokat az

(r=f)(y) = fyz) (y€qG)

illeve az
(o f)(y) = flzy) (yeG)

mddon. A p € B*(G) kizepet jobb illetve bal invarians kozépnek nevezzik,
ha

M("":ch) = ,u(f)v (f S %(G),.Z‘ € G)
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illetve
nlaf) =p(f) (f € B(G),z € G)

teljesiil. Amennyiben

N(racf) = :u(lacf) = :u(f) (f S %(G),.Z‘ € G)

all fenn, gy a p kdzepet invarians kozépnek nevezziik. Tovdbbd, o G félc-
soportot jobb illetve bal amenabilisnek nevezziik, ha létezik B(G)—n jobb
illetve bal invaridns kézép, valamint, azt mondjuk, hogy G amendabilis, ha
létezik B(G)—n invaridns kozép.

2.9. Tétel. Ha G olyan félcsoport, hogy B(G)—n létezik bal invaridans kézép,
€s jobb invaridns kézép is, akkor G amendbilis.

2.10. Tétel. Tetszdleges G bal/jobb amendbilis félcsoport jobb/bal amend-
bilis is, igy az eldzd tétel értelmében amendbilis.

A tovabbiakban azonban nekiink elegendd lesz az alabbi tétel.

2.11. Tétel (Day [14]). Minden kommutativ félcsoporton létezik invaridns
kézép.

Az invarians kozepek modszerével igazolhatd példaul a kévetkezd tétel,
mely réviden azt fejezi ki, hogy jobb (vagy bal) amenéabilis félcsoporton
a kociklus—egyenlet stabil. A moddszer rendkiviili hatékonysagat illusztra-
lando, a tétel bizonyitasat is megadjuk.

2.12. Tétel (Székelyhidi [55]). Legyen (S,-) egy jobb (vagy bal) amend-
bilis félcsoport, F : S x S — C pedig egy olyan fiigguény, melyre az

(25) (x7y7 Z) = F((IZ,y) +F($y72) - F(x7yz) - F(y,Z)

leképezés korldtos S x S x S—en. Ekkor létezik olyan ® : S xS — C filiggvény,
melyre

(z,y) + D(zy, 2) = B(x,y2) + (y,2) (2,y,2 €5)
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teljesiil, gy, hogy az

leképezés korldtos S x S-en, ugyanazzal a korldttal, mint a (2.5)-ban szerepld
leképezés.

Bizonyitas. A 2.9. Tétel értelmében elegend§ egyoldali amenabilitast fel-
tételezniink, legyen ezért (S, -) egy jobb amenélilis félcsoport, és tegyiik fel,
hogy az F : S x S — C fiiggvény olyan, hogy a (2.5) képlettel definialt
leképezés korlatos S x S x S—en.

Mivel (S, -) jobb amenabilis, ezért B(S)—en létezik egy p,—szel jelolt jobb
invarians kozép. Tetszbleges y,z € S esetén definidljuk a & : S x § — C
fliggvényt a

(y, 2) = ps [F(2,y) + Fzy, 2) — F(2,y2)]

modon. Ekkor a p, kozép jobb invariancidja miatt tetszéleges y, z,u € S
esetén

O(y,z) + P(yz,u) — ®(y, zu) — (2, u)
= g [F(z,y) + F(zy,2) — F(z,y2) + F(z,yz) + F(xyz,u) — F(z,yzu)
—F(z,y) — F(zy, zu) + F(z,yzu) — F(z,2) — F(zz,u) + F(z, zu)]
= pg [F(zy, 2) + F(zyz,u) — F(ay, zu) — F(x,2) + F(xz,u) — F(z, zu)]
=0,

azaz a P fiiggvény kielégiti a kociklus—egyenletet. Tovabbé,
(26) F(ya Z) - @(ya Z) = Mz [F(yv Z) + F(mayz) - F(l),y) - F(‘Tyv Z)]

is teljesiil, szintén a p, kozép jobb invariancidja miatt, valamint (2.5) miatt.
Igy az
(y7 Z) = F(y7 Z) - (I)(ya Z)

leképezés valéban korlétos, tovabba az el6z6 egyenldség miatt ezen leképezés
és a (2.5)-ben szerepld leképezés korlatja megegyezik.
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Hasznalni fogunk még tovabbé egy, a logaritmikus Cauchy—egyenletre
vonatkoz6 stabilitasi tételt, mely szintén igazolhat6é az invaridns kozepek
modszerével, lasd példaul Forti [18].

2.13. Tétel. Legyen S egy jobb (vagy bal) amendbilis félcsoport, f : S — C
pedig egy olyan fligguény, melyre az

(2.7) (z,y) — flazy) — f(x) = f(y)

leképezés korldtos S x S—en. FEkkor létezik olyan | : S — C logaritmikus
fiigguény, azaz melyre

Wzy) =1(z) +1(y)

teljestl minden x,y € S esetén, gy, hogy az

(2.8) z— f(z) —1(z)

modon definidlt leképezés korldatos S—en, ugyanazzal a korldttal, mellyel a
(2.7)~ben értelmezett leképezés.

Ahogy azt a bevezetésben irtuk, a disszertacioé {6 célkittizése az informa-
cibelméletben megjelend néhany fiiggvényegyenlet stabilitasanak a vizsgélata.
A kovetkezs fejezetben arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy ha e > 0 egy
tetszdleges, de rogzitett valos szdém, o € R szintén tetszbleges, de rogzitett,
f:]0,1[— R pedig egy olyan fiiggvény, melyre

f<m>+<1x>af<1ﬁ )f<y><1y>af<fy>‘ge

T 1

teljesiil minden (x,y) € D° esetén, akkor létezik—e a paraméteres informécio—
alapegyenletnek olyan h :]0, 1[— R megoldésa, melyre

[f(z) = h(z)| < Ke

teljesiil minden x €]0, 1] esetén valamely K € R konstanssal?
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3. A paraméteres informacié—alapegyenlet stabi-
litasa

Ez és a kiovetkez§ fejezet tartalmazza a disszertacié f6 eredményeit. Ahogy
azt az el6z6 fejezet végén irtuk, ebben a fejezetben meg fogjuk vizsgalni,
hogy vajon Hyers—Ulam értelemben stabil-e az informéaci6é paraméteres ala-
pegyenlete. Azaz, feltételezve, hogy € > 0 egy tetszdleges, de régzitett valos
szam, o € R szintén tetszoleges, de rogzitett, f :]0,1[— R pedig egy olyan
fliggvény, melyre

Y x
1—x)® — —(1=pfl— <
s+ -orr (P2 ) - s - a-wer ()] <
teljesiil minden (z,y) € D° esetén, akkor l1étezik—e a paraméteres informacio—
alapegyenletnek olyan h :]0, 1[— R megoldésa, melyre

|f(z) = h(z)| < Ke

teljesiil minden = €]0, 1] esetén valamely K € R konstanssal? Mint azt majd
latni fogjuk az egyes alfejezetekben, erre a kérdésre a vélasz jelentGsen fiigg
az a paraméter megvalasztasatol. Igy, ha a = 0, 1 # a > 0, illetve ha
a < 0, akkor rendre stabilitast, szuperstabilitast, illetve hiperstabilitast
tudunk majd igazolni.

El6szor azt az esetet tekintjiik, amikor a paraméter értéke negativ. Fzek
utan ratériink arra az esetre, amikor o = 0 illetve amikor 1 # o > 0. Az
utobbi két esetet egy tételben foglaljuk 6ssze, hogy ezzel feleslegesnek ting
ismétléseket keriilhessiink el, hiszen ki fog deriilni, hogy a két eset analog
gondolatmenettel kezelhetd.

Ebben a témakorben az els§ dolgozat Maksa Gyula [49]-es cikke. Itt az
(1.6) egyenlet szuperstabilitasat sikeriilt igazolni az 1 # «a > 0 esetben a
zért alaphalmazon. Ennek az eredménynek a tébbdimenziés alaphalmazon
tekintett valtozatat a Gselmann [21] dolgozat tartalmazza. A [49]-ben is-
mertetett moédszer azonban nem iiltethet at arra az esetre, amikor oo = 1,
vagy, ha a < 0, tovabbéa abban az esetben sem miikodik, ha a problémét
a D° halmazon tekintjiik. Mindvégig ugy sejtettiik, hogy a paraméteres
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informéci6—alapegyenlet hiperstabil D°—on, azonban végiil ehelyett csak sta-
bilitast tudtunk igazolni (lasd Gselmann—Maksa [25]). Az ebben a dolgo-
zatban ismertetett modszerrdl kideriilt azonban, hogy alkalmas arra, hogy
az « = 0 esetben stabilitast, mig az 1 # « > 0 esetben szuperstabilitast
igazoljunk vele. Ezeket az eredményeket a Gselmann [23] dolgozat tartal-
mazza. Nem sokkal ezek utdn az eredmények utéan deriilt azonban ki, hogy
egy a fentiektdl eltér6 modszerrel mégis tudunk hiperstabilitast igazolni
a < 0 esetén, lasd Gselmann [22]. Sajnalatos médon azonban ezen mods-
zerek egyike sem bizonyult hatékonynak az o = 1 esetben, mely problémét
Székelyhidi Laszlo vetette fel még 1991-ben (lasd [56]). Igy, az informacio
alapegyenlete stabilitdsanak problémaéja mind a nyilt, mind a zart alaphal-
mazon még mindig nyitott kérdés.

3.1. Az a <0 eset

Az alabbi tétel azt allitja, hogy az informacié paraméteres alapegyenlete
hiperstabil a D° halmazon, feltételezve, hogy az a paraméter értéke negativ,
lasd [22].

3.1. Tétel. Legyenek a,e € R olyanok, hogy a < 0, ¢ > 0. FEkkor az
f:]0,1[— R fiiggvény pontosan akkor elégiti ki az

1) i@ a-as () s - a-aer ()| <

egyenldtlenséget minden (x,y) € D° esetén, ha léteznek olyan c,d € R konst-
ansok, hogy

(3.2) flz) =cx*+d(1—2)*—d

teljesiil minden x €]0, 1] esetén.

Bizonyitas. Az 1.5. Tétel miatt, ha
flz)=cx*+d(1—2)*—d (z€]0,1])
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teljestil valamely ¢,d € R konstansokkal, akkor az f :]0,1[— R fluggvény
kielégiti az (1.6) fiiggvényegyenletet tetszéleges (x,y) € D° esetén. Igy,
barmely ¢ > 0 esetén

s+ a-orr (1) -1 -a-wes ($5) < @epap

T 1—y

is teljesiil. Tehat elegendd a megforditott iranyt allitast igazolnunk.
A tovabbiakban legyen

DS = {(z,y,2) € R¥|z,y,z,2 +y + 2 €]0,1[}

és definialjuk a G : D° — R fliggvényt a

(33)  Gla.y) = f@) + (1 - a)°f (y) Cflaty) ()€ D)

11—z
modon. Ekkor a (3.1) egyenl6tlenségbdl azonnal adodik, hogy
(3.4) G(z,y) — G(y,z)| <e. ((z,y) € D°)

Legyen most (x,y,2) € Dj tetszbleges. A G fliggvény definiciojat felhasz-
nalva

Glat19) = flo+) + (= o+ S (=i ) ~ e byt )
G(a:,y+z>:f<:c>+<1—x>af(§’fz) ~fty+a)

és
@ Y z
(1-z) G(l—x’l—x)

oo [r(25) - - 2) o () - ()




teljesiil. Ebbél, rovid szamolassal azt kapjuk, hogy az
(35) G(z,y)+Gle+y,z)=Glz,y+2)+(1-2)°CG (1 T 1;)

egyenlet fennall barmely (z,y, z) € D3 esetén.

Ezt felhasznalva el6szor azt mutatjuk meg, hogy G a—adfokt homogén
fiiggvény. Valoban, a (3.5) egyenletben x és y szerepét felcserélve azt kapjuk,
hogy

Gy, z)+ Gz +y,z)

T z

=Gy, z+z)+(1—-9)°*G <1—y’1—y>' ((z,y,2) € D3)

Tovabba, (3.5)-ben (z,y, z) helyett (y, z, x)-et irva azt kapjuk, hogy

Gl02)+ Gly+20) = Glaa+2) + (196 (1275,

Igy,

(3.6) G(y,z)—(l—m)“G( y__z )

l—-z2"1—2z

:{G(x,y)+G(iE+yaz)—G(ffay‘i'z) (1-2)°C
—G(.%',y) _G(x+y7 ) ( +
)G

+{ 600+ 6o+ 1) - Gl +2) -
\

7~
[S—
| <
8]
—_
(RN
8
S~
H/_/

—_
8
‘Q
—_
‘fi
N———
N——

_l’_

Gy,z2) +Gly+z,2)— Gly,z + z) —

z)
(e
0 (7
—Gly+zx)+Gy,z+2)+(1— )aG< _y’l—y>

=Gy, z) — G(z,y) + Gz, y+2) — Gy + z,x)
-0 (67 75) -6 (F5 )
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tetszoleges (x,y, z) € D3 esetén, hiszen a kapcsos zarojelben 1évés kifejezések
mind nullaval egyenléek. Igy a (3.6) és a (3.4) egyenl6tlenség, valamint a
haromszog—egyenlStlenség miatt

(3.7) G(y72)—(1—x>aG< T )‘

1—2'1—x
<@2+A-y)Ye ((z,y,2) € Ds)

Legyenek t €]0, 1] és (u,v) € D° tetsz6legesek. Ekkor, ha
r=1—t, y=tu és z=tv,
akkor z,y, 2 €]0, 1] és
r+y+z=1-t(1—u—0o)€)0,1],
azaz (z,y,z) € D5. Masrészt (3.7)-bdl ezzel a helyettesitéssel
|G (tu, tv) —t“G(u,v)| < (2+ (1 —tu)Y)e,
azaz

G(tu,tv)

(24 (1- tu)o‘)g
tOl

- G(u,v) < o

adodik minden t €]0,1] és (u,v) € D° esetén. Ha vesszikk a t — 0+
hataratmenetet, akkor ebbdl azt kapjuk, hogy
G(tu, tv)

t1~1>%l+ T = G(U,U), ((U,’U) €D )

hiszen lim;_,o4(1 — tu)® = 1, minden u €]0, 1] esetén és lim; oyt~ = 0,
mert a < 0. Ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy G a—adfokd homogén.
Valoban, tetszoleges s €]0,1[ és (u,v) € D° esetén

w
W = s*G(u,v).

(3.8) G(su,sv) = limpo+

= ¢ limt_>0+
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Végiil, a (3.8) formula és a (3.4) egyenl6tlenség segitségével megmutatjuk,
hogy G szimmetrikus. A (3.4) egyenl6tlenséget felhasznéalva,

|G (tz, ty) — G (ty, tz)| < e

teljesiil minden ¢ €]0,1[ és (u,v) € D° esetén. Ebbdl, a G fiiggvény a—
adfokt homogenitasat kihasznélva azt kapjuk, hogy

G (2,y) —1°G (y,z)| <&, ((z,y) € D° 1 €]0,1])

azaz

Glay) -Gyl < o ((e,y) € Dt €0, 1)

Ebbél ¢ — 0+ hataratmenetet véve az adodik, hogy

G(z,y) = G(y,z)

jelenti, hogy

X

fa)+ -2 (725) = i+ -0 (2) () e D)

vagyis az f :]0,1[— R fliggvény a D° halmazon kielégiti az informéacioé pa-
raméteres alapegyenletét. Igy az 1.5. Tétel miatt léteznek olyan ¢, d valos
szamok, hogy

fl@)=cx®+d(1 —2)*—d
teljesiil minden x €]0, 1[ esetén.

O

Az alabbiakban a zart alaphalmazon fogjuk megvizsgalni a stabilitas
kérdését, és megmutatjuk, hogy ha az o paraméter negativ, akkor az infor-
maci6é paraméteres alapegyenlete nemcsak a D°, hanem a D halmazon is
hiperstabil, ez eredmény megtalalhato a [22] dolgozatban.

35



3.2. Tétel. Legyenek a,e € R olyanok, hogy o« < 0, € > 0. Ekkor az
f 10,1 — R fiiggvény pontosan akkor elégiti ki a (3.1) egyenldtlenséget
minden (x,y) € D esetén, ha léteznek olyan ¢,d € R konstansok, hogy

0, ha =0
(3.9) fl@)=9¢ cx*+d(1—2)*—d, ha xz€]0,1]
c—d, ha x=1.

Bizonyitas. Legyenck a < 0, € > 0 tetszGlegesek, de rogzitettek, és tegyiik
fel, hogy az f : [0,1] — R fliggvény olyan, hogy kielégiti a (3.1) egyenl&t-
lenséget minden (x,y) € D esetén. Az y = 0 helyettesités utéan (3.1)-bsl
azt kapjuk, hogy

(L=2)"+1)[f(0)| <e. (2 €]0,1])
Mivel o < 0, ez azt jelenti, hogy f(0) = 0. Masfelsl a 3.1. Tétel azt allitja,
hogy
f@)=c*+d(1l—-2)"—d

teljestil minden x €]0, 1] esetén valamely ¢,d € R konstansokkal. Végiil,
legyen x €]0, 1] tetszbleges és y = 1 — x. Ekkor szintén a 3.1. Tétel miatt,
azt kapjuk, hogy léteznek olyan ¢, d valds szamok, hogy

e—d—F()[|s" — (1-2)°| <=
Igy f(1) = ¢ —d, hiszen o < 0.
Mivel a (3.9) formulaval definialt f : [0,1] — R fiiggvény megoldasa
a paraméteres informacié—alapegyenletnek a D halmazon, ezért nyilvin a
(3.1) egyenldtlenséget is kielégiti tetszoleges € > 0 esetén.
]

32. Aza=0¢ésaz0<a#1 eset

Ebben az alfejezetben azt az esetet fogjuk tekinteni, amikor a paraméter
értéke nulla vagy egy egytél kiilonb6z6 pozitiv valés szam, valamint iga-
zolni fogjuk, hogy ebben az esetben a paraméteres informécié—alapegyenlet
stabil, illetve szuperstabil. Az itt ismertetett eredményeket a [23] és a [25]
dolgozatok tartalmazzak.
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3.3. Tétel. Legyenek a,e € R olyanok, hogy 1 # a > 0, € > 0. Tegyiik
fel tovdbbd, hogy az f :]0,1[— R figgvény tetszdleges (x,y) € D° esetén
kielégiti a

310 |+ a-ar () < s - a - (1) <

11—z -y

egyenldtlenséget. Ekkor, ha o = 0, akkor létezik olyan [ :]0,1[— R logarit-
mikus fligguény és olyan ¢ € R konstans, hogy

(3.11) If(z) — [I(1 — z) + ]| < 63

teljestil minden x €]0,1[ esetén, egyébként pedig léteznek olyan a,b valds
konstansok, hogy

(3.12) |f(x) = Jax® + b(1 — x)* —b]| < K(a)e
dll fenn barmely x €]0,1[ esetén, ahol

.o+l
K(a) =27 -1 (3+12-20“+32 k )

27 =1

Bizonyitas. Definidljuk az F : Ri . — R fiiggvényt az

v
(3.13) F(u,v) = (u+v)*f (u—l—v)
formuldval minden (u,v) € R%, esetén. Ekkor azonnal adodik, hogy
(3.14) F(tu,tv) = t*F(u,v), (t,u,v € Ryy)
illetve
(3.15) fl@)=F1—=x,2). (z€]0,1])

Tovabba az
w v

77 - b GR
u+v+w y u+v+w (uvw ++)
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helyettesitésekkel a (3.10) egyenlStlenségbdl azt kapjuk, hogy

‘f <u+:)+w> + (u(i:i):)af<uj—v>

(i) - ()| <

mig (3.14) miatt
(3.16) |F(u+v,w)+ F(u,v) — F(u+w,v) — F(u,w)| <e(u+v+w)®
teljesiil minden u, v, w € Ry esetén.

Definialjuk most a g illetve a G fliggvényeket az R illetve az Ri 4
halmazokon

(3.17) g(u) = F(u,1) — F(1,u),
illetve
(3.18) G(u,v) = F(u,v) + g(v).

modon. Megmutatjuk, hogy minden u,v € Ry, esetén fennall a
(3.19) |G (u,v) — G(v,u)|] < 3e(u+v+1)¢

egyenlStlenség. Valoban, (3.16)-bol a w = 1 helyettesitéssel azt kapjuk,
hogy

(3.20) |F(u+wv,1)+ F(u,v) — F(u+1,v) — F(u,1)| <e(u+v+1)°.

minden u,v € R;4 esetén. Ebben az egyenl6tlenségben w és v szerepét
felcserélve az

|-F(u+v,1) — F(v,u) + F(v+ 1,u) — F(v,1)] < e(u+v+1)¢
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egyenl6tlenség adodik tetszoleges u, v € Ry esetén. Ebbdl, illetve a (3.20)
egyenlGtlenséghdl a haromszog—egyenlGtlenség felhasznéalasaval azt kapjuk,

hogy
(3.21) |F(u,v) — F(v,u) — F(u+1,v) — F(u,1)
+F(v+1,u)+ F(v,1)| <2e(u+v+1)°

teljesiil minden u,v € R4 esetén. Méasrészrél (3.16)-ban az v = 1 helyet-
tesitést elvégezve

IF(1+v,w)+ F(1,v) — F(1 4+ w,w) — F(L,w)| <e(1+4+ v+ w)®

adodik minden v, w € R, esetén. Ebben v-t u-ra, illetve w-t v-re kicserélve
az adodik, hogy

|F(u+1,v)+ F(l,u) — Flv+ 1,u) — F(1,v)] < e(u+v+1)°.
(u,v € Ryy)
Végiil, ismét a haromszog—egyenlStlenség és a g illetve a G fliggvények
definicidinak felhasznélasaval a legutobbi egyenl6tlenséghdl kapjuk, hogy
(3.19) valoban teljesiil.
A kovetkezSkben a g fiiggvénnyel fogunk foglalkozni. A bizonyitas ezen
pontjan azonban két esetet kiilonboztetiink meg.

Elgszor tegyiik fel, hogy a = 0. Ekkor meg fogjuk mutatni, hogy létezik
olyan [ : Ry — R logaritmikus fiiggvény, hogy

|9(u) = (u)| < 6e

teljestil minden v € Ry esetén.
Vegyiik észre, hogy az o = 0 esetben a (3.19) egyenlStlenség a

G(u,v) = Gv,u)| <3e (w0 € Ryy)

egyenl6tlenséggé redukalodik. Tovabba, (3.14) és (3.18) miatt
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G(tu,tv) = F(tu,tv) + g(tv) = F(u,v) + g(tv)
= G(u,v) — g(v) + g(tv),
’ G(tu,tv) — G(u,v) = g(tv) — g(v), (t,u,v € Ryy)

ezért

(3.22)  |g(tv) — g(v) + g(u) — g(tu)]
= |G(tu,tv) — G(u,v) — G(tv, tu) + G(v, u)]
< |G(tu, tv) — G(tv, tu)| + |G(v,u) — G(u,v)| < 6e

teljestil minden t,u,v € Ry esetén. Az u = 1 helyettesitéssel a (3.22)
egyenl6tlenségbdl azt kapjuk, hogy minden ¢,v € Ry mellett fennall a

lg(tv) — g(v) — g(t)| < 6¢

egyenl6tlenség, hiszen g(1) = 0. Ez az jelenti, hogy a ¢ fiiggvény meg-
kozelitSleg logaritmikus az R halmazon. Ezért a 2.13. Tétel miatt 1étezik
olyan ! : R, — R logaritmikus fiiggvény tgy, hogy minden v € R, esetén

lg(u) = I(u)] < 6e

teljesiil.
Tovabba, ebbdl, (3.19)-bdl a g és a G fiiggvények definicidinak felhasz-
nélasaval azt kapjuk, hogy

[f (@) =11 —2) = (f(1 —z) = (z))|

=|F(l-—z,z)—l(1—2)— F(z,1 —z)+ (z)|

=[F(1 —z,2)+g(x) — g(x) —I(1 —x)

—F(x,1—z)+g(1—2)—g(1 —z)+(x) |
(3.23) <|F(1-z,2)+g(x) — (F(z,1 —2) + g(1 — x))|

+lg(1 =) =11 —z)| + |i(z) — g(z)|

=|G(1—z,z) — G(z,1 — z)]

+1g(1 =) = I(1 — z)[ + [I(x) — g(z)|

< 3e + 6e + 6e = 15¢
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teljesiil minden x €]0, 1] mellett.
Definialjuk most az fo és az Fy fiiggvényeket a ]0,1[ illetve a ]0,1[2
halmazokon a kovetkezSképpen:

fo(z) = f(z) = 1(1 — =),

illetve

Fatpa) = fol) + fole) ~ o) — fo (=2 ).

Ekkor (3.23) felhasznélasaval azonnal adodik, hogy

(3.24) [fo(x) = fo(1 —2)| < 15¢

teljestil minden z €]0, 1] esetén. Legyenek p,q €]0, 1] tetsz6legesek, ekkor
a (3.10) egyendtlenségdl az = 1 — p és az y = pq helyettesitésekkel az
kovetkezik, hogy

(3.25) fo1 =) + fola) — folpa) — fo <11_‘ ;’q)‘ <e

A (3.25) és a (3.26) egyelStlenségekbdl, a haromszog—egyenl6tlenség felhasz-
nélasaval azt kapjuk, hogy

Egyszert szamolassal igazolhato, hogy minden p, ¢ €]0, 1] esetén teljesiil az

fo(p) = fo(q)
z%wm%JMn®+%<f:£JD—h<l—f:£>+ﬁ(f:;>

azonossag, ezért
1—p
FO < 7p> ‘
1 —pq

(3.27) | fo(p) — folq)|
< |Fo(g,p)| + |[Fo(p, @)| +
1-p 1-p
ﬁ<1—1—m>_h<1—m>‘
< 3-16¢ + 15 = 63¢

+
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is fennall barmely p, g €]0, 1[ mellett. Legyen (3.27)-ben ¢q = %, hogy az

o) = 1o (3 )| < 032 weon

egyenlGtlenséghez jussunk. Ez, az fj fiiggvény definiciojat felhasznalva, azt
jelenti, hogy
[f(x) =1(1—x)—c| <63
teljesiil minden z €0, 1[ esetén, ahol ¢ = fo (3). Ezzel igazoltuk a (3.11)
egyenlGtlenséget.
Végiil tekintsiik az 1 # a > 0 esetet. Meg fogjuk mutatni, hogy létezik
olyan ¢ € R konstans, hogy minden z €]0, 1] esetén

- 4. 30:4—18
T2re—1p

A (3.13), (3.17) és a (3.18) formulak miatt

l9(x) — c(z® = 1)

G(tu,tv) = F(tu,tv)+ g(tv)
= (“F(u,v) + g(tv)
= t*G(u,v) —t*g(v) 4+ g(tv),
, G(tu,tv) —t*G(u,v) = g(tv) — t%g(v)

teljestil minden t,v € Ry mellett. Ezért a (3.19) egyenl6tlenség felhasz-
nalasaval azt kapjuk, hogy tetszdleges t,u,v € Ry esetén
(3.28)  lg(tv) —t%g(v) +t%g(u) — g(tu)]
= |G(tu,tv) — G(u,v) — G(tv, tu) + G(v, u)|
< |G(tu, tv) — G(tv, tu)| + |G(u,v) — G(v,u)|
<3e(t(u+v)+1)*+3c(u+v+1)%
Ha (3.28)-ban elvégezziik az u = 1 helyettesitést, akkor a

(3.29)  |g(tv) —t%g(v) — g(t)]
<3e(t(v+1)+1)*+3e(v+2)*  (t,v e Ryy)
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egyenl6tlenséghez jutunk. Tovabba (3.29)-ben ¢ és v szerepét felcserélve
(3.30)  [g(tv) —vg(t) — g(v)|
<Be(v(t+ 1)+ 1)+ 3e(t+2)*  (t,v € Ryy)

adodik. A haromszog-egyenlétlenség felhasznalasaval a (3.29) és a (3.30)
egyenlGtlenségekbdl azt kapjuk, hogy

(3.31) [t%g(v) + g(t) —vg(t) — g(v)| < B(t, v)
all fenn barmely ¢,v € R4 esetén, ahol

B(t,v) = 3e(t(v+1)+ 1% +3e(v +2)*
+ Be(v(t+1)+1)* +3e(t + 2)“.
9(3)

\_/

Legyen most t = % és vezessiik be a ¢ = 7 jeloleést. Ekkor

2=

B(3:v)

(3.32) g(v) —c(v® = 1)| < 2o 1|

(veR4y)

Vegylik észre azonban, hogy
|B(t,v)| <4-3%"e,
ha ¢,v €]0,1[, azaz B korlatos a |0, 1[x]0, 1[ halmazon. Ezért
B (1 U) 4 .30+
<
PRISSTRNPE=.

(3.33) lg(v) = c(v® =1 <

teljesiil minden v €]0, 1] esetén.
Tovabba, (3.15), (3.18), (3.19), (3.33) és a haromszog-egyenlStlenség
miatt tetszdleges x €]0, 1] valasztasa mellett

lf(x) —c(l—2)*+c— (f(1 —x) — cz®+ ¢)|
=F(l—z,z2) —c(l—2)*+c— (F(z,1 —x) — cz® + ¢)]
S|IFA—=,2)+g(x) - F(z,1—2) —g(1 — )|

(3.34) +1g(z) —c(@® = D[+ [g(1 —2) — (1 —2)* — 1)
:|G(1fx,$)fG(x,171:)|
+lg(x) —c(@® =D+ [g(1 —2) = ¢((1 —2)* = 1)|

o 8.3t1¢
<3-2 €+|2 &
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Az els6 esetben leirtakhoz hasonléan definiadljuk az fy és az Fy fiige-
vényeket a 0, 1[, illetve a ]0, 1[?> halmazokon az

(3.35) folw) = f@) et =) (@ €lo,1)
(3.36)

_ o o 11— p 2
Fopa) = folo)+2" o)~ fooa) =190 o (=2} () €l0.1P)

képletekkel.
Ekkor (3.10), (3.35) és (3.36) miatt egyrészt

B30 [+ 0 -ah (125) - o) - 0= (15 )] <

l—y
ha (z,y) € D°, masrészt pedig

8. 304-5—1E

(3.38) | fo(z) = fo(1 — )] §3'2a5+m-

(x €]0,1])

Tovabba, a (3.38)—as egyenl6tlenségbdl az = 1 — p, y = pq (p,q €]0, 1[)
helyettesitésekkel azt kapjuk, hogy

(3.39) fo(1 =p) +p*folq) = folpa) = (1 = pg)* fo (11—_;)(1) ‘ =

teljesiil minden p, ¢ €]0, 1[ esetén. Igy, (3.38) és a (3.39)-es egyenl6tlenségek
és a haromszog—egyenlGtlenség miatt

8. 3a+1€

3.40 F < 3.2 —_—
( ) | 0(p7Q)|—€+ E+’2_a_1‘

(z €]0,1])
Egyszert szamoléssal ellendrizhetd, hogy az

(341) fop)[¢* + (1 —q)* = 1] = fo(q) [p* + (1 — p)* — 1]
= Fo(q,p) — Fo(p, q)

— (L —pa)® [FO (11—_pqq’p) o (1 - 11—_15q> o <11:;q>]
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azonossag minden p, ¢ €]0, 1] mellett fennall, ezért az Fy fiiggvényre vonat-
kozo6 (3.40) becslést alkalmazva az

fo(q)
>+ (1-g -1
<l +(1—g)*—1"

8'3a+16 8'3a+16
3 3.2¢ _ 3.2¢ _
( <’3+ “|2a—1|>* “|2a—1|>

fo(p) — [p* + (1 —p)* —1]

egyenlStlenséghez jutunk, mely minden p,q €]0,1[ esetén teljesil. Ez,
(3.35)-0t figyelembe véve, a ¢ = % helyettesitéssel és az

1 _
a= fo (2) 2 —1)"" & b=a+e,
definiciokkal azt jelenti, hogy
(3.42) |f(p) = [ap™ +b(1 — p)* = b]| < K(a)e
teljestil, ha p €]0, 1], ahol

_ 392 . 3a+1
K(a) = |21 1 1<3+12.2a+ )

27 — 1

Vegyiik észre, hogy az el6z6 tételben szerepls K («) kifejezésre

lim K (a) = 400
a—1
teljesiil, ezért a 3.3. Tétel bizonyitasaban hasznalt moédszer nem alkalmas
az informéaci6 alapegyenlete stabilitdsdnak vizsgalatakor.
A 1.5. Tétel értelmében a 3.3. Tétel azt allitja, hogy az informacié pa-
raméteres alapegyenlete stabil a D° halmazon, feltéve, hogy 1 # a > 0.
Tovabba, (1.6) megoldasai a ]0, 1] intervallumon korlatosak, ha 1 # a > 0,
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ezért az el6z§ tétel szerint ebben az esetben a paraméteres informacio—
alapegyenlet nemcsak stabil, hanem szuperstabil is.

A kovetkezs tételben azt fogjuk megmutatni, hogy (1.6) nemcsak a D°
halmazon, hanem a D halmazon is stabil. A tétel bizonyitdsaban sziiksé-
giink lesz majd a

8. 3a+1

T(a):3'2a+m

(1#a>0)
modon definialt kifejezésre. Megjegyezziik, hogy K (a) és T'(«v) kozott fennall

a
_ AT(o) + 3

R

Osszefiiggés minden 1 # a > 0 esetén.

K ()

3.4. Tétel. Legyenek a,e € R olyanok, hogy € > 0, 1 # a > 0. Tegyiik
fel tovdbbd, hogy az f : [0,1] — R fiigguény olyan, hogy minden (x,y) € D
esetén kielégiti a (3.10) egyenldtlenséget. FEkkor, ha o # 0, akkor létezik
olyan a,b € R, hogy

(3.43) |f(z) — hi(2)] < max{K(a),T(a) + 1}e, (x€][0,1])

teljesiil minden x € [0, 1] esetén, ahol

0, ha = =0
hi(z) =4 ax®*+b(1—x)*—b, ha z€]0,1]
a—b, ha =1

tovdbbd, ha a = 0, akkor létezik olyan ¢ € R konstans, hogy
(3.44) |[f(x) = ha(x)] < 63e (€ [0,1])
dll fenn tetszdleges x € [0, 1] esetén, ahol

f(0), ha =0
ho(z) =< e, ha x € ]0,1]
f), ha =1
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Bizonyitas. ElGszor azzal az esettel fogunk foglalkozni, amikor « # 0.
(3.10)-ben el6szor x = 0-t helyettesitve, majd az y — 0+ hataratmenetet
véve azt kapjuk, hogy

1£(0)] <e < K(a)e,

azaz (3.43) fennall z = 0 esetén. Tovabba, (3.43) nyilvan teljestil minden
x €]0,1] esetén a 3.2. Tétel miatt. Legyen = €]0, 1] tetsz6leges. Ekkor ha
(3.10)-ben az y = 1 — x helyettesitéssel éliink, akkor azt kapjuk, hogy

[f(@) + (A =2)*f(1) = fL—a) =2 f(D)[ <e. (2 €]0,1])
Az el6z6 tétel bizonyitasédban leirtak miatt (lasd a (3.35) definiciot)
f(@) = fo(z) +c(1 =), (x €]0,1])
igy a legutobbi egyenlGtlenség az
(3.45) [fo(z) = fo(1 =) + (1 —2)* —ca® + (1 —2)*f(1) —a®f(1)| < e
alakra hozhato tetszéleges x €]0, 1] esetén. Masfeldl
[fo(x) = fol —2)| < T(a). (x €]0,1])
igy, ha a (3.45) egyenl6tlenséget atrendezziik, akkor
[folx) = fo(l —z) —[c+ f(D]fz" = (1 —2)%]| <&, (z €]0,1])
azaz
lfo(z) = fol —2)[ = |e+ f(D)] - [z* = (A1 —=2)%[ < e
teljesiil minden x €]0, 1[ esetén. Ezért

e+ FD)]- 2% = (1= 2)* < (T(a) + D)e,

amennyiben x €]0, 1[. Ha ebben az egyenl6tlenségben végrehajtjuk az z —
0+ hataratmenetet, akkor azt kapjuk, hogy

e+ f(D] < (T(a) + De.
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A 3.3. Tétel bizonyitasabol azonban tudjuk, hogy ¢ = b — a, igy
[f(1) = (a=b)] < (T() + 1),

azaz (3.43) valoban teljesiil.
Tekintsiik most az o = 0 esetet. Ha z = 0 vagy x = 1, akkor (3.44)
teljesiil hiszen a ho fliggvény definici6ja miatt

£(0) = h2(0)| = |£(0) = f(0)] = 0 < K(a)e,

illetve
|f(1) = ha(1)] = |f(1) = fF(1)] =0 < K(a)e.

Legyen most x €]0, 1] tetszbleges, ekkor a (3.10) egyenlStlenségbe y = 1 —a—
et helyettesitve azt kapjuk, hogy

(3.46) F@) = fl-o) <e (x€l0,1]

A 3.3. Tétel miatt létezik olyan ¢ € R és [ : Ry;. — R logaritmikus
fliggvény, hogy

(3.47) |f(x) =11 —2)—c| <63

teljestil minden x €]0, 1] esetén. Ezért elegendd azt megmutatnunk, hogy (
azonosan zérd logaritmikus fiiggvény. Valoban, (3.11) és (3.46) miatt

(3.48) |I(1 —=x) — l(x)]
=l —2) = fA—2)+ fl—z)+c—l(zx) + f(z) - f(z) -
<A —z)+e— f@)[+[f(1—2) = l(x) = o] +[f(z) = f(1 - )]
< 127¢,

ha x €]0,1[. Legyenek p,q € R, tetsz6legesek, ekkor az x = p%q helyet-
tesitéssel (3.48)-bol azt kapjuk, hogy

l(p) —Uq)| < 127e, (p,q € Ryy)
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ahol felhasznaltuk azt is, hogy [ logaritmikus fiiggvény. Ebbdl a ¢ = 1
helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

ll(p)| <127e, (p € Ryy)

hiszen (1) = 0, vagyis [ az egész Ri; halmazon korlatos logaritmikus
fliggvény. Ez csak tugy lehet, ha [ azonosan zérd a pozitiv valés szamok
halmazan. Mindezt (3.47)—tel egybevetve, azt kapjuk, hogy

|[f(x) — ] <63¢
all fenn minden z €]0, 1] esetén, vagyis (3.44) valoban teljestil.
]

A disszertacié ezen fejezetében a paraméteres informéciéo—alapegyenlet
stabilitasaval foglalkoztunk. Osszefoglalva, a kovetkezdket sikeriilt igazol-
nunk. Az (1.6) fiiggvényegyenlet stabil, ha o = 0, szuperstabil amennyiben
1 # a > 0, tovabba hiperstabil a < 0 esetén mind a D°, mind a D hal-
mazon. A bizonyitasokbol kideriil, hogy az ebben a fejezetben ismertetett
modszerek nem alkalmasak abban az esetben, ha o = 1, igy az informécié
alapegyenletének stabilitdsa még ma is nyitott probléma.

Az (1.6) fiiggvényegyenletnek az alabbi fliggvényegyenlet nyilvan al-
talanositasa, lasd [16], melyet az informdcio multiplikativ tipusi alapegyen-
letének neveziink. Legyen p : R'j — R egy adott multiplikativ fiiggvény,
azaz tegyiik fel, hogy

w(zy) = p(z)u(y)

teljesiil minden x,y € Ri esetén, ahol mind a miiveleteket, mind a rendezést
koordintanként értelmezziik. Tekintsiik tovabba az

@)+ ut-a)f (125 ) = s+ u-0f (1)

(z,y) € DF = {(z,y) € R¥|z,y € [0,1[*,2 4+ y < 1} fiiggvényegyenletet.

Ez az egyenlet stabil a D* halmazon, ha p : R¥ — R olyan korlatos mul-
tiplikativ fiiggvény, melyre még az is teljesiil, hogy létezik olyan ¢ €]0, 1[¥,
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hogy u(q) + p(1 —q) # 1, lasd [21]. A stabilitas kérdése azonban nincs
megvéalaszolva abban az esetben, ha a problémat a nyilt alaphalmazon te-
kintjiik, illetve abban az esetben sem, ha a p multiplikativ fliggvényrsl nem
tesziink fel semmilyen regularitéasi feltételt.

Ebben a disszertacioban csak olyan informéaciomértékekkel foglalkozunk,
melyek csak az adott eseményrendszerben szerepld valdszintiségektsl fiigg-
nek, maguktol az eseményektsl nem. Az tugynevezett inszet elméletben
az informaciomértékek mind az eseményektsl, mind azok valdszintiségeitsl
fiiggnek, (lasd [16]). Léteznek tovabba olyan informaciomértékek is (ilyen
példaul az altalanositott irdnyitott divergencia), melyek tobb valoszintisége-
loszlastol fliggenek. Ezekben az esetekben az f, g, h, k :]0, 1[— R ismeretlen
fliggvényekre vonatkozo

T

) e

flx)+ (1 —2)% <1y$> = h(y) + (1 — y)%k (

fliggvényegyenlethez jutunk. Ennek az egyenletnek az altalanos megoldésat
a Maksa [44] dolgozat tartalmazza. Ahogy azt a [23] dolgozatban felvetet-
tiik, a témakorrel kapcsolatos tovabbi kutatémunka targya lehet példaul a
fenti egyenlet stabilitdsanak a vizsgalata.
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4. Alkalmazasok

A disszertacio utolso részében, az el6zé fejezetekben taldlhato eredményeket
— kiilonos tekintettel a 3.1. és a 3.3. Tételekre — fogjuk alkalmazni.

Ez a fejezet harom alfejezetbdl all. Az els6ben igazolni fogjuk, hogy
az entropia—egyenlet stabil. A méasodik alfejezetben a modositott entropia—
egyenlettel fogunk foglalkozni és be fogjuk latni, hogy ez a fliggvényegyenlet
is stabil. Végiil pedig egy, az a—rekurziv, 3—szemi-szimmetrikus informacio-
mértékekre vonatkozo stabilitési tételt ismertetiink.

4.1. Az entropia—egyenlet stabilitasa

Ennek az alfejezetnek a f§ eredménye az, hogy az tgynevezett entropia—
egyenlet Hyers—Ulam értelemben stabil.

Tekintsiik az S = {(z,y,2) € R} |z +y + 2z > 0} halmazt. Ekkor a H :
S — R ismeretlen fliiggvényre vonatkozo

(4.1) H(z,y,z) = H(x+v,0,2z) + H(z,y,0) ((z,y,2) €95)

fiiggvényegyenletet entropia—egyenletnek hivjuk. A (4.1) egyenlettel el&szor
A. Kaminski és J. Mikusinski foglalkozott és 1977-ben meghataroztak (4.1)
altalanos megoldasat, feltételezve, hogy a H : S — R fliggvény szimmetri-
kus, folytonos és elséfokt homogén fiiggvény, lasd [35]. Ezt az eredményt
Aczél [3] altalanositotta azaltal, hogy a H ismeretlen fliggvényre enyhébb
regularitasi feltételeket kovetelt meg. Igy, az alabbi tételt sikeriilt igazolnia.

4.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a H : S — R fiigguény szimmetrikus, azaz

H(z,y,2) = H(o(z),0(y),0(2))

teljestil minden (z,y,z) € S és tetszdleges o : {x,y, 2z} — {x,y, 2z} permutd-
cio esetén; H elsdfokiu homogén fiiggvény, azaz

H(tz,ty,tz) = tH(z,y, 2)
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minden (x,y,z) € S ést € Ry esetén; H kielégiti az entropia—egyenletet
az S halmazon, azaz

H(z,y,z) = H(x +9,0,z) + H(z,y,0)
teljesiil minden (x,y,z) € S esetén. Tegyiik fel tovdbbd, hogy az
x— H(l—2z,2,0) (z€]0,1])

leképezés

(i) folytonos a |0, 1[ intervallum valamely pontjiban;

(i1) vagy integralhato |0, 1[ valamely zdrt részintervallumdn;

(i1i) vagy mérhetd a ]0, 1] intervallumon.
Ekkor és csakis ekkor

H(z,y,z) = zlog(x) + ylog(y) + zlog(z) — (x +y + 2)log(z + y + 2)

teljesil minden (x,y,z) € S esetén, ahol itt log : Ry — R egy tetszdleges
alapi logaritmus fliggvényt jelol, tovibbd a 0log(0) = 0 konvencidval éliink.

Aczél 3] gondolatmenete a kovetkezs. Tegytik fel, hogy a H : S — R
fliggvény szimmetrikus, els6foki homogén és az S halmazon kielégiti az
entropia—egyenletet. Ekkor az

f($)=H(1—ZL‘,$,0) (l‘E[O,l])
modon definialt f : [0,1] — R fliggvény kielégiti az informécié alapegyen-
letét a D halmazon, tovabba, f(x) = f(1 — ) is teljesiil minden = € [0, 1]

esetén. Ez, az (i), (ii) illetve (iii) regularitasi feltételek mellett csak ugy
allhat fenn, ha

f(z) =log(x) +log(1 — =), (x €]0,1])
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itt log : Ry — R egy tetsz6leges alapu logaritmus fliggvényt jelol. Ebbgl
pedig mar meg tudjuk hatarozni a H : S — R fiiggvényt, hiszen az

v
f <u+v> = (u+v)H (u,v,0)
azonossag minden u,v € Ry esetén fennall.

Az Aczél [3]-ban taldlhato eredményt Daroczy Zoltannak sikeriilt al-
talanositani. O az entropia-egyenlet azon megoldasait hatarozta meg, me-
lyek esetén a H : S — R ismeretlen fiiggvényrdl csak azt tessziik fel,
hogy szimmetrikus, els6fokt homogén és kielégiti az entropia—egyenletet.
Daroczy [12| gondolatmenete pedig az, hogy a fenti feltételek mellett az

F(.le,y) :H(l‘,y,O) (xayER—H—)

modon definialt F : Ri .+ — R fiiggvény szimmetrikus, els6fokii homogén
és kielégiti a kociklus—egyenletet. Ez az eredmény kovetkezménye az alabbi
tételnek, mely azt allitja, hogy az entrépia—egyenlet Hyers—Ulam értelemben
stabil. Igy a Dardczy [12]-ben taldlhato eredményt a kovetkezd tétel utan
— mint kovetkezményt — ismertetjiik majd.

4.2. Tétel. [20] Legyen S = {(:U,y, z) € R§r|x +y+z> 0}, €1,E9,E3 Nem-
negativ valds szam, tegyiik fel tovdbbd, hogy a H : S — R fiiggvényre telje-
stilnek az aldbbiak.

(4.2) |H (2,y,2) — H (0(x),0(y),0(2))] < 1

minden (z,y,z) € S és tetszdleges o : {z,y,z} — {x,y,z} permutdcio
esetén;

(4.3) |H (z,y,2) — H (z +y,0,2) — H(z,y,0)| < e
barmely (x,y, z) € S° esetén, ahol S° jeloli az S halmaz belsejét;

(44> |H (tl’,ty,()) _taH(xvy7O)| < €3
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minden t,x,y € Ry esetén. Ekkor, ha o = 1, akkor létezik olyan ¢ :
R4y — R fiiggvény, melyre

o(zy) =20 (y) +yp(x), (r,y€Ry)
gy, hogy
(4.5)  [H(z,y,2)—lpx+y+z)—p@) —¢ly) —¢R)]] <ea +e

teljesil minden (x,y,z) € S° esetén; ha o = 0, akkor létezik olyan a € R,
hogy

(4.6) |H (x,y,2) — a| < 83+ 25e9 + 49¢1,

ha (z,y,z) € S°; végiil, minden mds esetben létezik olyan ¢ € R, melyre
(A7) H(ny,2) —cl@+y+2)" —a® =y — 2] < o1+ e
teljesil minden (x,y,z) € S° esetén.

Bizonyitas. Elgszor tegyiik fel, hogy a # 0. Meg fogjuk, mutatni, hogy
ekkor az (x,y) — H(z,y,0) fiiggvény egy a—adfokt homogén fiiggvény.
Valoban, a (4.4) egyenl6tlenséget atrendezve, azt kapjuk, hogy

H(t[l},ty,O) €3
‘H(w,y,()) T e < e

teljestil minden ¢, z,y € R4 esetén. Legyen a tovabbiakban

. 0, ha a<0
7 400, ha a>0.

Ekkor, a legutébbi egyenlStlenségben ¢ — tg hataratmenetet véve azt kapjuk,
hogy

(4.8) tlir? t™*H (tz,ty,0) = H (z,y,0)
—1l0
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teljesiil minden z,y € R4 esetén. Ebb6l pedig mar kovetkezik, hogy az
(z,y) — H(z,y,0) leképezés a—adfoka homogén, hiszen tetszbleges s, x,y €
R4+ esetén

H(sz,sy,0) = limy_,t~*H(tsz,tsy,0)
= limy_y, t™ s *H((ts)z, (ts)y,0)s*
= sYlimy_, (ts) " H((ts)z, (ts)y,0)
= s“H(x,y,0).

(4.9)

Alabb a (4.2)-es és a (4.3)-as egyenl6tlenségekkel fogunk foglalkozni.
(4.3)-ban x és z szerepét felcserélve azt kapjuk, hogy

(410) |H(Z,y,$)—H(Z+y,O,$)—H(Z,y,0)| < e
teljestil minden (z,y,z) € S° esetén. A (4.2), a (4.3) és a (4.10) egyenl6t-
lenségekbdl, a haromszog—egyenl6tlenség felhasznalaséval azt kapjuk, hogy

(4.11)
|H (z+vy,0,2) + H (z,y,0) — H (y + 2,0,2) — H (2,y,0)| <22+ ¢1

minden (z,y,z) € S° esetén. A (4.2) egyenl6tlenség haromszori alkalma-
zéséval (4.11)-bsl azt kapjuk, hogy

(4.12) |H (z +vy,2,0)+ H (z,y,0) — H (x,y + 2,0) — H (y, 2)| < 2e9+4e
teljesiil az S° halmazon. Legyen

(4.13) F(z,y) = H(z,y,0). (z,y€Ryy)

Ekkor (4.2) miatt

(4.14) F(z,y) - Fg,o)| <21, (.5 € Ryy)

tovabba, mivel H kielégiti a (4.12) egyenlStlenséget, ezért

(4.15) |F(z+y,2)+ F(z,y) — F(z,y+ 2) — F(y, 2)|
<2 +4e1. (29,2 €Ryy)
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(4.9) felhasznalasaval pedig azt kapjuk, hogy

(4.16) F(tz,ty) =t“F(z,y), (a#0,t,z,y € Riy)
tovabbéa, (4.13) és (4.4) miatt, az « = 0 esetben

(4.17) |F(tz,ty) — F(z,y)| <es. (t,x,y € Ryy)

Az R, halmaz az Osszeadassal egy kommutativ félcsoportot alkot, igy a
2.11. Tétel miatt Ry egy amenabilis félcsoport. Ezért a 2.12. Tétel miatt
létezik olyan G : R%— + — R fiiggvény, mely egyrészt megoldasa a kociklus
egyenletnek, masrészt

(4.18) |F (2,y) — G (z,y)] < 262+ 4eq

teljesiil minden z,y € R4y esetén. Az 1.4. Tétel felhasznaldsaval azt
kapjuk, hogy létezik olyan B : ]R?F + — R biadditiv, ferdén-szimmetrikus
fiiggvény és olyan f : R, — R fiiggvény, melyre

G(z,y)=B(my)+fla+y) —f(x)-f(y). (v,y€Ryy)

Mindezt (4.18)—cal egybevetve, azt kapjuk, hogy

(4.19) [F(z,y) = (B(z,y) + f(x +y) — f(x) = f(Y))] < 222 + 4ey

teljesiil minden z,y € Ry 4 esetén.

A ferde-szimmetriat és a biadditivitast felhasznalva, meg fogjuk mu-
tatni, hogy B azonosan zéré az R%, halmazon. Valoban, (4.19) és a
héromszog—egyenltlenség miatt

12B(z,y)| = |B(z,y) — B(y, »)|

<|F(z,y) — (B(w,y) + f(x +y) — f(2) — f(y))]
+|F(y, ) = (B(y,z) + f(y +x) — f(y) — f(z))]
+|F(‘T’y) —F(y,CC)|

< (262 +4e1) + (262 4 4e1) + €1 = 4e2 + 921

teljestil minden x,y € R4y esetén. Vagyis, B az Ri + halmazon korlatos,
biadditiv fiiggvény. Ezekkel a tulajdonsagokkal azonban csak az azonosan
zéro fiiggvény rendelkezik (lasd példaul Kuczma [40], Lemma 13. 4. 3.).
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Igy, (4.19) miatt a

K(x,y):F(a:,y)—G(x,y) <$7y€R++)

modon definiélt K : R2 | — R fiiggvény (2e2 + 4eq)-gyel korlatos az R?
halmazon. Ha « # 0, akkor

K (tz,ty) = F (tx, ty) — G (tz,ty), (t,z,y € Ryy)
amibdl (4.16) miatt az adodik, hogy
K (tz,ty) =t“F (z,y) — G (tz,ty), (t,x,y € Ryy)
e K (tz,ty) G (tz,ty)
te te

teljesiil minden ¢, z,y € R4y esetén. Mivel a K fliggvény korlétos Ri L—on,
ezért ebbdl, t — tg hatardtmenetet véve,

F(z,y) = lim M

t—to t

:F(CB,y)—

(xay € R++>

Azonban G szimmetrikus fliggvény, igy azonnal adodik az F' fliggvény szim-
meridja is. Tovabbéa G eleget tesz a kociklus egyenletnek, igy specialisan,

G(tx + ty,tz) n G(tx,ty) Gtz ty +tz) N G(ty,tz)
te te te A

is teljestil tetsz6leges t,x,y, 2z € Ry esetén. Ebb6l ¢ — tg hataratmenetet
véve azt kapjuk, hogy

F(:L’—l—y,z)—i—F(m,y) :F(ﬂj‘,y+2)+F(y,Z) (l’,y,Z ERJrJr)

Mindent egybevetve, az F' : Ri + — R olyan szimmetrikus, a—adfokd ho-
mogén fiiggvény (a # 0), amely kielégiti a kociklus-egyenletet. Igy az
1.3. Tétel miatt

_ [ cl@+y—a" =y, ha ag{01}
(4.20) F‘””’y)—{ p(r+y) - o) —ply), ha a=1
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ahol ¢ : Ry — R olyan fiiggvény, mely kielégiti a

o (zy) = zp(y) +yp(z) (z,y € Ryy)

egyenletet, ¢ € R pedig konstans. Az F fiiggvény definici6ja miatt ez azt
jelenti, hogy

(4.21) H(z,y,0) =cl(x +y)* — 2% —y°]
minden z,y € Ry esetén, amennyiben a ¢ {0, 1}, illetve

(4.22) H(z,y,0) = ¢ (z+y) — () — »(y)

teljestil barmely z,y € Ry; az o = 1 esetben.
Igy, ha o ¢ {0,1}, akkor a (4.2), a (4.3) egyenl6tlenségek, a (4.21)
egyenl@ség, illetve a haromszog—egyenlGtlenség miatt

|H(2,y,2) —cl(z +y+2)* — 2% —y* — 27

< |H(z,y,2) — H(z +y,0,2) — H(z,y,0)|
+[H(z+y,0,2) — H(z +y,20)]
+[H(z+y,2,0) —cl(z+y+2)* = (z+y)* — 2%
+[H(2,y,0) — c[(z +y)* — 2 —y°]|

<erte

(4.23)

all fenn minden x,y, z € Ry esetén, azaz (4.7) valoban teljesiil.
Tovabba, a (4.2), a (4.3) egyenl6tlenségek, a (4.22) egyenldség, illetve a
héromszog—egyenlStlenség miatt az o = 1 esetben azt kapjuk, hogy

|H(x,y,2) = (p(x+y+2) —p(x) —p(y) — (2))]
<|H(z,y,2) — H(z +y,0,2) — H(z,y,0)|

(4.24) +|H(z+y,0,2) — H(z +y,2,0)]

' +|H(x +y,2,0) — (plx +y+2) - ($+y) ¢(2))
+[H(2,y,0) = (p(x +y) — p(@) — ¢(y))|
<eéepte

all fenn, ha z,y, z € R, ezzel igazoltuk a (4.5) egyenl&tlenséget.
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Végiil megmutatjuk, hogy a (4.6) egyenlStlenség is teljesiil. A (4.17)
egyenlGtlenségbdl ¢ = 2 helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

|F(z,y) — F(2z,2y)| <es. (z,y €Ryy)
Ez, (4.18) felhasznalasaval azt jelenti, hogy

|F(z,y) — G (22, 2y)|
< e3+ 2e9 + 4e;

teljesiil minden =,y € R4 esetén. Masfelsl az
|G (2x,2y) — [2G (z,y) — F (1,1)]] < 3(e3+ 2e2 + 4e1)

egyenlStlenség is fennall tetszéleges x,y € R4 esetén, hiszen (4.17) és
(4.19) miatt

<|F(1,1) = F(z,2)| + [F (z,2) — G (z,z)|
< &3+ 289 4+ 44

Mindezek miatt azt kapjuk, hogy

|F (z,y) = F(1,1)]

+|G (2x,2y) — 2G (z,y) + F (1,1)]

+2|G (z,y) — F (z,y)|

<eg+2e9+4e1+3 (63 + 2e9 + 461) + 2 (2{52 + 461)
= 4e3 + 1269 + 2464

(4.25)

teljestil minden x,y € Ry esetén. Kz, az F fliggvény definicidja miatt azt
jelenti, hogy

(4.26) |H(x,y,0) — F(1,1)] <4e3+ 129 + 24e;.  (z,y € Ry4)
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A (4.2), a (4.3) és a (4.26) egyenlStlenségek miatt

|H(z,y,2) — 2F(1,1)]

< |H(a:,y,z)—H(:L‘+y,0,z) _H($7y70)|
+|H(z+y,0,2) — H(z +y,2,0)|

T H(z +y,20) - F(L1)| + [H(z,5,0) — F(1,1)

< eg+ ey + (deg + 1269 + 24e1) + (4des + 1269 + 24¢)
= 8e3 + 25e9 + 4924

(4.27)

teljesiil tetszdleges z,y, z € Ry esetén. Ebbdl az a = 2F (1, 1) valasztassal
éppen a (4.6) egyenl6tlenséget kapjuk.

0

Ebbdl a tételbsl a e1 = g9 = €3 = 0 valasztassal azonnal adddik az
alabbi allitds. Ezt az eredményt az o = 1 esetben a Dardczy [12] dolgozat
tartalmazza.

4.1. Kovetkezmény. Legyen a € R tetszdleges, de rogzitett, tegyiik fel,
hogy a H : § — R fiigguény minden vdltozdjaban szimmetrikus, a—adfokid
homogén fiigguény. Ekkor H pontosan akkor elégiti ki a

(4.28) H(x,y,2) = H(x+y,0,2) 4+ H(x,y,0)

tgynevezett entropia—egyenletet minden (x,y,z) € S° esetén, ha o = 1
esetén létezik olyan ¢ : Ry — R fliggvény, melyre

o (zy) =20 (y) +yp(z), (r,yeRyy)
gy, hogy
(4.29) H(z,y,2) =¢p(@+y+2)—p@)—ply)—p)

teljesiil minden (x,y,z) € S° esetén, minden mds esetben pedig létezik olyan
c € R, hogy

(4.30) H(z,y,2z) =cl|(z+y+2)"—a%—y* — 29
all fenn az S° halmazon.

Ennek a kovetkezménynek a fényében a 4.2. Tétel azt mondja tehat,
hogy az entropia—egyenlet Hyers—Ulam értelemben stabil az S halmazon.
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4.2. A modositott entropia—egyenlet stabilitasa

Ebben az alfejezetben igazolni fogjuk, hogy bizonyos feltételek mellett az
dgynevezett modositott entrépia—egyenlet stabil az egydimenzios értelme-
zési tartomanyan. A bizonyitas soran sziikségiink lesz egy specialis asszo-
ciativitasi egyenlet stabilitasara is. Igy, legelészor ezt az eredményt fogjuk
ismertetni.

4.3. Tétel. Legyenek U, V,W C R pozitiv hosszisdgu intervallumok, € > 0.
Tegyiik fel, hogy az A : (U+V)xW — RésaB:Ux(V+W)—-DR
fligguények olyanok, hogy

(4.31) |A(u + v,w) — Blu,v +w)| < e

teljesil minden v € U, v € V és w € W esetén. FEkkor létezik olyan
0:U+V +W — R figgvény, hogy

(4.32) |A(p,q) —plp+q)| <2 (pe(U+V), qgeW)
(4.33) |B(t,s) —p(t+s)|<e (telU sec(V+W))
teljesiil.

Bizonyitas. Elgszor azt fogjuk megmutatni, hogy a (4.32) és (4.33) egyen-
l6tlenségek minden U, V, W kompakt intervallum esetén fennallnak, alkal-
mas @ fiiggvény mellett. Legyenek ezért U,V és W tetsz6leges kompakt
intervallumok, azaz

U=lu,u), V=[v,va] & W =w,ws.
Valasszuk meg a
W = [wy g, wap] (k=1,...,N)
intervallumokat gy, hogy

4.34 — —
(4.34) 1I§I}ca§XN(w2’k wy k) < v2 — vy,
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és

N

(4.35) wk = w,
k=1
illetve
(4.36) Wik < Wi k+1 < W2k < W2 k41
teljesiiljon.
Ha i€ {1,2} ¢és k € {1,..., N}, akkor tekintsiik a
(4.37) ik () = A€ —wip,wix) (E€U+V4wpy)

fiiggvényt. Ekkor (4.31) miatt
loi(t+s)—B(t,s)| =|A{t+s—wik,wir) — Bt s) <e
teljestil minden t € U, s € V 4+ w; , és i € {1,2} esetén. Ezért
(4.38)  |p1k(t +5) — w2t + s)|
< |1t +s) = B(t, s)| + |o2,(t +5) — B(t,s)| < 2¢

is fennall, amennyiben t € U and s € (V +wy ;) N (V +wa ). (4.36) miatt
azonban
(V +wi k) N (V +wa) = [v1 + wok, v2 + wi ]

és ezért
U+ ((V+wie) N(V+wey) =U+V+wg) N(U+V+wp).
Ezt felhasznélva, (4.38)-bol azt kapjuk, hogy
[p1,6(§) — p2k(§)] < 22

ha ¢ € (U+V +wig)N(U+V +wyy) és k€ {1,...,N}. Mivel a W)
intervallumokat gy vélasztottuk meg, hogy (4.34) teljesiiljon, ezért

U+V 4w )UU+V +wyp) =U+V+WH,
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igy
(€) = { e16(€), ha L€ U+V +wip) \(U+V +way)
vk p21(€), ha ¢ (U+V+wig)\(U+V +way).

egy, az U + V + W% halmazon definiélt, fiiggvény, tovabba
(4.39) (or(t+5) — Blt,s)| <e

is teljesiil minden t € U, s € V+W® és k € {1,..., N} esetén. Ebbél azt
kapjuk, hogy
k() — wr1(8)] < 2e,

haé € (U+ VAW N (U+V+WED) és ke {1,...,N —1}. Defi-
nidljuk a ¢ fiiggvényt az U + V + W halmazon a

i (8), ha £e(U+V+WEN\Uiy U4V +WO)
(&) =1 Pmaxfi3(€), ha Le(U+V+WO)N(U+V+WWD),
i,je{l,...,N}.

formulaval. Ekkor ¢ definicioja korrekt és (4.39) miatt
(4.40) lp(t +s) — B(t,s)| <e

teljestil minden t € U és s € V + W esetén.

Legyenek p € U 4+ V és g € W tetszblegesek. Ekkor 1étezik olyan v € U
és v €V, hogy p = u+wv, ezért A(p,q) = A(u+ v,q), valamint a (4.31)
egyenlGtlenséghdl az kovetkezik, hogy

|A(u+v,q) — B(u,v+q)| < e,
tovabba (4.40) miatt
|B(u,v+q) —putv+q) <e,

ebbdl — a haromszog—egyenlStlenség felhasznélasaval — azt kapjuk, hogy

(4.41)  |A(p,q) — ¢(p + 9|
<|A(u+v,q9) — B(u,v+q)| + |B(u,v + q) — o(u+ v+ q)|
< 2¢
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teljesiil minden p € U +V és g € W esetén.

Végiil, megmutatjuk, hogy a (4.32) és (4.33) egyenlStlenségek akkor is
fennallnak, ha az U, V és W intervallumok nem feltétleniil kompaktak.
Valoban, hiszen léteznek olyan (Uy,), (V) és (W,,) kompakt intervallumok-
bol allé sorozatok, hogy

Un C Un+1, Vn C Vn+1 és Wn C Wn_l,_l

teljesiil minden n € N esetén gy, hogy

U:GUH, V:Ejvn és W:DWn.
n=1 n=1 n=1

A bizonyitas els6 része miatt, minden n € N esetén létezik olyan ¢, :
U, + V., + W, — R fiigvény, hogy

AP, Q) —en(p+q)| <26 (p €U+ Vy,qeWy)

és
|B(t,s) —pn(t+s)|<e. (teUyseV,+W,)
Legyen
e(x) = p1(z),
hax € Uy + Vi + Wq és
p(r) = en(),

hax € (Up 4+ Vi + Wo)\(Up-1+ Vo1 + Wp-1),n > 2. Ekkorap : U+V +
W — R fiiggvény joldefinialt, hiszen az (Uy,), (V;,) és (W},) halmazsorozatok
béviilGek és nyilvan a (4.32) és (4.33) egyenldtlenségek is teljesiilnek.

O

Ebbdl a tételbdl az € = 0 vélasztéssal adodik a kovetkezs allités, mely
megtalalhato a Maksa [46] dolgozatban is.
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4.2. Kévetkezmény. Legyenek U,V és W pozitiv hosszisdgu valds inter-
vallumok. AzA: (U+V)xW =R és B:U x (V+W)—R figguények

pontosan akkor elégitik ki az
Afu+v,w) = Bluyv+ w)

egyenletet minden uw € Uyv € V és w € W esetén, ha létezik olyan ¢ :
U+ V +W — R figguény, hogy

(4.42) Alp,q) =wlp+a), (peU+V),qeW)
(4.43) B(t,s)=p(t+s) (teUsec(V+W))
teljestil.

Az el6z6 kovetkezmény miatt a 4.3. Tétel azt jelenti, hogy az
A(u+v,w) = B(u,v + w)

egyszeri asszociativitasi—egyenlet intervallumokon stabil.

A kovetkezBekben az tgynevezett moédositott entropia—egyenlettel fo-
gunk foglalkozni. Meg fogjuk hatérozni az egyenlet altalanos megoldasét
a tobbdimenzios esetben, noha a stabilitas kérdését csak az egydimenzios
esetben tudjuk megvalaszolni.

Mindezek el6tt sziikségiink lesz az alabbi jelolések bevezetésére. Jeloljon
k egy tetszbleges, de rogzitett pozitiv egész szamot és legyenek

R’i:{xeRk\xZO} és R’i+:{$€R\x>0},

itt 0 a (0,...,0) € R* vektort jeldli, tovabba (1,...,1) € R* helyett az 1
jelolést fogjuk alkalmazni. Vektorok kozott minden miiveletet és a rendezést
is komponensenként értelmeziink, azaz, ha x,y € R¥, x = (x,... , L)) és

y=(y1,.--,Yx), akkor

$+y:($1+y1,--->fﬁk+yk)a xy:(xlyla"'vkayk)
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és

x_(afl ﬂfk)
Yy v k)

tovabba x > 0 azt jeloli, hogy az x vektor minden koordinataja pozitiv.
Legyen f : Rﬁ_k — R egy fiiggvény, p : Rﬁ — R pedig egy multiplikativ
fiiggvény, azaz tegyiik fel, hogy tetszsleges x,y € Rﬁ . esetén
pl(zy) = p(w)u(y)
teljesiil. Ekkor az

(4.44) f(z,y,2)

] z
:f(w,y+z,0)+u(y+z)f(0,y+z,y+z> ($,y,z€Ri+>

egyenletet mddositott entropia—egyenletnek nevezziik. Ennek az egyenletnek
az

(4.45) Flay,2)=flz,y+20)+y+2)f (o,yiz,yjz>

egyenlet a k = 1 és a pu(x) = x (r € Ry,) valasztassal specidlis esete.
Az [1] dolgozatban a (4.45) fiiggvényegyenlet szimmetrikus megoldésait
hataroztuk meg. Meg fogjuk mutatni tovabbé, hogy a moédositott entropia—
egyenletnek az el6z6 fejezetben targyalt entropia—egyenlet is specialis esete,
valamint szot fogunk ejteni a (4.44) egyenlet regularis megoldasairol is. Vé-
gil a 3.1. és a 3.3. Tételek alkalmazasaként bebizonyitjuk, hogy bizonyos
feltételek mellett a (4.44) egyenlet stabil.
A tovabbiakban sziikségiink lesz a projekci6 fogalmaéra.

4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a 7 : R’j_ — R fiiggvény projekcid, ha
additiv és multiplikativ is, azaz, ha

w(o+y) = @)+ ) (vyer))
- m(xy) = w(z)m(y) (ac,y € Rﬁ)

18 teljestil.
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Az alabbi tételben megadjuk a (4.44) egyenlet altalanos megoldasat, ez
az eredmény a bizonyitassal egyiitt megtalalhato a Gselmann [19] dolgozat-
ban.

4.4. Tétel. Legyen p : ]le_ — R egy multiplikativ fiigguény. Az f : R?’f —R
szimmetrikus fligguény pontosan akkor elégiti ki minden x,y, z € Rﬁ L esetén
a (4.44) figgvényegyenletet, ha abban az esetben, ha u projekcio, léteznek
olyan 1,1 : Ri + — R fiigguények gy, hogy 1 logaritmikus, azaz

l(zy) =U(z) + (y) <a:,y € R’Lr)
(4.46)  f(z,y,2) = p (@) (@) +p @) +u2)1 )+ (z+y+2)

minden x,y,z € R’Lr esetén; ha u = 1, akkor létezik olyan o : R’Lr — R
figguény, hogy

(4.47) f(r,y,2) =2 (z+y+ 2); (x,y,zeRﬁJr)

minden mds esetben pedig létezik olyan 15 : R¥ — R figgvény és olyan
b € R, melyre

(4.48) [y, 2) =b(p(@) +p(y) +p(2) +¢s(z+y+2)
teljesil ha x,y, z € R’Lr.

Az alabbi allitas a modositott entropia—egyenlet folytonos megoldasait
tartalmazza (lasd [19]).

4.5. Tétel. Legyen p : R’Lr — R egy multiplikativ fiigguény. Az f :
Ri"; — R szimmetrikus és folytonos fligguény pontosan akkor elégiti ki min-
den x,y,z € ]R]_iJr esetén a (4.44) figgvényegyenletet, ha abban az esetben,
ha p projekcio, léteznek olyan log, 1 : ]Rf“H — R folytonos fiigguények, hogy

(4.49) f(x,y,2) = p(x)log (v)+u (y)log (y)+u (2) log (2)+¢1 (x +y + 2)
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minden z,y,z € R’_Lr esetén. Ha p =1, akkor létezik olyan s : R’Lr —R
folytonos fiigguény, hogy

(4.50) f(zyy,2) =2 (x+y+2), (w,y,zER’Lr)

és minden mds esetben pedig létezik olyan )3 : RF — R folytonos fiiggvény
€s olyan b € R, melyre

(4.51) f(@y,2)=b(p(x)+py) +p(2) +vs(@+y+2)

teljesiil minden x,y, z € le_+ esetén.

Megjegyezziik tovabbé, hogy nem sziikséges azt feltenni, hogy az f fiigg-
vény folytonos, hanem elegendd az

(2.9) =~ f0,2,y)  (w,y e RE)

leképezés folytonossagat megkdvetelni.

Most azt fogjuk megmutatni, hogy a modositott entropia—egyenlet al-
talanos megoldéasai segitségével miként tudjuk meghatéarozni a (4.1) entropia—
egyenlet szimmetrikus és a—adfoki homogén megoldésait. Legyen o € R
és tegylik fel, hogy az f : S — R olyan szimmetrikus, a—adfokd homogén
fliggvény, mely kielégiti az entropia—egyenletet, azaz

f@,y,2) = fle+9,0,2) + f(2,9,0).  ((x,9,2) €9)
Az f fiiggvény szimmetridja miatt ebbdl azt kapjuk, hogy
f(z,y,2) = f(2,y +2,0)+ f(0,y,2)
is teljesiil, minden (z,y,2) € S esetén. Ha x € R4, akkor legyen
£ (2,0,0) = £(0,2,0) = £(0,0,2) =0, (v €Ryy)

igy az f fiiggvény szimmetrikus, a—adfokd homogén marad, azonban ezzel
a definicioval elegendd az Ri 4 halmazra szoritkoznunk. Mivel f a-adfoki
homogén, ezért

f(x,y,z) :f(l”yy-f-Z,O)-i-(y—l-Z)f (073/_3{_27yj_z>, (l’,y7Z€R++)
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azaz az [ : S — R fiiggvény kielégiti a moédositott entropia—egyenletet, igy
a 4.4. Tétel miatt

p(x) +o(y) +¢(2) —1(z+y+2), ha a=1
f@,y,2) =< cla®+y* + 2% — oz +y + 2), ha o ¢ {0,1}
—Y3(x +y + 2), ha a=0

Tekintsiik el6szor az o = 1 esetet, egyrészt

FQz, Ay, Az) = o(Ax) + 0(Ay) + o(A2) — 1Mz +y + 2))
= A(p(@) + oY) + ¢(2) + (. +y + 2)p(A) =1 (AMx +y + 2)),

masreészt

M(@,y,2) = Me(z) + o(y) + 0(2) = M1 (x +y + 2).

Igy, mivel f homogén fiiggvény, ezért ebbdl az © = y = z = 1/3 helyet-
tesitéssel — felhasznalva, hogy ¥1(1) = 0 — azt kapjuk, hogy

ViA) = 0(A), (AeRyy)
azaz
f@,y,2) = (@) + o(y) + 0(2) =z +y +2). (5,2 €Ry)
Legyen most a ¢ {0,1}. Mivel tetszdleges x € Ry esetén f(x,0,0) = 0,
ezért
0=ca® —o(x), (z€R4)
azaz

flay2)=cla®+y" + 2% = (@+y+2)°]. (2,92 €Ry)

Ehhez analég szamolassal igazolhato, hogy az o = 0 esetben v¢3(z) = ¢
teljesiil minden x € R4 esetén, azaz ekkor

f(.Z',y7Z):c (x,y,Z€R++).

Most ra fogunk térni az alfejezet f§ eredményére, azaz a modositott
entropia—egyenlet Hyers—Ulam értelemben vett stabilitdsaval fogunk foglal-
kozni. Ez az eredmény [24]-ben talalhato meg.
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4.6. Tétel. Legyenek a,e1,e2 € R olyanok, hogy a # 1, €1,60 > 0. Tegyiik
még fel tovdbbd, hogy az f : R:Lr — R filiggvény olyan, hogy

(4.52) f<m,y,z>—f<x,y+z,o>—<y+z>@f(o,yiz,y;)‘ggl

teljesiil minden x,y,z € Ry, esetén, valamint tetszdleges x,y,z € Ry €s
o:{x,y,z} — {x,y, 2} permutdcid esetén

(4.53) [f(z,y,2) = [ (o(x),0(y),0(2))] < 2

15 teljestl. FEkkor, ha a < 0, létezik olyan a € R és olyan 1 : Ryy — R
figgvény, hogy

(459)  |f(@,y,2) — [a2® + ay® + az® + ¥n (e +y+ 2)]| < 261 + e

minden xz,y,z € Ry esetén; amennyiben o = 0, gy létezik olyan s :
Ryt — R figgvény, hogy

(4.55)  |f(z,y,2) —a(x +y+ 2)| <1911 4+ 1263e2;  (x,y,2 € Ryq)

végiil minden mds esetben, minden n € N esetén léteznek olyan 1y, :]0,3n] —
R fiigguények gy, hogy minden x,y, z €]0,n] esetén
(4.56)

|f(2,y,2) = [az® + ay® + a2z + Yn(z +y + 2)]| < enla)er + dn(a)er

all fenn, ahol
cn(@) =24 720K (a) és dp(a) =44 7-2°T2nK(a).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a (4.52) és a (4.53) egyenlStlenségek fennéall-
nak. Definidljuk az F' és a h fliggvény az R%_ 4, illetve a ]0,1[ halmazon
az

F(’LL, U) = f(Oaua U) (U, vE R++)

h(t) = F(1—t,t) (t€]0,1])
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képletekkel. Ekkor a (4.53) egyenlStlenségbdl ezekkel a definicidkkal azonnal
adodik, hogy
[F(u,v) = F(v,u) <&z (u,v € Ryy)
és
|h(t) — h(1 —t)] <ey (t€]0,1])
teljesiil. Tovabba szintén az F és a h fliggvény definicioja miatt a (4.52)
egyenlGtlenségbdl az kovetkezik, hogy az

(4.57) ‘f(:c,y,z)—F(a:,y+z)—(y+z)°‘h (yiz)‘ <ep+e

egyenlGtlenség minden x,y, z € R4 esetén fennéll. Ha ebben az egyenlt-
lenségben x és z szerepét felcseréljiik, és hasznéaljuk (4.53)-at, akkor tets-
z6leges x,y, z € R4y esetén

(4.58)
‘F(:J:,y +2)+ (y+2)%h (y—%—z) —Fly,x+z) — (z+2)%h <x f_ z> ‘
< &1+ 2e9.
A z =1 — x — y helyettesitéssel, ebbdl azt kapjuk, hogy
(4.59)
Flal—a)+ Q-2 (-2 ) - FPy,1—y) -1 —y)h |2
z,1—a x T y,1 -y y T
<e1+ 22

minden (z,y) € D° esetén. A (4.53)—as egyenl6tlenséget kétszer alkalmazva,
a haromszog—egyenlStlenség miatt (4.59)-bsl azt kapjuk, hogy
(4.60)

'h(:n) +(1-2)%h ( Y ) ~h(y) — (1 —y)%h <1xy>' < ey +4es

1—=x

teljesiil tetszoleges (x,y) € D° esetén. Az a paraméter értékét tekintve
harom kiilénb6z6 esetet kell tekinteniink.
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Elgszor tegyiik fel, hogy a < 0, ekkor a 3.1. Tétel miatt 1éteznek olyan
a,b € R, hogy

h(z) = ax® +b(1 —2)* —=b. (x€]0,1])

Masfelsl
|h(t) = (1 —1)| < &2, (t€]0,1])
ezért
l(a=b)(z% — (1 —2)%)[ < ez, (2 €]0,1])

&2
< 2
L P s

teljestil minden z €]0, 1] esetén. Ebbdl az & — 0+ hataratmenetet véve azt
kapjuk, hogy a = b, hiszen « < 0. Ezért, ha o < 0, akkor

h(z) =az® +a(l —2)* —a. (x €]0,1])
Definidljuk a H fiiggvény az Ri 4 halmazon a
H(z,y) = F(z,y) — az® —ay®, (v,y € Ryy)
modon. Ekkor (4.58)-bol azt kapjuk, hogy

|H(x,y +2) — H(y,z + 2)|
=|F(z,y+2)—az® —aly+ 2)* — F(y,x + 2) + ay® + a(z + )|
=|F(z,y+2)+ay® +az® —aly+2)* — Fly,z + z) — az® — az® + a(z + 2)°|
x
- F — “h
) (y, x4+ 2) — (x4 2) (x+z>
<ep+ 2

<

= F(x,y+z)+(y+z)ah(

y+z

minden x,y, z € Ry esetén. Legyen
A(xay) :H(y,.’B) és B(.%',y) :H($7y)’ (x,y€R++)
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ekkor a 4.3. Tétel felhasznalasaval azt kapjuk, hogy létezik olyan ¢ :
R4+ — R fliggvény, hogy

|H($,y)*@1($+y)’ §€1+2627 (ajvyeRJrJr)
AZazZ
|F(z,y) —az® —ay® —p1(z +y)| < e1+2e2. (z,y €Ryy)

teljesiil. Végiil, (4.57), a legutolso egyegnldtlenség és a haromszog—egyenlét-
lenség miatt

f(x,y,2) = [az® + ay® + az® + 1 (z + y + 2)]]

< f(«w,z)—F(w,y+z)—(y+z)ah( y >‘

Y+ 2z
+|F(x,y+2z) —az® —aly + 2)* —p1(x + y + 2)]
+ +2)% —ay® —az® +aly+ 2)*

o (L) - a (v+2)

< (e1+&2) + (51 + 2e2) = 221 + 3

tetszGleges x,y, z € Ry esetén.

Tekintsiik most az a = 0 esetet. (4.60)-bol a 3.3. Tétel felhasznalasaval
azt kapjuk, hogy létezik olyan [ : R;; — R logaritmikus fliggvény és olyan
c € R, hogy

(4.61) |h(z) — [I(1 —z) — ]| <63 (g1 + 4e2)

teljesiil minden x €]0, 1] esetén. A h fiiggvény megkozelitSleg szimmetrikus
az 1/2-re, igy

[l(z) = I(1 —z)] <126(e1 +4e2) +e2.  (z €]0,1])
Az x = 1% (p € Ry ) helyettesitéssel ebbdl azt kapjuk, hogy

l(p)] <126(e1 +4e) +e2, (P € Ryy)
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vagyis I : Ryy — R egy, az egész R, halmazon korlatos és logaritmi-
kus fliggvény. FEzekkel a tulajdonsagokkal azonban csak az azonosan zérd
fiiggvény rendelkezik. Ezért (4.61) azt jelenti, hogy

|h($) — C| <63 (61 + 462)

teljesiil minden z €]0, 1] esetén.
Tekintsiik a

H(z,y) = F(z,y) —¢, (z,y € Ryy)
modon definialt H : R%— 4+ — R fiiggvényt. Ekkor,
Y x
<|F(z,y+2)+h|(——)-F(y,x+2)—h
_' (z,y + 2) (y+z> (y, 7+ 2) ( >

x+z
y+Z T+ z

< (51 + 262) +2- 63(81 + 462) = 127e1 + 1010e9

teljesiil minden z,y,z € Ry, esetén. Igy, a 4.3. Tétel miatt létezik olyan
Yo : Ry — R fiiggvény, hogy

|H(z,y) —Yo(x 4+ y)| < 12721 + 1010e3.  (z,y € Ry y)

Ebbél az egyenltlenségbdl (4.57) és a haromszog—egyenlétlenség felhasz-
nalasaval azt kapjuk, hogy minden z,y,z € R, esetén

]f(a;y,z) - ¢2($+y+2)\

< f(x,y,Z)—F(xverZ)_h<y4yrz>’

PG+ 2) -ty el + () -

< (61 + 62) + (12761 + 101052) + 63(61 + 462) = 191e1 + 12639
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all fenn.
Végiil tekintsiik azt az esetet, amikor 0 < o # 1. Ekkor a (4.60) egyen-
16tlenségbdl a 3.3. Tétel miatt az kovetkezik, hogy 1éteznek olyan a,b € R,

hogy
|h(z) — [az® = b(1 — 2)* = V]| < K(«)(e1 +4e2).  (z €]0,1])

Azonban a
|h(t) —h(1 =) <ex  (t€]0,1])

egyenlStelneség is teljesiil. Igy ezekbdl, a haromszog-egyenlGtlenség miatt
az adodik, hogy

(@ = b)(z® — (1 —x)%)]
< [h(z) = [az® = b(1 — 2)* — b]]
+1h(1 —2) = [a(l — 2)* — bz = b]| + |h(x) — h(1 — z)|
<2K(a)(e1 +4e2) +e2.  (z €]0,1])

Ebben az x — 1— hataratmenetet véve, azt kapjuk, hogy
|CL — b| < 2K(O¢)(€1 + 462) + €9.
Igy

|h(z) — [az® 4+ a(l — z)* — d]|
< |h(z) — [az® +b(1 — z)* = b][ +[a = b] - |(1 — =)* — 1]
< K(a)(sl + 462) + 2K(a)(€1 + 462) +e90 = 3K(Ox)(€1 + 482) + &9

teljestil minden z €]0, 1] esetén. Az elsS esethez hasonloan definialjuk a H
fliggvényt az ]R%r 4 halmazon az

H(.ﬁU,y) :F(x7y)_a$a_ayaa (.ﬁU,yER++)
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moédon. Ekkor a

(4.62) |H(z,y+2)— H(y,z+ 2)]
=|F(z,y+2) —az® —aly+2)" = Fy,z + 2) + ay® + az + 2)°|
= |F(a:,y—|—z)—|—ay”‘—|—az°‘—a(y—|—z)a—F(y,x—|—z)—aa:o‘—aza+a(x—|—z)a|

‘y—l—z"‘h > [ay® + az® — a(y + 2)?]

<

(z + 2)%h ( ) [az® + az® — a(z + 2)%]

< (81 + 262) (y + Z) (SK ) g1+ 4&‘2) + 62) (Z‘ + Z)Q(BK(G)(&‘l + 4&‘2) + 62)
= (e1+2e2) +[(z +2)" + (y + 2)°] BK(a)(e1 + 4e2) + €2)  (2,y,2 € Ryy)

teljesiil. Mivel az egyenlGtlenség jobb oldala fligg az x,y és z valtozoktol,
ezért a 4.3. Tétel nem alkalmazhatod kozvetleniil. Legyen azonban n € N
tetszdleges, de rogzitett. Ekkor a legutobbi egyenl6tlenséghdl azt kapjuk,

hogy

’H(:Cay—'—z) —H(y,$+2)|
< (1432 K () e1 4+ (3+3- 227K (o)) 2

teljesiil, ha x,y, z €]0,n]. Az egyszertiség kedvéért, vezessiik be az
an() =14+3-2°Tn"K(a) ésa by(a)=34+3-2°TnK(a)
jeloléseket. A 4.3. Tétel miatt létezik 1, :]0,3n] — R, melyre

|H(z,y) — ¥n(x +y)| < an(a)en + bn(a)e:

c sz

ez azt jelenti, hogy
|F(z,y) — laz® + ay® + Yn(z + y)]| < an(a)en + bu(a)ez.  (z,y €]0,n])
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Ebbdl, (4.57) és a haromszog—egyenlStlenség miatt az adodik, hogy

|f(@,y,2) = [az® + ay® + az® + Pn (2 + y + 2)]|
a Y
<\f(z,y,z) — F(x,y+2) — (y + 2)%h <y+z>‘
F(z,y+2)—azx® —a(y+2)* — 1(z +y + 2)|
+ [(y+2)%h <yiz> —ay® —az®+a(y + 2)*
< (e1+€2) + (an(@)er + bp(@)en) + (29" K (o) (e1 + £2))
= (1+an(a) +2°n"K(a)) &1 + (1 + bn() + 2°‘+2n°‘K(a)) €9

_l’_

teljestil minden z,y, z €]0, n| esetén.
Mindent egybevetve, azt kaptuk, hogy az 0 < « # 1 esetben minden
n € N esteén léteznek olyan v, :]0,3n] — R fliggvények, hogy

F(5r9,2) — [02% + ay® + 022 + (e +y + 2)]| < en(a)er + dn()er
tetszoleges x,y, z €]0,n] esetén, ahol
cn(0) =247-2°0°K(a) & dn(a) =4+7-2°72nK(a),
U

Az alfejezet hatralévg részében ezzel a tétellel kapcsolatos kovetkez-
ményeket és nyitott problémékat fogunk ismertetni.

A g1 = g9 = 0 valasztéssal a modositott entropia—egyenlet altalanos
megoldasat kapjuk a vizsgalt esetekben.

4.3. Kovetkezmény. Legyen a € R, o # 1, tegyiik fel, hogy az f : Ri —R
fiigguény minden vdltozdjdban szimmetrikus és kielégiti a (4.44) figgvény-
egyenletet minden x,y,z € Ryy esetén. Ekkor, ha o # 0, akkor létezik
a €R és i Ryyp — R gy, hogy minden x,y,z € Ry, esetén

fz,y,2) = ax® + ay® + az® + Y1 (x +y + 2)
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teljesiil, mig ha o = 0, akkor létezik olyan o : R1y — R filigguény, melyre

f(SC,y,Z) 21/12(35+y+2)

dall fenn minden x,y,z € Ry, esetén.

Az el6z6 kovetkezmény miatt a 4.6. Tétel azt allitja tehéat, hogy a mo-
dositott entropia—egyenlet Hyers—Ulam értelemben stabil az egydimenzios
alaphalmazon a p(z) = 2 (o < 0,z € Ry ) multiplikativ fliggvénnyel.

Vegyiik azonban észre, hogy ha 0 < a # 1, akkor csak azt tudtuk
igazolni, hogy a (4.44) egyenlet tetszdleges, de rogzitett n € N esetén stabil
a |0, n]x]0,n]x]0, n] halmazon. Egyszert szamolassal lathato azonban, hogy

lim c¢y(a) =400  lim dy(a) =400, (1#a>0)
n—-+o00 n—-+o0o
igy ezzel a modszerrel a ,szokisos” Hyers—Ulam stabilitast nem sikeriilt iga-
zolnunk tovabba, az a = 1 esetrdl szintén nem tudtunk semmit belatni. Igy
megfogalmazhaté az aldbbi nyitott kérdés.

Legyenek a,e1,69 € R, @ > 0, €1,69 > 0. Tegyiik fel, hogy az f :

Ri + — R fiiggvény olyan, hogy

Yy z
z,y,2) — f(z,y+2,0)—(y+2)¢f |0, ) <e
o) = S+ 20) ~ (7 (0.2 2 ) <
és
[f(z,y,2) = fo(x),0(y),0(2))| < &2
teljestil minden x,y,z € Ry esetén, ahol o : {z,y,2} — {z,y,2} egy
tetsz6leges permutéciot jelol.
Igaz-e, hogy létezik a (4.44) egyenletnek olyan h : R3, — R megoldasa
és léteznek olyan K, K> valos konstansok, melyekkel minden z,y, 2z € R4

esetén az
|f(x,y, Z) - h(w,y,z)| < KlEl + K252

egyenlGtlenség fennall?
A maésodik nyitott probléma maganak a modositott entropia—egyenlet-
nek a stabilitdsa. Legyenek €1,e9 > 0 és legyen p : Rﬁ + — R egy adott
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multiplikativ fiiggvény. Tegyiik fel, hogy az f : Ri’j_ — R filiggvény olyan,
hogy

o) = St 20) ~nly+ 1 (02 2 <

[f(z,y,2) = f(o(2),0(y),0(2))] < &2

teljesiil minden z,y,z € RLF és tetszoleges o : {z,y,z} — {z,y,z} per-
mutacio esetén. Igaz—e, hogy ekkor létezik a (4.44) egyenletnek olyan h :
Riﬂ — R megoldésa és olyan Ki, K2 € R, hogy

‘f(x7y7 Z) - h((l?, Y, Z)’ < K1€1 + KQEQ
teljesiil minden z,y, z € Ry esetén?
4.3. Az a-rekurziv, 3—szemi—szimmetrikus informaciémeér-
tékek stabilitasa

A negyedik fejezet utolsd részében az a-rekurziv, 3—szemi—szimmetrikus
informéaciomértékek rendszerének stabilitasaval fogunk foglalkozni. Legyen
«a € R tetsz6leges. Ekkor, ahogy azt a disszertéacio elsg fejezetében irtuk a

2= _ 1) (X0, p¥—1), ha a#l
Hop o pn) =4 P = 1),
n(Pt-- - pn) { H(p1,...,pn), ha a=1

ugynevezett a—adfokt entréia 3—-szemi-szimmetrikus és a—rekurziv. Tekint-

stik most n > 2 és (p1,...,pn) € I'y esetén a
Ja(pl.”p):{cH,‘j‘(pl,...,pn)—Fd(p%—l), ha o #0
nATL o cHY(p1,...,pn) +1(p1), ha a=0

modon értelmezett informéaciomeértéket. Ekkor a 1.7. Tétel miatt (JS) is a—
rekurziv és 3—szemi-szimmetrikus. Ezért a kovetkezé tétel azt jelenti, hogy
az a-rekurziv 3—szemi-szimmetrikus informaciémértékek rendszere Hyers—
Ulam értelemben stabil.
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4.7. Tétel. Legyen o € R, o # 1, (e,) pedig egy nemnegativ valds szd-
mokbdl dllé sorozat, tegyiik fel tovdabbd, hogy az I, : I'y, — R (n > 2)
fiigguénysorozat kielégiti az aldbbi egyenldtlenségeket

(4.63)  [In(p1,---,pn)

b1 D2
—In—1(P1 +D2,P3,---,Pn) — (P1 + P2 O‘Iz< ) >’§€—1
n-1{ n) = ( ) D1+ D2 p1+Dp2 "

minden n > 3 és (p1,...,pn) € 'y esetén és

(4.64) |I3(p1,p2,p3) — I3(p1,p3,p2)| < €1

teljesil a I's halmazon. Ekkor, ha o < 0, akkor léteznek olyan c,d valos
szdmok, hogy

-1

(4.65) |, (P1s---y0n) — [cHy (p1,...,0n) +d (pT — 1)]| < nz:sk
k=2
teljesil minden n > 2 és (p1,...,pn) € 'y esetén; ha o = 0, akkor létezik
olyan | : Ry — R logaritmikus fligguény és olyan ¢ € R, hogy
(4.66) ‘In (P15 ,Pn) — [CHQ (P15---,pn) + l(pl)] ‘
< nz_:lsk +63(n—1)(2e2+¢1)
k=2

teljestil tetszdleges n > 2 és (p1,...,pn) € Iy esetén; végiil, ha 1 # a > 0,
akkor léteznek olyan c,d valds szdmok, hogy

(4.67)  |In(p1,. .- pn) = [cH (p1, ..., pn) +d(pf — 1)]|

n—1
< ert (n—1)E(a) (23 + €1)
k=2

dll fenn minden n > 2 és (p1,...,pn) € T9 esetén, ahol a Y j_oer = 0
konvencioval €liink.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a (4.63) és a (4.64) egyenlStlenségek fennall-
nak és tekintsiik az

f(x)=L0A-zx) (z€]0,1])

modon definialt fiiggvényt. Ekkor (4.63)-at n = 3 esetén kétszer alkal-
mazva, illetve (4.64)—et felhasznélva azt kapjuk, hogy

s+ -orf (125) - - 0-ves ({5 )] <20 e

teljestil minden (x,y) € D° esetén. A 3.1. Tétel miatt o < 0 esetén léteznek
olyan a,b € R konstansok, hogy

IL(l—z,2) = f(z) =az“+b(1 —2)* = b, (x€]0,1])

azaz (4.65) teljesiil n = 2 esetén a ¢ = (217%—1)a és a d = b—a valasztassal.
Tovabba a 3.3. Tétel miatt, az o = 0 esetben létezik olyan [ : Ry — R
logaritmikus fiiggvény és olyan ¢ € R, mellyel

I (1 —z,2) — (I(1 —2) +¢)] <63(2e2+21) (z €]0,1])

teljestil, azaz (4.66) fennall az n = 2 esetben, tovabba szintén a 3.3. Tétel
miatt az 1 # a > 0 esetben léteznek olyan a,b € R konstansok, hogy

I (1 —x,2) — (az® +b(1 —2)* = b)| < K(a)(2e2+¢1), (x €]0,1])

ami éppen (4.67) n = 2 esetén.

Az allitast n szerinti teljes indukciéval fogjuk folytatni. Tegylik ezért
fel, hogy (4.65), (4.66) illetve (4.67) teljesiil valamely n € N, n > 2 mellett,
vezessiik be tovabba a

cHY(p1,...,Dn), ha a#0

Jn(pl""’p”):{ cHY(p1,-..,pn) +1(p1), ha a=0
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jelolést. Ekkor JS : I'y — R a-rekurziv és 3-szemi-szimmetrikus, ezért
tetszleges (p1,...,Pnt1) € Iy, esetén

In+1(p17 e 7pn+1) - J7?+1(p17 e ap'n+1)

D1 P2
= ey —J*(p1+p2,p3, - - -, —(p1+p2)*Js ,
n+1(p1 pn+1) n(pl D2,DP3 pn+1) (p1 p2) 2 PL+p2’ p1+ P2

P P2
= ey —1 +p2,P3y .-, — +p2)* 1 ,
n+1(p1 Pny1) — In(p1+p2, p3 Pni1) — (p1+p2)* 12 <p1+p2 p1+p2>

+ In(pl +p27p3> e 7p’rl+1) - Js(pl +p27p37 e >pn+1)

a P1 « P1 P2
e (8 (G25) - (G )
< 2) ? p1+p2 2 \p1+p2 P +pe

teljesiil. Fent igazoltuk, hogy az allitas igaz az o < 0, az o = 0 és az
1 # o > 0 esetben is n = 2 esetén. Igy, (4.63) és az indukcios feltevés miatt

n—1 n
Tnit (01,2 Pg1) = T (1, Do) Sent+ > _ex =D ek,
k=2 k=2

ha o < 0, azaz (4.65) minden n > 2 esetén fennall.

‘In—‘rl(pla s 7pn+1) - Jno—i—l(plv s 7pn+1)|
n—1
<ent Y en+ K(a)(n—1)(2e2 +e1) + K(a) (222 +€1)
k=2

n
= Z e + K(a)n(2e2 + €1),
k=2
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ha a = 0, ezzel igazoltuk (4.66) helyességét minden n > 2 esetén. Végiil,
ha 1 # « > 0, akkor

L1 (p1s - - n1) — 51 (D1, - Dot |

n—1

<ent+ Y ent K(a)(n—1)(2e+ 1) + K(a) (22 + 1)
k=2

n
= Z e + K(a)n(2e2 +€1),
k=2

ami pedig azt jelenti, hogy (4.67) teljestl tetszSleges n > 2 esetén.
O

Ebbdl a tételbsl az €, = 0 (n € N) valasztassal azonnal adodik a
1.7. Tétel az o # 1 esetben.

Megjegyezziik, hogy amennyiben az informécié alapegyenletérsl tud-
nank, hogy stabil (vagy azt, hogy nem stabil), akkor igazolni tudnénk azt
is, hogy a 3-szemi-szimmetrikus, rekurziv informéciémértékek rendszere is
stabil (illetve azt, hogy az sem stabil). Az a = 1 esetben az informaciémér-
tékek stabilitdsaval kapcsolatban az alabbi eredmény ismert, lasd Morando
[50].

4.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy az I, : T')y, — R (n € N) informdciomérték
kielégiti az aldabbi feltételeket.

(i) minden n > 2 esetén az I,, fligguvény minden vdltozdjaban szimmetri-
kus;

(ii) létezik olyan & €]0,1] €s olyan (o) pozitiv valds szamokbdl dlld sorozat,
igy, hogy K = "5 ap < +00 €s

| L1 (p1(1 = t), pit, p2s ..o spn) — In(p1s - - - s on) — p1la(1 — ¢, 1)
< Olnp(l;t(S

teljestil minden n > 2, (p1,...,pn) € 'y, ést € [0,1/2] esetén;
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(i17) az f(x) = I1(1 —z,x) mddon definidlt f : [0,1] — R fiiggvény kielégiti

f <;> 1 ésar f (i) — o(log(n)), n — o0

feltételeket.

FEkkor
L1 —r,7) = —rlogy(r) — (1 =) logy(1 — 1)

minden r € [0,1] N Q esetén, tovdbbd

n
Ln(pr,--,pn) + Y prloga(pr)| < K

k=1

dll fenn tetszdleges n > 3 €s (p1,...,pn) NQ" esetén.

A tétel bizonyitdsa Katai [36] egy teljesen additiv szamelméleti fiigg-
vényekre vonatkozé eredményén alapul. Ezzel a moédszerrel azonban csak
a I';, N Q™ halmazon lehet igazolni a 3—szemi-szimmetrikus informéciémér-
tékek stabilitasat.

Igy, tovabbi kutatés targya lehet példaul ennek a tételnek az élesitése
azaltal, hogy az informaciémértékrsl csak azt koveteljiik meg, hogy 3—szemi—
szimmetrikus és megkozelitSleg rekurziv.
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Summary

This PhD dissertation deals with the stability problem of some func-
tional equations that appear in the characterization problem of information
measures.

The dissertation consists of four sections. In the first section we list some
definitions and preliminary results in connection with information measu-
res. We consider here in particular the parametric fundamental equation of
information. Then, in the second section we summarize some results from
the stability theory of functional equations that will be used in the subse-
quent sections. We deal here with the notion of stability, superstability and
hiperstability. This notions are illustrated via three theorems, respectively
(see 2.6., 2.7. and 2.8. Tétel).

The main results can be found in the third and also in the fourth section
of the dissertation. In the third part we investigate the following problem.
Let € > 0 and « € R be arbitrarily fixed and let f :]0,1[— R be a function.
Assume that the inequality

Y T
1 _ o _ _ 1 _ « o <
o+ 0-ors (12) - - -wes (15 )] <e
is fulfilled for all (x,y) € D°. Does there exists a solution of the parametric
fundamental equation of information, that is, a function A :]0, 1[— R such
that

X

)+ (-2 () =h + = (5], (@) € D)

— X

in such a way that
|f(z) — h(z)| < Ke

holds for all z €]0, 1] with a certain constant K € R?
The answer to this question depends heavily on the value of the para-

meter a. Therefore we could prove the following two theorems (see 3.1. and
3.2. Tétel).
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1. Theorem. Let a,e € R, « <0, ¢ > 0 and f :]0,1[— R be a function.
Assume that

f<x>+<1—x>af<1f >—f(y)—(1—y)af<1fy)‘§e

x
holds for all (x,y) € D°. Then, and only then, there exist ¢,d € R such that
fl@)=cx*+d(1—2)*—d

for all x €]0,1].

2. Theorem. Let a,e € R be fired, 0 < o # 1, > 0. Suppose that the
function f:]0,1]— R satisfies the inequality

X

s+ a-oer ($1) - s - a-wer ()] <

for all (x,y) € D°. Then, in case o = 0, there exists a logarithmic function
1:]0,1[— R and c € R such that

[f(z) = [[(Q —z) + ][ < 63¢, (z€]0,1])
furthermore, if a ¢ {0,1}, there exist a,b € R such that
|f(x) —[az® +b(1 — 2)* = b]| < K(«a)e
holds for all x €0, 1], where

_ 39 . 3o+l
K(a) = |27 - 1| 1<3+12-2a+ )

PR

The question of stability was examined not only on the set D° but
also on the set D. On the closed domain we proved that the parametric
fundamental equation of information is stable, superstable and hyperstable,
in case « is equal to zero, is a positive real numbers different from one and
is a negative number, respectively (see 3.2. and 3.4. Tétel).
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Furthermore, in this section we point out the methods we used are not
appropriate if the parameter a equals one. Thus the stability problem of
the fundamental equation of information is still open.

Finally, the last part of the dissertation contains the applications. Firstly
we investigate the so—called entropy equation and we prove the following
statement.

3. Theorem. Let €1,e9,€3 be arbitrary nonnegative real numbers, a € R,
and assume that the function H : S — R satisfies the following system of
inequalities.

|H(z,y,2z) — H (0(x),0(y),0(2))| < &1

for all (z,y,z) € S and for all o : {x,y,z} — {x,y, 2z} permutations;
|H (z,y,2) — H(x+y,0,2) — H (2,y,0)] <e2
for all (z,y,z) € S°, where S° denotes the interior of the set S;
|H (tz,ty,0) —t"H(z,y,0)| <e3

holds for all t,x,y € Ryy. Then, in case a = 1 there exists a function
v : Ryt — R which satisfies the functional equation

o(zy) =20 (y) +ye(z), (r,yeRyy)
and
|H (z,y,2) = [p(z+y+2z)—p@) —ply) —¢ ()] <er+e

holds for all (x,y,z) € S°; in case a = 0 there exists a constant a € R such
that

|H (z,y,2) — a| < 83+ 25e3 + 49¢;

for all (z,y,z) € S°; finally, in all other cases there ezists a constant ¢ € R
such that

|H (2,y,2) —c[(x+y+2)" =2 —y* = 2% <e1 +e2
holds on S°.
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Then in the second subsection we investigate the stability of the modified
entropy equation. At first we prove a theorem that concerns the stability
of a simple associativity equation.

4. Theorem. Let U, V,W be real intervals, A : (U+V)x W — R, B :
Ux (V+W)—R and suppose that

|A(u +v,w) — Blu,v +w)| < e

holds for all w € U, v € V and w € W. Then there exists a function
p: U+ V +W — R such that

|A(p,q) —e(p+¢q)| <2 (pe(U+V),qeW)

and

|B(t,s) —p(t+s)|<e (teUse(V+W))
hold.

After some preliminary results we deal with the modified entropy equa-
tion and we give its general solution, as well. Then we examine the stability
problem of the modified entropy equation on the one—dimensional domain
and we prove the following.

5. Theorem. Let a,e € R, a# 1,6 > 0 and f : ]R?jr — R be a function.
Assume that

and
|f(x7yvz) - f (a(x),a(y),a(z))] < e

hold for all x,y,z € Ryt and for all permutations o : {x,y,z} — {z,y, z}.
Then, in case a < 0, there exist a € R and a function p1 : Ry — R
such that

|f(x,y,2) = [az® + ay® + az® + @1(x 4+ y + 2)]| < 221 + 32
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holds for all z,y,z € Ry 4.

Furthermore, if o = 0, then there exists a function 2 : RyL — R such
that

|f (2,1, 2) — oo+ y + 2)| < 19161 + 1263¢,

holds for all z,y,z € Ry 4.
Finally, if 1 # o > 0, then for all n € N, there exists a function
¥y, :]0,3n] — R such that

F@,9,2) — [02® + ay® + 4z + (e + 3+ ]| < cn(@)en + du(a)es
holds for all z,y, z €]0,n], where
co(@) =2+ 7-29n°K(a) and dy(a) =4+7-2°T2n°K(a).

Briefly, this theorem says that the modified entropy equation is stable
in the sense of Hyers and Ulam on its one-dimensional domain with the
multiplicative function p(z) = 2% (o < 0,2 € R4 4).

In case 1 # « > 0 we obtain however that functional equation in question
is stable only on every cartesian product of bounded real intervals of the
form ]0,n)? , where n € N. Nevertheless, an easy computation shows that

lim cp(a) =400 lim dy(a) =+c0. (1#a>0)
n——+00 n——+00

To the best of our knowledge, this is a new phenomenon in the stability
theory of functional equations. Thus we cannot prove the ’standard’ Hyers—
Ulam stability in this case, nor if & = 1. This problems are also presented
as open problems.

Lastly, in the third subsection we deal with the stability of a system
of equations that defines the 3—-semi-symmetric, a-recursive information
measures.

6. Theorem. Let n > 2 be a fized positive integer and {I,} >, be the
sequence of functions I, : I'y, — R and suppose that there exist a sequence
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(en) of nonnegative real numbers and a real number o # 1 such that

’In(pla cee 7pn)

b1 D2
—In—1(P1 +D2,P3,---,Pn) — (P1 + P2 ‘”2( ) >’§€—1
n=1{ n) = ( ) p1+p2 p1+Dp2 "

for allm >3 and (p1,...,pn) € TS, and

|I3(p1, P2, p3) — 13(p1, 3, p2)| < €1

holds on I'y . Then, in case o < 0 there exist c¢,d € R such that

(I (P1, - -, pn) = [eHy (p1, -, pn) +d (pT — 1) !<Z€k

for alln > 2 and (p1,...,pn) € I's. Furthermore, in case o = 0 there exists
a logarithmic function 1 :]0,1[— R and ¢ € R such that

‘I (pl,...,pn)—[cH (p1,---,on) +1p ]|

3

< k+63(n—1)(2€2+€1)
2

?

for all m > 2 and (p1,...,pn) € I's. Finally, if o« > 0 then there exist
c,d € R such that

I (p1s - pn) — [cHy (p1, - - - pn) +d(pf — 1)]]

< Zak + (n—1)K(a)(2e2 + £1)

holds for all n > 2 and (p1,...,pn) € I, where the convention

1 adopted.
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Osszefoglalas

Ez a disszertaci6 néhany — az informaciéomértékek jellemzésekor fel-
meriil§ — fliggvényegyenlet stabilitasanak a kérdésével foglalkozik. Az ér-
tekezés négy fejezetbdl all. Az els6ben az informaciomértékekkel kapcsola-
tos definicidkat és tételeket tisztazzuk — kiilonds tekintettel az informéciéd
paraméteres alapegyenletére. Mig a masodik fejezetben a fiiggvényegyenle-
tek stabilitaselméletének a késGbbiek soran hasznélt eredményeit foglaljuk
ossze. Itt foglalkozunk a stabilitas, a szuperstabilitas, illetve a hiperstabi-
litas fogalmaval, melyeket egy—egy allitdson keresztiil illusztralunk (lasd a
2.6., a 2.7. és a 2.8. Tételeket).

A {6 eredményeket a harmadik és a negyedik fejezet tartalmazza. A
harmadikban az alabbi kérdésre keressiik a vilaszt. Ha e > 0 egy tetsz6leges,
de rogzitett valos szam, o € R szintén tetszéleges, de rogzitett, f :]0,1[— R
pedig egy olyan fiiggvény, melyre

X

@+ - (25) - s - a-wer (75 ) <e

teljesiil minden (z,y) € D° esetén, akkor létezik—e a paraméteres informacio—
alapegyenletnek olyan megoldasa, azaz olyan h :]0, 1[— R fiiggvény, hogy

X

)+ -2 () = w9 (5], (@) € D)

— X

mely esetén

[f(z) = h(z)| < Ke

teljestil, ha x €]0, 1] valamely K € R konstanssal?
Erre a kérdésre a valasz az o paraméter értékétsl fiigg. Igy az alabbi
tételeket tudtuk igazolni (lasd a 3.1. és a 3.3. Tételeket).

Tegyiik

1. Tétel. Legyenek a,e € R olyanok, hogy 1 # o > 0, ¢ > 0.
€ D° esetén

fel tovabba, hogy az f :]0,1[— R fiiggvény tetszdleges (x,y)
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kielégiti a

s+ a-oer ($) - s - a-wer ()] <

egyenldtlenséget. Ekkor, ha o = 0, akkor létezik olyan 1 :]0,1[— R logarit-
mikus fligguény és olyan ¢ € R konstans, hogy

|f(z) = [I(1 — z) + ]| < 63¢

teljesil minden x €]0,1] esetén, egyébként pedig léteznek olyan a,b valds
szdmok, hogy
|f(z) = [ax® +b(1 — 2)* — b]| < K(«a)e

dll fenn barmely x €]0,1[ esetén, ahol

32. 3a+1

K(O&):3+12'2a+‘2_a7_1|‘

2. Tétel. Legyenek a,e € R olyanok, hogy a < 0, ¢ > 0. FEkkor az f :
10, 1[— R fiigguény pontosan akkor elégiti ki az

« Y a T
1— — —(1- — || <
s+ a-oer ($1) - s - a-wer ()] <
egyenldtlenséget minden (x,y) € D° esetén, ha léteznek olyan ¢, d € R konst-
ansok, hogy

flz)=c®*+d(1—2x)*—d

teljesiil minden x €]0, 1] esetén.

A parameéteres informéacio—alapegyenlet stabilitdsanak a kérdését nem-
csak a D°; hanem a D halmazon is vizsgéltuk. A zéart alaphalmazon azt
sikeriilt igazolni, hogy a paraméteres alapegyenlet a D halamzon stabil, szu-
perstabil, illetve hiperstabil, ha az a valés szam értéke rendre nulla, egytél
kiilonb6z8 pozitiv valds, illetve negativ valos szam. Ezeket az eredményeket
a 3.2.6s a 3.4. Tételek tartalmazzék.
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Szintén ebben a fejezetben mutatjuk meg, hogy az itt ismertetett moéds-
zerek nem alkalmasak az o = 1 eset kezelésére. Igy, az informacio alap-
egyenlete stabilitdsanak problémaja mind a mai napig nyitott probléma.

Végiil az értekezés negyedik fejezete az alkalmazasokat tartalmazza. Itt
f6leg a 3.1. és a 3.3. Tételek segitségével igazolunk allitasokat.

ElGszor az ugynevezett entropia—egyenlettel foglalkozunk és igazoljuk az
alabbi allitast (lasd 4.2. Tétel).

3. Tétel. Legyen S = {(m,y, 2)eER3 |z +y+2> O}, €1, €2, 3 nemneqativ
valds szdm, tegyiik fel tovdbbd, hogy a H : S — R fliggvényre teljesiilnek az
aldabbiak.

|H(2,y,2) — H (0(x),0(y),0(2))] < e1

minden (z,y,z) € S és tetszbleges o : {x,y,z} — {x,y,z} permutdcio
esetén;
|H (2,y,2) — H(z +y,0,2) = H (2,9,0)| < &3

barmely (x,y,z) € S° esetén, ahol S° jeloli az S halmaz belsejét;
[H (2, 9,0) — 12 H(z,9,0)| < =5

minden t,z,y € Ry esetén. Ekkor, ha a = 1, akkor létezik olyan ¢ :
R4t — R fiiggvény, melyre

o (zy) =xp(y) +ye(z), (z,y€Ry)
igy, hogy

|H (z,y,2) = [p(x+y+2)—p@) -9y —p ()] <e1+e

teljesiil minden (x,y,z) € S° esetén; ha o = 0, akkor létezik olyan a € R,

hogy
|H (z,y,2) —a| < 83+ 25e9 + 49¢1,

ha (z,y,z) € S°; végiil, minden mds esetben létezik olyan ¢ € R, melyre
|H (z,y,2) —cl[(z+y+2)"—2%—y*— 2% <e1+e

teljesiil minden (x,y,z) € S° esetén.
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Ezek utén a masodik alfejezetben a modositott entrépia—egyenlet stabi-
litasat vizsgaljuk. ElGszor azonban az aldbbi — egy egyszert asszociativitéasi—
egyenletre vonatkozd — stabilitasi tételt bizonyitjuk.

4. Tétel. Legyenek U, V,W C R pozitiv hosszusdgu intervallumok, € > 0.
Tegyiik fel, hogy az A : (U+V)xW - RésaB:Ux(V+W)—-R
fiigguények olyanok, hogy

|A(u +v,w) — B(u,v +w)| < e

teljesiil minden w € U, v € V és w € W esetén. FEkkor létezik olyan
p: U+ V+W — R figguény, hogy

|A(p,q) —p(p+q)| <2 (pe(U+V),qgeW)

|B(t,s) —p(t+s)|<e (teUse(V+W))

teljestil.

A sziikséges definiciok ismertetése utan ratériink a modositott entropia—
egyenletre és a 4.4. Tételben megadjuk annak altalanos megoldéaséat a tobb-
dimenzités alaphalmazon.

Ezt kovetGen az egyenlet stabilitdsanak kérdését valaszoljuk meg az
alabbi tétel forméjaban.

5. Tétel. Legyenek a,e1,e2 € R olyanok, hogy o # 1, e1,e9 > 0. Tegyiik
még fel tovdbbd, hogy az f : Ri — R fiigguény olyan, hogy

f(xayvz)*f($7y+z’0)i(erz)af (O’yiz’yiz)‘ =

teljesil minden x,y,z € Ry, esetén, valamint tetszdleges x,y,z € Ry €s
o:{x,y,z} — {x,y, 2z} permutdcio esetén

[f(@,y,2) = [ (0(x),0(y),0(2))] < &2
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1s teljesiil. Ekkor, ha o < 0, akkor létezik olyan a € R és olyan 1 : R4y —
R fiiggvény, hogy

[f(z,y,2) = [az® + ay® + az® + 1(z + y + 2)]| < 261 + 322

minden z,y,z € Ry esetén; amennyiben o = 0, gy létezik olyan 1o :
Ryt — R figgvény, hogy

|f(x,y,2) — oz +y+ 2)| <191ey + 1263e9;  (x,y,2 € Ryy)

végil minden mds esetben, minden n € N esetén léteznek olyan 1y, :]0,3n] —
R fiigguények gy, hogy ha x,y, z €]0,n], akkor

|f(z,y,2) — [az® + ay® + az® + Yp(z + y + 2)]| < cn(@)er + dp(a)eg
dall fenn, ahol
ca(@) =2+7-2°n°K(a) és dp(a) =4+ 7-2°Tn"K(a).

Roviden, ez a tétel azt allitja, hogy a moddositott entropia—egyenlet
Hyers—Ulam értelemben stabil az egydimenzios alaphalmazon a p(z) = x®
(a <0,z € Ry ) multiplikativ fliggvénnyel.

Vegyiik azonban észre, hogy ha 0 < a # 1, akkor csak azt tudtuk iga-
zolni, hogy a széban forgd egyenlet tetszGleges, de rogzitett n € N esetén
stabil a ]0,n]x]0,n]x]0,n] halmazon. Egyszert szamolassal lathaté azon-
ban, hogy

lim cp(a) =400 lim dy(a) =400, (1#a>0)
n—-+00 n—-+00

igy ezzel a modszerrel a ,szokasos” Hyers—Ulam stabilitast nem sikeriilt iga-
zolnunk tovabba, az a = 1 esetrél szintén nem tudtunk semmit belatni.
Ezeket a problémakat nyitott kérdésként szintén ismertetjiik.

Majd a disszertaci6 harmadik alfejezetében az a-rekurziv, 3-szemi—
szimmetrikus informéaciémértékek rendszerének stabilitasaval foglalkozunk.
A 3.1. és a 3.3. Tételek alkalmazasaként a kovetkezd tételt bizonyitjuk be.

95



6. Tétel. Legyen a € R, o # 1, (ey,) pedig egy nemnegativ valds szamokbdl
d@llo sorozat, tegyiik fel tovdbbd, hogy az I, : T’ — R (n > 2) fliggvénysorozat
kielégiti az aldbbi egyenldtlenségeket

’In(ply-'wpn)
P1 P2
—In—1(p1 +p2,D3,...,Pn) — p1+p2°‘fz< ) >’§€—1
w1 n) = ) p1+p2 p1+p2 "
minden n > 3 és (p1,...,pn) € 'y esetén és

|I3(p1,p2,p3) — I3(p1,p3,p2)| < €1

teljesil a I's halmazon. Ekkor, ha o < 0, akkor léteznek olyan c,d valos
szdmok, hogy

[Ln (P1, - -3 pn) = [eHy (p1,- - pn) +d(p |<Z5k

teljesil minden n > 2 és (p1,...,pn) € 'y esetén; ha o = 0, akkor létezik
olyan | : R4y — R logaritmikus fligguény és eqy c € R, melyekkel

‘I (pl,...,pn)—[cH (p1,---y0n) +1p ]|

3

< k—|—63(n—1)(262+51)

e
[|

teljestil teteszdleges n > 2 €s (p1,...,pn) € I'y esetén; végil, ha 1 # o > 0,
akkor léteznek olyan c,d valds szdmok, hogy

[ In(p1s - - - o) — [cHR (p1s - - o) 4+ d(pT = 1)]]

< ert (n—1)K(a) (23 + €1)

dll fenn minden n > 2 és (p1,...,pn) € T° esetén, ahol a 3 4_oer = 0
konvencioval €liink.
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Mivel azonban az informacio alapegyenlete stabilitdsanak kérdése még
nyitott probléma, igy a 3—szemi-szimmetrikus, rekurziv informéciomértékek
rendszere stabilitasanak a kérdése sincs megvalaszolva.
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