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Preserver problems and reflexivity problems
on operator algebras and on function
algebras

In the present thesis we give an overview of our results from our dis-
sertation.

Our dissertation consists of two parts. The first one presents our
results on preserver problems concerning certain algebraic structures of
linear operators or continuous functions. The second part is devoted to
our results on reflexivity problems concerning certain algebras of functions.
Both parts have separate introductions.

Some of our results presented here have appeared in our papers [12, 13,
17, 18, 48]. The other results will be published in our articles [14, 15, 16].



PART I

Some preserver problems

Linear preserver problems concern the question of determining
all linear maps on an algebra which leave invariant a given subset, func-
tion or relation defined on the underlying algebra. The study of linear
preserver problems on matrix algebras represents one of the most active
research areas in matrix theory (see e.g. the survey papers [34, 35]). In
the last decades considerable attention has also been paid to the infinite
dimensional case, i.e. to preserver problems on operator algebras, and
the investigations have resulted in several important results (see e.g. the
survey paper [8]).

In what follows we mention three of the main groups of linear preserver
problems on operator algebras. For brevity, we shall sometimes write
LPPs for the expression linear preserver problems.

The first group of LPPs is concerned with the characterization of lin-
ear transformations on a linear space of bounded linear operators which
preserve a certain given function. A well-known example of this kind of
LPPs is Frobenius’s result [11] from 1897. He gave the general form of all
determinant preserving linear maps on a matrix algebra. This result is
commonly considered as the first one on linear preserver problems. An-
other important example is the result of Jafarian and Sourour [24], where
they described the general form of surjective linear transformations on the
algebra of all bounded linear operators on a Banach space which preserve
the spectrum of the operators.

The second group of LPPs deals with the characterization of linear
transformations which preserve a certain subset of operators. As an ex-
ample we mention Kaplansky’s famous question [29] on invertibility pre-
serving maps. Namely, he asked whether every surjective linear transfor-
mation between Banach algebras which preserves invertibility in one di-
rection is a Jordan homomorphism. In such generality the answer turned
out to be negative, but his question, modified with the additional assump-
tion of the semi-simplicity of the underlying Banach algebras, is still open
and is one of the most important unsolved preserver problems.

The third group of LPPs concerns the characterization of linear trans-
formations which preserve a certain relation between operators. An im-
portant example is the problem of preserving commutativity, which topic
is still an active research area (cf. [53, 54]).



In several cases LPPs on matrix algebras or on operator algebras can
be reduced to linear preserver problems which concern rank (see e.g. [24,
58, 62]). Therefore, it is not surprising that there is a vast literature on
such problems. We mention just two important finite-dimensional results
here: Beasley’s result [5] on rank-k preserving linear maps and Loewy’s
result [36] on rank-k non-increasing linear maps. With regard to the
infinite-dimensional case, i.e. to preserver problems on operator algebras,
the particular cases of preserving rank-1 operators or preserving operators
with rank at most 1 have been treated in the papers [23, 55].

In Chapter 2 we characterize the rank-k non-increasing linear maps,
the rank-k preserving linear maps, and the corank-k preserving linear
maps on the algebra of all bounded linear operators on a Hilbert space
under a mild continuity condition, and we unify and extend the results
mentioned above. (The problem of corank-k preservers occurs obviously
in the infinite-dimensional case only.) Below we present only one of the
theorems of Chapter 2. As one can see in the dissertation, the further
preservers under consideration are of similar forms.

Theorem 2.2 Let k be a positive integer and H a Hilbert space. Assume
that ¢ : B(H) — B(H) is a rank-k preserving linear map which is weakly
continuous on morm bounded sets. Assume also that the image of ¢ is
not contained in By(H), where Bi(H) denotes the set of all operators
of rank k. Then there exists an injective operator A € B(H) and an
operator B € B(H) with dense image such that either ¢(T) = ATB for
all T € B(H), or ¢(T) = AT B for all T € B(H), where T'" denotes
the transpose of T relative to an arbitrary but fived orthonormal basis of
H.

The content of Chapter 2 was published in our paper [18].

The concept of linear preserver problems has so far meant investiga-
tions on matrix algebras and on operator algebras, but similar questions
can obviously be raised on arbitrary algebras. In Chapter 3 we consider
LPPs concerning function algebras, in which case the main LPPs consid-
ered before have been the characterizations of linear bijections preserving
some given norm, or preserving disjointness of the support. We refer to
[1, 10, 21, 25, 64, 65] for some of the important and relatively recent pa-
pers on such problems. For convenience, we introduce some notation. Let
X be a locally compact Hausdorff space and let Cp(X) denote the algebra
of all continuous complex valued functions on X which vanish at infinity.
The linear bijections of Cy(X) preserving the sup-norm are determined



in the famous Banach-Stone theorem. Besides the sup-norm, one of the
most natural possibilities to measure a function is to consider the diame-
ter of its range. In Chapter 3 we characterize all the linear bijections of
Co(X) which preserve the diameter of the range, and give a unification of
the contents of our papers [12] and [17]. Namely, we prove the following
theorem.

Theorem 3.1 Let X be a first countable locally compact Hausdorff space,
and let Xy denote X U{oo} if X is not compact, and X if X is compact.
Then X, endowed with a topology in a natural way, is a compact Haus-
dorff space.

If X is compact, then a bijective linear map ¢ : Cop(X) — Co(X)
is diameter preserving if and only if there exists a complex number T

of modulus 1, a homeomorphism ¢ : X — X and a linear functional
t:Co(X) — C with t(1) # —7 such that ¢ is of the form

(3.1) o(f) =7 fop+t(f)1 (f € Co(X)).

If X is not o-compact, then a bijective linear map ¢ : Co(X) — Co(X)
is diameter preserving if and only if there exists a complex number T of
modulus 1 and a homeomorphism ¢ : X — X such that ¢ is of the form

(3.2) o(f)=7-fop (f € Co(X)).

If the space X is o-compact but not compact, then a bijective linear map
¢ : Co(X) — Co(X) is diameter preserving if and only if there exists a
complex number T of modulus 1 and a homeomorphism ¢ : Xg — Xo such
that ¢ is of the form

(3-3) (f) =T fop—1f(p(e0)l  (f€Co(X)),
where f(o0) =0 for every f € Co(X).

Up to now we have considered linear preserver problems. It is clear
that preserver problems can be raised without assuming any kind of linear-
ity. We may consider transformations on some algebraic structures which
preserve some property, quantity, relation, etc. There are a great number
of results in mathematics which can be interpreted as preserver problems
in this general sense. We mention the very simple example of the isome-
tries of a metric space: the isometries can be viewed as transformations



which preserve distance. Another example of preserver problems of this
general kind is Wigner’s famous unitary-antiunitary theorem, which we
treat in our dissertation in detail. The next theorem presents one of its
several formulations which characterizes the transformations on a Hilbert
space preserving the absolute value of the inner product of any pair of
vectors.

Theorem 4.1 Let H be a complex Hilbert space and T : H — H an
arbitrary function. Then

(4.1) [(Tz, Ty)| = [(z,y)]|

holds for any x,y € H if and only if there exists a function ¢ : H — C,
lp| =1 and a linear or conjugate linear isometry U : H — H such that

(4.2) T=¢-U

This result is one of the most important theorems concerning the prob-
abilistic aspects of quantum mechanics.

Several different proofs have been given for Wigner’s fundamental the-
orem mentioned above. In Chapter 4 we present a further, elementary
proof which is based on a completely new approach. Our basic idea is as
follows. We pick an orthonormal basis in the Hilbert space H, and first
we prove that there exist ¢ and U (as in Theorem 4.1) for the set F of all
vectors with real coordinates. To see this, we show that on an arbitrary
subset G C F', the elements of which are not orthogonal to a given vector,
our transformation T is of the form (4.2) with ¢ and U depending on G.
To prove this, we consider all the subsets of G x G for the elements of
which (4.2) holds with (not necessarily the same) adequate ¢ and U, and
we show that those subsets satisfy the conditions of Zorn’s lemma. So
there is a maximal subset in G x G with this property, which turns out
to be the whole G x G. Then it is easy to show that there are ¢ and U
for which T is of the form (4.2) on the whole Hilbert space.

Wigner’s theorem has been generalized in (at least) three directions.
First, Uhlhorn [63] generalized Wigner’s result by requiring only the
preservation of orthogonality instead of that of the absolute value of the
inner product, and he was able to achieve the same conclusion for the case
in which the underlying space is at least 3 dimensional. Uhlhorn’s result
has a serious impact in physics. Secondly, Bargmann [3] and Sharma and
Almeida [60] obtained results similar to Wigner’s without the assumption
of bijectivity. As for the third direction, we recall that sometimes Wigner’s



theorem is formulated as the characterization of bijections of the set of
all 1-dimensional subspaces of a Hilbert space which preserve the angle
between those subspaces. Molnér [45] extended Wigner’s result in this re-
spect to transformations on the set of all n-dimensional subspaces (n being
fixed) which preserve the so-called principle angles between the subspaces.
(For other generalizations of Wigner’s theorem see e.g. [38, 40, 41, 43]).
In Chapter 5 we extend Wigner’s theorem in all the three directions
mentioned above, by obtaining results on the structure of orthogonality
preserving transformations on the set of all n-dimensional subspaces of a
Hilbert space under various conditions. Namely, we prove the following
theorem.

Theorem 5.1 Let H be a Hilbert space and n € NU {oo} with

(5.1) . )
dimH =00 ifn =00,

{dimH >2n  ifneN,
and let ¢ : H, — H,,, where H, denotes the set of all n-dimensional closed
linear subspaces of H, which are also of infinite codimension if n = co.

If ¢ : H, — H, is surjective, then ¢ preserves orthogonality in both
directions if and only if there exists a unique bijection v : Hy — Hi which
preserves orthogonality in both directions, and for any K € H,, we have

(5-2) ¢(K) = span{¢(X)[X € Hy, X C K},

where span denotes the generated linear subspace.

Thus, by Uhlhorn’s theorem, if n € NU {oco} is such that (5.1) holds
and ¢ : H, — H, is surjective, then ¢ preserves orthogonality in both
directions if and only if there exists a unitary or antiunitary operator U
on H such that for any K € H,, we have

(5.3) o(K) = U(K).

If H is finite dimensional, then ¢ preserves orthogonality in both
directions (surjectivity is not assumed) if and only if there exists a unique
transformation v : Hy — Hy which preserves orthogonality in both direc-
tions and for any K € H,, (5.2) holds. Moreover, if ¢ preserves principal
angles then v also preserves angles, thus in this case ¢ is of the form (5.3)
with a unitary or antiunitary operator U on H.



PART 11
Some reflexivity problems on function algebras

In the second part of the dissertation we deal with the problem of
reflexivity of the automorphism group and the isometry group of certain
algebras of functions. The study of reflexive linear subspaces of the alge-
bra B(H) of all bounded linear operators on a Hilbert space H represents
one of the most active research areas in operator theory (see [19] for a
nice general view of reflexivity of this kind). In the last decades, simi-
lar questions concerning certain important sets of transformations acting
on Banach algebras rather than on Hilbert spaces have also attracted
considerable attention. The initiators of the research in this direction
are Kadison, Larson and Sourour. Kadison [28] studied local derivations
from a von Neumann algebra R into a dual R-bimodule M. He called
a continuous linear map from R into M a local derivation, if it agrees
with a derivation at each point in the algebra R (the derivation may dif-
fer from point to point). This investigation of Kadison was motivated by
some problems concerning the Hochschild cohomology of operator alge-
bras. The main result, Theorem A, in [28] states that in the above setting,
every local derivation is a derivation. Independently, Larson and Sourour
[33] proved that the same conclusion holds for the local derivations of
B(X) (the definition is clear), where X is a Banach space. Since then, a
considerable amount of work has been done concerning local derivations of
various algebras. See, for example, [6, 9, 20, 27, 52, 57, 66, 67, 68, 69, 70].
Besides derivations, there are at least two further very important classes
of transformations on operator algebras which certainly deserve attention.
Namely, the group of automorphisms and the group of surjective isome-
tries. Larson [32, Some concluding remarks (5), p. 298] initiated the
study of local automorphisms (the definition is self-explanatory) of Ba-
nach algebras. In his joint paper with Sourour [33] that we have already
mentioned they proved that if X is an infinite dimensional Banach space,
then every surjective local automorphism of B(X) is an automorphism
(see also the paper [6] of Bresar and Semrl). For a separable infinite di-
mensional Hilbert space H, Bresar and Semrl [7] showed that the above
conclusion holds without the assumption of surjectivity, i.e. every local
automorphism of B(H) is an automorphism. For further results on local
automorphisms, we refer to [51, 57]. The common feature of all those
results is that they show that the local derivations, local automorphisms,
local isometries, etc. of the underlying structures are (global) derivations,
automorphisms, isometries, etc., respectively. Clearly, this is a remark-



able property of the underlying structure. As for function algebras, results
of this kind were obtained by Cabello Sdnchez and Molndr [56], and by
Molnér and Zalar [50].

We now define our concept of reflexivity. Let X be a Banach space
(in fact, in the cases which we are interested in, X is usually a Banach
algebra) and for any subset & C B(X) let

refyy & ={T € B(X):Tx € Ex for all z € X},
refiop € ={T € B(X) : Tz € &x for all x € X},

where bar denotes norm-closure. The above sets are called the alge-
braic reflexive closure and the topological reflexive closure of &, respec-
tively. The collection € of transformations is called algebraically reflexive
if refy € = €, and topologically reflexive if ref,o, € = €.

In this terminology, the main result in [7] can be reformulated by
saying that the automorphism group of B(H) is algebraically reflexive.
Similarly, Theorem 1.2 in [33] states that the Lie algebra of all generalized
derivations on B(X) is algebraically reflexive. For some further results on
the algebraic reflexivity of the automorphism and isometry groups we refer
to [42, 50, 56].

Obviously, topological reflexivity is a stronger property than algebraic
reflexivity. Shulman [61] showed that the derivation algebra of any C*-
algebra is topologically reflexive. Hence, not only the local derivations are
derivations in this case, but every bounded linear map which agrees with
the limit of some sequence of derivations at each point (this sequence may
differ from point to point) is a derivation. For the topological reflexivity of
derivation algebras, automorphism groups and isometry groups, we refer
to [4, 26, 37, 39].

For the automorphism group or the isometry group of C*-algebras,
such a general result as in [61] does not hold. If A is a Banach algebra,
then denote by Aut(A), Aut”"(A) and Iso(A) the group of automorphisms
(i.e. multiplicative linear bijections), the group of *-automorphisms and
the group of surjective linear isometries of A, respectively. Now, if X is
an uncountable discrete topological space, then it is not difficult to verify
that the groups Aut(Cy(X)) and Iso(Cy(X)) of the C*-algebra Co(X) of
all continuous complex valued functions on X vanishing at infinity are not
reflexive even algebraically. With regard to topological reflexivity, there
are even von Neumann algebras whose automorphism and isometry groups
are not topologically reflexive. For example, Batty and Molnér [4] showed
that the infinite dimensional commutative von Neumann algebras acting



on a separable Hilbert space have this nonreflexivity property. However,
Molndr [37] proved that if H is a separable infinite dimensional Hilbert
space, then Aut(B(H)) and Iso(B(H)) are topologically reflexive. For an
interesting result we refer to [42], where Molnar studied the reflexivity of
the automorphism and isometry groups of C'*-algebras appearing in the
famous Brown-Douglas-Fillmore theory, which are extensions of the C*-
algebra of all compact operators on H by commutative separable unital
C*-algebras. He proved that the groups Aut and Iso are algebraically
reflexive in the case of every such extension, but, for example, in the
probably most important case of extensions by C(T) (i.e. the so called
Toeplitz extensions) those groups are not topologically reflexive.

In Chapter 6 we deal with the reflexivity of the automorphism group
and the isometry group of the suspension of B(H). The concept of the
suspension of a C*-algebra plays a very important role in the K-theory of
operator algebras. If A is a C*-algebra then its suspension is the C*-tensor
product Cy(R)®.A4, which is well-known to be isomorphic to Cy(R, .A), the
algebra of all continuous functions from R into A which vanish at infinity.
We know that the automorphism group and the isometry group of B(H)
are topologically reflexive [37]. We show that Aut(Cy(R)) and Iso(Cp(R))
are algebraically (but not topologically) reflexive. In Chapter 6 we obtain
several results, the following corollary of which can be considered as the
main result of Chapter 6.

Corollary 6.5 The automorphism and isometry groups of the suspension
of B(H) are algebraically reflexive.

The content of Chapter 6 was published in our paper [48]. The ref-
eree of the manuscript put the question whether it is possible to describe
the topological reflexive closures of Aut(Cy(R) @ B(H)) and Iso(Cy(R) ®
B(H)). Chapter 7 is devoted to answer this question. Among others,
we obtain the following result.

Corollary 7.2 Let ¢ : Co(R, B(H)) — Co(R, B(H)) be a linear map. We
have ¢ € ref;,, Iso(Co(R, B(H))) resp. ¢ € refso, Aut”™ (Co(R, B(H))), if
and only if there exists an open interval U C R, a surjective, monotone,
continuous function ¢ : U — R, and 7 : U — Iso(B(H)) resp. 7 : U —
Aut"(B(H)), such that ¢ is of the form

(7.1) $(f)(y) = {T(y)(f(so(y))) ifyeU,

0 ify e R\U



for any f € Co(R, B(H)). Moreover, if ¢ is of the form (7.1), then T is
strongly continuous.

In the concept of local derivations, local automorphisms, etc. we sup-
posed that the transformations under consideration are linear and they
equal a derivation, automorphism, etc., respectively, at every single point
of the underlying algebra. If we drop the condition of linearity, it is easy
to see that the obtained concept is so general (because the assumption is
so weak) that it is practically useless. Motivated by the result of Kowal-
ski and Slodkowski [31] on a non-linear characterization of the characters
of commutative Banach algebras, Semrl [59] introduced the concept of
2-locality. For example, we say that a (not necessarily linear) trans-
formation ¢ of a Banach algebra is called a 2-local automorphism, if for
any pair x,y of points in the Banach algebra under consideration we have
an automorphism ¢, , (depending on z and y) such that ¢(z) = ¢, ()
and ¢(y) = ¢4, (y). The definition of 2-local derivations, 2-local isome-
tries, etc. are similar. Semrl [59] proved that every 2-local automorphism
of B(H) (H being an infinite dimensional separable Hilbert space) is an
automorphism, and every 2-local derivation of B(H) is a derivation.

This concept of 2-locality has the advantage that it can be considered
in relation with any algebraic structure as we do not assume any kind of
linearity. Clearly, it is a remarkable property of the underlying algebraic
structure if its 2-local automorphisms, 2-local (surjective linear) isome-
tries, etc. are (global) automorphisms, isometries, etc., respectively. In
fact, this means that the automorphisms, isometries, etc. are determined
by their local actions on the 2-point subsets. For some recent results on
2-local derivations, 2-local automorphisms and 2-local isometries we refer
to [2, 22, 30, 44, 46, 47, 49)].

Molnér [46] studied 2-local isometries of operator algebras. He proved
that every such transformation of a C*-subalgebra of B(H) which contains
the compact operators and the identity is a (surjective linear) isometry.
Moreover, he raised the problem of considering similar questions concern-
ing function algebras. In Chapter 8 we obtain such a result for one of
the most important types of function algebras, namely for Cp(X). We
prove the following statement.

Theorem 8.2 If X is a first countable o-compact Hausdorff space then
every 2-local isometry of Co(X) is a (surjective linear) isometry.

The content of Chapter 8 appeared in our paper [13].
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Megorzési és reflexivitasi problémak
operatoralgebrakon és fiuggvényalgebrakon

Doktori értekezésiink téziseiben attekintjik disszertacionk f6bb ered-
ményeit.

Az értekezés két részbol all. Az els6 részben fliggvényalgebrakon illetve
operatoralgebrakon értelmezett megdrzési problémdk terén, a mésodik
részben fliggvényalgebrdkon értelmezett reflexivitdasi problémdk terén elért
eredményeinket foglaljuk 6ssze. Mindkét részt kiillon bevezetéssel lattuk
el.

Itt bemutatott eredményeink egy része a [12, 13, 17, 18, 48] cikke-
inkben mar megjelent, mig a tobbi eredményt hamarosan publikaljuk a
[14, 15, 16] dolgozatainkban.
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I. RESZ
Néhany mego6rzési probléma

Linedris meglrzési problémdk esetén az a célunk, hogy megha-
tarozzuk egy algebra Osszes olyan linearis leképezését, amely egy adott
halmazt, fliggvényt vagy reldciét valtozatlanul hagy. A rovidség kedvéért
a linearis meg6rzési probléma kifejezés helyett idonként LPP-t frunk,
amely a linear preserver problem angol kifejezés roviditése. Az LPP-k
vizsgdlata a matrix-elmélet egyik legintenzivebben kutatott teriilete (l.
pl. Li és Pierce [34], illetve Li és Tsing [35] Osszefoglalé cikkét). Az el-
mult évtizedekben jelentés érdeklodés mutatkozott a végtelen-dimenzids
eset irant, vagyis az operatoralgebrakon értelmezett megérzési problémak
irdnyaban is, s e kutatdsok szdmos fontos eredményhez vezettek (1. még
pl. Bresar és Semrl [8] 6sszefoglalé cikkét).

A tovabbiakban az operatoralgebrdkon tekintett linedris meg6rzési
problémak harom {6 csoportjat emlitjiik meg.

Az LPP-k elsé csoportja a korlatos linedris operdtorok linearis terén
értelmezett, valamely adott fliggvényt megérzo linearis transzforméaciokat
kivanja karakterizalni. Az LPP-k e tipusanak jél ismert példdja Frobenius
1897-es eredménye, amelyet a linedris megérzési problémaékkal kapcsola-
tos els6 eredménynek tekintenek. Frobenius [11] leirta egy métrixalgebra
Osszes determindns-megOrzé linedris leképezését. Tovabbi fontos példa
Jafarian és Sourour [24] eredménye, amely megadja egy Banach-tér korla-
tos linedris operatorainak algebrdjan értelmezett 6sszes spektrum-megérzo
sziirjektiv linedris transzformdcio altalanos alakjat.

Az LPP-k mdsodik csoportja olyan linearis transzformaciok meghata-
rozasat veti fel, amelyek megérzik operdtorok egy bizonyos részhalmazdit.
Példaként emlithetjiik Kaplansky [29] hires kérdését az invertdlhatdsdg-
megorzo leképezésekrol: Banach-algebrak kozott értelmezett, az invertal-
hatésagot egy irdnyban meg6rzé minden sziirjektiv linearis transzformacié
Jordan-homomorfizmus-e? Ma mar tudjuk, hogy ilyen dltaldnossagban a
valasz nemleges, dm féligegyszerti Banach-algebrak esetén Kaplansky kér-
dése maig az egyik legfontosabb megoldatlan mego6rzési probléma.

Az LPP-k harmadik csoportja esetén azokat a linedris transzforméci-
okat prébaljuk leirni, amelyek megoriznek egy bizonyos reldcidt az ope-
ratorok kozott. Egy fontos példa a kommutativitas-megorzés problémaja,
amely méig aktivan kutatott tertilet (1. [54, 53]).

Mivel matrix- és operatoralgebrdkon az LPP-k szamos esetben vissza-
vezethetSk ranggal kapcsolatos LPP-kre (1. pl. [24, 58, 62]), ezért nem
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meglepd, hogy e problémék irodalma igen boséges. Két fontos véges-di-
menzidés eredményt emlitiink meg, nevezetesen Beasley [5] eredményét a
k-rangot megérzd linedris leképezésekrdl, valamint Loewy [36] eredményét
a k-rangot nem néveld linedris leképezésekrél. Hou [23], valamint Omladic
és Semrl [55] az 1-rangi operatorok, illetve a legfeljebb 1-rangi operatorok
meglrzését vizsgalta a végtelen-dimenzids esetben, vagyis operatoralgeb-
rak esetén.

A 2. Fejezetben enyhe folytonossagi feltétel mellett meghatarozzuk
egy Hilbert-tér korlatos linearis operatorainak algebrajan értelmezett 0sz-
szes olyan linedris leképezést, amely egy adott k esetén nem noveli a k-
rangot, megoOrzi a k-rangot, illetve megoOrzi a k-korangot, s ezzel egysé-
gesitjiik és kiterjesztjiikk a fent emlitett eredményeket. Aldbb a fejezet
csupan egyetlen tételét emeljiik ki. Ertekezésiinkben lathatjuk, hogy a
tobbi vizsgalt megorzé leképezés is hasonld alaki.

2.2. Tétel. Legyen H Hilbert-tér, k pozitiv egész és ¢ : B(H) — B(H)
olyan linedris leképezés, amely gyengén folytonos a mormdban korldtos
halmazokon, megdrzi a k-rangot, és képtere nem része az 0sszes k-rangu
operdtor Bi(H) halmazdnak. FEkkor létezik A € B(H) injektiv és B €
B(H) stri képtert; operdtor gy, hogy vagy minden T € B(H) esetén
¢(T) = ATB, vagy minden T € B(H) esetén ¢(T) = AT'" B, ahol T*"
a T-nek H eqy tetszdleges, rogzitett ortonormdlt bdzisa szerinti transzpo-
ndltja.

A 2. Fejezet eredményeit a [18] cikkiinkben publikdltuk.

A linedris megdrzési problémdk tanulméanyozasa eredetileg maétrixal-
gebrakon és operatoralgebrakon vald vizsgdlatokat jelentett, &m hasonlé
kérdések nyilvdnvaldéan bdrmely algebrdn felvetheték. A 3. Fejezet-
ben fiigguényalgebrakkal kapcsolatos LPP-ket vizsgalunk. Kordbban e
teriilet legfébb eredményei olyan linedris bijekcidkat irtak le, amelyek
megoriznek egy-egy adott normét, illetve a tartéhalmazok diszjunktsa-
gat. Néhany fontos, viszonylag 1j publikacié ilyen problémékrél példaul
[1, 10, 21, 25, 64, 65]. A konnyebb kovethet8ség kedvéért bevezetiink
néhany jelolést. Legyen X lokalisan kompakt Hausdorff-tér, és jeldlje
Co(X) az X-en értelmezett Osszes komplex-értékii, végtelenben eltiing,
folytonos fiiggvény algebrajat. A hires Banach-Stone-tétel meghatarozta
a Cp(X) szuprémum-normét megdrzd linedris bijekcidit. A norma mel-
lett egy fliggvény természetes mdédon jellemezheto a képtere atmérdjével
is. Az aldbbi tételben karakterizaljuk Co(X) Osszes, a képtér datmérdjét
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megdrzd linearis bijekcidjat, és ezzel egyesitjiik és egységesitjik a [12] és
a [17] publikdciénk tartalmét.

3.1. Tétel. Legyen X elsé megszamldlhato lokdlisan kompakt Hausdorff-
tér, és jelolje Xy az X U {oo} halmazt, ha X nem kompakt, illetve az
X halmazt, ha X kompakt. FEkkor Xo, természetes modon elldtva to-
poldgiaval, kompakt Hausdorff-tér.

Ha X kompakt, akkor egy ¢ : Co(X) — Co(X) linedris bijekcid pon-
tosan akkor drmérd-tartd, ha létezik T 1-abszolutértékid komplexr szdm,
p: X — X homeomorfizmus és t : Co(X) — C linedris funkciondl gy,
hogy t(1) # —7 és ¢ a kévetkezd alaki:

3-1) o(f) =7 fop+t(f)l (f € Co(X)).

Ha X nem o-kompakt, akkor egy ¢ : Co(X) — Co(X) linedris bijekcid
pontosan akkor dtméré-tarto, ha létezik T 1-abszolutértékd komplex szam
és o : X — X homeomorfizmus gy, hogy ¢ a kovetkezd alaki:

(3.2) of)=7-fop (f € Co(X)).

Ha X o-kompakt de nem kompakt, akkor egy ¢ : Co(X) — Co(X) linedris
bijekcio pontosan akkor atmérd-tarto, ha létezik T 1-abszolutértéki komp-
lex szam és ¢ : Xg — Xo homeomorfizmus gy, hogy ¢

(3-3) (f)=T1-fop—1f(p(c0)l  (f€Co(X)),
alakd, ahol f(oo0) =0 minden f € Co(X) esetén.

A fentiekben [linedris meg6rzési problémakkal foglalkoztunk, 4&m meg-
Orzési problémak természetesen felvetheték bdrmilyen linearitdsi feltétel
nélkil is, azaz vizsgalhatunk adott algebrai struktiran értelmezett, bi-
zonyos tulajdonsagot, mennyiséget, relaciét, stb. megérz6 transzformaci-
okat. Sok matematikai eredmény interpretdlhaté e bévebb értelemben
tekintett megoOrzési problémaként. A metrikus terek izometriai példaul
egyszerlien tavolsag-megérzo leképezéseknek tekintheték. Wigner hires
unitér-antiunitér tétele ugyancsak példa ilyen altalanos értelemben vett
megoOrzési problémara. E tételnek szamos megfogalmazasa ismert, ame-
lyek koziil az alabbi egy Hilbert-tér olyan leképezéseit irja le, amelyek
megodrzik a vektorparok belsészorzatdnak az abszolutértékét.
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4.1. Tétel. Legyen H komplex Hilbert-tér ésT : H — H eqy tetszdleges
fiigguény. Pontosan akkor teljesil minden x,y € H esetén

(4.1) (T, Ty)| = [{z, )|,

ha létezik eqy p : H — C 1-abszolutértéki fiiggvény és U : H — H linedris
vagy konjugdlt-linedris izometria ugy, hogy

(4.2) T=¢- U

A fenti tétel a kvantummechanika valdsziniiségi aspektusaira vonat-
kozo6 egyik legfontosabb eredmény, amelynek szamos kiilonb6zé bizonyi-
tasat publikaltak. Mi a 4. Fejezetben a tételt teljesen 11j megkdzelitéssel,
elemi médon bizonyitjuk be a kovetkezéképpen. Vessziik a H Hilbert-tér
egy ortonormalt bazisat, s el6szor megmutatjuk, hogy létezik a tétel felté-
teleinek eleget tevd ¢ és U ugy, hogy az Osszes valds koordindtdju vektor
alkotta F' halmaz elemeire (4.2) teljesiil. Ehhez igazoljuk, hogy F' egy
tetszOleges, egy adott vektorra ortogondlis elemeket nem tartalmazé G
részhalmazdra a T' transzformécié (4.2) alakd G-t6l fiiggd ¢-vel és U-val.
Tekintjiik ugyanis G x G 6sszes olyan részhalmazdt, melynek elemeire (4.2)
teljesiil megfelelé (nem szitkségképpen azonos) p-vel és U-val, majd meg-
mutatjuk, hogy e részhalmazok teljesitik a Zorn-lemma feltételeit. fgy
létezik egy fenti tulajdonsiagi maximélis részhalmaz G x G-ben, amelyrol
belatjuk, hogy a teljes G x G. Ezutan kénnyi igazolnunk, hogy létezik
megfelels ¢ és U ugy, hogy T (4.2) alaki a teljes Hilbert-téren.

Wigner e tételét (legaldbb) hdrom irdnyban altaldnositottédk. FEldszor
Uhlhorn [63] dltaldnositotta oly médon, hogy a belsészorzat abszolutér-
téke helyett csak az ortogonalitds megérzését kovetelte meg, s igy jutott
azonos kovetkeztetésre abban az esetben, amikor a tekintett tér legalabb
3 dimenziés. Uhlhorn eredményének komoly hatasa volt a fizika tertiletén.
Mdsodszor, Bargmann [3] és Sharma és Almeida [60] Wigneréhez hasonlé
eredményekre jutottak a bijektivitds feltétele nélkil. A harmadik irdny is-
mertetéséhez megjegyezziik, hogy a Wigner-tétel egyik megfogalmazasa
szerint egy Hilbert-tér Osszes 1-dimenzids alterén értelmezett azon bi-
jekcidkat hatdrozza meg, amelyek megorzik az alterek altal bezart szoget.
Molnér [45] e tekintetben terjesztette ki Wigner eredményét (adott n
esetén) az Osszes n-dimenzids altér halmazén értelmezett, az alterek ko-
zOtt az Un. principalis szogeket megérz6 transzformécidkra. (Wigner
tételének tovabbi 4ltaldnositdsai végett 1. [38, 40, 41, 43]). Az 5. Feje-
zetben kiterjesztjiik Wigner tételét a fent emlitett mindhdrom iranyban
oly médon, hogy egy Hilbert-tér Gsszes n-dimenziés alterének halmazan
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értelmezett, az alterek kozotti ortogonalitdast megérzd transzformacidkra
nyeriink eredményeket kiilonboz6 feltételek mellett. Nevezetesen, igazol-
juk a kovetkezo tételt.

5.1. Tétel. Legyen H Hilbert-tér ésm € NU {oco} gy, hogy

(5.1) {dlmH >2n  han €N,

dimH =oco han=occ.

Legyen tovdbbd ¢ : H, — H,, ahol H, a H d{sszes n-dimenzids zdrt
linedris altér halmazadt jeloli, amelyekrél n = oo esetén feltessziik, hogy
végtelen kodimenzidsak.

Ha ¢ : H, — H, szirjektiv, igy ¢ pontosan akkor 6rzi meg mindkét
iranyban az ortogonalitdst, ha egyértelmiien létezik egy, az ortogonalitdst
mindkét irdnyban megdrzé 1 : Hy — Hy bijekcid, amelyre

(5.2) P(K) = span{y(X)|X € Hy, X C K}

minden K € H,, esetén, ahol span a generdlt linedris alteret jeloli.

Ekkor Uhlhorn tétele szerint, ha n € NU {oco} olyan, hogy (5.1) tel-
jesil és ¢ : H, — H, szirjektiv, igy ¢ pontosan akkor 6rzi meg mindkét
iranyban az ortogonalitdst, ha létezik egqy unitér vagy antiunitér U operdtor
H-n dgy, hogy minden K € H, esetén

(5.3) o(K) = U(K).

Ha H véges-dimenzids, igy ¢ pontosan akkor 6rzi meg mindkét
irdnyban az ortogonalitdst (szirjektivitdst nem teszink fel), ha egyértelmi-
en létezik egy, az ortogonalitdist mindkét iranyban megdrzdé ¢ : Hy — Hi
transzformdcid, amelyre (5.2) minden K € H,, esetén teljesil. Tovdbbd,
ha ¢ megorzi a principdlis szogeket, akkor 1 is megdrzi a szégeket, vagyis
ez esetben ¢ (5.3)-alaki egy unitér vagy antiunitér U operdtorral H-n.
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II. RESZ

Néhany reflexivitasi probléma fiiggvényalgebrakon

Ertekezésiink masodik részében bizonyos fiiggvényalgebrak auto-
morfizmus- és izometria-csoportjanak reflexivitdsdval kapcsolatos prob-
lémakat vizsgdlunk. Egy H Hilbert-tér Osszes korlatos linearis operato-
rénak algebrédjat jelolje B(H). Az operatoralgebrik elméletének egyik
legaktivabban kutatott teriilete B(H) reflexiv linedris altereinek vizsgdla-
ta (a reflexivitas e tipusdnak szép, altaldnos attekintése végett 1. [19]). Az
elmult évtizedekben figyelemremélté érdeklédést keltettek Hilbert-terek
helyett Banach-algebrakon értelmezett transzformacidék bizonyos fontos
halmazaival kapcsolatos hasonlé kérdések. Az ez irdanyu kutatdsok elindi-
tasa Kadison, Larson és Sourour nevéhez flizédik. Kadison [28] egy R
Neumann-algebrat egy M duélis R-bimodulusba képez6 lokdlis derivdcio-
kat vizsgalt. Lokalis derivaciénak nevezte azokat az R-et M-be képezd
folytonos linedris leképezéseket, amelyek az R algebra minden egyes pont-
jdban megegyeznek egy (az adott ponttdl fliggd) deriviciéval. Vizsgélata-
it operatoralgebrdk Hochschild-kohomolégiajaval kapcsolatos problémak
motivaltak. Kadison [28] cikkének {8 eredménye (Theorem A) szerint a
fenti esetben minden lokalis derivacié derivacié. TOle fliggetleniil Larson
és Sourour [33] megmutatta, hogy barmely X Banach-tér esetén ugyanez
B(X) lokalis derivécidira is teljesiil (a definicié értelemszertien adédik).
Azéta szamos dolgozat foglalkozott kiilonféle algebrak lokélis derivdcidival
(L. pl. [6, 9, 20, 27, 52, 57, 66, 67, 68, 69, 70]). A derivicidk mellett fel-
tétleniil figyelmet érdemel az operatoralgebrdk transzforméciéinak még
legalabb két nagyon fontos osztdlya, nevezetesen az automorfizmusok il-
letve a sziirjektiv izometridk csoportja. Larson [32, Some concluding
remarks (5), 298. o.] inditotta el a Banach-algebrak lokdlis automor-
fizmusainak vizsgdlatat (a definicié értelemszerti). Sourour-ral kozosen
[33] bebizonyitottak, hogy ha X végtelen-dimenziés Banach-tér, akkor
B(X) minden sziirjektiv lokdlis automorfizmusa automorfizmus (1. még
[6]). Bresar és Semrl [7] megmutattdk, hogy egy végtelen-dimenzids sze-
parabilis H Hilbert-tér esetén a sziirjektivitas feltétele elhagyhaté, azaz
B(H) minden lokélis automorfizmusa automorfizmus. Automorfizmusok-
ra vonatkozé tovabbi eredményekért 1. [51, 57]. Ezen eredmények kozos
vonasa, hogy a tekintett strukturdk lokalis derivaciéirdl, lokélis automor-
fizmusairdl, lokélis izometridirdl, stb. megmutatjdk, hogy mind (globélis)
derivaciok, automorfizmusok, izometriak, stb. A tekintett struktiranak ez
nyilvanvaléan figyelemre mélto tulajdonsaga . Flggvényalgebrak esetében
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hasonlé eredményeket nyert Sdnchez és Molnar [56] és Molnar és Zalar [50].

Definidljuk a reflezivitds fogalmdt. Legyen X Banach-tér (a benniinket
érdekls esetekben &ltaldban Banach-algebra) és tetszéleges € C B(X)
részhalmaz esetén legyen

refyy &€ = {T € B(X) : Tz € €x minden x € X esetén},
refop € = {T € B(X) : Tx € Ex minden x € X esetén},

ahol a feliilvonds a norma szerinti lezartat jeloli. A fenti halmazokat rendre
& algebrai reflexiv lezdartjanak, illetve topologikus reflexiv lezdrtjanak ne-
vezzik. Azt mondjuk, hogy transzforméaciok egy & Osszessége algebrailag
reflexiv, ha ref, 4 € = €, és topologikusan reflexiv, ha refy,, € = €.

E terminoldgidval élve [7] {6 eredménye B(H) automorfizmus-csoport-
janak, mig [33] a B(X) Osszes altaldnositott derivécidja Lie-algebrédjénak
algebrai reflexivitdsat allitja. Az automorfizmus- és izometria-csoportok
algebrai reflexivitdsdra vonatkozé tovabbi eredményekért 1. [42, 50, 56].

A topologikus reflexivitas nyilvanvaléan erdsebb tulajdonsiag mint az
algebrai reflexivitds. Shulman [61] megmutatta, hogy minden C*-algebra
derivacio-algebraja topologikusan reflexiv, igy nem csak a lokalis deri-
vacioik derivaciok, hanem azok a linearis leképezéseik is, amelyek min-
den egyes pontban derivicidk (az adott ponttdl fliggd) sorozatdnak ha-
tarértékével egyenlék. Derivacio-algebrak, automorfizmus-csoportok és
izometria-csoportok topologikus reflexivitdsa tekintetében 1. [4, 26, 37, 39].

C*-algebrak automorfizmus- és izometria-csoportjaira mar nem telje-
stil Shulman [61] eredményéhez hasonlé altaldnos allitds. Egy A Banach-
algebra automorfizimusainak (azaz multiplikativ linearis bijekciéinak) cso-
portjat Aut(A)-val, *-automorfizmusainak csoportjat Aut”(A)-val, mig
sziirjektiv linedris izometridinak csoportjit Iso(A)-val jeloljik. Egy nem
megszamlalhaté X diszkrét topologikus téren értelmezett, végtelenben
elt{ing folytonos fliggvények Cp(X) C*-algebrdjénak automorfizmus- és
izometria-csoportjairdl konnyen belathato, hogy még algebrailag sem ref-
lexivek. A topologikus reflexivitas tekintetében viszont még Neumann-
algebrdkat is taldlunk (1. példdul a szeparabilis Hilbert-téren értelmezett
végtelen-dimenziés kommutativ Neumann-algebrékat [4]), amelyek auto-
morfizmus- és izometria-csoportjai nem topologikusan reflexivek. Am
végtelen-dimenzids szepardbilis H Hilbert-tér esetén Molnar [37] igazolta
Aut(B(H)) és Iso(B(H)) topologikus reflexivitésat. Erdekes Molnér [42]
eredménye, amelyben megmutatja, hogy a hires Brown-Douglas-Fillmore-
elméletben megjelend C*-algebrdk (amelyek H kompakt operdtorai C*-
algebrijdnak kiterjesztései) automorfizmus- és izometria-csoportjai algeb-
railag reflexivek, 4m a valdsziniileg legfontosabb esetben, a C(T)-vel valé
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kiterjesztések (azaz az tin. Toeplitz-kiterjesztések) esetén nem topologi-
kusan reflexivek.

Ertekezésiink 6. Fejezetében B (H) szuszpenzidja automorfizmus- és
izometria-csoportjainak reflexivitdsat vizsgaljuk. Egy C*-algebra szusz-
penzidjanak fogalma nagyon fontos szerepet jatszik az operdtoralgebrak
K-elméletében. Egy A C*-algebra szuszpenzidja a Cyh(R) @ A C*-tenzor
szorzat, amely jol ismerten izomorf Cp(R, A)-val, az R-et A-ba képezd,
végtelenben eltiing Osszes folytonos fliggvény algebrajaval. Tudjuk, hogy
B(H) automorfizmus- és izometria-csoportja topologikusan reflexiv [37].
A 6. Fejezetben megmutatjuk, hogy Aut(Cy(R)) és Iso(Co(R)) algebrailag
(de nem topologikusan) reflexiv. A fejezet szdmos eredményének aldbbi
kovetkezménye a fejezet f6 eredményének tekinthetd.

6.5. Kovetkezmény. A B(H) szuszpenzidjdnak automorfizmus-csoport-
ja €s izometria-csoportja algebrailag reflexiv.

E fejezet tartalmédt a [48] cikkiinkben publikdltuk, melynek lektora
azt a kérdést vetette fel, hogy vajon leirhaté-e Aut(Cy(R) ® B(H)) és
Iso(Ch(R) ® B(H)) topologikus reflexiv lezdrtja. A 7. Fejezetben e
kérdést kivanjuk megvalaszolni, s tobbek kozott a kovetkezo eredményt
nyerjiik.

7.2. Kovetkezmény. Legyen ¢ : Co(R, B(H)) — Co(R, B(H)) linedris
leképezés. Pontosan akkor teljesil ¢ € refy,p Iso(Co(R, B(H))) illetve ¢ €
refr,, Aut”(Co(R, B(H))), ha létezik U C R nyilt intervallum, ¢ : U — R
sziirjektiv, monoton, folytonos figgvény és T : U — Iso(B(H)) illetve
7:U — Aut™(B(H)) gy, hogy ¢

() (f(ey)) hayel,
7.1 =
(r.) S {0 R
alakd minden f € Co(R, B(H)) esetén.

Tovdbbd, ha ¢ (7.1) alakid, akkor T erdsen folytonos.

A lokalis derivacidk, lokélis automorfizmusok, stb. fogalmaban feltet-
tiik, hogy a tekintett transzformaciok linearisak és minden egyes pontban
megegyeznek az algebra valamely derivédcidjaval, automorfizmusédval, stb.
Konnyen lathatd, hogy a linearitéds feltételét elhagyva (a feltételek gyen-
gesége miatt) annyira altaldnos fogalmat kapunk, hogy az gyakorlatilag
hasznalhatatlan. Kowalski és Slodkowski kommutativ Banach-algebrak
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karaktereinek nem-linedris karakterizdcidjara nyert eredménye [31] &ltal
motivélva, Semrl [59] bevezette a 2-lokalitds fogalmst. Egy Banach-al-
gebra (nem sziigségképpen linedris) ¢ transzformécidjat 2-lokalis automor-
fizmusnak nevezziik, ha a tekintett Banach-algebra minden x, y pontparja
esetén létezik olyan ¢, , (a-t6l és y-tdl fliggd) automorfizmus, amelyre
O(x) = ¢z y(x) és o(y) = ¢z y(y). A 2-lokélis derivéacidk, 2-lokalis izomet-
rigk, stb. hasonléan definidlhaték. Semrl [59] igazolta, hogy egy végtelen-
dimenzids, szepardbilis H Hilbert-tér esetén B(H) minden 2-lokdlis auto-
morfizmusa automorfizmus és minden 2-lokélis derivéacidja derivacio.

Mivel semminemii linearitast nem tesziink fel, ezért a 2-lokalitds fogal-
ma barmely algebrai struktiraval kapcsolatban értelmezheto. Egy algeb-
rai strukturanak nyilvanvaléan fontos tulajdonsaga, ha 2-lokdlis automor-
fizmusai, 2-lokélis (szilirjektiv linedris) izometridi, stb. (glob4lis) automor-
fizmusok, izometridk, stb. FEz azt jelenti, hogy az automorfizmusokat,
izometridkat, stb. meghatarozza a kételemi halmazokon valé lokalis vi-
selkedésiik. Néhany friss publikdcié 2-lokélis derivaciokrdl, 2-lokalis auto-
morfizmusokrdl és 2-lokélis izometridkrol példaul [2, 22, 30, 44, 46, 47, 49].

Molndr [46] igazolta, hogy B(H) minden, az identikus operdtort és
a kompakt operdtorokat tartalmazé C*-részalgebrajanak 2-lokalis (sziir-
jektiv linedris) izometridi (sziirjektiv linedris) izometridk, s ehhez hasonlé
kérdéseket vetett fel fiiggvényalgebrék esetén. A 8. Fejezetben az aldbbi
tétel igazoldsaval ilyen eredményt nyeriink a fliggvényalgebrék egyik leg-
fontosabb tipusdra, nevezetesen Cp(X)-re.

8.2. Tétel. Ha X elsé megszimldlhato o-kompakt Hausdorff-tér, akkor
Co(X) minden 2-lokdlis izometridja (szirjektiv linedris) izometria.

A 8. Fejezet tartalma megjelent a [13] dolgozatunkban.
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