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BEVEZETES

A magyar matematikaoktatas — ezen belll a geometriaoktatds — célja az
altalanos iskola kezdd szakaszan azon képességek fejlesztése, melyek segitségével
a tanulék felkésziilnek az 6nallé ismeretszerzésre. Az altalanos iskola alsé tagozatan
a geometria alapveté fogalmainak — kéztik a négyzet, téglalap, parhuzamossag,
merblegesség, szimmetria — alapozasa toérténik. A geometriai fogalmak fejlédése
hosszu folyamat, az elsé négy évfolyamon nem zarul le, mas tanulasi szinteken
folytatédik tovabb. A fogalmak kialakitdsanal a gyerekek életkoranak megfeleld
tényleges cselekvésekbdl indulunk ki, mivel a geometria tanuldsanak alapja a
tapasztalatszerzésbdl kiinduld induktiv megismerés. A konkrétbél valé kiindulas, a
sokféle tevékenységbdl szarmaz6 tapasztalatok Osszegylijtése vezet el az
altaldnosabb 6sszefliggések megfogalmazasaig. Bolyai Farkas harmadik nevelési f6
elve is a konkréttal val6 kezdés fontossagat emeli ki: ,mindég azokon kezdje, a’mit
lathat, foghat, nem generalis definitiokon (nem grammatican kezdédik az elsé
szollas); 's ne kinozzon idé elétt hiaba, hosszu soru okmutatassal. ... Geometriai
formakon s az olvasason kell kezdeni ... ki kell a lapbdl is menni ...” (David, 1979)

A geometria témakdr oktatdsat az 4ltalanos iskola elsé négy évfolyaman nem
tartjuk elég hangsulyosnak. Ennek belatasara elegendé megvizsgalnunk a kiilénbdz6
kerettantervek e témakdrre szant éraszamat.

A témakdr Oraszamanak aranya az éves OsszOraszamhoz viszonyitva az 1-4.
évfolyamon a kdvetkezd:

1. évfolyam 2. évfolyam 3. évfolyam 4. évfolyam
Apaczai Kerettantervcsalad 16% 17% 24% 28%
Mozaik 15% 11% 16% 14%
Kerettantervrendszer
Nemzeti Tankdnyvkiado 18% 24% 24% 25%
Mihelyének Kerettanterve
Nyiregyhazi Tantervcsalad 17% 20% 24% 24%
EJF Gyakorl6 Altalanos 10% 10% 16% 16%
Iskolajanak helyi tanterve

Véleménylnk szerint a geometriai fogalmak megfeleld fejlédése érdekében az
oraszamokat feltétlenil ndvelni kell, nem pedig csdkkenteni, amint ez az utdbbi
években tortént.

Nem akarunk altalanositani, de — tapasztalataink szerint — gyakori probléma,
hogy kevés munka- és szemléltetbeszkdzzel, sokszor a gyerekek egyéni targyi
tevékenységének elhagyasaval tanitjdk a geometriat, megakadalyozva ezzel a
személyes tapasztalatszerzést. A geometria és mas témakdrok tanitasanal
biztositani kell a taneszk6z6k hasznalatdt mindaddig, amig a megfeleld
képzettartalmak ki nem alakulnak. A konkrétumtél valé indokolatlanul Kkorai
elszakadds azt a veszélyt hordozza magaban, hogy nem alakul ki a megfeleld
képzetrendszer, amely matematikai problémak megoldasahoz, fogalmak
megértéséhez nélkilézhetetlen. ,A kéz és a tevékenység bevonasa a
gondolkodasba nem alacsony szintli gondolkodast jelent, hanem éppen az adott
témakoérben valo abszirahadlas lehetéségéhez valo alkalmazkodast. ...az eszkézbk
hasznalata éppen az absztrahalas folyamatanak egy fokozatos megvaldsitasat teszi
lehetéveé.” (Szendrei, 2005)




Fontos megemlitenlink azt a problémat is, hogy alsé tagozaton gyakran kerdl
sor definiciok tanitdséra, alakzatok kapcsolatdnak vizsgalatara. Sok esetben
megprobaljak elérni az oktatok a geometriai gondolkodas van Hiele-féle harmadik — a
lokalis logikai rendezés, az informalis dedukcio — szintjét, ami a tanulék doénté
tObbsége vonatkozasaban nem realis elvards. Ebben szerepet jatszanak a
tankényvek is, amelyek definiciokat kdzdlnek (igy pl. A négyzet olyan téglalap,
amelynek minden oldala egyenld.), holott nincs meg a megfelel6 tapasztalat, a
szikséges absztrakcids szint.

Tanitészakos hallgatokkal végzett munkank soran tobbszér tapasztaltuk, hogy
mennyire idegenkednek a geometriatdl. El6fordul, hogy tanitdjeldltek — akik
matematikabol érettségiztek — alapvetd geometriai fogalmakkal, mint példaul
téglalap, négyzet, parhuzamossag, merélegesség, tengelyes szimmetria, nincsenek
teljesen tisztaban. Van olyan hallgaté, aki

az altalanos paralelogrammat a téglalapokhoz sorolja,

az altalanos paralelogramma atloit szimmetriatengelyeknek véli,

nem tudja, hogy a négyzet egyben téglalap is,

a négyzet szomszédos oldalait parhuzamosnak tartja (valészinileg a
,szomszédos” sz6t nem értelmezi ebben az esetben megfeleléen) stb.

Ezeknek a problémaknak a gyodkerei feltehetdleg az alsé tagozatos tanulmanyaikra
nyulnak vissza. Az el6z6ekben emlitett problémak adtak az indittatast arra, hogy
ezeket a fogalmakat vizsgaljuk negyedik osztalyos fejleszté tanitasi kisérlet
keretében.

A dolgozat 6 célja a van Hiele-féle fejlédési szintek realitdsanak igazolasa a
magyar alsdé tagozatos geometria oktatdsaban. Kutatasunkban a koévetkezd
kérdésekre kerestiik a valaszt:

e A geometriai gondolkodas van Hiele-féle szintjei hogyan realizalédnak a
négyzet, téglalap, parhuzamossag, merdlegesség és szimmetria fogalmak
alsé tagozatos tanitdsaban?

e Az els6é két szintre vonatkozd targyi tevékenységek milyen hatékonysaggal
jarulnak hozza a vizsgalt fogalmak fejlédéséhez?

Tanitasi kisérletlink alatt végig arra tdrekedtlink, hogy a gyerekek sajat
tapasztalatszerzésik révén, sok munkaeszkdzzel, konkrét targyi tevekenységekkel
fedezzék fel a fogalmak adott szinten elvarhatdé tartalmi mélységeit, ilymédon
egyfajta 6rémként éljék meg a geometria tanulasat.



1. A KUTATASHOZ KAPCSOLODO ELMELETI HATTER

1.1. PSZICHOLOGIAI ELMELETEK

1.1.1. Az értelmi fejlédés Piaget-féle szakaszai

Jean Piaget (1997) a gyermek értelmi fejlédését szakaszokra bontja, melyek
meghatarozott sorrendben kdvetik egymast. Az Uj szakaszba val6 atmenetnél a mar
meglévé sémak atszervezédnek. Fébb szakaszok:

1. Erzékszervi- mozgdsos szakasz (0-1,5 / 2 éves korig)

Ezen kezdeti fejl6dési szakaszt a cselekvésbe agyazott gondolkodas jellemzi, amely
a szuletéstél a beszéd megjelenéseéig tart. A gyerek szamara csak a kbzvetlenl
elérhet6 targyak léteznek. Cselekvéseit a sokszoros prébalkozas, ismétlédés
jellemzi, amig eljut bizonyos dsszefliggések feltarasahoz. A fejlédési szakasz végén
a probalkozasok szama csOkken, megtanulja a targyakat sajat cselekvésétdl
flggetlendl elképzelni.

2. Miiveletek elbtti szakasz (1,5 / 2-7/8 éves korig)

A miveletek el6tti szakasz tovabbi két szakaszra bonthatdé: a fogalom el6tti
gondolkodasra (1,5-4 éves korig), valamint a szemléletes, intuitiv gondolkodasra (4-
7/8 éves korig). Megjelennek a szimbolikus funkcié kilénbdz6 formai: a beszéd, a
szimbolikus (vagy képzeleti) jaték, a késleltetett utanzas. A gyerek adott szituacidéban
egy tulajdonsagra korlatozza figyelmét (centralizalas). Hajlamos egy transzformacios
lanc kdzbeesd allomasaira koncentralni, s nem magara a transzformaciéra. A logikai
gondolkodas kezdetei figyelheték meg (prelogikus gondolkodas), nincsenek vilagos
fogalmak (csak el6fogalmak). A gyerek nem képes cselekvéseit forditott iranyban
elképzelni, elvégezni (irreverzibilitas). Hianyzik a rész és egész viszonyanak
megeértése.

3. Konkrét miiveletek szakasza (7/8-11/12 éves korig)

A cselekvésbe agyazott gondolkodast felvaltia a képzetek alapjan lejatsz6dé
gondolkodas. Ebben a szakaszban a gyermek gondolkodasa még kapcsolédik a
targyakkal valé tevékenységeket is, melyek nincsenek a kérnyezetében. Képes a
belséveé valt (interiorizalt) cselekvésekrdl, konkrét miveletekrél beszélni. Az alsé
tagozatos gyermek — az altalunk vizsgalt korosztaly — gondolkodasa konkrét
miveletekben folyik. A miiveletek az egyidejlleg vagy a roviddel elétte végrehajtott
cselekvésekbdl szerzett tapasztalatoktdl flggenek és a logikai kdvetkeztetések e
tapasztalatokra korlatozédnak. A gyerek képes targyakat atrendezni, cselekvéseit,
konkrét miveleteket forditott iranyban is elképzelni (reverzibilitas). A dolgoknak az
egyén cselekvéseihez valé asszimilacioja (a kbdrnyezeti hatasok beépulése,
magyarazata a meglévd szellemi struktirakba, sémakba) és a szubjektiv sémaknak
a dolgok mddosulasdhoz valé akkomodaciéja (a meglévé séma korrigalasa,
mébdositasa vagy egy Uj séma létrehozasa a kérnyezet megértése, felfogasa céljabdl)
k6zo6tti  egyensuly létrejotte  magyarazza a megfordithatdésagot. Egy adott
szituacidban a gyermek egyszerre tébb szempontot is figyelni tud, ésszefliggéseket
képes felismerni (decentralizacio). A tanulé 7-8 éves korban eljut a sorozatokban a



tranzitivitas felismeréséhez, az osztalyok elkilénitésének logikai miveleteihez és az
aszimmetrikus 6sszefliggések sorba rendezésének miiveleteihez. Gondolkodasaban
mar szerepel a tartalmazasi relacid, de ebben az életkorban ez a gondolkodasi
mivelet még konkrét helyzetekre, jelenlevé targyakra korlatozodik. Ekkor alakul ki a
szam, idé, hosszusag, terilet, térfogat, tdmeg, suly fogalma. A gyerek egyszeri
verbalis allitasok segitségével — targyakkal térténé manipulacié nélkil — képtelen
gondolkodni, tiszta nyelvi sikon kévetkeztetéseket levonni.

4. Formalis miiveletek szakasza (11/12 éves kortol)

A konkrét gondolkodast felvaltja a hipotetikus-deduktiv gondolkodas, amelyben a
lehetséges megelézi a valésagost. A gondolkodasi folyamat fliggetlen a konkrét
szituaciotél. A miveletek végzése itéletekkel térténik. A tanuld a targyakat,
tulajdonsagokat, fogalmakat neviikkel jellemzi. Egyre ndvekvé biztonsaggal végzi
logikai kdvetkeztetéseit. Képessé valik absztrakt Osszefliggéseket a konkrét
tapasztalati valésagra valé hivatkozas nélkil megérteni.

Piaget elméletének biraléi a gyermek értelmi fejlédésének szakaszossagat,
azok sorrendjét nem vitatjdk, csak az egyes szakaszok id6tartamat, mert van, aki
gyorsabban végig megy egy-egy szakaszon. A fejlédést kilénb6z6 hatasok — mint az
oktatas, csalad, kulturkér, szabadidés program — meggyorsithatjak. (Ambrus, 1995)

1.1.2. Skemp nézetei a matematikai fogalomalkotasrol

Richard R. Skemp (1975) ,A matematikatanulas pszicholdgiaja” cimi
kényvében az absztrahalas eredményét, a gondolati absztrakciét nevezi fogalomnak.
Egy fogalom megalkotasahoz szamos olyan tapasztalat szikséges, melyekben
valami kézds van. A fogalomalkotas kiindulé pontja az osztalyba sorolas, amely a
hasonlésagok alapjan a tapasztalatok kilénb6z& csoportokba sorolasat jelenti. A
fogalomalkotas meggyorsitasara felhasznalhatiuk a nyelvet, amely segit
O6sszegydjteni és elklléniteni a fogalommal kapcsolatos példakat és ellenpéldakat.

Skemp a fogalmak két fajtajat kildnbdzteti meg: az elsédleges fogalmakat,
amelyek a kulvildggal vald érzékleti és mozgasos tapasztalatokbdl erednek (pl.:
piros, autd, forrd, édes), és a masodlagos fogalmakat, amelyek mas fogalmakbdl
absztrahalédnak (szin, kézlekedési eszkdz, stb.). Ha az A fogalom a B egyik péld3ja,
akkor B magasabb rendid fogalom A-ndl. Ez az &sszehasonlitas csak azonos
hierarchiaba tartozé fogalmak kézott végezhetd el. Fontos megallapitasa Skempnek,
hogy magasabb rendl fogalmakat, mint amilyenekkel az egyén rendelkezik, nem
kbézvetithetiink szamara definici6 segitségével, csupan megfelel6 példak
Osszegyjtésével. A definici6 pontosithatjia a mar kialakult fogalom hatarait, és
megallapitja a fogalomnak a tdbbi fogalomhoz valé kapcsolatat. A fogalmak csak
akkor hasznalhatok fel (j, magasabb rendi fogalmak alkotdsahoz szlkséges
példakként, ha levalaszthatok azokt6l az eredeti érzékleti tapasztalatoktdl,
amelyekbdl szarmaznak. Ez a levalaszthatosag kapcsolatban van az absztrakcids
képességgel. Ha egy fogalmat mar megalkottunk, akkor ott is meglatjuk a fogalom
kil6nbdz6 példait, ahol erre elé6zéleg nem voltunk képesek.

A matematikai fogalmak absztraktabbak a hétkdznapi élet fogalmainal, ezért
kdzvetitésik nehezebb. A matematikai fogalomalkotasban a definiciok szerepérél,
tanitasukrél Skemp a kdvetkezd két alapelvét — az els6t mar emlitettiik — fogalmazta
meg:



1. Definicié segitségével senkinek nem koézvetithetliink az altala ismerteknél
magasabb rendl fogalmakat, hanem csak is oly médon, hogy megfeleld
példak sokasagat nyuijtjuk.

2. Minthogy a matematikdban az elébb emlitett példak majdnem mind kilénb6z6
fogalmak, ezért mindenekelétt meg kell gy6zédniink arrél, hogy a tanulé mar
rendelkezik ezekkel a fogalmakkal.

A megfeleld példak kivalasztasa nehéz feladat, mert a példaknak rendelkezniik kell
azokkal a ko6z6s tulajdonsagokkal, amelyek a fogalmat alkotjak, de nem szabad
rendelkeznilk semmiféle mas kdzds tulajdonsaggal.

Skemp szerint a fogalomalkotashoz bizonyos mértékii zajra — a fogalom
szempontjabol irrelevans tulajdonsagokra — is szikség van. A fogalmak
kialakulasanak kezdeti szakaszaban kevés zaj, kevés zavard részlet kivanatos. A
fogalom fejl6désével parhuzamosan azonban a tanulénak egyre nagyobb zajra lesz
szliksége ahhoz, hogy a fogalom bizonyos tulajdonséagait egyre nehezebb példakbol
absztrahalja, és igy csbkkenjen a tanartél val6 figgésége. Igy alakulhatnak ki tiszta,
vilagos matematikai fogalmak. Ha a tanul6 csak olyan négyzettel, téglalappal
talalkozik, amelynek oldalai a papirlap, flzetlap széleivel parhuzamosan
helyezkednek el, nem varhat6 el téle, hogy a ferdén elhelyezked6é vagy csucsara
allitott négyzetet és téglalapot felismerje. llyen esetben nem talalkozott megfeleld
példak sokasagaval. Nem tortént meg a zajszint névelése, ezért nem alakult ki
megfelel6 fogalom a négyzetrdl és a téglalaprol.

Egy fogalom, az egyre fokoz6dd szintl absztrakcidok struktdrajanak
felépitésekor egy kdzbiilsé szint tokéletes megértésének hidnya nagy veszélyt jelent
az épitmény tovabbi, erre éplld szintjei szamara. Ez a fliggéség a matematikaban
erbteljesebben jelentkezik, mint mas tudomanytertleteken.

Az Aaltaldnos pszicholdégia a szellemi strukturakat szkémaknak nevezi. A
matematikatanitdsban szkémakon a matematika komplex fogalmi strukturait,
fogalomrendszereit értjik. Minden egyes fogalom fogalmak rendszerében
helyezkedik el. Az elsédleges fogalmak kivételével valamennyi fogalom mas
fogalmakbdl szarmazik, ugyanakkor hozzajarul tovabbi fogalmak képzéséhez, azaz
minden fogalom valamilyen hierarchia része. Egy szkémanak két funkcidja van:
egyrészt integralja a meglévd tudast, masrészt szellemi eszkdzként szolgal az Uj
tudas elsajatitasahoz. Minden, amit tanulunk, ésszefliggésben van valami massal,
amit mar tudunk. A szkémak szerinti (értelmes) tanulassal olyan szellemi eszkdzt
dolgozunk ki a magunk szamara, amellyel megkdénnyebbithetjlik az adott terlileten a
késébbi tanulast. Ennek az eszkdéznek a kdvetkezetes hasznalata a szkéma
korabban elsajatitott részeit is megszilarditia. A szkémak szerinti tanulas egyik
hatranya, hogy hosszabb id6t vesz igénybe, de ugyanakkor nagymértékben
csOkkenti a kognitiv megterhelést. A szkémak elsajatitdsara forditott id6 pozitiv
értéke, hogy megkdnnyiti és tartésabba teszi a jelenlegi és a jévébeni tanulast. A
szkémak szerinti tanulas masik hatranya, hogy a szkémaknak erés szelektiv hatasuk
van tapasztalatainkra. Ami nem illik bele ezekbe a szkémakba, azt nagyrészt
egyaltalan nem tanuljuk meg, és ha ideig-6raig meg is tanuljuk, hamarosan
elfelejtjik. A nem megfeleld szkémak komoly hatranyt, visszahuzé erét jelentenek a
késbbbi tanulasban, ugyanakkor a megfeleld szkémak erbs segitbeszkdzok. Ha
olyan helyzetek ad6dnak, amelyben a meglévé szkémak nem megfeleléek, akkor a
szkémak szerkezetének megvaltoztatasara van szikség, a szkémaknak maguknak
is alkalmazkodniuk kell.



Egy matematikai fogalom kialakitdsa soran a fogalmat be kell illeszteni, asszimilalni a
meglévé fogalmak rendszerébe, de eléfordul, hogy az uj fogalom beillesztéséhez a
mar meglévé rendszer, szkéma modositdsa, akkomodacioja szikséges. Az
asszimilacié6 és akkomodacidé egyensulya nélkilézhetetlen a megfelelé
fogalomalakulashoz. Ha ez az egyensuly feloomlik, azaz az asszimilaciét nem kdveti
megfelel6 akkomodacio, akkor a tanulé sajat, egyéni magyaraz6 elvei épllnek be
matematikai ismereteibe, ami kés6bb fogalmi zavarhoz vezethet. Az igy alakuld
fogalmak meghatarozasai bizonytalanok, pontatlanok lesznek.

Egy fogalmat vagy valamilyen informaciét megérteni annyit jelent, mint asszimilalni
egy megfeleld szkémaba. A megértés szubjektiv érzését persze egy nem megfelel
szkémaba torténd asszimilacio is elbidézheti. A tanar feladata ezt felismerni. Az
asszimilacié soran a feldolgozandé informacid, fogalom kapcsolatba kerll a szkéma
mas elemeivel. Minél nagyobb a kapcsolatok szama, er6ssége, stabilitdsa, annal
alaposabb a megértés. Skemp (1978) megklldénbdzteti az instrumentalis és relacios
megértést:

e az instrumentalis megértésnél a tanuld tudja, hogyan oldjon meg feladatokat
(tudja alkalmazni az eljarast),
e a relacios megértésnél a tanul6 tudja, hogy mit és miért kell csinalni.

Fejleszt6 tanitasi kisérletiink soran arra térekedtlink, hogy a geometria témakdrben
az instrumentalis megértésen tul elsésorban a relacios megértést fejlesszik.

A tanulés kezdeti szakaszaban kialakitott, nem megfelelé szkémak, a késébbi
fogalmak asszimilaciojat sokkal nehezebbé, esetleg lehetetlenné teszik. A tanar
feladata ugy kdzvetiteni az Uj fogalmakat, hogy azok alkalmasak legyenek megfelel6,
hosszutavon érvényes szkémdak kialakitasara. A tanulas kezdetén a tanar
feleléssége az, hogy a tanulék szkémak szerint (értelmesen) tanuljanak, ne csupan
szimbdélumokkal val6 miveletek memorizdlasat (magolasat) végezzék. Fel kell
ismernie a pedagogusnak azokat a pontokat, amelyek csak egyszer( asszimilaciot
igényelnek, valamint azokat is, ahol akkomodaciéra van szikség. Utobbi esetben
lassubb Iéptekkel kell haladnia és a tanulok haladasat gondosabban kell ellenériznie.
Mindent megtanitani nem lehet, de segiteni kell tanuldinkat abban, hogy keressék és
megtalaljadk az alapvet6é rendszereket. Meg kell tanitani ket arra, hogy szkémaikat
tudjdk akkomodalni, sziikség esetén a meglévé szkémakat jobbakra cserélni, azaz
meg kell tanitani a tanuldinkat a matematika tanulasara.

1.1.3. Vigotszkij elmélete a fogalmak fejlédésérdl

L.Sz. Vigotszkij (2000) kisérleteik alapjan arra a kévetkeztetésre jutott, hogy a
fogalomalkotashoz vezetd folyamatok fejlédésének gydkerei mélyen visszanyulnak a
gyermekkorba, de csak a serdllékor bealltakor valik lehetévé a donté atmenet a
fogalmakban valé gondolkodas teriletére. Eddig a korig a fogalmakhoz hasonl6
funkciét betdlté fogalomekvivalensek, sajatos intellektualis formaciok vannak,
amelyek ugy viszonyulnak a valddi fogalmakhoz, mint magzat az érett szervezethez.
Azonositani 6ket egymassal annyit jelentene, mint egyenléségjelet tenni kezdeti és
befejezett allapotuk kézé.

A fogalomalkotas folyamataban részt vesznek pszicholégiai elemi funkciok
(asszociacié, figyelem, képzet, itélet, determindlé tendencia), de ezek nem
vezethetnek fogalomalkotashoz. Fogalmak nem léteznek szavak nélkil. A
fogalomalkotas folyamatanak meghatarozé, kézponti tényezéje a sz6 specifikus



hasznalata, a jelnek, mint a fogalomalkotas eszkdzeinek funkcionalis alkalmazasa. A
fogalomalkotas folyamata jelek segitségével atmenetet képez a kbzvetlen
intellektualis folyamatokbdl a kézvetett mlveletekhez.

Vigotszkij és munkatarsai a fogalmak fejlédésében harom alapvetd fokozatot

kuldnbdztetnek meg.

1.

A fogalomkeépzés legalacsonyabb szintje kisgyermekkorban a rendezetlen és
szabalytalan témeg képzése. A fejlédésnek ezen szakaszdban a sz jelentése
az egyes targyak hatarozatlan, rendezetlen szinkretikus lancolata. A gyermek
képes a legkllénbézébb és egymassal belsé Osszefliggésben nem 1évd
elemeket egy tagolatlan &sszeolvadt képpé 06sszekapcsolni. Szavanak
jelentése a fogalom adott fejl6édési fokan, kilsé formajaban emlékeztethet a
felnétt ember szavara, a jelentés azonban pszicholégiailag teljesen kilénbdz6,
sajatos miveletek eredménye, a szinkretikus képzavar terméke. A gyermeket
nem a dolgokban levé objektiv kapcsolatok vezetik, amelyeket & fedez fel,
hanem szubjektiv kapcsolatok, amelyeket sajat észlelése sugalmaz.

A komplexumok képzésének fokozata kapcsolatok alkotdsahoz, kilénbdz6
konkrét élmények viszonyok megteremtéséhez, egyes targyak egyesitéséhez
és dltalanositasdhoz, a gyermek tapasztalatinak rendezéséhez és
osztalyozasahoz vezet. Az egyes konkrét targyak vagy dolgok komplexumai
mar nem szubjektiv, dsszeflggés nélklli kapcsolatok alapjan, hanem e
targyak kozo6tt valdban létezd, objektiv kapcsolatok alapjan képzédnek. A
komplex gondolkodds mar 6sszefliggd és objektiv, de még mindig nem igazi
fogalmi gondolkodas. A komplexum alapjat nem az absztrakt-logikai, hanem a
konkrét és tényleges kapcsolatok képezik. A fogalom alapjat ezzel szemben
egytipusu kapcsolatok képezik, amelyek egymassal logikailag azonosak. A
komplex gondolkodasban az ismérvek nagyon valtozékonyak, szlintelen
atmenet figyelhetd meg egyik ismérvrél a masikra. A komplexumban —
eltéréen a fogalomtdél — hidnyoznak az ismérvek kdz6tti hierarchikus
kapcsolatok. A komplexum nem emelkedik elemei félé Ggy, mint ahogy a
fogalom emelkedik a hozza tartoz6 konkrét targyak félé. A komplex
gondolkodas Ilényeges vonasa koérvonalainak hatarozatlansaga és elvi
hatartalansaga. Vigotszkij szerint az alfogalom a komplex gondolkodas
legelterjedtebb formaja, amely hidat képez a fogalomképzéshez. Az alfogalom
kiils6 megjelenésében fogalom, belsé oldalarél nézve komplexum. Nem
szabadon, nem spontdn fejlédik, hanem hatarozott iranyban, amelyet a
komplexum fejlédése szamara a feln6ttek beszédében mar kialakult
szdjelentések irnak elé. Verbalis sikon, kilséleg az alfogalom a felnéttek
szbjelentésével egybevagd dolog, ami azonban belilrél nézve Iényegesen
kOlénbdzik  attdl, mert teljesen mas intellektudlis  mivelettel,
gondolkodasmoddal kapja a gyermek. Az alfogalom az 6sszekdtd lancszem a
komplex gondolkodas és a fogalmakban valé gondolkodas kdzott.

A harmadik fejl6dési szakasz genetikai funkcioja a széttagolas, az analizis, az
absztrakcio fejlédése. It figyelheté meg elészor teljes hatarozottsaggal az
absztrahalasi folyamat. A fogalmak fejlédésének fontos fazisa a potencialis
fogalmak stadiuma. Itt a gyermek k6z6s ismérvek alapjan egyesiti valamely
targycsoport tagjait. A potencialis fogalom a megszokottra térténd beallitddas,
az intellektualist megel6z6 képzédmény. Még mindig nem fogalom, de valami



olyan, ami azza lehet. A potencialis fogalomban az ismérv, amelynek alapjan
a targy valamely csoporthoz kapcsolddik, kiemelt, elényben részesitett, a tobbi
ismérvek konkrét csoportjabél absztrahalédott, amelyekkel tényleges
kapcsolatban all.

Vigotszkij hangsulyozza, hogy az absztrahalas folyamatanak elsajatitasa és a

komplex gondolkodas kifejlédése révén képes eljutni a gyermek a valédi fogalmak
képzéséhez. Fogalom akkor keletkezik, amikor az elvont ismérvek sora Ujra
szintetizalodik és amikor az igy kapott absztrakt szintézis a gondolkodas alapvet6
formaja lesz. A valddi fogalom képzésénél dénté szerep jut a szénak.
A gyermek a fogalmi gondolkodas elsajatitasa utan sem szakad el az elemi
formaktdl. A felnétt ember sem gondolkodik mindig fogalmakban, hanem gyakran
komplexumokban. A kdznapi gondolkodasra kilénésen jellemz6, hogy
alfogalmakban megy végbe.

Vigotszkij kisérletei megmutattak, hogyan alakul ki szinkretikus képekbdl és
kapcsolatokbdl, komplex gondolkodasbél, potencialis fogalmakbdél a sz, mint a
fogalomképzés eszkbze segitésével az a sajatos, szignifikativ struktira, amelyet
fogalomnak nevezhetlnk.

A negyedik osztalyos tanulok még nem képesek fogalmakban gondolkodni,
erre csak a serdilékorban valnak alkalmassa. Komplexumokban valé gondolkodas
jellemzi Oket. Alfogalmaik kllséleg ugyan emlékeztetnek a valédi fogalmakra, de
szamukra a szd konkrét targyak komplexumait jel6l6 eszkdz. Megjelennek a
potencidlis fogalmak, amelyek még szintén nem fogalmak, de itt el6sz6ér rombolja le
a gyermek az egyes ismérvek absztrahalasa segitségével a konkrét szituaciot.

Vigotszkij megkilénbdzteti a mindennapi tapasztalatinkbol alakuld kéznapi
vagy spontan és a szervezett, tervszerli ismeretelsajatitas 0tjan Iétrejové
tudomanyos fogalmakat. A tudomanyos fogalmak — ugy, mint a téglalap, négyzet,
parhuzamossag, merdlegesség, szimmetria — fejlédésének forrdsa az iskolai oktatas.
Vigotszkij megfigyelései alapjan arra a kbvetkeztetésre jutott, hogy amennyiben az
oktatasi folyamat tartalmazza a tananyag megfelel6 mozzanatait, ugy a tudomanyos
fogalmak fejlédése megel6ézi a spontan fogalmak fejlédését. Az oktatasi folyamatban
a gyermek és a felnétt sajatos egylittmikoédése, emellett az ismeretek meghatarozott
rendszerben torténd atadasa a gyermeknek, magyarazatot ad a tudomanyos
fogalmak korai érésére. Pedagdgiai tapasztalat alapjan belathatd, hogy a fogalmak
kdzvetlen betanitasa lehetetlen, nem sajatithaték el egyszerli magolassal. Az Uj sz6
puszta elsajatitasa — a verbalizmus — Urességet takar. llyenkor csupan szavakat,
nem pedig fogalmakat sajatit el a gyermek. Amikor el6szér ismeri fel az 0 szé
jelentését, akkor kezdddik csak el a fogalom fejlédési folyamata. A tudomanyos
fogalmakat tehat nem kész formaban sajatitja el és tanulja meg a gyermek, hanem
sajat aktiv gondolkodasa révén keletkeznek és alakulnak ki. A spontan és
tudomanyos fogalmak fejlédése szorosan dsszefliggd folyamatok, amelyek szlintelen
kélcsbnhatasban vannak egymassal. A tudomanyos fogalmak fejl6édésének,
elsajatitasanak alapvetd feltétele a spontan fogalmaknak az iskolaskor kezdetére
jellemzd meghatarozott érettségi szinvonala. Ugyanakkor a tudomanyos fogalmak
keletkezése is kihat a spontan fogalmak fejlédésére. Az oktatas folyaman kialakuld
tudomanyos fogalmak abban kilénbéznek a spontan fogalmaktél, hogy mas a
viszonyuk a gyermek tapasztalataihoz. A kéznapi és tudoméanyos fogalmak fejlédése
ellentétes irdnyban halad. A spontan fogalmak alulrél felfelé, az elemibb és
alacsonyabb sajatossagoktél a magasabbak felé haladva fejlédnek, a tudomanyos



fogalmak pedig felllrél lefelé, a bonyolultabb és magasabb rendli sajatossagoktoél az
elemibb és alacsonyabb sajatossagok felé haladva.

1.1.4. Bruner-féle reprezentaciok

Bruner (1974) els6sorban olyan megismerési folyamatokat tanulméanyozott,
mint a problémamegoldas, fogalomalkotas, gondolkodas és a perceptudlis
felismerés. Szerinte a matematikaoktatdsnak elsésorban olyan alapelvekre kell
épulnie, amelyek feltarjak a valdésag és a matematika belsé vildganak kapcsolatat, és
lehetévé teszik annak magyarazatat. Ugy gondolja, hogy a matematika és
valamennyi tantargy alapveté elvei minden gyereknek a szamara érthetd
reprezentaciés mod segitségével, egyszerii megfelelé formaban megtanithaték. A
tananyag megértéséhez azonban az sziikséges, hogy egy korai fazisban a tanul6
intuitiv formaban feldolgozza azt, és késébb — az életkori fejlettségnek megfeleléen —
Ujra targyalasra kertljéon az adott tananyag.

Bruner szerint minden gondolkodasi folyamat harom kilénb6z6 sikon mehet végbe,
az ismereteknek, a tudasnak haromféle reprezentaciés médja létezik:

e materialis (enaktiv) sik:
Az ismeretszerzés konkrét targyi tevékenységek, cselekvések, manipulacidok
révén megy végbe.

e jkonikus sik:
Az ismeretszerzés szemléletes, 6sszegz6 képek, illetve elképzelt szituacidk
segitségével torténik.

e szimbolikus sik:
Az ismeretszerzés matematikai szimbo6lumok és a nyelv segitségével megy
végbe.

Ez a harom reprezentaciés mod az oktatasi folyamat minden fazisdban szerepet
jatszik. A cselekvések, képek és szimbolumok mas-mas nehézséggel jarnak, igy
masképpen hasznosak a kulénb6zé életkorokban. Bar az alsébb osztalyokban az
enaktiv és az ikonikus reprezentacié dominal, mindemellett a nyelv (beszéd) is fontos
szerepet jatszik, amely szimbolikus sikot jelent. Az elsé két szakasz megkerilése azt
a veszélyt hordozza magaban, hogy a tanulé a megfelelé képzetrendszer hianya
miatt a szimbolikus sikon nem képes matematikai problémakat megoldani,
fogalmakat megérteni, mert nincs mire tdAmaszkodnia. Amennyiben az els¢ szakaszt
kerlljuk meg (a konkrét targyi tevékenységet), akkor viszont nem alakul ki a
megfelelé képzetrendszer. (Ambrus, 1995)

Kisérletlink tervezésekor az volt a célunk, hogy az altalunk vizsgalt geometriai
fogalmak (négyzet, téglalap, parhuzamossag, merdlegesség, szimmetria) tanitasa
soran — a késdébbi megfeleld képzetrendszer kialakuldsa érdekében — az enaktiv
reprezentaciét alkalmazzuk a leghosszabb ideig, valamivel kevesebb ideig az
ikonikus reprezentaciét. Szimbolikus reprezentacién alsé tagozaton elsésorban a
nyelvet értjik, ami folyamatosan jelen van. A szébeli megfogalmazas nehézségei j6l
megfigyelheték a gyerekek magyarazatainal, indokolasainal és a barkdba jatékoknal.

1.1.5. Fogalomképzet

Shlomo Vinner és David Tall (1981) vezették be a fogalomképzet (concept
image) elnevezést a matematika-didaktika szakirodalomba. A fogalomképzet a



fogalom nevéhez kapcsolddé teljes kognitiv strukturat jelenti, amely magaban foglalja
mind a mentdlis képeket (belsé kapcsolatokat), mind pedig az ezzel 6sszekapcsolt
tulajdonsagokat, folyamatokat, képeket, dbrakat, konkrét tapasztalatokat, példakat és
élményeket. A konkrét targyi és képi reprezentaciok segitik a fogalom mentalis
képének létrehozasat, amely nem egyszerlii masolata a kilsé reprezentaciénak,
hiszen az egyén konstruktiv aktivitdsa révén jon létre és fligg az egyén
tapasztalataitél, tudasatél. A képek, konkrét példak és tapasztalatok jelentds
szerepet jatszanak a hatékony fogalomképzet kialakitasaban.

Célunk a tanitasi kisérletinkben az volt, hogy a tanulok sok konkrét
tevékenység (modellezés, hajtogatas, nyiras, rajzolas) segitségével a négyzet,
téglalap, parhuzamossag, merdlegesség, szimmetria fogalmaival kapcsolatban
gazdag tapasztalatra tegyenek szert, fogalomképzetik sokoldalu legyen.

1.1.6. A tudas szervezédésének elméletei

Ez a kutatasi irdnyzat azt vizsgélja, hogy a bennlnket kérilvevé vilag
kilébnb6z6 targyait hogyan csoportositjuk fogalmilag, miként szervezziik a targyak,
dolgok egy osztalyanak tagjair6l vagy példanyairél szél6 tudast fogalmakba, és
hogyan kapcsoljuk a kialakult fogalmakat egymashoz.

1.1.6.1. A meghatarozo tulajdonsagok modellje

A modell szerint — amely Gottlob Frege munkajan alapul — egy fogalmat
meghatarozd tulajdonsagokkal ragadhatunk meg. Frege megklldénbézteti egy
fogalom intenzidjat és extenzidjat. A fogalom intenzidjat olyan jellemzdk alkotjak,
melyek meghatarozzak, hogy mi alapjan tartozik valami a fogalom korébe, az
extenzioja pedig azoknak az entitasoknak az 6sszessége, melyek a kategoria tagjai.
Igy példaul a négyszbg fogalom intenzidja meghatarozé tulajdonsagainak — mint
sokszdg, 4 csucs, 4 oldal — halmaza, mig extenziéja mindazoknak a sokszdgeknek
az O6sszessége, amelyek négyszégek (pl. valamennyi négyzet, téglalap, rombusz,
deltoid stb.). Tulajdonsagon a fogalmak intenziéjat értjik.

A meghatarozé tulajdonsagok elméletének altalanos jellemzéi a kbvetkezék:

e Egy fogalom jelentését tulajdonsagok 6sszekapcsolasaval ragadhatjuk meg.
Ezek a tulajdonsagok — atomisztikus, elemi egységek — a fogalmak alapveté
épitéelemeit alkotjak.

e A tulajdonsagok mindegyike sziikséges, 6sszességik pedig elégséges ahhoz,
hogy valamit a fogalom példanyanak tekintsink.

e Egyértelimlien meghatarozhatd, mi tartozik egy kategériaba és mi nem.
Vildgos és merev hatarok huzhatdk a kategériak tagjai €s a nem oda tartozé
elemek kdzott.

e A fogalom minden tagja egyforma mértékben reprezentativ.

e A fogalmak hierarchiaba szervezddésénél egy specifikusabb fogalom (pl.
négyzet) meghatarozé tulajdonsagai az altalanosabb, felsébb kategoériahoz (pl.
négyszdqg) viszonyitva tartalmazzak a fels6bb kategoéria 6sszes tulajdonsagat.

A meghataroz6 tulajdonsagok elméletének biraldi helytelennek tartjdk azt a
jellemzdét, mely szerint a fogalmak szikséges és elégséges tulajdonsagokon
alapulnak. A birdlok szerint a fogalmak kilénb6zé tulajdonsagai nem egyforman
fontosak. A fogalom minden eleme sem egyforman fontos és reprezentativ. Bizonyos
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tagjait tipikusabbnak, a kategoria jobb példanyanak tekintjik, mint masokat. Vannak
olyan fogalmak, amelyeknek — ugy tlnik — egyaltalan nincsenek meghatéarozo
tulajdonsagaik (pl. jaték). Tébben cafoljak azt az elképzelést, hogy a kategoériahoz
valé tartozads egyértelmi és vildgos. Véleményilk szerint bizonyos kategoriak
elmosodottak. Kimutattak azt is, hogy az emberek a fogalmak hierarchigjat nem
tranzitiv értelemben fogjak fel, bar a meghatarozé tulajdonsadgok elmélete ezt
sugallja.

A kritik&k, az egyes jellemzdk bizonyitott cafolatai a fogalmak meghatérozé
tulajdonsagokon alapul6 elméletének Gjraértékeléséhez vezettek.

1.1.6.2. Meghatarozo és jellemzé jegyek elméletei, jegyésszehasonlito elmélet

A meghatarozé és jellemzé jegyek elméletei megtartidk a meghataroz6
jellemzdéket, de hozzateszik, hogy a fogalmak jellemzé jegyekkel rendelkeznek. Ezen
elméletek egyike a jegydsszehasonlito elmélet. A jegydsszehasonlitdé elmélet
jellemzéi a kévetkez6k:

e A fogalmakat két tulajdonsagtipus reprezentalja: meghataroz6 tulajdonsagok
és jellemzé tulajdonsagok.

e A meghatarozo tulajdonsagok a fogalom lényegét hatarozzak meg. Ezek a
tulajdonsagok kdzdsek a kategdria minden tagjaban.

e A jellemzé tulajdonsagok azt adjak meg, hogy a kategoria egy-egy tagjat az
emberek mennyire itélik tipikusnak vagy reprezentativnak.

e A fogalmak verifikdlasa két 1épésben torténik: az elsé Iépésben a fogalmak
O6sszes meghatarozo és jellemzd tulajdonsaganak dsszehasonlitdsa, masodik
|épésben csak a meghatarozé tulajdonsagok dsszevetése.

e A masodik lépés akkor szilkséges, ha az elsd |épésben nem jon létre
egyértelml eredmény.

A jegyOsszehasonlitdé elmélet altalanos érvénye er6sen megkérdéjelezhetd. Nem
tud objektiv moédon kilénbséget tenni a meghatarozé és a jellemzé tulajdonsagok
k6éz6tt. Szamos bizonyiték mertlt fel, hogy a kategériahoz vald tartozas hatarai
homalyosak, elmosddottak.

1.1.6.3. Prototipus- (vagy jellemzé tulajdonsag - ) elméletek

A prototipuselméletek célja, hogy megmagyarazzak a meghatarozé
tulajdonsagok elméletének hianyossagait. Az elmélet alapveté elképzelése az, hogy
a kategoriak koézponti prototipusok kértl szervezédnek. A prototipuselmélet
altalanos, kézponti elképzelései a kdvetkezok:

e A fogalmak prototipusok mentén szervezddnek. A prototipust vagy a jellemzé
tulajdonsagok egyulttese vagy a fogalom legjobb példaja (példai) reprezentalja
(reprezentdljak).

e Nem dllapithatok meg szikséges vagy elégséges tulajdonsagok a kategériak
meghatarozasara. Létezhetnek ugyan szikséges tulajdonsagok, de
Osszességuik nem elégséges. A fogalomhoz valo tartozast az hatarozza meg,
hogy a targy milyen nem szikségszerl tulajdonsagokkal rendelkezik,
amelyeket tipikusabbnak vagy reprezentativabbnak tekintlink, mint masokat.
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* A fogalmak kozétti hatarok elmosodottak, nem vilagosak. Nem hatarozhato
meg egyértelmien, hogy mi tagja a kategérianak és mi nem. Igy néhany dolog
kénnyen atsorolhaté egyik kategériabdl a masikba.

e A fogalom példanyainak eltéré tipikussagat mutatja meg a tipikussagi gérbe.

e A Kkategéridhoz valo tartozast a targy tulajdonsagainak a kategoria
prototipusahoz — a jellemzd tulajdonsagok egyltteséhez vagy a kategéria
legjobb példajahoz — vald hasonlésaga hatarozza meg.

A prototipuselmélet vizsgalatanal felmertlt az a kritika, hogy nem minden
fogalomnak van prototipikus jellemzdje. Bizonyos absztrakt fogalmak (pl. szabaly,
hiedelem) nem rendelkeznek prototipikus szerkezettel. Az elmélet nem foglalkozik
azokkal az ismeretekkel, melyekkel az emberek a kategériak kdzoétti viszonyokkal
kapcsolatosan rendelkeznek, és nem ad magyarazatot a kategéridk kohézibjarél.
(Eysenk — Keane, 2003)

Als6 tagozatos gyerekeknél definiciok hianyaban csak a prototipusfelfogas a
relevans. Ennél a korosztalynal a téglalap, négyzet fogalmak prototipikus
szerkezetérél beszélhetlink. A téglalap fogalom prototipusat azok a téglalapok
alkotjak, amelyeknél a szomszédos oldalak — kénnyen felismerhetéen — kiildonb6z6
hosszluak, de nem széls6ségesen eltéréek. A téglalap fogalom tipikus, legjobb
példaihoz — az oldalak egyenlésége miatt — nem tartoznak a négyzetek. A téglalap
kategoria prototipusdhoz valé hasonlésaga alapjan nehéz elddnteni a négyzetek
esetén a téglalap kategoriahoz valé tartozasukat.

1.1.7. Az agykutatas és a tanulas kapcsolata

Josef Kraus (Caspary szerkesztésében, 2006) a modern agykutatas
eredményei alapjan az oktatds szamara a kdvetkez6 kévetelményeket allapitotta
meg:

e A tanitas a legnagyobb mértékben segitse el6 a tanuléi aktivitast.

A tanitds-tanulasi folyamat tdbb csatorndn — olvasott, hallott, latott

informacidkon, valamint a tanulé sajat maga altal végzett tevékenységein —

keresztiil torténjen. Kutatdsok szerint az olvasott informéaciok 10%-a, hallott

informaciok 20%-a, latott és hallott informacidk 50%-a, sajat magunk altal

végzett tevékenységekbdl szarmazd informaciok 90%-a marad meg az

emlékezetiinkben. Az utébbi aranyszam a konkrét targyi tevékenységek,

cselekvések, manipulaciok fontossdgara hivja fel a figyelmet.

e (Gyakorlat teszi a mestert. A gyakorlas hozzajarul a kilénb6z6 eljarasok,
technikak elsajatitdsahoz (pl. adott tengelyre térténd tikrozés).

e A tanulas soran biztositsunk pihentet6, lazité szakaszokat.

e A tanitas-tanulasi folyamatban szilkséges a tanuldk figyelmének folyamatos
provokalasa, meglepd és varatlan helyzetek teremtése.

e A hatékony tanulas eléréséhez megfeleld kdrnyezetet, hangulatot kell
teremteni.

e Tartsuk ébren a tanul6i kivancsisagot!

o A testi aktivitas el6seqiti a tanitas-tanulasi folyamatot, ezért legyen e folyamat
része.

Az itt megfogalmazott didaktikai kdvetelmények betartdsara toérekedtink tanitasi
kisérletlinkben.
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1.2. MATEMATIKADIDAKTIKAI ELMELETI ALAPOK

1.2.1. A geometriai ismeretszerzés folyamatanak van Hiele-féle szintjei

Pierre és Dina van Hiele — két holland matematika tanar — az 1950-es
években Hollandiaban szerzett kozépiskolai tanari tapasztalataik alapjan dolgoztak ki
oktatasi elméletlket a geometriai gondolkodas szintjeir6l. A geometriai
ismeretszerzés folyamatat 5 szintre tagoltak:

szint: alakzatok globalis megismerése,

szint: alakzatok elemzése,

szint: lokalis logikai rendezés (informalis dedukcio),

szint: térekvés a teljes logikai felépitésre (formalis dedukcid),
szint: axiomatikus felépités.

b

A geometriai fogalmak fejl6dése, majd kialakulasa ezen hierarchikus szinteken
keresztll zajlik. A tanuldk — osztalytermi munka soran tapasztalt — tanulasi
nehézségeit megfigyelve azonositottdk be ezeket a szinteket. Pierre van Hiele ezt
igy mondta el:

JAmikor matematika tanarként elkezdtem palyamat, hamar rajéttem, hogy ez egy
nehéz hivatas. Voltak olyan lényeges dolgok, melyeket csak magyaraztam,
magyaraztam, aztan mégsem értették meg a diakok. ... A kévetkezd években
tébbszér megvaltoztattam a magyarazatom maodjat, de a nehézségek megmaradtak.
Mindig ugy tiint, mintha egy idegen nyelven beszélnék. Ezt atgondolva rajéttem a
megoldasra: a kiilbnbézé szintli gondolkodasra.” (van Hiele, 1986)

Pierre és Dina van Hiele elméletiiket 1957-ben kbz6s disszertaciéban az
Utrechti Egyetemen jelentették meg. Pierre van Hiele 1957-ben Franciaorszagban is
publikalta elméletét, majd 1958-ban a geometriai gondolkodas szintjeit ismertette az
edinburghi Matematikai Didaktikai Kongresszuson ,A gyermek gondolkodasa és a
geometria” cimmel tartott el6éadasan. Szovjet didaktikusok is felfigyeltek ezekre a
gondolatokra, és a 60-as években a van Hiele modellre alapulé kiterjedt kutatdsokat
folytattak, melyek aztan valtoztatdsokat eredményeztek a geometria tantervben. A.M.
Piskalo ilyen iranyl kutatasait, eredményeit és modszertani javaslatait olvashatjuk a
~Geometria az 1-4. osztalyban” ciml 1968-ban megjelent miveben (2. kiadas).

Az 1970-es évek végétdl az Egyesuilt Allamokban is vizsgélni kezdték van
Hiele elméletét az 6t gondolkodasi szintrél. A 80-as években ezt a tedriat — tdbbek
k6z6tt — Mayberry, Burger, Shaughnessy, Fuys, Geddes, Tischler, Usiskin, Senk
tanulmanyoztak, ennek illetleg tovabbi publikaciok eredményeként sikerilt kbzelebb
hozni van Hiele eIméletét a gyakorlati megvalésitashoz.

A kisgyermek iranyitott geometriai ismeretszerzési folyamata mar az
ovodaban elkezdbdik. A kdérnyezet targyainak formajat vizsgalva indul a geometriai
objektumok (a mértani test, a sikidomok stb.) fogalmanak kialakitdsa. Ezen
objektumok halmazéra jellemz8 tulajdonsdgok megallapitdsa azonban mar az
ismeretszerzés magasabb fokat jelenti.

Az alakzatok globalis megismerésének szintien (1.szint) a gyerek a geometriai

alakzatokat, mint egységes egészet fogja fel. Nem képes elkildniteni az alakzatok
részeit (alkotéelemeit). Kdénnyen felismeri a kilonbdz6é alakzatokat a formajuk
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alapjan, megtanulja az alakzatok nevét (négyzet, téglalap, haromszdg, négyszog,
6tszdg, kor, gébmb, kocka, téglatest, stb.), melyeket biztonsaggal hasznal. Nem tudja
azonban ¢sszehasonlitani a kilénbdzd alakzatokat. Nem ismeri fel a kockaban a
téglatestet, a négyzetben a téglalapot, illetéleg a rombuszt vagy a rombuszban a
paralelogrammat, illetve a deltoidot, mert szamara ezek egészen kilénb6z6 dolgok.

Az alakzatok elemzésének szintien (2. szint) a gyermek az alakzatokat
részeire bontja, majd 6sszerakja. Az alakzat és részei kdzott kapcsolatokat fedez fel.
Felismeri a mértani testek lapjait, éleit, csucsait. A mértani testek lapjaiként a
sikidomokat, amelyeket gorbék, szakaszok, pontok hatarolnak. Megkezd6dik a
megismert alakzatok elemzése, a megfigyelések, mérések, rajzolasok, hajtogatasok,
nyirasok, ragasztasok, modellezések, parkettazasok, tikérhaszndlat révén. Ezen
konkrét tevékenységek segitségével a tanuld megallapitja, felsorolja az alakzat
tulajdonsagait (lapok, élek, illetve oldalak, csucsok szama; lapok alakja; élek, illetve
oldalak hosszlUsaga; lapok, illetve oldalak parhuzamossaga, merblegessége;
szimmetriatulajdonsagok; van derékszége stb.), de a tulajdonsagok k&zoétti logikai
kapcsolatokat még nem ismeri fel. A tulajdonsagok megallapitasa csak az alakzatok
megkulénbdztetésehez szikseégesek. Nem érti a definicié szikségessegét. Megindul
az osztalyba sorolas. Ezen a szinten a gyerek még nem veszi észre az alakzatok
k6z6tti kapesolatokat. Megallapitja ugyan az alakzatok kézds tulajdonsagait, példaul,
hogy a négyzet és a téglalap is 4 csuccsal, 4 oldallal rendelkezik, szemkdzti oldalai
parhuzamosok, szomszédos oldalai merdlegesek, minden szdgik derékszdg, de
ebbdl nem kdvetkezik szamara az, hogy a négyzet téglalap is egyben. Vagy ehhez
hasonl6an az sem, hogy a kocka téglatest, a téglalap paralelogramma stb.

A lokalis logikai rendezés, az informalis dedukcid szintién (3. szint) a tanulé
mar 0Osszefliggéseket lat meg egy adott alakzat tulajdonsagai kozott, illetve
kilénb6z6 alakzatok kdzoétt. Ezen a szinten megvalésul az alakzatoknak és azok
tulajdonsagainak logikai rendezése. Megjelenik a kodvetkeztetés lehetésége az
alakzatok egyik tulajdonsagéarél a masikra. A meghatarozasok, definicidk értelmet
nyernek. A logikai kdvetkeztetések menetét a tankdnyv (illetve a tanar) hatarozza
meg céliranyos instrukcidk segitségével. A tanuld sejtéseket fogalmaz meg, képessé
valik arra, hogy hétkéznapi nyelven érvelijen. Megkezd6dik a bizonyitasi igény
kialakitasa, de ez csak az alakzatokra terjed ki. Logikailag helyes kdvetkeztetések
szemlélet alapjan elfogadott érvelésekkel keverednek. A tanuldé még nem képes
valamely alap-megallapitadsbél elméleti Gton, formdlis dedukciéval eljutni egy
masikra. A tdébbsz6rds osztalyba soroldas mar nem okoz problémat. A kilénbdzé
négyszdgek fogalom szerinti osztalyozasat mar megérti. Ezen a szinten a négyzet
mar téglalap, sét paralelogramma.

A teljes logikai felépitésre valo térekvés szintjén (4. szint) a tanul6 felfogja a
hatarozott célu dedukcié jelentéségét. Képes egyszerl tételeket megfogalmazni,
tovabbfejleszteni. A bizonyitasi igény fokozatosan kiterjed a geometria egészére,
legalabbis tObb fejezetére. Ennek soran tételek lancolatai alakulnak ki, amelyek
elvezetnek az axidbma szikségességének felismeréséhez. A gondolkodas fejlettsége
a formdlis dedukci6 szintjén lehetdéveé teszi az axiomak, definicidk, tételek (esetleg
megforditasuk) lényegének és jelent6ségének felfogasat. A tanul6 megérti a
bizonyitasok gondolatmenetét, a szikséges és elégséges feltételek szerepét. A
dedukciét mar nem csak egyes alakzatok tulajdonsagainak elemzésére, hanem
bizonyitasi modszerként is alkalmazza. Kilénbdzd bizonyitasi mddokat is hasznal.
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Megérti, hogy az adott alakzat tébbféle mddon is definialhatd, vilagossa valik
szamara a definicio és tétel viszonylagossaga.

Az axiomatikus felépités, a modern (Hilbert-féle) gondolkodasi szinten, a
,szigor” szintjén (5. szint) mar megfigyelheté az objektumok egyedi sajatossagaitél, a
kéztik fennall6 kapcsolatok konkrét jellegétél valé elszakadas. Ezen a szinten a
geometria teljes, fliggetlen axidmakbol allé rendszerre épul fel. Megtérténik a
kilénb6z6 axidmarendszerek 6sszehasonlitasa. Elméletek allithatok fel konkrét
interpretacié nélkil. A geometria altalanos jellegli lesz, és tagabb értelmet nyer.
(Piskalo, 1968, Peller, 2003)

A van Hiele-féle modell mindegyik tanulasi szakasza az el6z6 altal kialakitott
gondolkodast épiti és bdviti tovabb. Egyik szintr6l a masikra valé atlépés
folyamatosan és fokozatosan megy végbe, mikézben elsajatitidk az egyes
szinteknek megfeleld matematikai fogalmakat. Egyik szintr6l a masikra torténd
fejlédés nem természetes folyamat, nem kéveti automatikusan a biolégiai fejlédést,
hanem a tanitas-tanulas folyamatanak eredménye. A tanitas, annak tartalma és
mdbdszere sajatosan befolyasolja a fejlédési folyamatot. Az eredményes tanulas
feltétele, hogy a megfelelé6 geometriai gondolkodas segitségével a tanul6 maga is
aktivan tapasztalatokat szerezzen a vizsgalt alakzatokrél, majd beszélgessen réla és
gondolatokat alkosson az adott szakaszban hasznalt nyelvezet segitségével. Minden
szintnek megvan a maga sajatos nyelve, jel6lésrendszere, logikai felépitése. A nyelv
a tanulas fontos része. A van Hiele elméletben szereplé szintek mindegyikére
jellemzd egy adott szokincs, mellyel az adott szint geometriai értelmezéséhez a
struktirak, koncepciok és 0Osszefliggések kiterjesztheték. Fontos oktatasi
vonatkozasa van Hiele elméletének az, miszerint az alacsonyabb szintli szakaszban
lévé tanuldktdl nem varhaté el, hogy a magasabb szintnek megfeleléen
megfogalmazott instrukciokat megértsék. Van Hiele szerint ennek a gyakori
eléfordulasa a legfébb oka a matematikaoktatas kudarcainak. A tanuléknak
folyamatosan kell ugy eljutni egyik szintrél a masikra, hogy kézben elsajatitsak az
egyes szinteknek megfelel6 matematikai nyelvezetet, matematikai fogalmakat. A
megfelel6 geometriai gondolkodas kialakitasahoz egyik szintet sem ugorhatjuk at.
Semmilyen moddszer nem teszi ezt lehetévé. A geometriai alakzatok globalis
felfogasatél a geometriai bizonyitdsok, axibmarendszerek megértéséig vezetd
fejlédés hosszu idét vesz igénybe.

Az als6 tagozaton (1-4. osztaly) az elsé két szint megvalo6sitasa realis, amit
hipotézisiinkben is megfogalmaztunk. Az altalanos iskola felsé tagozatan a harmadik
szint elérése lehet a cél. A negyedik (t6rekvés a teljes logikai felépitésre) és 6tédik
(axiomatikus felépités) szinteknek megfelel6 oktatds a kdzépiskola és a felséoktatas
feladata.

Pierre van Hiele elméletiiket a 80-as években a korabbi 6t helyett harom
gondolkodasi szinttel abrazolja: vizualis (1. szint), leiré (2. szint) és elméleti szint (3.
szint). A vizualis szintrdl az 1. tanulasi szakasz vezet a leir6 szinthez, illetve a 2.
tanulasi szakasz a leiré szintrél az elméleti szintre. Ezt a modellt a kévetkezd abra
(1.1. abra) mutatja be (Teppo, 1991):
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Elméleti szint Kdvetkeztetés, érvelés haszndlata a geometriai
(3. szint) dsszefliggések bizonyitasanal.

A tanulas fazisai:

O6sszegzés
2.tanulasi  szabad orientacié
szakasz kifejtés, magyarazat

irdnyitott orientacio
informéacié atadas

Leird szint Az alakzatok felismerése geometriai
(2. szint) tulajdonsagaik alapjan.

A tanulas fazisai:

Osszegzés
1.tanulasi  szabad orientacio
szakasz kifejtés, magyarazat

irdnyitott orientacio
informacié atadas

Vizualis szint A geometriai alakzatok globalis felismerése.
(1. szint)

1.1. abra

Van Hiele geometriai gondolkodasrél sz6l6 elmélete rairanyitotta a figyelmet
az altalanos iskolai geometria fontossagara, ugyanis megfelel6é el6képzettség nélkiil
a tanuldk nem lesznek képesek megérteni a kbdzépiskolai magasabb szintl
geometriai bizonyitasokat. Az elmélet Iényege a fokozatossag, mely szerint egy adott
szinten 1évé tanul6 nem érti meg a magasabb szintnek megfelelé instrukcidkat,
valamint az, hogy az elsé, masodik és harmadik szinten (5 gondolkodéasi szint
elméletéhez kapcsolédoban) kell tanulasi tapasztalatot kell szereznie ahhoz, hogy
sikeresen elsajatitsa a kbzépiskolai geometria tananyagot.

Kutatasunkban, a fejlesztd tanitasi kisérlet bemutatasa soran el6éfordulé van
Hiele-féle gondolkodasi szintekre t6rténé utaldsnal mindig az eredeti, 5 fokozatu
szintrendszerre gondolunk.

1.2.2. A tanulassal kapcsolatos elméletek fejlédése

A tanulas egy rendszerben vagy iranyitd részrendszerében a kdérnyezettel
kialakult kélcsénhatas eredményeként eléalld, tartdés és adaptiv valtozas. A tanitas-
tanulas folyamatdban — els6sorban a tanulds sordn — az egyénben létrejové
valtozasok érdekelnek bennlinket.

A tanulasra vonatkozd tudomanyos nézetek fejlédése — amely a didaktika
nagy atalakulasaihoz kétédik — négy f6 szakaszra tagolhat6. Ezek a kdvetkezék:
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Comenius el6tti pedagogia

a szenzualizmus pedagogiaja
a cselekvés pedagdgiaja

a konstruktiv pedagdgia.

Awh =

1.2.2.1. A Comenius elé6tti pedagogia

Az bkori és a kdzépkori pedagdgiai gondolkoddk tanulasfelfogasa szerint a
tanulas a masok altal mar feldolgozott ismeretek elsajatitdsa. Ehhez a felfogashoz
elsésorban olyan didaktika kapcsolodik, amely az ismeretek sokszor szé szerinti
megtanulasara, majd visszaadasara épll. A deduktiv folyamatok jatszak a
fészerepet. A tanulas nagy dogmatikai rendszereken alapul, mint példaul a gorég
filozofiai munkak, rémai jog vagy a Biblia.

1.2.2.2. A szenzualizmus pedagogiaja

A szenzualista pedagogia ismeretelméleti alapja az empirizmus (XVII-
XVIll.sz.). Az empirizmus az ismeretszerzést az embert korilvevdé val6sagbdl
szarmazé informaciok — elsésorban érzékszervekkel t6rténé — befogadasanak tekinti.
Az empirizmus logikdja induktiv. A megismerést az egyszer(ibbtél a bonyolultabb, a
specialistél az A&ltalanos, a konkrétt6l az absztrakt felé haladonak tekinti. A
szenzualista pedagdgia legnevesebb képviseléje, megalkotéja Comenius (1592-
masrészt mint az ismeretszerzés alapveté elve. A szemléltetés lehetévé teszi a
tanul6 szamara a talalkozast a val6sagos vilaggal kdzvetlenll, érzékszervein
keresztll. A pedagogus feladta minél gazdagabban, teljesebben bemutatni ezt a
vilagot.

1.2.2.3. A cselekves pedagogiaja

A XIX-XX. szazad forduldéjan megsziletd reformpedagdgidkat nevezik a
cselekves pedagogiainak. Ennek a tanuldselméletnek a Iényege, hogy a gyermek az
ismereteket nem csupan passzivan fogadja be, a kiilvilag hatasait nem egyszerien
elszenvedi, hanem cselekszik, a kllvilag folyamataiba beavatkozik és e beavatkozas
eredményeként fejlédik. Ismeretelméleti alapja szintén az empirizmus, logikaja
induktiv. A gyermeket — e nézet szerint — hagyni kell szabadon kutatni, keresni,
tanulni, jatszani. John Dewey (1859-1952) és Eduard Claparéde (1873-1940) — a
reformpedagdgiak jeles képvisel6i — alakitottak ki a felfedeztetés pedagdgiai
eljarasat, vagyis azt, hogy a gyermek onalléan fedezze fel az ismereteket. A
pedagdéguskdzpontu felfogasokat a gyermekkdzpontiusag valtja fel. A tanar szerepe
megvaltozik. Nem az ismeretek kdzvetitéje, hanem a gyermek 6énallé cselekvésein
alapulé elsajatitas folyamatanak szervezdéje.
dolgozta ki, de munkassagaban mar felfedezheték a konstruktiv pedagdgia
episztemoldgiai alapjai is.

1.2.2.4. A konstruktiv pedagdgia

A XX. szdzad masodik felében vilagossa valt, hogy az empirizmus nem képes
az emberi ismertszerzés megnyugtatd, lényeges ellentmondasoktél mentes elméletét
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szolgaltatni. Az Ujabb tudomanyelméletek olyan elméleti konstrukcidkat alakitottak ki,
amelyekben alapvetd szerep jut az elméletek és az empiria kapcsolatdnak. Nem
létezik elméletmentes empiria, ugyanakkor az empirikus eredmények sem
igazolhatjak az elméleteket. A tudas személyes konstrukcié, amely a megismeré
szubjektum tevékenységének terméke. Ez az ismeretelméleti gondolkodasi irany a
konstruktivizmus, amely meghatarozé szerepet jatszik a modern konstruktiv
pedagdgiai felfogas kialakulasaban. A konstruktiv tanulasszemlélet a kdvetkezd
el6feltevésekre éplil:

e Az emberi elme a valésag modelljeit épiti fel magaban, és az ember ezek
mikodtetése soran kialakitott elérejelzések szerint cselekszik.

e Az emberi elme elsésorban tudasterllet-specifikusan szervez6dd, informacio
feldolgoz6 apparatusokkal mikddik.

e Az (jszuldtt gyermek bizonyos, a kdrnyezet éertékelésére és az abban valo
cselekvés iranyitdsara alkalmas hajlammal, genetikusan kodolt képességekkel
jon a vilagra.

e A fejl6bdés alapvetéen konstruktiv. méddon, személyes konstrukcidok
felépitésével, alakitasaval, alkalmazasaval torténik.

A tanulas — mint aktiv folyamat — legfébb jellemzdje az, hogy a tanulé a meglévé és
kognitiv rendszerekbe rendezett ismeretei segitségével értelmezi az Uj informaciot. A
konstruktiv tanulasfelfogas szerint a tanul6 a tudast nem csak egyszerien befogadja,
hanem egyenesen létrehozza, megkonstrualja. Kézéppontban a belsd elméleteket
mikddtetd és cselekvd gyermek all. A konstruktiv tanuldsszemlélet a tanulason nem
csak a tananyag elsajatitasat, informacibk megjegyzését érti, hanem az
alkalmazhat6 tudast, a cselekvéseinket iranyitani képes strukturakat, a személyiség
fejlédését.

A konstruktiv tanulaselmélet megkérdéjelezi a tanulasban az induktiv jellegi
elsajatitasi folyamatokat. A folyamatokra — az elmélet szerint — sokkal inkdbb a
dedukcié fogalma alkalmazhatd, hiszen az Uj ismeretet akkor fogadjuk be, ha
valamely kognitiv részrendszerlink ezt értelmezni tudta. A konstruktivistdk
meggy6z6dése, hogy a tudomanyos kutatds és a gyermeki ismeretelsajatitas
azonos, deduktiv logikat kdvet. Utdbbi esetben a dedukcié elsésorban a gyermekben
meglévé tudashoz, kognitiv strukturakhoz kétédeést jelzi. Amennyiben az Uj ismeret
szemben all a gyerek aktualis szemléletével, akkor részben deduktiv mddon, a
meglévé ismeretekbdl kiindulva fokozatosan meg kell teremteni a konceptualis valtas
feltételeit. Azaz fokozatosan bizalmatlansagot ébresztve a meglévd elképzelésekkel
szemben, a gyereket szembesiteni kell latasmddja és a valésag kozott
ellentmondassal. A konceptudlis valtas el6segitése érdekében a konstruktiv
tanuldsszemlélet sem utasitia el a tanari magyarazatot, a logikusan felépitett
tudaséatadast.

A Kkonstruktivistdk  szerint  évakodni  kell a feltételek  nélkali,
elméletiranyitottsagtol mentes felfedeztetéstél.

Az iskolai eredményesség — a kutatdsok szerint — els6sorban az elézetes
tudassal all szoros kapcsolatban, az intelligencia csak ezen keresztll kapcsolddik
hozza. A kutatasok ramutattak arra, hogy elényben van az, aki nagy mennyiségu,
szervezett, kénnyen el6hivhaté tudassal, ismeretrendszerrel rendelkezik, azzal
szemben, aki csak jo altalanos gondolkodasi, problémamegold6 képességekkel bir.

18



A mai, modern tarsadalmak iskolaiban els6sorban a cselekvés
tekinthetjik megfelelének a pusztan szemléltetésre, még kevésbé az egyszeri
ismeretatadasra épulé pedagdgiat. Ma mar alapkdvetelménynek tartjuk a gyermek
aktivitasat, 6nallésagat, a személyiség gazdag fejlesztését, a sokoldali metodikat. A
tudas — amely a gyermek cselekvéseiben épul fel, mint személyes konstrukcié —
létrejottéhez sziikséges optimalis feltételek biztositasa a pedagogus feladata. A
korszerl tanuldsszemléleteknek megfelel6 tanitas didaktikai kdvetelményei a
kdvetkezok:

e a gyerekek személyiségének, érdeklédésének, igényeinek, valamint belsé
képeinek, ismeretstruktarainak j6 ismerete;

differencialas;

gazdag tapasztalatszerzési lehetéségek kiépitése;

eszk6zOk hasznalata;

tébb modszer egyuttes alkalmazasa;

a tanitas életszeriiségének biztositasa. (Nahalka, 1998)

Kisérletlink soran igyekeztiink a korszer(i tanulasszemléleteknek megfeleléen
tanitani, a tudas létrejottéhez sziikséges optimalis feltételeket kialakitani.

1.2.3. A realisztikus matematikaoktatas

Yaye

Freudenthal iranyitdsaval Hollandiaban alakult ki. Szerinte a matematikatanitasnak
olyan jelenségekbdl, szituaciokbdl kell kiindulnia, amelyek a tanuldk szamara
fontosak, érdekesek, motivalé hatasuak, elésegitik a tanulasi folyamatokat, és ezzel
hozzgjarulnak ahhoz, hogy a tanulok megértsék a matematikanak a sajat életikben,
a tarsadalomban és a tudomanyban betdltétt szerepét. A tanulasnak iranyitott
Ujrafelfedezésnek kell lennie, amely elvezet az alapveté matematikai ismeretekhez,
fogalmakhoz. Freudenthal a formalista, strukturalista felfogas ellen foglalt allast.

A realisztikus matematikaoktatasban a ,realisztikus” jelz6 nem feltétlendl a
valosagbol vett jelenségeket, objektumokat jeleneti, hanem azokat, amelyek a
tanuldk szamara elképzelhetéek és jelentéssel birnak. llyen értelemben a tiszta
matematikai kontextusok is lehetnek realisztikusak a tanulék szdmara. Példaul a
geometriai alakzatok kdrében végzett vizsgalddasok is lehetnek — konkrétsaguk miatt
—ilyen jelleglek.

Az iranyzat fontos alapelve, hogy a tanulok konfrontalodjanak a sajatjuktol
eltéré, masféle megoldasi modokkal. Igy megtanuljak, hogyan kell tarsaikat kritikusan
meghallgatni, munkajukat, eredményeiket megvitatni, értékelni és értelmezni.
Szembesiilnek sajat produktumok elényeivel és hibaival, ezaltal lerdvidilhet a
tanulasi folyamat.

Tanitasi kisérletlink soran szamtalan esetben igyekeztink olyan szituaciot
kialakitani, amelyekben a gyerekek sajat konstrukcidikat, megoldasaikat
O0sszehasonlithattak tarsaikéval, vitatkozhattak, érvelhettek.

A tanar szerepe moddosul, a tanulasi folyamatot iranyitja, segiti. Fontosabb
tanari tevékenységei kdzé tartozik a segités, kérdezés, hallgatas, odafigyelés, a
tanulokkal valé kdzb6s gondolkodas, provokalds, diszkusszidk, vitdk vezetése. A
passziv tanulasi modot felvaltja az aktiv tanulasi méd, ezaltal a tanuldk szerepe is
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valtozik. A tanuldéknak el kell tudniuk magyarazni sajat gondolataikat, megoldasi
stratégiaikat.

A realisztikus matematikaoktatas két f6 jellemzéje: a fokozatos matematizalas
és a modellek szerepe.
A fokozatos matematizalas elve azt mondja ki, hogy a tanuldkat 6sztbndzni és
tamogatni kell abban, hogy ismereteiket folyamatosan fejlesszék és pontositsak. Két
alapvet6 tipusa van: a horizontalis és a vertikalis matematizacié.
A horizontélis matematizacié az intuitiv, informalis, kontextusfiiggé szintrdl a reflektiv,
formalis, szisztematikus szintre val6 attérés. A vertikalis matematizacié a struktarak,
a szisztematikus, formalis ismeretek kiépitését jelenti.
A realisztikus matematikaoktatas alapja a genetikus elv, amely szerint az ismeretek a
kezdeti globalis és differencialatlan formabdl egyre pontosabb, kevesebb hibas
elképzelést tartalmazd formakban fejlédnek tovabb. Az informalis eljarasoktél a
formalis matematikahoz vezet6 Uton alapvetd szerepet jatszanak a modellek. Modell
lehet egy szituacié, szemléltetés, egy meghatarozott irasmod. A modelleknek két
fontos tulajdonsaggal kell rendelkeznitk:

e egyrészt a tanuldk szamaéara elképzelhetd, ismerés kontextusban kell
gyOkereznilk,

e masrészt rugalmasnak kell lennilk, hogy absztraktabb szinten is
felhasznalhatok legyenek.

A Kkilénbdz6 teriiletek globdlis kapcsolatainak észrevétele, fejlesztése
alapvet6en fontos e felfogasban. (Ambrus 1995, 2002)

1.2.4. Vilaghiri magyar matematikadidaktikusok a matematikatanitasrol

A XX. szazad masodik feleben a matematikaoktatds megujitasara torekvo
kiemelked6 reformerek egyike Dienes Zoltan professzor (1973). Evtizedekkel ezelbtti
megallapitasa, miszerint a matematikatanitassal foglalkoz6 pedagdgusok egyike sem
allithatja nyugodt lélekkel, hogy a matematika tanitasa kéril minden rendben van,
sajnos még ma is aktudlis. Tul sok gyerek nem szereti a matematikat. Nagy részik
sosem jut el a tanult matematikai fogalmak jelentésének megértéséig. A legjobb
esetben is csupan Ugyesen tudnak banni bonyolult szimbdlumrendszerekkel. A
matematikai fogalmak megériéséhez szilkség van specialisan megtervezett
matematikai segédeszkdzOkre, a tabla és kréta hasznalta — dnmagaban — ritkdn
eredményez matematikai felismerést, killéndsen kisiskolas korban.

A felismerésen alapuld matematikatanulas alapveté kévetelményei Dienes
szerint a kdvetkezdk:

e A matematikai tapasztalatszerzés folyamatat egységes egészként kell
felépiteni 5-6 éves kortdl a matematikai, logikai és pszicholdgiai vonatkozasok
figyelembevételével.

e A matematikai tapasztalatok olyan gazdag valtozatossaganak kell
rendelkezésre allnia, amelyek segitségével az egyes gyerekek fel tudjak
épiteni a matematikai fogalmakat. Minden fogalom felépitéséhez tébbféle
tapasztalat szikséges, kilénben csak asszociacio kdvetkezhet be, nem pedig
absztrakcio.
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A pedagogusnak ismernie kell a tanulasi folyamat altalanos dinamikajat.
Tisztaban kell lennie azzal, hogy az egyes gyerekek meddig jutottak el ebben
a folyamatban, tovabba a tanuldsi médjuk kdzti egyéni kilénbségekkel is.
Tudnia kell, hogy mivel indithatja vagy allithatja meg a tanulas folyamatat.

A matematikaoktatas alapelveit a kdvetkezékben foglalja 6ssze:

e A dinamika elve. Az el6készit6 (hatarozott irany nélkdli, latszélag céltalan,
amelyet a gyerekek magaért a jatékért folytatnak és élveznek), a strukturalt
(iranyitottabb, célratérébb) és a gyakorl6 vagy elemzd (a kialakitott fogalmak
régzitésére és alkalmazasara iranyuld) jatékok révén szerzett tapasztalatok
alapjan elébb-utébb kialakulnak a matematikai fogalmak, feltéve, hogy minden
jatéktipust a megfelel6 idében vezetiink be.

e A konstruktivitas elve. A konstrukci®é mindig el6zze meg az elemzést. A
konstruktiv gondolkodast és megértést elésegité tanulasi helyzet kialakitasat
helyezzik el6térbe az elemzd gondolkodassal szemben. Az analitikus
gondolkodas 12 éves kor elétt ritkan fordul eld.

e A matematikai valtozatossag elve. A fogalom strukturajanak minden Iényeges
vonasat, valtozéjat valtoztatnunk kell annak érdekében, hogy a fogalom
kialakitasahoz optimalis tapasztalatokat biztositsunk. A téglalap esetében
példaul valtoztathatjuk az alakot Ugy, hogy a szemkdzti oldalak hosszat
valtoztatjuk, vagy valtoztathatjuk a téglalap helyzetét.

e A perceptiv (észlelési) valtozatossag vagy t6bbszérés konkretizalas elve.
Célszeri a fogalmi strukturakat lehetéleg sok ekvivalens, de az észlelés
szamara kalonbdz6é formaban bemutatni a gyerekeknek, hogy a fogalmak
kialakitasaban minél jobban érvényesilhessenek az egyéni kulénbségek, és
hogy a gyerekek egy-egy fogalom absztrakt matematikai tartalmat minél
inkabb megragadhassék. A fogalmi strukturat valtozatlanul hagyva valtoztatjuk
az érzékelhet6 megjelenési format. A téglalapokat példaul — az elébb
emlitetteken Kkivil — rajzolhatjdk a gyerekek papirra, O6sszerakhatjdk két
egybevagd haromszég lapbdl, kijeldlhetik a keretét” szdgekkel és
gumigydrivel egy tablan, megkereshetik kilonb6zé mintakon, stb. Ezekben a
kilébnb6z6 konkrét és vizudlis reprezentacibkban megtanuljak, hogy mi a
k6z6s. A kivont k6zbs vonas lesz maga az absztrakt matematikai fogalom.

A tanulasi helyzetekben Dienes professzor elveti a tekintélyelvi magatartast. A
tekintélyelv gatolhatja a gyerekek bator kérdez6skddését, ami az alkotd tanuldsi
helyzet lényegéhez hozzatartozik. A j6 pedagdgusok a gyerekek természetes
érdekl6dését hasznaljak fel a tanulas 6szténzésére. Megismertetik a gyerekeket a
matematikai ismeretszerzés o6rémszerzd hatasaval. Nem fblényesek, mert az
korlatozza a gyerekeket gondolkodasi képességeik kibontakoztatasaban, hanem
egyUttérzéssel és szertettel fordulnak a tanuldk felé.

A geometria tanitasanal a testek, a valésagos targyak tanulmanyozasaval valé
kezdést tartja célszerlinek. Dienes professzor e javaslatat alkalmaztuk tanitasi
kisérletink soran. Igyekeztink az altala megfogalmazott javaslatok, alapelvek
szellemiségének megfeleléen tanitani.

Pdlya Gyédrgydt (2000) a heurisztika (egy kutatasi ag, amely a feladatmegoldas

folyamatat tarja fel) atyjanak nevezik. A Pdlya-féle problémamegoldasi fazisok a
kdvetkezok:
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a feladat megértése
tervkészités

tervink végrehajtasa
a megoldas vizsgalata.

Awh =

Pélya (1967) ,A problémamegoldas iskoldja” ciml kényvében a
problémamegoldast a hazépitéshez hasonlitia. A megfelel6 anyagot 6ssze kell
gyUjteniink, de ez nem elegendé az épitéshez, hiszen egy halom k& még nem haz. A
problémamegoldashoz is Ugy kell dsszeallitanunk, megszervezniink a részeket, hogy
egységes egészet alkossanak.

A tanitas céljarol azt vallja, hogy el6szér és elsésorban a tanuldkat
gondolkodni kell megtanitani.

A tanulas és a tanitas harom alapelvét a kbvetkez6kben hatarozza meg:

e Az aktiv tanulas elve. A tanuldk maguk fedezzék fel mindazt, j6jjenek ra
mindarra, ami az adott kdrilmények kézott lehetséges.

e A motivacio elve. Legjobban az érdekes tananyaggal motivalhatunk. A
tananyag addig érdekes a tanuld szamdra, amig lekéti gondolkodasat,
foglalkoztatja talalékonysagat, és amig 6romét leli bene.

e Az egymast koéveté fazisok elve. A tanulas konkrét tevékenységgel és
észleléssel kezd6dik (felderités fazisa), ezt kbéveti a szavakba foglalas és
fogalomalkotas fazisa, és végll a megtanult anyag szerves egészbe dsszeforr
a tanulé gondolkodasaval (asszimilalas fazisa).

Az als6 tagozaton a geometria és mas témakérdék tananyaganak megértése
természetesen indul ki konkrét tevékenységbdl és észlelésbdl. A szavakba foglalas
és a fogalomalkotas fazisaban definiciok és bizonyitasok bevezetésére nem kerdl
sor. A megtanultaknak, az Uj ismereteknek a gyerekek gondolkodasi rendszerébe
térténd beillesztése vezet el a helyes gondolkodasmodhoz.

Varga Tamas nevéhez kapcsol6dik a komplex matematikatanitasi modszer
kialakitasa. A komplexitds a matematika egészének egységes alapozasat, a
tananyag és modszerek megujitasat, valamint a matematikadidaktika, pszicholdgia,
pedagdgia, agykutatas eredményeinek alkalmazasat jelentette.

A komplex matematikatanitasi kisérlet elinditdsaban a legnagyobb szerepet
Dienes professzor 1960-ban Budapesten tartott el6adasa jatszotta. 1962-ben az
UNESCO tamogatasaval egy nemzetkdzi matematikatanitasi szimpoziont rendeztek
Budapesten. Az itt elhangzott magas szint(, els6sorban gyakorlati problémakat érinté
el6éadasok, megbeszélések és vitdk hozzajarultak ahhoz, hogy 1963-ban elinditsék a
komplex matematikatanitasi kisérletet Varga Tamas iranyitasaval. Ez a kisérleti
folyamat két évtizedig tartott, amely a magyar matematikatanitasban gydkeres
valtozdsokat hozott. A Kkialakitott modszerek, a megujitott tananyag ma is
meghataroz6 a magyar matematikaoktatasban.

A komplex matematikatanitasi kisérlet alapelvei a kbvetkezok:

e A matematika kilbnbbzé terileteinek egysége. A matematika univerzalis
fogalmaival (halmazelméleti, matematikai logikai, stb.) biztosithaté a
matematika egységes szemlélete.

e A fogalmak fokozatos érlelése. Az altalanos iskola alsébb évfolyamain el6 kell
késziteni olyan ismereteket, fogalmakat is, amelyek csak évek mulva

22



alakulnak ki. A tanitas tematikajat, tananyagat, médszerét ezért egységesen
kell megtervezni az évodatdl az érettségiig. Az 6néllé problémamegoldasra
kezdettdl fogva nevelni kell a gyerekeket.
Rugalmassag, alkalmazkodas.
A matematikatanitas f6 feladata: a dialektikus gondolkodasra nevelés.
A tanuldk oénallésagra (6nalld  gondolkodasra, feladatmegoldasra,
feladatkitiizésre,  ellenérzésre) nevelése az egyéni  kilbnbségek
figyelembevételével. A matematika megértéséhez a tanuldk csak sajat
tapasztalataik — és nem masok — alapjan juthatnak el. A tapasztalatok
megszerzéséhez nélkilézhetetlenek a munkaeszkd6z6k (Dienes-készlet,
szines rudak készlete, logikai készlet, stb.).
A pedagdgusok bnallésaganak, valasztasi leheté6seégének biztositasa.
Tekintélyelv helyett munkabdl eredé tekintély.
Szamtan helyett matematikatanitas.
A komplex matematikatanitas tananyagat 6t témakaér kdré csoportositottak:

1. halmazok, logika

2. szamtan, algebra

3. flggvények, sorozatok

4. geometria, mérések

5. kombinatorika, valészinliség szamitas, statisztika.
Az életkori sajatossagok figyelembevétele. Az alsé tagozatos tanuldk életkori
sajatossagainak figyelembevétele a jaték és a manipulaciok alkalmazasat
jelenti.
Az absztrakcio, mint a konkrét tapasztalatok interiorizaciojanak folyamata.
~Absztrahalni csak konkrétumokbdl lehet, s ahhoz, hogy valaki jél tudjon
absztrahalni, sokféle konkrétummal kell megismerkednie. A matematika
nagyon absztrakt, éppen ez a f6 eréssége, hiszen ez azt jelenti, hogy nagyon
sokféle konkrét jelenség koézds lényegét slriti magaba. Ehhez a nagyon
absztrakthoz nagyon konkrét kiindulassal tudjuk a legsikeresebben elvezetni a
gyerekeket Ggy, hogy elegendé szamu és elég valtozatos konkrét
tapasztalatban részesitjik 6ket. Kezd6 fokon, kisgyerekeknél, ez a nagyon
konkrét az érzékszervi-mozgasos élményeket jelenti. A manudlis (mozgasos,
tapintasi, akaratot is bekapcsold) tevékenység ennek az egyik 6 tere.

Kisérletiink alapelve: dolgokkal valé miiveletekbdl jutni el a jelekkel valo

mliveletekhez:

Miiveletek dolgokkal

Miveletek jelekkel

(Nyil helyett cikk-cakkot is huzhattam volna annak jelzésére, hogy ide-oda
kézlekediink a ketté6 ko6zott, vissza-visszamegylink a dolgokkal végzett
manualis tevékenységekhez, valahanyszor a jelekkel végzett tevékenység
értelmessé tétele ezt kivanja.)” (Varga, 1966)

A Kild6 motivacio (példaul osztalyzat) felvaltasa bels6 motivacioval (a

megismerés intellektualis romével).
Az aktivitas kiaknazasa, nem pedig elfojtasara térekvés. (Klein, 1980)

23



A Varga Tamas-féle tanitasi kisérlet alapelvei kozil elsésorban a konkrét
tapasztalatokbdl kiindul6 ismeretszerzésre és az életkori  sajatossagok
figyelembevételére helyeztiik a hangsulyt sajat kisérletlinkben.

1.2.5. Fogalmak tanitasa

Vollrath, német matematikadidaktikus szerint egy tanul6é akkor sajatitott el egy
fogalmat, ha a kdvetkez6 képességekkel rendelkezik:

A fogalom egy definiciojat képes megadni.

El tudja ddénteni, hogy adott objektum egy bizonyos fogalomhoz tartozik-e
(fogalomazonositas).

Tud példakat adni (konstrualni) az adott fogalomra (fogalomrealizalas).

Ismeri a fogalom tulajdonséagait.

Képes a fogalmat és annak tulajdonsagait adott szituaciok leiraséra, illetve
adott problémak megoldasara felhasznaini.

El tudja helyezni az adott fogalmat fogalmak hierarchikus rendszerébe. Ismeri
az ala-, illetve félérendelt fogalmakat.

Als6 tagozaton nyilvan nem teljesitheté valamennyi feltétel, mert a tanulék nem értik
még a definicidk szerepét. Egy adott fogalom fogalmak hierarchikus rendszerébe
torténé elhelyezése sem redlis elvaras. Példaul a négyzetek, téglalapok
négyszégekhez sorolasa tdbbnyire nem okoz problémat, de a négyzetek
téglalapokhoz sorolasa mar igen. (Ambrus, 1995)

A fogalmak tanitasaval kapcsolatos feladattipusok kézll als6 tagozaton a
kdévetkez6k dominansak:

e Bevezetd, motivacidés feladatok olyan szituacidk elemzésére, melyeket egy
adott fogalom jél tikrdz vissza, tulajdonsagok kiemelése. Példaul a gyerekek
megfigyelik sajat testiik és arcuk tikoérképét mozgas kdzben (szimmetria).

e Fogalomrealizdlasi feladatok: adott fogalommal kapcsolatos példak és
ellenpéldak adasa. Példaul pontracson négyzetek rajzoldsa; pontracson
kilénb6z6 négyszdgek rajzolasa; pontracson parhuzamos, illetve merdleges
szakaszparok rajzolasa; olyan négyszbgek rajzolasa, amelyeknek vannak
meréleges oldalai.

e Fogalomazonositasi feladatok: szituacidk fellilvizsgalata abbdl a szempontbdl,
hogy egy adott fogalmat reprezentalnak-e. Példaul adott sikbeli alakzatok
k6zUl a téglalapok kivalogatasa; adott sokszégek koézil azok kivalasztasa,
amelyeknek vannak parhuzamos oldalai.

A fogalomrealizalasi és a fogalomazonositdsi feladatok nagyon fontosak, mert

hozzajarulnak a fogalmak gazdag képzetének kialakulasdhoz. Eppen ezért
alkalmaztuk sokszor ezeket a feladattipusokat kisérleti tanitasunk soran.
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1.3. NYELVI PROBLEMAK

LAz iskolaban az egyik legfontosabb célunk, hogy olyan eszkézt adjunk a
gyerekeknek - a nyelvet -, amellyel tanulni, gondolkozni és beszélni tud arrdl a
vilagrol, amelyben él. Pontosabban, szeretnénk segiteni abban, hogy ezt a mar
meglevé eszkbzét finomitsa.” (Holt, 1991)

Sok gyerek képes arra, hogy papagaj modjara elismételien olyan
szakszavakat tartalmazé mondatokat, amelyek értelmérél halvany fogalma sincs,
holott éppen ezt szeretnénk elkerilini. Masok viszont vilagosan értik a matematikai
fogalmakat, problémakat, de megzavarodnak, ha szavakba kell dntenilik a tudasukat,
gondolataikat. Ehhez egyénenként tdbb-kevesebb id6 szlikséges, hogy a fogalmat
kifejez6 szd bekerlljon aktiv szdékincsikbe és gondolataikat ki tudjak fejezni a
megfelel6 szavakkal. ,Az aktivizalas folyamatat a tanar azzal segitheti, hogy nem
javitja ki allandoan a helytelen nyelvhasznalatot. S6t megprobalja megérteni a gyerek
barmilyen, még pontatlan kézléseit is annak érdekében, hogy tanitvanya képessé
valjon megfigyeléseinek tudatositasara.

Ha viszont valamilyen megértett ,szakszot”, ,szakkifejezést” mar hasznalatba kivan
vetetni, célszerli, ha sajat maga a megfeleld szavakkal ismétli meg a kbézlést.”
(Szendrei, 2005)

André Revuz (1973) minden tudomany terileten - igy a matematikaban is - a
nyelvi sorompdt tartia a megértés legfélelmetesebb akadalyanak. ,Nyelvi
nehézségekkel kiszkddik minden tudomany és szakma, amely pontosan akarja
kifejezni fogalmait és eredményeit. A matematikai kijelentéseknek teljesen
pontosaknak kell lenniiik. Ha nem pontosak, akkor nincs is értelmik. Ez a
magyarazata annak, hogy a matematikaban a nyelvi sorompd tinik régtén a
legfélelmetesebbnek. ... A kéznyelvi szavak jelentése altalaban eléggé hatarozatlan,
igy a beszélgetbknek kénnyen lehet az a benyomasuk, hogy megértik egymast, még
ha nem is pontosan ugyanazt gondoljak. A matematika ki akarja kliszébdIni ezt a
kétértelmiiséget. Ki is kiiszoblli — de cserébe elveszti az érintkezés kénnyedségét.
Minél gazdagabb és szabatosabb egy informacio, annal nehézkesebb az atliltetése.”

Milyen nyelvi bonyolultsagu széveget képes megérteni egy negyedik osztalyos
tanulé? Az als6 tagozatos matematika tankényvek megfeleld nyelvi szinten nyujtjak-e
az elsajatitand6 tananyagot?

Harmadik és negyedik osztalyos tankdényvekbdl valogattuk a kovetkezd
parhuzamossaggal és merblegességgel kapcsolatos mondatokat:

.Parhuzamos egyeneseknek nincs k6zés pontjuk, ugyanolyan allasuak, tavolsaguk
mindenhol ugyanakkora.” (Térék, 2002)

LAz egymassal parhuzamos egyenesek kbézé huzott merbleges szakaszok
hosszusaga a parhuzamos egyenesek tavolsaga.” (Hajdu, 2005)

Azokat a sikbeli egyenesparokat, amelyeknek — akarmennyire is meghosszabbitjuk
Gket - nincs k6zGs pontjuk, parhuzamos egyeneseknek nevezzik.”

LA két meréleges egyenes altal meghatarozott 4 sz6g egyenlb.” (Arvainé, 2005)

LA parhuzamos egyenesek kézétti tavolsag mindenhol ugyanakkora.”

~Rajzolj ugy egyeneseket, hogy a derékszdgli vonalzod derékszdget bezaro ket éle
mellett huzd a vonalakat!” (Rakos, 2002)

A kerettantervek az anyanyelv és a szaknyelv adott szinten elvarhaté, megfelelé
pontossagu hasznalatat hangsulyozzak. Megkérdéjelezheté, hogy az idézett
mondatok megfelelnek-e a tanuldk nyelvhasznalati szintjének.
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Tanitasi kisérletlink soran keriltlk az idézettekhez hasonld, bonyolult
megfogalmazasokat. Egyszerl, a negyedik osztalyos gyerekek szamara érthetd
mondatokat képeztiink. A szaknyelvet olyan mértékben hasznaltuk pontosan, mely
nem ment a megértés rovasara. Als6 tagozaton definicidk, tételek kézléséhez még
nincs meg a megfelel6 tapasztalat, a szilkséges absztrakciés szint.
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2. A KUTATAS BEMUTATASA

Negyedik osztalyos fejleszté oktatasi kisérlet keretében tdbb geometriai
fogalom (négyzet, téglalap, parhuzamossag, merdlegesség, szimmetria)
fejlesztésével foglalkoztunk, amelynek célia a van Hiele-modell szerinti
geometriaoktatas megvaldsitasa. Az emlitett 6t fogalom tébb ponton kapcsolddik
egymashoz. Téglalap, négyzet elballitasara és néhany tulajdonsaguk (4 csucs, 4
oldal, oldalak hosszUsaga) vizsgalatara mar 1-2. osztalyban sor kerll. A négyzet,
téglalap fogalom elmélyllésének fontos mozzanata 4. osztalyban a szemkodzti
oldalak parhuzamossaganak, valamint a szomszédos oldalak merdlegességének
felismerése, tovabba tengelyes tikrosségik megallapitasa (mar 3. osztalyban) és a
tikdértengelyek szamanak meghatarozdsa. A parhuzamossdg, merélegesséq,
szimmetria fogalmak fejlesztése nélkil a négyzet, téglalap fogalom fejlesztése
elképzelhetetlen.  Ugyanakkor a  négyzet, téglalap megfelel6 oldalai
parhuzamossaganak, illetve merélegességének felismerése része a parhuzamossag,
merblegesség fogalmak fejlédésének. Ugyanigy a négyzet, téglalap tengelyes
szamanak helyes meghatarozasa hozzajarul a szimmetriafogalom fejlédéséhez.

A kisérletet 2006 majus-juniusaban a bajai E6tvos Jozsef Fdiskola Gyakorl
Altalanos Iskolajanak 4.c osztalyaban végeztiik, majd ezt 2008 majus-juniusaban
megismételtik az iskola 4.b osztalyaban. A valasztdsunk azért esett a negyedik
évfolyamra, mert kordbban a parhuzamossag és a merélegesség fogalmat még nem
tudtuk volna vizsgalni, mivel — az iskola helyi tanterve alapjan — negyedik osztalyban
kerllnek bevezetésre ezek a fogalmak. A négyzetrél és a téglalaprol tanultak is az
alsé tagozat negyedik osztalyaban teljesednek ki. A fejleszté oktatasi kisérlet
mindkét alkalommal 17 tanitasi 6rat foglalt magaba. Ezek az 6rdk a délel6tti iskolai
orak keretében zajlottak, hiszen a vizsgalt fogalmak alakitasa illeszkedik a negyedik
osztalyos tananyaghoz. Bar az iskola helyi tanterve alapjan kidolgozott tanmenet
szerint ennyi éra nem all rendelkezésre a geometria témakérén belil erre a
tananyagrészre, az egyUttmikédé szakvezetdk lehetévé tették, hogy a tanitasi
kisérletet a kisérletez6 tervének megfeleléen hajtsak végre.

2.1. AFEJLESZT® TANITASI KISERLET TANTERVI VONATKOZASAI

A tantervi szabdlyozas legfels6 szintign a Nemzeti Alaptanterv (a
tovabbiakban: NAT) all. Ezt kévetik a masodik szinten a NAT-ra épll6 kerettantervek,
a harmadik szinten pedig a helyi tantervek talalhaték.

2.1.1. Nemzeti Alaptanterv

A NAT meghatarozza a kdzoktatds orszagosan érvényes altalanos céljait. A
korabbi alaptantervekkel ellentétben nem bontja le évfolyamokra a tanitando
tananyagokat, hanem az egyes mdiveltségteriletekhez kapcsol6dd fejlesztési
feladatokat adja meg.

A matematika miveltségterllet fejlesztési terlletei a kdvetkezdk:
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Tajékozédas

Megismerés

Ismeretek alkalmazasa

Problémakezelés- és megoldas

Alkotas és kreativitas: alkotas dntevékenyen, sajat tervek szerint, alkotasok

adott feltételeknek megfeleléen, atstrukturalas

6. Akarati, érzelmi, 6nfejleszté képességek, és egylttéléssel kapcsolatos értékek
fejlesztése

7. A matematika épulésének elveiben val6 tajékozottsag.

Al e

A matematika miveltségterilet a kilonbdzd témakdreinek szerves 6sszeépulésével
prébdlja a matematika és a matematikai gondolkodas vilagat feltarni. A matematikai
fogalmak kialakitdsa, 6sszefliggések felismerése, valamint a gondolkodasméd, a
kilénbdzd problémamegoldési stratégiak kialakitasa egyre emelkedd szintl spiralis
felépitést igényel. Ez a felépités lehetévé teszi a lassabban haladék szdmara a
felzarkdzast, a jobbak szdméara pedig tehetségik kibontakoztatasat. Az altalanos
iskola als6 tagozatan a kitlizdtt célok, fejlesztési feladatok megvaldsitasanak
alapozasa térténik. A NAT kiemeli a matematikai ismeretek gyakorlati alkalmazasat,
a matematika mas tudomanyterileteken betdltétt szerepét.

A NAT fejlesztési feladatai kdzUl a négyzet, téglalap, parhuzamossag,
merblegesség, szimmetria fogalmakra vonatkozéan a kdvetkezéket emeljik ki:

e Finommotoros mozgaskoordinacidk: apr6 targyak, korongok, palcikak, rudak
rakosgatasa, ceruza, flzet, négyzethalés lap, vonalzo, kérz6 hasznélata stb.
(1-4. évfolyam)

e Statikus helyzetek, képek, targyak megfigyelése. (1-6. évfolyam)

e Targyak tulajdonsagainak kiemelése (analizélas); &sszehasonlitas,
azonositas, megkilénbdztetés; osztalyokba sorolas, sorba rendezés kildnféle
tulajdonsagok szerint a kullénféle érzékszervek tudatos mikddtetésével;
elemek, tulajdonsagok megnevezése. Kozds tulajdonsagok felismerése; a
tulajdonsag tagadasa mint szintén kdzés jellemzé. (1-6. évfolyam)

e Szétvalogatas két szempont szerint; két, tébb szempont egyideji kdvetése.
Halmazok eszkdz jellegli hasznalata. (1-12. évfolyam)

e Sik- és térbeli alakzatok csoportositasa. (5-8. évfolyam)

e Geometriai alkotasok létrehozasa szabadon és masolassal, adott feltételek
szerint; transzformaciok elvégzése, a ,kép” eredetijének megalkotasa.

e Geometriai transzformaciokban megfigyelt megmaradé és Vvaltozo
tulajdonsagok tudatositasa. (1-12. évfolyam)

e Megismert testek, sikidomok tulajdonsagainak tudatos felidézése. (1-12.
évfolyam)

e Fogalmak egymashoz val6 viszonya: ala- és félérendeltségi viszony;
mellérendeltség. (1-12. évfolyam)

e Alakuld, illetve kialakult matematikai fogalmak, relaciék példainak elképzelése,
ilyenek keresése, alkotasa.

e Absztrahalas, konkretizalas (fogalmak megalkotasa, besorolas adott fogalom
ala). (1-8. évfolyam)

e Kobznyelvi szavak hasznélata és elfogadasa el6fogalmak jel6lésére; egyszeri
szakszavak és jeldlések alakuld és kialakult fogalmak megnevezésére; a
kifejezések pontositasa.
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e A kbdznyelv és a matematikai nyelv kilonb6z&ségeinek és értékeinek
megértése és elfogadasa. (5-12. évfolyam)

2.1.2. Kerettantervek

A NAT nem tananyag el6ird, a tanitand6 tananyagot az egyes tantargyakon
beltl évfolyamokra és témakdrdkre bontva a kerettantervek és a helyi tantervek
tartalmazzdk. A tananyagon kivil a kerettantervek meghatarozzak az egyes
tantargyak éraszamat, a fejlesztési feladatokat, tevékenységeket, tovabba a kimeneti
kévetelményeket (tovabbhaladas feltételeit).

A tanitasi kisérlet helyszinéll valasztott iskolaban az Oktatasi Minisztérium
kerettanterve alapjan készitették a helyi tantervet és a tanmeneteket matematikabal.

Az Oktatasi Minisztérium altal kiadott kerettanterv a matematika tananyagot
négy témakaorre osztja:

szamtan, algebra
sorozatok, fliggvények
geometria, mérés
valoszinliség, statisztika.

A tanitasi kisérletlink soran a négyzet, téglalap, parhuzamossag, merélegesség,
szimmetria fogalmak fejl6dését vizsgaltuk. Ezekre a fogalmakra vonatkozéan az OM
kerettanterve geometria témakdrben a kdvetkezd tananyagot irja elé:

1. osztalyban: Sikidomok el6éllitasa tevékenységgel. Sikbeli alakzatok
szétvalogatasa, tulajdonsagok alapjan. Geometriai tulajdonsagok
felismerése, &sszehasonlitasok. Jatékos tapasztalatszerzés
siktUkorrel.

2. osztalyban: Sikidomok masolasa, elballitasa egy-két feltétel szerint.
Tapasztalatgyljtés egyszer alakzatokrél, a megfigyelések
megfogalmazasa. Téglalap, négyzet el6allitasa. Sokszdgek
néhany tulajdonsaga. TUkdrkép épitése. Egyszerl tikrézés
megfigyelése, tikorkép elballitasa.

3. osztalyban: Sikidomok el6allitasa szabadon, masolassal és egy-két feltétel
megkotésével.  Tengelyesen tikrds alakzatok —eléallitasa
tevékenységgel. A téglalap és a négyzet tulajdonsagai: oldalak,
csucsok szdma, mérete. A tulajdonsagok 06sszehasonlitasa.
TOkrozések. Sz6g mérése alkalmi egységekkel.

4. osztalyban: Sikidomok el6allitasa parhuzamos és meréleges vonalparok
segitségével. Sikidomok masolasa, tengelyes tlkrbzés.
Szégfogalom  elb6készitése tapasztalati uton. Szégmérés
derékszdggel, felével, negyedével.

Mint lathatjuk, alsé tagozaton a szimmetria fogalom kérével kapcsolatban a
transzformacidk kézil térben a sikra vonatkozoé tikrézéssel, mig sikban a tengelyes
tikr6zéssel foglalkozunk. A testek szimmetrikus tulajdonsagan a sikra vonatkozo,
sikidomok esetén pedig a tengelyes szimmetriat értjuk. A felsé tagozat feladata az
alakzatok forgas- és k6zéppontosan szimmetrikus tulajdonsaganak megismertetése.

A péarhuzamossag és merdlegesség fogalmanak bevezetését a kilénbdzé
kerettantervek nem egységes idépontban tervezik. Az Oktatasi Minisztérium
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kerettantervéhez hasonléan a Mozaik Kerettantervrendszer, az Apaczai
Kerettantervcsaldd, a Nemzeti Tankényvkiadé Mihelyének Kerettanterve negyedik
osztalyban, mig a Nyiregyhazi Tantervcsalad mar harmadik osztalyban szerepelteti
tananyagként a parhuzamos, meréleges egyenesparok fogalmat, felismerését,
vizsgalatat.

A kerettantervek kiemelten kezelik a sik- és térbeli tajékozodasi képesség
fejlesztését, a geometriai szemlélet alakitasat a geometriai alakzatok
megismerésével, formai és mennyiségi tulajdonsagok felismerésével, egyszeri
transzformacidkkal.

2.2. KUTATASI KERDESEK

A geometriai gondolkodas van Hiele-féle szintjei hogyan realizalédnak a
négyzet, téglalap, parhuzamossag, merélegesség és szimmetria fogalmak alsé
tagozatos tanitasaban? Az elsd két szintre vonatkozd targyi tevékenységek milyen
hatékonysaggal jarulnak hozza a vizsgalt fogalmak fejlédéséhez?

2.3. A KUTATAS HIPOTEZISEI

A geometriai gondolkodas van Hiele-féle szintjei kdzll az elsé kettd, a globalis
felismerés szakasza, illetve az elemzés szakasza realis a négyzet, téglalap,
parhuzamossag, merélegesség és szimmetria fogalmak alsé tagozatos tanitasaban.
Az els6 két szintre vonatkozd targyi tevékenységek jelentds mértékben jarulnak
hozz& a négyzet, téglalap, parhuzamossag, merélegesség és szimmetria fogalmak
fejlédéséhez.

2.4. KUTATASI HATTER

2.4.1. Az iskola bemutatasa

A kisérlet a bajai Edtvés Jozsef Foiskola Gyakorld Altalanos Iskolajaban
zajlott. A gyakorld iskola latja el a tanitészakos hallgatok gyakorlati képzésének
feladatait. Als6 tagozaton a tanitdbk tObbsége szakvezetd6ként dolgozik. A
szakvezet6k folyamatosan részt vesznek — a kisiskoldsok oktatdsan felal — a
hallgatok gyakorlati képzésében. Valamennyien kiemelkedé munkajuk révén
valhattak szakvezetOve. Egy részik — a tanitoi vegzettségik mellett — egy-egy
tanarszakot is elvégzett. Igy a 2006-os fejleszté tanitast végz6 szakvezetd tanitoi
képesitése kiegészult matematika tanari szakkal. Az iskola, a mintegy 38 ezer lakosu
varos népszeri iskolajanak szamit. Beiskolazasi gondok — az iskolaskoru gyermekek
létszamanak csbkkenése ellenére — sem jelentkeztek. Korabban a jelentkezék
magas szama miatt valogathattak a jelentkezék k6zott, ez az utébbi 7-8 évben mar
nem jellemzd. Az els6 osztalyos létszamot (kb. 70 f6) minden tanévben feltdltik, de
mar el6zetes felmérés nélkil. A kérnyezd telepllésekrdl is talalhatunk tanulokat az
iskolaban. Az iskola tanul6i 6sszetétele — a tapasztalatok szerint — atlagosnak vagy
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az atlagosnal valamivel jobbnak mondhat6. Az alsé tagozat mindegyik évfolyaman
harom parhuzamos osztaly van, amelyek kéziul az egyik ének-zene tagozatos. Ez
utébbi tagozatra beiskolazott gyerekek elézetes zenei meghallgatason vesznek részt.

A gyakorld iskola j6l felszerelt, a matematika — és mas tantargyak —
oktatasahoz szilikséges valamennyi oktatastechnikai, tan- és munkaeszkdzzel
rendelkezik.

A kisérletez6 folyamatos munkakapcsolatban all a gyakorl6 iskolaval,
bemutatd 6raik alapjan ismeri a szakvezet6k munkdjat, ezért déntétt gy, hogy
ebben az iskolaban, az altala valasztott szakvezet6kkel végzi a tanitasi kisérletet. A
2006-o0s fejleszt6 tanitds Oravezetésével megbizott szakvezetd, valamint a 2008-as
tanitast végzd egyarant lelkesedéssel, szeretettel, megfeleld szakmai hozzaértéssel
végzi munkajat. A korabbi bemutaté érakon tapasztaltak arra utaltak, hogy a
matematika oktatasa soran — a gazdag tapasztalatszerzés céljabél — sok munka- és
szemléltetbéeszkdzt hasznalnak, nagy hangsulyt fektetnek a gyerekek altal végzett
konkrét targyi tevékenységekre, manipulacidékra. Azt azonban, hogy a mindennapok
folyamataban hogyan tanitanak, telies bizonyossaggal és egyértelmlen
kijelenthetéen nem tudjuk megitélni. Altalanosan az a tapasztalatunk, hogy a képi
reprezentacidk erételjesebben érvényesiinek az elsé négy évfolyamon, mint a targyi
reprezentaciok.

2.4.2. A kisérleti osztalyok bemutatasa

2006-ban a 26 f6s 4.c osztalyban, mig 2008-ban a 19 f6s 4.b osztalyban
végeztik a kisérletet. Igyekeztiink ugy kivalasztani az adott évfolyamon a kisérleti
osztalyokat, hogy mindketté a parhuzamos osztalyok kézll a legatlagosabb legyen.
Ennek eldéntésében a szakvezetSk véleményére, javaslatara hagyatkoztunk. A
kivalasztott osztalyok matematikabol normal tanterv szerint haladtak. A 2005/2006-0s
tanévben a 4.c osztaly tanulmanyi éatlaga félévkor matematikabdl 4,08 volt. A
2007/2008-as tanévben mar — a kdzponti eléirasoknak megfeleléen — a 4.b
osztalyban a tanuldk teljesitményét félévkor szévegesen értékelték. A matematikat
oktatd szakvezetd a szbveges értékelés mellett szazalékosan is kifejezte a tanuldk
matematikai teljesitményét, ez alapjan az osztalyatlag 78,42% volt. Ez kdzel azonos
szintet jelent a 2006-0s 4.c osztalyéval. A 4.b osztalyrél meg kell emlitentink annyit,
hogy ének-zene tagozatos osztaly. Erdeklédésik kézéppontjdban ezért a zene all,
sokan jatszanak kilénféle hangszereken.

A Kkisérleti osztalyok az als6 tagozat valamennyi évfolyaman a C. Neményi
tankdnyvcsalad (Nemzeti Tankényvkiadd) tankényveit és munkaflizeteit hasznaltak,
amelyek kiegészlltek még néhany feladatgyljteménnyel.

Mindkét osztalyban élmény volt a gyerekekkel végzett munka. Sikerlt ugyanis
a gyerekek érdeklédését felkelteni a geometrianak ezzel a szeletével, az érdekes
feladatokkal, a sok manipulaciéval, hajtogatassal, nyirassal, kirakassal stb. A
leggyengébb tanuldk arcan is gyakorta megjelent a felfedezés érome, ami esetiikben
— a szakvezet6k elmondasa szerint — ez idaig nem volt jellemzé.
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2.5. ATAJEKOZODO FELMERES FELADATAI ES ERTEKELESUK

A 2006-o0s tanitasi kisérlet megtervezése elétt — 2006 aprilisdban — tajékozddd
felmérést végeztink a kisérleti osztalyban. A tajékozédé-felmérd feladatlap
Osszeallitdsanal az el6zd tanév (3. osztaly) tananyagat, a kisérleti osztalyban
latogatott bemutatd 6rai megfigyeléseinket, valamint az osztalyt tanitdé szakvezet6
tapasztalatait, javaslatait vettik figyelembe. Célunk a négyzet és a téglalap, illetve a
tengelyes szimmetria fogalmi szintjének felmérése volt. A parhuzamossag és
merblegesség fogalmaval kapcsolatos feladatokat nem allt moédunkban kitGzni, mert
ezekkel a fogalmakkal a gyerekek eddigi tanulmanyaik soran még nem talalkoztak.
Ugyanakkor lehetéségink volt — a merdlegességhez kapcsoldéddan — tajékozddni a
derékszdg, a derékszdgnél kisebb és a derékszdgnél nagyobb szbég fogalmi
szintjérél.

A 2008-as kisérletet megel6zéen — 2008 aprilisdban — a kisérleti osztalyon
kivil a masik két parhuzamos osztalyra is — mint kontroll csoportokra — kiterjesztettik
a tajékozdédoé felmérést. A parhuzamos osztalyok a kivant egy paraméter helyett —
ami a kisérletben mas, mint a hagyomanyos esetben — tébb paraméterben is
kilénbdztek a kisérleti osztalytdl, ezért nem beszélhetlink klasszikus értelemben vett
kontroll csoportokrél. Tanuldik feleannyi tandrdban foglalkoztak a geometria ezen
részével, eltér6 tematika szerint, egy osztaly kivételével mas szakvezeték
irdnyitdsaval haladtak. A szakvezetbkkel folytatott interjuk alapjan arra
kdvetkeztettlink, hogy a tanuldk altal végzett konkrét targyi tevékenységek csak
esetlegesen, de nem szisztematikusan fordultak el6. A parhuzamos osztalyok
bevonasara — a tajékozddo felmérésnél, késdbb az utéteszteknél, illetve a késleltetett
teszteknél — azért kerdlt sor, mert kivancsiak voltunk arra, hogy a gyerekek hogyan
teljesitenek a hagyomanyos tanitas mellett. Ezen kivil a f6 kutatasi célunkat akartuk
megerdsiteni, miszerint a negyedik osztalyos tanulék gondolkodasa valéban nem
haladja meg a van Hiele-féle els6 két szintet, masrészt hangsulyozni akartuk a targyi
€s képi reprezentaciok, a tanuldi konkrét tevékenységek fontossagat, szisztematikus
€s nem esetleges alkalmazasat.

2.5.1. A négyzetre és a téglalapra vonatkozé feladatok

A tdjékozddd felmérés elsdé két feladata hivatott bemutatni a négyzet és a
téglalap fogalmi szintjét. Az els6é feladat a négyszég, téglalap, négyzet fogalmak
realizaldsaval (alkotasaval), mig a masodik a fogalmak azonositdsaval
(felismerésével) kapcsolatos.

Az 1. feladatban egy-egy négyszég, téglalap, valamint négyzet rajzolasa volt a
gyerekek feladata. (1. sz. melléklet, 1. feladat) Kivancsiak voltunk arra is, hogy a
tanulok milyen aranyban rajzolnak altaldnos négyszdéget, illetve specialisat.

Az 1. feladat megoldasanak eredményességét a kdvetkezd abra mutatja, 2006-ban
(2.1. abra):

32



Sokszogek rajzolasanak eredményessége
2006-ban
101%
100%
100%
99%
98%
97%
96% 96%
96%
95%
94% :
négyszdg téglalap négyzet
2.1. abra

A feladat megoldasaban a gyerekek eredményesek voltak, mivel a 26 f6bél csupan 1
nem tudott négyszdget, illetve ugyancsak 1 nem tudott négyzetet rajzolni. Viszonylag
magas azon tanuldk aranya (42%), akik négyzetet rajzoltak négyszdgkent is (2.2.
abra). Szamukra ez a két fogalom nem feltétlendl kilénll el egymastol.

Négysz0g rajzolasanak eredményessége
2006-ban
4%
19%
35% Oaltalanos négyszog
W négyzet
Oéltalanos téglalap
Onem jé
42%
2.2. abra

2008-ban a kisérleti 4.b (19 f6) osztalyon kivil a 4.a osztaly 23, illetve a 4.c osztaly
17 tanuldja is megirta a tdjékozédé felmérést.
Az 1. feladat megoldasanal a kdvetkezd eredmények szlletettek (2.3. abra):
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A soksz6gek rajzolasanak eredményessége
2008-ban
120%
100% 100%  100% 100% 100% 100%
100%
88%
83%
80% +—— —
m4b
60% +— L m4a
O4.c
40% +— —
20% +— —
0% :
négyszog téglalap négyzet
2.3. abra

A négyszdg és a téglalap rajzolasanal mindharom osztaly hibatlanul teljesitett. A
négyzet rajzolasanal a kisérleti osztaly teljesitett legrosszabbul. Az 6t hibaz6 tanuld
kézul harom A&ltalanos téglalapot, egy haromszdget, mig egy tanuldé semmit sem
rajzolt. 2008-ban a kisérleti osztalyban és a 4.c osztalypan még magasabb lett
azoknak a tanuldknak az aranya (58%, illetve 76%), akik négyzetet rajzoltak
négyszdgként. A tajékozédd felmérést kbévetd kiegészitdé beszélgetések soran —
amelyeket a tanuldkkal egyenként végeztiink — rakérdeztiink arra, hogy tudnanak-e
masfajta, mas alaku négyszdget rajzolni. Néhanyan tudtak. Ezek a gyerekek az adott
kategoria példajaként a szadmukra legtipikusabb tagjat rajzoltak le, a tébbségik
azonban Ujra négyzetet rajzolt, csak kisebb vagy nagyobb méretben. Utébbiak
esetében a négyzet és a négyszdg fogalom 6sszemosddik. A harom osztaly kézil a
4.a osztély tanuldinak négyszdgrél alkotott fogalma a legarnyaltabb. (2.4. abra)

Négyszdg rajzolasanak eredményessége 2008-ban:

4.b kisérleti osztaly

16%

@ altalanos négyszdg

| négyzet

[ altalanos téglalap

58%
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4.a

@ altalanos négyszog

m négyzet

[ altalanos téglalap

35%

4.c

12% 12%

@ altalanos négyszdg

m négyzet

[ altalanos téglalap

76%

2.4. abra
A 2. feladatban (1. sz. melléklet, 2. feladat) 16 sikidom koézil kellett
kivalasztani az alabbi feltételeknek megfeleldket, azaz melyek
a) azok, amelyeket csak egyenes vonal hatéarol;
b) négyszdgek;
c) téglalapok;
d) négyzetek.

Ezekbdl a sikidomokbdl kellett valogatniuk (2.5. abra):
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A 2. feladat megoldasanak értékelése 2006-ban a kdvetkezdk szerint alakult (2.6.
abra):

Az alakzatok valogatasa
2006-ban

100% 92%

90% 81%

80%

70%

60% 54%
50%

40%

30% 239

20%

10%

0% ‘ ‘ ‘
a) hibatlan b) hibatlan c) megfeleld d) hibatlan

2.6. abra

A 2006-0s tanitas soran azt tapasztaltuk, hogy problémas azon sikidomok osztalyba
sorolasa (négyszdgek, illetve nem négyszbgek), amelyek ugyan négy csuccsal
rendelkeznek, de van gb6rbe vonaluk. Ezért 2008-ban valtoztattunk a masodik
feladaton (2. sz. melléklet, 2. feladat) oly modon, hogy a sikidomok kdzott szerepelt
olyan alakzat (D jeli), amelynek négy csucsa van, de gérbe vonal is hatarolja. (2.7.
abra)
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2.7. abra

A 2. feladat megolddsdnak értékelése 2008-ban a kdvetkezdk szerint alakult (2.8.
abra):

Az alakzatok valogatasa
2008-ban
70% 659
58% 58%
60% - 3%
50% A
40% | m4.b
30% m4.a

9/, |
30% O4.c
20% 1 13%
10% + 5%

0%
0% ‘ ‘ .
a) hibatlan b) hibatlan c) megfeleld d) hibatlan

2.8. abra

A 2006-os eredményekhez képest a b) feladat megoldasaban — a négyszdgek
valogatasanal — lényegesen rosszabb eredmények sziletettek. A kisérleti 4.b
osztalypban a D jeli sikidomot a tanuldk 63%-a a négyszdgekhez sorolta, a 4.a
osztalyban 57%-a, mig a 4.c-ben 41%-a. A négyszbdgek felsorolasanal csak ez a
hibaja volt rendre a tanuldk 32%, 30%, illetve 24%-anak. Lathatjuk, hogy a rosszabb
teljesitménynek ez csak részben volt oka. Hibaként eléfordult, hogy néhanyan csak a
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négyzeteket, voltak akik a négyzeteket és az altalanos téglalapokat, esetleg csak egy
résziket, de olyanok is voltak, akik csak a négyzeteket, az altalanos téglalapokat,
valamint az altalanos paralelogrammakat tekintették négyszdgeknek. Ez
Osszefligghet azzal, hogy mennyire véltozatos példaanyaggal talalkoztak korabbi
tanulmanyaik soran a gyerekek. A megismert négyszégek szamanak névekedésével
ugyanis a gyerekek négyszdgekrél alkotott fogalma folyamatosan alakul, bévdil.

Az adatokbdl kiderilt, hogy a téglalap és a négyzet esetén (2008-ban a négyszdg
esetén is) a fogalomazonositas tovabbi fejlesztést igényel. A téglalapok
valogatasanal ( c) feladat) 2006-ban egy tanuld dolgozott hibatlanul, aki a
négyzeteket is a téglalapokhoz sorolta. 2008-ban a harom osztaly egyikében sem
sziletett ilyen megoldas. Megfelelének tartottuk viszont azoknak a megoldasat, akik
ugyan nem soroltak a négyzeteket a téglalapokhoz, de mas hibajuk nem volt.
Kiemelked6en magas azoknak a tanuldknak az aranya, akik az altalanos
paralelogrammat téglalapnak tartottdk. 2006-ban a tanulok kézel 70%-a, 2008-ban a
kisérleti osztalyban 79%-a, a masik két osztalyban 61%-a, illetve 24%-a. A kisérleti
osztalyokban a gyerekek majdnem 90%-a a négyzetet nem tartotta téglalapnak.
2008-ban a 4.a osztalyban a 91%-uk, a 4.c-ben 94%-uk. Ez a van Hiele-féle els6 ket
szintnek telies mértékben megfelel. Erdekes viszont, hogy a csucsara allitott
négyzetben nem ismerte fel a négyzetet 2006-ban a gyerekek 27%-a, 2008-ban a
21%-a (4.b kisérleti osztaly), 35%-a (4.a) és az 59%-a (4.c).

Az el6forduld hibak kikliszobdlése, a helyes fogalomfejlédés érdekében
kisérletinkben nagy hangsulyt fektettink a megfeleld példak, ellenpéldak
bemutatasara és megbeszélésére. Megfelelén egyrészt a példak, ellenpéldak kellé
mennyiségét, masrészt a valtozatossagukat értjik (igy pl.: téglalappal, négyzettel
kil6nbdz6 helyzetekben is talalkozzanak). Tovabba, hogy &ltaluk a fogalomhoz
tartozo l1ényeges és jellemzé jegyek felismerhetdk, a lényegtelenek pedig kiszlrhetok
legyenek a gyerekek szamara.

Ha &sszehasonlitiuk a két feladat megoldasanak eredményességét, akkor

megallapithatjuk, hogy az elsé feladatban a megadott fogalmak rajzolasa lényegesen
jobban ment, mint azok felismerése a masodik feladatban.
Skemp egy fogalom szempontjabdl irrelevans tulajdonsagokat ,zajnak” nevezi.
LZajon itt olyan adatokat értiink, amelyek egy bizonyos kommunikacié szempontjabol
irrelevansak, lenyegtelenek. Vagyis, ami egy bizonyos kézlés szempontjabdl zaj
lehet, az egy mas kézlés szempontjabdl esetleg egyaltalan nem az. (Igy pl., ha cseng
a telefon, mikézben zenét hallgatunk, a csengé hangja informaciot kézvetit,
nevezetesen azt, hogy valaki felhivott benniinket. A zene viszonylataban azonban a
csengb hangja zaj.) Minél nagyobb az informacios zaj, annal nehezebb egy fogalom
megalkotasa.” A masodik feladatban a ,zajszintet” ndveltik, igy a probléma
nehezedett, a lényeges jegyek ezaltal elhomalyosultak a gyerekek el6tt. Ennek
készdnhetd a gyengébb eredmény, ami azt jelzi, hogy nincs biztos fogalom sem a
téglalap, sem a négyzet tekintetében. Tiszta, vilagos fogalmakrél akkor
beszélhetlink, ha mar teljes zajban is ki tudjak valogatni éket.

2.5.2. Sz6gek nagysaganak vizsgalata

A tajékozédd felmérésben parhuzamossaggal és merblegességgel
kapcsolatos feladatot nem taldlhatunk, hiszen — ahogy mar emlitettik — ezekkel a
fogalmakkal korabbi tanulmanyaik soran a gyerekek még nem talalkoztak.

A felmér6é 3. feladatdban — a merélegességhez kapcsoléddan — a derékszég, a
derékszdgnél kisebb és a derékszégnél nagyobb szdg fogalmi szintjérél
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tajékozddtunk. A gyerekeknek 7 sokszdg szdgeirél kellett elddntenilik, hogy melyek
derékszégek, melyek kisebbek, illetve nagyobbak a derékszdégnél, majd ennek
megfeleléen pirossal, kékkel vagy zélddel szineznilk a szbgeket. (1. sz. melléklet, 3.
feladat)

A kdvetkez6 sikidomok szdgeit kellett vizsgalniuk (2.9. abra):

2.9. dbra

A feladat megoldasanak eredményességét a kdvetkez6 tablazat mutatja, 2006-ban:

Minden szdg nagysagat helyesen éllapitotta meg. 31%
Minden derékszdget helyesen jeldlt. 46%
A derékszégek meghatérozdsénal 1 hiba fordult el6. 15%
Csak a négyzetnél és a téglalapnal szinezte hibatlanul a o
o 27%
derékszdgeket.
Minden hegyes- és tompaszdget helyesen szinezett. 31%
A hegyesszdgek és a tompaszdgek megallapitasanal 2 o
o O 69%
vagy annal tébb hibat ejtett.
Ugyanez 2008-ban:
4.b
kisérieti | 42 4.
Minden szdg nagysagat helyesen allapitotta meg. 58% 57% 12%

Minden derékszdget helyesen jeldlt. 63% 61% 549,

A deréksz6gek meghatarozasanal 1 hiba fordult elé. 11% 4% 12%
Csa,k a__negyzetnel és a téglalapnal szinezte hibatlanul a 0% 0% 129%
derékszdgeket.

Minden hegyes- és tompaszdget helyesen szinezett. 58% 57% 12%

A hegyesszbégek és a tompaszégek megallapitasanal 2
vagy annal tébb hibat ejtett.

42% 35% 82%

2006-ban a kisérleti osztaly tanul6inak kézel 70%-a valamilyen hibat vétett a szdgek
nagysaganak megallapitasanal. A derékszdgek jeldlésénél a gyerekeknek majdnem
a fele hibatlanul dolgozott, ezzel azonban nem lehettiink elégedettek. A 2008-as
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kisérleti osztalyban jobb eredmények szilettek. Valamennyi osztdly a derékszdgek
jel6lésében bizonyult a legeredményesebbnek. Kisérletiinkben a derékszég fogalom
tovabbi fejlesztésénél arra térekedtlink, hogy az altalunk 6sszedllitott példaanyagban
gyakran taldlkozzanak a gyerekek olyan helyzetl derékszdgekkel, amelyek
szbgszarai nem parhuzamosak a lap, illetve flizet szélével.

2.5.3. A tengelyes szimmetriaval kapcsolatos feladatok

A tajékozodo-felméré feladatlap 4. feladata a sikidomok tengelyes
szimmetriajaval, mig az 5. feladata a tengelyes tikrdzéssel foglalkozik.
A 4. feladatban a gyerekeknek 8 sikidomrdl kellett eldéntenilk, hogy tikrés-e — ezt
tikoérrel ellendrizhették — és pirossal jeldlnitik a tukdrtengely, illetve tengelyek helyét.
(1. sz. melleklet, 4. feladat)
A kdvetkez6 sikidomokat kellett vizsgalniuk (2.70. abra):

]
/ i
/ /
/’ /
7T < /I

2.10. abra

A feladat megoldasanak eredményességét a 26 f6s kisérleti osztalyban a kévetkez6
tablazat mutatja, 2006-ban:

Minden tikértengelyt megrajzolt. 27%
A 4 tikortengellyel rendelkezd sikidomoknal csak 359,
2 tikortengelyt talalt meg, tdbb hibat viszont nem ejtett. °
Az altalanos paralelogrammandl rajzolt tikdértengelyt. 12%
A haromszdgnél rajzolt tikdrtengelyt. 8%
5 vagy annal tébb hibaja volt. 35%
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Ugyanez 2008-ban:

4.b
kisérleti | 42 4.
Minden tukértengelyt megrajzolt. 26% 26% 6%
A 4 tikortengellyel rendelkezd sikidomoknal csak o o o
2 tiikdrtengelyt talalt meg, tdbb hibat viszont nem ejtett. 16% 30% 29%
Az altalanos paralelogrammanal rajzolt tikdrtengelyt. 32% 9% 41%
A haromszdgnél rajzolt tikortengelyt. 11% 9% 24%
5 vagy annal tébb hibaja volt. 32% 35% 65%

Az ismertetett adatok azt jelzik, hogy a szimmetria fogalma tovabbi fejlesztést
igényel. 2006-ban a Kkisérleti osztdly tanuléinak 73%-a, 2008-ban pedig 74%-a
valamilyen hibat vétett a tikrosség megallapitasanal vagy a tikoértengelyek
berajzolasanal. Az el6fordulé hibak magas aradnya szlikségessé tette azt, hogy a
tovabbiakban a gyerekek sokféle szabalyos és nem szabalyos geometriai alakzat

tikrosségét vizsgaljak. A tikrésség felismerésén (fogalomazonositas) kivil alsé

tagozaton foglalkozunk még térben sikra vonatkozoéan, sikban tengelyesen tikrds
alakzatok eldallitasaval (fogalomrealizalas), valamint tikérkép megalkotdsaval. Ez
utébbival kapcsolatos az 5. feladat, amelyben a gyerekeknek négyzethaléra rajzolt
két alakzatot kellett megadott (vastagon rajzolt) tengelyekre tikréznitk. Ez a feladat
csak a 2008-as felmérésben szerepelt. (2. sz. melléklet, 5. feladat)

A kbvetkez6 sikidomokat kellett tikréznitk (2.11. abra):

2.11. abra

A hibatlan teljesitmények aranyat mutatja a kbvetkez6 tablazat (2008-ban):

4.b
kisérleti | 42 4.c
A_ fluggolegfas helyzetl tUkértengelyre térténd tukrdzést 68% 87% 279,
hibatlanul végezte.
A ferde helyzetl tikoértengelyre jol tikrdzott. 74% 87% 94%
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A Kkisérleti osztaly teljesitménye mindkét tikr6zés esetében valamivel gyengébbnek
mutatkozott a masik két osztalyéhoz képest.

A tajékozédd felmérések értékelésével megallapitottuk, hogy a kisérleti
osztalyokban a gyerekek:

e jelentés része a négysz6g szO6 kapcsan specidlis esetekre (négyzetre,
téglalapra) gondolt,

e 70%-a (2006-ban), illetve 79%-a (2008-ban) az &ltalanos paralelogrammat
téglalapnak tartotta,

e kbézel egyharmada (2006-ban), illetve negyede (2008-ban) a csucsara allitott

négyzetben nem fedezte fel a négyzetet,

kb. fele nem ismerte fel az 6sszes derékszdget az adott sokszdgek esetén,

majdnem  haromnegyede  hibadzott a  sikidomok  tukrosségének

megallapitasanal vagy a tikértengelyek berajzolasanal.

Ezek a van Hiele-féle els6 szintnek (az alakzatok globalis megismerésének) felelnek
meg.

2.6. TANITASI KISERLET

A tajékozodé felmérés eredményeinek figyelembevételével terveztik meg a
fejlesztd kisérlet tananyagat. A négyszdg, a téglalap, a négyzet, a szimmetria és a
szbgfogalom tovabbi fejlesztésének szikségességét indokoltdk az el6z6 fejezet
végén dsszefoglaltak.

Tanitasi kisérletink tananyagahoz a C. Neményi tankényv és munkaflizet

feladataibdl is valogattunk. A valogatott feladatok egy részét valtozatlanul hagytuk, a
tobbit mddositott vagy kiegészitett formaban tlztik ki. A mddositasokat,
kiegészitéseket az altalunk kitliz6tt cél — a vizsgalt geometriai fogalmak van Hiele-
féle elsé két szinten térténd tanitasa, fejlesztése — érdekében végeztik. A
mobdositasokra azért volt sziikség, mert a C. Neményi tankényvcsalad tankdnyvei és
munkaflizetei idénként tulmennek a van Hiele-féle masodik szinten, hiszen
definiciokat k6ézblnek és az alakzatok kapcsolatat vizsgaljak. Mar 2. osztalyban
taldlunk olyan feladatot, amelyben megfogalmazzak, hogy a négyzet téglalap. ,8
téglalapot latsz a képen. Jeldld egy csucsukat piros péttyel! Harom kéziliik négyzet.
A négyzeteket szinezd is ki pirossall’ (C. Neményi — Sz. Oravecz, 2008) Az ,Utjelz8”-
ben pedig ehhez kapcsoléddan azt javasoljdk, hogy ,ezt a szemléletet sohasem
szabad megkérdbjelezni esetleg rosszul megfogalmazott kérdéssel, utasitassal (pl.,
hogy hasonlitsatok 6ssze a téglalapot és a négyzetet; mi a klilbnbség a négyzet és a
téglalap k6z6tt?”. (C. Neményi — Sz. Oravecz, 1994)
A feladatok tébbségének Osszedllitasanal Peller Joézsef: ,A matematikai
ismeretszerzés gybkerei” és A. M. Piskalo: ,Geometria az 1-4. osztalyban” — van
Hiele nézeteit kovet6 — kodnyveikben megfogalmazott feladatokra vonatkozé
javaslatokat, modszereket vettik figyelembe, illetve alakitottuk at a tananyagunkhoz
kapcsol6doan.

A tananyag Osszeallitdsa soran folyamatosan térekedtiink a zajszint
novelésére, a fokozatossag betartasa mellett. Igyekeztink a problémakat egyre
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neheziteni. Az els6é érakon a téglatest és a kocka lapjaiként foglalkoztunk a
téglalappal és a négyzettel. A van Hiele-féle masodik szintnek (alakzatok elemzése)
megfeleléen az alakzatokat részeire bontottuk, majd Osszeraktuk. Az alakzatok
elemzését, a tulajdonsagok megallapitasat, felsorolasat — a k6zo6ttik 1évé logikai
kapcsolatok felismerése nélkil — konkrét tevékenységek segitségével végeztik. A
téglatest és a kocka szemkdzti, valamint a szomszédos lapjai helyzetének vizsgalata
soran vezettik be Uj fogalomként a parhuzamossagot és a merélegességet, majd ezt
kévetéen a testek kiteritésével tértlink at a sikra. A szimmetriaval is elébb testek,
majd ezt kbvetéen sikidomok esetén talalkoztak a gyerekek. A négyzet és a téglalap
tulajdonsagainak megallapitasa az alakzatok megkulénbéztetésére szolgalt.

A tananyag, illetve az Ordk tervezésekor azt tartottuk szem elétt, hogy a
gyerekek elébb konkrét tapasztalatok alapjan, valésagos jatékok keretében, targyi
tevékenykedés kdzben, majd vizualis sikon (rajzolas), végll absztrakt, nyelvi sikon
fedezzék fel az elsajatitand6 geometriai fogalmakat. Az 6rak jelentés részét a
konkrét targyi tevékenységekre, cselekvésekre, manipulaciokra szantuk, hiszen a
negyedik osztalyos gyerekek ismeretszerzésének fontos szintere a Brunerféle
enaktiv sik. Az enaktiv sikon szerzett tapasztalataik 6sszegzdédésével alakul ki az
ikonikus sikon a megfelelé képzetrendszerik. Az als6 tagozaton — igy az altalunk
tervezett tananyagban is — ez a két reprezentacié a dominans, ugyanakkor a nyelv
(beszéd) is fontos szerepet jatszik. A tandrakon elhangzott kérdéseinkben,
utasitasainkban, magyarazatainkban egyszerli, a gyerekek szamara érthet6
megfogalmazasokra térekedtlink. A szaknyelvet a negyedik osztalyos gyerekek
értelmi szintjének megfelelé pontossaggal hasznaltuk.

Olyan helyzetek kialakitasat igyekeztink megteremteni, melyben a tanuldk a
vizsgaldédas, vitatkozas, leiras és demonstracié eszkdzeivel maguk is aktivan részt
vesznek geometriai tudasuk fejlesztésében. Tovabba olyanokat, melyben
gondolataikat megbeszélik, felfedezéseiket megosztjak egymassal, sejtéseikrdl
megbizonyosodhatnak.

Az iskola helyi tanterve negyedik osztalyban 128 érat biztosit a matematika
oktatasara, mely az elsé félévben heti 3, mig a masodik félévben heti 4 6réat jelent.
Ebbdl a ,geometria, mérések” témakérére 15 6ra jut, ami kiegészil néhany —
folyamatos gyakorlasra szant, elsésorban a mértékvaltasok gyakorlasara vonatkoz6
— édraval, valamint tovabbi 2 6ra all rendelkezésre a szamonkérésre. A tanmenet
szerint 9-10 6ra tananyaga a mérésekkel, mértékvaltasokkal, illetéleg a hasonlosagi
transzformacidkkal kapcsolatos, a fennmaradé 7 éra a ,Tervezz, rajzolj, épits!” témat
dolgozza fel. Ezt a 7 6rat ndéveltlk — a tananyag atcsoportositasa révén — 17 érara,
ennek keretében foglalkoztunk a téglalap, négyzet, parhuzamossag, merélegesség
és szimmetria fogalmak fejlesztésével.

A tanérakon frontalis, paros és egyéni munkaformaban egyarant dolgoztak a
gyerekek. A frontalis és az egyéni munkaforma volt azonban a dominans.

A dolgozat irdja a tandrakon tdbbnyire megfigyel6ként vett részt, idénként
azonban aktivan bekapcsol6dott a tandrakba. Segitette a tanitok munkajat — akikkel
elézetesen megbeszélte az érak tananyagat, menetét — a bemutatds, modellezés
terén, alkalmanként — ha egy tanuléi valasz nem volt teljesen egyértelmi, vagy nem
lehetett pontosan tudni, hogy mire gondolt a diak — kiegészité kérdéseket tett fel,
szilkség esetén mas megkdzelitésli magyarazatokat adott. A tanuléknak 6nallé vagy
paros munkgjuk soran mindketten segitettek a feladatok végrehajtdsaban, illetdleg
megoldasaban.
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Minden érarél, a tanoéran toérténtekrdl, a tanuldk megfigyelésérél, egyes
tanulokkal valo kulén foglalkozasrdl, interjukrol, valamint a szakvezet6kkel vald
beszélgetésekrél jegyz6kényv készilt.

2.6.1. A tanitasi kisérlet részletes tematikaja

1. ora:
Téjékozodd felmérés megirasa.

2. ora:

Téglatest alaku targyak (gyufasdoboz, szekrény, stb.) megnevezése, vizsgalata:
csucsok, élek, lapok szama; élek hosszusaganak Osszehasonlitdsa; lapok alakja,
mérete; szemkdzti, szomszédos lapok értelmezése; szemkdzti, szomszédos lapok
helyzete. Kocka alaku targyak megnevezése, vizsgalata: csucsok, élek, lapok
szama; élek hosszlisaganak dsszehasonlitasa; lapok alakja, mérete; szemkdzti,
szomszédos lapok meghatarozasa, helyzetlk vizsgéalata.

3. 6ra:

Téglatest, kocka tulajdonsagainak felsorolasa modell segitségével.

Kllénb6z6 téglatestek épitése 4 gyufasdobozbdl. Gyufasdobozbdl épitett testek
tikorképének eléallitdsa. Szimmetrikusan elhelyezkedd targyak keresése a
tanteremben. Szimmetrikus targyak felsorolasa. Szimmetriasikok helyének
meghatarozasa téglatest, kocka és kiilonbdz6 testek esetén.

4. ora:

Téglatest, szabdlyos 6tszdg alapu hasab, négyzet alapu gula esetén a szemkdzti,
illetve szomszédos lapok helyzetének parhuzamossag, valamint merdlegesség
szempontjabdl térténd megfigyelése, modell segitségével. Téglatest, kocka
kiteritése; lapok alakjanak, méretének vizsgalata. Téglalap vizsgalata: cslUcsok
szama; szemkOzti, szomszédos csucsok; atlé, oldalak szama, hosszusaguk
O0sszehasonlitdsa; szemkdzti, szomszédos oldalak meghatarozasa; szemkozti
oldalak parhuzamossaga; sz6gek nagysaganak mérése (hajtogatott derékszéggel);
szomszédos oldalak merdlegessége. Téglalapbdl négyzetlap kivagasa.

5. ora:
Kocka kilonb6zé testhaldi. Kuilonbdzé sokszdgek atalakitasa téglalappa
hajtogatassal, nyirassal, atdarabolassal, 6ssze-, illetve hozzaillesztésekkel.

6. ora:

Gyufasdoboztok nyitott oldalanak vizsgalata. Téglalap kettévagasa az atléja mentén.
Az igy kapott haromszdgek &sszeillesztésébdl Ujabb sikidomok alkotasa,
megnevezésik. Tapasztalatgyljtés a sikidomokrol, megfigyelések, tulajdonsagok
megfogalmazasa. A téglalap és az 4&ltalanos paralelogramma tulajdonsagainak
O0sszehasonlitasa. A kilénb6z6ségek kiemelése.

7. ora:

Négyzet vizsgalata: csucsok szama; szemkozti, szomszédos csucsok, &tlé.
Négyzetlap kettévagasa az atldja mentén. Az igy kapott két egyenlé szaru
derékszégli haromszdgbdl sikidomok alkotdsa. Négyzet tovabbi vizsgalata: oldalak
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szama, hosszusaguk 6sszehasonlitasa; szemkdzti, szomszédos oldalak; szemkozti
oldalak parhuzamosséga, szomszédos oldalak merdlegessége; sz6gek nagysaga.

8. dra:

Sikban két hurkapalcika segitségével parhuzamos, merbleges egyenesparok
szemléltetése, valamint olyan egyeneseké, amelyek nem parhuzamosak €s nem
merblegesek. Papirb6l szabadon kivagott sikidomok el6allitdsa. Tulajdonsagaik
megfogalmazasa. Téglalap, négyzet tulajdonsagainak felsoroldsa. A logikai készlet
2, 3, 4, illetve 6 szabalyos haromsz6gébdél sikidomok alkotasa. Parhuzamos
oldalparok megfigyelése. Papircsikbdl kiilonbdz6 hosszlisagu, azonos magassagu
téglalapok eléallitasa.

9. ora:

Papircsikb6l egy-egy egyenes vagassal kilonb6zé sikidomok eldallitasa.
Megnevezésik. Tulajdonsagok, k6zés tulajdonsagok megfogalmazasa. Téglalapbdl
altaldnos rombusz kivagasa. Tulajdonsagai. Téglalapbdl altalanos deltoid kivagasa.
Tulajdonsagai. Hat gyufaszalbél téglalap, majd altalanos paralelogramma
.Keretének” elkészitése. Négy gyufaszalbdl négyzet, majd altalanos rombusz
.keretének” létrehozasa. A négyzet és a rombusz tulajdonsagainak
O6sszehasonlitasa.

10. dra:

Téglalapb6l egy vagassal két téglalap, egy Otsz6g és egy haromszdg, egy
haromszdg és egy négyszdg, két négyszdg, két haromszdg elééllitasa. A téglalap és
a négyzet tulajdonsagainak &sszehasonlitdsa. Tulajdonsagkartyak. Téglalap két
oldalanak lerajzolasa, ahanyféleképpen csak lehet. Pontracson négyzetek rajzolasa.

11. dra:
Pontracson kilénb6zé négyszdgek rajzolasa. Pontracson kilonb6zé haromszdgek
rajzolasa. Pontracson parhuzamos, merdleges egyenesparok rajzolasa.

12. ora:

A pontracson alkotott négyszdgek parhuzamos oldalpéarjainak szinezése,
derékszbégek jeldlése. A haromszégek esetén az egyméasra merbleges oldalak
szinezése. Adott feltételeknek megfelelé négyszdgek rajzolasa. Téglatest, kocka
élvazanak vizsgalata. Parhuzamos, meréleges élek megfigyelése.

13. ora:

Tukorkép eléallitasa sikban tevékenységgel: festékes papirlap félbehajtdsa soran a
festékfolt tlikdrképének vizsgalata; félbehajtott fekete fotdpapiron elére megrajzolt
minta hatarvonalanak gombostiivel térténd atszurkalasa, majd a kihajtott papir fény
felé tartasaval a keletkezett tikorkép vizsgalata; félbehajtott papirlapbdl adott alakzat
kivagasa. Tukorképek megfigyelése. Tengelyesen szimmetrikus alakzatok el6allitdsa
nyirassal. Négyzethalon adott alakzat adott tengely(ek)re t6rténd tlikrozése.

14. ora:

Papirbol kivagott sikidomok szimmetriatengelyeinek megkeresése: hajtogatassal,
tikoér segitségével. Tapasztalatok, megfigyelések megfogalmazasa. Sikidomok
rajzolasa, amelynek nincs, pontosan 1, 2, 3, illetve 4 szimmetria tengelye van.
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15. ora:

Tengelyesen szimmetrikus alakzatok el6allitasa négyzethaldn. Tengelyesen
szimmetrikus sikidomok szimmetriatengelyeinek meghatarozasa. Sikidomok
valogatasa adott tulajdonsagok alapjan. ,Minden”, ,van olyan” tipust allithsok
megfogalmazasa. Allitasok logikai értékének megallapitasa.

16. ora:
Sikidomok véalogatdsa adott szempontok alapjan. Allitasok logikai értékének
megallapitasa. Adott feltételeknek megfelel6 sikidomok rajzolasa. Barkdba.

17. ora:
Utoteszt megirasa.

2.6.2. A négyzet és a téglalap fogalom fejlesztése
2.6.2.1. Téglatest és téglalap, kocka és négyzet megklilénbéztetése

Als6 tagozaton, de fels6bb osztalyokban is gyakran talalkozhatunk a test és
sikidom fogalmak keverésével. Megfigyelhetjik ezt példaul, amikor a gyerekek a
négyzetet kockanak, illetve a kockat négyzetnek, a téglatestet téglalapnak, a
tetraédert haromszdgnek vagy a gémboét kérnek nevezik. A 2. éra egyik feladatdban
téglatest alaku targyakat kerestettlink a tanteremben azzal a céllal, hogy a téglatest
fogalmat — megkulénbdztetve a téglalaptol — erésitsik. A gyerekek felsoroltak a
naluk Iévé gyufasdobozt, a szekrényt, a kdnyvet, a szivacsot, a krétat és a tablat.

Tanito: A tablat miért tartod téglatest alakunak?

Sara: Mert van vastagsaga.

Viki: A kép is ilyen alaku.

Judit: Szerintem a kép nem jé, mert nem emelkedik ki.
Tanito: Tudtok még téglatest alaku targyakat mondani?
Martin: A falon 1696 érarend.

Benedek: Az érarend sem j6, mert nincs vastagsaga. A kép és az érarend
téglalap alaku.

Viki és Martin keverték a téglatest és a téglalap fogalmakat, Judit és Benedek
azonban megfeleléen céfoltak a helytelen allitdsokat.

Egy masik feladatban, a téglatest és a kocka lapjainak vizsgalatakor, Ujra
szembeslltink ezzel a problémaval. A tanité az applikaciés téglatestet a tablara
fektette és korilrajzolta, majd a keretet beszinezte.

Tanito: A téglatest egyik lapjat a tablara rajzoltam. Hogy nevezziik ezt a lapot?

Milan: Téglatestnek.

Bodo: Nem lehet téglatest, mert az kidomborodik, ez pedig nem, ezért ez
téglalap.

Tanito: Hany Kkilonbdz6 téglalapot tudnék a tablara rajzolni a téglatest
kérberajzolasaval?

Bodo: Harmat.
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Tanito: Mindenki rajzolja kérbe a gyufasdobozat a flizetében, ahanyféleképpen
tudja! Hany kilénb6z6 téglalapot rajzoltatok?
Timaot: Harmat.

Ezutan minden gyerek kapott a 3-as Dienes-készletbél egy nagykockat.

Tanito: Mit fogunk a kezlinkben?

Heni: Négyzetet.

Balazs: A négyzet a flizetben van, tehat ez nem lehet négyzet. Kockat fogunk a
kezlinkben.

Tanito: Rajzoljatok kérbe a kockat is a fizetben! Hanyféleképpen tudjatok?

Niki: Elég csak egyszer kdrberajzolni, mert ugyanazok a lapjai.

Tanito: Mit rajzoltatok a flizetbe?

Niki: Egy négyzetet.

Ezekkel a feladatokkal igyekeztlink ravilagitani a téglatest és a téglalap, illetve
a kocka és a négyzet — mint harom- és kétdimenziés alakzatok — kozotti
kilénbségekre.

2.6.2.2. Negyzet, téglalap alkotasa konkrét targyi tevékenységekkel

Nem tudjuk eleget hangsulyozni a konkrét reprezentacidk, targyi
tevékenységek, manipulaciok jelentéségét és szlikségességét a matematikai
ismeretszerzés folyamataban. Konkrét reprezentacidkra mutatunk néhany példat a
négyzet és a téglalap fogalmak vonatkozasaban.

Minden gyerek egy gyufasdoboz kihluzhat6 részének, ,fiokjanak” alsé lapjahoz
csatlakozd szomszédos lapokat levagta. A fiok szétvagasa utan megallapitottuk,
hogy 5 téglalap keletkezett, melyek kdzll kettd-kettd teljesen egyforma.

Arra a tanitéi kérdésre, hogy lehet-e és hogyan a gyufasdoboz fidkjanak alsé
téglalapjabol négyzetlapot kivagni, a kévetkezd tanuléi valaszok hangzottak el:

Zsofi: Igen. Lemérem a téglalap rovidebb oldalat, ez 3 cm, és odamérem a
hosszabb oldalara és itt igy — mutatta, hogy hol — levagjuk.
Timot: Nem is kell megmérnem, mert felhasznalom a legkisebb téglalapot,

amit a fiokbdl levagtunk, és annak a hosszabb oldalaval ki tudom jeléini,
hogy hol kell levagnom.
Bodo: Egy hajtassal is meg tudom mutatni, hogy hol kell levagni, de ezt a
kemény papirt nehéz behajtani.
A tanitoné adott egy irélapot, hogy mutassa meg, hogy hogyan gondolja. Bodd
megfogta a téglalap egyik csucsat és a szemkdzti hosszabb oldalra illesztette egy
hajtassal ugy, hogy a révidebb oldal pontosan illeszkedjen a hosszabbra, és ahol a
révidebb véget ért ott mutatta a vagas helyét.
Helytelen valasz is elhangzott:

Anita: Félbevagjuk itt. (A téglalap révidebb oldalfelez6 merblegesére mutatott.)

Tanito: Négyzet lesz igy? Vagd ott el, ahol mutattad és mérd le a kapott
négyszdgek oldalait! Milyen hosszuk az oldalak?

Anita: Kllénb6z6 hosszuak, ezért nem is lehet négyzet.
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Erdekes feladat volt a gyerekek szamara az, amikor kiildnbdzé sokszogeket
kellett atalakitaniuk téglalappa. Egy boritékban mindenki kapott 12 papirbdl kivagott
sokszbget: altalanos haromszdget, egyenlé szarld haromszdget, 2 egybevago
derékszégli haromszbget, altaldnos trapézt, szimmetrikus trapézt, derékszdgi
trapézt, altalanos paralelogrammat, rombuszt, deltoidot, négyzetet és szabalyos
hatszéget. A gyerekek a sokszdgeket kilénféle moédokon — hajtogatassal, nyirassal,
atdarabolassal, 0Ossze-, illetve hozzaillesztésekkel — alakithattak téglalappa.
Elhangzott az is, hogy esetleg valamelyik sokszéggel semmit sem kell tennilk.
Ketten azonnal bekiabaltak, hogy a négyzettel nem kell csinalni semmit. Ez olyan
meggy6zének bizonyult a tObbiek szédmara, hogy ezek utdn senki sem akarta
atalakitani a négyzetet. A deréksz6gli haromszéget gyorsan kiegészitették
téglalappa a vele egybevagd haromszdggel. Volt, aki két kisebb derekszdgi
haromszdget levagott a nagybdl és igy kapott téglalapot. Valaki ugyanezt
hajtogatassal érte el, a nem kivant részeket tintette el igy. A két egybevagd
derékszdgl haromszdggel ki lehetett egésziteni a paralelogrammat téglalappa. Ezt
nagyon sokan észrevették. Néhanyan azonban levagtak két megfeleld derékszdgi
haromszdget a paralelogrammabdl és igy jutottak el a téglalaphoz, illetve ugyanezt
hajtogatassal érte el egy-két tanulé. Az atdarabolas lehetéségét azonban nem vették
észre, itt tanitéi segitségre volt szilkség. A rombusznal is, de a deltoidnal és a
szabalyos hatszdégnél kiléndsen nehezen sikerllt ravezetni a gyerekeket arra, hogy
hogyan vagjak szét az alakzatokat részekre Ugy, hogy azokbdl ki tudjanak rakni egy
téglalapot.

Megfigyeltlk, hogy a gyerekek altaldban kitartottak egy médszer mellett. Ha valaki az
elsd esetben példaul nyirassal érte el a céljat, akkor kévetkezetesen a tébbi sokszdg
esetén is ezzel prébalkozott, annak ellenére, hogy mindegyik sokszdg esetén
megvizsgaltuk valamennyi lehetéséget.

A Kkilénbdzé alaku és méretl téglalapok alkotdsa hozzajarul a fogalom
kialakitasahoz szlikséges valtozatos tapasztalatok megszerzéséhez.

A papircsikbdl kiildonbdz6 hosszusagu, azonos magassagu téglalapok
el6édllitasa is az észlelési valtozatossagot néveli. Ennek a feladatnak a végrehajtasa
kézben Bence kétségbeesetten mondta:

Bence: Az egyiknél mindegyik oldal ugyanakkora lett. Megmértem, 4 cm
mindegyik oldal, ez egy négyzet. Ez igy nem lesz 6.
Tanito: Hat ez igy sikerult. llyen kilénleges téglalapot kaptal. A négyzet — latod

— egy kllénleges téglalap. J6 a megoldasod.
Bence nagy sb6hajtassal megkdnnyebbdllt. A taniténé Bencének ezt a téglalapjat az
osztalynak is megmutatta. Ekkor kiderilt, hogy nem & volt az egyetlen, akinek igy
sikerdlt levagni egy téglalapot. Az elébbieket a taniton6 az osztalynak is elismételte.
Oriltink, hogy lehetéségink nyilt ezdaltal ravilagitani a négyzet és a téglalap
.,rokonsagara”.

A négyzet és a téglalap ,rokonsaganak” problémaja akkor is szoba kerllt,
amikor egy téglalapot vagtak szét a gyerekek egyetlen vagassal két téglalapra. Volt,
aki két kilonb6zé méretl altalanos téglalapot kapott. Nagyon sokan két egyenld
terllet( téglalapra vagtak szét a nagy téglalapot. Olyan megoldas is el6éfordult, ahol
egy altalanos téglalap és egy négyzet keletkezett. A gyerekek tdbbsége tiltakozott ez
ellen a megoldas ellen. A tiltakozdk szerint a négyzet nem igazi téglalap. A tanito
emlékeztette Sket arra, hogy talalkoztak mar ezzel a problémaval és azt mondtak a
négyzetrél, hogy az egy olyan kulénleges téglalap, amelynek minden oldala egyenlé.
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Ezekben a fogalomrealizalasi feladatokban a gyerekeknek lehetéségik nyilt a
kilénb6zé megoldasi modok bemutatdsara, a sajatjuktél eltér6 megoldasok
megismereéseére. A gyerekek sajat konstrukcidikat, megoldasaikat
O0sszehasonlithattdk tarsaikéval. Kritikusan meghallgattdk egymast, ha szikséges
volt, vitatkozhattak és érvelhettek.

2.6.23. A négyzet és a téglalap tulajdonsagainak o6sszehasonlitasa,
tulajdonsagkartyak

A négyzet és a téglalap tulajdonsagainak felsorolasara — mindig a tanulok
meglévé ismereteinek megfeleléen — tébb alkalommal sorkertilt. A kdvetkezékben a
négyzet és a téglalap tulajdonsagainak 6ésszehasonlitasat mutatjuk be.

Tanito: Az elbttetek |évé sokszbgek kdzll tegyetek magatok elé egy négyzetet
és egy téglalapot! Mindenki kapott két kartonlapot. Az egyikre irjatok fel
a négyzet, a masikra a téglalap tulajdonsagait! Milyen tulajdonsagai
vannak a téglalapnak?

Bodo: Négy oldala, négy csucsa, négy szb6ge van. Mindegyik szdge
derékszdg. Szemkdzti oldalai parhuzamosak, ugyanolyan hosszuak.
Szomszédos oldalai merélegesek egymasra.

Tanito: Ezeket a tulajdonsagokat, amit Bodo6 a téglalaprél elmondott, felirtam a
tablara. Ellendrizzétek, hogy felirtdtok-e mindet! Ezek a tulajdonséagok a
négyzetre is igazak? Rajta vannak a masik kartonlapon is?

Timot: Igen. Ugyanezek igazak. Annyit irtam még, hogy minden oldala
ugyanolyan hosszl. A négyzet is egy téglalap, csak ugyanakkorak az
oldalai.

Az elkészitett tulajdonsagkartyak (A szimmetriatengelyek szamanak és helyének
meghatarozasaval a késébbiekben foglalkoztunk.):

Téqlalap Négyzet
4 oldala van 4 oldala van
4 csucsa van 4 csucsa van
4 sz6ge van 4 sz6ge van
minden szbge derékszdg minden szbdge derékszdg
szemkozti oldalai parhuzamosak és szemkozti oldalai parhuzamosak és
ugyanolyan hosszuak ugyanolyan hosszuak
szomszédos oldalai merélegesek szomszédos oldalai merélegesek
egymasra egymasra
minden oldala egyenld

A tanité igyekezete ellenére — ami mar nem el6szér, a négyzet téglalapként vald
elfogadasara iranyult — tébben kdzo6lték vele, hogy nincs igaza és Timotnak se, mert
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,a téglalapnak két killénb6z6 hosszUsagu oldala is van, a négyzetnek pedig nincs”. It
be kellett latnunk, hogy esetikben nincs értelme a tovabbi meggy&zést erbltetni.

A négyzet és a téglalap tulajdonsagai ismeretének ellenérzése, illetve
kapcsolatuk ismételt feltarasa céljabdl tlztik ki azt a feladatot (8. sz. melléklet, 2.
feladat), amelyben az alabbi allitasok logikai értékérél kellett ddnteni:

(1) A téglalap mindegyik sz6ge derékszdg.

(2) A téglalap oldalai egyenlé hosszuak.

(3) A téglalap atloi tikértengelyek.

(4) A téglalapnak van 2 tiikértengelye.

(5) A négyzet oldalai egyenlé hosszuak.

(6) A négyzetnek 6 tiikGrtengelye van.

(7) A négyzet szomszédos oldalai merélegesek egymasra.

(8) A téglalap szemkézti oldalai nem parhuzamosak egymassal.

Mindegyik allitas logikai értékét hibatlanul hatadrozta meg a tanuldk 64%-a (2006-
ban), illetve 58%-a (2008-ban). A hibak nagyon szértan jelentkeztek, egyiket sem
tudjuk tipikus hibaként kiemelni. A kévetkezé kérdéssel igyekeztiink Ujra ravilagitani
a négyzet és a téglalap kapcsolatéara.

Tanito: LA téglalap oldalai egyenlé hosszuak.” allitdst hamisnak tartottuk.
Ismersz-e olyan téglalapot, amelynek oldalai egyenl6k?
Bodo, Timdt, Laci (egyszerre): A négyzet.

A feladat ellenérzésekor a gyerekek el6vették a korabban elkészitett
tulajdonsagkartyakat, amely a szébeli megbeszélésen kivil még egy ujabb kontrollt
jelentett.

2.6.2.4. A téglalap és a paralelogramma, illetve a négyzet és a rombusz
tulajdonsagainak é6sszehasonlitasa

A téglalap és a paralelogramma tulajdonsdgainak Osszehasonlitdsdhoz a
gyufasdoboz tokjat vettiik segitséguil.

Tanito: Fogjatok a gyufasdoboz tokjat a kezetekbe! A lyuk milyen alaku?

Bodo: Téglalap.

Tanito: Rajzoljatok korbe a lyuk helyét a flizetben! Nyomorgassuk, toljuk most
el a tok tetejét! Igy is rajzoljatok kérbe! Most is téglalapot lattok?

Martin: Igen, mert ugyanolyan csak el van tolva. Ez egy elcsusztatott téglalap.

A tanitond ekkor egy a tablan Iévd téglalapot elcsusztatott a tébla ablak feldli
oldalarél az ajt6 feléli oldalara.

Tanito: Megvaltozott az alakja a téglalapnak a csusztatas kézben?

Akos: Nem.

Tanito: Milyen tulajdonséagai vannak a téglalapnak?

Gréta: Négy csucsa, négy oldala van. Szemkézti oldalai ugyanolyan hosszuak,

parhuzamosak. A szomszédos oldalak merdlegesek egymasra. Minden
szbge derekszdg.
Tanito: A kapott négyszdogre teljesll a téglalap mindegyik tulajdonsaga?
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Adrian: Nem.

Tanito: Melyik nem?

Fanni: A sarkainal nincs meg a derékszdg.

Tanito: Nevezhetjik akkor téglalapnak?

Laci: Nem, ez nem téglalap.

Tanito: Vegyétek a kezetekbe a hajtogatott derékszdget! Mérjétek meg a
szbgeit, hogy nagysaguk derékszdg-e, a derékszdgnél kisebb-e vagy
nagyobb!

Timaot: Ez a kett6 kisebb a derékszégnél (ramutat a két hegyesszdgre), a
masik ketté pedig nagyobb, és ezért nem téglalap, mert a téglalapnal
mindegyik derékszdg.

Tanito: Helyesen indokoltal, ahogy Fanni is. Ezt a négyszbget
paralelogrammanak nevezzik. A szomszédos oldalak merdlegesek-e?

Timot: Nem, mert nincsenek derékszogek.

Tanito: Mutassatok meg, hogy ezzel az oldallal (az egyik hosszabb oldalra

mutatott) melyik van szemben! Mérjétek meg mind a két oldal hosszat!
Mit vettetek észre?

Laci: Ugyanolyan hosszuak.

Tanito: Tegyétek ra a hurkapalcikakat erre a két szemkdzti oldalra! Milyen
helyzetliek az oldalak?

Laci: Parhuzamosak, mert a hurkapalcikak nem érnek 6ssze és akarmilyen
hosszuak lennének, akkor sem érnének éssze.

Tanito: Most vizsgaljuk meg a masik két szemben Iévé oldalt! Mit mondhatunk
el?

Déra: Ezek is ugyanolyan hosszuak és parhuzamosak.

Tanito: Melyek azok a tulajdonsagok, amelyek mindkét sikidomra teljesliinek?

Koppany:  Négy oldaluk, négy csucsuk és négy szdégik van. Szemkdzti oldalaik
parhuzamosak és ugyanolyan hosszuak.

Tanito: Mi az, ami csak a téglalapra igaz?

Noémi: Mindegyik szdge derékszdg és a szomszédos oldalai merélegesek
egymasra.

Tanito: Mi a killénbség a lerajzolt két sikidom kdz6tt?

Timot: Formajukban kulénbéznek egymastél. A paralelogrammanak nincsenek

merbleges oldalai, eldéinek az oldalak.

Ahogy a négyzet és a téglalap tulajdonsagainak 6sszehasonlitdsanal tapasztaltuk,
ugyanugy a téglalap és a paralelogramma, valamint a négyzet és a rombusz
vonatkozasaban is megfigyelhettiik, hogy a tulajdonsagok megallapitasa csak az
alakzatok megkllénbdztetésére szolgalt. Az alakzatok kbzbs tulajdonsagainak
megallapitasabdl nem kdvetkezett a gyerekek szamara — néhanyukat kivéve —, hogy
a négyzet téglalap is egyben, vagy a téglalap paralelogramma, illetve a négyzet
rombusz, ami a van Hiele-féle masodik szintnek felel meg.

2.6.2.5. Negyzetek alkotasa vizualis sikon

A konkrét targyi tevékenységeket felvaltottdk a vizualis sikon t6rténd
alkotasok, rajzolasok.

3+3-as négyzet-pontracson négy pontot kellett a gyerekeknek kivalasztaniuk
minél tdbbféleképpen Ugy, hogy azok négyzetet hatarozzanak meg. (3. sz. melléklet,
1. feladat) Eléfordult, hogy altalanos téglalapot, valamint paralelogrammat rajzoltak.
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llyen esetekben megkérdeztik a gyerekeket, hogy mit tudnak a négyzet oldalainak
hosszusagardl, illetve a szégek nagysagarodl, utalva a hibdjukra. A hibas rajzoknal
megmeérettik az oldalak hosszUsagat, illetve — ha szlkség volt r4 — a szdgek
nagysagat. A mérések utan rdgtdon javitani tudtdk a hibaikat. A legtébb gyereknél
gyorsan megsziletett a hat megoldas.

2.6.3. A parhuzamossag és merélegesség fogalmanak fejlesztése
2.6.3.1. A szemkozti és szomszédos szavak matematikai értelmezése

A szemkdzti és szomszédos szavak kdznyelvi és szaknyelvi hasznélata nem
mindig esik egybe, ezért foglalkoztunk Kkilén ezzel a problémaval. A téglatest
(gyufasdoboz, osztalyterem) szemkdzti és szomszédos lapjait vizsgaltuk el6szor.

Tanito: Fogd két ujjad k6zé a gyufasdobozodat! Most két szemkdzti lapjat
fogod. Emeld fel, hogy lassam mindenkiét! Emeld fel a
gyufasdobozodat masik két szemkdézti lapjat fogva! Prébéld meg
masképp a két ujjad kézé fogni! Hany szemkdzti par van?

Laci: 3 par.

Tanito: Ez hany lapot jelent?

Laci: Hatot.

Tanito: A padléval mi van szemben?
Timot: A plafon.

Tanito: A hatsé fallal?

Doéra: A tabla fala.

Tanito: Az ablakot tartalmazé fallal?
Anita: Az ajté fala.

A gyufasdoboz kihuzhato részét, ,fiokjat” az élek mentén kiteritették a gyerekek.

Tanito: A kbzéps6 laphoz hany csatlakozik?

Niki: Négy.

Tanito: Ezeket hivjuk szomszédos lapoknak. Az osztalyteremben a padlélappal
melyek szomszédosak?

Akos: A plafon.

Tanito: Abban igazad van, hogy a lak6észomszédok esetében a szembe

szomszédot is szomszédnak hivjuk, de a matematikaban testek esetén
a csatlakozé lapokat hivjuk csak szomszédosnak. Melyek ezek?

Akos: A tabla fala, az ablakok fala, az ajt6 fala és a hatsé fal.

Tanito: Miben talalkoznak a szomszédos lapok?

Timot: Elben talalkoznak.

Tanito: Mutassatok meg a padlélap és a hatsé fal kozos élét!

Kllénb6z6 sikidomoknal is — elsésorban négyszégeknél — meghataroztuk a

szemkozti, illetve szomszédos oldalakat.
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2.6.3.2. A parhuzamossag és merélegesség fogalmanak bevezetése

A gyufasdoboz (téglatest) szemkdzti, illetve szomszédos lapjai helyzetének
vizsgélata soran vezettlk be UG fogalomként a parhuzamossagot és a
merdlegességet. Testek, valdésdgos targyak tanulmanyozéasaval kezdtik — Dienes
Zoltan javaslatanak megfeleléen — az 0j fogalmakkal val6 ismerkedést.

Tanito: A gyufasdoboz szemkdzti lapjainak van kézés éele?

Anita: Nincsen.

Tanito: A szemkdzti lapoknak nincs kdzds élik a gyufasdoboznal, ha a lapokat
akarmekkorara megnagyobbitanank, akkor se lenne. A szemkdzti lapok
parhuzamosak. Két kezlinkkel mutassuk a parhuzamossagot! (Tébb
helyzetben is mutatjdk. 2.12. abra, 2.13. abra, 2.14. abra)

2.12. abra 2.13. abra

2.14. abra

Most mutassatok a nem parhuzamossagot is! (Tobb lehetéséget
szemléltetnek. 2.15. abra, 2.16. abra, 2.17. abra)
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2.15. abra 2.16. abra

2.17. abra

Adrian a parhuzamossagot mutatja a két kezével, a tanité a nem parhuzamossagot.
(2.18. abra)

2.18. abra
Tanito: Mi a kilénbség akdzoétt, amit én mutatok, illetve amit Adrian?
Adrian: A tanitdé néni ujjai 6sszeérnek, nem parhuzamossagot mutat. Az

enyémek nem érnek 6ssze, de ha hosszabbak lennének az ujjaim,
akkor sem érnének 6ssze, én parhuzamossagot mutatok.
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Tanito:
Zsofi:
Niki:
Milan:
Martin:

Anita:

Mondjatok olyan targyakat a teremben, amelyeknek vannak
parhuzamos lapjai. Mutassatok is meg ezeket!

A szekrény két oldallapja.

A szekrény eleje és hatulja, az alja és a teteje.

A radiator két lapja.

A tanterem ajt6 feldli és ablak feldli fala, a tabla fala és a hatso6 fal, a
padl6 és a plafon.

A pad teteje és a fiok alja.

A gyerekek megmutattdk mindegyik esetet.

Tanito:

Laci:
Tanito:

A téglatestet ennél a két szomszédos lapjanal fogom meg a két
kezemmel. Milyen széget zarnak be? (2.19. abra)

2.19. abra

Derékszdget.

Ellenérizzik a hajtogatott derékszdginkkel (2.20. abra)! (4. osztalyban
a szOgmérés egyetlen eszkbéze a hajtogatott derékszdg. Két sik akkor
meréleges egymasra, ha metszésvonaluk tetszéleges pontjdban
mindkét sikban a metszésvonalra emelt merbleges egyenesek
merélegesek egymasra. Ha a képen lathaté modon a hajtogatott
derékszdget a ,sarokba” helyezzlk, akkor a fenti kdvetelmény teljesdl.)

2.20. abra
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Ugy is mondhatjuk, hogy ezek a lapok merdlegesek egymasra.
Mutasséatok a két kezetekkel a merélegességet!
A gyerekek igy mutattak (2.21. abra):

2.21. abra

A tanitd pedig igy (2.22. abra):

2.22. abra
Tanito: Meréleges igy is? (2.22.abra)
Eltéré vélemények szlletettek.
Tanito: Hogyan tudnank ellenérizni?
Zsofi: Hajtogatott derékszdggel.

Tanito: Hova tegylk?

56



Anna igy mutatta (2.23. abra):

2.23. abra

Laci helyesen javitotta (2.24. abra):

2.24. abra

Tanito: Mutassatok a tankdnyvetek két lapja kdzott a merélegességet! (2.25.
abra, 2.26. abra)

2.25. abra 2.26. abra
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Tanito: Honnan tudjuk, hogy igy is j6? (2.26. abra)

Valaszként igy helyezte Milan a hajtogatott derékszdget. (2.27. abra)

2.27. abra

Tanito: Most pedig lapozzatok Ugy, hogy a koényv két lapja ne legyen
merdleges! (2.28. abra, 2.29. abra)

2.28. abra 2.29. abra

Tanito: Keressink olyan lapokat a teremben, amelyek merélegesek egymasral
Mutassatok is meg ezeket!

Niki: Szekrény teteje és az oldala.

Bodo: Az ajtotok teteje és az ajto.

Heni: A plafon meréleges a tabla falara.

Itt is csak hangsulyozni tudjuk a komplex matematikatanitasi kisérlet azon
alapelvét, mely szerint a matematika — jelen esetben a parhuzamossag és
merblegesség — megértéséhez a tanuldk csak sajat tapasztalataik — és nem masok
tapasztalatai — alapjan juthatnak el.
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2.6.3.3. Kiilonb6z6 testek szemkozti, illetve szomszedos lapjai helyzetéenek
vizsgalata

Ahhoz, hogy elegend6 szamu és elég valtozatos konkrét tapasztalatban
részesitsik a gyerekeket térben a parhuzamossag €és a merdlegesség
vonatkozasdban, a kocka és a téglatest lapjai helyzetének vizsgalatat mas testek
szemkozti, illetve szomszédos lapjai helyzetének vizsgalatara is kiterjesztettik.

Tanito: Keresslink ezen a testen (szabalyos 6tszdg alapu hasab) parhuzamos
lapokat!

Judit el6sz6r két szemkdzti oldallapra tette a kezét, de rogtdn el is vette és az alapra,
illetve a feddlapra helyezte.

Judit: Az alsé és a fels6 lap, amelyek egymassal szemben vannak,
parhuzamosak.

Tanito: Mutassatok meg, hogy ezzel az oldallappal melyik van szemben! Petra,
szerinted?

Petra: Ezis és azis. (A két nem szomszédos lapra mutatott ra.)

Tanito: Ezek az egymassal szemben 1évé lapok parhuzamosak egymassal
vagy nem?

Petra: Nem.

Tanito: Miért nem?

Petra: Mert ddInek.

Kornél: Ha megnagyobbitanank ezeket a lapokat, élben talalkoznanak.

Tanito: Ez a két szomszédos oldallap parhuzamos egymassal vagy nem? (A
tanité rajuk mutat.)

Eszter: Nem parhuzamosak, mert 6sszeérnek.

Tanito: Vajon merdlegesek-e egymasra?

Bence: Nem.

Tanito: Miért nem?

Bence: Azért, mert nem zarnak be derékszdget, nagyobb anndl. Ellenériztem

hajtogatott derékszdggel. (2.30. abra)

2.30. abra

Tanito: Talalunk-e ezen a testen egymasra meréleges lapokat?
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Laura:

Tanito:

Igen. (Tobb lehetdséget is mutat: alaplap és az oldallapok valamelyike,
feddlap és az oldallapok valamelyike.)

Keresslink olyan lapokat ezen a gulan (négyzet alapu gula), amelyek
egymassal parhuzamosak!

Kérusban mondtak a gyerekek, hogy nincsenek ilyen lapok.

Tanito:
Koppany:
Tanito:
Milan:
Tanito:

Laci:

Miért nincsenek?

Mert, ha akarmelyik két lapra rateszem a kezem, akkor dsszeérnek az
ujjaim.

Keressunk merdleges lapokat!

Azok sincsenek.

Ezek a lapok miért nem merdlegesek? (A tanitd6 az alaplapra és az
egyik oldallapra mutat.)

Mert kisebb a sz6glk a derékszdgnél.

2.6.3.4. Parhuzamos, meréleges egyenesparok el6allitasa sikban konkrét targyi
tevékenységgel

A gyerekeknek a padra kellett fektetnilk két hurkapalcikat elészér agy, hogy
azok parhuzamosak legyenek. A kévetkez6 megoldasok szliletettek (2.31. abra):

= WL/ AN

Szabolcs:

2.31. abra

Az sem szamitott, hogy milyen tavol voltak egymastél a hurkapalcikak.

A merdleges egyenesparok szemléltetését a kovetkez6képpen hajtottak végre (2.32.

abra):

T+

2.32. abra

A legtdbben az elsé megoldast (vagy annak valamilyen elforgatottjat) adtak meg,
mintha egy soksz6g két egymasra merdleges szomszédos oldalat szemléltetnék.
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Helytelen megoldasok is szllettek, igy példaul (2.33. abra):

2.33. abra

Az els6é és a masodik esetben is a szO6gek nagysaganak mérése vezetett el a hiba
felismeréséhez.

Tanito: Mérd meg a szOgeket a hajtogatott derékszégeddel (2.33. abra 2.
rajza)! Milyen nagysaguak?

Déra: Két szbg kisebb, ketté pedig nagyobb a derékszdgnél.

Tanito: Lehetnek akkor igy merélegesek a hurkapalcikak?

Déra: Igen, mert metszik egymast.

Tanito: Csak akkor lesznek merdlegesek, ha derékszégben metszik egymast.

Helyezd el ugy a hurkapalcikakat!

Az utébbi két esetr8l megbeszéltik, hogy a hurkapalcikak nem merélegesek
egymasra és nem parhuzamosak. Tipikus hibaként emlithetjlk az egymasra
merbleges egyenesek és az egymast metsz6 egyenesek szinonimaként vald
hasznalatat.

2.6.3.5. Sikidomok parhuzamos, illetve meréleges oldalparjainak megfigyelése

A sikidomok alkotasaban és tulajdonsagaik felismerésében fontos szerepet
szantunk az eszkdzdk (logikai készlet, hurkapalcikak, hajtogatott derékszég)
hasznalatanak.

A kovetkezd feladat a konkrét reprezentacié egy Ujabb példaja. A logikai
készlet 2, 3, 4, illetve 6 szabalyos, nagy haromsz6gébdl kellett sikidomokat alkotniuk
a gyerekeknek.

Tanito: Valogassatok ki a logikai készletbél a nagy haromszégeket! Két
haromszdget teljes oldalukkal illesszétek 6ssze valahogy!

Bodo: Csak paralelogramma lesz.

Laci: Ezekbdl nem lehet nagyobb haromszdget kirakni.

Tanité: Hanyféle sikidomot tudtatok kirakni?

Doéra: Egyet.

Tanito: Miért?

Timot: Azért, mert a haromszégnek minden oldala ugyanolyan hosszu.

Tanito: Bodé jo6l mondta, hogy ez egy paralelogramma. Ennek a

paralelogrammanak minden oldala ugyanolyan hosszu. A g6rdogok
rombusznak nevezték el. Mivel van rokonsagban a rombusz?

Bodo: A paralelogrammaval.

Milan: A sarkanyidomra is hasonlit.
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Laci: A deltoiddal van rokonsagban. (Korabban mar elhangzott ez az

elnevezeés.)

A négyzettel valé rokonsagot nem emlitették.

Tanito: Milyen tulajdonsagai vannak a rombusznak?

Zsofi: Négy oldala, négy csucsa van. A szemkdzti oldalak parhuzamosak és
ugyanolyan hosszuak.

Tanito: Helyezzétek a hurkapalcikakat két szemkdzti oldalara! A masik kettére
is! Helyesen mondta Zséfi, hogy a szemkdzti oldalak parhuzamosak?

Balazs: Igen, mert a hurkapalcikdk nem érnének 6ssze, akarmilyen hosszuak is
lennének.

Tanito: Ennek a rombusznak vannak-e meréleges oldalai?

Zsofi: Nincsenek, mert nincs derékszége sem.

Tanito: Mit mondhatunk a szomszédos oldalak helyzetérél?

Noémi: Nem parhuzamosak és nem is merélegesek.

Harom haromszég lapbdl a gyerekek tobbféle lehetéséget probaltak eldallitani, de
gyorsan rajottek, hogy mindig ugyanazt a négyszdoget, trapézt kapjak.

Zsofi: Béarhogy is teszem, mindig ugyanazt kapom.

Tanito: Milyen sikidomot kaptunk?

Milan: Négyszoget.

Tanito: Ezt a négyszdget trapéznak nevezzik. (A trapéz, paralelogramma,

rombusz és deltoid elnevezéseket nem kell a gyerekeknek tudniuk alsé
tagozaton, de ezeket a sikidomokat nyugodtan megnevezhetjik.)
Mutasd meg a szemkdzti oldalait! HUzd végig az ujjadat rajtuk!
(Megmutatta helyesen.) Talalsz-e parhuzamos oldalakat?

Milan: Igen. (Régtdn mutatta is.)

Tanito: Ezek az oldalak milyen helyzetliek? Parhuzamosak? (A tanit6 a két
nem parhuzamos szemkdzti oldalra mutatott.)

Milan: Nem.

Tanito: Miért nem?

Milan: Mert, ha rateszem a hurkapélcikakat, &6sszeérnek. Ezért nem
parhuzamosak.

Tanito: Vizsgaljuk meg a szdgek nagysagat! Ha szlkséges, hasznald a
hajtogatott derékszdget!

Bodo: Két szbge kisebb, ketté nagyobb a derékszdgnél.

Tanito: Vannak merdleges oldalak?

Bodo: Nincsenek.

Négy haromszdg lapbdl létrehoztak paralelogrammat, szabalyos haromszdget,
konkdv hatszdget. Hat haromszégbdél paralelogrammat, konkav O6tszdget, kétféle
konkav hatszdget, szabalyos hatszdget, konkav hétszbget (,csénakot”) alkottak a
gyerekek. A szabalyos haromszdget kivéve valamennyi sokszdgnél megmutattdk az
egymassal parhuzamos oldalakat. Az egyik, hat haromszdgbdl alkotott konkav
hatszégnél a gyerekek harom egymassal parhuzamos oldallal is talalkozhattak.
Egymasra merb6leges oldalakat nem talaltak.

A konkrét reprezentacidkban szerzett tapasztalatokat tovabb bdvitettik a képi
reprezentacidkban szerzettekkel. A parhuzamossagot és a merélegességet érintd
észlelési valtozatossagot egyre névekvé mertékben igyekeztiink megvalésitani. Ezt a
célt prébaltuk elérni a kbvetkez6 feladatokkal.
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Az egyikben a gyerekeknek 3¢3-as négyzet-pontracson kellett kilénbdzd
négyszdgeket rajzolniuk (3. sz. melléklet, 2. feladat)) majd a parhuzamos
oldalparokat szineznilk és a derékszdgeket jelélnilk. (4. sz. melléklet, 1. feladat)
Ennél a feladatnal értelmeznink kellett a kilénb6z6 szét, ugyanis rogtén elkezdtek a
gyerekek egybevagd négyzeteket, téglalapokat rajzolni. Megbeszéltiik, hogy két
négyszdg akkor tekinthetd kilénbdzdnek, ha kivagnank és egymasra illesztenénk
6ket, nem fednék pontosan egymast. A feladat elvégzésére a gyerekeknek 7 perc allt
rendelkezésre.

A négyszdgek rajzolasanak eredményességét a kdvetkez6 tablazat mutatja:

2006-ban 2008-ban

4.c (26 16) 4.b (19 f6)
Mind a 16 kilénb6z6 0% 0%
négyszdget megtalalta. ° °
10-15 kilénbdz86 négyszdget 579, 379,
rajzolt. ° °
8-9 kiilénb6z6 négyszdget 319 499,
alkotott. ° °
6-7 kilénbdz6 négyszdget 579, 219,
rajzolt. ° °
6-nal kevesebb négyszdget 159% 0%
tallt. ° °
Toébb azonos (egybevago) 499 79%
megoldast is adott.

Lathatjuk, hogy a gyerekek 42%-a (2006-ban), illetve 79%-a (2008-ban) egybevagd
megoldasokat is rajzolt. Nehezen ismerték fel a kilonbdzd helyzetl sokszbgek
egybevagdsagat.

Volt, aki olyan négy csucsponttal rendelkezé sikidomot rajzolt, amelyet gérbe vonal is
hatarolt.

<

2.34. abra

Tanito: Lerajzolhattuk volna ezeket a sikidomokat is? (2.34. abra)

Milan: Igen, mert négy csucsuk van.

Anita: Ezek nem négyszdgek, mert nem mindegyik szége derékszég.

Tanito: A megoldasok kdzo6tt keress csak olyan négyszdget, amelyiknek nem
mindegyik szége derékszdg! Talalsz ilyet?

Anita: Igen. Tébb ilyen is van. (Ramutatott néhanyra.)

Tanito: Nem fogalmaztal helyesen.

Niki: Szerintem nem négyszdgek, mert nem mindegyik csucsnal van szdg.
Ahol gérbe vonalak vannak, ott nincs szdg.

Zsofi: Szerintem nem négyszdgek, mert oldalai nem parhuzamosak.

Tanito: Mutass csak olyat a megoldasok kdézll, amelyiknek nincs parhuzamos
oldalpérja!

Zsofi: A sarkanyidomnak nincs.
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Tanito: A parhuzamossagot nem kell figyelniink, ha el akarjuk ddénteni egy
sikidomrél, hogy négyszdg-e vagy sem. Mi az a lényeges tulajdonsag,
ami itt nem teljesal?

Bodo: Azért nem négyszdégek, mert van gorbe vonaluk. A négyszégeknek
csak egyenes vonaluk lehet.

A tanitd és a kisérletez6 a helytelen valaszok felismerését, javitasat megfeleld
ellenpélda keresésével érték el. ,Ezek nem négyszdgek, mert nem mindegyik szége
deréksz6g.” és a ,Szerintem nem négyszdgek, mert oldalai nem parhuzamosak.”
allitasokra helytelenil kdvetkeztethettek a "Ha mindegyik csucsnal derékszég lenne,
akkor ezek négyszdgek lennének.”, illetve ,Ha oldalaik (és nem gdrbe vonalaik)
paronként parhuzamosak lennének, akkor ezek négyszdgek lennének.” allitdsokbdl.
A gyerekeknek azonos szinnel kellett kiszineznillk a megrajzolt 16 négyszdgnél az
egymassal parhuzamos oldalakat, pirossal a derékszdgeket. (4. sz. melléklet, 1.
feladat) A péarhuzamossag megitéléséhez hasznélhattdk a hurkapalcikdkat, a
derékszdgek méréséhez a hajtogatott derékszdget. Az eszkdzbk hasznalatara egyre
kevésbé volt szikségik. A feladat megoldasanak eredményességét a kdvetkezd
grafikon szemlélteti:

Hibatlan megoldasok

820/° 81°n
80%
780/0 | 770/0
76%
249, O 2006-ban

° 72% 72% W 2008-ban
72%
70% -
68%
66%

parhuzamosséag derékszogek
jelolése szinezése

2.35. abra

Egy altalanos trapéz parhuzamos oldalainak szinezése soran a kdvetkez6 parbeszéd
hangzott el a kisérletezd és David kdzott:

Kisérletez6: Nem szineztél ki semmit ennél a négyszégnél. Nem talaltal parhuzamos
oldalakat?
David. Nem.

A kisérletez6 — segitségképpen — ratette a hurkapalcikakat a két alapra, ebbdl David
lathatta, hogy ezek nem érnek 6ssze.

David: Az igaz, hogy nem érnek 6ssze a hurkapalcikak, de az oldalak nem
egyenld hosszuak, és akkor nem lehetnek parhuzamosak.

Kisérletezg: llyen feltételt nem mondtunk a parhuzamossagnal.

David: Ja, akkor parhuzamosak.
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Ezek utan javitotta a hibait, melyek feltehetéleg abbdl eredtek, hogy legtdbbet a
téglalap, négyzet, paralelogramma, rombusz tulajdonsagaival foglalkoztunk. Ezeknél
a négyszogeknél a szemkdzti oldalak parhuzamossaga mellett a szemkdzti oldalak
egyenld hosszusaga is teljestlt. David ezt a két tulajdonsagot kapcsolhatta dssze.

A kovetkezd feladat annyiban kilénbdzétt az el6z6t6l, hogy itt kilénbdzé
haromszdgeket kellett eléallitani (3. sz. melléklet, 3. feladat), majd az egymasra
merdleges oldalakat kékkel szinezni. (4. sz. melléklet, 2. feladat)

A haromsz6gek rajzolasanak értékelése:

2006-ban 2008-ban
4.c (26 f6) 4.b (19 f6)
MJnd a 8__ku|onbozo ] 4% 26%
haromszdget megtalalta.
6—7 kilénb6z6 haromszéget 129% 37
rajzolt.
4-5 kulénb6z6 haromszdget 38% 300,
alkotott.
4—n,eI kevesebb megoldast 46% 11%
talalt.
Tdébb azonos (egybevago) 8 309,
megoldast is adott. ° °

Az egybevag6 megoldasok szama lényegesen lecsbtkkent.

A 3¢3-as pontracson megrajzolhatdé 8 haromszdgnél négy esetben szinezhették
kékkel az egymasra merdleges oldalakat a gyerekek. (4. sz. melléklet, 2. feladat)

A meréleges oldalakat hibatlanul felismerte a tanuldk 96%-a (2006-ban), illetve
67%-a (2008-ban).

Egy Ujabb feladat (7. sz. melléklet, 1. feladat) a) és b) része a gyerekek
szamara mar ismert feladattipus volt, amely kiegészllt egy valogatassal (a
halmazabra nem jelentett Ujdonsagot a gyerekeknek, mert mar 3. osztalyban is t6bb
alkalommal talalkoztak vele) és éllitasok logikai értékének elddntésével. Ez utdbbit a
kvantorok hasznalatanak, illetve megértésének vizsgalata céljabdl tlztik ki. A
gyerekeknek 9 alakzatot (2.37. abra) kellett vizsgalniuk és
a) kiszinezni azonos szinnel az egymassal parhuzamos oldalakat;

b) kiszinezni pirossal a derékszdgeket;
c) beirni a sikidomok betijelét az dbran a megfeleld helyre (2.36. abra);

Sikidomok

Vannak parhuzamos oldalal |

‘ Vannak merdleges oldalai

2.36. abra
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d) elddnteni, hogy a megadott allitdsok kdzll melyik igaz, melyik nem:

Mindegyik sikidomnak van derékszége.
Van a sikidomok k6z6tt 6tszd6g.

Mindegyik sikidomot csak egyenes vonal hatarol.
Van olyan sikidom, amelyiknek nincsenek parhuzamos oldalai.
Mindegyik sikidomnak vannak meréleges oldalai.

A vizsgalat targyai a kdvetkez6 sokszdgek voltak (2.37. abra):

|
A B e
/
/
[
=]
-___,..-—"
]
D E JIF /
/ /
/
- N\ / /| N\
2.37. abra

A feladat megoldasanak eredményességét a kdvetkez6 abra szemlélteti:

100%
90%

70%
60%

0%

Hibatlan megoldasok

84%

89%

80% -

74%

50% -
40% A
30% -
20% -
10% A

48%

79%

58%

36%

O 2006-ban
| 2008-ban

2.38. abra
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A gyerekek a derékszdgek szinezésénél teljesitettek a legjobban, ahogy a korabbi
feladatndl is. Ez varhatd volt, mivel az el6zd tanévben mar foglalkoztak ezzel a
fogalommal. A parhuzamos oldalak szinezése soran a legtébb hibat az A jell
hatszégnél vétették, tbbbnyire nem vették észre a parhuzamos oldalakat (2006-ban a
tanulék 40%-a, 2008-ban 16%-a). Ha valaki a feladat a), illetve b) részében hibazott,
akkor nyilvanvaloan a c) rész sem volt hibatlan. A derékszogek felismerése nagyon
jol sikertilt, a meréleges oldalparok felfedezése azonban nehezen ment. Ujra
megerdsitettik, hogy ha két oldal derékszbéget zar be, akkor azok egymasra
merdlegesek is. A ,minden”, ,van olyan” tipusu allitdsok logikai értékének
meghatarozasanal szinte csak a harmadik allitasnal (Mindegyik sikidomot csak
egyenes vonal hatarol.) fordultak el hibak. A gyerekekkel folytatott interjukbol
kiderGlt, hogy néhanyan a ,ferde” egyenest nem tarjak egyenesnek. Megbeszéltiik,
hogy egyik hatarolé vonal sem gorbll, tehat ezeket a sikidomokat csak egyenes
vonalak hataroljak. A ,Mindegyik sikidomnak van derékszége.” és a ,Mindegyik
sikidomnak vannak meréleges oldalai.” éllitasok hamis logikai értékét megfeleld
ellenpéldaval indokoltak. A ,Van a sikidomok kézétt 6tszég.” és a ,Van olyan
sikidom, amelyiknek nincsenek parhuzamos oldalai.” allitdsok igaz logikai értékét
megfelel6 példaval igazoltak.

Tovabb nehezitettik a megoldand6é problémakat abban a feladatban,
amelyben a gyerekeknek — a négyzetracsos flzetlikben — a kdvetkezd feltételeknek
megfelelé négyszbgeket kellett rajzolniuk, amelyeknek
a) két szemkozti oldala parhuzamos, a masik kettd viszont nem parhuzamos;

b) nincsenek parhuzamos oldalai;
c) szemkdzti oldalai parhuzamosak, szégei pedig mind derékszdgek;
d) szemkdzti oldalai parhuzamosak, de szdgei nem derékszégek.

Az a) feladatnal a j6 megoldasok mellett rosszak is szllettek. Voltak, akik
paralelogrammat, rombuszt rajzoltak helytelentl. A b) feladatban altalanos deltoidot —
konvexet és konkavot egyarant — rajzoltak a gyerekek. Egy-két paralelogramma —
rossz megoldasként — itt is bekerilt. A c) feladatban sokan rajzoltak &ltalanos
téglalapot, de meég tdbben négyzetet. Kiegészité utasitasként mondta a tanitd: ,Ha
még mas alakut is tudsz, akkor rajzold le azt is!” Ot-6t tanulé volt a kisérleti
osztalyokban, akik altalanos téglalapot és négyzetet is rajzoltak. A d) feladatban az
altalanos paralelogramma megrajzolasa nem jelentett gondot, de a rombusz mar
bizonytalansagot okozott. Altalanos deltoidra is gondoltak néhanyan. Erdekiikben el6
kellett vennink ismét a hurkapdlcikdkat, rafektettlk a szemkoézti oldalakra és
megallapitottuk Ujra, hogy 6sszeérnek azok, tehat ezek a szemkdzti oldalak nem
parhuzamosak egymassal.

Még mindig szikség volt a konkrét tapasztalatszerzésre, a tébbszords
konkretizalasra a parhuzamossag és a merdlegesség fogalmanak megfeleld
fejlédése érdekében.

2.6.4. A szimmetria fogalom fejlesztése

Also tagozaton a szimmetria fogalom kérével kapcsolatban a transzformaciok
k6ézul térben a sikra vonatkozd tikrézéssel, mig sikban a tengelyes tlkr6zéssel
foglalkozunk. A testek szimmetrikus tulajdonsagan a sikra vonatkozd, sikidomok
esetén pedig a tengelyes szimmetriat értjik. Testek sikra vonatkozé szimmetrigjanak
vizsgélatahoz hozzatartozik a szimmetriasikok, mig sikidomok tengelyes
szimmetriajanak vizsgalatdhoz a szimmetriatengelyek helyének és szamanak
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meghatarozasa. A felsd tagozat feladata az alakzatok forgas- és kdzéppontosan
szimmetrikus tulajdonsdganak megismertetése.

2.6.4.1. Testek tiikorképének épitése

Testek tikorképének épitésével a gyerekek mar 2. osztalyban talalkoztak. A
kovetkez6kben a tlkrozés és az eltolas kozotti kilonbségek felfedeztetésére
térekedtlink.

A gyerekek parban dolgoztak, a pad kbézepére helyezett ceruza jeldlte a
képzeletbeli tikér helyét. A par egyik tagja 3 gyufasdobozbdl épitett valamit, a
masiknak pedig a tikdrképét kellett Iétrehoznia. A Kisérletez6 és Martin kdzott — aki a
tikdrképet épitette — a kbvetkez6 parbeszéd hangzott el:

Kisérlezeté: Ellendrizzik tikorrel, hogy valéban a tiikdrképét épitetted-e meg annak,
amit Heni épitett! Nézz bele a tikdrbe! A tikérkép ugyanolyan tavol
van, mint amit te épitettél?

Martin: Nem, a tikérkép kdzelebb van.
Kisérletezé: Mit kellene valtoztatni?
Martin: Kdzelebb kell tolni a tikérhéz, amit épitettem, hogy ugyanolyan messze

legyen a tikoértdl, mint a masik.

Martint a sajat konkrét tapasztalata, azaz, hogy a tiikérben latott kép nem egyezett
meg az altala épitettel, segitette hibaja, egyben a tlkr6zés egyik fontos
jellemzdjének felismerésében.

A gyerekek a kovetkezdé feladatnal is parban dolgoztak. Az egyikik épitett
valamit, a padtars feladata az volt, hogy pontosan ugyanolyat épitsen és az
épitménye ugyanugy is alljon.

2.39. abra
Tanito: Timét ez ugyanugy all, ugyanolyan helyzetben van, mint amit Gréta
épitett?
Timot: Igen.
Tanito: Szerintem nem. Ha ezeket egy-egy haznak képzelem, akkor a te

hdzadat nem ugyanugy épitették meg. Grétaénal a magas fal bal
oldalon van, nalad pedig a jobb oldalon. (2.39. abra)
Timot: Tényleg. Most mar tudom, csak el kell forgatnom. (2.40. abra)

68



Tanito:

Timot:

Tanito:

Timot:
Anita:

Tanito:

Zsofi:

Tanito:

Bodo:

Tanito:

Bodo:

Tanito:

2.40. abra

Mit épitettél el6sz6r? (2.39. abra)

A tikorképét.

Mit veszlink észre most? Mindenki tegye a két épitmény kbzé a tikrét!
A t0korkép nem egyezik meg a masodik épitménnyel.

Nalam megegyezik, de ugyanugy is all. (2.41. abra)

2.41. abra

J6jjon ide mindenki és nézze meg, hogy mit épitettek Anitdék. Igaza
van?

Igen.

Timétéknal nem egyezik meg a masodik épitménnyel, Anitaéknal
megegyezik, de mindegyik esetben a masodik épitmény ugyanugy all,
mint az elsé. Miért lehet ez?

Mert Anitaék tikroset épitettek, Timoték pedig nem.

Honnan tudjuk, hogy amit Anitaék épitették az tikros?

Mert ha kézépen elvagnank igy (mutatja), akkor két olyan darabra esne
szét, ami egymasnak tikorképe lenne.

Anitaék tikrds épitményét szimmetrikusnak is nevezhetjik.

E konkrét tapasztalatok nélkil — Varga Tamassal egyetérive — a késdbbi

absztrakcio elképzelhetetlen.
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2.6.4.2. Szimmetriasikok helyének meghatarozasa kiilobnb6z6 testek eseten

Tanito: Vegyétek a gyufasdobozt a kezetekbe! Rajzoljatok be rajta annak a
vagasnak a helyét, amely mentén, ha elvagnank a gyufasdobozt és az
egyik felét a vagas mentén a tikérre illesztenénk, akkor az egész
gyufasdobozt latnank! A tikérsik helyét kell berajzolnotok. Ha tébbet is
talaltok, mindegyiket jel6ljétek mas-mas szinnel! Hanyat talaltatok?

Noémi: Harmat.

Tanito: Gyere ki Noémi és mutasd meg az én téglatestemen, hogy hol vagnad
szét, én pedig berajzolom a helyét!

Négy-6t gyerek volt, aki a lapatldé mentén is vagott volna, de a tukdrrel tértend
ellendrzés utan rajétt, hogy ez nem j6 megoldas. A kételyek eloszlatasa érdekében a
tanitdé egy nagy (sarga) téglatest alaku szivacsot elvagott az egyik lapatlé mentén,
majd az egyik darabot a vagasi felllet mentén a tikérre illesztette. A gyerekek ezt
kdvetden belenéztek a tikdrbe és megbizonyosodhattak arrél, hogy valéban nem az
eredeti szivacs alakjat latjak.

Tamas: Sajtdarabot latok és nem téglatestet. (A sarga szin miatt asszocialhatott

a sajtra.)

Sok id6t vett igénybe a kocka 9 tikorsikjanak meghatarozasa. Megallapitottuk,
hogy a szabélyos 6tszég alapu hasabnak 6, a hengernek, a kipnak és a gémbnek
nagyon sok szimmetriasikja van.

2.6.4.3. Sikbeli tiikérképek vizsgalata konkreét targyi tevékenységgel
A térben szerzett tapasztalatokat kiegészitettiik sikbeli tapasztalatokkal.
Tanito: Hajtsatok félbe az elSttetek 1évd lapot! Ez utan teritsétek ki és a
hajtasélet vonalz6 segitségével, pirossal huzzatok at! A lap bal oldalara

nyomjatok egy kis temperat, majd a lapot Ujra hajtsatok félbe az el6z6
mddon és j0l szoritsatok 6ssze a papirlap két felét! Ujra teritsétek ki! Mit

lattok?

Eszter A papir két oldalan ugyanaz van.

Tanito: Tegyétek a tlkrét a piros hajtasélre! Nézzetek bele! Mit 1attok?

Edit. Ha a tikrét a piros vonalra teszem, akkor ugyanazt latom benne, mint
ami mogbtte van.

Tanito: Mit jelent ez?

David: Az egyik folt a masik tikorképe.

Erdekes, valtozatos alakzatok keletkeztek. Nagyon élvezték a gyerekek ezt a
feladatot, a kévetkez6hdz hasonldan.

Tanito: A fekete fotdpapirokra elére megrajzoltam egy holdsarlé alakjat.
Hajtsatok félbe a papirt ugy, ahogy mutatom! Mindenkinek adtam egy
gombostlit. Ezzel szurkaljatok korll a hold megrajzolt hatarvonalat agy,
hogy a ti minden szuraskor mindkét lapot atdéfje! Ha készen vagytok,
nyissatok szét a papirlapot, és a fény felé tartva nézzetek at rajta! Mit
lattok?
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Kornél: A papir mind a két felén ugyanakkora holdak vannak, a hajtasvonaltol
ugyanolyan messze. Csak masképp gorbilnek.

Tanito: Hogyan helyezkednek el a holdak a hajtasvonalhoz viszonyitva?

Petra: Takrésen, szimmetrikusan.

Tanito: Tukorrel ellenérizzik ezt! Tegyétek a tikrdt a hajtasvonalra! Mit 1attok a
tikdrben?

Bence: Ugyanazt, mint ami mégdétte van.

Kornél megallapitdsa — miszerint a papir két felén ugyanakkora holdak vannak, a
hajtasvonaltél ugyanolyan messze, csak masképp gb6rbilnek — a tikrdézés
egybevagdsagi, tavolsagtartd transzformacioként valé felismerésére és a korlljarasi
irany megfordulasanak észrevételére utal.

2.6.4.4. Tengelyesen szimmetrikus alakzatok konstrualasa

Tengelyesen szimmetrikus sikidomok konstrualasat konkrét tevékenyseggel,
nyirassal kezdtik. A gyerekeknél 1évé lres papirlap félbehajtasa és az él lesimitasa
utdn ugy kellett kivagniuk valamilyen mintat (fél szivet, fél levelet, fél lepkét, fél
gombat stb.), hogy a hajtasvonalbdl is kivagjanak egy részt. A papirlap széthajtasa
utdn megallapitottak, hogy a keletkezett alakzat szimmetrikus. Ezt tikérrel, valamint
a papirlap ismételt félbehajtasaval ellendriztik.

Vizudlis sikon, rajzolassal tengelyesen szimmetrikus alakzatok alkotasat
négyzethaldn végeztik. A gyerekeknek 6tszdgeket kellett tikrdznilik adott tengelyre.
(5. sz. melléklet, 1. feladat)

2.42. abra

A feladat megoldasanak eredményességét a kdvetkezé tdblazat mutatja:

2006-ban 2008-ban
4.c (24 16) 4.b (18 16)
A tikrézések hibatlanok. 33% 83%
1 hibas tUkorképet rajzolt. 38% 17%
2 vagy annal tébb 6tszdget rosszul tukrézott 29% 0%

2006-ban ez a feladat hazi feladat volt. A 2008-ashoz képest lényegesen rosszabb
eredmény feltehetbleg annak kb&szdnhet6, hogy otthon sokaknal nem Aallt
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rendelkezésre zsebtlikdr. 2008-ban viszont a tan6ran mindenkinél volt tikér, amelyet
— ha szlikséguik volt ra — hasznalhattak.

2.6.4.5. Sikidomok tengelyes tiikrosségének vizsgalata

A konkrét targyi tevékenységek, a manipulaciok, az eszkb6zd6k hasznalata a
tovabbiakban is fontos szerepet jatszottak a szimmetria fogalom fejl6désében.

Egy sikidom tengelyes szimmetridjanak vizsgalata egyltt jar a
szimmetriatengelyek helyének és szamanak meghatarozasaval. Kézel egy teljes
tanérat vett igénybe az a feladat, melynek sordn a gyerekek hajtogatassal, illetve
tikor segitségével hataroztdk meg a tikértengelyek helyét 14 kilonbdzd, papirbol
kivagott sikidomnal. Szabalyos haromszéget, egyenld szari haromszdget, altalanos
haromszdget, altalanos trapézt, szimmetrikus trapézt, altalanos paralelogrammat,
rombuszt, téglalapot, négyzetet, konvex deltoidot, konkav deltoidot, altalanos
Otszdget, szabalyos hatszdget és a koért vizsgaltuk. A feladatot a gyerekek énalléan
hajtottak végre, majd kdzdsen ellendriztik. Tipikus problémaként vetddétt fel az
altalanos paralelogramma tlkrésségének vizsgalata soran, vajon az atlok, a
k6zépvonalak, az oldalfelezé merdlegesek tikdrtengelyek-e. Tébben megprébaltdk
az atlok és a kdzépvonalak mentén félbehajtani a kivagott paralelogrammat agy,
hogy a két rész pontosan fedje egymast. A sikertelen hajtogatasokat kévetden
azonban meggyd6zédtek arrél, hogy ennek a sikidomnak nincs tikértengelye. Martin
bizonytalansagat tikrozte — miutdn a tikrét a hosszabb oldal felezémerélegesére
helyezte — a kdvetkezé§ mondata:

Martin: Idetettem a tikrét, de nem tudom eldénteni, hogy tikrds vagy sem.

Tanito: Nézz bele a tikérbe! Most pedig elveszem a tikrét. Ugyanazt lattad az
el6bb, mint amit most latsz?

Martin: Nem. Akkor ez nem tikdrtengely.

Az altalanos téglalap vizsgéalata soran is eldékerllt az atlék problémaja. Sokan ugy
gondoltak, hogy az oldalfelezé merélegesek mellett az atlok is szimmetriatengelyek.
Itt is a hajtogatas ,eredménytelensége” illetve a tikdrben latott kép gyézte meg a
tanuldkat arr6l, hogy az &tlok nem tikértengelyek. Az altaldnos rombusz 2
tikértengelyének megallapitdsa, majd tdkorrel, illetve hajtogatassal toérténé
ellenérzése utan foglalkoztunk az altalanos téglalap 2, majd a négyzet 4
tikoértengelyével.

Tanito: Milyen sikidommal van rokonsagban a négyzet?
Sara: A téglalappal.
Kornél: A rombusszal.

Szabolcs: A négyzet a rombusztél 6rokdlte, hogy az atldk tikértengelyek, a masik
kett6t pedig a téglalaptdl 6rokolte.

Bizonyos fogalomcsoportok mas fogalomcsoportok fels6bb kategoriajaként
funkcionalnak. Az aldrendelt kategériak meg6roklik felsébb  kategdriaik
tulajdonsagait. Mivel a téglalap és a rombusz felsébb kategériaja a
négyzetfogalomnak, a négyzet 06rokli ezek tulajdonsagait. A tikoértengelyek
vonatkozasaban ezt fogalmazta meg helyesen Szabolcs.
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Ezt kovetbéen az egyenlészari, a szabdlyos és az A&ltalanos haromszdg
tikértengelyeit vizsgaltuk. A szabdlyos haromszdg vizsgalata soran ismét Szabolcs
tette a kdvetkezd megjegyzést:

Szabolcs: A négyzetnek 4 csucsa, 4 oldala, 4 tikértengelye van és ennek a
haromszdgnek 3 csucsa, 3 oldala és 3 tikdrtengelye van.

Tanito: Ennek a haromszdgnek 3 tikdrtengelye van, de az elé6zének csak 1
volt. (Az egyenlé szard haromszdgre mutatott.) Vajon miért?

Szabolcs:  Ennek azért van hdrom — mutatott a szabalyos haromszégre — , mert
mind a harom oldala egyenlé hosszu, de a masiknak csak két egyenld
hosszu oldala van.

Az altalanos haromszdg vizsgalata soran tébb hajtogatasi kisérlet utan allapitottak
meg a gyerekek, hogy nincs tikértengelye.

Tanito: Szabolcs, ennél a haromszégnél miért nem talaltunk tikértengelyt?
Szabolcs:  Mert mindegyik oldala kilénb6z8 hosszu.

Az altalanos és a szimmetrikus trapéz vizsgalatanal a taniténé ismét Szabolcshoz
fordult:

Tanito: Ennél a négyszdgnél — az altalanos trapézra mutatva — miért nincs, a
masiknal pedig — a szimmetrikus trapézra mutatva — miért van 1
tikoértengely?

Szabolcs:  Ezek kilénb6z6 hosszluak — az altalanos trapéz két szarara mutatott — |
a masiknal pedig ugyanolyan hosszuak.

Egy altaldnos 06tsz6g szimmetriatengelyeinek keresésénél Szabolcs mar kérdés
nélkul kdzoélte a kdvetkezéket:

Szabolcs:  Nem is kell hajtogatni, mert annyira latszik, hogy mindegyik oldala
kil6nbdz8 hosszu, és ezért nincs is tukértengelye.

A koérlap tikoértengelyeinek keresésénél a gyerekek és a tanitond is a sajat
applikaciéjan sok tikértengelyt allitottak elé hajtogatassal. Amit hajtogatassal kaptak,
pirossal at is rajzoltdk. A tanitond felmutatta az 6vét, de az egyik gyerek azonnal
megjegyezte, hogy lehetne még rajzolni ra.

Tanito: Hova rajzolhatok még?
Tamas: Ahol még fehér. Az egész kérlapot pirosra kellett volna szinezni, annyi
van.

A legtdbb hibat a szabalyos haromszég szimmetriatengelyeinek meghatarozasanal
figyelhettik meg. A tanulok tdébbsége (84%-a 2006-ban, 68%-a 2008-ban) azt a
tipikus hibat kbvette el, hogy a harom helyett egy szimmetriatengelyt fedezett fel. A
tébbi sikidomnal alacsony volt a hibazék szama.

A konkrét reprezentacidkat kdvették a képi reprezentaciék. Ennek soran a
gyerekek feladata a kovetkezd feltételeknek megfelel6 sikidomok rajzolasa volt,
amelynek
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a) pontosan 1 tukértengelye van,
b) pontosan 2 tikdértengelye van,
c) pontosan 3 tikértengelye van,
d) pontosan 4 tikértengelye van,
€) nincs tikoértengelye.

Ebben a feladatban felhasznalhattdk az el6z6 feladat soran szerzett tapasztalataikat.
Az a) feladatban szimmetrikus trapézt, egyenlé szard haromszoéget, altalanos
deltoidot — konvexet és konkavot egyarant — és negyed kdrlapot rajzoltak.

A b) feladatban a tébbségik altalanos téglalapot rajzolt, csupan néhanyan rajzoltak
altalanos rombuszt. Voltak, akik helytelenil négyzetet rajzoltak.

Tanito: Néhany flzetben négyzetet is lattam. Hany tlkértengelye van a
négyzetnek?

Eszter: Neégy.

Tanito: Akkor nem lehet pontosan 2 tikoértengelye. Csak akkor rajzolhattatok
volna le a négyzetet, ha ugy fogalmaztam volna, hogy van 2
tikoértengelye.

Igyekeztiink a szaknyelv pontos haszndlatdra, megértésére iranyitani a gyerekek
figyelmét.
A c) feladat ment a legnehezebben. Sokan nem rajzoltak semmit, aki rajzolt, az a
szabalyos haromszdget rajzolta.
A d) feladatban mindenki négyzetet rajzolt. El6fordult, hogy a négyzethald
racsvonalaira rajzolt négyzet mellé — U(jabb megoldasként — csulcsara allitott
négyzetet is rajzoltak. Megbeszéltik, hogy a csucsara allitott négyzet azért nem
szamit masik megoldasnak, mert az is négyzet csak masképp all, esetleg egy kicsit
kisebb vagy nagyobb a mellette 1événél.
Az utolsé feladatrésznél sokféle sikidomot rajzoltak. Nagyon sokan tdbb megoldast is
adtak. Rajzoltak altaldnos paralelogrammat, trapézt, haromszéget, négyszdget,
Otszbget, olyan nem szimmetrikus sikidomokat is, amelyeket nem csak egyenes
szakaszok hatarolnak.
A tanité valamennyi feladatrésznél mutatott olyan, az adott feltételeknek megfelelé
példakat is, amelyeket gérbe vonalak is hatarolnak. Hangsulyozva, hogy sikidomokat
kellett rajzolni. Kitért arra is, hogy ha sokszégeket mondott volna, akkor kizarélag
olyan sikidomokat lehetett volna rajzolni, amelyeket csak egyenes vonal hatarol.

Egy masik feladatban (5. sz. melléklet, 3. feladat)- a ,zajszintet” névelve — a
gyerekeknek pirossal kellett athuzniuk a tikdértengelyeket — tdbb megadott lehetdség
k6zll — a kdvetkezé sikidomoknal (2.43. abra):

2.43. abra
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A tikortengelyek szinezését hibatlanul végezte a tanuldk 79%-a (2006-ban), illetve
100%-a (2008-ban). 2006-ban a hibazdk a téglalap atléit is tikdértengelynek vették. A
hibazékkal Ojra visszanyultunk a konkrét targyi tevékenységhez. Téglalap alaku
papirlapot 6sszehajtottak az atléja mentén, igy ismét megtapasztalhattak azt, hogy a
két rész nem fedi pontosan egymast, ezért az atlék nem tikértengelyek. A feladat
végrehajtasa kézben merllt fel az a kérdés, hogy ha még talalnak tikértengelyt,
berajzolhatjak-e. Természetesen megengedtik, s6t nagyon 6rtiltiink, hogy a hianyzé
tikértengelyeket (a téglalapndl és a szabdlyos haromszdgnél) a tébbségik
berajzolta.

Egy Ujabb feladatnal — a ,zajszintet” még tovabb fokozva — el kellett déntenitk
a gyerekeknek, hogy melyik abran van hibasan berajzolva a szimmetriatengely és
ahol lehetett a hibat ki is kellett javitaniuk. (6. sz. melléklet, 1. feladat)
A kovetkezd sikidomokat vizsgalték (2.44. abra):

[

2.44. abra

Itt is berajzolhattak tobb tlkoértengelyt, ha talaltak. A feladat ellenérzésénél
valamennyi lehetéséget megbeszéltik.
A feladat megoldasanak értékelése:

2006-ban 2008-ban
4.c (25 16) 4.b (18 f6)
Hibatlanul hatarozta meg a szimmetriatengelyeket. 36% 61%
A paralelogrammanal rajzolt szimmetriatengelyt vagy a 589 0%

nyomtatott egyenest jonak tartotta.

A szimmetrikus trapéz esetén az atlot
szimmetriatengelynek vette vagy nem vette annak, de 16% 11%
nem is rajzolta meg a helyes szimmetriatengelyt.

Az egyenld szard haromszdgek valamelyikének 3
szimmetriatengelyt rajzolt.

20% 28%

Az egyenld szaru haromszégnél 3 szimmetriatengely rajzolasanak az lehetett az oka,
hogy az el6z8 6ran sokat foglalkoztunk a szabalyos haromszég 3 tikértengelyével és
ez az emlékik olyan er6s benyomassal birhatott, hogy még az egyenlé szaru, de
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nem szabalyos haromszdgnél is 3 tikdrtengelyt rajzoltak. Valamennyi hiba belatasa
és kikliszébolése erdekében itt is a konkrét targyi tevékenységeket vettik segitségul.

A konkrét targyi és képi reprezentaciok segitik a fogalom mentalis képének
létrehozasat, amely az egyén konstruktiv aktivitasa révén jon létre és fligg az egyén
sajat tapasztalataitol.

A 2008-as fejlesztd tanitas hatékonyabbnak bizonyult a szimmetria fogalom
alakulasa szempontjabdl, melyet tikréznek a mért eredmények. 2008-ban
igyekeztlink a korabbi tanitas tapasztalatai alapjan részletesebben, elmélyiiltebben
feldogozni a szimmetriaval kapcsolatos feladatokat.

2.6.5. A vizsgalt fogalmakkal kapcsolatos vegyes feladatok

Azokat a feladatokat, amelyeket nem lehet egyértelmlien egy-egy vizsgalt
fogalom kéré csoportositani, a vegyes feladatok cimszé ala gydjtéttik. Konkrét és
képi reprezentacidkra egyarant talalunk példakat.

A gyerekek otthoni feladata volt, hogy a munkaflizetiik egyik mellékletében (C.
Neményi 4. osztalyos munkaflizet 13. melléklete) szerepld 48 darab nem egybevagd
4+4-es négyzet-pontracson talalhaté négyszdget 1-t6l 48-ig sorszamozzak, majd
vagjak ki ezeket a pontraccsal egyitt. Elsé feladatként a tan6ran azokat a
négyszdgeket kellet ezek kozil kivalogatniuk, amelyeknek voltak parhuzamos
oldalai, ezt kdvetéen pedig a tikros négyszdégeket. A felmerlldé probléméakat — az
esetleges rossz valogatasokat — mindegyik esetben megbeszéltik. A gyerekek
parokban dolgoztak, igy Timét és Gréta egyutt valogatott. A kévetkezé négyszdget a
tikrosekhez tették (2.45. abra):

2.45. abra
Tanito: Nézzik csak, hol van ennek a négyszdgnek a tikértengelye?

Gréta tdbbféleképpen prébélta a tikrdt elhelyezni, de ahogy felemelte, mindig
megbizonyosodott arrél, hogy nem ugyanazt latja, mint amit a tiikdrben latott.

Timot: Tényleg nem lehetnek tikrések, mert ez az oldal hosszabb, mint a
masik. (Timét a két kilénbdz6 hosszisagu szomszédos oldalakat
hasonlitotta 6ssze.)

Elkévették azt a hibat is, hogy mindegyik paralelogrammat a tikrosek kdzé tették.
Elévettlk ujra a tikrét és kerestlk a szimmetriatengelyeket. Végul Timét fogalmazta
meg, hogy csak az a paralelogramma tikrés, amelynek minden oldala egyenlé. A
konkrét tapasztalatok nélkil — feltehetéleg — nem sikerdlt volna hibaikat felismernitk.

A materialis sikon zajl6 feladatot kdzvetlenll kdvette az az ikonikus sikon
térténd valogatas, amelyben a valogatasi szempontok ugyanazok maradtak. (6. sz.
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melléklet, 2. feladat) A kbvetkezd sokszbgek (2.46. abra) betljelét kellett a
gyerekeknek az dbran (2.47. abra) a megfelel6 helyre beirniuk.

/A B C
/
/
D TN
N
P
. /
N
2.46. abra

Sokszag

w ‘Vannak parhuzamaos oldalai

2.47. abra

A tanit6 felhivta a gyerekek figyelmét arra, hogy most a két tulajdonsagot egyszerre
kell vizsgalniuk. Az eszkdzbket (tlkrét, hurkapalcikakat) tovabbra is hasznalhattak a
gyerekek a tulajdonsagok megallapitasara, bar egyre kevésbé igényelték.

Tanito: A bal oldali részbe milyen tulajdonsagu sokszdgek kertilnek? (A ,tlkros”

cimkéji halmaznak azt a részét mutatta, amely nem tartalmazta a két
halmaz metszetét.) (2.47. abra)

Balint: Tlkrések.

Tanito: Mi az, amit még el tudunk mondani?

Kornél: TUkrosek, de nincsenek parhuzamos oldalai.

Tanito: Nézzik meg, milyen tulajdonsagu sokszdgek kerlilnek kbzépre!

Toncst: Tlkrosek és vannak parhuzamos oldalaik.

Tanito: Es ebbe a jobb oldali részbe? (A ,vannak parhuzamos oldalai” cimkéji
halmaznak a két halmaz k6zés részén kivili részét mutatta a tanito.)

Tamas: Vannak parhuzamos oldalaik, de nem tiikrések.
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Tanito: Mi igaz azokra a sokszdgekre, amelyek a kllsé részbe kerllnek? (Az
alaphalmaznak a két halmazon kivili részét mutatta.)
Regina: Nem tikrések és nincsenek parhuzamos oldalaik.

A halmazabra kitdltését 6nalléan végezték a gyerekek.
A feladat megoldasanak értékelése:

2006-ban 2008-ban
4.c (26 f6) 4.b (19 f6)
Hibatlanul helyezte el a sikidomok betjelét az dbran. 279, 16%
Az F jelt egyenld szaru haromszdg tikrésségéet nem o o
vette észre. 58% 74%
A G jelli deltoidnak hibasan allapitott meg parhuzamos 389% 119%
oldalakat. ° °
Az A jell trapéznak nem fedezte fel a parhuzamos 19% 16%
oldalait.
A H jell paralelogrammanal nem ismert fel parhuzamos 15% 16%
oldalakat.

Kiemelked6en magas azoknak a tanuldéknak az aranya, akik nem fedezték fel az F
jeli egyenlé szaru haromszég tlukrésségét, amelynek oka az lehetett, hogy a
haromszdg egyik szara nem esett racsvonalra, emiatt nem tudtak ranézésre
megallapitani, hogy ez ugyanolyan hosszu, mint a racsvonalra illeszked6 szar.

A tébbsz6rds konkretizalas ellenére a parhuzamossag megallapitdsanal még mindig
taldlkozunk hibakkal, ami alatamasztja azt a megallapitast, miszerint a geometriai
fogalmak elsajatitasa lassu folyamat.

Egy uUjabb feladatban a megadott sikidomok kozal ki kellett valogatniuk a
gyerekeknek konkrét targyi tevékenységgel el6szér a sokszégeket, majd a
négyszégeket.

A kovetkezd sikidomokbdl kellett valogatniuk (2.48. abra):

o OO0
VAUNY.SYEYe

2.48. abra

Minden tanulé el6tt ott volt a 12 darab papirbdl kivagott sikidom, amelyeket
gyermekruhakra felvarrhaté zsebekként képzeltiink el.
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Tanito:

Bodo:
Laci:

Tanito:

Martin:

Tanito:

Martin:

Tanito:

Martin:

Tanito:

Laci:

Tanito:

ZsOfi.

Tanito:

Anita:
Gréta:

Tanito:

Niki:

Hogy nevezzlik azokat a sikidomokat, amelyeket csak egyenes vonal
hatarol?

Tdbbszbégnek.

Sokszognek.

Valogassatok ki az el6ttetek 1évd sikidomok kdzil a sokszdgeket!

A sokszdgekhez tartoznak azok is, amelyeknek két sz6ge van?

Tudsz olyant rajzolni?

Igen, tudok. (A tablara rajzolt egy félkort.)

Az elmult éran és ma is beszéltink mar arrél, hogy a sokszdgeket
hatarolhatja-e gérbe vonal.

Hat nem! Csak egyenes vonal, akkor ez nem is sokszdg.

Melyik az a soksz6g, amelyiknek a legkevesebb szdge van?

A haromszdg. ]

Most valogassatok ki a négyszdgeket! Eszrevettetek-e valamit?

Ezeket a négyszbdgeket, amiket most kivalogattam, az el6bb a
sokszdgeknél is kivalogattam.

Most feladatlapon folytatjuk a munkat! Ugyanezeket a sikidomokat
lathatjatok a lapon. Ezeknek a betijelét irjatok be az abran (2.49. abra)
a megfelel6 helyre! (8. sz. melléklet, 1. feladat) Emlékezzetek arra,
hogy a négyszbégeket a sokszdgeknél is kivalogattatok! Mindegyik
sikidombol azonban csak 1 darab van, ezért mindegyik betijelét csak 1
helyre irhatod!

Sikidomok |

Sokszigek

Négyszigek

2.49. abra

Nézzlk elészér k6zbsen, hogy az A jell sikidomot hova irnatok!

A négyszbgekhez.

A sokszbgekhez is. (A ,soksz6gek” cimkéji halmaz négyszbégeken
kivili részét mutatta.)

Igazad van abban, hogy ez sokszdg is, de ebbe a részbe mar nem kell
Ujra beleirnunk, mert a négyszégek — lathatod — benne vannak a
sokszdgekben. Ide azok a sokszbégek Kkerllnek, amelyek nem
négyszogek. Mondjatok egy ilyen sokszbéget a feladatlapon lathaték
kozal!

A D jel 6tszdg.
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Mindegyik sikidom bet(jelét hibatlanul helyezte el az abran a gyerekek 80%-a (2006-
ban), illetve 74%-a (2008-ban). A tébbszdrés osztalyba sorolds miatt nem szamit
kénnyl feladatnak ez negyedik osztalyban. Kivancsiak voltunk arra, hogy a konkrét
tevékenységgel végzett valogatas utan mennyire boldogulnak ezzel az absztrakt
abraval a gyerekek.

Adott feltételeknek megfelel6 sikidomok rajzolasaval mar korabbi feladatok
soran is talalkoztak a gyerekek. Itt a kdvetkez6 feltételeknek megfelel6 sikidomok
rajzolasa volt a feladatuk, amely

tikrés, nagyon sok tikértengelye van és gérbe vonal hatarolja;

négyszog és minden oldala egyenlé;

négysz6g, minden oldala egyenld és minden szdge derékszdg;

négyszdg, pontosan egy tukoértengelye van és két-két szomszédos oldala
ugyanolyan hosszu;

e) 3 oldala van és mindegyik oldala egyenlé hosszu.

2oy

A kor megrajzolasa mindenkinek sikertlt ( a) feladat). A b) feladatban tébbségik
négyzetet rajzolt, két-két gyerek rajzolt a kisérleti osztadlyokban a négyzet mellett
altalanos rombuszt is. A c) feladat senkinek nem okozott problémat. A d) feladatban
tébbnyire altalanos konvex deltoidot rajzoltak, de eléfordult konkav is a megoldasok
k6z6tt. Rossz megoldasok is szilettek, mint az altalanos paralelogramma vagy a
szimmetrikus trapéz. A paralelogrammanal gyorsan cafoltdk a tikértengely 1étét. A
szimmetrikus trapéznal belattak, hogy csak két, nem szomszédos oldala, de nem
kett6-ketté egyenld. Az e) feladat megoldasa — a c) feladathoz hasonl6an — probléma
nélkdl zajlott.

2.6.5.1. Feladatok absztrakt, nyelvi sikon

A kilénbdzd geometriai alakzatok tulajdonsagainak Osszefoglalasa — az
enaktiv és ikonikus sikon térténé tapasztalatszerzést kévetben — mar absztrakt,
nyelvi sikon zajlott. Természetesen a geometriai tulajdonsagok vizsgalata mindig
modell segitségével vagy az adott alakzat képi megjelenitésével egytt tértént.

A gyerekek kedvelt jatéka a barkdba, amely — tObbek k&zétt — a testek,
sikidomok tulajdonsagainak gyakorlasara, régzitésére is alkalmas. Egyik jaték soran
egy altalanos téglalapot kellett kitalalniuk.

Dani: Ot cslicsa van?

Tanito: Nem.

Rebeka: Négysz6g?

Tanito: Igen.

Petra: Van derékszége?

Tanito: Igen.

Bence: Szemkdzti oldalai parhuzamosak?
Tanito: Igen.

Sara: Van tikértengelye?

Tanito: Igen.

Beni: Két tikértengelye van?

Tanito: Igen.

Judit: Az oldalai ugyanolyan hosszuak?
Tanito: Nem. Aki mar tudja, rajzolja le! Aki még nem, kérdezzen!
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Toncst: Vannak merdleges oldalai?

Tanito: Igen, de ezt mar egy korabbi kérdésre adott valaszbdl kitalalhattad.
Melyikre gondolok?

Toncsi: Arra, hogy van derékszdge. Négy derékszbdge van?

Tanito: Igen.

Blanka: Rakérdezhetek?

Tanito: Igen, de elétte mindenki rajzolja le a fizetébe, hogy mire gondolt.

Blanka: Téglalap?

Tanito: Igen. Felrajzolom én is a tablara és ellendrizzétek!

Toncsi nem tudott kévetkeztetni az alakzat egyik tulajdonsagarél a masikra, ami a
van Hiele-féle masodik szintnek felel meg. A négyszdgnek abbdl a tulajdonsagabdl,
hogy van deréksz6ge nem kdvetkezett szamara, hogy vannak merdéleges oldalai.

Egy masik jaték alkalmaval a szimmetrikus (altalanos) trapéz volt a feladvany.

Balint. Négysz6g?

Tanito: Igen.

Szabolcs:  Szemben levé oldalai parhuzamosak?

Tanito: Nem. Ezt a kérdést masképpen is megfogalmazhatjuk: mindegyik

szemben levé oldalparja parhuzamos? Erre mondtam, hogy nem.
Szabolcs:  Vannak parhuzamos oldalai?

Tanito: Igen.

Martin: Van derékszoge?

Tanito: Nincs.

Laura: Oldalai egyformak?

Tanito: Ezt Ugy is kérdezhetjik, hogy mindegyik oldala egyenlé? Nem.
Laura: Vannak egyenlé hosszu oldalai?
Tanito: Igen.

Kornél: Szimmetrikus?

Tanito: Igen.

Tamas: Egy tikértengelye van?

Tanito: Igen.

Ezek utan a tablara is felrajzoltuk a keresett sikidomot.
A jaték soran felmerllt a kvantorok hasznalatanak szikségessége a pontos
megértés érdekében. Szabolcs és Laura mar figyeltek a szaknyelvi pontossagra és
megfeleléen haszndltdk az egzisztencialis kvantort. Itt az utolsé kérdés bizonyult
feleslegesnek, ugyanis, ha tébb tOkortengely lenne, akkor a szemkdzti oldalak
parhuzamosak lennének. Természetesen ez a van Hiele-féle harmadik szintnek
megfelel6 kdvetkeztetés nem varhaté el a gyerekektdl.

Egy Ujabb jatékban Laci vallalkozott a jatékvezetd szerepére és egy altalanos
deltoidot rejtett el a behajtott tablan.

Heni: Négysz6g?

Laci: Igen.

Martin: Mindegyik szége derékszdg?
Lacr: Nem.

Zsofi: Vannak parhuzamos oldalai?
Laci: Nincsenek.

Adrian: Vannak egyenlé hosszu oldalai?
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Laci: Igen.

Anna: Szimmetrikus?

Laci: Igen.

Tanito: Aki mar tudja, rajzolja le! Aki még nem, kérdezzen!

Fanni: Van két tikortengelye?

Laci: Nincs.

Koppany:  Szomszédos oldalai egyenl6k?

Laci: Igen.

Tanito: Arra a kérdésre mondhat igent Laci, hogy két-két szomszédos oldala
egyenld.

Ezek utan kihajtottuk a tablat és mindenki ellendrizhette, hogy az &ltala rajzolt
sikidom megegyezik-e a tablan lathatoval.

Az utolsé kérdésnél sziikség volt a szaknyelv pontositasara. A rendelkezésre allé
informaciokbdél — szimmetrikus négyszdg, amelynek nem mindegyik sz6ge derékszdg
és vannak egyenld hosszu oldalai, de parhuzamosak nincsenek — most sem tudtak
még kdvetkeztetni a kitalaland6 deltoidra, amelynek pontosan egy tikdrtengelye van
és két-két szomszédos oldala egyenlé. Az utols6 kérdésnél sziikseg volt a szaknyelv
pontositasara.

A tovabbi jatékok soran mindig mas-mas tanuld vallalta a jatékvezetést. Az
elrejtett sikidomok kozo6tt szerepelt kér, négyzet, altalanos paralelogramma,
derékszdgi haromszég, derékszdgi trapéz.

A barkéba jaték soran azt kivanjuk észrevetetni a gyerekekkel, hogy a
Meg kell gyézniink 6ket arrél, hogy ne féljenek kérdést feltenni, de ezen tulmenden
arrél is, hogy bizonyos kérdések hasznosabbak masoknal, illetéleg a j6 kérdésre
adott ,nem” felelet ugyanolyan értékes, mint az ,igen”, tovabba nincs értelme olyan
kérdést feltenni, amire mar tudjak a valaszt.

2.7. AZ UTOTESZT, KESLELTETETT TESZT FELADATAI ES
ERTEKELESUK

A fejleszt6 tanitasi kisérletet egy felméré feladatlappal zartuk. A feladatlapot
2006-ban a kisérleti 4.c osztalyban 25 6 toltétte ki. A 4.a osztalyban 23, a 4.b
osztadlyban 24 tanuld oldotta meg ugyanazokat a feladatokat. Az utobbi két
osztalyban nem ugyanaz a szakvezet6 oktatta a matematikat. 2008-ban a kisérleti
4.b osztalyban 19, a 4.a-ban 22, a 4.c-ben pedig 15 f6 irta meg a zar6 felmérést. A
4.b és a 4.a osztalyokban a kisérletben résztvevé tanitond tanitotta a matematikat, a
4.c-ben egy masik.

A tanitasi kisérlet utan 3 honappal — 2008. szeptember elején — kerdlt sor a
kisérleti és a két parhuzamos osztalyban a késleltetett tesztek megirasara. 2006-ban
sajnos ez elmaradt. Az utdtesztek és a késleltetett tesztek megirasa kdzott eltelt 3
hénapban a tanulok — nyari sziniddé lévén — matematikaval egyaltalan nem
foglalkoztak. A késleltetett teszttel a kisérleti osztalyban azt igyekeztiink mérni, hogy
a fejleszt6 tanitas soran szerzett ismeretek milyen mértékben maradtak meg, illetve
rogzlltek a gyerekekben. Ugyanakkor kivancsiak voltunk ugyanebben a témaban
szerzett ismeretek tartossagara az iskola 4. osztdlyos tanmenete alapjan haladé
osztalyokban is.
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2.7.1. A négyzetre és téglalapra vonatkozo feladatok

Az utéteszt — négyszdg, téglalap, négyzet fogalmak azonositasaval kapcsolatos — 1.
feladatdban 15 (2008-ban 16) sikidom (2.51. abra) kéziil kellett kivalasztani

a) a négyszogeket;

b) a téglalapokat;

C) a négyzeteket;

d) és elhelyezni a sikidomok betlijelét az abran (2.50. abra) a megfelel6 helyre.
(9. sz. melléklet, 1. feladat)

Sikidomok |
Négyszdgek
Téglalapok
2.50. abra

Ezt a halmazt kellett rendeznitik 2006-ban:

A M~ 3 E
L] D
F [ G \ I J N~
il TR
/
~
| ) N N O
2.51. abra
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A feladat megoldasanak eredményességét a kdvetkezé abra szemlélteti:

Hibatlan megoldasok 2006-ban
(utéteszt)
120%
100%
100% !
83% 80%
80% +— .
607579, 58% Bac
60% +— m4a
B9Y%
40% +— 32% 4o
1% o,
20% +—
0% : : :
négyszog téglalap négyzet halmazabra
2.52. abra

A négyszogek felismerése a kisérleti osztalyban hibatlan volt. Ugyanitt a tanuldk 8%-
a hatarozta meg helyesen a téglalapok betjelét, 52%-a nem sorolta a négyzeteket a
téglalapokhoz, de mas hibaja nem volt. Ez utébbi megoldasokat is megfelelének
tartottuk. A grafikonon lathaté 60%, a 8% és az 52% dsszegeként adodott. A kisérleti
osztaly tanuléinak 40%-a nem sorolta a négyzeteket a téglalapokhoz, az altalanos
paralelogrammakat viszont igen. A korabbi 70%-hoz képest ugyan jelentés ez a
javulas, de magasnak tartjuk ezt az aranyt is. A gyerekek 90%-a valtozatlanul nem
tartja téglalapnak a négyzetet. Szinte ugyanez az arany a kontroll csoportokban is. A
négyzetek felismerésében is pozitiv irdnyban tértént valtozas. A gyerekek 80%-a (a
kordbbi 54%-kal szemben) helyesen sorolta fel a négyzeteket. A halmazabra
kitdltése volt a legeredménytelenebb feladatrész. Megfelelébnek tartottuk itt is
azoknak a megoldasat, akik a négyzetek betljelét nem irtdk a téglalaphoz, de mas
hibajuk nem volt. Gyakori hibanak szamitott, hogy egy betijelzést tdbb helyre is irtak,
igy a kisérleti osztalyban a tanulok 28%-a, a kontroll csoportokban 43%-a (4.a),
illetve 58%-a (4.b).

2008-ban a tajékoz6d6é felméréshez hasonléan valtoztatnunk kellett az
utéteszt ezen feladatan. (10. sz. melléklet, 1. feladat) A megadott sikidomok
halmazat kiegészitettiik egy olyan alakzattal (P jel(), amelynek 4 csucsa van, de
gbrbe vonal is hatarolja. (2.53. abra)
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2.53. abra
Hibatlan megoldasok 2008-ban
(utoteszd
100% 95%
90%
80% 74%
0,
70% el _PB/O 4%
60% +— m4b
47%
50% +— . o m4a
O ()
40% || P°% 39 O4c
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18%
20% +— 9
10°/O T lOO/0
0% ; ; ;
négyszdg téglalap négyzet halmazabra
2.54. abra

2008-ban (2.54. abra) a négyszbgek felismerése kevésbé volt sikeres a 2006-0s
eredményekhez képest. A kisérleti osztalyban 5%-r6l 63%-ra javult az arany a
korabbi eredményeikhez képest, a kontroll csoportoknal is javulas tapasztalhaté. A
kisérleti osztalypan 1 tanulé (5%) sorolta a P jeli sikidomot helytelenil a
négyszégekhez, a 4.a-ban 12 (55%), a 4.c-ben pedig 3 tanuld (20%). A téglalapok
valogatasaban jelent6s javulas figyelhetd meg a kisérleti 4.b-ben (11%-r6l 74%-ra)
és 4.a osztalyban (30%-r6l 68%-ra). A 4.c-ben visszaesés tapasztalhatdé (24%-rol
13%-ra). A kisérleti osztalyban a tajékoz6d6 felmérés 78%-ahoz képest 21%-ra
csokkent azoknak a tanuléknak az aranya, akik az altalanos paralelogrammakat a
téglalapokhoz soroltak. A masik két osztalyban 27%, illetve 87% ez az arany. 2008-
ban igyekeztink még nagyobb hangsulyt fektetni a téglalap és az A&ltalanos
paralelogramma  tulajdonsagainak  §sszehasonlitdsara, feltehet6leg ennek
k6szdnhetd a jobb eredmény. A gyerekek rendre 74%-a (4.b), 73%-a (4.a) és 93%-a
(4.c) nem tartja téglalapnak a négyzetet. Ezek és a 2006-0s adatok is alatamasztjak
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azt a hipotézist, miszerint a geometriai gondolkodas van Hiele-féle 3. szintjére nem
lehet atlépni az als6 tagozat végére, csak az elsé két szint megvalositasa redlis. A
négyszog, téglalap, négyzet hierarchiaba agyazott fogalmak. A négyzetek tavolabbi
kénnyebben megallapitottak a tavolabbi kategoriat, hogy a négyzetek négyszdgek is
egyben, mint a kézelebbit, hogy téglalapok.
2008-ban kimagaslo6 teljesitményt értek el a négyzetek felismerésében a kisérleti
osztaly tanuléi.

A Kkésleltetett tesztben (11. sz. melléklet, 1. feladat) a kdvetkezd sikidomok
megadasaval tliztlk ki a feladatot (2.55. abra):
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2.55. abra
Hibatlan megoldasok 2008-ban
(késleltetett teszt)
90%
o 79%
80% 77% 240
70% ]
0% 58% 9% b9%
60%
m5b
50% s
o, Ho.a
40% +— % s
) .C
30% +— 7% 0% T
20% +— 16%! 87
0% ‘ ‘ ‘
négyszég téglalap négyzet halmazabra
2.56. abra
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A késleltetett teszt eredményei (2.56. abra) — varakozasainknak megfeleléen —
tébbnyire valamivel visszaestek. A Kisérleti osztalyban a téglalapok felismerése
ugyanolyan jol sikerlt, mint az utétesztben. A kontroll csoportok egyikében (5.a)
kbzel 10%-0s csbkkenés, a masikban pedig tébb mint 10%-0s névekedés figyelhetd
meg. Feltliné, hogy az 5.a-ban a négyszbgek felsorolasaban az eredmények tdbb
mint 40%-kal javultak. Mig az utétesztben a gyerekek 55%-a a P jeli sikidomot
négyszoégnek tartotta, addig a késleltetett tesztben 14%-ra csdkkent ez az arany. Az
utébbi esetben — ugy tlnik — egyértelmibb volt a gyerekek szamara, hogy nem
négyszdgrél van sz6. A halmazdabra kitéltésénél a kisérleti osztalyban az utétesztben
senki nem irt egy betljelzést tdbb helyre, a késleltetett tesztben azonban a tanuldk
42%-a. A masik két osztalyban is névekedett ez az arany (18%-rél 36%-ra, illetve
53%-r6l 87%-ra). A halmazabra kit6ltése a nehezebb problémakhoz sorolhatd, f6leg
a tobbsz6rds osztalyba sorolas. Sokak szamara lehet, hogy tul absztrakt feladat ez 4.
osztalyban. Mivel ilyen jellegli feladatok szerepelnek 4. osztalyos tankényvekben,
munkaflizetekben, ezért foglalkoztunk vele miis. Ugy gondoljuk, hogy a halmazabrak
kitbltését még tdbbszdr kell megeléznie konkrét, manipulativ valogatasnak, nemcsak
4. osztalyban, hanem fels tagozaton is. A kisérleti tanitdsok soran a halmazabrak
kitoltese el6tt tobbnyire konkrét teveékenyseggel végeztlnk valogatast, mikzben a
felmer(l6 problémakat megbeszéltik. Ugy véljik, hogy ennek elhagyasa — ahogy ezt
az utoéteszteknél is megfigyelhettik — a teljesitményeket jelentés mértékben
csokkentette.

A felméré feladatlapnak a négyzet és a téglalap tulajdonsagaira vonatkozé
feladatdban (9. sz. melléklet, 5. feladat) a megadott allitasok kdzll a gyerekeknek
azokat kellett alahdzniuk, amelyek igazak

a) a négyzetre:

Szemkdézti oldalai parhuzamosak.
Szemkdzti oldalai merélegesek.
Szomszédos oldalai parhuzamosak.
Szomszédos oldalai merélegesek.
Mindegyik sz6ge derékszdg.

Nem mindegyik sz6ge derékszdg.
Pontosan két tlikértengelye van.

4 tukértengelye van.

8 tukdrtengelye van.

Minden oldala egyenlé hosszusagu.
Szemkdzti oldalai egyenlé hosszuak.
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b) a téglalapra:

Szemkdzti oldalai parhuzamosak.
Szemkdézti oldalai merélegesek.
Szomszédos oldalai parhuzamosak.
Szomszédos oldalai merélegesek.
Mindegyik sz6ge derékszdg.

Nem mindegyik sz6ge derékszdg.

4 tlikértengelye van.

Van 2 tikértengelye.

Az atlok tiikértengelyek.

Minden oldala egyenlé hosszusagu.
Szemkdzti oldalai egyenlé hosszuak.

A feladat megolddsanak értékelésénél csak a hibatlan teljesitményeket emeljik ki.
2006-ban a kisérleti csoportban a négyzet tulajdonsagaira vonatkozé valamennyi
igaz allitast helyesen allapitotta meg a tanuldk 52%-a, mig a kontroll csoportokban
35%-a, illetve 42%-a. A téglalap esetén ezek az értékek a kovetkezéképpen
alakultak: a kisérleti csoportban 64%, a kontroll csoportokban 39%, illetve 58%.
2008-ban a kisérleti csoportban a négyzet esetén a hibatlan megoldasok aranya
63%, a kontroll csoportokban 73%, illetve 40%. A téglalap tulajdonsagainak
megallapitasanal a kovetkez6 értékek szlletettek: a kisérleti csoportban 63%, a
kontroll csoportokban 68%, illetve 33%.

A hibak forrasat egyrészt a szemkozti, illetve szomszédos szavak — még mindig —
nem megfeleld értelmezésében kell keresniink, masrészt abban, hogy a
parhuzamossag és a merdlegesség fogalma még nem elég stabil.

A Kkésleltetett tesztben valtozatlanul ugyanigy szerepelt a feladat. A Kkisérleti
osztalyban a hibatlan teljesitmények aranya a négyzet esetén nem valtozott, a
téglalap esetén viszont 5%-kal nétt. Az utétesztben jobban teljesité kontroll csoport
tanul6inal mindegyik feladatrészben visszaestek a teljesitmények 59%-ra. Ebben az
osztadlyban a tanitd6 megkdvetelte a gyerekekidl korabban, hogy a tankdényvbél
tanuljak meg a négyzetre és a téglalapra vonatkoz6 tulajdonsagokat. A memériajukra
szeptemberben mar nem hagyatkozhattak, csak a ténylegesen elsajatitott
ismereteikre. A gyengébb kontroll csoportnal 40%-rél 20%-ra, illetve 33%-r6l 20%-ra
romlottak az eredmények.

A felméré feladatlap utols6, 6. feladataban (9. sz. melléklet, 6. feladat) a
kdvetkezb allitdsok logikai értékét kellett elddnteni:

A téglalap egy kuldnleges négyzet.
A négyzet egy ktildnleges téglalap.
A négyzet oldalai nem egyenl6k.
Minden négyzet téglalap is.
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A feladat megoldasanak értékelése 2006-ban (2.57. abra):

Allitasok logikai értékének helyes megallapitasa 2006-ban
(utoteszt)
120%
96% e
100% °3°/96 >
80% 5, O4.c
64 °2°758%
o/ (] 489 AQOL 0, 0,
60% 48% 46% 5 = 4.2
40% - | Oo4.
) 24% 1R 1%
0% ‘ ‘ ‘ ‘
A téglalap A négyzet A négyzet Minden minden
egy egy oldalai nem négyzet allitasnal
kilénleges kllénleges egyenlok. téglalap is. hibatlan
négyzet. téglalap.
2.57. abra

Ebben a feladatban a hibatlan megoldasok szdma mindegyik tanulé csoport esetén
alacsony. Ezen nem lehet csodalkozni, hiszen a négy allitds kdézil harom a négyzet
és a téglalap kdz6tti hierarchiara vonatkozott. Abban sem lehetlink biztosak, hogy
azok a gyerekek, akik a masodik és a negyedik allitast is igaznak tartottak, valdban
tisztaban vannak a négyzet és a téglalap kdzétt fennalld részhalmaz viszonnyal. Akik
kilénb6z6 logikai értékiinek tartottak ezeket az allitasokat (a kisérleti csoportban a
tanulok 40%-a, a kontroll csoportokban 43%-a, illetve 46%-a), egymasnak
ellentmondd déntéseket hoztak, ami a négyzet és téglalap fogalomosztalyok kozotti
kapcsolat bizonytalan megitélésére utal. Azok pedig, akik mindkettét hamisnak vélték
(a tanulék 32%-a, 34%-a, 35%-a), valdban nem latnak semmilyen hierarchiat. Ezek
az eredmények a hipotézislinket tdmasztjak ala.

A feladat megoldasanak értékelés 2008-ban (2.58. abra):

Allitasok logiakai értékének helyes megallapitasa 2008-ban
(utoteszt)
80% 5
700/0 637 0,
60% | 3% 3% 53%qo;, m4b
50% - m4a
20% 1 > | |m4c
30% -
20% -
10% -
0% : :
Atéglalapegy A négyzet A négyzet Minden minden
kilénleges egy oldalai nem négyzet allitasnal
négyzet. kildnleges egyenlék. téglalap is. hibatlan
téglalap.
2.58. abra
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Megallapithaté, hogy 2008-ban jobb eredmények szlletettek. Ezeket érdemes
O0sszehasonlitani a késleltetett teszt eredményeivel. (2.59. abra)

Allitasok logikai értékének helyes megallapitasa 2008-ban
(késleltetett teszt)
100% 909027
90% S %
80% | 14% 8%
70% +{ ] k s . v
60% {— 5% — :
50% || 1P 7% m5a
40% 14 27% os5.c
30% 1 s
10% +
0% : : : :
A téglalap egy A négyzetegy A négyzet Minden minden
kildnleges kllénleges oldalai nem négyzet allitasnal
négyzet. téglalap. egyenlék. téglalap is. hibatlan
2.59. abra

A kisérleti csoportban a hibatlan megoldasok aranya — szamunkra meglep6é médon —
nétt 53%-r6l 58%-ra. A kontroll csoportokban ugyanakkor jelentés visszaesés
mutatkozott (50%-rél 27%-ra, illetve 27%-r6l 13%-ra). A téglalap és a négyzet kozotti
hierarchiara vonatkoz6 harom A&llitds mindegyikénél a kontroll csoportokban
tébbnyire |ényegesen rosszabb eredmények sziletettek a késleltetett teszt
megirasakor, mint az utétesztnél. A bizonytalan tanulék aranya, akik a masodik és a
negyedik allitast kiilénbdz6 logikai értékiinek allitottak, a kisérleti csoportban 16%-rdl
32%-ra, az egyik kontroll csoportban 33%-rél 40%-ra emelkedett, mig a masikban
41%-r0l 27%-ra csOkkent. A mindkét allitast tagaddk aradnya a kisérleti osztalyban
(11%) és az egyik kontroll csoportban (27%) valtozatlan maradt, a masikban pedig
5%-r6l 27%-ra nétt.

2.7.2. A parhuzamossagra és merélegességre vonatkozo feladatok

A felméré feladatlap 2. és 5. feladata (9. sz. melléklet, 2. feladat, 5. feladat)
kapcsolatos a parhuzamossag, valamint a merdélegesség fogalomalakuldsaval. Az 5.
feladat a parhuzamossagot, illetve a merdlegességet a négyzet és a téglalap
tulajdonsagainak vizsgalata révén érinti, ezzel az el6z6 fejezetben foglalkoztunk.

A sokszdgek parhuzamos és merbleges oldalparjainak felismerésével
kapcsolatos 2. feladatban 9 alakzatot (2.60. abra) kellett vizsgalniuk, tovabba

a) kiszinezni azonos szinnel az egymassal parhuzamos oldalakat;

b) kiszinezni pirossal a derékszdgeket;

c) felsorolni a betljelét azoknak a sikidomoknak, amelyeknek vannak parhuzamos
oldalai;

d) felsorolni a betljelét azoknak a sikidomoknak, amelyeknek vannak meréleges
oldalai.
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A vizsgalat targyai a kdvetkez6 sokszdgek voltak:
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2.60. abra

A feladat megoldasanak eredményességét 2006-ban a kdvetkezd abra szemlélteti:

Hibatlan megoldasok 2006-ban
(utoteszt)
800/0 760/0
70%
60% 52%
50% m4c
5 38%
40% 1 30% 32% mda
30% | P6%c 25% O4b
20% -
8%
10% | 4% 4% 4%
0% i_| ‘ ‘ | .
a) b) c) d)
2.61. abra

A Kkisérleti csoportban a derékszégek szinezésénél szliletett a legjobb teljesitmény.
Ezzel a fogalommal mar 3. osztalyban talalkoztak a gyerekek, majd ezt 4. osztalyban
tovabbfejlesztettilk. A fejlesztés sikerességét mutatja, hogy a tajékoz6do felmérés
46%-ahoz képest a felméré feladatlapban 76%-ra emelkedett azoknak a tanuléknak
az aranya, akik hibatlanul jelélték a derékszdgeket. A kontroll csoportokban mért
teliesitmények jelentésen elmaradtak ettél (26%, illetve 38%). A parhuzamos,
valamint a meréleges oldalparok felismerésében is szamottevd volt a kilénbség a
kisérleti csoport és a kontroll csoportok kozott.
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Az el6forduld tipikus hibak a kévetkezék (2006-ban):

4.c
kisérleti | 2 4.0
A B jell deltoid szemkdzti oldalait pArhuzamosnak talalta. 56% 22% 54%

A D jeld hatszognél a ferde helyzetii egyenesek

parhuzamossagat nem jeldlte. 36% 43% 33%

A H jelG 6tsz6g parhuzamos egyenesparjat nem vette 249, 91% 29%

észre.
Az | jeli Otszdgnél hibdsan szinezett parhuzamos

oldalakat. 12% 26% 46%
A G jelli paralelogramma szdgeit derékszdgnek tekintette. 0% 39% 21%
A B jell deltoidnal nem csak egy derékszdget talalt. 16% 57% 46%

A derékszbgek szinezése és a merbleges oldalakat tartalmaz6 sikidomok
betljeleinek felsorolasa szamos esetben egymasnak ellentmond, a kisérleti
csoportban a gyerekek 32%-nal, a kontroll csoportokban 74%-nal, illetve 46%-nal.

A felsorolt hibak azt jelzik, hogy a parhuzamossag és a merélegesség fogalma még
nem elég stabil, tovabbi fejlesztést igényel. A fejleszté tanitds soran a
parhuzamossag és merdlegesség fogalomalakulasat illetéen a kezdé tennivaldkat
valdsitottuk meg.

A feladat megoldasanak értékelése 2008-ban (2.62. abra):

Hibatlan megoldasok 2008-ban
(utéteszt)
80%
68%
70%
60% 1‘\"°n 539
47% 47% >~ 50%
o, Y% %
50% A5 A5 O4b
40% +— m4a
30% 1 O4.c
0% 0%
20% +— 3% 370
10% +— |
0%
a) b) c) d)
2.62. abra

2008-ban is a derékszdgek szinezésénél szilettek a legjobb eredmények. A kisérleti
csoportban a derékszdgek felismerésében a fejlédés nem olyan latvanyos, mint
2006-ban, ugyanis 63%-r6l 68%-ra emelkedett azoknak a tanuléknak az aranya, akik
hibatlanul jeldlték a derékszégeket. A 4.a osztalyban viszont a korabbi 61%-rol 55%-
ra csokkent a gyerekek teljesitménye, ami részben a nehezebb feladatnak
készdnhetd, a tobbi feladatrésznél egy kicsivel maradt alul a kisérleti osztalyéhoz
képest, a masik kontroll csoporté viszont Iényegesen elmaradt attél.
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A jellemzd hibak eléfordulasi aranya 2008-ban:

4.b 4.a 4.c
kisérleti

A B jelli deltoid szemkdzti oldalait parhuzamosnak talalta. 26% 9% 7%
A, D jeld hatlszégnefl a ferde helyzeti egyenesek 26% 539, 60%
parhuzamossagat nem jelélte.
Qszl;le jeli 6tszdg parhuzamos egyenesparjat nem vette 21% 16% 739%
Az | jelG Otszégnél hibasan szinezett parhuzamos 11% 9% 79%
oldalakat.
A G jell paralelogramma szdgeit derékszdgnek tekintette. 0% 9% 20%
A B jell deltoidnal nem csak egy derékszdget talalt. 11% 14% 20%
A késleltetett tesztben (11. sz. melléklet, 2. feladat) a kovetkezd sokszdgek

megadasaval tliztik ki a feladatot (2.63. abra):

[
A B C_— D
~E 1TF17 /TG
[
2.63. abra
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Hibatlan megoldasok 2008-ban
(késleltetett teszt)

80% —74% 74%
70% +— 63%
60% 9 5304

° 50% 50% >0
50% -+ m5b
40% +— B6% m 5.2
30% +— O5.c
20% +—
10% 1—

° 0% 0% 0% 0%

0% ‘ ‘ ‘
a) b) c) d)

2.64. abra

A Kisérleti osztdlypban meglep6é javulas tapasztalhatdé a parhuzamosséag
felismerésében (47%-r6l 74%-ra). A merblegesség megallapitasanal ugyanaz a
teljesitmény mérhetd (53%), mint az utétesztnél. Az egyik kontroll csoportndl (5.a) a
parhuzamossag felismerésében kismértékil javulas (45%-r6l 50%-ra) figyelheté meg,
a merélegesség megallapitasanal azonban visszaesés (50%-rél 36%-ra), a masiknal
(5.c) egyaltalan nem sziletett hibatlan megoldas egyik feladatrészben sem. A
késleltetett teszt eredményei alapjan megallapithatjuk, hogy a fejleszté tanitasi
kisérlet soran elsajatitott ismeretek tartosabbnak bizonyultak.

2.7.3. A tengelyes szimmetriaval kapcsolatos feladatok
A felméré feladatlap 3. feladataban (9. sz. melléklet, 3. feladat) — ugyanugy,
mint a tajékozédd felmérésnél — a gyerekeknek azt kellett elddéntenitik, hogy a

megadott sikidomok (2.65. abra) k6zil melyek tlkrosek és egyidejlileg pirossal
jeldlnitk a tikértengelyek helyét.
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A kovetkezd sikidomokat vizsgéltak 2006-ban:

-l } A
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\ A
2.65. abra

A 3. feladat megoldasanak eredményességét a kdvetkezd tablazat szemlélteti, 2006-
ban:

4.c 4.a 4.b
kisérleti

Hibatlan megoldast adott. 8% 0% 0%
1 sikidomnal hibazott. 16% 0% 0%
Az egyenld szarl haromszégnél nem jeldlte a tikdrtengelyt. 68% 96% 54%
g jr;iﬂyzetnel 2 vagy annal kevesebb szimmetriatengelyt 8% 30% 559,
Az altalanos ,rombusznal csak 1 szimmetriatengelyt vagy 0% 500, 4%
egyet sem hiuzott meg.
Az altalanos paralelogrammanal rajzolt tikdrtengelyt. 0% 0% 0%

Az egyenld oldalu haromszdgnél 1 szimmetriatengelyt vagy

i 68% 100% 88%
egyet sem jeldlt.

A negyed korlapnal nem rajzolt tikértengelyt. 44% 52% 29%
A__ s;abalyos hatszégnél nem talalta meg az 6sszes 80% 96% 929%
tikdrtengelyt.

A téglalapnal az atlokat is szimmetriatengelynek tartotta. 0% 0% 4%
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Ebben a feladatban noéveltlk a ,zajszintet” a tajékozéddé felmérés hasonld
feladatahoz képest. A gyerekeknek joval tdbb szimmetriatengelyt kellett berajzolniuk,
igy még nagyobb figyelmet igényelt 160k a feladat végrehajtasa. Sokan hibaztak az
egyenlé szard haromszdgnél, amelynek oka az lehetett, hogy a haromszég egyik
szara nem esett racsvonalra, emiatt nem tudtak megallapitani, hogy ez ugyanolyan
hosszu, mint a racsvonalra illeszkedd szar. A szabalyos haromszdgnél, illetéleg a
szabalyos hatszégnél tipikus hiba volt, hogy bar az alakzatok tikrosségét
észrevették, de nem talaltdk meg az 06sszes szimmetriatengelyt. Fontos
eredménynek tartjuk, hogy a kisérleti csoportban az altalanos paralelogrammanal és
a téglalapnal mindenki hibatlanul dolgozott. A négyzet vizsgalatanal is csak 2 gyerek
(8%) nem tudta berajzolni mind a 4 tikoértengelyt. A kontroll csoportokban ez az
arany valamivel magasabb (30%, 25%) volt.

A 2008-as feladatlapon (710. sz. melléklet, 3. feladat) a sikidomokon belll nem
lathatok a négyzetracsok. Ugy gondoltuk, hogy ezaltal jobban segitjik a szimmetria
felismerését. Még annyit valtoztattunk, hogy az elsé haromszdg helyett egy altalanos
haromszdéget rajzoltunk. (2.66. abra)

| [T ] | | | HEEE
. /\ /
N/ / /
\
AN
_-‘.\\ /
\‘ / \
\ f
\__/
Il RN
2.66. abra
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A 3. feladat megoldasanak értékelése 2008-ban:

4.b 4.a 4.c
Kisérleti

Hibatlan megoldast adott. 47% 9% 0%
1 sikidomnal hibazott. 32% 27% 20%
rAa jr;cca)ﬁyzetnel 2 vagy annal kevesebb szimmetriatengelyt 0% 579, 579,
Az altalanos rombusznal csak 1 szimmetriatengelyt vagy o ° o

. 0% 9% 13%
egyet sem hizott meg.
Az altalanos paralelogrammanal rajzolt tikdrtengelyt. 0% 5% 20%
Az egyenlo.ol_t_jalu haromsz6gnél 1 szimmetriatengelyt vagy 37% 86% 100%
egyet sem jeldlt.
A negyed korlapnal nem rajzolt tukértengelyt. 11% 27% 60%
A__ sgabalyos hatszégnél nem talalta meg az 6sszes 37% 599% 739%
tikértengelyt.
A téglalapnal az atlokat is szimmetriatengelynek tartotta. 0% 5% 7%

2008-ban a kisérleti csoportban lényegesen jobb eredményeket kaptunk a 2006-
oshoz képest. Fontos elérelépésnek tartjuk, hogy a kisérleti csoportban a négyzetnél,
az altalanos rombusznal, a paralelogrammanal és a téglalapnal mindenki hibatlanul
dolgozott. A kontroll csoportokban ugyanakkor valtoz6 mértékben, de mindig
hibaztak ezeknél az eseteknél. Nemcsak a zaré felmérésben lathatunk jobb
eredményeket a Kkisérleti csoportnal a kontroll csoportokhoz képest, hanem a

késleltetett teszt eredményei is ezt mutatjak.

A késleltetett tesztben valtozatlanul szerepelt a feladat. (771. sz. melléklet, 3. feladat)

A késleltetett teszt eredményei 2008-ban:

5.b
kisérleti | °-2 5¢

Hibatlan megoldast adott. 37% 5% 0%
1 sikidomnal hibazott. 32% 32% 7%
g jr;ca)glgtyzetnel 2 vagy annal kevesebb szimmetriatengelyt 16% 579, 339%
Az altalanos rombusznal csak 1 szimmetriatengelyt vagy o o o

. 5% 9% 7%
egyet sem hiuzott meg.
Az éaltalanos paralelogrammanal rajzolt tikdrtengelyt. 5% 14% 20%
Az egyenlo.ol_t_jalu haromsz6gnél 1 szimmetriatengelyt vagy 11% 829, 93%
egyet sem jeldlt.
A negyed korlapnal nem rajzolt tukértengelyt. 11% 14% 60%
A__ sgabalyos hatszégnél nem talalta meg az 6sszes 499, 50% 87%
tikértengelyt.
A téglalapnal az atlokat is szimmetriatengelynek tartotta. 0% 5% 20%

97




A Kisérleti csoport eredményei — varakozasainknak megfeleléen — kismértékben
visszaestek.

A felmérd feladatlap 4. feladataban (9. sz. melléklet, 4. feladat) a gyerekeknek
négyzethaldéra rajzolt két alakzatot kellett megadott tengelyekre tlkréznilk (2.67.
abra):

2.67. abra

A feladat megoldasanak eredményességét a kdvetkezé grafikon szemlélteti, 2006-
ban (2.68. abra):

Hibatlan megoldasok 2006-ban
(utoteszt)
80% 76% __74%  75%
0,
70% 60% 61% ©63%
60%
50% m4.c
40% m4a
30% O4.b
20%
10%
0%
1. tikrozés 2. tikrozés
2.68. abra
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Ugyanez 2008-ban (2.69. abra):

Hibatlan megoldasok 2008-ban
(utéteszt)
90% 849
'O,
80% 7%
70%
60% A
) O4.b
50% 47%
m4.a
40%
O4.c
30%
20%
10%
0%
1. tlkrozés 2. tlikrozés
2.69. abra

Ha 0&sszevetjlk a kisérleti csoport ezen eredményeit a tajékozodd felmérés
eredmeényeivel, pozitiv iranyu valtozast figyelhetink meg (68%-rél 74%-ra, illetve

74%-r0l 84%-ra).

A késleltetett teszt hasonlé feladataban (77. sz. melléklet, 4. feladat) a kbvetkezé két
alakzatot kellett tikrdznitk (2. 70. abra):

2.70. abra

Mindegyik osztalyban jobb eredmények szilettek (2.71. abra), mint korabban.
Val6szinlileg kénnyebb volt a feladat végrehajtasa, mint a zar6 felmérésben.
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Hibatlan megoldasok 2008-ban
(késleltetett teszt)

120%

9,
100% 95% 95% 93%

100%
86%

80% 1 73%

m5.b
m5a
os5.c

60%

40%

20%

0%

1. tlkrozés 2. tlikrozés

2.71. abra
A két feladat soran el6forduld hibak azt mutatjak, hogy a szimmetria fogalma még

nem elég stabil. A fejleszté tanitas soran nagy Iépést tettlink ugyan elére, de a
fogalom még tovabbi fejlesztést igényel.
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3. KONKLUZIO, TOVABBI KUTATASI LEHETOSEGEK

Kutatdsunk soran a négyzet, téglalap, parhuzamossag, merdlegesség és
szimmetria fogalmak alakulasat vizsgaltuk. Elsésorban azt, hogy az als6 tagozat
végére milyen szintre fejlédtek a fogalmak, milyen ismereteket sajatitottak el a
negyedik osztalyos gyerekek ezekkel a fogalmakkal kapcsolatban. A kutatas
részeként 2006-ban és 2008-ban tanitdsi kisérletet hajtottunk végre negyedik
osztalyban, melynek soran a rendelkezéslinkre all tandérak keretében, a gyerekek
életkori sajatossagainak megfeleléen a vizsgalt fogalmakat — a jellemzé
tulajdonsagain, illetve a legjobb példain, prototipusain keresztil — igyekeztiink
alaposan bemutatni.

A tanitasi kisérlet célia — a fejlesztés mellett — a gyermeki gondolkodas
jellemzdinek, jellegzetességeinek feltarasa, ezaltal a van Hiele-féle fejlédési szintek
realitasanak igazolasa a magyar als6 tagozatos geometria oktatasaban.

Kutatasunkban a kdvetkezd kérdésekre kerestik a valaszt:

e A geometriai gondolkodas van Hiele-féle szintjei hogyan realizalodnak a
négyzet, téglalap, parhuzamossag, merblegesség és szimmetria fogalmak
also tagozatos tanitasaban?

o Az els6 két szintre vonatkozo targyi tevékenységek milyen hatékonysaggal
jarulnak hozza a vizsgalt fogalmak fejlédéséhez?

Ugy gondoljuk, hogy a kisérletezé altal iranyitott fejlesztd tanitas hatékonyan
jarult hozza a téglalap és a négyzet fogalmanak elmélyliléséhez, a parhuzamossag
€s a merb6legesség, valamint a szimmetria fogalmak alakulasdhoz. A tajékoz6do
felmérések és a zaro feladatlapok eredményeinek dsszehasonlitasa is ezt igazolta. A
hatékonysagot tamasztja ala az a tény is, hogy mind 2006-ban, mind 2008-ban a
parhuzamos osztalyokban tapasztalt eredményekhez képest altalaban jobb,
esetenként Iényegesen jobb eredmények szilettek a Kisérleti csoportokban. A
szimmetria fogalom vonatkozasaban ugyanakkor megallapithaté az is, hogy a 2008-
as Kisérlet soran a hatékonysag jelentés mértékben nétt. A 2008-as tajékozodd
felmérés és zar6 feladatlap erre vonatkozé eredményeinek O0sszehasonlitdsa — a
2006-o0shoz viszonyitva — nagyobb fejlédést mutat. Ennek — alladspontunk szerint — az
az indoka, hogy a korabbi tanitds tapasztalatai alapjan részletesebben,
elmélyultebben dolgoztuk fel a szimmetridval kapcsolatos feladatokat.
Megallapitasaink csak a vizsgalt — nem reprezentativ — mintakra vonatkoznak, ezért
— a szignifikancia vizsgalathoz sziikséges — statisztikai prébakat nem végeztink.

A kutatasi kérdésekhez kapcsolddéd hipotézisek beigazolddtak, miszerint:

e A geometriai gondolkodas van Hiele-féle szintjei kbziil az elsé kettd, a globalis
felismerés szakasza, illetve az elemzés szakasza redlis a négyzet, téglalap,
parhuzamossag, merélegesség és szimmetria fogalmak alsé tagozatos
tanitasaban.

e Az els6 két szintre vonatkozd targyi tevékenységek jelentés mértékben
jarulnak hozza a négyzet, téglalap, parhuzamossag, merélegesség és
szimmetria fogalmak fejlédéséhez.
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A mért adataink, az ismertetett interjuk és a jatékok igazoljak azt a hipotézist,
miszerint a geometriai gondolkodas van Hiele-féle 3. szintjére nem lehet atlépni az
alsé tagozat végére, csak az elsé két szint megvalositasa redlis. Kisérletiinkben
prébaltuk feszegetni a 2. és 3. szint kdzbtti hatarokat (pl. azzal, hogy a négyzet egy
kilénleges téglalap; vagy a tdbbszérds osztalyba sorolasokkal), de probalkozasaink
a tanulok dénté tbbbsége szamara hidbavalonak mutatkoztak.

A 2. szintet elér6é tanulok az alakzatokat részeire bontjak, majd 6sszerakjak. Az
alakzatok alkotorészeit megkuldnbéztetik egymastél, kdzoéttik kapcsolatot fedeznek
fel. A tanitasi kisérlet soran a gyerekek a téglatestet (gyufasdobozt), a kockat
kiteritették, a kiteritett hal6rdl bizonyos lapokat levagtak. Megnevezték a téglatest,
kocka, 6tsz6g alapu hasab, négyzet alapu gula hatarol6 lapjait. Megbeszéltiik, hogy
a szomszédos lapok élben talalkoznak, az élek talalkozasanal a csucsok talalhaték.
Vizsgaltuk a kilénbdz6 sikidomok hatarolé vonalait. Mar az 1. szinten kénnyen
felismerik a tanulok a kilénb6z6 alakzatokat a formajuk alapjan, és gyorsan
megtanuljak a neviket. A tanérakon tapasztaltuk, hogy milyen fogékonyak a
kilénb6z6 négyszdgek neveinek elsajatitdsara (trapéz, paralelogramma, rombusz,
deltoid). Ugyanakkor az is megallapithatd, hogy a téglalapot és a négyzetet, a
rombuszt és a négyzetet, a paralelogrammat és a rombuszt, a paralelogrammat és a
téglalapot, a deltoidot és a rombuszt teljesen kiilénb6zé dolgokként kezelik. Nem
fedezik fel a négyzetben a téglalapot, illetéleg a rombuszt, vagy a rombuszban a
paralelogrammat, illetve a deltoidot. Az utdtesztek eredményei is azt mutattak, hogy
a negyedik osztalyos tanulok tdbbsége szaméra a négyzet nem téglalap.

Konkrét tevékenységek — mint a mérés, hajtogatds, nyiras, modellezés,
tikdérhasznalat stb. — segitségével megallapitjak az alakzatok tulajdonsagait, de a
tulajdonsagok kozotti logikai kapcsolatokat még nem ismerik fel a 2. szinten. Nem
latnak Osszefliggéseket az alakzatok tulajdonsagai és az alakzatok kozott.
Eszrevették példaul, hogy a téglalapnak és az altalanos paralelogrammanak is 4
csucsa, 4 oldala van, a szemkdzti oldaluk paronként egyenlék, valamint
parhuzamosak egymassal, de nem jutottak el arra a megallapitasra, hogy a téglalap
paralelogramma, vagy ehhez hasonldéan azt sem ismerték fel, hogy a négyzet
téglalap, a kocka téglatest.

A Dbarkdba jaték soran tObbszér megfigyelhettik, hogy a gyerekek nem tudnak
kdvetkeztetni az alakzatok egyik tulajdonsagar6l a masikra. Igy példaul a téglalap
kitaldlasakor elhangzott az a kérdés, hogy ,van derékszége?”, majd az ,igen” valasz
utan késébb — feleslegesen — az, hogy vannak-e mer6éleges oldalai. Egy masik jaték
soran a kitaldlandé négysz6g szemkdzti oldalainak parhuzamossagabol nem
kdvetkezett szamukra a szemkdézti oldalak egyenlésége.

A felsoroltak mind azt tdmasztjdk ala, hogy a negyedik osztalyos tanulok
legfeljebb a van Hiele-féle 2. szintet tudjak elérni.

A 6-10 éves tanulék gondolkodasa erésen kétédik a targyi valésaghoz, ezért a
fogalmak kialakitasakor a legkonkrétabb dolgoktél kiindulva — manualis
tevékenységgel, illetve az ket kérllvevd kdzvetlen vilagbdl vett példakkal — indokolt
eljuttatni ket az elvontig. Sok példa, ellenpélda tanulmanyozasa, a fogalom
tObbsz6rds konkretizalasa, modellezése a feltétele annak, hogy a gyerekek
felismerjék a kialakitandd fogalom lényeges jegyeit, majd képesek legyenek az
absztrahalasra. Tanitasi kisérletiinkben ezért arra térekedtiink, hogy a tanuldk sok
konkrét tevékenység segitségével a téglalap, négyzet, parhuzamossag,
merblegesség, illetve szimmetria fogalmaval kapcsolatban gazdag tapasztalatokra
tegyenek szert, fogalomképzetik sokoldallu legyen. Az elsé két szintre vonatkozd6
targyi tevékenységek jelentés mértékben hozzajarultak a négyzet, téglalap,
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parhuzamossag, merblegesség és szimmetria fogalmak fejlédéséhez. Ennek
megvalosulasat tdmasztjdk ala — az 6ravezetést végz6 — szakvezetbi vélemények:
Kiemelném a tanulok sokféle, valtozatos tevékenységeit — mint a nyiras,
atdarabolas, 6sszeillesztés, hajtogatas, tikér hasznalata, ragasztas — , a hasznalt
eszkbzbk sokféleségét: gyufasdobozok, gyufaszalak, hurkapalcikak, kulénb6zé
siklapok, testek, modellek, a gyerekek kezeik, a korilbttik 1évé targyak. Ezeknek a
tevékenységeknek és eszk6z6knek készénhetéen az ismeretek kénnyebben épllnek
be a mar meglévé ismereteikbe.” (Bakos Barbara, 2006)

Az Orakon a tanulok az ismereteket tapasztalati uton szerezték meg, akik minden
oran felszabadultan, 6rémmel tevékenykedtek. Gondolataikat, megfigyeléseiket,
észrevételeiket szivesen elmondtak, vitak is kialakultak.” (Bagoczky Zsuzsanna,
2008)

Ma is aktudlisak Pélya Gydérgy nézetei: ,Nem szabad semmi olyat
elmulasztani, aminek esélye van arra, hogy a diakokhoz kbézelebb hozza a
matematikat. A matematika nagyon abszirakt tudomany — éppen ezért nagyon
konkrétan kell eléadni.” (Pélya, 2000)

Tovabbi kutatasi lehet6ségként a kisérleti tanitas kiterjesztését latjuk 5-6.
osztalyra, majd 7-8. osztalyra. A kutatas targyat képezheti a négyzet, téglalap,
parhuzamossag, merdlegesség, valamint a szimmetria fogalmak tovabbi
fejlédésének vizsgalata, illetbleg a van Hiele-féle 3. szintre eljutdé tanuldk
gondolkodasi jellegzetességeinek, jellemzdinek bemutatasa.

Erdekes téma lehet a nyelvi problémak vizsgalata, a szavak tudomanyos és kdznapi
értelmezése (pl. szomszédos), tovabba az, hogy milyen nyelvi, szbvegértési
problémak allnak a hattérben, amelyek akadalyozzak a megfeleld fogalmi fejlédést.
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OSSZEFOGLALO

A dolgozat az als6 tagozatos tanuldk négyzet, téglalap, parhuzamossag,
merblegesség és szimmetria fogalmanak fejlédését, illetve fejlesztési lehetbségeit
mutatja be. Kilénbdzd életkoru tanuldknal, az ismeretszerzés kildnbdzé szintjein —
eltéré6 mértékben ugyan — ugyanazok a hibak fordulnak elé, mint példaul:

e az altalanos paralelogramma téglalapokhoz sorolasa;

e az 4ltalanos paralelogramma atléiban szimmetriatengelyek felismerése;

e a négyzet és a téglalap k6zbs tulajdonsagainak felismerésébdl nem
kdvetkezik, hogy a négyzet téglalap is egyben (a kisiskolasok geometriai
gondolkodasaval ez teljes mértékben Osszeegyeztethetd, 6. osztalytdél — a
definiciok szerepének megértésétél — kezdve azonban mar nem);

e a négyzet szomszédos oldalai parhuzamos helyzetiiként t6rténé jellemzése
(valészinileg a ,szomszédos” sz6 nem megfelel értelmezése a hiba forrdsa)
stb.

A fels6bb osztalyokban jelentkezd — ilyen és hasonl6 jellegli — problémak gydkerei
feltehetdleg az als6 tagozatos tanulmanyaikra nyulnak vissza. Az elébb emlitett —
tanitoszakos hallgatoknal is tapasztalt — problémak adtak az indittatast, hogy a
négyzet, téglalap, parhuzamossag, merblegesség és szimmetria fogalmakat
vizsgaljuk negyedik osztalyos fejleszt6 tanitasi kisérlet keretében.

Az altalanos iskola als6 tagozatan a geometria alapvet6 fogalmainak — kéztik
a négyzet, téglalap, parhuzamossag, merdlegesség, szimmetria — alapozésa
térténik. A geometriai fogalmak fejlédése hosszu folyamat, az elsé négy évfolyamon
nem zarul le, mas tanulasi szinteken folytatodik tovabb. A fogalmak kialakitasanal a
gyerekek életkoranak megfelelé tényleges cselekvésekbdl indulunk ki, mivel a
geometria tanulasanak alapja a tapasztalatszerzésbdél kiindulé induktiv megismerés.
A konkrétbol valé kiindulds, a sokféle tevékenységbél szarmazd tapasztalatok
Osszegylijtése vezet el az altalanosabb 6sszefliggések megfogalmazasaig. Tanitasi
kisérletiink alatt végig arra térekedtlink, hogy a gyerekek sajat tapasztalatszerzésik
révén, sok munkaeszkbdzzel, konkrét targyi tevékenységekkel fedezzék fel a
fogalmak adott szinten elvarhatd tartalmi mélységeit.

Az 1. fejezetben a kutatdshoz kapcsol6dé  pszichologiai és
matematikadidaktikai elméleti hatteret mutatjuk be, amelyre a tanitasi kisérlet
tervezésénél és megvaldsitasanal tamaszkodtunk.

Fontosnak tartottuk az értelmi fejl6dés Piaget-féle szakaszainak ismertetését,
kiemelve az altalunk vizsgalt korosztalyra jellemzé konkrét miveletek szakaszat.
Ebben a szakaszban a gyermek gondolkodasa még kapcsolddik a konkrét
valé tevékenységeket, melyek nincsenek a kdrnyezetében. Képes a belsévé valt
(interiorizalt) cselekvésekrdl, konkrét miveletekrél beszélni, azokat forditott iranyban
is elképzelni (reverzibilitas). A dolgoknak az egyén cselekvéseihez vald
asszimilacioja (a koérnyezeti hatasok beéplilése, magyarazata a meglévd szellemi
struktirakba, sémakba) és a szubjektiv sémaknak a dolgok médosulasahoz vald
akkomodacidja (a meglévé séma korrigaladsa, modositasa vagy egy Uj séma
létrehozasa a kbrnyezet megértése, felfogasa céljabdl) kdzotti egyensuly létrejotte
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magyarazza a megfordithatésagot. Adott szituacidban a gyermek egyszerre tébb
szempontot is figyelni tud, 6sszefliggéseket képes felismerni (decentralizacio).
Skemp szerint egy fogalmat vagy valamilyen informaciét megérteni annyit
jelent, mint asszimilalni egy megfelel6 szkémaba. A tanar feladata ugy kdzvetiteni az
Uj fogalmakat, hogy azok alkalmasak legyenek megfeleld, hosszutavon érvényes
szkémak kialakitasara. A tanulas kezdetén a tanar feleléssége az, hogy a tanuldk
szkémak szerint (értelmesen) tanuljanak, ne csupan szimbélumokkal valé miveletek
memorizalasat (magolasat) végezzék. Fel kell ismernie a pedagdégusnak azokat a
pontokat, amelyek csak egyszerl asszimilaciot igényelnek, valamint azokat is, ahol
akkomodaciora van szikség. Utdbbi esetben lassubb |éptekkel kell haladnia és a
tanulék haladasat gondosabban kell ellenériznie.
A matematikai fogalomalkotdsban Skemp a kdvetkezd két alapelvét fogalmazta meg:

1. Definici6 segitségével senkinek nem kdzvetithetiink az altala ismerteknél
magasabb rendl fogalmakat, hanem csak is oly moédon, hogy megfeleld
példak sokasagat nyujtjuk.

2. Minthogy a matematikdban az elébb emlitett példak majdnem mind kilénb6zé
fogalmak, ezért mindenekel6tt meg kell gy6zddnunk arrdl, hogy a tanuldé mar
rendelkezik ezekkel a fogalmakkal.

A megfeleld példak kivalasztasa nehéz feladat, mert a példaknak rendelkezniik kell
azokkal a k6z6s tulajdonsagokkal, amelyek a fogalmat alkotjdk, de nem szabad
rendelkeznilik semmiféle mas kézds tulajdonsaggal.

Bruner szerint minden gondolkodasi folyamat harom kiilénb6z6 sikon mehet
végbe: materialis (enaktiv), ikonikus vagy szimbolikus sikon. Ez a harom
reprezentaciés mod az oktatasi folyamat minden fazisaban szerepet jatszik. Az
alsébb osztalyokban az enaktiv és az ikonikus reprezentacié dominal, mindemellett a
nyelv (beszéd) is fontos szerepet jatszik, amely szimbolikus sikot jelent. Kisérletlink
tervezésekor az volt a célunk, hogy az Altalunk vizsgalt geometriai fogalmak
(négyzet, téglalap, parhuzamossag, merélegesség, szimmetria) tanitdsa soran az
enaktiv reprezentaciét alkalmazzuk a leghosszabb ideig, a késébbi megfeleld
képzetrendszer kialakuldsa érdekében, valamivel kevesebb ideig az ikonikus
reprezentacioét. A nyelv — mint szimbolikus reprezentacioé — folyamatosan jelen van.

Shlomo Vinner és David Tall vezették be a fogalomképzet (concept image)
elnevezést a matematika-didaktika szakirodalomba. A képek, konkrét példak, konkrét
tapasztalatok, konkrét tevékenységek (modellezés, hajtogatéds, nyirds, rajzolas)
jelentés szerepet jatszanak a sokoldalu fogalomképzet kialakitdsaban. A
fogalomrealizalasi és a fogalomazonositasi feladattipusok hozzajarulnak a fogalmak
gazdag képzetének kialakuldsahoz.

A matematikadidaktikai elméleti alapok kézll Pierre és Dina van Hiele
geometriai gondolkodasrol sz6l6 elméletét emeljik ki. A geometriai ismeretszerzés
folyamatat 5 szintre tagoltak:

szint: alakzatok globalis megismerése,

szint: alakzatok elemzése,

szint: lokalis logikai rendezés (informalis dedukcio),

szint: térekvés a teljes logikai felépitésre (formalis dedukcio),
szint: axiomatikus felépités.

b
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A geometriai fogalmak fejl6dése, majd kialakulasa ezen hierarchikus szinteken
keresztul zajlik.

Az alakzatok globalis megismerésének szintjén (1.szint) a gyerek a geometriai
alakzatokat, mint egységes egészet fogja fel. Koénnyen felismeri a kilénbdzd
alakzatokat a formajuk alapjan, megtanulja az alakzatok nevét. Nem tudja azonban
O6sszehasonlitani a kilénb6z6 alakzatokat. Nem ismeri fel a négyzetben a téglalapot,
mert szamara ezek egészen kilénbdz8 dolgok.

Az alakzatok elemzésének szintien (2. szint) a gyermek az alakzatokat részeire
bontja, majd Osszerakja. Az alakzat és részei kdzott kapcsolatokat fedez fel.
Megkezd6édik a megismert alakzatok elemzése, a megfigyelések, mérések,
rajzolasok, hajtogatasok, nyirasok, ragasztasok, modellezések, parkettazasok,
tikérhasznalat révén. Ezen konkrét tevékenységek segitségével a tanuld
megallapitja, felsorolja az alakzat tulajdonsagait, de a tulajdonsagok kozétti logikai
kapcsolatokat még nem ismeri fel. A tulajdonsagok megallapitasa csak az alakzatok
megkulénbdztetéséhez sziikségesek. Nem érti a definicio sziikségessegét. Megindul
az osztalyba sorolas. Ezen a szinten a gyerek még nem veszi észre a az alakzatok
k6zo6tti kapcsolatokat. Megallapitja ugyan az alakzatok kdzds tulajdonsagait, példaul
a négyzet és a téglalap vonatkozasaban, de ebbdl nem kdvetkezik szdmara az, hogy
a négyzet téglalap is egyben.

Az alsdé tagozaton (1-4. osztaly) az elsdé két szint megvaldsitasa redlis, amit
hipotézisiinkben is megfogalmaztunk.

A négyzet, téglalap, parhuzamosséag, merdlegesség és szimmetria fogalmak
tanitasi kérdéseinek vizsgalatdban egyarant tdmaszkodtunk a holland realisztikus
matematikaoktatas, Dienes Zoltan, valamint Pdlya Gydrgy matematikaoktatasi és a
Varga Tamas-féle komplex matematikatanitasi kisérlet alapelveire. Az alapelvek
kézul az aldbbiakra helyeztik a legnagyobb hangsulyt:

e A matematikatanitasnak olyan jelenségekbél, szituaciokbdl kell kiindulnia,
amelyek a tanulok szamara fontosak, érdekesek, motivaldo hatasuak,
elésegitik a tanulasi folyamatokat.

e Az ismeretszerzésnek Kkonkrét tapasztalatokbdl kell kiindulnia, hiszen
absztrahalni csak konkrétumokbol lehet.

e A tanulék konfrontalédjanak a sajatjuktol eltéré, masféle megoldasi modokkal
is, szembeslljenek sajat konstrukcioik elényeivel és hibaival.

e A passziv tanulasi médot az aktiv tanulasi modnak kell felvaltania. A tanuldk
maguk fedezzék fel mindazt, j6jjenek ra mindarra, ami az adott kértilmények
k6z6tt lehetséges.

e (élszerli a fogalmi strukturakat lehetbleg sok ekvivalens, de az észlelés
szamara kulénb6z6 formaban bemutatni a gyerekeknek.

e Az életkori sajatossagok figyelembevétele. Az als6 tagozatos tanuldk életkori
sajatossagainak figyelembevétele a jaték és a manipulaciok alkalmazasat
jelenti.

A dolgozat 2. fejezetében a kutatas bemutatdsara keril sor. Negyedik
osztalyos fejleszté oktatasi kisérlet keretében tébb geometriai fogalom (négyzet,
téglalap, parhuzamossag, merélegesség, szimmetria) fejlesztésével foglalkoztunk,
amelynek célja a van Hiele-modell szerinti geometriaoktatds megvalositasa. A
kisérletet 2006 majus-juniusdban a bajai E6tvés Jézsef Foiskola Gyakorld Altalanos
Iskoldjanak 4.c osztalyaban végeztik, majd ezt 2008 majus-juniusdban
megismételtiik az iskola 4.b osztalydban. A valasztasunk azért esett a negyedik
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évfolyamra, mert kordbban a parhuzamossag és a merélegesség fogalmat még nem
tudtuk volna vizsgalni, mivel - az iskola helyi tanterve alapjan - negyedik osztalyban
kerllnek bevezetésre ezek a fogalmak. A négyzetr6l és a téglalaprél tanultak is az
alsé tagozat negyedik osztalyaban teljesednek ki. A fejleszté oktatasi kisérlet
mindkét alkalommal 17 tanitasi 6rat foglalt magaba.

Kutatasi kérdéseink a kovetkezdk:

e A geometriai gondolkodas van Hiele-féle szintjei hogyan realizalédnak a
négyzet, téglalap, parhuzamossag, merdlegesség és szimmetria fogalmak
alsé tagozatos tanitdsaban?

e Az els6 két szintre vonatkozd targyi tevékenységek milyen hatékonysaggal
jarulnak hozza a vizsgalt fogalmak fejlédéséhez?

A kutatas hipotézisei az alabbiak:

e A geometriai gondolkodas van Hiele-féle szintjei k6zil az elsé kettd, a globalis
felismerés szakasza, illetve az elemzés szakasza redlis a négyzet, téglalap,
parhuzamossag, merélegesség és szimmetria fogalmak alsé tagozatos
tanitadsaban.

e Az elsdé két szintre vonatkoz6 targyi tevékenységek jelentés mértékben
jarulnak hozza a négyzet, téglalap, parhuzamossag, merblegesség és
szimmetria fogalmak fejl6déséhez.

A tanitasi kisérletek megtervezése el6tt tajékozodod felmérést végeztiink a
kisérleti osztalyokban. A tajékozdédd-felmérd feladatlap dsszeallitdsanal az el6z6
tanév (3. osztaly) tananyagat, a Kkisérleti osztalyban latogatott bemutaté oérai
megfigyeléseinket, valamint az osztalyt tanité szakvezet6 tapasztalatait, javaslatait
vettlik figyelembe. Célunk a négyzet és a téglalap, illetve a tengelyes szimmetria
fogalmi szintjének felmérése volt. A parhuzamossag és merélegesség fogalmaval
kapcsolatos feladatokat nem allt médunkban kitlizni, mert ezekkel a fogalmakkal a
gyerekek eddigi tanulmanyaik soran még nem talalkoztak. Ugyanakkor lehet6ségink
volt — a merélegességhez kapcsoloddan — tajékozodni a derékszdg, a derékszdognél
kisebb és a derékszdgnél nagyobb szég fogalmi szintjérél. A tajékozdédd felmérések
értékelésével megallapitottuk, hogy a kisérleti osztalyokban a gyerekek:

e jelentés része a négysz6g sz6 kapcsan specidlis esetekre (négyzetre,
téglalapra) gondolt;

e 70%-a (2006-ban), illetve 79%-a (2008-ban) az &ltalanos paralelogrammét
téglalapnak tartotta;

e kbézel egyharmada (2006-ban), illetve negyede (2008-ban) a csucsara allitott
négyzetben nem fedezte fel a négyzetet;

e kb. fele nem ismerte fel az 6sszes derékszdget az adott sokszdgek esetén;

e majdnem  haromnegyede  hibazott a  sikidomok  tikrésségének
megallapitasanal vagy a tikértengelyek berajzolasanal.

Ezek a van Hiele-féle els6 szintnek (az alakzatok globalis megismerésének) felelnek
meg.
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A tajékozodé felmérés eredményeinek figyelembevételével terveztik meg a

fejlesztdé kisérlet tananyagat. Ennek soran folyamatosan térekedtliink a zajszint
novelésére, a fokozatossag betartasa mellett. Igyekeztink a problémakat egyre
neheziteni. Az els6é érakon a téglatest és a kocka lapjaiként foglalkoztunk a
téglalappal és a négyzettel. A van Hiele-féle masodik szintnek (alakzatok elemzése)
megfeleléen az alakzatokat részeire bontottuk, majd Osszeraktuk. Az alakzatok
elemzését, a tulajdonsagok megallapitasat, felsorolasat — a kozottik 1évé logikai
kapcsolatok felismerése nélkil — konkrét tevékenységek segitségével végeztik. A
téglatest és a kocka szemkozti, valamint a szomszédos lapjai helyzetének vizsgalata
soran vezettik be Uj fogalomként a parhuzamossagot és a merélegességet, majd ezt
kdvetben a testek kiteritésével tértlink at a sikra. A szimmetriaval is el6bb testek,
majd ezt kbvetéen sikidomok esetén taldlkoztak a gyerekek. A négyzet és a téglalap
tulajdonsagainak megallapitasa az alakzatok megkullénbdztetésére szolgalt.
A tananyag, illetve az érak tervezésekor azt tartottuk szem el6tt, hogy a gyerekek
elébb konkrét tapasztalatok alapjan, valésagos jatékok keretében, targyi
tevékenykedés kdzben, majd vizualis sikon (rajzolas), végll absztrakt, nyelvi sikon
fedezzék fel az elsajatitanddé geometriai fogalmakat. Az érak jelentés részét a
konkrét targyi tevékenységekre, cselekvésekre, manipuléciokra szantuk.

A tanitasi kisérlet vazlatos tematikaja:

A négyzet és a téglalap fogalom fejlesztése:
e téglatest és téglalap, kocka és négyzet megkllénbdztetése;
e négyzet, téglalap alkotasa konkrét targyi tevékenységekkel;
e anégyzet és a téglalap tulajdonsagainak 6ésszehasonlitasa,
tulajdonsagkartyak;
e atéglalap és a paralelogramma, illetve a négyzet és a rombusz
tulajdonsagainak 6sszehasonlitasa;
e négyzetek alkotasa vizualis sikon.
A parhuzamossag és merélegesség fogalmanak fejlesztése:
e aszemkdzti és szomszédos szavak matematikai értelmezése;
e a parhuzamossag és merdlegesség fogalmanak bevezetése;
e kildonb6zb testek szemkozti, illetve szomszédos lapjai helyzetének vizsgalata;
e parhuzamos, meréleges egyenesparok eléallitasa sikban konkrét targyi
tevékenységgel;
e sikidomok parhuzamos, illetve meréleges oldalparjainak megfigyelése.
A szimmetria fogalom fejlesztése:
o testek tlikdrképének épitése;
e szimmetriasikok helyének meghatarozasa kilénb6z6 testek esetén;
e sikbeli tikoérkepek vizsgélata konkrét targyi tevékenyseéggel,
e tengelyesen szimmetrikus alakzatok konstrualasa;
e sikidomok tengelyes tUkrésségének vizsgalata.
A vizsgalt fogalmakkal kapcsolatos vegyes feladatok.

A fejleszté tanitasi kisérletet — 2006-ban és 2008-ban egyarant — felméré
feladatlappal zartuk, amelyeket a kisérleti osztalyokon kiviil a parhuzamos osztalyok
tanuldi is megoldottak. 2008-ban a tanitasi kisérlet utdn 3 hdénappal kerllt sor a
késleltetett tesztek megirasara.
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Ugy gondoljuk, hogy a kisérletezé &ltal iranyitott fejleszté tanitas hatékonyan
jarult hozza a téglalap és a négyzet fogalmanak elmélytléséhez, a parhuzamosséag
és a merdélegesség, valamint a szimmetria fogalmak alakulasadhoz. A tajékoz6dé
felmérések és a zar6 feladatlapok 6sszehasonlitdsa is ezt igazolta. A hatékonysagot
tamasztja ala az a tény is, hogy mind 2006-ban, mind 2008-ban a parhuzamos
osztalyokban tapasztalt eredményekhez képest A&ltalaban jobb, esetenként
lényegesen jobb eredmények sziilettek a Kkisérleti csoportokban. A szimmetria
fogalom vonatkozasaban ugyanakkor megallapithaté az is, hogy a 2008-as kisérlet
soran a hatékonysag jelentés mértékben nétt. A 2008-as tajékoz6do felmérés és
zaré feladatlap erre vonatkozd eredményeinek Osszehasonlitdsa — 2006-oshoz
viszonyitva — nagyobb fejl6édést mutat. Ennek — alldspontunk szerint — az az indoka,
hogy a kordbbi tanitas tapasztalatai alapjan részletesebben, elmélyiltebben
dolgoztuk fel a szimmetriaval kapcsolatos feladatokat.

Megallapitasaink csak a vizsgalt — nem reprezentativ — mintakra vonatkoznak, ezért
statisztikai probakat nem végeztiink.

A mért adataink, az ismertetett interjuk, jatékok igazoljak azt a hipotézist,
miszerint a geometriai gondolkodas van Hiele-féle 3. szintjére nem lehet atlépni az
alsé tagozat végére, csak az elsé két szint megvalositasa realis.

A 2. szintet elér6é tanulok az alakzatokat részeire bontjak, majd 6sszerakjak. Az
alakzatok alkotorészeit megkuldnbéztetik egymastél, kdzoéttik kapcsolatot fedeznek
fel. A tanitasi kisérlet soran a gyerekek a téglatestet (gyufasdobozt), a kockat
kiteritették, a kiteritett halordl bizonyos lapokat levagtak. Megnevezték a téglatest,
kocka, 6tsz6g alapu hasab, négyzet alapu gula hatarol6 lapjait. Megbeszéltiik, hogy
a szomszédos lapok élben talalkoznak, az élek talalkozasanal a csucsok talalhaték.
Vizsgaltuk a kilénbdz6 sikidomok hatarolé vonalait. Mar az 1. szinten kénnyen
felismerik a tanulok a kilénb6z6 alakzatokat a formajuk alapjan, és gyorsan
megtanuljak a neviket. A tanérakon tapasztaltuk, hogy milyen fogékonyak a
kilénb6z6 négyszdgek neveinek elsajatitdsara (trapéz, paralelogramma, rombusz,
deltoid). Ugyanakkor az is megallapithatd, hogy a téglalapot és a négyzetet, a
rombuszt és a négyzetet, a paralelogrammat és a rombuszt, a paralelogrammat és a
téglalapot, a deltoidot és a rombuszt teljesen kiilénb6zé dolgokként kezelik. Nem
fedezik fel a négyzetben a téglalapot, illetéleg a rombuszt, vagy a rombuszban a
paralelogrammat, illetve a deltoidot. Az utdtesztek eredményei is azt mutattak, hogy
a negyedik osztalyos tanulok tdbbsége szaméra a négyzet nem téglalap.

Konkrét tevékenységek — mint a mérés, hajtogatds, nyiras, modellezés,
tikdrhasznalat stb. — segitségével megallapitjak az alakzatok tulajdonsagait, de a
tulajdonsagok kozoétti logikai kapcsolatokat még nem ismerik fel a 2. szinten. Nem
latnak Gsszefliggéseket az alakzatok tulajdonsagai és az alakzatok kozott.
Eszrevették példaul, hogy a téglalapnak és az altaldnos paralelogrammanak is 4
csucsa, 4 oldala van, a szemkézti oldaluk paronként egyenlék, valamint
parhuzamosak egymassal, de nem jutottak el arra a megallapitasra, hogy a téglalap
paralelogramma, vagy ehhez hasonléan azt sem ismerték fel, hogy a négyzet
téglalap, a kocka téglatest.

A barkéba jatek soran tobbszor megfigyelhettiik, hogy a gyerekek nem tudnak
kdvetkeztetni az alakzatok egyik tulajdonsagéarél a masikra. Igy példaul a téglalap
kitaladlasakor elhangzott az a kérdés, hogy ,van derékszbége?”, majd az ,igen” valasz
utan késdbb — feleslegesen — az, hogy vannak-e mer6leges oldalai. Egy masik jaték
soran a kitaldlandé négysz6g szemkdzti oldalainak parhuzamossagabol nem
kdvetkezett szamukra a szemkdzti oldalak egyenlésége.
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A felsoroltak mind azt tdmasztjdk ala, hogy a negyedik osztalyos tanulok
legfeljebb a van Hiele-féle 2. szintet tudjak elérni.

A 6-10 éves tanulék gondolkodasa erésen kétédik a targyi valdosaghoz, ezért a
fogalmak kialakitasakor a legkonkrétabb dolgoktél kiindulva — manualis
tevékenységgel, illetve az 6ket kérilvevd kdzvetlen vilagbdl vett példakkal — indokolt
eljuttatni 6ket az elvontig. Sok példa, ellenpélda tanulmanyozasa, a fogalom
tObbsz6rds konkretizalasa, modellezése a feltétele annak, hogy a gyerekek
felismerjék a kialakitandd fogalom lényeges jegyeit, majd képesek legyenek az
absztrahalasra. Tanitasi kisérletiinkben ezért arra térekedtiink, hogy a tanuldk sok
konkrét tevékenység segitségével a téglalap, négyzet, parhuzamossag,
merblegesség, illetve szimmetria fogalmaval kapcsolatban gazdag tapasztalatokra
tegyenek szert, fogalomképzetik sokoldallu legyen. Az elsé két szintre vonatkozd6
targyi tevékenységek jelentés mértékben hozzajarultak a négyzet, téglalap,
parhuzamossag, merélegesség és szimmetria fogalmak fejlédéséhez.
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SUMMARY

In the dissertation the evolvement of the concepts of square, rectangle,
parallel, perpendicular and symmetry in lower primary and the development options
are presented. In various age groups and at various levels of gaining knowledge the
same typical mistakes occur, even if to various degree:

e including general parallelograms into rectangles;

e recognizing symmetry axes in the diagonals of general parallelograms;

e even if young learners recognize the common characteristics of squares and
rectangles, it does not mean that they would realize that squares are actually
rectangles. (This is completely in line with young learners' geometric thinking,
but not from grade six, when they grasp definitions);

e describing the neighbouring sides of the square as parallel, this probably
comes from the misinterpretation of word ‘neighbouring’ etc.

The above and similar problems in upper primary probably go back to the lower
primary. Beside the above-mentioned, difficulties that teacher training college
students face, gave reasons for studying the concepts of square, rectangle, parallel,
perpendicular and symmetry in grade four within the framework of a development
teaching experiment.

In the first four grades of lower primary the basic concepts of geometry, such
as square, rectangle, parallel, perpendicular and symmetry are established. Teaching
geometric concepts is as a matter of fact a long process, and it is not completed by
the first four grades, but it continues at other levels of learning. During the formation
of concepts we relied on activities which were in line with the age group of children,
as learning geometry is based on inductive cognition by gaining experience. Starting
out from the concrete, gathering experience from various activities can lead to the
formulation of broader relationships. Throughout our teaching experiment every effort
was made in order that children, through gaining experience and using various tools
in diverse activities could discover the content of concepts at a given level.

In chapter one the psychological and didactic theories related to the research
are presented, on which we relied in designing and conducting the teaching
experiment.

We have attached great importance to the Piaget stages of cognitive
development, highlighting the stage of concrete operations characteristic of the age
group we are concerned with. At this particular stage children's thinking is connected
to concrete objects, or activities with them, but children are also able to imagine
activities with concrete objects, which cannot be found in their environment. Children
are also able to talk about interiorized actions and concrete operations, and to
imagine them in reverse direction (reversibility). The balance of assimilation of things
into individual actions (incorporation of environmental influences into already existing
cognitive structures) and the accommodation of subjective patterns to the
modification of things (the correction or modification of the existing pattern, or
creating a new pattern for a better understanding of the environment) gives account
for the reversibility. In a particular situation children are able to pay attention to
various points of views at the same time and are also able to grasp relationships
(decentralisation).
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According to Skemp to understand a concept or some information is nothing
but its assimilation into a proper pattern. It is up to the teacher to transmit new
concepts in a way that they should be suitable for the formation proper patterns, valid
in the long run. In the beginning of the learning process it is the teacher's
responsibility that learners study in terms of patterns, in a meaningful way and not
only memorize operations with symbols (cramming). Teachers should recognize
where learners need simple assimilation or accommodation. In the latter case
progress ought to be slower and the learners' achievement should be carefully
controlled.

Regarding the formation of mathematical concepts Skemp formulated the following
two principles:

1. By means of definitions it is impossible to transmit concepts to anyone which
are at a higher level than their knowledge; it can be done only by providing
plenty of proper examples.

2. Since in mathematics the examples mentioned above are almost all of them
various concepts, we have to make sure that learners have already acquired
these concepts.

Selecting the proper examples is not an easy task, as the examples should possess
the common characteristics that make up the concept, but they should not have any
other common characteristics.

According to Bruner every process of thinking takes place at three levels:
material (enactive), iconic and symbolic level. These representation levels play a part
in every stage of teaching, but in the lower primary classes the enactive and iconic
levels are in the foreground, however language (speech), which is the symbolic level,
is also very important. When designing our teaching experiment our aim was to make
use of enactive representation for the longest time in the teaching of geometric
concepts examined by us, such as square, rectangular, parallel, perpendicular and
symmetry in order that the proper system of images could be established. Iconic
representation was used for a shorter period of time, and language, as symbolic
representation is always present.

Shlomo Vinner and David Tall introduced the term ‘concept image' in the
literature of methodology of mathematics teaching. Pictures, relevant examples,
experience and activities such as modelling, folding, clipping and drawing play an
important part in the formation of versatile concept image and the tasks for realising
and identifying concepts can contribute to well-established concept images.

Among the theories underlying the methodology of teaching mathematics we
would like to focus on the theory of geometric thinking put forward by Pierre and Dina
van Hiele. The process of acquiring knowledge in geometry is divided into five
stages:

Level 1: global recognition of shapes,

Level 2: analysis of shapes,

Level 3: local logical arrangement,

Level 4: aiming at a complete logical set-up (formal deduction),
Level 5: axiomatic set-up.
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The evolvement and then the establishment of geometric concepts take place
through these hierarchic levels.

At the level of global recognition of shapes (level 1) children perceive geometrical
shapes as a whole. They easily recognize various shapes according to their forms
and they remember the names of the shapes. However they are not able to compare
the various shapes. They do not recognize the rectangular prism in the cube and the
rectangle in the square, because these are totally different things for them.

At the level of analysing shapes (level 2) children break down shapes into their
components and then put them together. They discover the relationships between
the shape and its components. At this point particular importance is attached to
observation, measurement, folding, clipping, sticking, drawing, modelling, parquetry
and using mirror. By means of these concrete activities children can establish and
enlist the characteristics of shapes, but they are not able to recognize the logical
relationships between the characteristics. The establishment of the characteristics is
needed only to make difference between shapes and children do not really
understand the importance of definition. They begin creating categories. At this level
children do not see the relationships between shapes. Even if children notice what
squares and rectangles have in common, but they cannot come to the conclusion
that squares are actually rectangles.

In lower primary geometry teaching (classes 1- 4) the first two stages can be put into
practice as it was also mentioned in the hypothesis.

In examining the issues of teaching the concepts of square, rectangle,
parallel, perpendicular and symmetry we also relied on the Dutch realistic
mathematics teaching, the achievement of Zoltan Dienes and Gydrgy Pdlya and the
principles of the complex way of teaching mathematics carried out by Tamas Varga.
Most emphasis has been laid on the following principles:

e Mathematics teaching should be based on phenomena and situations which
are relevant, interesting and motivating for the learners and also contribute to
learning processes.

¢ In gaining knowledge concrete experience should be the starting point, since
abstraction can be done only from the concrete.

e Learners should also meet solutions different from their own, and should also
face the advantages and the mistakes in their own constructions.

e An active way of learning should replace the passive one. Learners should
discover everything that is feasible under the given conditions.

e |t seems to be proper to present the concept structures to the children in
several equivalent forms, which however can be perceived as different by the
children.

e The characteristics of the age groups should be taken into consideration. In
lower primary it means that a great deal of games and activities are used with
young learners.

In chapter 2 the research is described. Within the framework of the
developmental teaching experiment in grade four we were concerned with the
development of some geometric concepts such as the square, rectangle, parallel,
perpendicular and symmetry by putting van Hiele’s model of geometry teaching into
practice. The experiment was conducted in class 4.c of the Practice School of J6zsef
Ebtvds College in Baja in May-June 2006, and then the experiment was repeated in
class 4.b. The reason why we selected grade four is that the concepts of parallel and
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perpendicular are introduced in grade four in line with the local curriculum of the
school. The young learners' knowledge about square and rectangle will have become
more systematic by grade four of the lower primary. The teaching experiment
covered seventeen lessons on both occasions.

Research questions

e How are the van Hiele levels of geometric thinking and teaching of the
concepts of square, rectangle, parallel, perpendicular and symmetry in lower
primary put into practice?

e How efficiently the concrete activities used at these levels can contribute to
the development of the concepts of square, rectangle, parallel, perpendicular
and symmetry?

Hypotheses

e |n lower primary teaching of the concepts of square, rectangle, parallel,
perpendicular and symmetry, the first two stages of the van Hiele levels of
geometry thinking, i.e. global recognition and analysis are feasible.

e The concrete activities related to the first two levels contribute to the
development of the concepts of square, rectangular, parallel, perpendicular
and symmetry.

Prior to planning the teaching experimental preliminary survey was conducted
in the classes of the experiment. When compiling the pre-test the syllabus of the
previous class (class 3), the observations of the demonstration classes in the
experimental classes as well as the comments and suggestions of the mathematics
teacher of the class were taken into consideration. The aim was to measure the
conceptual level of square, rectangle and axial symmetry. As children were not
familiar with the concepts of parallel and perpendicular no tasks were given related to
these concepts. However it was possible to gain information on the conceptual level
of the right angel and angles smaller and larger than the right angle connected with
the perpendicular. The findings of the pre-test in the classes of the experiment are as
follows:

e in case of quadrangles most children think of special cases such as squares
and rectangles;

e seventy percent of the children considered the general parallelograms as
rectangles in 2006 and 79 % of them in 2008;

e as many as one third of them did not recognize squares turned on its point
vertex in 2006 and one quarter of them in 2008;

e about 50% of the children did not recognize all the right angles in given
polygons;

e almost three quarters of them failed to recognize reflection in plane figures or
to draw symmetry axis.

All these mentioned above are in line with the van Hiele level of global recognition.
The content of the development teaching experiment was designed among

others on the basis of the pre-test results. The level of noise was continuously

increased by observing the principle of gradualness and the problems were made
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more and more challenging. During the first lessons we dealt with rectangles and
squares as the faces of rectangular prisms and cubes. According to van Hiele level 2,
(the analysis of shapes) the shapes were broken into their components and put
together again. The analysis of shapes, the establishment and enumeration of their
properties took place by means of concrete, manual activities; however the logical
relationships between them were not recognized. When examining the position of
opposite and neighbouring faces of rectangular prism and cubes, the new concepts
of parallel and perpendicular were introduced. Then after spreading the solids we
moved on to the plane. Children were introduced to symmetry first through solids and
then through plane figures. By establishing the properties of square and rectangle
children were able to make difference between shapes.

When designing the course material and the lesson plans what we considered of
utmost importance was that children could discover geometric concepts first through
concrete experience in real games and activities, later at visual level (drawing) and
later at abstract, linguistic level. During the lessons a large amount of time was
allocated to concrete, manual activities.

The outline of the topics of the teaching experiment

The development of the concepts of square and rectangle:
making difference between rectangular prism and rectangle, cube and square;
producing square and rectangle through concrete activities;
comparing the properties of square and rectangle, property cards;
comparing the properties of rectangle and parallelogram as well as square
and rhombus;
e producing squares at visual level.
The development of the concepts of parallel and perpendicular:
e the mathematical interpretation of the terms of opposite and neighbouring;
e the introduction of the concepts of parallel and perpendicular;
e examining the position of the opposite and neighbouring faces of various
solids;
e producing parallel and perpendicular pairs of straight lines in planes by
activities;
e observation of the parallel and perpendicular side-pairs of plane figures.
The development of the concept of symmetry:
constructing reflection of solids;
establishing the position of symmetry planes in various solids;
examining reflected images in plane by activities;
constructing axially symmetric shapes;
e examining axial reflections of plane figures.
Mixed tasks related to the concepts we have studied.

The development teaching experiment was completed by an evaluation
worksheet both in 2006 and in 2008 which were filled not only by the learners of the
experimental class but by the learners of parallel classes as well. In 2008 three
months after the completion of the teaching experiment the delayed tests were done.

We are convinced that the development teaching experiment efficiently
contributed to the better understanding of the concepts of square and rectangle and
also to the formation of the concepts of parallel and perpendicular as well as
symmetry. The comparison of the results of the pre-test and post-test also have
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supported the above finding. The efficiency is also shown by the fact that the
achievement in the experimental classes was better; occasionally much better than in
the parallel control classes in 2006 an 2008. During the experiment conducted in
2008 the concept of symmetry was also firmly established. The comparison of the
2008 pre-test and evaluation worksheet with the ones done in 2006 shows
considerable progress. This can be accounted for the fact that relying on our former
experience we have dealt with symmetry in detail and depth.

Our findings are related only to the samples examined, which are not representative,
and therefore no statistical trials have been carried out.

The data measured the interviews and the games support the hypothesis that

it is not possible to reach the van Hiele level 3 of geometric thinking by the
completion of lower primary; only reaching the first two levels is feasible.
Learners at level 2 break down the shapes into their components and then they put
them together again. They are able to make a difference between the components
and to discover the relationships between them. During the teaching experiment
children spread rectangular prisms (match boxes) and cubes then cut some of the
faces. They named the faces of rectangular prism, cube, pentagon prism,
quadrilateral pyramid. The position of the neighbouring faces and edges and the
vertexes was also discussed. The bordering segments of various planes figures were
also presented. Children at level 1 easily recognize various shapes according to their
form and remember their name, such as the names of various quadrangles:
trapezoid, parallelogram, rhombus, and deltoid. However it can also be seen that
they perceive rectangle and square, rhombus and square, parallelogram and
rhombus, parallelogram and rectangle, deltoid and rhombus as totally different
things. They are not able to discover the rectangle in the square, or the rhombus, and
the parallelogram in the rhombus or the deltoid for that matter. It is also revealed in
the post-test results that most of the learners in grade 4 do not consider square as
rectangle.

By means of activities such as measuring, folding, drawing, clipping, modelling and
the use of mirror learners establish the properties of shapes but they do not
recognize the logical ties between them at level 2. They cannot the see the
relationships between the properties of the shapes and the shapes. They have
actually noticed that both the rectangle and the general parallelogram have four
vertexes, four sides, and that opposite side pairs are equal and parallel, but they
were not able to come to the conclusion that the rectangle is a parallelogram or they
did not realize that the square is a rectangle and the cube is a rectangular prism.
While playing the game twenty questions it was noticed that several times when
children were not able to infer from one property of the shapes to the other. E.g.
when guessing the rectangle it was asked 'Does it have a right angle?’ after the
answer 'yes', they still asked if it had perpendicular sides. During another game the
parallel opposite sides of the quadrangle did not make them realize that the opposite
sides are equal.

As it is shown by the above examples learners in grade 4 can get as far as
van Hiele level 2.

The cognition of learners of the 6-10 years old is highly attached to real life of
objects, which is why during the formation of concepts only starting out from concrete
activities and examples taken from their immediate experience is it possible for them
to reach the level of abstraction. A large number of examples and counter examples
and making the concept concrete and modelling are the preconditions that make it
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possible that children could recognize the essential characteristics of a concept and
reach the level of abstraction. This was the reason why we attempted to provide
children with a wide range of experience in the concepts of rectangle, square, parallel
and perpendicular and symmetry mainly through various concrete activities so that
their concept image would be versatile. These activities related to level 1 and 2
contribute to the development of the concepts of square, rectangle, parallel,
perpendicular and symmetry to a considerable degree.
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MELLEKLETEK



1. sz. melléklet
2006-o0s tajékozodo felmérés feladatai

a) Rajzolj egy négyszdget!

b) Rajzolj egy téglalapot!

c) Rajzolj egy négyzetet!




A
A
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a) Sorold fel azoknak a sikidomoknak a betijeleit, amelyeket csak egyenes vonal
hatarol!

b) Sorold fel a négyszdgek betijeleit!

c) Sorold fel a téglalapok betijeleit!

d) Sorold fel a négyzetek betijeleit!

3. Hajtogatott derékszdggel doéntsd el, hogy a sokszdgek oldalai milyen szdget
alkotnak?

A derékszogeket szinezd pirosral igy: B

A deréksz6gnél kisebb szogeket kékre! igy: 4
A derékszognél nagyobb szdgeket zoldre! Igy: =



4. Melyik sikidom tikrés? Tukérrel ellenérizd! Pirossal huzd meg a tikér helyét! (Ha
tébb is van, akkor mindegyiket hizd meg pirossal!)




2.sz. melléklet
2008-as tajékozodo felmérés feladatai

a) Rajzolj egy négyszoget!

b) Rajzolj egy téglalapot!

c) Rajzolj egy négyzetet!
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a) Sorold fel azoknak a sikidomoknak a betijeleit, amelyeket csak egyenes vonal
hatarol!

b) Sorold fel a négyszdgek betijeleit!

c) Sorold fel a téglalapok betijeleit!

3. Hajtogatott derékszdggel doéntsd el, hogy a sokszdgek oldalai milyen szdget
alkotnak?

A derékszogeket szinezd pirosra! igy: .

A derékszdgnél kisebb szégeket kékre! I'gy; A
A derékszdgnél nagyobb szdgeket zoldre! Igy: =



4. Melyik sikidom tikrés? Tukorrel ellenérizd! Pirossal huzd meg a tikér helyét! (Ha
tébb is van, akkor mindegyiket hizd meg pirossal!)
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5. Tukrdzd a sikidomokat a vastagon megrajzolt tikértengelyekre!




3.sz. melléklet
Négyzetek, négyszdgek, haromszoégek alkotasa

1. Hanyféleképpen valaszthatunk ki négy pontot 0gy, hogy azok négyzetet
hatarozzanak meg?

2. Hany olyan kllénb6z6 négyszdget lehet rajzolni, amelynek a csucsai a pontokon
vannak?

3. Hany olyan kllénb6z6 haromszéget lehet rajzolni, amelynek a csucsai a pontokon
vannak?




4. sz. melléklet
Parhuzamossag, merdlegesség

1. Szinezd ki azonos szinnel az egymassal parhuzamos oldalakat! Szinezd ki
pirossal a derékszdégeket! Hasznald a hajtogatott derékszégedet!

2. Szinezd ki kékkel az egymasra meréleges oldalakat!
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5.sz. melléklet
l. feladatlap

1. TUkrdzd az 6tszdgeket! Az adott egyenes a tikdr helye.

N

-

2. TUkrézd a mintat az egyik egyenesre! Tikrézd a mintat és a tikérképét is a masik
egyenesre!

3. Huzd at pirossal a tiikdrtengelyeket!

A




6.sz. melléklet
Il. feladatlap

1. Szerinted melyik abran van hibasan berajzolva a szimmetriatengely? Javitsd a

hibat, ahol lehet!

2. ird be a sokszdgek betiijelét az abran a megfelels helyre!

/A B T
/
/
D] /’F \
N
A /
N

10



Sokszig

Vannak parhuzamaos oldalai
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7.sz. melléklet

lll. feladatlap
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a) Szinezd azonos szinnel az egymassal parhuzamos oldalakat!
b) Szinezd ki pirossal a derékszégeket! Hasznéald a hajtogatott derékszdget!

c) Helyezd el a sikidomok betijelét az abran a megfeleld helyre!

Sikidomaok

Vannak parhuzamos oldalai

Vannak meréleges oldalai
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d) Déntsd el, hogy melyik allitas igaz, melyik nem!

Mindegyik sikidomnak van derékszége.

Van a sikidomok kézétt 6tszog.

Mindegyik sikidomot csak egyenes vonal hatarol.

Van olyan sikidom, amelyiknek nincsenek parhuzamos oldalai.

Mindegyik sikidomnak vannak meréleges oldalai.
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8.sz. melléklet
IV. feladatlap

1. Egy szabas-varrast ismerteté kdnyvben a gyerekruhakon ilyen zsebek talalhatok:

/1o UL
VAUV OVEYe.

A sikidomok betlijelét ird be az dbran a megfelelé helyre!

Sikidomok |

Sokszigek

Négyszigek

2. Déntsd el, hogy melyik éllitas igaz, melyik nem!

A téglalap mindegyik szége derékszdg.

A téglalap oldalai egyenlé hosszuak.

A téglalap atloi tiikértengelyek.

A téglalapnak van 2 tikértengelye.

A négyzet oldalai egyenlé hosszuak.

A négyzetnek 6 tlikértengelye van.

A négyzet szomszédos oldalai mer6legesek egymasra.

A téglalap szemkézti oldalai nem parhuzamosak egymassal.
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9.sz. melléklet
2006-os felméroé feladatlap

1.
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a) Sorold fel a négyszogek betdjeleit!

b) Sorold fel a téglalapok betjeleit!

c) Sorold fel a négyzetek betijeleit!

d) Helyezd el a sikidomok betiijelét az dbran a megfeleld helyre!

Sikidomok |

Négyszhgek

Téglalapok
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a) Szinezd azonos szinnel az egymassal parhuzamos oldalakat!

b) Szinezd ki pirossal a derékszdgeket! Hasznald a hajtogatott derékszdget!

c¢) Sorold fel azoknak a sikidomoknak a betijelét, amelyeknek vannak parhuzamos
oldalai!

d) Sorold fel azoknak a sikidomoknak a bet(ijelét, amelyeknek vannak merdéleges
oldalai!

3. Melyik sikidom tikrés? Pirossal huzd meg a tikértengelyeket! (Ha egy sikidomnal
tébbet is talalsz, akkor mindegyiket huzd meg pirossal!)
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4. Tukrézd a sikidomokat a vastagon megrajzolt tikdrtengelyekre!

A7

a) Huzd ala a kdvetkezd allitasok kdziil azokat, amelyek igazak a négyzetre!

Szemkdézti oldalai parhuzamosak.
Szemkdzti oldalai merélegesek.
Szomszédos oldalai parhuzamosak.
Szomszédos oldalai merélegesek.
Mindegyik sz6ge derékszdg.

Nem mindegyik sz6ge derékszdg.
Pontosan két tlikértengelye van.

4 tlikértengelye van.

8 tikértengelye van.

Minden oldala egyenl6é hosszusagu.
Szemkdézti oldalai egyenlé hosszuak.

b) Huzd ala a kdvetkezd allitasok kdzil azokat, amelyek igazak a téglalapral!

Szemkdzti oldalai parhuzamosak.
Szemkézti oldalai merélegesek.
Szomszédos oldalai parhuzamosak.
Szomszédos oldalai merélegesek.
Mindegyik szége derékszdg.

Nem mindegyik sz6ge derékszdg.

4 tlikértengelye van.

Van 2 tikértengelye.

Az atlok tiikértengelyek.

Minden oldala egyenlé hosszusagu.
Szemkdézti oldalai egyenlé hosszuak.
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6. Déntsd el, hogy melyik allitas igaz, melyik nem!

A téglalap egy kuldnleges négyzet.
A négyzet egy klildnleges téglalap.
A négyzet oldalai nem egyenl6k.
Minden négyzet téglalap is.
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10.sz. melléklet
2008-as felméro feladatlap
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a) Sorold fel a négyszbgek betijeleit!

b) Sorold fel a téglalapok betjeleit!

c) Sorold fel a négyzetek betijeleit!

d) Helyezd el a sikidomok betijelét az dbran a megfelel6 helyre!

Sikidomok |

Négyszhgek

Téglalapok
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a) Szinezd azonos szinnel az egymassal parhuzamos oldalakat!

b) Szinezd ki pirossal a derékszdgeket! Hasznald a hajtogatott derékszdget!

c) Sorold fel azoknak a sikidomoknak a betijelét, amelyeknek vannak parhuzamos
oldalai!

d) Sorold fel azoknak a sikidomoknak a bet(ijelét, amelyeknek vannak merdéleges
oldalai!

3. Melyik sikidom tiikr6s? Pirossal huzd meg a tikértengelyeket! (Ha egy sikidomnal
t6bbet is talalsz, akkor mindegyiket huzd meg pirossal!)
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4. Tokrdzd a sikidomokat a vastagon megrajzolt tikdrtengelyekre!

A7

a) Huzd ala a kdvetkezd allitasok kdzil azokat, amelyek igazak a négyzetre!

Szemkdzti oldalai parhuzamosak.
Szemkézti oldalai merélegesek.
Szomszédos oldalai parhuzamosak.
Szomszédos oldalai merélegesek.
Mindegyik szége derékszdg.

Nem mindegyik sz6ge derékszdg.
Pontosan két tiikértengelye van.

4 tlikértengelye van.

8 tlikdrtengelye van.

Minden oldala egyenlé hosszusagu.
Szemkdzti oldalai egyenlé hosszuak.

b) HUzd ala a kdvetkezd allitasok kdziil azokat, amelyek igazak a téglalapral!

Szemkdézti oldalai parhuzamosak.
Szemkdzti oldalai merélegesek.
Szomszédos oldalai parhuzamosak.
Szomszédos oldalai merélegesek.
Mindegyik sz6ge derékszdg.

Nem mindegyik sz6ge derékszdg.

4 tukértengelye van.

Van 2 tikértengelye.

Az atlok tikértengelyek.

Minden oldala egyenl6é hosszusagu.
Szemkdézti oldalai egyenlé hosszuak.
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6. Déntsd el, hogy melyik allitas igaz, melyik nem!

A téglalap egy kuldnleges négyzet.
A négyzet egy klildnleges téglalap.
A négyzet oldalai nem egyenl6k.
Minden négyzet téglalap is.
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11.sz. melléklet
Késleltetett teszt
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a) Sorold fel a négyszogek betijeleit!

b) Sorold fel a téglalapok betjeleit!

c) Sorold fel a négyzetek betijeleit!

d) Helyezd el a sikidomok betiijelét az dbran a megfelel6 helyre!

Sikidomok |

Négyszhgek

Téglalapok
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a) Szinezd azonos szinnel az egymassal parhuzamos oldalakat!

b) Szinezd ki pirossal a derékszdgeket! Hasznald a hajtogatott derékszdget!

c) Sorold fel azoknak a sikidomoknak a betijelét, amelyeknek vannak parhuzamos
oldalai!

d) Sorold fel azoknak a sikidomoknak a bet(jelét, amelyeknek vannak merdleges
oldalai!

3. Melyik sikidom tiikr6s? Pirossal huzd meg a tikértengelyeket! (Ha egy sikidomnal
tébbet is talalsz, akkor mindegyiket huzd meg pirossal!)
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4. Tukrézd a sikidomokat a vastagon megrajzolt tikértengelyekre!

a) Huzd ala a kdvetkezd allitasok kdziil azokat, amelyek igazak a négyzetre!

Szemkdzti oldalai parhuzamosak.
Szemkdzti oldalai merélegesek.
Szomszédos oldalai parhuzamosak.
Szomszédos oldalai merélegesek.
Mindegyik sz6ge derékszdg.

Nem mindegyik sz6ge derékszdg.
Pontosan két tlikértengelye van.

4 tlikértengelye van.

8 tikértengelye van.

Minden oldala egyenl6é hosszusagu.
Szemkdézti oldalai egyenlé hosszuak.

b) Huzd ala a kdvetkezd allitasok kdzil azokat, amelyek igazak a téglalapral!

Szemkdzti oldalai parhuzamosak.
Szemkdézti oldalai merélegesek.
Szomszédos oldalai parhuzamosak.
Szomszédos oldalai merélegesek.
Mindegyik szége derékszdg.

Nem mindegyik sz6ge derékszdg.

4 tlikértengelye van.

Van 2 tikértengelye.

Az atlok tiikértengelyek.

Minden oldala egyenl6é hosszusagu.
Szemkézti oldalai egyenlé hosszuak.
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6. Déntsd el, hogy melyik allitas igaz, melyik nem!

A téglalap egy kuldnleges négyzet.
A négyzet egy klildnleges téglalap.
A négyzet oldalai nem egyenl6k.
Minden négyzet téglalap is.
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