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Bevezetés

Dolgozatomban régi, és ijabb keletti, kombinatorikaban el6fordulo leszamlalasi
problémakbol szarmazo6 tn. kombinatorikus szdmok altalanositasaival foglalko-
zom.

Roviden arrél van sz6, hogy halmazokat particiokra, illetve permutéciokat
ciklusokra bontva egyes elemeket (r darabot) ,megkiilonboztetiink”, és azt kéve-
teljiik meg, hogy ezek kiilonb6z6 blokkokban, illet6leg ciklusokban szerepeljenek.
Ezzel a plusz feltétellel egy 1j szamcsalad bontakozik ki, az r-Stirling szdmoké.
Ezeknek a vizsgélata a disszertacio legfébb célja.

Ha ezt a kikotést nem tessziik, a ,hagyoményos” Stirling szamokat kapjuk
[10]. Erdekes tény, hogy az utobbiak tobb széz éve ismeretesek ugyan, szamos
neves matematikus foglalkozott veliik, ezek altalanositasainak, az r-Stirling sza-
moknak a tulajdonsigait csak tjabban tartak fel. Ezekre vonatkozoan Broder
[2] és Carlitz [3, 4] cikkei alapvetSek, de valdszintiségelméleti aspektusukat is
targyalja Charalambides [5] kivalo konyve. Torténeti érdekesség, hogy ezen szé-
mok elGszor 1906-ban tiintek fel Nielsen [15] konyvében. Dolgozatomban az itt
elkezdett munkat szandékoztam folytatni.

Az értekezés a kovetkezdképpen épiil fel. Az elsé fejezet az elengedhetetlentil
sziikséges alapvets fogalmakat vezeti be. A rakovetkezs fejezet a Bell polino-
mok r-Stirling szamok ismeretében szinte automatikusan adodo altaldnositasat
targyalja. A Bell polinomok szamos kombinatorikai és valoszintiségelméleti kér-
désben felmeriilnek (elegends csak Comtet vagy Riordan klasszikus konyveit
[6, 17] megemliteniink). Am az r-Stirlingekbél képezhets polinomokrol ma-
ig nincs Gsszefoglalo, alapvetének nyilvanithato kézlemény, elszort eredmények
vannak csak. Célom éppen ez a hidnypotlas — szamos Gj eredménnyel kiegészit-
ve.

A kovetkez6 szakaszban az Euler- és Fubini szamok neves szerzok altal régen
feltart kapcsolatat veszem alapul (1. [16, 18, 19]), és ezen fogalomkor segitségével
—mind analitikus, mind kombinatorikai iton — bemutatom, hogyan kell , 4ttérni”
arra az esetre, amikor a particiokra és ciklusokra a fentebb emlitett j feltételt
kirojuk. Nevezetesen, egy kombinacios zar-jaték segitségével (1. [19]) olyan
altalanositasat vezetem be az Euler szamoknak, melyek egy sor kombinatorikai
azonossagot irnak tjabb formaba. Ezzel a bekezdés elején idézett eredmények
tovabbfejlesztését nyijtom.

Ezt kévetGen bebizonyitom az r-Stirling szdmok sorozatainak unimodalitasi
tulajdonsagat, vagyis belatom, hogy ezek a sorozatok egy bizonyos indexig szi-
goruan noévekednek, majd ugyanigy csokkennek. Becslést adok arra az indexre
is, melyre ez a maximum felvétetik. Ezen eredmények Hammersley, Harper,



Wegner [8, 9, 20, 21] munkijanak egyenes folytatasanak tekinthetk. A Stirling
szdmok ,hagyoményos” esetével tobbek kozott Erdss Pal foglalkozott [7].

Késgbb az emlitett szamokbol képzett végtelen sorok Osszegezhet&ségét vizs-
galom, és konvergencia esetén explicit vagy rekurziv képletet adok ezen sorok
Osszegére. Ehhez sziikség volt Gn. hiperharmonikus szamokat tartalmazé bizo-
nyos sorosszegek meghatarozasara. Tekintve, hogy harmonikus szamokat tar-
talmazo ilyen formatumu sorok Gsszegét Euler irta le, elmondhat6, hogy ebben
az értelemben Euler formuléit sikeriilt megjavitani.

Végiil, egy tovabbi altalanositd lépést téve olyan 14j szamcsaladot konstru-
4lok, melynek segitségével a Bernoulli polinomok igen régi fogalma keriil 1j
megvilagitasba. Nevezetesen, racionalis helyeken felvett értékeit az itt defini-
alt szamokkal ki lehet szamolni. Ezen szamok egyébként az r-Stirlingeket és
a geometriai halok elméletében szerepld Whitney szamokat [1] 6tvozik, kozos
altaldnositast képezve.

A Stirling- és Bell szamok Altalanositasai

Mint sz6 volt rola, a disszertacio targyat a matematika enumerativ kombina-
torika” nevi aganak Stirling szamok néven ismert fogalma — pontosabban ezek
altalanositasa — képezi. Ezek a fogalmak keriilnek most részletesebb kifejtésre.

Az els6faji, n és k paraméteri Stirling szam megadja, hogy hany olyan per-
mutécidja van n elemnek, mely k ciklusbol all. Ciklus alatt olyan sorrendcserét
értiink, amikor valamely elemhez egy mésik, ahhoz egy harmadik, s.i.t., végiil
az utolséhoz a kiindul6 elem rendelédik. Az ilyen permutaciok Gsszes szamét
[Z] modon jelolik.

A masodfajia, n és k paramétertd Stirling szam azt adja meg, hogy n elemet
hanyféleképpen lehet k csoportba (blokkba) foglalni. Ezekre a szamokra az {Z}
jelolés eléggé elterjedt.

Ezen fogalmak régrol ismertek és elméletiik jol kidolgozott. Azonban létezik
egy olyan modositasuk, melyrsl ugyanez egyéaltalan nem mondhaté el. Neveze-
tesen, egy 1j, tipikusan r-rel jelolt paramétert is bevezetiink és ezzel az el6bbi
meghatarozisokat a kovetkez&képpen modositjuk.

Az n és k paraméterd els6faji r-Stirling szam n elem azon permutacioit
szamlalja, melyekben r darab, meghatarozott és rogzitett elem kiilonbozd ciklu-
sokban van. Hasonléan moédosul a masodfaji Stirling szamok definicidja. Most
is és a permutacioknal is az altalanossig csorbitasa nélkiil feltehetd, hogy ez az
r elem az els6 r elemet jelenti.

Uj, a kombinatorikdban igen sok helyen eléfordulo szamsorozatot kapunk, ha



a particiés szamokat rogzitett n mellett £ = 0,1, 2, ..., n értékekre dsszegezziik.
Az igy kapott sorozat elemeit Bell szamoknak nevezik és B,-nel jelolik. Ennél
altaldnosabbat vezetiink be, a Bell polinomokat:

By(z) = zn: {Z}xk

k=0

B, (1) kombinatorikai jelentése a fentiek fényében vilagos. Természetesen meg-
tehets, hogy az r parameétert is figyelembe vessziik egy ilyen sorozat képzésénél.
Ekkor az tn. B, , r-Bell szdmokat kapjuk. Az n-edik r-Bell szam tehat megad-
ja, hogy hanyféleképpen lehet n elemet gy csoportokra bontani, hogy az elsé
r elem kiilonb6z6 csoportokba keriiljon. (Ilyenkor természetesen n > r, ami
miatt inkdbb n + r elemet tekintiink, emlékeztetve arra, hogy van elkiiloniilve r
JKitlintetett” elem.) Az értekezés els6 fejezetét az r-Bell szamok és polinomok
tulajdonsagainak lefrdsa teszi ki.

Az r-Bell polinomokkal, mint egyiitthatokkal képzett hatvanysor (az tn.
exponencialis generatorfiiggvény) a kovetkezd:

= z" 2
ZBMT(Z‘)H _ em(e - )+rz.
n=0

Az r-Bell polinomok kifejezheték a hagyoméanyos Bell polinomokkal a kévetke-
z6képpen:

Két tovabbi rekurzio is adott:

d
Bn,r(x) x (denl,r(x) + Bnl,r(x)> + Tanl,r(x)a

e“x" By (x) = e*s"By_1,.(x)).

Az alabbi elsallitasok szintén érdekesek:

1= (k+7)"
Bur = 02T
k=0
2n! T et
Bn, = iIm/ e’ ereesin(ne)dﬁ.
e 0



A Fubini- és Euler szamok altalanositasai

Ezt kdvetGen n elem csoportokra bontasanal azt is tekintetbe vessziik, hogy az
egyes csoportok milyen sorrendben jelennek meg. Ha az r paramétert — és az
ezzel jard plusz megkdtést — nem figyeljiik, klasszikus fogalomhoz jutunk, az an.

Fubini szamokhoz: .
n
F, = k! .
> ufi)
k=0

Ha azonban feltessziik, hogy a csoportba sorolasnal (mostmar n + r elemet te-
kintve) az r megadott elem koziil semelyik kett nem keriilhet kézos csoportba,
akkor eleddig még feltaratlan fogalomhoz, az altalunk r-Fubini szadmoknak ne-
vezett és F,, ,-rel jel6ltsorozathoz jutunk. Az r-Stirling szamok definiciojabol

kovetkezGen tehat .
n—+r
F, ., = k ! .
o= e

k=0
Az r-Fubini szamok kapcsan az volt a f§ cél, hogy a hagyoményos Fubini
szamokra ismert eredményeket megfogalmazzuk r > 0 esetben is. Az egyik
legfontosabb ilyen ezen szamok és az un. Euler szamok k6zotti kapcsolat:

F, = zn: <Z>2k
k=0

Roviden, az n és k paraméterii <Z> Euler szamok azon permutéaciokat szamlal-

jék Ossze n elem esetén, melyekben k-szor fordul elg, hogy két szomszédos szam
koziil a kisebbhez kisebbet rendel, mint a nagyobbikhoz. Egy kombinéciés-zar
konstrukciot hivtunk segitségiil az r» > 0 esetben érvényes definicio ,megsejtésé-
hez”. Ez a kovetkezs:

Definicié: Az n, k paraméterti r-Euler szam n + r elem azon permutéci-
6it szamolja, melyekben k-szor fordul els, hogy két szomszédos szam kozil a
kisebbhez kisebbet rendel, mint a nagyobbikhoz, és a hozzdrendelt szamok ko-
20tt legfeljebb eqy kitiintetett van az r-bél. Az r-Euler szamokra az <Z>7 jelolést
vezethetjiik be.

Ezzel a kovetkez6 azonossagot lattuk be, ismét csak a kombinacios-zar ja-

tékkal: .
n
F,, = 2k,
=),

k=0
Tovabbi azonossagok sorozata szerepel ezekre a szamokra vonatkozoan a disszer-
tacié harmadik fejezetében.



Unimodalitas

Egy sorozatot unimodalisnak neveziink, ha névekszik, majd csdkken. Ez az
egyszerl tulajdonsag gyakran csak igen nehézkesen bizonyithato. Ezt a tulaj-
donsagot — s6t erGsebbet, az un. szigort log-konkavitast — bizonyitottuk az
r-Stirling szamokra. Egyik tétellink a kovetkezs:

Tétel (Mezd [11]): Az els6faju r-Stirling szamokra létezik olyan n-t8l és
r-t6l fliggd K}L’T index, melyre

< " < " > " >
K711,7"_1 'r_ KrlL,r r K’rlL,T‘—’_]‘ s

Tovabba ez az index nagysagrendileg:

K =r+ [log<n1> 1+0(1)].
’ r

r—1

Tétel (Mez6 [11]): A masodfaja r-Stirlingek is unimodalisak legfeljebb
két maximumbhellyel, melyek koziil a kisebbikre

n-—r
2 > 3
o log(n — r) — log 10g(n — 7") (TL =T + )a
% < K2, (n > r +max {18,log2/log (1 4+ 1/r)}).

Végtelen o0sszegek

A dolgozat 6t6dik fejezetében az r-Stirling szamokbol képzett, kovetkezs ala-
ka végtelen Osszegeket vizsgaltuk (k,m,r, ¢ tetszSleges paraméterek, tigyelve a
konvergenciara):

[M]8

n+k+r| 2"
m—+r

n+k+r 2"
m-+r ann!’

{n+k} 2"
m nd’
1 T

an!’
,nin!

3
Il
-

1 11

n



A talalt rekurzios vagy explicit képletek relative komplikaltak és hosszadalma-
sak, ezért csak egy egészen specialis paraméterre vonatkozot mutatunk be, ne-
vezetesen az els§ sorban taldlhaté Osszeget, melyben k£ = 0,m = 1. Mint az
lathato, ekkor a kovetkezé adodik:
i [n + r} 2"
—
—lrt 1, nin!

Ismeretes, hogy erre a specialis paraméterezésre az els6faji r-Stirling szamok az
an. hiperharmonikus szamokat adjak. Ezek rekurzivan definidlhatok:

1 1
H, = 1+-+--+—,

2 n
H® = Hy+Hy+ - +H,
H® = HY +HP ...+ HY,

Az els6 sor a ,klasszikus” harmonikus szamok esete, a tovabbi sorokban levé
szamokat adott rendt hiperharmonikus szdmoknak nevezziik. Visszatérve a
fentiekre, megmutathato, hogy

H(,)_l n+r
ol r+1 -

Ennek az eredménynek koszonhetSen 6sszegiink a sokkal attekinthetébb

0o T(Lr)
2

formara hozhato. Ahhoz hogy legalabb ennek az Gsszegzését megmutathassuk,
be kell még vezetniink a hipergeometrikus fiiggvényt:

aq a9 a
F 9 b Y P
p-q

b, by, ..., b

)

X (an)F(ag)k - (ap)F ok
x> -2 (b)R(ba)k -+~ (bg)F KV

k=0

ahol (a)* = a(a+1)--- (a+ k) a Pochhammer-szimbolumnak nevezett mennyi-
ség. Ha még bevezetjiik az

0 7r(r)
S(r,m) := Z n?” (m>r),
n=1



és
L, 1, ..., 1, k+1
B(k,m) := 11 Fm ( 9 o 9 ’1) .

5 5 ey

roviditéseket, akkor nyerjiik a kévetkez6t:
Tétel (Mezé6 [13, 14]): Har > 2 és m > r + 1, akkor
r—1 1
S(r,m)=S(1,m)+ kz_l z [S(k,m —1) — B(k,m)].
A fejezet eredményei koziil bemutatunk még egy kovetkezményként kapott
Osszeget:

—[n+2] 1 1 2
= —((3)+In"(2) — 2In(2 1 =~ 0.244416.
S0 g = 6@ ) —2me) +

Itt ¢ az Gn. Riemann-féle fiiggvény.
A késébbiekben specialisan a hiperharmonikus szamokra vonatkozé eredmé-
nyeket idéziink, a teljesség igénye nélkiil. Bebizonyitottuk példaul [12], hogy

a2 = () + 2 (1) iy
= (1) + (3 35 (D)
me = (1)« ()57 + () + X () s ==y

és igy tovabb. A negativ rendd hiperharmonikusok bevezetésével (mikor Hff)—
ben r < 0) a

Hasonlo6an,

n

Hér) _ Z <Z) (*1)k+1H£_T—H)

k=0
képlet a fenti egyenlGségeket egyszeri formajura transzformaélja.
Egy tovabbi eredményként a régebbrdl ismert

— ", 11
ZOHnn!—etQF2< 9 9 —t]).



tételt altalanositottuk arra az esetre, amikor a szdmlaléban a hiperharmonikus
szamok szerepelnek.
Tétel (Mez6 [12]): Minden r =1,2,... esetén

o0

’I"tn
> HY =

n=0

Rt e (1, 1)

Bernoulli polinomok

Az utolso fejezetben a tobb szaz éve felfedezett Bernoulli polinomokra adunk tj
formulat azzal, hogy az r-Stirling és in. Whitney szamok [1] kozos altalanosi-
tasat adjuk. Ezt a kovetkezSképpen tessziik: két polinomrol ,kikényszeritjiik”,
hogy egyenlGek legyenek, amivel az egyiitthatoikat egyértelmiisitjiik. Ezek a
polinomok

(mx+r)" = 2:771]“1/[/,717T(n7 k)zk
k=0
mtr(z—1)---(z—n+1) = Zwm’r(n, k)(ma + r)k.
k=0

(A képletek tényleg egyértelmiien definialjak a W, (n, k) és wy, r(n, k) szamo-
kat, mint polinomok egyiitthatoit. A dolgozatban ezen szdmokat r-Whitney
szamoknak nevezziik, hogy a két eredeti szam — r-Stirling és Whitney — nevét
Otvozziik, innen a W és w jelolés.) Egyik tételiink szerint tehat a

ze** = z"

e? —1 = Z Bn({E)
n=0

modon definialt By, (z) polinomokat elgallithatjuk a

+1 +1 1 [E+1
(nl >Bn l+1( )_n Zm "”nk)k+1[ ; }

modon.
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Summary

Introduction

In the thesis I generalize several combinatorial numbers coming from enumera-
tive problems.

More precisely, when we construct partitions of sets and cycles of permuta-
tions, we distinct r fixed elements. These elements are enforced to be in different
blocks or cycles. With this new assumption, a different class of numbers appear.
They are called 7-Stirling numbers [2, 3, 4]. The main aim of the dissertation
is to invesigate these numbers.

If we drop the mentioned restriction, we get the well known Stirling numbers.
It is an interesting fact that these numbers appeared many centuries ago but the
properties of their generalization (the r-Stirling numbers) have been revealed
just one hundred years ago in the book of Nielsen [15] from 1906. It is worth to
mention the above cited fundamental work of Broder, Carlitz and the accom-
plished book of Charalambides [5]. Latter deals with the probability-theoretical
aspects of Stirling numbers.

The thesis is built up as follows. The first chapter describes the most funda-
mental definitions. The next one contains the results coming from the general-
ization of Bell numbers. The Bell polynomials appear in many different contexts
in combinatorics and in probability theory, for example (it is enough to mention
the classical book of Comtet and Riordan [6, 17]). But there are only sporadic
results with respect to the generalization via the r-Stirling numbers. One of our
goal is to fill this gap — with a number of new results.

In the next chapter I concern on the connection between Fubini and Eulerian
numbers revealed by a number of noted authors (see [16, 18, 19]). With this, I
show how should we “switch” to the case when we enforce the new assumption
described above. Namely, with the aim of a combination lock-game (see [19]),
I construct a kind of generalized Eulerian numbers. With this new notion I
rephrased a couple of old identities in a more general form.

Next, I prove that the r-Stirling numbers form unimodal sequences, that is,
for a fixed n they strictly increase to an index and then decrease. I give esimates
to the indexes for which these maxima reached. These results can be considered
as continuations of the work of Hammersley, Harper, Wegner [8, 9, 20| and
others. The classical case of Stirling numbers was investigated by Pal Erdés
also [7].

In the fifth and sixth chapters I deal with the summability of sequences

11



formed by the numbers mentioned above and give explicit or recursive formula
for the sum of these series. To do this, I need some series involving the so-
called hyperharmonic numbers. Since such series involving harmonic numbers
were investigated by Euler, one can say that in this sense Euler’s results are
enriched.

Finally, going further, I construct again a new class of combinatorial num-
bers. With these we throw new light upon the very old notion of Bernoulli
polynomials. Namely, we can calculate these polynomials at rational arguments
with our new numbers. These numbers generalizes both the r-Stirlings and the
Whitney numbers of geometric lattices.

A generalization of Stirling and Bell numbers

As we mentioned above, the main subject of this dissertation belongs to the
theory of enumerative combinatorics. More exactly, we deal with the ways of
generalizations of some known combinatorial numbers.

The Stirling number of the first kind with parameters n and k gives the
number of permutations on n letters with exactly k cycles. These numbers are
denoted by [}].

Similarly, the Stirling number of the second kind with parameters n and k
enumerates the number of partitions of n elements with k£ groups or blocks. The
notation in this case is {Z}

These notions are very well known and their theory is fully developed. But
there exists a modification of them, which seems to be relatively new. Namely,
one can introduce a new parameter r. The r-Stirling number of the first kind
with parameters n, k gives the number of permutations on n letters with k cycles
such that the first » elements are in distinct cycles. The definition of the second
kind case is similar. Sometimes we call these r elements as marked elements.

If we sum over the parameter k (while n is fixed), we get a new sequence.
It’s elements are called Bell numbers and denoted by B,,. A more general notion

is the Bell polynomial:
" (n
B, (z) = E {k}xk

k=0

The combinatorial meaning of the B, = B,(1) Bell numbers is obvious. Of
course, one may consider the case when r > 1. In this case we get the so-called
By, » r-Bell numbers. Hence B, , gives the number of partitions on n elements

12



when the marked ones are in distint blocks. (Since n > r, we consider n + r
elements instead of n elements.)

The first chapter of the thesis contains the systematic description of the r-
Bell numbers and polynomials. For example, a power series with general term
B, (x)/n! (also known as exponential generating function) is

s 2Z" 2

> Bupla) oy = et 0,
n.

n=0

The r-Bell polynomials can be expressed with the ordinal ones as

rk <Z> Bo_x ().

Two additional recursion are also given:

Bpr(x) =

k=0

n

d
B, (x) = =z (denl,T(m) + Bnl’r(x)> +7rBy_1,.(z),
e*x" By (x) = J:i (e"2"B (x))
n,r - dx n—1,r .

Moreover, the next identities are verified:

1= (k+7)"
Bur = T
k=0
2 ! i 67'9 k2
B,, = Do e ere” sin(nd)d6.
e 0

A generalization of the Fubini and Euler numbers

When a partition is constructed, one may consider the order of the blocks. If
the restriction on the marked elements is eliminated, we get the classical notion
of Fubini numbers, denoted as F,:

n n
F, = Zk!{k}.
k=0

In the case when the parameter r is involved, an unrevealed notion appears. We
gave the name r-Fubini numbers to these sequences.

13



Our goal was to phrase and derive the well known identities and other results
on Fubini numbers with respect to r-Fubini numbers. One of the most interest-
ing result is the connection of Fubini numbers and the Eulerian numbers:

F, = Zn: <”>2’c
k=0 k

In short, the Eulerian number <Z> with parameters n and k counts the permu-
tations on n letters in which exactly k elements are greater than the previous
element (“ascent”). We used a combination lock game to conjecture the proper
definition of the r-Eulerian numbers. This is the following.

Definition: The r-Eulerian number with parameters n, k, denoted by <Z>r7
counts the permutations on n letters in which there are k ascents such that in
the ascents there is at most one marked element.

We proved the next identity:

Fn’r B i <Z>T2k.

k=0

There is a number of identities with respect to these numbers in the third
Chapter.

Unimodality

A sequence is called unimodal, if it increases and the decreases. Often hard
to prove this simple property. We deduced that even a stronger property also
holds for r-Stirling numbers. Our theorem is as follows.

Theorem (Mez6 [11]): There is an index K\ ,., depending on n and r, for
which

< " < " > " >
KrlL,ri]' r_ KrlL,r r KTIL,T+1 r

Moreover, this index can be estimated as

-1 1
K}”:r—i—[log(n >——|—0(1)].
’ r—1 T

Theorem (Mez& [11]): The r-Stirling numbers are also unimodal with at

14



most two maxima, and the least maximum can be approximated by

n—r

K> >r+3
n,r log(n — ) — loglog(n —r) e,
ﬁ < K7, (n > 7+ max {18,log 2/log (1 + 1/7)}).

In the fifth chapter we ran on the next series formed by r-Stirling numbers.

WK

n+k+r| 2"
m—+r

n+k+r z"
f m-+r ann!’
{n+k} 2"
m nd’
1 T

The recursions and explicit expressions are relatively complicated, so we cite
only the results with some special parameters, like

i n+r| 22"
r+1 ann!'

n=1

an!’
»nin!

n=1

M2 103

n

It is known that for this special case, the r-Stirling numbers of the first kind give
back the so-called hyperharmonic numbers. Now we define them by recursion.

1 1
Hy = l4+z+-+-,

2 n
H. = Hi+Hy+- - +H,,

H}+ Hi +-- + HZ,

In the first line there is the nth harmonic number, while in the other lines there
are the hyperharmonic numbers of order one, two, three... To go back to the
former considerations, we cite a known identity

H =ML
nl|r4+1],

15



Thanks to this, our series has a more readable form:

Hy,

o0
Z nm’
n=1

We need also the hypergeometric function:

= (a1)F (a2)* - (ap)F 2"

“’) =2 (b1)F(b2)F - - (by)

k=0

aj az, . ) ap
F b
PRAIN by, be, ..., by

where (a)* = a(a+1)--- (a+ k) is the Pochhammer-symbol. We introduce the

abbreviation
oo H(")

S(r,m) ::Z n?” (m >r),
n=1
and .
1, 1, ... 1 1
B(k,m) := mHFm( S oy oy T ’1)

With these we win the next
Theorem (Mezé [13, 14]): Suppose that r > 2 and m > r + 1, then

r—1

Strym) = S(L,m)+ Y % 1S (ksm — 1) — Bk, m)].
k=1

As a corollary of the results in the cited chapter, we have calculated that

n+2 1 1 5
Z - _Z In2(2) — 21n(2) + 1 ~ 0.244416.

Here ( is the Riemann function.
Without the sake of completeness, we cite some results with respect to the

hyperharmonic numbers. For example, we pointed out (Mez6 [12]) that
n 71)]6
@ _ (" n\ (1"
n <1 *; k) k(1)

2!(_1)k+1

w0 = (1) () (Do

Similarly,

n

16
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and so on. Introducing the hyperharmonic numbers of negative order (that is,

when r < 0 in H,(f)), the identities above can be compressed in the compact

form N
r n —r+1
) = (7)ot

k=0

As a further result, we generalized Gosper’s theorem

o)

tn
E Hn—:ett2F2 ! L —t].
= n! 2 2

to the case when in the nominator there are hyperharmonic numbers.
Theorem (Mezd [12]): For all r =1,2,...

o0

3 gt _
= " on!
= o (r—1)! 1 1
t (r—m)® AN _
¢ ZlH" n!+ (rh)? tzFQ( r+1 r+1 ’ t)}

Bernoulli polynomials

In the last chapter we give a new formula for the very old Bernoulli polynomials.
To do this, we find a common generalization of the r-Stirling and Whitney
numbers (latter appears in the theory of geometric lattices, see [1]). We enforce
the next two polynomials to be equal.

Z mkayr(n, k)xﬁ

(mz+r)" =
k=0
mz(x—1)---(x—n+1) = Zwm,r(n, k) (max + r)F.
k=0

(These formulae really define the numbers W, .(n, k) and wy, »(n, k) uniquely
as the coefficients of the polynomials above.) The Bernoulli polynomials are

17



determined by their generating function

zT n

oo
ze z
ez _ 1 :;Bn(x)ﬁa

and one of our theorem says that

n

n+1 T n+1 k 1 k+1
Bn— = ”mr ;k .
( l > b <m) mp ];)m o )k—l—l[ l ]
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