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Bevezetés

Legyen K n-ed fokid algebrai szamtest, jelolje Zx az egészek gytriijét. Az algebrai
szamelmélet egy klasszikus probléméja annak eldontése, hogy létezik-e olyan K-beli
a elem, hogy

2 n—1
l,a, a0, ..., «

egész bazis. Az ilyen egész bazisokat hatvdiny egész bizisnak nevezziik. A Zg egészek
gylrtjét monogénneknevezziik, ha K rendelkezik hatvany egész bazissal. Egy tovabbi
probléma megtalalni az 6sszes olyan a elemet, amely hatvany egész bazist general K-
ban.

BEgy o € Zgk primitiv elem indexe

I(a) = (Z3. : Z7 |a)).
Ez felirhato ‘ i
_ H1§j<k§n |04(]) —al )|

I(a) - \/m ’ (1)

alakban is, ahol D a K test diszkriminansa.
Nyilvanvaloan az o pontosan akkor generéal hatvany egész bazist, ha I(«) = 1.
Legyen az {1, ws, ...,w,} egy tetsz6leges egész bazisa a K-nak. Ekkor a

l(z) =21 4+ Tows + ... + Tpw,

linearis forma diszkriminansara teljesiil, hogy

Dip(l(@) = [ (V@) —19())* = I(x, ... x,)* D,
1<i<j<n

ahol = = (x1, 29, ..., x,) € Z™ &s az (3, ..., x,) egy @ foka, n — 1 valtozos, egész
egylitthatos homogén forma, melyet az {1,ws,...,w,} egész bazishoz tartozo index
formdnak neveziink.

Tetsz6leges Zk-beli « elemet az o = 1 +woxs+ ... +w,x, formaban reprezentalva
kapjuk, hogy az

I(a) = |I(xg, ..., x,)|,

mely fiiggetlen az « els6 koordinatajatol. Azaz, a hatvany egész bazisok generator
elemeinek megkereséséhez meg kell oldanunk a kovetkezd diofantikus egyenletet:

I(l’g,...,xn):il <l’2,...,l’n€Z). (2)

1976-ban Gyéry K. ([18], [20] és [19]) a Baker modszer felhasznalasaval adott
effektiv felss korlatot az index forma egyenletek megoldasara (lasd még [21] a legtajabb
javitasok). Ez azt jelenti, hogy csak véges sok megoldasa van a (2) egyenletnek.

Az elmult évtizedben szédmos szerz6 foglalkozott index forma egyenletek meg-
oldasara vonatkoz6 algoritmusok konstrualasdval. Vannak hatékony algoritmusok
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alacsony fokszamu szamtestekben az 0sszes hatvany egész bazis generator meghaté-
rozasara: Gaal 1. és N. Schulte [16] a harmadfoku testekre, Gaal 1., Pethg A. és M.
Pohst [11]| a negyedfoku testekre. Az 6t6d és hatodfoku testekre Gaal 1. és Gyory K.
[9] ill. Y. Bilu, Gaal I. és Gyory K. [1] adtak altalanos algoritmusokat, melyek mar
tobb 6ras CPU id6t igényelnek. Bizonyos specialis hatod-, nyolcad-, és kilencedfoku
testek esetén dolgoztak ki modszereket az indexforma egyenlet megoldasara: Gaal
L. [3], Gaal I. [5], Gaal 1. és M. Pohst [13], Jarasi 1. [22]. A (2) egyenlet megoldé-
sara vonatkozé algoritmusok részletes leirasa és szamos ezzel kapcsolatos eredmény
megtalalhato Gaal I. [8] konyvében.

I

Magasabb fokszamu testekben ez a probléma nagyon komplikalt, a (2) egyenlet
magas fokszdma és a valtozok nagy szama miatt. A (2) egyenlet megoldasa csak
akkor reményteljes, ha a K bizonyos résztestek kompozituma, mert ebben az esetben
az indexforma reducibilis. Erdekes és jol alkalmazhato sziikséges feltételek ismertek
a hatvany egész bazis létezésére vonatkozdan. Az elss fejezet célja ezen eredmények
Osszegzése kompozit testekben. Ezen eredmények szamos alkalmazasat is bemutatjuk.

11

A II. fejezetben a legegyszeriibb negyedfoki testek végtelen parametrikus csalad-
jaban megadjuk az Gsszes hatvany egész bazis generator elemét.

Legyen t € Z paraméter, o a Py(z) = 2* — t2® — 622 + tz + 1 gydke és tekintsiik a
K; = K = Q(«) szamtestek végtelen parametrikus csaladjat. Ezeket a teljesen valos,
ciklikus, negyedfoku testeket a "legegyszertibb" negyedfoku testeknek nevezik.
Szamos szerz6 foglalkozott a K legegyszeriibb negyedfoki testek végtelen parametri-
kus csaladjaval (lasd [17],[26] és [28]). AZ[a] polinomgyiiri hatvany egész bazisainak
generatorai mar ismertek. A mi esetiinkben bizonyost-re vonatkozo feltételek mellett
a K test Zg egészeinek gytirtijében adjuk meg explicit modon az 6sszes hatvany egész
bézis generator elemet.

II1

A III. fejezetben az els6hoz hasonldéan specialis struktaraju hatodfokd parametri-
kus csaladot tekintiink. Tudjuk, hogy ha egy hatodfoku test rendelkezik egy mésod-
foktu résztesttel, akkor az index egyik faktora a masodfoku résztest feletti relativ Thue
egyenletre vezet. Teljesen valos, ciklikus hatodfoku testekben index forma egyenletek
megoldasaval kapcsolatos algoritmusokat fejlesztett ki: Gadal 1. [4] és Gaal 1. és M.
Pohst [13].

Ebben a fejezetben adott indexd elemek meghatarozasanak problémajat vizsgal-
juk olyan képzetes méasodfoki résztesttel rendelkezd hatodfoki testek egy végtelen
parametrikus csalddjaban, melyek egy harmadfoki, teljesen valos résztesttel is ren-
delkeznek. Felhasznalva Gaal I. [3] eredményét a problémankZ feletti harmadfoki
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Thue egyenl6tlenségek megoldasara redukalodik, ha a paraméter nem tul kicsi. Is-
mertek gyors algoritmusok harmad- (vagy magasabb foka) Thue egyenletek vagy
egyenlGtlenségek megoldésara (lasd [2]). Tovabba direkt szamitasok felhasznéalasaval
azokat a testeket is vizsgaltuk, melyek a kis paraméter értékhez tartoznak és ezért a
6 tétel nem vonatkozik rajuk.



1. Kompozit testek

1.1. Relativ prim diszkriminansok

Legyen L egy r-edfoki szamtest {l; = 1,15, ..., [, } egész bazissal és Dy, diszkriminans-
sal. Jelolje Ir(xo,...,x,)-lel az L {l; = 1,l5,...,l,} egész bazisdhoz tartoz6 index
format. Hasonloan, legyen M egy s-edfoku szamtest {m; = 1,ma,..., ms} egész ba-
zissal és D) diszkriminanssal. Jelolje Iy (xo, ..., xs)-lel az M {m; = 1,mg, ..., ms}
egész bazisdhoz tartozo index format. Legyen K = LM az L és M kompozituma.
Ismert, hogy ha (Dp, Dy) = 1, akkor a K diszkriminansa

Dx = D3 - D,

és a K egy egész bazisa

a:Zinj-li~mj (3)

formaban, aholz;; € Z (1 <i<r, 1 <j<s).
Gaal 1. |5] megfogalmazott egy altalanos sziikséges feltételt, hogy egy o € Zg
elem milyen esetben general K-ban hatvany egész bazist.

1. Tétel. (Gadl L, [5])
Feltételezziik, hogy (D, Dy) = 1. Ha az (8) formdban megadott o hatvdny egész
bdzist generdl K = LM -ban, akkor

i=1 =1
€s

NL/Q <[]V[ (Zxﬁl“’lele)) = 41. (5)
i=1

i=1

1.1.1. Az 1. Tétel alkalmazasai

Példa: Kilenced foku test harmadfoku résztestekkel (lasd Gaal I. [7]).

Legyenek az f, g egyvaltozos, irreducibilis, egész egyiitthatos harmadfokt polino-
mok. Jelolje rendre az f és g egy-egy gyokét ¢ és 1. Tekintsiik az L = Q(¢) és
M = Q(v) algebrai szamtesteket. Az 1. Tétel alkalmazéasaként a kovetkezs példakat
vizsgaltak a |7]-ben:



1. fx)=a®—ax+1, Dp=-23, glz)=a°—20+2, Dy =—T76
2. fle)=2+x+1, Dp=-31, g(x)=a2*4+22+2+2, Dy = —83
3. flz)=a%+2x+1, Dy = —59, g(x):$3+x2_2x_3. Dy = —87

Felhasznalva a 1. Tételt megmutattak, hogy a K = LM kompozit testben nincs
hatvany egész bazis egyik esetben sem. Megjegyezziik, hogy ha L és M harmadfoku
testek, akkor az (4) és az (5) harmadfoku, relativ Thue egyenletek a harmadfoki
testek felett.

1.2. Jelolések

Az alédbbi fejezetekben a kiovetkezd jeloléseket fogjuk hasznélni:

Legyenek az f,g € Z[z] kiilonboz6, egyvaltozos, irreducibilis rendre m és n foka

polinomok ( Q felett ). Legyen a ¢ az f egyik gyoke és legyen a ¢ a g egyik gyoke.

Legyen az L = Q(v), M = Q(v) és feltételezziik, hogy a K = LM kompozit test

foka mn. Jelolje d(f) és d(g) rendre az f és g polinomok diszkriminansait.
Tekintsiik az L test O = Zp], az M test O, = Z[¢] rendjeit és a K =

ML kompozit testben az Of, = O;0, = Z[p,| rendet. Megjegyezziik, hogy az

{17S07‘ * '7g0m_1}7 {17w7' A 7¢n_1} és aZ

{]‘7 SD’ A 7S0m_17 /l/]’ (pq?D7 ct (pm_1¢7 A 7/1/Jn_17 (p/l/]n_17 ct @m_1¢n_1}7
rendre Z bazisok az Oy, O, és az Oy, rendekben.

1.3. Nem relativ prim diszkriminansok

Ha a 1. Tétel feltétele teljesiil, akkor a hatvany egész bazisok generator elemeinek
megkereséséhez meg kell oldanunk az (4) és (5) egyenleteket, amelyek sokszor na-
gyon komplikaltak. Az aldbbiakban egyszerti elégséges feltételeket adunk meg, mely
feltételek teljesiilése mellett a vizsgalt rendben nincs hatvany egész bazis.

Feltételezziik, hogy van olyan ¢ (¢ > 2) prim szam, hogy mind az f, mind a g
rendelkezik t6bbszoros (legalabb kétszeres) gyokkel modg, azaz léteznek olyan ay és
ag egész szamok, ugy hogy

0  (mod g),
0 (mod q). (6)

Q
—~
)

Q
~—
11l
Q\
—~
Q
@
~—

1. Megjegyzés. A feltételeinkbdl kovetkezik, hogy aq egyszerre osztja az f polinom
d(f) és a g polinom d(g) diszkriminansat is.

2. Megjegyzés. Az [5]-ben olyan testeket tekintettiink, amelyek két relativ prim
diszkriminansi résztest kompozitumai. A fenti megjegyzés alapjan a mi eseteinkben
a vizsgalt testek olyan kompozit testek, melyek diszkriminansai nem sziikségszertien



relativ primek. Ez az eset all el sok érdekes példa soran, amelyek koziil néhanyat
ezen szakasz végén felsorolunk.
Az eredményiink a kovetkezd (lasd [15]):

2. Tétel. (Gadl 1., Olajos P., M. Pohst, [15])
A fenti feltételek mellett az Oy, rend minden primitiv elemének indexe oszthatdgq-val.

Kovetkezményként kapjuk, hogy:
3. Tétel. (Gadl I, Olajos P., M. Pohst, [15])

A fenti feltételek mellett az Oy rendben nincs hatvdany egész bdzis.

1.3.1. A 3. Tétel alkalmazasai

1. Példa Egy ciklikus hatodfoku test

Tekintsiik a K hatodfoki testet, amelyet ah(r) = 2% —2° — 621+ 62° +82% — 8z +1
egyik gyoke generdl. Ez egy teljesen valos, ciklikus, hatodfoku test
Dy = 453789 = 337° diszkriminanssal. Ennek harmadfoka részteste az L = Q(y)
(49 diszkriminanssal), ahol a ¢ az f(x) = 2% + 42% 4+ 3z — 1 gydke. Az L testben
az {1,¢,p?} elemek egész bazist generdlnak. A q = 7 primszammal teljesiil, hogy
f(z) = (z4+6)® (mod 7). A masodfoki résztest az M = Q(v/21). A g(z) = 2> —2—5
polinomnak gydke a 1) = (1 ++/21)/2 és nyilvanvaloan az {1,v} egy egész bazis az
M-ben. A g =7 primszammal teljesiil, hogy g(z) = (z — 1/2)® (mod 7). A
2. Tételb6l kovetkezik, hogy az Op, = Z[1, @, ©*, 1, o1b, ¢*¢] rend primitiv elemeinek
indexe mind oszthat6 7-tel, igy a rendben nincs hatvany egész bazis.

II. Példa Egy nem ciklikus hatodfoku test

Tekintsiik a K hatodfoku testet, amelyet a h(x) = 25 — 12190z + 25656522 —
12167 egyik gyoke general. Ez teljesen valos, hatodfoku test Dg Galois csoporttal,
Dy = 2017%23%647% diszkriminanssal. Ennek harmadfokt részteste az L = Q(yp)
(252977 = 17 - 23 - 647 diszkriminanssal és S3 Galois csoporttal), ahol a ¢ is az
f(z) = 23 — 2222 — 232 — 1 gydke. Az L testben az {1, p, p*} elemek egy egész bazist
alkotnak. A g = 23 primszammal teljesiil, hogy f(z) = (z+15)(z+16)? (mod 23). A
masodfoki test az M = Q(v/23). A g(z) = 22 — 23 polinom gydke a 1) = /23 és nyil-
vanvaloan az {1,9} egy egész bazis az M-ben. A ¢ = 23 primszammal teljesiil, hogy
g(x) = 2% (mod 23). A 2. Tételbsl kovetkezik, hogy az Oy, = Z[1, @, 0%, ¥, b, 0]
rend primitiv elemeinek indexe mind oszthaté 23-mal, igy a rendben nincs hatvany
egész bazis.

ITI. Példa Legegyszertibb hatodfoku testek parametrikus csaladja
Legyen t egész paraméter, melyre 31 ¢, t # —8, —5. Legyen (3, gyoke a

hy(x) = 2® — 2ta® — (5t + 15)2* — 202 + 5ta? + (2t + 6)a + 1.

polinomnak és tekintsiik hatodfoku testek K; = Q(0;) csaladjat.
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Ezt a csaladot "legegyszertiibb hatodfoku testeknek" nevezik, amely rendelkezik
néhany érdekes tulajdonséggal, részletezve 1d. [27]-ben. Ezek a testek teljesen valos,
ciklikus testek. Legyen ¢ = t? + 3t + 9. Ezt felhasznalva kapjuk, hogy d(h;) = 6°¢°.
Megjegyezziik, hogy a hy(z) = (x—1/3)® (mod q) (a "legegyszertibb 6todfoki testek"
hasonlé tulajdonsaggal rendelkeznek, vo6. [14]).

A K, test L; harmadfoku résztestét az

fi=a®—ta* — (t+3)r—1

egyik o gydke generalja, ahol d(f;) = ¢>. Ezek pontosan a "legegyszertibb harmadfoki
testek", melyek teljesen valosak, ciklikusak. Ekkor nyilvanvaloan az{1, p, ¢*} egész
bazisa az L;-nek. Megjegyezziik, hogy fi(z) = (z — t/3)* (mod q).

A K, masodfoki részteste az My = Q(,/q).
Ha ¢ = 2,3 (mod 4), akkor legyen a g,(z) = 2® — ¢, ahol d(g;) = 4¢q és a ¢ = \/q az
egyik gyoke Ebben az esetben g;(z) = 22 (mod q).
Ha ¢ = 1 (mod 4), akkor legyen g;(z) = 2> — x — (¢ — 1)/4, ahol d(g;) = q és a
Y = (1+./q9)/2 az egyik gyoke. Ebben az esetben g,(x) = (z — 1/2)* (mod q).
Mindkét esetben az {1,v} egész bazisa az M-nek.

Tekintsiik most az Oy, = Z[1, p, ©*, ¥, pb, *¢] rendet. A 2. Tétel felhasznalasa-
val az Oy, rend primitiv elemeinek indexe mind oszthato g-val, ezért az Oy, rendben
nincs hatvany egész bazis.

IV. Példa Magasabb foku testek I.

A kovetkezGkben egy olyan példat mutatunk be, amely szemlélteti, hogy adott
esetben az eredményiink konnyen alkalmazhaté bizonyos magasabb fokszama testekre
is.

Legyen a p az f(x) = 2° — 22* + 72% 4+ 62 + 5 gyoke. Az L = Q(yp) 6todfoki test
nem rendelkezik nem-trivialis résztestekkel. Legyen az g(x) = 2® + 1327 + 552° +
7525 4 223 — 2% — 143z — 525 gydke. Az M = Q(1)) nyolcadfokt test ugyancsak nem
rendelkezik nem-trivialis résztestekkel. A ¢ = 17 primszammal teljesiil, hogy

f(z) = (z+16)*(2® + 16z +5) (mod 17),
g(r) = (z+5)%(2® +122% + 22 + 14)(2® + 82 + 42 +7) (mod 17),

ezért a 2. Tétel alkalmazhato. Tekintsiik a K = Q(¢, ¢) 40-ed foku test O, = Zp, 9]
rendjét. Tetszéleges o € Oy, megadhato6 az

4 7
aZE E Tij" Y
i=0 j=0

alakban, ahol z;; € Z. A 2. Tétel felhasznalasaval az Oy, rend sszes primitiv elemé-
nek az indexe oszthato 17-tel, ezért az Oy, rendben nincs hatvany egész bazis.



V. Példa Magasabb foku testek II.
Legyen a o az f(z) = x° + 172* + 4462° + 223222 + 6048z + 24192 gydke. Legyen
avag(r)=ax+ 2123 — 32? — 8v — 4 gydke. A q = 19 primszammal teljesiil, hogy

flz) = (x+12*@+9)(z+10) (mod 19),
g(x) = (z+1)*(x+2)(x+17) (mod 19),

ezért a 2. Tétel alkalmazhato. Tekintsiik aK = Q(yp, ) 20-ad foku test O, = Z[p, V]
rendjét. Tetszleges a € Oy megadhato az

alakban, ahol z;; € Z. A 2. Tétel alapjan az Oy, rend Osszes primitiv elemeinek
indexe oszthat6 19-cel, ezért az O, rendben nincs hatvany egész bazis.

VI. Példa Magasabb foku testek III.
A fentiekhez hasonlo jel6léseket hasznélva legyen ay az

f(z) = 2 — 82® 4 739262" + 54705242° + 1518070412 +
14z* + 62162° + 103496422 + 765873362 + 2125298574.

gyoke. Legyen a ¢ a

g(z) = 2% — 582" + 12102° + 133242° + 739752 +
1779912% + 18634022 + 10248702 + 2254714.

gyoke. A ¢ = 113 primszammal teljesiil, hogy

flz) = (z+111)* 2+ 81)(z* + 322° + 72* + 1112 +49)  (mod 113),
g(x) = (v+11)°(x +56)(2* + 572 +85) (mod 113),

ezért a 2. Tétel alkalmazhato. Tekintsiik a K = Q(ip, ¢) 72-ed foku test O, = Z[p, 9]
rendjét. Tetszéleges a € Oy, megadhato az

8 7

P
o= E Tijp (0%
i=0 j=0

alakban, ahol z;; € Z. A 2. Tétel alapjan a Oy, rend minden primitiv elemének
indexe oszthat6 113-mal, ezért az Oy, rendben nincs hatvany egész bazis.

1.4. Kongruencia feltételek I

Bizonyos specialis esetekben, amikor a 3. Tétel feltételei nem teljesiilnek, meg tudunk
adni egy elégséges kongruencia feltételt, melynek teljesiilése esetén a megfelel6 rendek
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kompozitumaiban nincs hatvany egész bazis. A kovetkezd szakaszokban két ilyen
tipusi eredményt részleteziink.
Elgszor, tegyiik fel, hogy léteznek olyan négyzetmentesp, g € Z szamok, hogy

f(x) =™ (mod p), (7)
vagy
glx) =2"  (mod g). (8)

Ekkor a kovetkezo tételt kapjuk (lasd [10]):

4. Tétel. (Gadl I., Olajos P., [10])
Feltételezziik, hogy az Oy, rendben létezik hatvdny egész bazis.
Ha a (7) teljesil, akkor

(d(g))™™ " =+1 (mod p). (9)
Ha (8) teljesiil, akkor

()" V2 =£1 (mod ). (10)

5. Tétel. (Gadl I, Olajos P., [10])
Ha a (7) és a (8) feltételek teljesiilnek és a (9) és a (10) feltételek kizil valamelyik
nem teljestl, akkor O¢, rendben nincs hatvdany egész bazis.

3. Megjegyzés. Ez a tétel egy egyszeri sziikséges feltételt ad meg hatvany egész
bézis létezésével kapcsolatban. Ha a (9) és a (10) kongruencidk teljesiilnek és a
diszkriminansok relativ primek (ez azt jelenti, hogy nem alkalmazhatjuk a 3. Tételt),
akkor az elemek megkereséséhez alkalmaznunk kell a 1. Tételt. De sok esetben, amikor
a 4. Tétel teljesiil és a diszkriminansok relativ primek, megtakaritunk sok szdmolést,
mert nem kell megoldanunk a 1. Tétel (4) és (5) egyenleteit.

1.4.1. A 5. Tétel alkalmazasai

A példédkban ugyanolyan értelemben hasznaljuk az O és az Oy, polinomrendeket,
mint a 2. Tételben, és hasonléan az O = O Oy,.

1. Példa

Legyenek a p, ¢ négyzetmentes egészek (> 2). Az egyik leglényegesebb és leggya-
koribb alkalmazasa a 5. Tételnek az az eset, amikor f(z) = ™ —p és g(z) = 2" — q.
Feltételezziik, hogy a K = Q( x/p, {/q) test foka mn. Ebben az esetben a

d(f) = () ImDpt
dlg) = (=1)P~DE=2/2 pn -1,
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A 5. Tétel felhasznalasval, ha a

(n"™ - q”*l)m(m_lm =41 (mod p),

(m™ -pm_l)n(nfl)/2 =41 (mod q)

kongruenciak koziil valamelyik nem teljesiil, akkor azOx = Z[ t/p, /q) rendben nincs
hatvany egész bézis.

I1.1. Abban a specidlis esetben, ham = 3, n = 2, a K = LM test egy hatodfokt
algebrai szamtest. Ekkor ad(f) = Do, = —27-p*,d(g) = Do,, =4 q.
A fenti kongruencidk a

64-¢° =41 (mod p),
—27-p* =41 (mod q)

alakuak.
Ha példaul a p =7, ¢ = 5, akkor

(DOL7DO]W) =1,
ezért a 1. Tétel alkalmazhato lenne. Ekkor a

64-5° =8000=6=—1 (mod7),
—27-7*=—-1323=2= -3 (mod 5).

A 5. Tételbdl kovetkezik, hogy nincs hatvany egész bazis az Ok-ban.

I.2. Abban a specialis esetben, amikor m = 22, n =15 és [K : Q] = 22 - 15 = 330
azt kapjuk, hogy

d(f) = Do, = 222 p”', d(g) = Do,, = —15" - ¢*.
Ha példaul a p = 31, ¢ = 17, akkor
(Do,, Do) =1,
ezért a 1. Tétel alkalmazhato lenne. De a 5. Tétel alkalmazasaval, vagy a
(=155 17" =4 = 27 (mod 31)
vagy a
(22%2.31"H1% =10 = —7  (mod 17)

kongruenciabdl kovetkezik, hogy nincs hatvany egész bazis az Og-ban.

11



1I. Példa

Tekintsiink egy a fentit6l kiilonboz6 példat: legyen f(x) = 2° —p3a® —p?2* —pr—p
and g(z) = 2® — ¢*2* — qr — ¢ (m =5, n = 3). Ha az Ok rendelkezik hatvany egész
bézissal, akkor a kovetkezG kongruencidknak kell teljesiilniiik:

d(g)' =41 (mod p),

d(f)* =+1  (mod q),

ahol a
d(g) = —¢*(—4q — ¢* + 18¢* + 4¢° + 27)
és
d(f) = —p*(108p"® — 56p™* + 12p"" + 75p® — 38p" + 11p°® — 3750p* +
4250p% — 1600p* + 256p — 3125).

Ha ezen kongruenciak valamelyike nem teljesiil, akkor az O = Z[a, (] (az o és a
rendre gyokei az f, g-nek) rendben nincs hatvany egész bazis.

IT.1. Legyen a p =7, g =29. Ekkor [K : Q] =5 -3 = 15, és ekkor azt kapjuk, hogy
d(f) = Do, = —23320969892806663 = —(7)*(11)%(5208131)(15413),

d(g) = Do,, = —68417338124 = —(2)?(29)%(41)(496051)
és
(‘DOL7DOIVI) =1,

ezért a 1. Tétel alkalmazhato lenne. De a 5. Tétel alkalmazésaval, vagy a
d(¢)'*=2= -5 (mod 7)

vagy a
d(f)*=6=—-23 (mod 29)

kongruenciabdl kovetkezik, hogy nincs hatvany egész bazis az Og-ban.

1.5. Kongruencia feltételek II

Ebben a szakaszban feltételezziik, hogy létezik egy olyan négyzetmentesq egész szam,
hogy az f egy teljes hatviny modulo ¢, azaz

fx)=(z—t)"  (mod q) (11)

valamilyen ¢ € Z-re.
Az eredményiink a kovetkezé:
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6. Tétel. (Olajos P., [31])
Ha létezik hatvdny egész bazis az O4-ben, akkor teljesil a

dgH)™™ ™ =+1  (mod g) (12)
kongruencia.

Kovetkezményként kapjuk, hogy:

7. Tétel. (Olajos P., [31])
Ha teljesil a (11) és nem teljesil a (12), akkor az Oy, rendben nincs hatviny egész
bazis.

4. Megjegyzés. Ha a (d(g),d(f)) = 1, akkor az 1.1 szakasz alkalmazasa komplikalt
magasabb foku testekre. Ha teljesiil a (11) feltétel, akkor magasabb foku testekben
is le tudunk vonni kévetkeztetést hatvany egész bézis létezésére vonatkozoan.

5. Megjegyzés. A d = (d(f),d(g)) # 1 esetet mar vizsgaltuk az 1.3 szakaszban.
Ebben az esetben az f és g rendelkezik egy tobbszords gyokkel modulo ¢, ahol a ¢
egy primosztoja a d-nek. A fenti eredmény egy sziikséges feltételt ad hatvany egész
bazis létezésére vonatkozoan abban az esetben, amikor a 3. Tétel nem alkalmazhato.

1.5.1. A 7. Tétel alkalmazasai

I. Példa Teljesen valos, ciklikus, hatodfokt testek egy parametrikus csaladja.
A 7. Tétel egyik legérdekesebb alkalmazésa az az eset, amikor

flx)=2*—(a+1)2*+ (a +2)x +1,

g(x) =2 —axr —1

ahol a € Z paraméter (m = 3,n = 2). Ezt a csaladot O. Lecacheux [24] vizsgalta,
amely a jelenlegi eredményiinkh6z kiindulasként szolgalt. Ekkor azt kapjuk, hogy

d(f) = (a* —a+T7)%

d(g) = a* + 4.
Tekintsiik az f polinomot. Ebben az esetben teljesiil, hogy

f(x)—(x—a—gl) :%-(az—a+7)-(a+4—9x).

Legyen ¢ = a®> — a + 7 és tegyiik fel, hogy ¢ négyzetmentes. Ha az a = 2 (mod 3),
akkor a (¢,9) = 9. Emiatt azt a csaladot vizsgaljuk, amikora = 0,1 (mod 3). Ekkor
(q,3) = 1, amely azt jelenti, hogy az

)= (2= a§1)3 (mod g). (13

13



Felhasznalva a (13) kongruenciat és a 6. Tételt, ha létezik hatvany egész bazis az
Oyg-ban, akkor teljesiil a kovetkezd:

(a*>+4)°=(a—3)°=+1 (mod q). (14)

A megoldasok megtalalasara a Maple-t alkalmazva kapjuk a kovetkezGt:

ha az a ¢ [—840, 840], akkor nem teljesiil a (14), ezért a 7. Tétel alapjan nincs
hatviny egész bazis az Oy,-ban.

Megvizsgalva az |a| < 840 értékeket, a (12) csak akkor teljesiilhet, ha

a=—15-2,1,4.

I1. Példa
Egy masik alkalmazéisa a 7. Tételnek az az eset, amikor

f(z) = 2° + a®z* — (2a® + 6a® + 10a + 10)z*+
(a* +5a® + 11a* + 15a + 5)2° + (a® + 4a® + 10a + 10)z + 1,
g(z) =2* —axr —1

ahol a € Z paraméter (m = 5,n = 2). Az f egyik gyoke altal generalt teljesen valos,
ciklikus, 6t6dfoki csaladot E. Lehmer [25] vizsgélta, lasd még v6. Gaal I. és M. Pohst
[14]. Ebben az esetben

d(g) = a* + 4.

Tekintsiik az f polinomot. Legyen a g = a* + 5a3 + 15a% + 25a + 25 és tegyiik fel,
hogy a ¢ négyzetmentes. Ekkor teljesiil, hogy

)= (o g) (mod g). (15)

Felhasznalva a (15) kongruenciat és a 6. Tételt, ha létezik hatvany egész bazis az
Oyg-ben, akkor teljesiil az

(a®>+4)* =+1 (mod q) (16)

kongruencia. A Maple felhasznaldséval azt kapjuk, hogy haa > 2.4-10'%, akkor nem
teljesiil a (16), ezért a 7. Tétel miatt nincs hatvany egész béazis azOy,-ben.
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2. Legegyszeriibb negyedfoku testek

2.1. Legegyszeriibb negyedfoku testek
Legyen t € Z \ {0, £3} és tekintsiik a

Pi(z) = 2" —ta® — 62% +tz + 1. (17)

polinom & = & gyokét. A K, = K = Q(&) végtelen parametrikus csaladot
legegyszertibb negyedfoki testekneknevezik. A K legegyszertibb negyedfoku test egy
teljesen valos, ciklikus, negyedfoki test. Ha at = 0 vagy a t = £3, akkor a P(x)
nem irreducibilis a Q felett.

Ha a £ gyoke a (17)-nak, akkor a g—} is gyoke a (17)-nak. Igy aza — i—j& racionalis
leképezés permutélja a (17) gyokeit és a K = Q(§) egy negyedfoku valos szamtest,
melynek ciklikus Galois csoportja a G = (o), amelyet a 0 : £ — % automorfizmus
general. A "legegyszeriibb" negyedfokt szamtestet vizsgaltak: M. N. Gras [17], lasd
még G. Lettl és A. Pethé [26] és G. Lettl, A. Pethd és P. Voutier [28].

Ennek a fejezetnek az a célja, hogy a K;-ben parametrikus formaban megadjuk
az 0sszes hatvany egész bazist.

2.2. Hatvany egész bazis a legegyszertibb
negyedfoku testekben

Legyen ismét a £ = & a Pi(z) gyoke a (17)-ban és a K = K; = Q(&).

A legegyszertibb negyedfoku testek Osszes hatvany egész bazis generator elemének
megtalalasdhoz két lemmara van sziikségiink.

Megjegyezziik, hogy a Q(a) = Q(—a) (a egy algebrai egész), azaz feltételezziik,
hogy at > 0 ésat # 3. A tovibbiakban tegyiik fel azt is, hogy at?>+ 16 nem oszthato
egy paratlan négyzetszammal. Tovabba jelolje awvy(t) a t 2-szerinti értékelését. A K
egész bazisat az utobbi id6ben explicite meghataroztak.

1. Lemma. (H. K. Kim and J. S. Kim, [23])
A K = K, egy egész bazisa a kivetkezd modon adhato meg.

3
[17576275214{ ]53 Zf UZ(t) = O;
1 1+ + : =1
OIC — [ 7€a 14252’ 1f€+§2+53 Zf '02( ) ’
[1757 ) 22 7ﬁ] 5 ZfUQ(t) = 2;
[1€, =25, HEEE] if w(t) > 3.

Ezen fejezet legfontosabb eredménye:
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8. Tétel. (Olajos P., [32]) A K = K, legegyszeribb negyedfoki testek Zy egészeinek
gyirije csak at =2 és at = 4 esetén rendelkezik hatvdny egész bazissal. Ezekben az
esetekben az dsszes hatvany egész bdzis generdtor elem a kovetkezo:

=2, azx-f—kg;-%—kﬂ% , ahol
(x,y,2) = (4,2,—1),(—13,-9,4),(-2,1,0),(1,1,0), (-8, =3, 2),
(—12,—4,3),(0,—4,1),(6,5,-2),(-1,1,0),(0,1,0).
1 2 1 2 3
t=4, azx-§+y-%§+z-% , ahol

(z,y,2) = (3,2,-1), (=2, -2,1), (4,8, -3), (=6, —7,3), (0,3, —1),
(1,3,—1).

A 16 tétel bizonyitdsahoz a kovetkezs, negyedfoku testekben hatvany egész bazis
megtalalasara vonatkozo6 altalanos modszert alkalmazzuk.

Jelolje az f(z) = z'+ a1 23 +asr? +azzr+ay a K = Q(€) a negyedfoki test generald
elemének minimal polinomjat. Feltételezziik, hogy tetszélegesa € Z i megadhato az

a:a+x§+gy§2+z§3 18)

alakban, ahol a,x,y, z € Z, és a g € Z rogzitett, kozos nevezs. Legyen

3

F(u,v) = u®— apu®v + (aya3 — 4ag)uv® + (4agay — a3 — atay)v?,
Ql(xv Y, Z) $2 —ary + a2y2 + (CL% - 2@2)1‘2 +
(a3 — a1az)yz + (—araz + a3 + a4)2?,

Qa(z,y,2) = Y’ — 2z — a1yz + agz’,

_|_

és tekintsiik az

I(@) =m (19)
egyenletet, ahol o € Zg, m € Z.
2. Lemma. (Gadl 1., Pethdé 1., M. Pohst, [11], lisd még [8])

Az o € Ly elem, amely a (18) alakban van megadva akkor és csak akkor megolddsa
a (19)-nak , ha létezik egy olyan (u,v) € Z* megolddsa az

6

F(u,v) = i% = iy, (20)

egyenletnek, hogy a
Q1(z,y,2) = u, (21)
Qa(7,y,2) =v (22)
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3. Hatodfoka parametrikus csalad

3.1. Korabbi eredmények

Legyen a v egy teljesen val6s, harmadfoki algebrai egész és legyen azm egy négy-
zetmentes pozitiv egész szam. Tekintsiik a K = Q(¢,i4/m) hatodfoku testet, jelolje
a Dg a test diszkriminanst és Zy egészek gytrdjét. Legyen az M = Q(iy/m) és az
L =Q(Y) a K résztestei. Legyen

(1+i v/m)/2, if —m =1 (mod 4)
v { iv/m, if —m =23 (mod 4). (23)

Tetsz6leges a € Zk elemet megadhatunk az

2o + 219 + 2992 + yow + y1w0 + yow)?
a= (24)
g

alakban, ahol xg, 1, 22, Yo, Y1, Y2 € Z és a g € Z rogzitett, k6z0s nevezd.

Legyen az O = Z[1,9,9% w, wd, wi?] és jeldlje a Do ezen rend diszkriminansat. Vizs-
galni fogjuk a hatviny egész bazis létezését és még altaldnosabban adott indexi ele-
mek létezését az O rendben, amely gyakran egybeesik aZ-val. Ekkor teljesiil, hogy

9°VIDx| cZ.
VDol

Tekintsiik az Iy nem nulla, pozitiv egész szamot és az
I{a) = I (25)

egyenlet a € Zx megoldésait.
Legyen

]1 p— ‘(]1510— V’l)K‘ cZ.
VDol

Jelolje a ¥; (1 <1< 3)ad M feletti konjugéltjait és legyen p = —Jy — V3.

3. Lemma. (Gadl I, [3])
Ha az o € Zk az (25) egyenlet megolddsa és azxo, 1, T2, Yo, Y1,Y2 € Z az o (24)-beli
megaddsdnak eqyiitthatoi, akkor

Niar((z1 +wiyr) — p(r2 +wya)) = 4, (26)
Nijo(yo + y1d + y20%) = d, (27)

ahol a p € Z, d € Z, melyekre d - Nyjjo(p) osztja I-et.
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A K testre vonatkozo feltételek mellett, jelolje a p = p1, p2, p3 a p L feletti
konjugaltjait és legyen az X = x1 +wyy, Y = 29 + wys egy tetszbleges , de rogzitett
megoldasa az (26)-nek. Valasszuk meg az {r, s, t} = {1, 2, 3} indexeket aszerint,
hogy teljesiiljon a kovetkezs:

X = p Y| <X = pY| <X — Y], (28)
Legyen

[ 2, if—-m=1 (mod4)
=11, if-m=2,3 (mod 4)

T = 96§n|/“L|7
Co = min(‘ﬂr - ps’7 ’pr - MD,
cs = |pr = ps| - pr — pil

1/3
Sl denlul (8l
4 Co ’ Cgﬁ e Ca2C3 '

F(x,y) = H(x — piy) € Z[z,y|.

Végiil legyen

Ezen feltételek mellett érvényes a kovetkezd allitas:

4. Lemma. (Gadl I.,[3])
Legyen az X = x1 +wyr, Y = xo +wya € Zpy az (26) egy megolddsa a (28) szerint.
Feltételezziik, hogy |Y'| > c4. Ekkor teljesil, hogy

L1Y2 = T2Y1-
Tovibbd, az —m =1 (mod 4) esetben:

{ if 229 + ya| > 2¢5, then |F (221 + y1,2x2 + 42)| < ¢4
if lya] > 2¢s//m,  then |F(y1,y2)| < e1/(v/m)®,

és a —m = 2,3 (mod 4) esetben:

{ if |12 > 2cs, then |F(xy,x9)| < ¢,
if lyol = es//m,  then |F(y1, )| < er/(vim)”.

6. Megjegyzés. A [3]-ban olyan K = Q(¢,iy/m) testeket vizsgaltak, ahol a ¢ az
f(z) = 2® —ax® — (a + 3)x — 1 gydke és az m egy négyzetmentes, pozitiv egész. A
[3]-nak a Theorem 3.1 felhasznélaséval kapjuk, hogy ha aza > 3 és m > my, akkor
a K O rendjében nincs hatvany egész bazis.
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3.2. Eredmények

Legyen az
fulz) =2% —na* — (n+ 1)z -1, (29)

ahol n € N. Ha az n > 3, akkor az f,(z) teljesen valos. Legyen a9 = 9, az f,(x)
gyoke és legyen az m egy négyzetmentes, pozitiv egész. Tekintsiik a teljesen komplex,
hatodfoku testek kétparaméteres K = Q(v,i/m) csaladjat. Definialjuk az w-t, ugy
mint a (23)-ban és legyen az O = Z[1,9,9? w,wd,wd?| rend diszkriminansa a Do,
mint kordbban. Hasznaljuk az L = Q(9) és az M = Q(iy/m) jeloléseket is. Legyen
az
— { 36, if —-m=1 (mod 4),
719, if-m=2 3 (mod4).

9. Tétel. (Olajos P., [30])
Tegyiik fel, hogy azn > 7 és az m > my. FEkkor az O rendben nincs hatviny egész
bazis.

Ezen tétel bizonyitasa a [3|-hoz hasonl6 modszert hasznal, de mi a kis paramé-
tereket is vizsgaljuk. FEz azt jelenti, hogy foglalkozni fogunk azokkal az esetekkel,
amelyek nem teljesitik az n > T-et vagy az m > mqg(n)-et. Megjegyezziik, hogy ha
az n < 2, akkor a (29) nem teljesen valos, igy végiil is csak azokkal az esetekkel
kell foglalkoznunk, amikor azn = 3, 4, 5, 6. A 9. Tétel bizonyitasaban felhasznalt

hasonlo eszkozokkel megmutathato, hogy azm > m,(n) esetben az O rendben nincs
hatvany egész bazis.

10. Tétel. (Olajos P., [30])

Legyen
143 if —m =1 (mod 4),
if —m =2, 3 (mod 4).
89, if—-m=1 (mod4),
S 15, if—m=2,3 (mod4).
42, if-m=1 (mod4),
S| 11, if—m=2,3 (mod 4).
] 36, if-m=1 (mod4),
1 9, if-m=2 3 (mod4).
Azn =3, 4, 5, 6, m > m,(n) esetben az O rendben nincs hatvany egész bazis.

Tovabba, azn = 3, 4, 5, 6 esetben az m kis értékeire vonatkoz6 kozvetlen sza-
molés eredményeképpen kapjuk:

11. Tétel. (Olajos P., [30])
Haazn=3, 4,5, 6 ésa2<myg<mg(n), akkor az O rendben nincs hatviny egész
bdzist .
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Introduction

Consider an algebraic number field K of degree n with ring of integers Zy. An
interesting problem in algebraic number theory is to decide if there exists an element
a in K such that

is an integral basis, that is a power integral basis. The ring Zy of integers is called
monogenic, if K admits power integral bases. Another problem is to find all elements
a which generate power integral bases in K.

The index of a primitive element a € Zy is defined by

I(a) = (Z}. : Z7|a)).

Then we have _ i
_ H1§j<k§n |O‘(]) —al )|

I{a) = Drl ,

where Dy is the discriminant of K.
As it is well known a generates a power integral basis if and only if
I(a) = 1.
Let {1,ws,...,w,} be an arbitrary integral basis of K. Then the discriminant of
the linear form
l(x) = 21 + Tows + ... + Tpwy,

is equal to

Dijol(z)) = [ (%(2)—19(2))* = I(x2, ..., ,)* D,

1<i<j<n

where x = (x1,29,...,x,) € Z™ and I(xs,...,x,) is a homogeneous form of degree
@ in n — 1 variables with coefficients in Z called the index form corresponding to
the integral basis {1, ws, ..., w, }.

Representing any « of Zg in the form a = xy + wexs + ... + wyx, we have
Ia) = |I(xg, ..., xn)|,

that is the index of « is independent from the first coordinate of «. That is we have
to solve the following equation to find all generators of power integral bases:

I(zg,...;x,) = %1 (in x9, ..., 2, € Z). (2)

In 1976 K. Gydry (see [18], [20] and [19]) gave the first general effective upper
bounds for the solutions of index form equations using Baker’s method (see also [21]
for recent improvements). It means that we have only finitely many solutions of the
equation (2).
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In the last decade several authors were interested in constructing algorithms for
solving index form equations. There are efficient algorithms for determining all gener-
ators of power integral bases in lower degree number fields cf. I. Gaél and N. Schulte
[16] for cubic fields, I. Gaal, A. Peth and M. Pohst [11] for quartic fields. A general
algorithm for quintic and sextic fields was given by I. Gaal and K. Gy6ry [9] and Y.
Bilu, I. Gaal and K. Gy6ry [1], which already requires several hours of CPU time.
For algorithms for solving index form equations in certain special sextic, octic, nonic
fields see I. Gaal [3], I. Gaal [5], I. Gaal and M. Pohst [13], I. Jarasi [22]. A complete
description of algorithms for solving equation (2) and several connected results can
be found in the monograph I. Gaal [8|.

I

For higher degree number fields this problem is very complicated because of the
high degree and large number of variables in equation (2). The resolution of the equa-
tion (2) is only hopeful if K is a composite of certain subfields, because in this case
the index form is reducible. Interesting and well applicable necessary conditions are
known for the existence of power integral bases. The purpose of the first chapter is to
give a summary of these results in composite fields. We consider several applications
of these results.

11

In this chapter we give all generators of power integral bases in the infinite para-
metric family of simplest quartic fields.

Let t € Z and « be a root of Py(x) = z* — ta® — 62% + tx + 1 and consider the
infinite parametric family of number fields K; = K = Q(a). These fields K are
totally real cyclic number fields of degree 4 and are called "simplest" quartic fields.
Several authors have considered the infinite parametric family of simplest quartic
fields K (see [17],]26] and [28]). The generators of power integral bases of the polyno-
mial ring Z[a] have already been described. In our case under certain conditions on
t we explicitly give all generators of power integral bases in the ring of integersZg
of K.

II1

In the third chapter similarly to the first chapter we consider a parametric family
of degree 6 which has a special structure. We know that if a sextic field has a quadratic
subfield, then a factor of the index form leads to a relative Thue equation over the
quadratic subfield. Algorithms for the resolution of index form equations in totally
real cyclic sextic fields are developed by I. Gaal [4], in sextic fields with an imaginary
quadratic subfield by I. Gaal and M. Pohst [13].

In this chapter we analyse the problem of determining elements of given index in
a special infinite parametric family of sextic number fields with imaginary quadratic
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subfields, having also a totally real cubic subfield. Using results of I. Gaal [3] our
problem can be reduced to solving cubic Thue inequalities overZ. Fast algorithms
are known for solving cubic (or higher degree) Thue equations or inequalities (see
[2]). Moreover, using direct computations we also deal with those fields in the family
which correspond to small parameters and are not covered by the main theorem.
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1 Composite fields

1.1 Coprime discriminants

Let L be a number field of degree r with integral basis {l; = 1,1s,...,[.} and discrimi-
nant Dy. Denote the index form corresponding to the integral basis{l; = 1,ls,...,[,}
of L by Ip(z,...,x,). Similarly, let M be a number field of degree s with integral
basis {m; = 1,my, ..., m,} and discriminant D);. Denote the index form correspond-
ing to the integral basis {m; = 1,ma,...,ms} of M by Iy/(xo,...,xs). Let K = LM
the composite of L and M. As it is known, if (D, Dys) = 1 the discriminant of K is

Dk = Dj - D},
and an integral basis of K is given by

{lim; :1<i<r 1<j<s}

Hence, any integer o of K can be represented in the form

T S

&:Zinj-li-mj (3)

i=1 j=1

withz;; € Z (1<i<r, 1<j<s).
I. Gaal [5] formulated a general necessary condition foraw € Zg to be a generator
of a power integral basis of K.

Theorem 1. (I. Gadl, [5])
Assume (D, Dyr) = 1. If a of (3) generates a power integral basis in K = LM then

Nuyq <IL <Z Li + My, - -,me . m1>> ==l (4)
=1

=1

and

NL/Q <]]\4 (Zxﬂll,,walz>> = 41. (5)
=1 =1

1.1.1 Applications of Theorem 1

Example: Field of degree nine with cubic subfields (see I. Gaal [7]).

Let f, g be monic, irreducible cubic polynomials with integer coefficients. Denote
one of the roots of f and g by ¢ and 1, respectively. Let us consider the algebraic
number fields L = Q(¢) and M = Q(v). Using the assumptions above the following
cases were considered in [7]:
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1. fx)=a®—ax+1, Dp=-23, glz)=a°—20+2, Dy =—T76
2. f(x)=2*4+x+1, Dp=-31, gla)=2"+2"+x+2, Dy=-83
3. flz)=a%+2x+1, Dy = —59, g(x):$3+x2_2x_3. Dy = —87

Using Theorem 1 it was shown that there are no generators of power integral bases in
the composite field K' = LM. In these cases (4) and (5) yield relative Thue equations.

1.2 Notation

In the subsections below we will use the following notation:
Let f, g € Z[z] be distinct monic irreducible polynomials (overQ) of degrees m and n,
respectively. Let ¢ be a root of f and let ¢ be a root of g. Set L = Q(¢), M = Q())
and assume that the composite field K = LM has degree mn. Denote by d(f) and
d(g) the discriminants of the polynomials f and g, respectively.

Consider the order O = Z[g] of the field L, the order O, = Z[] of the field M
and the composite order O, = O;0, = Z[p, | in the composite field K = ML.
Note that {1,¢,...,¢™ '}, {1,9,...,9" 1} and

{17 SO7 A 7S0m_17 w? @w? ) Som_l/l/)7 A 7wn_17 sown_17 A ()Om_lQ/}n_l}?
are Z-bases of Oy, O, and Oy, respectively.

1.3 Non-coprime discriminants

If the condition of Theorem 1 is satisfied then we have to solve equations (4) and (5)
which can be very complicated. But we can give other sufficient conditions for the
non-existence of power integral basis.

Assume that there is a prime number ¢, (¢ > 2) such that both f and g have a
multiple linear factor (at least square) mod ¢, that is, there exist a; and a, in Z such
that

f(ay) f'(ay)
9(ay) 9'(ag)

Remark 1. Our assumption implies that ¢ divides both the discriminant d(f) of
the polynomial f and the discriminant d(g) of g.

Remark 2. In |5] we considered fields that are composites of subfields with coprime
discriminants. According to the remark above in our case the fields we consider are
composites of subfields whose discriminants are not necessarily coprime. This is the
case in many interesting examples some of which we list at the end of this section.

Our result is the following (see [15]):

0 (mod g),
0 (mod q). (6)

24



Theorem 2. (1. Gadl, P. Olajos, M. Pohst, [15])
Under the assumptions above the index of any primitive element of the orderOy, is
divisible by q.

As a consequence we have:

Theorem 3. (I. Gadl, P. Olajos, M. Pohst, [15])

Under the assumptions above the order Og, has no power integral bases.

1.3.1 Applications of Theorem 3

Example 1. A cyclic sextic field

Consider the sextic field K generated by a root of h(x) = 2°—2°— 621+ 623+ 82% —
8r + 1. This is a totally real cyclic sextic field with discriminant Dx = 453789 =
337°. Tts cubic subfield is L = Q(¢) (with discriminant 49) where ¢ is a root of
f(x) = 23 +42° + 3z — 1. In the field L the elements {1, ¢, ¢*} form an integral basis.
We have f(z) = (z 4+ 6)® (mod 7). The quadratic subfield is M = Q(y/21). The
polynomial g(z) = 22 — x — 5 has ¢ = (1 + v/21)/2 as a root, and obviously {1,%}
is an integral basis in M. We have g(z) = (x — 1/2)? (mod 7). Theorem 2 implies
that the indices of the primitive elements of the order Oy, = Z[1, @, 0%, ¥, i), 0*¢)]
are all divisible by 7, hence it has no power integral basis.

Example II. A non-cyclic sextic field

Consider the sextic field K generated by aroot of h(z) = x%—121902*+2565652> —
12167. This is a totally real sextic field with Galois group Dg, discriminant Dg =
201722336472, Tts cubic subfield is L = Q(¢) (with discriminant 252977 = 17-23- 647
and Galois group S3) where ¢ is a root of f(x) = x® — 222% — 23z — 1. In the field
L the elements {1, ¢, ©*} form an integral basis. We have f(z) = (z + 15)(z + 16)?
(mod 23). The quadratic subfield is M = Q(+/23). The polynomial g(z) = 2 — 23
has ¢ = /23 as a root, and obviously {1,v} is an integral basis in M. We have
g(z) = 2* (mod 23). Theorem 2 implies that the indices of the primitive elements of
the order Oy, = Z[1, ¢, ¥*, 1, b, ¢*y] are all divisible by 23, hence it has no power
integral basis.

Example III. The parametric family of simplest sextic fields
Let t € Z with 31t, t# —8,—5. Let us consider the family of sextic fields K
generated by a root 3; of the polynomial

hy(x) = 2® — 2ta® — (5t + 15)2* — 2023 + 5ta? + (2t + 6)a + 1.

This family of fields is called the "simplest sextic fields", having some attractive
properties, detailed in [27]. These fields are totally real cyclic fields. Letq = t>+3t+9.
We have d(h;) = 6%¢°. Note that hi(z) = (z — t/3)° (mod ¢) (the "simplest quintic
fields" have a similar property, cf. [14]).

The cubic subfield L; of K; is generated by a root ¢ of

fi=a®—t* — (t+3)r—1
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with d(f;) = ¢®. These are the "simplest cubic fields", totally real, cyclic. It is well
known that {1, p,¢*} is an integral basis of L;. Note that
filz) = (z = 1/3)° (mod q).

The quadratic subfield of K; is M; = Q(,/q) .

If ¢ = 2,3 (mod 4) then set g,(z) = 2* — ¢ with d(g;) = 4¢ and with a root ¢ = \/g.
In this case g;(x) = 2% (mod q).

If g =1 (mod 4) then set g;(z) = 2? —x — (¢ — 1)/4 with d(g;) = q and with a root
Y = (1+./9)/2. In this case g;(z) = (x — 1/2)* (mod q).

In both cases {1,1} is an integral basis of M.

Consider now the order Oy, = Z[1, ¢, ¥*, ¥, o1, *¥]. By Theorem 2 the indices
of the primitive elements of Oy, are all divisible by ¢, hence Oy, has no power integral
bases.

Example IV. A field of higher degree 1.

This is an example to illustrate that our results are easily applicable also to
suitable fields of higher degrees.

Let ¢ be a root of f(z) = 2° — 22* + 72* + 62 + 5. The quintic field L = Q(¢) has
no non-trivial subfields. Let 1 be a root of g(z) = 2% + 132”7 4 552° + 7525 + 22°% —
22 — 143z — 525. The octic field M = Q(v)) has no non-trivial subfields, either. We
have

(z +16)*(2® + 162 +5) (mod 17)
(z+5)2(z® + 120 + 2z + 14)(2® + 82> + 42 +7) (mod 17)

S =
8 8
~— ~—
|l

hence our Theorem 2 applies. Consider the order Oy, = Z[p, 9] of the field K =
Q(¢, 1) of degree 40. Any a € Oy, can be represented in the form

with z;; € Z. By Theorem 2 the indices of all primitive elements of Oy, are divisible
by 17, hence Oy, admits no power integral bases.

Example V. A field of higher degree II.
Let ¢ be a root of f(x) = x° + 172" + 44623 + 223222 + 6048x + 24192. Let ¢ be
a root of g(z) = 2t + 2123 — 32? — 82 — 4. We have

f(x) = (z4+12)°(@+9)(z+10) (mod 19)
gx) = (z+1)*(x+2)(z+17) (mod 19)

hence our Theorem 2 applies. Consider the order Oy, = Z[p, 9] of the field K =
Q(¢, 1) of degree 20. Any a € Oy, can be represented in the form



with z;; € Z. By Theorem 2 the indices of all primitive elements of Oy, are divisible
by 19, hence Oy, admits no power integral bases.

Example VI. A field of higher degree III.
Using similar notation as above let ¢ be a root of

f(z) = 27 — 82® 4 739262" + 54705242° + 1518070412° +
14z + 62162 + 103496422 + 765873362 + 2125298574.

Let 1 be a root of

g(x) = 2% — 582" 4 12102° 4 133242° + 739752 +
1779912% + 18634027 + 1024870z + 2254714,

We have

fz) = (z+11D)* 2 +81)(z* 4+ 322% + 72° 4+ 1112 + 49)  (mod 113)
g(x) = (z+11)°(x + 56)(z* + 57z +85) (mod 113)

hence our Theorem 2 applies. Consider the order Of, = Z[p, 9] of the field K =
Q(¢,v) of degree 72. Any av € Oy, can be represented in the form

7
Z %’jSOiW
=0

8
o =
i=0 j

with z;; € Z. By Theorem 2 the indices of all primitive elements of Oy, are divisible
by 113, hence Oy, admits no power integral bases.

1.4 Congruence conditions 1

In the case when the assumptions of Theorem 3 are not satisfied then in certain
special cases we can formulate a sufficient congruence condition for the non-existence
of power integral basis in the composite of the corresponding orders. In the following
subsections we detail two results of this type.

First, assume that there exist square-free integersp, ¢ € Z such that

f(x) =™ (mod p), (7)

or

— n

g(z) =" (mod g). (8)

Then we have the following theorem (see [10]):
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Theorem 4. (I. Gadl, P. Olajos, [10])
Assume that there exist a power integral basis in Oyg.
If (7) is satisfied, then

(d(g)™™ V2 =41 (mod p). (9)
If (8) is satisfied, then

@)™V =41 (mod g). (10)

Theorem 5. (I. Gadl, P. Olajos, [10])
If both (7) and (8) are valid and any of (9) and (10) is not satisfied, thenOy, does
not admit any power integral basis.

Remark 3. This theorem gives a simple necessary condition for the existence of
power integral bases. If the congruences (9) and (10) are valid and the discriminants
are coprime (this means that we can’t use Theorem 3) then we have to use Theorem
1 for finding these elements. But in many cases when Theorem 4 is satisfied and the
discriminants are coprime, we save a lot of calculations, because we don’t have to
solve equations (4) and (5) of
Theorem 1.

1.4.1 Applications of Theorem 5

In the examples we use the polynomial orders O and Oy, in the same meaning as
in Theorem 2, and similarly O = O;Oy,.

Example 1.
Let p,q be square-free integers (> 2). One of the most straightforward and
frequently used applications of Theorem 5 is the case when f(z) = 2™ — p and

g(z) = 2™ — q. Assume that K = Q( x/p, {/q) is of degree mn. We have

Af) = (1)
dlg) = (=1)D@=2/2 pn -1,

By Theorem 5 if one of the congruences
(n” . q”*l)m(m_lm =+1 (mod p),
(m™ .pmfl)"(”_l)/2 =41 (mod q)

is not satisfied, then Ox = Z[ x/p, {/q] has no power integral basis.

I.1. In the special case if m = 3, n = 2, the field K = LM is an algebraic number
field of degree 6. We have d(f) = Do, = —27-p*,d(g) = Do,, =4 q.
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The above congruences are of the form

64-¢°=+1 (mod p),
—27-p* =41  (mod q).

If for example we take p =7, ¢ = 5 then
ng(DoL,D@M) = 1,
hence Theorem 1. would be applicable. We have

64-5°=8000=6=—1 (mod7),
—27-7*=—-1323=2= -3 (mod 5).

Theorem 5 implies that there is no power integral basis in O.
I.2. In the special case whenm =22, n =15 and [K : Q] = 22 - 15 = 330, we have
d(f) = Do, = 22*-p*', d(g9) = Do,, = —15" - ¢**.
If for example we take p = 31, ¢ = 17 then
ged(Do,, Do, ) = 1,

hence Theorem 1 would be applicable. But by applying Theorem 5, either

(=155 17" =4 = 27 (mod 31)

or
(222.31°H)1% =10 = —7 (mod 17)

implies that there exist no power integral basis in O.

Example II.

To consider a different example let f(z) = 2° — p*z® — p?z* — pr — p and g(x) =
3 —¢*r? —qr —q (m =5, n = 3). If Ok has power integral bases, then the following
congruences must be satisfied:

d(g)'=+1 (mod p),

d(f))==+1 (mod q),

where
d(g) = —¢*(—4q — ¢* + 18¢* + 4¢° + 27)

and
d(f) = —p*(108p"® — 56p™* + 12p"" + 75p° — 38p" + 11p° — 3750p* +
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4250p® — 1600p* + 256p — 3125).

If one of these congruences is not satisfied, Ox = Z[a, 5] (a and 3 are being roots of
f, g respectively) has no power integral basis.

IT.1. Let p=17, ¢ =29. Then [K : Q] =5-3 =15, and we have
d(f) = Do, = —23320969892806663 = —(7)*(11)?(5208131)(15413),
d(g) = Dp,, = —68417338124 = —(2)*(29)*(41)(496051)

and
ng(DOL>DOM) = 1,

hence Theorem 1 would be applicable. But by applying Theorem 5, either
d(¢)'’=2= -5 (mod 7)

or
d(f)*=6=—-23 (mod 29)

implies that there exist no power integral basis in O.

1.5 Congruence conditions II

In this subsection we assume that there exists a square-free integerq, such that f is
a perfect power modulo ¢, that is

flx)=(z—=t)"  (mod q) (11)

with some t € Z.
Our result is the following:

Theorem 6. (P. Olajos, [31])
If there exists a power integral basis in Oy,, then the congruence

(d(g)™™" V=+1  (mod g (12)
15 satisfied.
As a consequence we have:
Theorem 7. (P. Olajos, [31])

If (11) is valid and (12) is not satisfied, then Oy, does not admit any power integral
bases.

Remark 4. 1If ged(d(g),d(f)) = 1, then the results of Section 1.1 are hardly
applicable for higher degree number fields. If condition (11) is satisfied, we can draw
a conclusions on the existence of power integral bases even in higher degree fields.

Remark 5. The case d = ged(d(f),d(g)) # 1 have already been considered in
Section 1.3 . In this case both f and g have a multiple linear factor modulo ¢, where
q is a prime divisor of d. The result given above gives a necessary condition for the
existence of power integral basis in case when Theorem 3 is not applicable.
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1.5.1 Applications of Theorem 7

Example I. A parametric family of totally real cyclic sextic fields
One of the most interesting application of Theorem 7 is the case when

f(z) =2 = (a+1)2* + (a +2)x + 1,

g(z) =2 —ax —1

with parameter a € Z (m = 3,n = 2). This family was investigated by O. Lecacheux
[24] which has initialed our present result. We have

d(f) = (a* —a+T7)%

d(g) = a* + 4.
Let us consider the polynomial f. We get
a+1\* 1
_ _ - . — . 4 — o).
f(x) (x 3 ) o (a*—a+T7) (a+4—9x)

Set ¢ = a®* —a + 7 and assume that ¢ is square free. If a = 2 (mod 3), then

ged(q,9) = 9. Because of it we consider the family whena = 0,1 (mod 3). Then we
have ged(q, 3) = 1 which means

f)= (o= 1>3 (mod g). (13

Using congruence (13), by Theorem 6 if there exists a power integral basis inOy,
the following is satisfied:

(a>+4)°=(a—3)°=+1 (mod q). (14)

Using Maple for finding solutions we have the following:

if a ¢ [—840,840], then (14) is not satisfied, so by Theorem 7 there exist no power
integral bases in Oy,.

Considering the values |a| < 840, (12) can only be satisfied for

a=—15-2,1,4.

Example II.
As another application of Theorem 7 is the case when

f(z) = 2° + a®z* — (2a® + 6a® + 10a + 10)z*+
(a* +5a® + 11a* + 15a + 5)2° + (a® + 4a® + 10a + 10)z + 1,

g(x) =2 —ar—1
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with parameter a € Z (m = 5,n = 2). The totally real cyclic quintic family generated
by a root of f was investigated by E. Lehmer [25], see also cf. 1. Gaal and M. Pohst
[14]. We have
d(g) = a* + 4.
Let us consider the polynomial f. Set ¢ = a* + 5a® + 15a® + 25a + 25 and assume
that ¢ is square free. Then we have

)= (o4 3) (mod g). (15)

Using congruence (15), by Theorem 6 if there exists a power integral basis inOjy,,
then
(a*+4)* =+1 (mod q) (16)

is satisfied. Using Maple we have that ifa > 2.4 - 10'% then (16) is not satisfied, so
by Theorem 7 there exist no power integral bases in Oy,.

2 Simplest quartics

2.1 Simplest quartic fields
For t € Z \ {0, £3} let

Pi(z) = 2* —ta® — 62® +tx + 1. (17)

Let £ = & be a root of P,(z), then the infinite parametric family of number fields
K, = K = Q(§) is called simplest quartic fields. The simplest quartic field K is a
totally real cyclic number field of degree 4. Ift = 0 or t = 43 then P(z) is not
irreducible over Q.

If ¢ is a root of (17), then = is also one of the roots of (17). Thus the rational

E+1
map = — 2= permutes the roots of (17) and K = Q(¢) is a real quartic number field
with cyclic Galois group G = (o) generated by the automorphism o : £ — gjr—} The

family of "simplest" quartic number fields were investigated by M. N. Gras in [17],
see also G. Lett]l and A. Pethé in [26] and G. Lettl, A. Pethé and P. Voutier in [28§].

The purpose of this chapter is to describe all generators of power integral bases
in K3, in a parametric form.

2.2 Power integral bases in simplest quartic fields

Let again £ = & be a root of Pi(x) in (17) and K = K; = Q(&).

For finding all generators of power integral bases of the simplest quartics we need
two lemmas.

Note that Q(a) = Q(—«) (« an algebraic integer), that is we can assume that
t >0 and t # 3. In the following we assume also that t? + 16 is not divisible by an
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odd square. Further denote by vs(t) the 2-adic valuation of ¢. Recently the integral
basis of K was explicitly given.

Lemma 1. (H. K. Kim and J. S. Kim, [23])
An integral bases of K = K; is given as follows.

[1,€ (t)=0
L& =550 (t) =1
[1,6 75 HEEE] ifuy(t) =2
[1 5 1+2§1_£27 1+§+52+§3] Zf Ug(t) >3

The main result of this chapter is:

Theorem 8. (P. Olajos, [32]) The ring of integers Zy of the simplest quartic field
K = K, admits power integral bases only fort = 2 and t = 4. In these cases all
generators of power integral bases are the following:

t=2, a:xf—i—y-#—kz-% where
(z,y,2) = (4,2,—1),(—13,-9,4),(-2,1,0),(1,1,0), (=8, —3,2),
(—12,—4,3),(0,—4,1),(6,5,-2),(—1,1,0),(0,1,0).
1 2 1 2 3
t=4, a:$-§+y-%§+z-% where

(z,y,2) = (3,2,-1), (=2, -2,1), (4,8, -3), (=6, —7,3), (0,3, 1),
(1,3,—1).

To prove our main result we apply the following general argument for finding
power integral bases in quartic fields.

Denote by f(z) = z* + ay2® + as2? + azr + a4 the minimal polynomial of the
generating element of a quartic field K = Q(§). Assume, that any o € Zy can be
represented in the form

a+ x§+y&® + 28

a= y (18)

with a, x,y, z € Z, and with fixed common denominator g € Z. Set

F(u,v) = u®— ayu®v + (a1a3 — 4ay)uv® + (4asay — a3 — alay)v®,
Qi(z,y,2) = 2° —ayzy + agy® + (a3 — 2ag)z2 +
+ (a3 — ayag)yz + (—aras + a3 + aq) 2>,

Qa(z,y,2) = Y’ — 22 — a1yz + agz?,

and consider the equation
I{a) =m (19)
where o € Zg, m € Z.
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Lemma 2. (I. Gadl, A. Pethd, M. Pohst, [11], see also [8])
The element o € Ly, represented in the form (18), is a solution of (19) if and only
if there exists a solution (u,v) € Z* of

6

¢m
F(u,v) = i@ = +ip, (20)
with
Q1(x,y,2) = u, (21)
Qo(z,y,2) = . (22)

3 A parametric family of
degree 6

3.1 Auxiliary results

Let ¥ be a totally real cubic algebraic integer and let m be a square-free positive
integer. Let us consider the sextic field K = Q(9,4iy/m), with discriminant Dg and
ring of integers Zy. Let M = Q(iy/m) and L = Q(9) be the subfields of K. Set

_f (+iy/m)/2, if-m=1 (mod 4)
“ { iv/m, if —m =23 (mod4). (23)

We represent any o € Zg in the form

zo + 219 + 220% 4 yow + yrw? + yow?)?
o= (24)
g

with g, 21, 2, Y0, ¥1, y2 € Z and with a fixed common denominator g € Z.

Set O = Z[1,9,9?, w,wd, wd?] and denote by D the discriminant of this order. We
are going to consider the existence of power integral basis, and more general the
existence of elements of a given index, in the order O which often coincides with Zg.

We have
9°VIDx| cZ.

VDol

Let Iy be a given, non-zero positive integer and consider the solutionsa € Zg of

I(@) = I, (25)
Set
15[ /D
VDol

Denote by 9J; (1 < i < 3) the conjugates of ¥ over M and set p = —y — V3.
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Lemma 3. (I. Gadl, [3])
If a € Zk is a solution of equation (25), and xy,x1,T2,Y0,Y1,y2 € Z are the coeffi-

cients of v in the representation (24), then
Ng (21 + wyr) — p(oe +wys)) = 4, (26)
Nijo(yo + y1d + y20%) = d, (27)
where j1 € Zyg, d € Z, such that d - Nyyg(p) divides 1.

Under our assumptions on the field K, denote by p = p1, p2, ps the conjugates
of pover L and let X = 21 + wyy, Y = x5 + wy, be an arbitrary, but fixed solution
of (26). Choose the indices {r, s, t} = {1, 2, 3} according to

X —p Y[ <|X = pY| < |X = pY]. (28)
Set
. :{2, if —-m=1 (mod 4)
" 1, if —m=2,3 (mod 4)
1 = 96?71|M|7
G2 = min(lpr - ps,v ’pr - pt’)’
cs = |pr—psl - lpr — pil

1/3
s = maed 2L Al L 8l
co | c3/m 1o CoCs ’
3
F(z,y) =[]z - pjy) € Z[z,y].

J=1

Finally put

Under these assumptions we have the following statement:

Lemma 4. (1. Gadl, [3])
Let X = x1 +wyp, Y = 29+ wys € Zy be a solution of (26) according to (28).
Suppose |Y| > ¢4. We have

T1Y2 = T2Y1-
Further, in case —m =1 (mod 4):
{ Zf’2$2—|—y2’ 2 2057 then ‘F(2$1+y1,2$2+y2)| S C1
if lye] > 2c5/v/m,  then |F(y1, )| < a1/ (v/m)°,
and in case —m = 2,3 (mod 4):
{ if |xa| > 2¢s, then |F(x1,z9)| < ¢,
if lyal > es/v/m, then |F(y1,0)| < e1/(vim)”.
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Remark 6. In [3] the fields K = Q(¢,iy/m) were considered, where ¥ is a root of
f(z) =23 —az? — (a+ 3)x — 1 and m is a square-free positive integer. By Theorem
3.1 of [3] if a > 3 and m > my, then there is no power integral basis in the order O

of K.

3.2 Results

Let
ful@) =2 —nz* —(n+1x -1 (29)
where n € N. If n > 3, then f,(x) is totally real. Let J = 9, be a root of f,(z)
and let m be a square-free positive integer. Consider the two-parametric family
K = Q(¢,iy/m) of totally complex sextic fields. Define w as in (23) and set O =
Z[1,9,9?, w,wd,wd?] with discriminant Dy as before. We also use L = Q(¢) and
M = Q(iy/m). Put
36, if-m=1 (mod 4),
™M= 9, if-m=2 3 (mod 4).
Theorem 9. (P. Olajos, [30])
Assume that n > 7 and m > mgy. Then the order O has no power integral basis.

The proof of this theorem uses arguments similar to [3], but we will consider the
small parameters, as well. It means that we will deal with the cases, which do not
satisfy n > 7 or m > mg(n). Note that if n < 2, then (29) is not totally real, so we
have to deal additionally only with the cases, whenn = 3, 4, 5, 6. Using similar
tools as in the proof of Theorem 9, we can show that form > m,(n) the order O
admits no power integral basis.

Theorem 10. (P. Olajos, [30])
Set

mor- {4 47125,
i ={ 15 s
mo(5) = { jfz Z :Z i ;, 3 Emod 4).
mo={ 5" fnzas |
Forn =3, 4, 5, 6, m > m,(n), the order O has no power integral basis.

Further, forn = 3, 4, 5, 6 by performing direct computation for the small values
of m we get:

Theorem 11. (P. Olajos, [30])
Ifn=23, 4, 5, 6 and 2 < mg < my(n), then O has no power integral basis.
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