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1. Matematikai bevezetés - Vektoralgebra

1.1 A vektor fogalma

A vektor egy iranyitott szakasz, amelyet nagysagaval, iranyaval és értelmével
jellemezhetiink. A szakasz hossza a vektor nagysaga, irdnya a vele parhuzamos
egyenes, értelmét a szakasz végén talalhatd nyilhegy rogziti.

’ g\ig'a%e‘ /értelme
'\

i

1. abra. A vektor abrazolasa

N,
irdnya

1.2 A vektor leirasa koordinatakkal
A vektor leirdsahoz bevezetjiuk az 1, j, k bazisvektorokat az alabbiak szerint:
e 1,7 és k egységvektorok: |1l = [jl = |k| = 1
e 1,7 és k paronként merélegesek egymasra
1, J €s k jobbsodrasu rendszert alkotnak
L]

2. abra. Jobbsodrasu rendszer

A v vektort fel tudjuk irni az T, 7, k bazisvektorokkal az aldbbiak szerint:
V=vy T+v, J+v,-k (1.1)

3. abra. A vektor koordinatai



Az egyenletben (1.1) v, v
jeloléssel:

és v, a v vektor koordinatdi. Oszlopvektoros

Vyx
~)es

A vektor nagysagat a koordinataibdl az alabbi 6sszefliggéssel szamithatjuk ki:
[vl=v= /VXZ +vy2+v,2 (1.3)

y

A ¥ vektor irdnyaba mutato egységvektort az alabbi 6sszefliggés értelmezi:

e, =

<I<

Jel6ljuk a v vektor és az x, y, z koordinata tengelyek altal bezart szogeket a,, o
és a,-vel az abra szerint:

y

A 7

4. abra. A v vektor koordinata tengelyekkel altal bezart sz6gei

cosay, cosa, €S cosa, az alabbiak szerint szamithatd:
_V _ Yy _v
cosay = 7", cosay =, Cosa, = 72 (1.4)

Az &, egységvektor kifejezhet6 az 1, j, k bazisvektorokkal:
v VxT+Vy J+vg: k

& =c="—"—"—=cosa T+cosa J+cosa," k (1.5)

Az (1.3) és (1.5) egyenletek alapjan:

e, Z\/COSZ oy +cos? ay + cos?a, =1 (1.6)

Az (1.6) egyenletbdl az alabbi azonossagot kapjuk:
cos? ay + cos?ay, + cos’a, =1 (1.7)



1.3 Vektormiiveletek

Vektorok osszeadasa
Szamitassal:
v+w= (VX-T+Vy-]_+VZ-l_<) +(WX-T+Wy-]_+WZ-1_()
=y +w,) T+ (Vy+Wy)']_+ (v, +w,) -k

Oszlopvektoros alakban:

Vx Wy
Vy Wz

Vi + Wy
(Vy"'wy) (1.8)

V,+wW,

Szerkesztéssel:

Vektorok kivonasa
Szamitassal: ~ ~
vV-—w= (VX-T+vy-]_+vZ-k) —(WX'T+Wy']_+WZ'k)
= (Vx _Wx)'T+ (Vy _Wy)']_-l' (Vz _Wz)'k

Oszlopvektoros alakban:

Vx Wx Vx — Wy
\7—v—v=<vy>—<wy>=<vy—wy> (1.9)
Vz Wy V,=Wy
—W 3
S
—W y V—-—W
V —_

w

Vektorok altal bezart szog
Két vektor altal bezart szog 0° és 180° kozo6tt valtozhat.

Szerkesztéssel:

=

Vektorok skalaris szorzasa
A v és w vektorok skaldris szorzatat az (1.10) dsszefliggés értelmezi:

v-w=|v|]|W|-cosa,, (1.10)
A fenti definiciobdl a kovetkezdket allapithatjuk meg:
6



e Hao <a,, <90 akkor 0<v-w
e Ha a,, =90 akkor v-w =0
e Ha90' <a,, <180° akkor v-w <0

Skalaris szorzat szamitasa a vektor koordinataibol
1.1 tétel:
A 7 és w vektorok skalaris szorzata a kovetkez6 6sszefliggéssel szamithatd a
vektorok koordinataibdl:
VW=V Wyt vy owy+v,cw, (1.11)

Bizonyitas:
0
1-7=11-1jl - cos 90° =0—>T-]_(=]—.1_(=0
Lo
T-1=1]- [ cos0’=1-7- 7=k k=1

Vew = (v T+ vy T+ v, k) - (wy - T+wy - T+ w,-k) =

1 0 0 0 1
/. ~ e s o8 ~/
SV Wy T TV Wy T )+ vy Wy TR+ vy w1+ vy - wy T T+ vy
0 0 0 1
—/ = = =

‘w, T k4+v, wy k- T+v, wy k- T+v,-w,k-k
= Vg Wy + Vg Wy v, W,

Vektorok szogeinek kiszamitasa a vektorok kooridinataibol

1.2 tétel:

A 7 és w vektorok altal bezart szog koszinusza a kovetkez6 Osszefliggéssel
szamithaté:

Vx Wx+Vy Wy +Vz Wy
COS Olyyy =

v+0,w=0 (1.12)

)
\/vxz+vy2 +vzz~\/wxz+wy2+wz2

Bizonyitas:

V-W:|\_/'|-|v_v|-COSO(vW—)coso(vw: s —

Vektorok vektorialis (kereszt) szorzata
A v és w vektorok vektorialis szorzata a v x w vektor, amelyet az alabbiak
szerint értelmezilink:

o |[vxW|=1V]|W|-sinay,

e v Xxw merdleges a v és w vektorok altal meghatarozott sikra

e ¥, W ésvxw jobbsodrasu rendszert alkotnak



5. abra. A v x w vektor iranya és értelme

1.3 tétel:
UVXW=—-WXT7D

Bizonyitas:
A fenti 0sszefliiggés a vektoridlis szorzat definicidjabdl kézvetlenil adadik.

1.4 tétel:
Ha a v vektor parhuzamos a w vektorral, akkor v x w = 0.

Bizonyitas:
Ha v vektor parhuzamos w vektorral, akkor a,, = 0° vagy 180°. - |[vxw|=|v|-
0

— — —
|W| - sin o, =0 - vxw=0

A vektorialis szorzat kiszamitasa a vektorok koordinataibol

1.5 tétel:

A vektoridlis szorzat a vektorok koordinataibdl az alabbi 6sszefliggéssel
szamithato:

Vy t Wy, =V, "t Wy
VXW= (VZ'WX_VX'WZ> (1.13)
Vy * Wy — Vy - Wy
Bizonyitas: ~
ixyj=k, 1xk=-], Jxk=1
ix1=-k, kx1=J, kxj=-1 (Ezek az egyenletek az 1.3 tételbdl kbvetkeznek)
IXxTI=]JxJ=kxk=0 (Ezek az egyenletek az 1.4 tételbdl szarmaznak)

VX W= (v T4 vy T4V, K) X (wye T+ wy T+ w, k) =

0 k -J -k 0
iy Loy —_ = g
=V Wy TX T4V Wy TX T+ Ve W, TX k4 vy - Wy s TX T+ vy s wy 1T X])
T 7 -1 0
1 1

+vy W XK+ v, Wy kXTHv, wy -kXT+v,-w,-kxk )
=(vy-wz—vz-wy)-T+(VZ-wx—vx-wz)-]_+(vx-wy—vy-wx)-k

Kovetkeztetésképp:
Vy t Wy, =V, t Wy
VXW=|Vz Wx—=Vx"W; (1.14)
Vy * Wy — Vg - Wy



Modszer a vektori szorzat kiszamitasara

A vektoridlis szorzat az 1.12. dsszefliggéssel szamithatd. Problémat jelent, hogy
a fenti Osszefiiggés nehezen megjegyezhetd. Ezért most bemutatunk egy
eljarast, amely hasonl6 a matrixok determinansanak kiszamitasahoz, és amelyre
Iényegesen kénnyebb emlékezni:

1 )

vy, V Vg WV _ Vg WV
— p— - y Z X VA X y
VXw=|vy, v, V =1-| -J- +k-
X y z Wy W, Wy W, Wy Wy
Wy Wy W,
=T'(Vy'WZ—VZ'Wy)—]_'(VX'WZ—VZ'WX)+k'(VX'Wy—Vy'WX)

Vyt W, =V, t Wy
=V, wy—vy-w,
Vy * Wy — Vg " Wy
A vektorialis szorzat nagysaganak geometriai jelentése
1.6 tétel:

A 7 és w vektorok vekrotialis szorzatanak nagysaga egyenld az altaluk kifeszitett
paralelogramma teriletével.

A=|vxw|

VXW

Bizonyitas:
A paralelogramma tertletét felirva:
A=1v|-|w|-sinay, = lvxw| (1.15)

Helyvektor
A p pont 7, helyvektora a koordinatarendszer origdéjabdl a P pontba mutat.

T :P(XP’ Yeo ZP)

6. abra. Helyvektor
Top =Xp T+yp T+7Zp -k,
9



Oszlopvektoros alakban:

Xp
Top = <YP> (1.16)

Zp

Szamitasai feladatok

1. feladat:

Adott harom vektor a koordinataival:

a=251+42-7—3-k

b=-35T+57+6-k

©t=32T+2:7-48k

a) Szamitsuk ki a (a—b)-c vektort.

b) Szamitsuk ki a a xb és b x a vektorokat.

c) Szamitsuk ki a & és &, egységvektorokat, amelyek merdlegesek az a és b
vektorok sikjara.

d) Szamitsa ki az e, és ¢ vektorok altal bezart széget.

-35 3,2
Je(2)
—48
-35 3,2 6 3,2
() ) )(2)
6 -4,8 —9/ \-48

3,2+ (—0,8) -2+ (-9) - (—4,8) = 60,8

Megoldas:
a)

25\ _
a=[42) b=
-3

B 2,5
(a-b)-c= (4,2
3

_/25\ [-35 T 7 k _ _3] -
5xb=<4,2>x< 5 >= 25 42 -3=1[% 63|_7'|—2é55 63|+k-|_2é55 4!'52|
-35 5 6 ’ '
=1(42:6-(-3:5)-7-(25:6 —(-3--3,5)) +k
(2,5-5—(4,2--3,5)) =402-1—4,5-7+ 27,2k

)
40,2 40,2
—45 -4,5
axb < ) ( ) 0,825
5 = _ 27,2 =272/ _ (092
" laxb| (40,22 + (—45)% + (27,2)2 4873 0,558

10



—0.825
g, =—& =| 0.092

—0.558
d)
e C 0,825-3,2+4(—0,092-2) + (0,558 —4,8)
COSUe,c = 7= 1= = =-0,0367 - a,.=921°
eyl - Icl 1-/(3,2)2 + (2)2 + (—4,8)2
2. feladat:

Két pont koordinataival adott:

A=(-2;4;8), B=(4;-8;4).

a) Szamitsuk ki az A és B pontok kozotti tavolsagot.

b) Szamitsuk ki az ¥y, és fog vektorok altal bezart szoéget.

c) Szamitsuk ki azt az egységvektort, amely merdleges az OAB sikra.

Megoldas:
Javasoljuk, hogy készitsen abrat a megoldas el6tt.
a)
—2 4
foa=| 4 |, Tog =(—8
4 -2 6
dag = [Tagl = [Fop — Toal = <—8> - < 4 ) = (—12) =J(6)2 + (-12)% + (—4)* = 14
4 8 -4
b) L
I T
Ccos O(AOB = = 0A ?B = _0089 d (XAOB — 95,10
|r0A| ' |ro]3|
c)

= = 0,894
Foa X T ,
g, =—2" 9 _ 10447
[Toa X Togl 0
—0,894
éz = _él = _0,447
0

3. feladat:

Harom pont koordinataival adott:
A=(3;50), B=(0;-2;3), C=(-4;0;2)
Szamitsa ki az ABC haromszog teriletét.

Megoldas:
Javasoljuk, hogy készitsen abrat a megoldas elétt.

3 0 —4
Toa = <5>: Top = <—2>: foc = ( 0 )
0 3 2
-3 -7
Tpyp =Top —Toa = <—7>r Fpc =Toc —Toa = <—5>
3 2

11



|Fag|* |IFacl - sina |Fag X Facl
T, = AB Ac2 BAC _ AB2 acl _ 1859

2. Témakorok és alapfogalmak

A jegyzetben a miszaki mechanika legfontosabb témakoreit érintjik. Elséként
az anyagi pont, majd a merev test statikai és dinamikai vizsgalataval, végul a
rugalmas testek statikajaval foglalkozunk. Ha egy test méretei elhanyagolhaték
az adott mechanikai problémaban szerepldé egyéb méretekhez képest, akkor a
testet anyagi ponttal modellezziik. Az anyagi pont egy geometriai pont,
amelyhez hozzarendelhetjik a test totmegét. Szamos olyan mechanikai probléma
van, ahol a fenti modell mar nem alkalmazhatd, és a test méreteit figyelembe
kell venni. Ha a vizsgalat szempontjabdl a test deformacidja elhanyagolhatd,
akkor a merev test modellt alkalmazzuk. Egy test idedlisan merev, ha barmely
két pontjanak tavolsaga, barmely klils6 mechanikai hatas esetén allandé marad.
Ha a deformacido nem hanyagolhaté el, de a mechanikai hatas megszlintével a
test visszanyeri eredeti alakjat, akkor a rugalmas test modellt alkalmazzuk.
A mechanika f6 feladata a fenti modellek statikai és dinamikai vizsgalata. A
statika a mechanikai egyensulyban |évl testekre hatd ismeretlen kiilso és belsé
erOk és forgatonyomatékok meghatarozasaval foglalkozik. A dinamika feladata
egyrészt a testek mozgasanak leirasa, masrészt annak vizsgalata, hogy adott
er6k és forgatonyomatékok hatasa alatt hogyan fog mozogni a test, vagy
forditva, hogy a egy test egy elGirt palya vagy felilet mentén torténd
mozgasahoz milyen er6k (kényszerer6k) sziikségesek, hogy azt biztositsak.

A tovabbiakban megismerjik Newton torvényeit, valamint a mi(iszaki
mechanikaban el6forduld legfontosabb erétérvényeket (3. fejezet), majd a 4.-
11. fejezetekben részletesen targyaljuk az egyes statikai és dinamikai
témakoroket.

3. Newton torvényei, erotorvények

3.1 Newton torvényei

Newton torvényei a miszaki mechanika alaptorvényei (axiémai). Newton
alapfeltevése, hogy mindig taldlhatd olyan vonatkoztatasi rendszer, amelyben
ezek a torvények érvényesek. Az ilyen vonatkoztatdsi rendszert
inerciarendszernek nevezzikk. A mliszaki mechanikaban a F6ldhoz rogzitett
vagy ahhoz képest allandé sebességgel haladé mozgdast végz6 vonatkoztatasi
rendszer inerciarendszernek tekinthetd. Minden mas, a Féldhoz képest gyorsuld
vonatkoztatdsi rendszer nem inerciarendszer.

12



Newton elsé torvénye
Egy anyagi pont lendllete mindaddig allandé marad, amig mechanikai
kélcsonhatasba nem kerll mas testekkel. Tehat kdlcsonhatas nélkil:

p(t) =p =4llandé (p=m-9) (2.1)

Specidlisan, ha a test tomege allandd (m(t) = m = alland6), akkor sebessége is
allandé:
v(t) =v =aéllandé (2.2)

Tehat a test nyugalomban van, vagy a tdomegkdzéppontja egyenes vonall
egyenletes mozgast végez.

Newton masodik térvénye

Ha az anyagi pont mechanikai kolcsonhatdsban van mas testekkel, akkor
lendiletének id6 szerinti valtozasi gyorsasaga barmely t idopillanatban
megegyezik a tobbi test altal kifejtett eredd erdvel.

= A_p = _
F=lim3 F=[N] (2.3)

Ha a test tomege allando, akkor:
F=lim2=im2®? - im&=m-3 (2.4)
At—-0 At At-0 At At—0 At

A fenti 0sszefliiggésben a a test tomegk&zéppontjanak gyorsulasa.

Newton harmadik torvénye
Ket test mechanikai kélcsdnhatasa soran teljesul az alabbi egyenlfség:
Fi; ==Fy (2.5)

A fenti egyenletben az F,, az 1-es test altal a 2-esre kifejtett eré. Tehat, a két
er6 egyenl6 nagysagu és iranyd, de ellentétes értelm( (iranyitasu).

Newton negyedik torvénye
Tobb test mechanikai hatdsa esetén az eredd er6 az alabbi Gsszefliggéssel
szamithaté:

F=Y,F,=F +F,+...4F+... (2.6)

A fenti egyenletben F; az az er6 amelyet az i-edik test fejt ki a tébbi testtdl
fuggetlendl (a tobbi test hidanyaban).

3.2 Erotorvények
Az Erotorvény az er6 megadva a kolcsonhatast leiré paraméterek
fiuggvényében. Az er6torvényeket kisérleti Uton, méréssel hatarozzak meg. A

tovabbiakban bemutatjuk a miszaki mechanikaban el6forduld fontosabb erdket
és a hozzajuk tartozo6 er6torvényeket.

13



Gravitacios eré
Egy M és m toémegl test kozott fellépd gravitacidos er6 nagysaga az alabbi
Osszefliggéssel szamithaté:

M-m

i .
[Fel =Fg = v 5%, v=6.674-1071 1] (2.7)

m

7. abra. Gravitacios eré
A fenti egyenletben r a két test tomegkozéppontjanak tavolsaga, y pedig a

-m?2 T
gravitaciés allandé (y=6,674-10‘11[%]). Bevezetve az e,=- radidlis

S

egységvektort a gravitaciés er6 a kovetkezo alakban irhato:

= Mm Mm
Fq = —y-r—zm-er= —y-r—3m-r (2.8)

ahol r a helyvektor, amely az M tomegu test tomegkozéppontjabdl az m tomegd
test tomegko6zéppontjaba mutat. Ha az egyik test a Fold és a masik egy hozza
képest elhanyagolhatdé méretl targy annak felszinén, akkor a 2.8 egyenlet az
alabbi alakban irhato:

Fy = (—y;“—];-@r)-m=m-g (2.9)

m

8. abra. Gravitacios erd a Fold felszinén

Az egyenletben (2.9) My és Ry a FOld tomege és sugara, g a gravitacids gyorsulas.
Mivel a Fold nem tokéletesen gomb alaku, g nagysaga fligg a foldrajzi helytdl.
Magyarorszag terlletén, vagy azzal azonos féldrajzi szélességeken:

g =gl =981 ]3]
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Rugberé
Egy ideadlis rugo altal kifejtett erd nagysaga a kovetkezd Osszefliggéssel
szamithaté (9. abra):

|[Fpl =Fp=D-|r—ryl =D-Ar (2.10)

R

9. abra. Rugo er6

ahol D a rugéallandod, r, a rugd terheletlen hossza, Ar pedig a deformacié
nagysaga. A rugoder6 iranya parhuzamos a rugd iranyaval, az értelme pedig
ellentétes az (r —ry) - €, vektorral. Tehat a rugo er6térvénye a kdvetkezo:

Fp=-D-(r—ry)-e. (2.11)

Kényszerero
A kényszererd fogalmanak értelmezéséhez sziikségilink lesz a merev test és

kényszer fogalmara. Egy test merev, barmely két pontjanak tavolsaga a test
barmely mechanikai terhelése esetén allandé marad.

I = allando

10. dbra. Merev test

A kényszer egy olyan merev test, amely egy masik testet egy adott gérbe vagy
fellilet mentén tortén6 mozgdsra vagy tartézkodasra kényszerit. A kényszer altal
a testre kifejtett er6t kényszereronek nevezziik. A kényszerer6 nagysaga
legtobbszor ismeretlen, de altaldban meghatarozhatd, ha a testre haté tobbi erd
ismert.

A kényszerek tipusai:
1) Nyujthatatlan kétél
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h test

11.abra. Nyujthatatlan kétél

A kotél altal kifejtett kényszererd parhuzamos a kotéllel. A kotéleré mindig huzé
jellegd.

2) Merev rud

™ csuklo

rad

test

12.abra. Merev rud
Ha a rad idedlis csukldhoz csatlakozik, akkor a kényszererd parhuzamos a
ruddal. A ruder6 egyarant lehet huzo, vagy nyomo jelleg(.

3) Sima vagy érdes merev felllet:
Sima:

normal irany __ _
™\ test é/rlnté sik

\

sima felilet
Fr

13. dbra. Sima merev feliilet
A sima merev feliilet altal kifejtett kényszereré6 merdleges a felllet adott

pontbeli érintd sikjara, mas széval normal iranyu. A felllet csak nyomo jellegl
er6t tud kifejteni.
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Erdes:

Az érdes merev feliilet altal kifejetett kényszerer6nek van a fellletre
meré6leges és azzal parhuzamos (az érintd sikba es6) komponense is. Ha a test
nyugalomban van (14. dbra) akkor az érint6 sikba esd (surlédasi) komponensnek
van egy maximalis értéke, ami felett a test megcsuszik.

F

tmax
érint6 sik
AN . O F t

7 7 / / / / / / /

Hoy o | do

6 H

surlodasi kap  tion
> F, Fo

14. &bra. Erdess merev feliilet - a test nyugalomban van

A fenti maximalis érték, tapasztalat szerint, egyenesen aranyos a kényszerer6
normal irdnyud komponensével.
Fimax = Ho"Fn  (2.12)
A fenti egyenletben y, a tapadasi sarlodasi tényezo. A test egyensulyban van
akkor, és csak akkor, ha fennall az alabbi egyenl6tlenség:
IFel < Fimax = Mo *Fn (2.13)

Bevezetjik a sarlédasi kapot (14. adbra), melynek félnyildsszoge az alabbi
Osszefliggéssel szamithato:

- F max
8y =y =tan™?! (tF—n) (2.14)
Ha a test nyugalomban van, akkor a kényszererd (Fg) a kUpon belll vagy annak
fellletén helyezkedik el.

Ha a test csuszik az érdes fellleten, akkor a kényszerer6 érint6 iranya (surlodasi)
komponense egyenesen aranyos a normal iranyd (nyomd) komponenssel,
tovabba az érint6 irdanyld komponens egyezd iranyd, de ellentétes értelm( a test
sebességvektoraval. (15. dbra, 3.15 egyenlet).

érint6 sik

15. dbra. Erdes merev feliilet - a test csuszik

Fo=u'F, (3.15)
17



A fenti egyenletben u a cslszasi surléodasi tényez6. Az alabbi tablazat a
tapadasi és csuszasi surlodasi tényez6 értékét mutatja, kilonb6zd anyagparok
esetén, szaraz és nedves korilmények kozott.

Surlédasi tényezok kozelito értéke kiilonb6zo anyagparok esetén [11]:

1. tablazat.

Tapadasi surlédasi CsUszasi surlodasi
Anyagpar tényezé tényezd
Szaraz Nedves Szaraz Nedves
Aluminium Acél 0.61 - 0.47 -
Sargaréz Acél 0.35-0.51 0.19 0.44 -
Beton Gumi 1 0.3 0.6-0.85 | 0.45-0.75
Acél Acél 0.74-0.8 0.16 0.42-0.62 -
Fa Fém 0.2-0.6 0.2 - -
Fa Fa 0.25-0.5 0.2 - -

A fenti tablazat alapjan megallapithatéak az alabbiak:
e A tapadasi surlédasi tényez6 mindig nagyobb, mint a csiszasi surlédasi.
e A suUrlédasi tényez6 értéke mindig nagyobb szaraz, mint nedves

koralmények kozott.

4. Anyagi pont statikaja
4.1 Anyagi pont egyensilya

Az anyagi pont egyensulyban van, ha a ra hatdé erdk eredGje zérus (4.1
egyenlet).

F=Y,F,=0 (41)

Newton masodik torvénye alapjan egyensulyi allapotban az anyagi pont
gyorsulasa zérus. Tehat nyugalomban van, vagy egyenes vonall egyenletes
mozgast végez. Ha az anyagi pont nyugalomban van, akkor statikus egyensulyi
allapotrdl beszélunk.
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4.2 Az eredo erd szamitasa
1. feladat (Eredé er6 szamitasa altalanos térbeli er6rendszer esetén)
Egy, a koordinatarendszer kezd6pontjaba helyezett anyagi pontra az alabbi erék
hatnak: ~
F, =57+ 37— Kk[N]
F, =30-(0,81— 0,6k)[N]
|F;] = F; = 50[N] és F; keresztilmegy a P;(0,6,2) ponton.
|F,| = F, = 20[N] és ayy = 90°, ayy = 45°, 0, = 135’
Szamitsuk ki az erérendszer eredd erejét!

Megoldas:

5
1_:1 =<3>[N]
-1

24
l_:2 =< 0 >[N]
—-18 .
0-193 —5. <g>

0
F;=F;-€;=5 Foal — Torreri (f;éi) [N],

1_:4 =F,-e, = F4-(cosoc4x "1+ COS Oyy ] + COS Oy, 'l_()

=20 (cos90° T+ cos45 -7+ cos135 k) = 0T+ 14,14-7— 14,14 -k
0
= < 14,14 )[N]
—-14,14
5 24 0 0 29
F=ZFL-=F1+F2+F3+F4=<3 >+< 0 >+<47,43>+< 14,14>=<64,57 )[N]
i -1 ~18 15,81 —14,14 -17,33

2. feladat (Eredé eré szamitdsa sikbeli erérendszer esetén)

Egy csavarfejre négy erd hat az aldbbi abra szerint:
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Y 1_:3

Adatok: F, = 150[N],F, = 80[N],F; = 110[N],F, = 100[N],a; = 30°.@, = 20°,«x, = 15°.
a) Szamitsuk ki az er6rendszer eredd erejét!

b) Szamitsuk ki az eredd eré nagysagat!

Megoldas:

A feladat megoldhaté az altaldnos térbeli er6rendszer esetén alkalmazott
maodszerrel, de sikbeli er6rendszer esetén célszer( az alabbi, egyszer(i eljarast
alkalmazni.

a)
. F .
Fy =F1'cosa1'T+F1'Sin°‘1']_=(Fl-(s:(i)r?g(h) [N]
1 1
— _F ~
F, = —F,-sina, -1+ Fz'COSO‘z']_=<F 2-czlsrlc)(o(Z)[I\I]
2 2
~ B ~ 0
3
. . _ 4 F,-cosa,
F, =F,-cosa,1—F,-sina,-J= —F,-sina, [N]
N o ) “ ' Fl'COS(x:]_) (_Fz.sinaz) ( 0 ) <F4-COS(X4)
F_ZFi—F1+F2+F3+F4_(Fl'Sm‘xl +(7,  cosay ) T (k) * (2F, - sina,
200,26
_(14,29)[N]
b)

F = |F| = /(200,26)2 + (14,29)2 = 200,78[N]
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4.3 Egyensiulyi problémak megoldasa
1. feladat

Az abran lathaté P anyagi pont egyensulyban van.

A

Adatok: F = 150[N],a = 30°,g = 9,81 [?z]
a) Szamitsuk ki a kotélben ébred6 erd nagysagat és az anyagi pont tomegét!

Megoldas:
a)

Ay

T
[
A
»
\ &

F=—F1+0-7= ()= (_%)50) [N]

F.-cos30°

F. =F.-cosa-T+F. sina-j= (F -sin30°>[N]
C

m'g=0T-m-gJj= (—m-09,81) [N]
F= D R = (04 (5 Sma0e) * (Cno1) = ()

I. —150+F.-cos30°=0 - F.= 173,2[N]
I1. F.-sin30°-m-9,81=0 - m = 8,83[kg]
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2. feladat

Az abran lathato, sima fellletl lejtén elhelyezkedéd m tomegl anyagi pont
egyensulyban van. A rug6 Ar deformacidja és D rugémerevsége ismert.

N
Adatok: m = 40[kg], & = 30°,D = 1000 [--], Ar = 2[mm],g = 9,815,
a) Szamitsuk ki az F er6 nagysagat (F vizszintes irdnyd)!

” o7

b) Szamitsuk ki a lejt6 altal kifejtett kényszerer6 nagysagat (F,)!

Megoldas:
a) ésb)

F =F-cosa-T—F-sina-J= (—I:‘P:-C:ii13300°) [N]

_ o __ (—40-9,81-sin30°

m-g =_m'g'51“°"‘_m'g'C°S°"1:(—40-981-cos30°)[N]

= o r 5 o.winn.w_ (—D-Ar-cosa) _ (—2000 - cos30°

Fp = —Fp-cosa-T1—Fp-sina ]_(—D-Ar-sina)_(—ZOOO-Sin3O°)[ ]
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Fn=O-T+Fn-]‘=<FOn)[N]

P2 F= (e tinso) * (Cao oo - cosaoe) + (2000 sin0e) * (1) = )

i

L F-c0s30°—40-9,81-sin30°— 2000-cos30°=0 — F = 2227[N]
II. —F -sin30° — 409,81 - cos30° — 2000 -sin30°+ F, =0 — F, = 2453,3[N]
3. feladat

Az abran lathatd érdes felllet(i lejton elhelyezked6 anyagi pont egyensulyban
van.

Adatok: a =30°,m-g = 100 [N], g, = 0,3

a) Szamitsuk ki, hogy az F er6 milyen minimalis és maximalis értékek kozott
valtozhat (F,,;, €s F,.x), @z anyagi pont egyensulya esetén! (F vizszintes iranyl)
b) Szamitsuk ki a kényszerer6 nagysagat — amelyet a lejto kifejt az anyagi pontra
- az el6z6 minimalis és maximalis F értékek esetén.

Megoldas:
a)

D F =R Femeg=0=()+ (L0 0)+ (00 2ne) = ()
I.F,+F-cosa—m-g-sina=0 - F,=m-g-sina—F-cosa=50-0,866"F
II.F,—F:sina —m-g-cosa=0 - F,=m-g-cosa+F sina=866+05"F
|Fel<po Fy = —po By <F<po ' Fy

1. eset:
—Uo " Fy < Fy

—0,3-(86,6+0,5-F) <50 — 0,866 F
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0,716 - F <76
F < E,uy = 106,14 [N]
2. eset:
FespoFy
50—-0,866-F <0,3-(86,6 +0,5-F)
24 <1,016-F
23,62 [N]=Fp, <F
23,62 [N] < F < 106,14 [N]
b)
Fymin = 50 — 0,866 * F,,;,, = 50 — 0,866 - 23,62 = 29,55 [N]
Frmax = 50 — 0,866 * Fpyy = 50 — 0,866 - 106,14 = —41,92 [N]
Fpmin = 86,6 + 0,5 F,in = 86,6 + 0,5 23,62 = 98,41 [N]
Fomax = 86,6 + 0,5 Fpoy = 86,6 +0,5- 106,14 = 139,67 [N]

2 m+FA . =./29,552 + 98,412 = 102,75 [N]

Frmin = F?
Frmax = ’Ft?max + FZax = \/(—41,922) + 139,672 = 145,83 [N]

4. feladat

Az abran lathato kis gorgd (B) az AC kotélen egyensulyban van. A gorgén egy m
témegl teher fligg, a kotél L hosszlUsaga, valamint a szikséges geometriai
adatok ismertek.

Adatok: m = 100[kg],L = 15[m],a = 10[m], b = 3,354[m].
Szamitsuk ki a kotélben ébredd eré nagysagat!
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Megoldas:

X———————————P

(BB

‘470'*

—— O —»

A
3
Q|

Mivel AB és BC szakaszok az AC k@tél rés_zei:
|FR1| = |FR2| = Fg

—Fr " sinoy
Fgr - cosoy

)N

Frq =—FR-sina1-T+FR-cosa1-]‘=(
= . - - Fr -sina,
Fr, =Fg-sina, -1+ Fg-cosa, 7= [N]

Fr-cosa,

m-g=0-f—m-g-]_=( Q )[N]

—m-9.81
= = —FR-sinocl) (FR-sin(x2> 0 _ (0
F_ZFi_(FR'Cosal + Fg - cosa, +(—m-9,81)_(0)
L
I. —Fg-sina; + Fg-sina, =0 - a;=a, =«
IT1. Fr-cosoy + Fgp-cosa, —m-981=0 - FR::-lc.::i

Ervényesek a kovetkezé geometriai egyenletek:
a’+ (2c—b)? =12

X a—x
tana = Pl
Az els6 egyenletbdl:
VIZ—a?+b
¢=————=7,267m]
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A masodik egyenletbdl:

X 10 — x — 65[m]
7267 7,267 — 3,354 X= 5olm
X
tana = E =0894 - oa=4181°
A II. egyenletbdl:
100-9,81
= 658,1[N]

R = 5 cos41,81°

5. feladat

Az alabbi abra egy harom rudbdl feléplilé szerkezetet szemléltet. A rudak egyik
vége idealis csukldkhoz (A, B,C pontok), masik vége a D pontban |évé anyagi
ponthoz csatlakozik. Az anyagi pont az F, és F,, valamint a riderdk hatdsa alatt
egyensulyban van.

Adatok: F, = —1000-1[N], F, = 1000 -J[N]
Szamitsuk ki a rudakban ébred6 kényszererék nagysagat (Fap, Fgp, Fep)!

Megoldas:
A rudak irdanyaba es6 egységvektorok:

-1
_ 'ap _ 0,8

—0,781
€ap =17 [T =< 0 )
IFanl /(=12 + 02+ (0,8)2 \ 625

26



0
egp = | 0
1 0
<_1'2>
_ Tep 0,8

0
. — e _ = -0,832
P Ifeol (07 ¥ (-1,2)% + (0,8)2 ( 0,555 )

Az F,p, Fpp és Fcp kényszererdk az aldbbi alakban irhatdk:

_ —0,781
Fap = Fap " €ap =FAD'< 0 )

0,625

0
Fgp = Fgp - €gp = Fpp - <0>

1

0
FCD = FCD " éCD = FCD " <_0,832>
0,555

A D anyagi pont egyensulyban van:

B L B B o -0,781 0 0
F=ZFL'=FAD+FBD+FCD+F1+FZ=FAD.< 0 >+FBD<0>+FCD<_O'832)
i

0,625 1 0,555
—1000 0 0
+ 0 +1 1000 |={0
0 0 0

I. —0,781-Fpp —1000 =0 — Fhp = —1281[N]
II.  —0832-Fep+1000=0 — Fgp=—1202[N]
III. 0,625 b FAD + FBD + 0,555 : FCD = 0 4 FBD = 133,5[N]

5. Az anyagi pont dinamikaja

A tovabbiakban anyagi pont dinamikajaval, azon beltl kinematikaval és
kinetikaval foglalkozunk. A kinematika feladata a mozgas leirdsa, ehhez vezet
be mozgasjellemz6 mennyiségeket (hely, sebesség, gyorsulas) és megadja
kapcsolatukat. A kinetika azt vizsgalja, hogy adott er6k hatdsa alatt hogyan fog
mozogni a test (milyen hely-, sebesség- és gyorsulas-id6 fliggvény szerint),
vagy forditva, a test egy eldirt palya vagy felllet mentén térténé mozgdsahoz
milyen er6k sziikségesek, hogy azt biztositsdk. Az els6 esetben szabad-, a
masodikban kényszermozgasrol beszélink.
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5.1 A pont kinematikaja

5.1.1 A pont mozgasanak leirasa skalarmennyiségekkel

Az anyagi pont mozgasa soran egy térgérbén halad végig, amelyet a mozgas
palyajanak neveziink (16. abra). Ha a mozgas palyaja adott, akkor azon az
anyagi pont helye egy el6jeles skalarmennyiséggel megadhatdé. Ehhez jeldljlik ki
a palyan egy O vonatkoztatdsi pontot, és egy pozitiv iranyitast.

2\

P  Pélyairanyitasa

\\

Péalya
16. abra. A palyakoordinata értelmezése

A P anyagi pont helyét a palyan az O-tél mért elGjeles ivhossz (s) - amelyet
palyakoordinatanak (rezgé mozgas esetén kitérésnek) nevezink -
egyértelm(ien meghatarozza. Ha a P pont az O-tdl pozitiv iranyban van, akkor a
palyakoordinata pozitiv, ha az O pontban, akkor nulla, egyébként pedig negativ.
Igy, szemléletesen szoélva, a palya egy ,gorbe szamegyenes” lesz, amelynek az
origdja az O pont. Az palyakoordinata SI egysége a méter (s=[m]). Példaként
tegylk fel, hogy a térképen ismerjik egy gépkocsi Utvonalat, és az utvonalon a
nulla kilométerké pontos helyét. Ha megadjuk, hogy a kilométerk6t6l merre és
pontosan hany kilométer tavolsagban van a gépkocsi, akkor megadtuk annak
pontos helyét a térképen.

Ahogy az anyagi pont halad a palyan, helyét id6r6l-idére mas palyakoordinata
érték jellemzi. A palyakoordinatat megadva az egymast kovet6 id6pillanatokban,
megkapjuk az anyagi pont s(t) palyakoordinata-ido fiiggvényét.

A palyan mozgd P anyagi pont helyét egyenl6, At nagysagu id6kozonként
megjeloltik (PO, P1, P2..... ) (17. &bra).

17. dbra. A mozgd anyagi pont palyakoordinatai
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Abrazoljuk az s palyakoordinatat, mint az eltelt id§ fuggvényét (18. dbra). Az
abran lathaté esetben példaul a As; ivhosszak monoton nének az eltelt iddvel,
tehat a mozgas sebessége névekszik, azaz a mozgas gyorsuld.

18. abra. Palyakoordinata-id6 fliggvény

Az i-edik szakaszon a pont atlagos sebességét a AA—S; hanyados szolgaltatja. A At
idétartam csokkentésével a fenti hanyados egyre inkabb a t; id6pillanatra lesz
jellemz0. Ez alapjan példaul a %f’ hanyados a t, id6pillanatra. Ha At — 0, akkor a

%" hanyados pontosan a to idOpillanat beli v(t,) sebességet adja. Matematikai
megfogalmazasban:
3% _ i s(t1)=s(to) _ dso

v(ty) = lim —_— =
( 0) At—0 At tyotg  (t1—to) ac’

v=[2 /5.1/

Az /5.1/ Osszefliggéssel értelmezett sebességet palya menti sebességnek
nevezzik. Az /5.1/ formula alapjan a palya menti sebesség-ido fliggvény, a
palyakoordinata-id6 fliggvény id6 szerinti derivaltja. Az idd szerinti derivalast
ponttal jeldlve:
v() == =51) /5.2/

Matematikabdl ismert, hogy egy fliggvény érintéjének meredeksége megegyezik
a fuggvény derivaltjanak értékével. Ezek alapjan az s(t) fliggvény to pontbeli
érint6jének meredekségét leolvasva, megkapjuk a to pontbeli palya menti
sebesség értékeét.

Most abrazoljuk a palya menti sebességet az eltelt id6 fliggvényében (19. abra)!
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tO tl t2 t3 t
19. abra. Palya menti sebesség-ido fuggvény

1 H . Av; 7 . ’”r 7 7
A pont gyorsulasara az |-edik szakaszon a A—"; hanyados jellemz6. Az abran

lathatd esetben példaul a Av; palya menti sebesség-valtozasok monoton nének
az eltelt idGvel, tehat a mozgas gyorsulasa novekszik. Minél nagyobb/kisebb a
fenti hanyados, annal nagyobb/kisebb az adott At id6tartamon az atlagos
gyorsulas. A pillanatnyi palya menti gyorsulast a palya menti sebességhez
hasonloan differencialndnyadosként értelmezzik. Példaul a tyidGpillanatban:

s Ao o w(t)-v(te) _ dve _[m
alto) = fim 52 = lim =t =2, a=[5] 5.3/
Azaz a palya menti gyorsulas-id6é fliggvényt a palya menti sebesség-id6

fiiggvény id6 szerinti derivalasaval kapjuk:
d

a(t) = d—'; =v(t) =3@t) /5.4/

A palya menti gyorsulasnak, ugyanugy ahogyan a palya menti sebességnek,
szemléletes geometriai jelentése van. Nevezetesen, a v(t) figgvény to pontbeli
érint6jének meredekségét leolvasva, megkapjuk a to pontbeli palya menti
gyorsulas értékét!

Ha a palya menti gyorsulast abrazoljuk az ido6 fliggvényében, akkor a palya menti
gyorsulas-id6 fliggvényt kapjuk. Az s(t), v(t) és a(t) figgvényeket 6sszefoglald
néven foronomiai fliggvényeknek nevezzik. A forondmiai figgvényeket
altalaban egyutt, egymas alatt abrazoljuk.

Mint 1atjuk, az s(t) fuggvény ismeretében a v(t), a v(t) fliggvény ismeretében az
a(t) id6 szerinti derivalassal meghatarozhaté.

Kapcsolatok a forondmiai fliggvények kozott

Eddig mar két kapcsolatot megallapitottunk: v(t) = $(t), a(t) = v(t) = 5(t).

Ezek felhasznalasaval az s(t) fiiggvény ismeretében a v(t), a v(t) figgvény
ismeretében az a(t) figgvény meghatarozhaté. Vajon forditott esetben tudunk-
e eljarast adni? Azaz meg tudjuk-e hatarozni az a(t) fliggvény ismeretében a
v(t), a v(t) fliggvény ismeretében az s(t) fliggvényt, és ha igen akkor milyen
tovabbi informacidk birtokaban?
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A valaszhoz alakitsuk at a palya menti gyorsulas-id6 és palya menti sebesség-
id6 fliggvények kozotti 6sszefliggést néhany Iépésben!
a(t) = % - a(t)dt = dv

A bal- és job oldal hatarozott integraljat véve a to, t1 és a hozzajuk tart6zo v(to)
és v(t1) hatarok kozott:
v(t1)

ty
f a(t)dt = f dv = v(t;) — v(to)
, to V(fo)

Atrendezve:

v(ty) = v(ty) + ft? at)dt /5.5/

Azaz a v(to) kezdeti palya menti sebesség, és a palya menti gyorsulas-id6
fliggvény ismeretében a palya menti sebesség értéke tetszdleges ti
id6pillanatban szamolhatd!

Hasonléan atalakitva a palya menti sebesség-id6 és palyakoordinata-ido
fliggvények kozti /5.2/ 6sszefliggést:

s(ty) = s(t) + ft? v(t)dt  /5.6/

Azaz az s(t,) kezdeti palyakoordinata, és a palya menti sebesség-id6 fliggvény
ismeretében a palyakoordinata értéke tetszb6leges ti idGpillanatban
kiszamolhaté.

Az egyenletes és egyenletesen valtozé mozgas foronomiai fliggvényei
A cimben szerepl6 egyszeri mozgastipusokkal gyakran talalkozunk
feladatmegoldas soran. Hatarozzuk meg, majd abrazoljuk forondmiai
figgvényeiket!

Egyenletes mozgasrol akkor beszélink, ha: a(t)=0. Legyen to=0, ekkor:
v(t,) =v(0) + [,"0dt =v(0) =  v(t) =v=alands /5.7/
sit) =5+ [, vdt =s(0) +v-t; = s)=s(0)+v-t /5.8/

Egyenletesen valtozé mozgasrol akkor beszélink, ha a(t)=a=alland6=0.

Legyen to=0.

v(t,) =v(0) + [, adt =v(0) +a-t;, = v(t) =v(0)+a-t /5.9/
s(t;) = 5(0) + [ (@(0) + a- t)dt = 5(0) + v(0) - t, + 57 =

s() = s(0) + v(0) -t + - t? /5.10/
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a(t) 4 Egyenletes a(t) 4 Egyenletesen valtozé

a=0 >
t,=0 t, t ty=0 t, t
v(t) 4 v(t)
Vo[ T e
L S :
v(®) =v(0) oI v(t) =v(0) +ta-t
t,=0 t, t =0 t, t
S(t)u S(t)
Sq [ S ST

s(t) =s0)++v(0) -t + %2

s(t) =s(0) +v(0) -t
. 2

So

t0=0 t1 t' t0=0 t1 t
20. abra. Egyenletes és egyenletesen valtozé mozgasok forondmiai fliggvényei

5.1.2 A pont mozgasanak leirasa vektormennyiségekkel

A mozgas skalaris mennyiségekkel torténd leirasanal ismernlink kell az anyagi
pont palyajat. Ha a palya nem ismert, vagy a feladat épp a palya meghatarozasa,
akkor a mozgas leirasahoz vektormennyiségeket kell bevezetni.

Hely-ido6 fliggvény (mozgasfiiggvény) és sebesség
Tilntesslk fel a mozg6 anyagi pont helyét egyenld, At idékozonként (P, Pa, Ps,
pontok, 21. abra)! Az egyes P; pontokhoz tartozé helyvektorokat jeldlje 7.

palya

21. abra. Mozg6 anyagi pont hely-id6 fliggvénye és sebessége
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A helyvektort megadva az id6 figgvényében megkapjuk a pont 7(t) helyvektor-
idé, vagy mas néven mozgasfiiggvényét.

Vezessilk be az elmozdulas vektort, mint két, id6ben egymast kdveto
helyvektor klilonbségét. A késobbi id6ponthoz tartozd helyvektorbdl vonjuk ki a
korabbi idéponthoz tartozét (21. abra). A vektoridlis sebességet hasonldan
értelmezzik, mint a palyamenti sebességet, csak most a As; ivkoordinata-
megvaltozas helyett, a A7, elmozdulast hasznaljuk a definicidban. Példaul a to
pillanatbeli sebesség:

_ . AT . =Ty dfy
v(ty) = lim — = lim —=— 5.11
(to) At—0 At ty5te ti—to  dt / /

Azaz a sebesség-ido fiiggvény, a hely-id6 fliggvény id6 szerinti derivaltja:
ar(t)

() =—-= r(t) /5.12/
A At id6tartamot nulldra csokkentve a A7, elmozdulds nagysaga tart a As,
ivhosszéhoz, igy a /5.11/ Osszefliggéssel definidlt sebességvektor nagysaga
megegyezik palya menti sebesség nagysagaval. Tovabba, ha At tart nulldhoz, a
A7, elmozdulds vektor befordul a palya adott pontbeli e, érintéjének iranyaba.
Ebbdl adddik, hogy a dr, elemi elmozdulds - és ezaltal a v(t,) sebesség vektor -
érintGiranyl a palyahoz (21. abra).

Gyorsulas
A gyorsulasvektor értelmezéséhez tekintstik a 22. abrat!

hodograf

\éo/
\;]

hodograf

ao _% Vo _A\_/o/
a, V3 o Vi \_/2 s
;3 Av2
b

22. dbra. Sebesség hodograf. A gyorsulasvektor értelmezése és iranya
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Az abra a) részén felrajzoltuk az anyagi pont palyajat és feltiintettik rajta az
anyagi pont sebességvektorat néhany, egymast kovetd idbpillanatban. Ezt
kovetben a sebességvektorokat az abra b) részén lathaté O' pontbdl, mint k6z6s
kezd6pontbdl felrajzoltuk. A sebességvektorok végpontjai egy gorbét rajzolnak
ki. Ezt a gorbét a mozgas sebesség-hodografjanak nevezziik. (Ez alapjan a
palyat helyvektor-hododrafnak is nevezhetnénk.) A gyorsulast az abra b) része
alapjan hasonldan értelmezziik, mint ahogy azt a sebesség esetében tettiik, csak
most a A7; elmozdulas helyett a Av; sebességvaltozast hasznaljuk a definicidban.
Példaul a to pillanatbeli gyorsulés

vy v(ty)-0(te) _ dby
a(ty) = 11m At = tlﬁt0 P /5.13/

Szavakban megfogalmazva, az a(t,) gyorsulds a sebesség-id6 fliggvény to
pillanatban vett id6 szerinti derivaltja. Ez alapjan a gyorsulas-idé fliggvény a
sebesség-id6 fliggvény id6 szerinti derivalt fliggvénye:

at) == =i(t) =F()  /5.14/

Mint azt korabban emlltettuk a sebesség vektor a palya adott pontbeli
érint6jének iranyaba mutat. Analdg mddon adoddik, hogy a gyorsulas vektor
pedig a sebesség-hodograf adott pontbeli érintéjének iranyaba. A 22. abra c)
részén feltlintettlik a sebesség hodograf gorbén a gyorsulasvektorokat. Fontos
észrevételt tehetlink, ha a gyorsulasvektorokat atmasoljuk az abra a) részére, a
palya megfelel6 pontjaiba. Ekkor lathatd, hogy a gyorsulas vektor a palya belseje
(homoru oldal) felé mutat.

Most vizsgaljuk meg részletesebben a ty pillanatbeli a(t,) gyorsulasvektort (23.
abra)!

alya
/Py

23. abra. A gyorsulasvektor érinté és normalis irdnyld komponense

A 23. abra a) részén feltliintetett ¥'(t,) vektort, a #(t,)vektornak a #(t,) irdnyaba
torténd elforgatasaval kaptuk. Bontsuk fel a Av, vektort a A, = 7'(t,) — v(t,) €s
a Av,y, = v(t,) — 7'(t,) komponensekre, ekkor

Avg AVop+AVge Aﬁ_
a(ty) = llm Vi Alt—>0—At Alt_)o At Jim == = a,(ty) + a.(t,) /5.15/

Mivel At —» 0 eseten Av,, parhuzamos, Av,, pedig merdleges v(t,) irdnyara, igy a
a,(ty) = hm ¢ vektor parhuzamos, az a,(t,) = 11m A"O” vektor pedig merdleges a
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palya P, pontbeli érint6jére, és az utébbi a pdlya belseje (homoru oldala) felé
mutat.
Tehat a gyorsulasvektor mindig felbonthaté egy érintéiranyd, és egy ra
meréleges normaliranya komponensre, ahol az utébbi mindig a palya belseje
felé mutat.

a=a,+a, /5.16/

Feladat
Egy rakétat egy 200 [m] magas éplilet tetejérdl inditunk. A rakéta sikmozgast
végez, hely-id6 fliggvénye az abran vazolt koordinatarendszerben #(t) =
( t* + 2t2

200 — 4 91:2) [m] alakd. Az idét méasodpercben mérjik.

y

000000 | e

000000 T
000000
200m | 000000
000000
000000
000000

X

a) Adja meg a rakéta v(t) sebesség-id6 fliggvényét, és a sebesség nagysagat az
inditast kévetéen 4 [s]-mal!

b) Adja meg a rakéta a(t) gyorsulas-ido fuggvényét, és a gyorsulas nagysagat
az inditast kévetden 4 [s]-mal!

c) Adja meg a rakéta palyajanak y=f(x) egyenletét!

Megoldas:

a) A sebesség-ido fliggvényt a hely-id6 fuggvénybdl id6 szerinti derivalassal
kapjuk. A derivalast koordinatanként végezzik el.

I X(t)) _ <4t3 +4t> m

OO (y‘(t) “\ —98t 5]

A sebességvektor az inditas utan 4[s]-al:

v(4) = (4 -f;,;r.t. 4) = (—23792,2) [?]
A sebesség nagysaga: |9(4)| = \/vZ(4) + vZ(4) = 274,81 [%]

b) A gyorsulas-id6 flggvényt a sebesség-idé fliggvénybdl id6 szerinti
derivalassal kapjuk:

alt) =v() = (Z;Eg) _ (125); 4) [sz]
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A gyorsulasvektor komponensei az inditas utan 4s-al:

o _ (1242 +4) _ 196\ [m

at) = ( 98 ) = (—9,8) [Sz]

A gyorsulas nagysaga: |a(4)| = \/a2(4) + aZ(4) = 196,24 [Sﬂz]

c) Az x(t) és y(t) koordindta-id6 fliggvényekbdl az id6t, mint paramétert
kikliszobblve megkapjuk a palya egyenletét.

Ix=t*+2¢t?

II. y =200 — 4,9t - t?

__200—-y
T a9

Lx= (22 2(50) = (22 1) 1= (222

4,9 49 4,9
Az 1. egyenletbdl az y koordinatat kifejezve az x fliggvényében, az alabbi két
Osszefiiggés adddik:
y1(x) = —49Vx+1+4+2049, y,(x)=49Vx+1+2049
A fenti két 0sszefiiggés kozul az elsé a palya egyenlete.

Kapcsolatok a vektorialis mozgasjellemzok kozott

Korabban mar megallapitottuk az alabbi kapcsolatot:

at) =v(t) =7(t)
Ezek felhaszndlasaval az 7(t) fliggvény ismeretében a w(t), a v(t) fuggvény
ismeretében az a(t) fliggvény meghatarozhatdé. Vajon forditott esetben tudunk-
e eljarast adni, Ugy ahogy azt a forondmiai fliggvények esetében tettiik?
Végezzlink itt is hasonld atalakitasokat!

act) = dzgt) a()dt = dv
[ awade = [T dv = 5(t,) - 5(t,)
Atrendezve: o(t,) = 5(ty) + ft? a()dt  /5.17/

Azaz a v(t,) kezdeti sebesség, és a gyorsulas-id6 fliggvény ismeretében a
sebesség értéke tetszbleges t, iddpillanatban meghatarozhaté. Ugyanugy, ahogy
a skalaris mozgasjellemz6k esetében a palya menti sebesség.

Hasonldéan az 7(t,) helyvektorra:

7(ty) = 7(ty) + ft? w(0)dt  /5.18/

SPECIALIS MOZGASOK
Szabad mozgas alland6 gyorsulassal

Adott egy allandé gyorsuldssal mozgd anyagi pont. A gyorsulason (a) kivil
ismerjlk a pont kezdeti helyét (7(t,)) és sebességét (v(t,)). A palya nem ismert.
Hatarozzuk meg a mozgas sebesség-ido és hely-ido6 fliggvényt, majd adjuk meg
a pont palyajat leiré egyenletet!

Alkalmazzuk a /5.17/ és /5.18/ 6sszefliggéseket, felhasznalva, hogy a = allandé!
Legyen t, = 0.

5(t,) =5(0) + f,"@dt =v(0) +a-t, = w)=v0) +a-t /5.19/,
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7(t,) = 7(0) + [[*(@(0) + @~ t)dt = 7(0) + 5(0) - t, +5- t7 =
7(t) =7(0) + D(0) -t +5-¢2 /5.20/

A mozgast Descartes-féle derékszogli koordinatarendszerben irjuk le. A
koordinatarendszert Ugy rogzitjiik, hogy az anyagi pont kezdeti hely és sebesség
vektora az xy sikba essen, tovabba a gyorsuldas y tengely irdnyd és azzal
ellentétes értelmd legyen (24. abra).

A

z
24. abra. Allandd gyorsulasi mozgas vektorialis jellemzéi

Ekkor a gyorsulas, a kezdeti sebesség, és a kezdeti hely koordinatai:

0 v, (0) x(0)

a= <—a>, 7(0) = <vy(0)>, 7(0) = <y(0)> (a = la)).
0 0 0

Felhasznalva a fenti kezdeti értékeket, és a /5.19/ és /5.20/ Osszefliggéseket

kiirva az egyes koordinatakra:

5(t) = 5(0) +a-t = <vy(0)> + (—a) t= <vy(0) —a- t) /5.21/

0 0 0
_ x(0) v, (0) Oa
7(t) =7(0) + v(0) - t +§-1t2 = <y(0)> + (vy(0)> | =7 | tP=
0 0 0
x(0) +v,(0) - ¢t
y(0)+vy(0)-t—%-t2 /5.22/
0
Lathato, hogy az anyagi pont z irdanyban nyugalomban van, igy mozgasanak sikja

az xy sik.
Most hatdrozzuk meg a palya y=f(x) egyenletét! Fejezziik ki az id6t az x(t)
figgvénybdl, és helyettesitsiik be az y(t) fliggvénybe. Az egyszerliség kedvéért
legyen x(0)=y(0)=0.

X

x=v,0)t - t=09

_ L x a ( x 2 a 2,
y = Uy(O) m-; (%) = —2_(1;)((0))2 X +m X /5.23/
Az egyenlet egy kis matematikai ligyeskedéssel atirhatd az alabbi alakba:

y=—-A(x—-B)?*+C /5.24/

Az A, B és C paraméterek értékét az aldbbi 6sszefliggések szolgaltatjak:
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- _ /525/, B= /5.26/, c_M /5.27/
2:(vx(0)) 2a

Az /5.24/ 6sszefliggés egy parabola egyenlete. A parabola képét a B és C
paraméterek szemléletes jelentésével egyltt a 25. dbra tartalmazza.

y

v, (0) vy (0)
a

C

B X
25, dbra. A palya B és C paramétereinek szemléletes jelentése

Allandd gyorsuldst szabad mozgésra példa a Foldfelszin kdzelében mozgéasba
hozott, majd magara hagyott anyagi pont (elhajitott kGdarab, kil6tt [6vedék)
mozgasa, ha a kozegellenallastol eltekintlink. Tovabbi példat jelent egy homogén
elektrosztatikus mez6ben mozgd toltott részecske mozgasa, ha a részecskére
hato elektromos erdn kivil minden mas erét elhanyagolunk.

Feladat

A vizszinteshez képest milyen , szogben kell elhajitani egy pontszer( testet,
hogy az ugyanolyan magasra emelkedjen, mint amilyen tavol ér vissza az
elhajitas szintjére? A kbzegellenallastdl eltekintink.

Megoldas:

Ebben a feladatban a=g, ahol g a gravitacios gyorsuldas nagysaga (g=9,81
[m/s?]).

Jeloljuk az elhajitastdl a palya tet6pontjanak eléréséig eltelt id6t ti-el. A
tetGpontban a sebesség y iranyl komponense nulla. Ezt felhasznalva:

Vy(o)

vy(tl) - Uy(O) g- tl =0 - tl

g
L 5, / ORI AORAC)
r(t) = (yMAX) = <vy(0) tl_g 2 ) _ | |

o0 s oy | sy

A foldet érés helyének az elhajitas helyétdl mert tavolsaga:
2-v,(0) - v,(0)

)
A feladat feltétele szerint: dy .y = yyax —

Ayax =2 Xyax =

vy(0)=4=tga > a=76
vx(0)
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Kormozgas
Kormozgas leirasa skalarmennyiségekkel

Itt a pont palyaja specidlisan korpalya, igy célszerl az eddig hasznalt palyamenti
(kertleti) mennyiségek (a, v, s) helyett szogmennyiségeket bevezetni (26.

abra).
o T\

Por @0

(o

P

26. abra. Abra a kdrmozgast jellemz6 szégmennyiségek értelmezéséhez

Vegylnk fel a korpalyan egy O vonatkoztatasi pontot! Legyen az s
palyakoordinata értéke az O pontban nulla. Vezessik be a ¢ szogkoordinatat,

mint az s palyakoordinata és a sugar hanyadosat:
¢ => ¢ =[rad] /5.28/

Ha a kor kozéppontja és sugara adott, akkor az anyagi pont sikban elfoglalt
helyét a ¢ szogkoordinata egyértelmlien meghatarozza. A definicidobdl adédddan
a () szbg forgasszog, igy értéke tetszbleges valds szam lehet, elbjele pedig
megegyezik a palyakoordinata elGjelével.

A palya menti sebesség és palya menti gyorsuldas mintdjara bevezetjik a
szogsebességet és szoggyorsulast, mint a ¢(t) fliggvény idd szerinti els és

masodik derivaltjat.

Atlagos szogsebesség a [to, t1] idStartamon:

A (t)-p(
wlty; t;] = 50 = LD 75,29/

Pillanatnyi szégsebesség a to pillanatban:

i Ao g @(t)-9(to) _ deo
olto) = lim o = e w330/

Tehat az w(ty) szbgsebesség a @(t) fliggvény to pillanatban vett id6 szerinti
differencidlhanyadosa.

Azaz a szbgkoordinata- és szogsebesség-ido fliggvények kozétti kapcsolat:
w®)=¢@) /5.31/
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Atlagos szoggyorsulds a [to, t;] idStartamon:

A (t1)-w(t
elto ] = gt = 22l 5,32/

Pillanatnyi sz6ggyorsulas a to pillanatban:
Awg

Qi Dwo . w(t1))-w(ty) _ dwg
s(to)—Al%% A _flllggo—fl_to =— /5.33/

Azaz az g(tp) szoggyorsulas az w(t) fuggvény to pillanatban vett id6 szerinti
differencidlhndnyadosa. Tehat az g(t), w(t) és @(t) figgvények kozotti kapcsolat:

rad|, rad

e(t)=aw(t)=¢) /5.34/ w= [T . = [_

Természetesen az igy értelmezett szogsebesség elbjele megegyezik a palya
menti sebességével, a sz6ggyorsulas elGjele pedig a palya menti gyorsulaséval.
Néhany atalakitast elvégezve egyszer(i kapcsolatot talalunk a megfelel6 szog-
és palya menti (kertleti) mennyiségek kozott:

ds

49 _r _ld_1 _7V
W= T v a VTS /5.35/
dv

Azaz a szogmennyiségek a megfeleld kerlileti mennyiségekbdl a sugarral valo
osztassal adédnak. Ezt felhasznalva a /5.5/ és /5.6/ Osszefliggésekbdl:

w(t) = (t) + [ e(®dt  /5.37/
o(t) = o(to) + [, w(D)dt  /5.38/
Egyenletes és egyenletesen valtozo kérmozgas

Az egyenletes és egyenletesen valtozé kbrmozgas esetében a mozgas s(t), v(t)
és a(t) fiuggvényeit elosztva a korpalya sugaraval, és felhasznalva a kerileti és
szogmennyiségek kozti Osszefliggéseket, megkapjuk a szdégmennyiségekre
vonatkozdé megfeleld Osszefiiggéseket. Tehat az egyenletes és egyenletesen
valtozd kdérmozgas g(t), w(t) és @(t) figgvényei:
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2. tablazat.

Egyenletes mozgas:

Egyenletes kbérmozgas:

a®) =0

g(t)=0

v(t) = v =All

w(t) = w = all.

s@®)=s0)+v-t

) =9p0)+w-t

Egyenletesen valtozé mozgas:

Egyenletesen valtoz6 kérmozgas:

a(t) =a=All

e(t) = =4ll

v(t)=v0)+a-t

w(t)=w0)+e-t

s(t) =s(0)+v(0)-t+%-t2

o(t) = ¢(0) + w(())-t+§.t2

A kormozgas leirasa vektormennyiségekkel

Most vizsgaljuk meg a kérmozgast leird vektormennyiségeket! Ehhez célszerl
bevezetni az n normaliranyq, és az ¢ érintéiranylt egységvektorokat. Az n
vektor mer6leges a palya érintGre, és a kor kdzéppontja felé mutat, amig az e
egységvektor érinto iranyu, értelme egyez6 a palya iranyitasaval (értelmével)

(27. dbra).

27. dbra. Az érint6- és normaliranyu gyorsuldsra vonatkozé 6sszefliggések
szarmaztatasa
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frjuk fel a pont sebesség- és gyorsuldsvektorat a fenti egységvektorokkal, majd
hatarozzuk meg koordindtaikat az egységvektorok altal kifeszitett
koordinatarendszerben!
A sebességvektor érintdiranyl a palyahoz és nagysaga megegyezik a palya
menti sebesség nagysagaval. Ebbdl adéddan:
v(to) = v(to) - € /5.39/

Az Osszefliggésben v(t,) a Po pontbeli palya menti sebesség. A P, pontbeli
gyorsuldas az /5.16/ Osszefliggés alapjan egy érinté és egy normaliranyu
komponensre bonthato:

a(ty) = a,(ty) + a.(ty) = a,(ty) " 1y + a.(ty) - & /5.40/
Most hatérozzuk meg az a,, €s ag, koordinétékat'

. to)-A t
@y (to) = Jim 222 = Jim 2090 — () - im 220 = u(ty) - w(ty) = T = w?(to) - R
/5. 41/
Yoo — Jim YY) — g Y= g(t,)- R /5.42/

At—>o At At—0 At

Az Osszefliggésekben v(t,) és a(t,) a Po pontbeli palya menti sebesség és
gyorsulas. Tehat a Py pontbeli gyorsulas:
a(ty) =~ (tO) ‘T +a(ty) € = w?(ty) R My +e(ty)-R-&, /5.43/

A sebesség- és gyorsulasvektorokat a korpalya egy tetszlleges P pontjaban a
28. abra szemlélteti.

- - - - - V2_.
V=Ve, a =ae, an :_I_?_n

28. abra. A sebesség- és gyorsulasvektorok irdnya és komponensei kdérmozgas
esetén

A szO0gsebességet és szoggyorsulast is értelmezhetjik, mint vektormennyiséget.
A szbgsebesség vektor nagysaga, definicié szerint, megegyezik a skalaris
szogsebesség nagysagaval, iranya merdleges a korpalya sikjara, értelme pedig
jobbcsavar szerinti. Azaz jobbkezlink 4 ujjat a skalaris szogsebesség iranyaba
helyezve hiivelykujjunk a szégsebesség vektor irdnydba mutat (lasd 29. dbra).
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29. abra. A szbgsebességvektor iranya és értelme

A szoggyorsulds vektort hasonldéan, mint a skaldris mennyiségek esetében, a
szbgsebesség vektor id6 szerinti derivaltjaként értemezzik. Matematikai
megfogalmazasban:

gt) =2 =a() /5.44/

dc

Az egyes vektormennyiségek kolcsonos helyzetét az alabbi abra szemlélteti:

&

30. abra. A kérmozgast leird vektormennyiségek

Az szOogsebesség vektor értelmezésébsl adodoan a sebességvektorra érvényes
az alabbi 6sszefliggés:

v=wxtr [5.45/
A sebességvektor nagysagat felirva visszakapjuk a palya menti sebesség
nagysagara vonatkozoévosszefliggést:
L’Zl = |€|-Lﬂ-@v9_0/° sv=w-r /5.46/
v w r 1
Most szarmaztassuk a gyorsuldsra vonatkozé 6sszefliggést az 5.45 Osszefliggés
id6 szerinti derivalasaval:
A=V=(WXTF)=WXTH+OXTFT=EXTH+OXV=EXT+@X(WXT)=EXT —
0 w?
—wo(@x7)—7T(0-w)=EXT—w? ¥ [5.47/
A fenti levezetésben felhasznaltuk a kettOs vektori szorzat kifejtési tételét:
ax(bx¢)=b-(@-c)—c-(@a-b) /5.48/
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A 5.47 egyenlet elemzésével megallapithatjuk, hogy az £ x ¥ mennyiség az érint6
irdanyd, mig a »? -7 mennyiség a normal irdnyu gyorsulas, azaz:
a, =&¢xt /5.49/ a,=w?-7 /5.50/

Feladat:
Az r sugaru korpalya P és Q pontjabdl egyidejlileg elindul két anyagi pont. Az
egyik egyenletesen gyorsuld, a masik egyenletesen lassulé kdrmozgast végez.

0o (0)="

VQ (0) | Q

Adatok:
v,(0) = 4 ["‘] v4(0) = 10 [m] r=3[m], & = 3 [r“d] £g = —2 [r“d]

a, Mennyi id6 alatt éri utol a P pontbdl indulé anyagi pont a Q pontbdl induloét?
(t*=?)

b, Mekkora szdget fut be ez id6 alatt a P pontbdl induld anyagi pont? (¢, (t*) =?)
¢, Mekkora az anyagi pontok szégsebessége az utolérés pillanataban?

(t*: az induldstdl az utolérésig eltelt id6)

Megoldas:

a, utoléréskor: ¢, (t*) = ¢, (t*)

(pP(t)_QDP(O)‘FwP(O) t* +g” *2

05 (0) = Vp (0) [rad

qop(t*)=§-t*+E t*2
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w(0) = v4(0) _ ? [rad

s
* * SQ *2
9(t") = 9o (0) +wq(0) t" + L+t

n 10 -2
*) — ¥ I )
Po(t") Sttt

—
-1

Y 4 3 10
utoléréskor: —« "+ >+t =~ 4 —-t* — ™2

5t2 —4t* —r =0 - t: =1,28[s]; t; # —0,432[s]

b, @p(t) =3t +2-t'2 =2-1,28 +2-1,287 = 4,16[rad]

¢, wp(t) =wp(0) +&p " =2+3-128= 5,17[%
wo(t) = wg(0) + &g t* =22~ 21,28 = 0,77 [

5.2 A pont kinetikaja

5.2.1 A mozgasegyenlet és megoldasa

Ha az anyagi pont témeg allando, és a ra hatd eredoé erd fiiggetlen a pont helyétdl
és sebességétdl, akkor a pont gyorsuldsa a témeggel vald osztassal adddik a
mozgasegyenletbdl (Newton II torvénye):

F=m-a-»a==, (F=Y;F) /5.51/
Ha az ered6 er6 figg az anyagi pont sebességétdl vagy helyétdl, akkor a

mozgasegyenlet megoldasa egy kezdeti érték probléma (differencialegyenlet)
megoldasara vezet. Ez utobbi, altalanos esettel itt nem foglalkozunk.

5.2.2 Impulzus- és munkatétel

Newton II. torvényébdl kiindulva levezetink két tételt. Ezen tételek
alkalmazasaval szamos mozgastani probléma megoldasa |ényegesen
egyszerlbb, mint a kezdeti érték probléma megoldasaval. A tovabbiakban
feltételezziik, hogy az anyagi pont tomege allandé.
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Impulzustétel (lendiilettétel)
Induljunk ki Newton masodik torvényébdl és végezziink el néhany atalakitast:
dv

dt-dtzm-dv

tz v(tz) v(tz)
% = f F (t)dt = f m-dv=m- f dv =m- (9(ty) — 5(t,)) =
ty v(tq) v(t1)

=m-v(t;) —m-v(ty) = p(tz) _F(tl) = A1312

F-dt=m-a-dt=m-

Tehat tomor alakban:

7 t1=t2

Ip = Aﬁlz

A fenti 6sszefiiggés az impulzustétel, ahol ;"7 az F ered erd lokete a t;, t2
id6tartamon. Tehat az F ero loketét az alabbi dsszefliiggés értelmezi:

;"% = [PF@©dt /5.52/

Az impulzustétel szavakban merfogalmazva:

Az anyagi pontra hato ered6 erG lokete egyenl6 az anyagi pont lendlletének
(impulzusanak) megvaltozasaval.

Feladatmegoldas soran szlikséglink lesz az alabbi tételre:

Tétel: Az ered6 er6 impulzusa egyenlé6 az egyes erdk impulzusainak az
Osszegével.

7 t1—t2

Ir

(2 d 5 t1-t; [2d %)

=Ip, + 17, + o+ I, +
A fenti tétel belatasahoz tekintsik az alabbi bizonyitast:
ty ty
;7% = j F (t)dt = j(ﬁl (&) + Fy(8) + -+ Fy(t) + - )dt
21

t1
t2 t2 3
=fFl(t)(t)dt+fFz(t)dt+---+f17i(t)dt+---
21 i i1
- t1-t
7. 172 4
Specialisan, ha az anyagi pontra haté eredd eré idében allandd (F(t) =F =
allando), akkor az er6loketre vonatkozd 6sszefliggés egyszerlsodik:

zfttIZthZFftt:dtZF(tz_tl)ZFAt12 /5.53/

7 1tz

Ig
Azaz ekkor az impulzus az er6 és az erOhatas idGtartamanak szorzata. Az

impulzustételb6l addéddan nagyobb erd, vagy hosszabb idétartamu eréhatas
nagyobb lendlletvaltozast okoz.
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Munkatétel
Haladjon egy anyagi pont valamely F(¥) er6 hatdsa alatt a tér egy adott A
pontjabdl annak B pontjaba valamilyen g palyagorbe mentén. Ekkor az F(7) erd
munkajat az alabbi gérbe menti integral értelmezi (31. abra):

WA = [} F(rdr /5.54/

A fenti 0sszefliggésben dir az anyagi pont elemi elmozdulasa.

31. abra. A munka kiszamitasa palya menti mennyiségekkel

Tehat a munkavégzés fligg az F(r) fluggvénytél, az A és B pontok
megvalasztasatdl és az A és B pontokat 0sszekotd g palyagorbe alakjatol.
A 31. abra alapjan szarmaztathatjuk az /5.55/ 6sszefliggést, amellyel a munkat
palya menti mennyiségekbdl szamithatjuk:
Fe(s)

WASE = [} F(F)dF = [PF(meeds = [[" F(s)ds /5.55/
A fenti 6sszefliggésben s, és s az A és B pontokhoz tartozé palyakoordinata,
F,(s) az er6 érintd irdnyu (palya irdnyl) komponense, ds pedig a palyakoordinata
elemi megvaltozasa.

A fenti 6sszefliggésbdl leolvashatd, hogy ha az er6 minden pontban meréleges a
palya érintGjére, ezaltal a pillanatnyi elmozdulasra, akkor érintd iranyu
komponense, ezaltal munkavégzése zérus.
(Példaul egy idedlisan sima felllet altal kifejtett kényszereré munkavégzése
minden esetben zérus.)
Specialisan, ha F,(s) = F, = allandé6:

WESE = f:f FE,ds=F, f;B ds=F, (s —s,) =F,-As,z /5.56/

Newton II. torvényébdl kiindulva most vezessiik le a munkatételt. A levezetés
soran feltételezziik, hogy az anyagi pont témege allandd (m(t) = m = allandd).
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_ dv ar
Fedr=m-adedr=m-—edr=m-—ediv=m-vedv
dt dt
B 17:] 17:] _
_ 1 VB
WF‘};Bz fF(F)szfm-ﬁdﬁzm-fﬁdﬁzm-[zﬁ-ﬁ] =
4.9 VA va vA
1 o 1 o
=Em-v30v3—5m-vonA=EmB—EmA=AEmAB
4 3

Tehat tomor alakban:
WF“,‘;B =AE,

AB

A munkatétel szavakban:

Az ered6 er6 munkadja egyenl6 az anyagi pont mozgasi energidjanak
megvaltozasaval.

Feladatok
1. feladat

Az abran lathatd érdes lejtére helyezett m tomegli, pontszer( testre allandd F
erdvel hatunk az dbra szerint.

y’\ E o

Adatok: 110=0,15, p=0,1, a=15°, B=10°, m=500[kg], g = 9,81 [%]

a) Milyen hatarok kozott valtozhat az F er6 nagysaga ahhoz, hogy a test
nyugalomban maradjon?
b) Mekkora lesz a test gyorsuldsa, ha F=5000[N]?

Megoldas:
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a)
Feltételezziik a test egyensulyat, majd megvizsgaljuk, hogy milyen hatarok

kozott valtozhat az F erd nagysaga, hogy az egyensuly fennalljon.

(Cng eose) * (i img) + () = @)

-

,.
Il
_

I.—m-g-sina+F-cosp—F, =0
Il.-m-g-cosa+F-sinf+F, =0

I.LF,= F-cosp—m-g-sina

II.LE,=m-g-cosa+F:-sinf

A test akkor, és csakis akkor marad egyensulyban, ha:
IFe| < o - Fy

—Mo By =F <y Fy

I. eset

FespoFy

F-cosp—m-g-sina <py-(m-g-cosa+F-sinf)
F-cosp—m-g-sina <puy,-m-g-cosa— Uy F-sinf
F-(cosf + ug-sinf) <m- g(uy - cosa + sina)

Uo * cosa + sina
F<m-g-

—— > F <1958,9[N] = E,
g cosP + ug - sinf B INT= Fnax

II. eset
—Uo " Fy < Fy
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—Uy (m-g-cosa—F-sinf) <F-cosf—m-g-sina

—Uo m-g-cosa— Uy F-sinS <F-cosp—m-g-sina

Uo F-sinS —F-cosf <py-m-g-cosa —m-g-sina

F- (Uo-sinf — cosf) <m-g-(uy-cosa — ;- sina)
negativ,

ezért osztasnal a relaciés
jelmegfordul

m-g-(fo cosa—pg-sina) _
F oz s = 5829[N]= Fun

582,9[N] < F < 1958,9[N]
Ha F a fenti tartomanyba esik, a test egyensulyban van.
b)

Az anyagi pont mozgasegyenlete:

Zﬁi=ﬁ+m-g+ﬁr=m-d
i

(s * (T - ome) + () = (")
I.F-cosf—m-g-sina—F,=m-a

II. F-sinf—m-g-cosa +F,=0

. F;=u-F,

I1.-> F,=m-g-cosa—F-sinf

F,= pu-(m-g-cosa—F -sinf)

I.-» F-cosp—m-g-sina—pu-(m-g-cosa—F-sinf) =m-a
F-cosf—m-g-sina—u-m-g-cosa —pu-F-sinB=m-a

F-(cosB +pu-sinp) —m-g(sina —u-cosa) =m-a /:m
F
a=_: (cosp + u-sinB) — g(sina — u - cosa)
m
a =652 [5_2]
2. feladat
Az abran lathato fliggbleges siku kényszerpalya A pontjabdl, nyugalombdl indul

egy m tomegl anyagi pont. A padlya AB szakasza érdes, mig a BC szakasz
tokéletesen sima.
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Vo= 0 |I
|
|

@ |

(X |

AN Y% |
|
E |
Q k |
N I
v |
[
// FS |
Y |
o AM-g-cosa |
m-g-sina | :
s |
— m-g I
|
R A |
a a |
/A _ _v _ _ _ _ ______ I
R Vg B
d
Ve

Adatok:
R=10 [m], a=60°, g=9,81 [m/s?], d=6 [m], uas=0,1, m=2 [kg]

a) Szamitsuk ki a test palya menti gyorsuldsat az AB szakaszon (tudjuk, hogy
a test elmozdul).

b) A gyorsulads ismeretében szamitsuk ki a test sebességének nagysagat a B
pontban, valamint a At,, id6tartamot.

c) Szamitsuk ki a gravitacids- és a kényszerer6 altal végzett munkat az AB
szakaszon.

d) Irja fel az AB szakaszra vonatkozé munkatételt, majd szamitsa ki a test
sebességének nagysagat a B pontban. Hasonlitsuk 6ssze a b) és d)
pontbankapott eredményeket!

e) Irja fel a BC szakaszra vonatkozé munkatételt, majd szamitsa ki a test
sebességének nagysagat a C pontban.
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Megoldas:

a) A mozgasegyenlet:
2

T
Ql

=m-g+Fg=m-

1 g sina —FS>_ m-a
-g-cosa)+(Fn _( 0 )

i=

(-

337

I. m-g-sina—Fs=m-a
IT. -m-g-cosa+Fn=0 - Fn=m-g-cosa
ITI. Fs=pug-Fn > Fs=pu,- m-g-cosa

I.éslIll.: m-g-sina— s -m-g-cosa =m-a
m
a=g-sina—uAB-g-cosa=8,005[5—2]
b) At,; kiszamitasa:
d
ASAB —m—lZ[m]
a
SE=SA+UA't+E't2
MIVG' UA = 0 éS ASAB = SB - SA:

Asyp =5+ Atz — Atgp = 1,73[s]

0
m
Vs =Tata- Aty = a- Aty = 13,86 [?]

. Fge
c) W,{?;B =m-g- Ay = (_r;ln .gg SCLZ;Z“> . (A%w) =m-g-sina-As,; = 203,9[/]
F A Fke
- r — - S —
wie = Fee i = () (“4) = TR Asin =~ By dspp = ~10770]

0
2 A-B _ 17 A-B A-B _ 1 2 _ 1 2 _ m
d) Zi=1WFi - ng +WFK —E'm'vB _E'm'vA = UB = 13,86 I:?:I

Tehat a két kilénb6z6 mddszerrel kapott sebességek megegyeznek.

e)
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R-cosa o F«

AYge

x‘l

Aygc =R —R-cosa - Aygc = 5[m]
A gravitacios eré munkavégzése:
0 Ax
B-C — . BC — . .
ng - (_m .g) <_AyBC) =m- g AyBC

Azaz a gravitacios er6 munkavégzése az erd nagysagan kivil csak a test y iranyu
elmozdulasatal fugg.

A kényszerer6 munkavégzése:

Mivel a palya BC szakasza tokéletesen sima, igy a kényszereré minden pontban
meréleges a palya érintéjére, igy érint6 irdnyud komponense, ebbdl addddan
munkavégzése zérus.

Munkatétel:

i S 2

2
1 1 m
ZWPEL_—W =WEC+WE =--m-vi—=-m-v} = v =17,035[?]
i=1 0

6. Merev test statikaja

A tovabbiakban a merev testek statikajaval foglalkozunk. Mig egy anyagi pont
csak haladé mozgast (transzlacid) végezhet, addig egy merev test foroghat
(rotacid) is. Az er6 forgatd hatasat a forgatonyomatékaval jellemezzik. (32.
abra).
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tamadaspont

hatasvonal

forgaspont

32. abra. Az F er6 O pontra vonatkozoé forgatonyomatéka

Az F er6 O pontra vonatkozdé forgatényomatéka definicid szerint:
M, =7, XF (6.1)

Tehat a forgatonyomaték az eré tdmadaspontjaba mutatd rop helyvektor és az F
er6 vektoridlis szorzata. Tehat a potra vonatkozé forgatényomaték vektor
mennyiség. Az M, nyomaték nagysaga:
IMy| = |7op X F| = |7pp| - |F| - sing = LI:":I Nfppl -sing=F -k (6.2)
F k
ahol F az er6 nagysaga, k az erdkar, amely definici6 szerint az F erd
hatasvonalanak az O forgasponttol mért tavolsaga.

Kapcsolat egy er6 két kiilonb6zé6 pontra (A és O) vonatkozé
forgatonyomatékai kozott

A 33. abra alapjan felirhatjuk a kapcsolatot az F er6 0 és A pontra vonatkozo
forgatonyomatékai kozott.

=
P
FOP FAP
0 Fon A
33. abra. Kapcsolat az F eré O és A pontra vonatkozoé forgatényomatékai
kézott

54



= = ,_—f{lP—— 5 = 5 = = = = = - =
My=7up XF = Top—Toa) XFE =Tpp XF =Ty XF =My —Tps XF=My+7o XF (6.3)
Mo

A két pont szerepét felcserélve:
My=M,+7ou xF (6.4)

6.1 Erorendszer eredo vektorkettose

Egy erbrendszer eredo0 erejét és O pontra vonatkozé eredo
forgatonyomatékat az alabbi 6sszefliggések értelmezik:

F=YFE=F+F++FE+- (6.5)
Mo =EiMg; = Xi(To; X F) = Toy X F{ + Tou X F, + -+ 75y X+ (6.6)

ahol ro; az 0 pontbdl az F, er6 tdmadaspontjaba (P,) mutatd helyvektor.
Tehar az 0 pontra vonatkozdé ered6 forgatonyomaték az egyes erék O pontra

vonatkozo forgatonyomatékainak osszege.

Az ered0 er6t és 0 pontra vonatkozo6 eredd forgatonyomatékot egylttesen az 0
pontra redukalt eredé vektorkettésnek nevezzik.
Matematikai jeldlésekkel: (F; M,)

Kapcsolat egy erorendszer két kiilonb6z6 pontra (A és O) vonatkozo
eredo forgatonyomatékai kozott

frjuk fel az erdrendszer eredé forgatédnyomatékadt az A pontra, az egyes
forgatonyomatékokra alkalmazva a M,; = M, + 7, X F; 0sszefliggést:

MA=ZI‘7IAL'=Z(M0i+FAOXE)=ZMOi+Z(fAO XF)=ZM0i+fAOXZFL=
7 ; 7 7 7

i
=My+70XF (6.7)
A fenti 6sszefliggésben F az eredd erét, M, és M, az A és O pontokra vonatkozé

ered6 forgatényomatékot jel6li. Tehat egy er6rendszer esetén ugyanarra az
Osszefliggésre jutunk, mint egyetlen erd esetében.

Feladat
Tekintstk az aldbbi abrat, majd:

a) Szamitsuk ki az er6rendszer ered0 erejét és 0 pontra vonatkozd eredd
forgatonyomatékat!
b) Szamitsuk ki az er6rendszer A pontra vonatkozd eredd forgatonyomatékat
felhaszndlva az aldbbi 6sszefliggést:
M, =M, + 7yoxF
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Adatok: F, = 5[N],F, = 5[N],F; = 10[N],F, = 10[N],a = 2[m].

Megoldas:
a)
0 2 0 -10
F, = (5) [N]; Top, = )[m]; - My =Top,x Fy = <0>x<5> = ( 0 )[Nm]
0 2 0 10
2 0 20
F, = )[m]; = Mo =Tpp,x F, = <4>x (0) = (—10) [Nm]
0 5 0

N O O N SO O BN NODN
l
=
w
Q
|
§|
o
x
o
Il

7\

N————
2

> My = Top,X F, =
0 —10
(o))
-10 -5
0 0 10
+ (—20) + (0) = (—30) [Nm]
40 0 50
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b)
10 -2 —10 40
50 -2 =5 0

6.2 Erorendszerek egyenértékiisége és eredodje

Két erGrendszer egyenérték(i, ha a tér barmely pontjara vonatkozdéan eredé
forgatonyomatékuk egymassal egyenl6. A fenti definiciot két erbérendszer
egyenértéklség eldontésére nem tudjuk direktben alkalmazni, mivel végtelen
sok pontra kellene elvégezni a vizsgalatot. Ezért most kimondunk két tételt,
amellyel két er6rendszer egyenértéklisége ténylegesen vizsgalhato.

1. Tétel:

Ha két erbrendszer ered6 ereje és egy adott pontra (O) vonatkozd
forgatonyomatéka egyenlé egymassal, akkor a két er6rendszer egyenértékd.

Bizonyitas:
Jeloljuk '-vel az egyik, "-vel a masik er6rendszert.
Teljesul az alabbi két egyenldség:
My = M)+ 749 X F' és M} = M} + 749 X F"
Mivel M, = M és F' = F" a fenti két egyenl6ségbdl adddik, hogy M, = M} barmely
A pontra.

2. Tétel:

Ha két er6rendszer eredd forgatonyomatéka a tér harom kiilonb6z6, nem egy
egyenesre esO pontjara (A, B, C) vonatkozoan egyenlé egymassal, akkor a két
er6rendszer egyenértékd.

Matematikai megfogalmazdasban:

1)A, Bés C kulonbozo nem egy egyenesbe es6 pontok,

2)My =M, ;Mg =My ; Mc =M ,

akkor a két er6rendszer egyenértékd.

Bizonyitas:

l\_/[B:l\_/[A +fBAXF/Il\7[B —MA +I'BAXF,
l\_/[C:l\_/[A +fCAXF/Il\7[C —MA +I'CAXF,

o M, =M,", My’ —MB M =M -
I‘BAXF—I‘BAXF eSrCAXF—I‘CAXF

e A#B=+CésA,B ésCnem esnek egy egyenesbe
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Tga # 0, Tcy # 0 éstg, Nem parhuzamos az T, vektorral.

=77

Bebizonyitjuk, hogy F' =F":

1. eset:
Ha tg, nem parhuzamos F'-el, akkor az gy XxF =1, xF’ egyenletbdl -

BN

figyelembe véve, hogy 1, # 0 — kovetkezik, hogy F' =F".

2. eset:
Ha g, parhuzamos F'-vel, akkor az rc, vektor nem lehet parhuzamos vele. (Mivel
fga Nem parhuzamos ftgs-val). Kovetkeztetésképp, az gy XF =ty XxF”
egyenletbdl - figyelembe véve, hogy tc, # 0 - kdvetkezik, hogy F' =F".

gy bebizonyitottuk, hogy F' =F".

Mivel F'=F" és M, =M, a 1. tételbdl kovetkezik, hogy a két erérendszer
egyenértékd.

Mechanikai szamitasok soran egy er6rendszert célszeri az eredoéjével
helyettesiteni. Egy erorendszer ereddje az erbrendszerrel egyenérték(i
legegyszerlibb er6rendszer.

6.3 Erorendszerek osztalyozasa

A tovabbiakban osztalyozzuk az er6rendszereket ered6 vektorkett6siik alapjan,
és minden osztaly esetén megadjuk az ered6t. Az osztalyozas el6tt vezessink
be az eropar és erocsavar fogalmat.

Az erdpar két azonos nagysagu, azonos iranyu, de ellentétel értelm(i erébdl alld
er6rendszer (34. abra).

IS

34. abra. Erépar eredé forgatényomatéka
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Az erOpar egy fontos tulajdonsagara mutat ré a kdvetkezo tétel.

6.3.1 Tétel: Egy erdpar forgatdbnyomatéka a tér barmelyik pontjara vonatkozdan
ugyanaz.

Bizonyitas:

Tekintsik a 34. abrat. Azt fogjuk bizonyitani, hogy az (F;—F) erGpar
forgatonyomatéka a tér barmely A pontjara vonatkozdan ugyanaz, mint az abran
jelélt O pontra. Irjuk fel az A pontra vonatkozd forgatényomatékot, majd
végezzlnk el néhany egyenérték( atalakitast.

My =7up XF+740 X (=F) =Typ XF —Tyog X F = (fyp —Tap) XF =7pp XF =M, (6.8)
s

Tehar igazoltuk, hogy a forgatébnyomaték barmely A pontra egyez6 az O pontra
vonatkozo nyomatékkal.
Most irjuk fel az O pontra vonatkozé forgatonyomaték nagysagat:

|Mo| = |Tpp X F|=|F x (—Top)| = |FX77P0| = |F|- |Tpol - sing =F-d (6.9)
Tehat azt kaptuk, hogy az erGpar ered6 forgatdnyomatékanak nagysaga
megegyezik az erd nagysaganak (F) és a két er6 hatasvonala kozott meért
tavolsagnak (d) a szorzataval.

A vektorialis szorzat tulajdonsagaibdl adodoan egy erépar forgatonyomatéka
meré6leges az erdpar sikjara (35. abra).

AM
(6]

ATl

s D

>_
-F
35. abra. Erépar forgatényomatéka

Az erOcsavar egy er0, és egy, az er6 hatasvonalaval parhuzamos
forgatonyomaték egylttese (36. abra).

36. abra. Erécsavar
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A tovabbiakban osztalyozzuk az erdrendszereket eredd vektorkettdsik alapjan
és minden egyes osztaly esetén megadjuk az eredét. Jeldlje a tovabbiakban F
az eredol erét és M, az O pontra vonatkozod ered6 forgatonyomatékot.

Minden erérendszer besorolhaté a kévetkezd harom osztaly valamelyikébe:

1. Ha F =0 akkor az erérendszer ereddje egy erépar M, nyomatékkal.

2. Ha F#0 és M, merbleges F-re, akkor az er6rendszer ereddje F a tér egy
rogzitett hatasvonalan.

3. Ha F#0 és My nem merGleges F-re, akkor az er6rendszer eredGje egy
erdcsavar.

Bizonyitas:
1. Alkalmazzuk a kovetkez6 6sszefliggést:
0

Mp =Mg +Tpo X F=My —» M, =M, barmely A pontra -
Az erérendszer ereddje egy erépar My nyomatékkal.

2. Rogzitsiink egy sikot, amely atmegy az 0 ponton, és meréleges M,-ra
(37. dbra). Mivel F merdleges M,-ra, megjelenithetd a fenti sikon. Jeldlje
T pont az O pontnak az F erd hatasvonalara es6 meréleges vetlletét.

jly_fo A

ToT i

\\ p.l_jl

37. abra. Az F eredd hatasvonalanak helye F # 0 és M, merdleges F esetén

Mivel M, merdleges az top €s F vektorok altal meghatarozokk sikra, igy az F
ered6 er6 O pontra vonatkozé forgatonyomatéka az alabbi Osszefliggéssel
szamithaté:

My =for XF  (6.10)

A fenti egyenletben az ry; vektor kijel6li az F er6 hatasvonalanak helyét.

Fejezzlik ki az ty vektort az alabbi egyenletbdl:
F? 0

Fxl\_/lo :FX(fOTXF) :fOT'(F'F)_F'(F'fOT) :FOTle (6.11)
Tehat az tyr helyvektor:

FxM

for =52 (6.12)
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Az F ered6 er6t az r,; altal kijel6lt hatdsvonalon alkalmazva megkapjuk az
eredot.

3. Bontsuk fel az M, ered6 forgatdnyomatékot két komponensre (38. abra).
Az egyik komponens (M, ;) parhuzamos az F eredd erével, mig a masik

(M, ) meréleges ra.

Ered6 er6csavar

38. dbra. Az eredé er6csavar F # 0 és M, nem mer6leges F esetén

Definidljuk a T pontot hasonlé mddon, mint a 2. esetben. Ekkor az alabbi
Osszefiiggés érvényes:

0
FxMo, _ ?XMOL‘F?XMO// _ ?x(l\7[0l+M0//) Fxio

= (6.13)

F2 F2 F2 F2

Mg, =Tor XF — Tor =
Az er6rendszer eredd forgatonyomatéka a T pontra: ;
My = Mo+ Fro X F =My + Mo, +Fro X F =My + My, —Tor X F =M, (6.14)
Tehat az ered6 er6csavar a T pontban:
(F.Mp) = (F,M, )
A T pontba mutatd helyvektor a kévetkez6 0sszefliggéssel szamithato:

FxM

fOT = FZO (6.15)

Osszefoglalva, egy altaldnos térbeli erérendszer ereddje lehet egy erd egy
rogzitett hatdsvonalon, vagy egy erdpar vagy egy erdcsavar. Azaz ha teljesen
altaldnosan szemléljik, akkor barmely erérendszer egy erOcsavarral
helyettesithetd, csak specidlisan az erGcsavar egy er6vé vagy egy erdparra
egyszerlsodhet (lasd 2. és 1. eset).
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6.4 Sikbeli erorendszerek

Egy erbrendszer sikbeli, ha az er6rendszert alkotd 6sszes eré ugyanabban a
sikban (S) fekszik.

Moi 4

0

39. abra. Eré és forgatéonyomatéka sikbeli er6rendszer esetén

6.4.1 Tétel:
Egy sikbeli er6rendszer eredd ereje és ered6 nyomatéka merdleges egymasra.

Bizonyitas:

Jelolje a sikbeli erérendszer O pontra vonatkozéd eredé erejét és
forgatdnyomatékat F és My (0 € S).

L] fOi éS Fi €S
o My =T XF; M,; merdleges az S sikra
- Mg = X;M,; szintén merdleges S-re.

Kovetkeztetés:

L F = Zi Fi € S
e M, meréleges S-re M, meréleges F-re.

6.4.2 Tétel:
Az 6sszes sikbeli erérendszer besorolhato az alabbi két osztaly valamelyikébe:

1. Ha F = 0 akkor az er6rendszer ered6je egy er6par M, nyomatékkal.

2. Ha F#0 akkor az er6rendszer eredbje az F eredd erd egy rogzitett
hatasvonalon, amely atmegy a T ponton, amelyet az alabbi 6sszefliggés
hataroz meg:

Fop = FXF“}O (6.16)
Bizonyitas:
A térbeli er6rendszereknél elmondottakbdl direktben kovetkezik.

62



6.4.3 Tétel:
Ha a sikbeli er6rendszer ered6 ereje és forgatonyomatéka a kdvetkezd alakban

adott:
F, 0
ﬁz(py) és 1\710=<0>
0 Mo

akkor az ered6 erd hatasvonaldnak x és y koordinatatengelyekkel alkotott

metszéspontjai az aldbbi 0sszefliggésekkel szamithatok:
Mo _@

XC:p_y' Yo =

Fx

Y X

Tl

40. abra. Az F eredb hatasvonalanak x és y tengelyekkel alkotott
metszéspontjai sikbelier6rendszer esetén ha F # 0

Bizonyitas:
T J k
I M R /&'Mo\
fOT=F><M0_ 0 0 M, :1-Fy-M0—]-FX-M0=|_F]: |
F2 F2 F2 \FzX'M"/
0

XoT E ' MO XoT-XC F_Z ' MO —Xc
r = = | -Fx , r = = -Fx ,
oT <Y8T> —= Mo CcT ( y8T ) =M
0 0
F
y
Xor / 2 Mo \
Ipr = (YOT - YD> = I —FX |
0 \ F2 MO - YD/
0
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Mivel for merdleges Fer-re:

F F
[ (G|
For * Ter = | —Fy [¢] -F, [=0
AT
0 0

F,? F, 2 F
y y
F M02+F_X4.'M02_E'MO XC
FZ
2 2
2 BART Fy
o) F4 = Rz 0" Xc
Mo

Mo =Fy-xc = X =7
y

Mivel for éspr szintén merdlegesek egymasra:

Yp = F,

Skalaris forgatonyomaték

A skalaris nyomaték egy erd egy tengely korili forgatd hatasat jellemzi (41.
abra.). Ha a tengely egy e egységvektorral adott, akkor a skalaris
forgatonyomatékot az alabbi 6sszefliggés értelmezi:

1

Mpe = Mg e € = [Mg| -Ta-cose = |Mg|-cos® (6.17)

41. abra. A skalaris (tengelyre vonatkozd) forgatényomaték értelmezése
ahol M, az erének az O pontra vonatkoz6 forgatényomatékvektora. igy a skalaris

nyomaték a nyomatékvektor e egyenesre (tengelyre) esé meréleges vetllete
(Moe, 41. abra).

64



Egy az xy sikba es6 erérendszer esetén az egyes F, er6k skalaris nyomatékat a
z tengelyre szokas vonatkoztatni. Az F; er6k skalaris nyomatéka:

_ B o Xj Fyi 0 0 0
Mo; = Mg; e k= (fo; X F;) ek = (Yi) X(Fyi|]"10]|= 0 ‘10
0 0 1 Fyixi—Fxivyi/ \1

yi
=Fiy "% = Fix " ¥i

YA
Fi Fiy \
P,

Vi

1

1 X
- >
0 Xi
42. &bra. Abra sikbeli er6rendszer skaléris forgatényomatékanak
szamitasahoz

Ha a pozitiv forgasiranyt a z tengellyel szembe nézve az éramutatd jarasaval
ellentétes iranyba vesszik fel (43. abra.), akkor F;;, - x; az F;, komponens skalaris

nyomatéka, mig —F,, ' y; az F;, komponensé.

V<

43. abra. Pozitiv forgdasirany értelmezése

Tehat az F; er6 skalaris nyomatéka kiszamithaté az F;, és F;, komponensek
nyomatékainak 0sszegeként.
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Feladatok
1. Feladat

Az abra egy merev lemezre haté harom erét szemléltet. A lemez méretei és az
er6k nagysagai adottak.

yA \
Fs
>
T
a
“«— i F
T
a
|
=
i X
0 »
e p—— >« —»

Adatok: F, = 4[N],F, = 5[N],F, = 10[N],a = 2[m],b = 3[m].

a) Szamitsuk ki a lemezre haté sikbeli er6rendszer eredd erejét, valamint az O
pontra vonatkozo6 ered6 skalaris és vektoridlis forgatonyomatékat!

b) Szamitsuk ki az eredé er6 hatdsvonaldanak x és y tengellyekkel alkotott
metszéspontjait!

Megoldas:

a)

_ —4 . 0 . 10
F1=<0)[N]an=<—5>[N]vF3=<O>[N]
0 0 0

Az eredé er6:
3 —4 0 10 6
F=ZE=<0 >+<—5>+<0>=<—5>[N]
i=1 0 0 0 0

Az eredé skalaris forgatonyomaték az O pontra:
My =F,-2a—F,-(a+b)—F;-3a=4-2-2—-5(2+3)—10-3-2 = —69[Nm]

Az eredd vektorialis forgatonyomaték az O pontra:
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b)
M 69 M -69
Xc F—; =—= 13,8[m], yp = _F_f T T 11,5[m]
yA
yp L DO;yp)
C(x;;0) x
\
E
2. feladat:

Az abran lathatd harom, egy sikba es6 erd, valamint téamadaspontjaik
koordinatai ismertek.

yA
l—2a—> \
R
a‘l
T "
4a
| L
n 2
v 3 P, T
P, 2 F
‘T:z

l2a—>«—5a—»

Adatok: F, = 3[N], a, = 20°, F, = 3[N], a, = 45°, F; = 2[N],a; = 25°, a = 0,1[m].
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a) Szamitsuk ki az er6rendszer O pontra vonatkozo eredé erejét és ered6
skalaris és vektoridlis forgatdnyomatékat!
b) Szadmitsuk ki az eredd erd hatdsvonalanak x és y tengellyekkel alkotott

metszéspontjait!

M)ego/da's:

a

F= (7 na) = (Foze) )
m=(f ) = () m
= (:’;;z 12?52:) = (Coges) )
Eredo

w

2 819 2,121 —-1,813\ _ r 3,127
Z (5 026 +(2 2,121) + (—0,845) = (—1,940) V]
i=1
Eredé skalaris nyomaték az O pontra:
Mg =—F;-cosa;-4a+F,;-sina;-2a+F,-cosa,-2a+F, sina, 2a—F;-cosaz-a—F;
-sinog - 5a = —0,678[Nm]

Eredé vektorialis nyomaték az O pontra:

0
-0,678
b)
Mo _ —0678
Fy  —1940

=0,349[m] , yp = — =2 = — 228 _ ,217[m]

X. =
¢ Fx 3,127

7. Homogén gravitacios erorendszer eredo vektorkettose
és eredodje. Sulypont

A gravitaciés er6 a test térfogatdban megoszlé parhuzamos erérendszer. A
tovabbiakban megadjuk a fenti erérendszer ereddjét, valamint értelmezziik a
sulyvonal és sulypont fogalmat. Megoszlé parhuzamos er6rendszer mikddhet
nem csak térfogat, de fellilet vagy vonal mentén is. A felllet vagy vonal
sulypontja megkozelitéleg egybeesik az egyez6 alaku, vékony lemezbél vagy
huzalbdl készult homogén test sulypontjaval. A mechanikdaban hasznalatos még
a tomegkozéppont fogalma. Erdemes megjegyezni, hogy ha a test teljes
térfogataban a gravitacios mezé homogén, akkor a test sulypontja egybeesik a
tomegkozéppontjaval. Mivel a gyakorlati életben minden test mérete
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elhanyagolhaté a Fold méretéhez képest, igy a tdmegkdzéppont és a sulypont
egybeesik. Ebbdl addddan a gyakorlati alkalmazasokban a sulypont és
tomegkdzéppont egybeesik.

7.1 Homogén gravitacios erérendszer ereddje

Ebben a fejezetben a homogén gravitacids erérendszer eredb erejére és eredd
forgatonyomatékra vonatkozo6 6sszefliggéseket szarmaztatunk, majd megadjuk
az er6rendszer eredGjét. A 44. abran lathato testet bontsuk fel a méretéhez
képest elhanyagolhatdé méretli darabokra. Az i.darab tomegét jeldlje m;. A
gravitaciés erGrendszer eredl erejét hagyomanyosan G-vel jeloljuk.

44. dbra. Abra a homogén gravitécids erérendszer eredd erejének és eredd
forgatonyomatékanak értelmezéséhez

A 44, abra alapjan a gravitaciés erOrendszer ered6 ereje és ered6
forgatonyomatéka a kovetkez6:

m
—_——

G=Z(mi'§)=<zmi>'§=m'g

i

Mo ZZMOi ZZ(fOixmi'g) =Z(mi'f01 X g) =<Zmi'FOi>xg
1 i 1 i

A fenti Osszefliggésekbdl adéddéan M, merbleges a g gravitaciés gyorsuldsra,
ebbdl adéddan a G eredd erbre. Mivel G # 0 és M, merdleges G-re adddik, hogy
az er6rendszer ereddje G egy rogzitett hatdsvonalon, amelyet ebben az esetben
sulyvonalnak nevezunk.
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7.2 Sulypont

A 45. abra egy merev testet szemléltet harom kilénbdzd helyzetben. A
kilénbdzd helyzetekhez kilonb6z6 sulyvonalak tartoznak, melyek egy pontban
metsz6édnek (S). Az S pontot sdlypontnak nevezziik.

S]_:

45, abra. A test kiilonb6z6 helyzeteihez tartozo sulyvonalak és metszéspontjuk
a sulypont

frjuk fel a homogén gravitéciés erdrendszer eredd forgatonyomatékat két
kllonb6zd alakban:

L Mo = (Xim; - To;) X 8
II. l\_/[o =FOS XE= fOS Xm'§= fOS X (Zimi) g= (Zimi) 'fOS Xg
EgyenlGvé téve a két kifejezést:

<Zmi>.fosxg:<zmi'fm>x§

1

A fenti egyenletbdl kifejezve az tog vektort, megkapjuk a sulypont helyére
vonatkozé Osszefliggést:
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Ha a test tdmegeloszlasa homogén (p; = p = allando):

- ZZip'Vi'FOi:p'ZiVi'FOiZZiVi'FOi
08 2ip Vi P2 V; 2iVi

Ha a test specialisan egy d vastagsagld homogén lemez (matematikailag egy
sikidom):

= ZZid'Ai'f‘Oi _ d- XA - To; ZZiAi'FOi
08 2id- A d- YA 2iA;

A fenti egyenletben Y;A; =A a siklemez teljes teriilete. Az egyenletbdl az tyg
helyvektor x4 és yg koordinatai a kovetkezdk:

_ ZiAix _ ZiAivyi

X
ST ma 1 YST o

A fenti 0sszefliggések integralokkal felirva:

Jy xdA [y ydA
Xg =" Ys ="~
Jp dA Jp dA

Feladat
Adott harom anyagi pont a térben, amelyeknek ismerjik a tomegét és

helyvektorait. Feltételezve, hogy a gravitacios mez6 homogén, hatarozzuk meg
a pontrendszer sulypontjaba (tomegkozéppontjaba) mutatd helyvektort!

Z A

P1 (0;3;4)

r P (3:3;2)

<V

rz\ P,(42;1)

Adatok:
m1=2 [kg], m2=3 [kg], m3=4 [kg]
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Megoldas:
Fo= Xim; T
s Xim;

0 4 3
n = <3> [m], 7, = <2> [m], 73 = <9> [m]
4 1 2
Ximpt; _ mq T tmyitma ity (§>+( g >+<182> — @ — (;:22) [m]

2,11

(]

Yim;i mq+my+ms 9

7.3 Sikidomok sulypontjanak meghatarozasa

A 46. abra a sulypont helyét szemlélteti kilonb6z6, egyszer(i sikidomok esetén.
A kor, tégalap és altaldnos haromszdg esetén a sulypont helye elemi
geometriabdl ismert, mig derékszégl haromszog, korcikk és félkér esetében
integrdlszamitdssal hatarozhaté meg.

S

i

PR3 \
e \'\‘ p -0 -T '''''''

|

t

K ai3

b/3

b

2R - sina T 4R
dos =34 @=7 2dos =3,

46. abra. Egyszerl sikidomok sulypontja

Ha a sikidom tobb egyszer( sikidomra felbonthatd, akkor a sulypont helye az
alabbi 6sszefliggésekkel meghatarozhato:

Xe = YiAiXsi Vs = ZiAiysi
S ZiAi I S ZiAi 4

ahol xg; és yg a sikidomot felépitd i-dik sikidom sulypontjanak koordinatai, A;

pedig annak felllete. Hidnyzd (kivagott) sikidom esetén az A, terlletet negativ
elGjellel vessziik figyelembe.
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Feladatok

1. feladat
y 35

115

[—

2 46
60

__‘[ ______ v v X
5 )
BN /‘ 14/3

Szamitsuk ki az abran lathaté homogén vastagsagl és anyagu siklemez
sulypontjanak koordinatait!

Megoldas:

Bontsuk fel a lemezt harom egyszeril sikidomra az abra szerint. A derékszogl
haromszog, téglalap és kor sulypontjat jeldlje rendre S;, S, és S;. A kor ki van
vagva a lemezbdl, igy a terilete negativ. Az alabbi tablazatban megadtuk az
egyes részek teriletét és sulypontjanak koordinatait.

[ A[mm?] Xsilmm] ysi[mm]
1 245 35/3 -14/3
2 1610 35/2 23

3 -201 23,5 34,5

A fenti adatokbdl kiszamithatdak a lemez sulypontjanak xg

X ZZ?=1XSi'Ai=X51'A1+X52'A2+x53'143=
s 1A A+ A, + A3
%- 245 +32—5- 1610 — 23,5 - 201
- 245 + 1610 — 201 = 16,77 [mm]

-14
Y3 Vst A _ = 245 +23-1610 — 34,5- 201

Vs = 3 A
L

i=1

245 + 1610 — 201
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= 17,5 [mm]

és ys koordinatai:



2. feladat

Szamitsuk ki az abran lathaté homogén siklemez sulypontjanak koordinatait!

g 72

45

Megoldas:
a)i A[mm?] Xsi[mm] ysi[mm]
1 -795,2 9,55 22,5
2 3240 36 22,5
Y2 x5 A;  —9,55-795,2 + 36 - 3240
s=TZ.A, © 795243240 rhelmml
iy ~225:7952+225:3240
G —795,2 + 3240 = 22,5 [mm]
3. feladat:
y A
- 60 >L 20—»<16.98»
80 >
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Szamitsuk ki az abran lathaté homogén siklemez sulypontjanak koordinatait!

Megoldas:
a)
i Ai[cm?] Xsilcm] ysilcm]
1 24 -2 0
2 16 1 0
3 25,13 3,698 0
4 -7,069 2 0
S xg A, 24-(=2) +16-1+ 2513 - 3,698 — 7,069 - 2
s TTYE A 24 + 16 + 25,13 — 7,069 = 0.8059 [cm]
¥s =0 [cm]

8. A merev test egyensiilyi allapota és egyenletei

8.1 A merev test egyensilyi allapota

Egy merev test definicid szerint egyensilyban van, ha a ra haté erérendszer
eredé forgatonyomatéka a tér barmely A pontjara vonatkozoéan zérus.

I\ZI =0, barmely A pontra

8.1 tétel:

Egy merev test egyensulyban van, ha a ra hato er6rendszer eredé ereje és eredd
forgatonyomatéka a tér egy adott O pontjara vonatkozéan egyarant zérus.
F=0és 1(\)71 =0

Bizonyitas:

=0

oxX3ol
T} o

M= F,
h + 0%

Tehat az erOrendszer eredd forgatényomatéka a tér barmely A pontjara

vonatkozdan zérus, igy a test egyensulyban van.

8.2 tétel:

Ha a merev testre hatd er6rendszer eredd forgatdnyomatéka a tér harom
kllonb6z6, nem egy egyenesbe es6 pontjara (A, B, C) vonatkozdan zérus, akkor
a test egyensulyban van.
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Bizonyitas:
Tekintslik a 48. abrat.

48. abra.
A tétel feltételei:
1) A, B és C kilonb6z6 pontok - Tga 70, Tcs # 0
2) A, B és C nem esik egy egyenesre — g, # 7y

3)yM=0,M=0, M =0
A B

@ =} ol
Il
> 3ol

+ T_'BAXF —> T_BAXF = 6
1. eset:

Ha 7y, & F akkor 7,xF =0 és 7y, + 0, amelybdl F = 0 adddik.
2. eset:

Ha 74 | F akkor 7., & F (Ez igaz, mivel 7, # 75,.)

Aol
2ol

+ 7caxF , ebbdl adéddan 7 4xF =0

Mivel 7., xF =0 és 7, ¥ F , adédik, hogy F = 0.
Kovezkeztetésképp a tételbdl addédik, hogy az F eredd er6 zérus.

Alkalmazva a 8.1 tételt, az F =0 és IE =0 egyenletekbdl adddik, hogy a merev
test egyensulyban van.

8.2 Egyensllyi egyenletek merev testre

A 8.1 tétel alapjan a merev test egyensulyban van, ha:

F=0, I\gI =0 a tér egy adott O pontjara vonatkozdan.
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Térbeli erérendszer esetén az F = 0 egyenletbdl az aldabbi harom skalaregyenletet
kapjuk:

ZiFix =0, ZiFiy =0, X;F;=0
0 egyenletbdl adddik, hogy:

Az M
0
Zilglixzor Zilovliyzol Zilovlizzo

Kovetkeztetésképp, térbeli erérendszer esetén hat egymastdl fliggetlen
egyensulyi egyenlet van:
ZiFix =0, ZiFiy =0, ZiFiz =0, Zil\o/[ix =0, Zilgliy =0, Zil\(;[iz =0

Sikbeli erérendszer esetén a fenti hat egyenletbdl harom marad:
ZiFix =0, ZiFiy =0, Zil\o/[i = Zilgliz =0

A 8.2 tétel alapjan a merev test egyensulyban van, ha:
M=0, M=0, M=0

A

S
oxX

Térbeli er6rendszer esetén a fenti vektor egyenletekbdl a kévetkezd kilenc
skalaregyenlet adddik:
Zil‘Af[ix=Or Zil‘Afliy=Or Zi{‘fiz=0

Zil‘gix=01 ZiAB/liy=Ol ZiAB/liz=0
Zil‘c/[ix=01 Zil‘c/liy=01 Zil‘c/liz=0

Belathato, hogy a fenti kilenc egyenletbdl csak hat fliggetlen.
Sikbeli erérendszer esetén a fenti kilenc egyenletbdl a kévetkez6 harom marad:
Zil\/{[i = Zil\/{[iz =0, Zilgli =Zi1\B/Iiz =0, Zil\c/[i = Zil\c/[iz =0

Osszefoglalva, sikbeli és térbeli erérendszer esetén harom illetve hat fiiggetlen
egyensuly egyenlet van.

Egy mechanikai rendszer statikailag hatarozott, ha az egyensulyi
egyenletekbdl minden egyes ismeretlen meghatarozhato.

Igy sikbeli és térbeli erérendszer esetében harom illetve hat ismeretlen
hatarozhaté meg. Ha az ismeretlenek szama tobb, akkor a rendszer statikailag
hatarozatlan.

8.3 Kényszerek: tamaszok és csatlakozasok

Az el6z6ekben mar definidltuk a kényszer fogalmat és példaként mutattuk be a
nyujthatatlan kotelet, merev rudat és fellletet. A kovetkezdkben tovabbi
kényszereket ismertetlink, melyeket a mérnoki gyakorlatban tamaszoknak
vagy csatlakozasoknak is nevezink.
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Gorgos tamasz

A - megtamasztott test

[T TTTTT77)

49, abra. Gorgls tamasz

A gorgos tamasz esetében egy idedlis gorg6 biztositja a megtamasztott test
felllettel parhuzamos irdnyl elmozduldsat, valamint a rogzitési pont (A) koérli
szabad elfordulasat, ellenben megakadalyozza a fellletre merGleges
elmozdulast. A fentiekbdl adéddan a gorgé 1 db skalaris ismeretlent jelent,
nevezetesen a felliletre merdleges tdmaszerd (Fa) nagysagat.

Csuklos tamasz

_ megtamasztott test

—

Fa

50. abra. Csuklds tamasz

A csukloés tamasz a megtamasztott testet szabadon engedi elfordulni az A
csatlakozasi pont koril, de megakadalyozza a test fellilettel parhuzamos és arra
meréleges elmozduldsat. Igy a csuklés tdmasz két ismeretlent jelent, az Fa
tamaszero fellletre meréleges és azzal parhuzamos komponenseit.

Befogas
Az alabbi abra egy befogott merev rudat szemléltet:
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befogott rud

Fa
51. dbra. Befogas

A befogasi pontnal (A) a riddal parhuzamos és arra merdleges erd, valamint
nyomaték is ébredhet. A nyomatékot, amit a befogas (tamasz) fejt ki a testre,
reakcio nyomatéknak nevezzik. Igy befogasnal harom ismeretlennel kell
szamolnunk, nevezetesen a kényszerer6 radiranyd és arra merGleges
komponensével, valamint a reakciényomatékkal.

8.4 Kényszererok kiszamitasa

Egy mechanikai szerkezetre hatd ismeretlen reakcido (kényszer) er6k és
nyomatékok meghatarozasanal kévessiik a kovetkezo lépéseket:

1) Vizsgaljuk meg a kényszereket (tdmaszokat)

2) Dontsuik el, hogy a szerkezet statikailag hatarozott-e

3) Irjuk fel az egyensulyi egyenleteket (Megjegyzés: az egyensulyi
egyenleteket célszeri az ismeretlen er6k  hatasvonalainak
metszéspontjara felirni.)

4) Oldjuk meg az egyenleteket

5) Ellendrizziik az eredményt

Feladatok

1. feladat:
Szamitsuk ki az aldbbi abran lathaté téglalap alaki merev lemezre hato F,, Fy és
F. kényszerer6k nagysagat. A lemez két idealis rud altal rogzitett, melyek a B és

C pontokhoz kapcsolédnak egy-egy idealis csukloval. A lemez A pontja egy
gorg0ls tdmaszon nyugszik.
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¢~ A Fs-sina

Adatok: m-g =500[N], a =3 [m], b =2[m], a = 30°.

Megoldas:
1) A két rad és a gbrg6s tamasz egyutt harom ismeretlen jelent.

2) A szerkezet statikailag hatarozott.
3)
Y F =R+ Fy+Fetmg=0

L
0 —Fg - cosa F 0 0
() * () sme )+ (5)+ L) = o)
F, Fg -sina 0 -m-g 0
b
Zl\gli=FB-cosa-a—FB-sina-b+m-g-§=0
i
I. -Fg-cosa+F.=0

II.Fy+ Fg-sina—m-g=0

III. FB-cosa-a—FB-sina-b+m.g.§=0
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4)
III. FB-(cosa-a—sina-b)=—m'Tg'b
m-g-b
F, = — = —-312,9 [N
B 2-(cosa-a—sina-b) 3129[N]

II. F, = —Fg -sina + m- g = 656,5 [N]
I. Fp = Fg-cosa =—-271[N]
igy az F,, F; és F, reakciderdk:

= (gse,s) (NI Fo = (15 )N, o= (757N

Az Fs és Fc esetében kapott negativ érték az F, és F. erOk feltételezettel
ellentétes értelmére utal.

5) Ellen6rzés:

b
Zlg[i=FA-b+FC-a—m-g-E=656,5-2+(—271)-3—500-1=0
i

2. feladat:

Szamitsuk ki az abran lathatd vizszintes, sulytalan merev ridra hato F, és Fp
reakcider6ket. A rad az A pontban idedlis csuklohoz, a B pontban pedig egy
idedlis kotélhez kapcsolodik.

Fa
Adatok: a=1[m], b=2[m], F, = 5[kN], F, = 10[kN], a = 30°.

Megoldas:

1) A csuklds tdmasz és a kotél egyltt harom ismeretlent jelent.
2) A szerkezet statikailag hatarozott.
3)
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- Fyy 0 —F,-cosa Fg-sina 0
2.7= (e )+ o)+ o ne) * (- cosed) = o)
i Eyy —-F; —F, -sina Fg-cosa 0
Zlg]i=—F1-a—F2-sina-(a+b)+FB-cosa-(a+2b)=0
i

I.F,,—F,-cosa+ Fg-sina =0

II. Fyy —F; — F,*sina + Fg-cosa =0

IIl. —F,-a—F,-sina(a+b)+ Fg-cosa(a+2b) =0
4)

III. Fy-cosa-(a+2b) =F,-a+F,-sina-(a+b)

_Fl-a+F2-sina(a+b)
B cosa- (a+2b)

= 4,619 [kN]

II. Fyy = F, + F, -sina — Fp - cosa = 6 [kN]
I.F,,=F,-cosa — Fg-sina = 6,351 [kN]

P, = (6,3651) (kN], F, = (2,3;10) (kN

5) Ellen6rzés:

> Mi=—Fy(a+2b) +F2b+F, sina- b=
i

=—6-(1+4)+5-4+10-2-sin30°=0
3. feladat:

Az abran lathatd merev lemez A pontja egy csuklohoz csatlakozik, B pontja pedig
egy linearis rugohoz.

a) Szamitsuk ki a lemez sulypontjanak x, és y, koordinatait.
b) Szamitsuk ki az F, kényszer-, és F, rugderoket.

c) Szamitsuk ki a rugé Ar megnyulasat.
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1

Fo.zs [m]—

ﬁ
0.3 [m]
o A
B : : X
Yy myg :;;2;7
| TFM

A

0.8 [m] {

Adatok: a =30°, m-g=>50[N], D= 100 [%]

Megoldas:
a)
[ A;[m?] Xsi[m] ysilm]
1 -0,0314 0,25 0,15
2 0,24 0,4 0,15
Y A; x; —0,0314- 0,25 + 0,24 - 0,4
Y =TS T T —o03t4to2a  vA%60ml
_ZiAiys _=-00314-015+024:015 _
Yo =TvA —0,0314 1 0,24 =015 [m]
b)

1) A csuklés tdmasz és a rugé egyltt harom ismeretlent jelent.
2) A szerkezet statikailag hatarozott.
3)
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ZE- =m-g+F,+Fp =< 0 )+<FA")+(FB'C?SQ) =<0)
- -m-g Fyy Fg - sina 0
Z%i =(08—-x5)m-g—Fg-cosa-03=0
i
4)
I.F,, +Fg-cos30°=0 — F,, =—Fg-cos30°=—62,9[N]
II. -m- g+ F4y + F*sin30°=0 — F,, =m- g — Fz-sin30° = 13,68 [N]
IT1. 0,3774-50 — F3 - cos30°-0,3=0 — Fz =72,63[N]
Fa=(ER) WL Ry = (5wl
5) Ellen6rzés:

Zlg]i=FAx-0,3+m-g-(0.8—xs)=0
5

c)
Fy
Fp=D-Ar > Ar=—"=0726[m]

8.5 Tartok statikaja

A tarto terhek viselésére, hordozasara alkalmas szerkezet.
A tartdkat az alabbi szempontok szerint osztalyozhatjuk:
e RoOgzitésuk szerint: kéttdmaszi vagy tobb tamaszu tartdok (végukon
alatdmasztva vagy konzolos kivitel), befogott tartok
e Szerkezetiik szerint: tomor tartdk, racsos tartok
e Terhelésik szerint: koncentralt erékkel terhelt tartok, megoszlé erdkkel
terhelt tartok, vegyes terhelésl tartok
Kéttamaszu tarté példaul egy két helyen csapagyazott tengely, egy kétpilléres
hid vagy egy két helyen alatdmasztot gerenda.

Feladatok
1. feladat:

Szamitsuk ki az abran lathat6 kéttdmaszu tartéra hatd F, és F; kényszererOket.
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YA

Fa
Adatok: f =300[%], I=4[m].

Megoldas:

1) A gorg0s és csuklos tamasz egyitt harom ismeretlent jelent.
2) A szerkezet statikailag hatarozott.

3)
e )+ (e)+ (=)
ZF (FAy> r) T ) = o
ZM +F 3o
B 4_
I'FA.X':O
II.FAy‘l"FB_f'l:O
L —f > +2F; =0
4)

I1. F,y, = —Fg + f 1 = 400 [N](T)

FA:(480)[N]’ Fy = (800)[N]

5) Ellen6rzés:
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_ 31 l_ 34 4_
Zlgi——FAy'Z-i-f'Z——400'T+300'Z—0
i

2. feladat:

Szamitsuk ki az abran lathatd befogott tartd A pontjaban ébredd F, reakcider6t
és M, reakcid nyomatékot.

Adatok: F=600 [N], f=200 [N/m], « = 50°, a=4 [m], b=3 [m].
Megoldas:
1) A befogas harom ismeretlent jelent.

2) A szerkezet statikailag hatarozott.

3)
ZF_F"‘_ +F_<—F-cosa>+< 0 >+ Fuy _<0>
: L frath,= F-sina —f-a Fyy —\o
I. -=F-cosa+F, =0
II. F-sina—f-a+F; =0
III.Z,-IXIi=MA—f-a-%+F-sina-(a+b)=0

4)

I. Fy, = F-cosa = 385,67 [N]
II. Fyy = f-a—F -sina = 340,37 [N]

Inmr.m, =f¢ -%Z—F -sina - (a+ b) = —1617,38 [Nm]

P (385,67) N]
47 \340,37

5) Ellen6rzés:
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a
L
4
=—340,37'(4+3)+200'4'(3+§)+(—1617,38)= 0

3. feladat:
Szamitsuk ki az abran lathato kéttamaszu tartora hatd F, és F; kényszererOket.

T ~

l:AX A 60° ¢ f B f-2b

A
: a \ b A b \
@ F“ B !

Fay

n

Adatok: a=1 [m], b=2 [m], F=40 [kN], f=8 [kN/m], My=5 [KNm]
Megoldas:

1) A csuklds és gorgds tamasz egyitt harom ismeretlent jelent.
2) A szerkezet statikailag hatarozott.

3)
Sa=panrarn =500 () (2, +(0)=()
i L atf B \=F-sin60/ " \F,, =f-2b) "\F;/ " \o
I. F-cos60°+Fy, =0
II.—F‘Sll’160°+FAy—f'2b+FB=0
III.ZiIXIi=—F-sin60°-a+FB-(2a+b)—f-2b-(2a+b)+MO=0

4)

11, Fp = Zon e 2 Cer 0 — 39,41 [kN]

2a+b

IL. F,, = F -sin60° + f - 2b — Fy = 27,23[kN]
I. F,, = —F - cos 60° = —20 [kN]

FA = (2_7?203) [kN]’ FB = (39[,]41) [kN]
5) Ellen6rzés:
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b b
Zl}l;li=—FAy-(2a+b)+F-sina-(a+b)+M0+f-b-5—f-b-5=
i

=—-2723-(2+2)+40-sin60°-(1+2)+5=0

8.6 Valos kényszerek

Eddig idealis kényszerekkel foglalkoztunk. Ebben a fejezetben kiterjesztjik
vizsgalatainkat valds kényszerekre, mint példaul egy érdes (surlédasos) felilet,
amelyen egy test, vagy egy kotél nyugszik (csuszik), vagy egy érdes belsé
fellletl csapagyhaz, amelyben egy csap elfordul. Tovabbi példat jelent egy
felllet, amelyen egy kerék gordiil, abban az esetben, ha vagy a felllet, vagy a
kerék puha.

8.6.1 Surlédasos feliilet (tamasz)

A 3.2 fejezetben az ide tartozé elméleti részt mar megtargyaltuk és
megoldottunk egy feladatot anyagi pont esetén (2.4 fejezet, 5. feladat). Ebben
a fejezeben érdes fellileten tamaszkodd, egyensulyban |év6 merev testekre
(tarcsakra) mutatunk be feladatokat.

Feladatok
1. feladat

Az abran lathatd, elhanyagolhato tomegl |étra B végpontja az érdes padldra,
mig A végpontja a tokéletesen sima falhoz tdamaszkodik.

Milyen magasra maszhat fel egy m témegl ember maximalisan a létran (v,,4x)
anélkil, hogy az megcsuiszna a padlon?
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ton =0 A
Y
(04
m-g
h
]
ymax
¥ ¥ B
—
d Hop =0.2

Adatok: m-g=1000[N]; d =3 [m]; h =3 [m]; pp = 0,2.

Megoldas:
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Szamitas:

o L~ (F, —Ft) ( 0 )_ 0
ZF—FA+FR+m g—O—(0)+(Fn L (i _(0)
I.F,—F,=0 > F,=F,

II.E,—m-g=0 - E,=m-g

m-g-(d—x
zgizm-g-(d—x)—FA-hzo - FA=¥
7
¢ d_d=x | 4 ¢
= —_—= el —_ = .
ana A > X =y-tana
m-g-y-tana
Fy=—"—"——
A h
IFel < pop - Fo = —top " Fy < Fe <pop - Fy
1. eset:
Fe < pop - Fy
Fy<ppp-m-g
m-g-y-tana
TSMOB'W'Q
Yy tana h-top  h-pios  R*- g
A SHy - = tana = d = d = 1,039 [m] = Ynax
h
2. eset:
—pop " Fn < F;

—Htop-m-g < F,
m-g-y-tana
h

‘tan a —uogh  —h?
y -y > HoB — HoB
tan a da

—Uop M g =

—lop < =—1,039 [m] — Ez nem val6s megoldas.

Tehat az ember max. 1,039 [m] magasra maszhat a létran anélkil, hogy az
megcsuszna a padlon.

2. feladat:

Az abran lathaté, m témegli merev lemez A pontja egy ideadlis gorgéhéz
kapcsolddik, B végpontja pedig egy érdes felliletre tamaszkodik.

Szamitsuk ki a surlodasi tényez6 azon minimalis értékét, amely esetében a
lemez még egyensulyban marad!

90



A

Adatok: a=60 [mm], b=40 [mm], m=5 [kg], a=45°

Megoldas:
'\ F,-sin
5 \“ a

Y

Szamitas:

- _ o a_ FA.Cosa Ft) (—m'g'sina’)_ 0
ZF—FA+FR+m 9_0_(—FA-sina>+(Fn + -m-g-cosa _(O)
I.F,-cosa+F,—m-g-sina=0

II. -=F,-sina+F,—m-g-cosa=0
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ZM— Fy+b a—O F, = a_5 9,81 60—3679N
=T tmeg5=0 = fy=mg--p= Blrgy =96 [N]
13

I.F,-cosa+F,—m-g-sina=0 — F,=8,669][N]

II. -F,-sina+F,—m-g-cosa=0 - F, =60,698[N]

|Fel<poFy » —po By <F <y Fy
1. eset:

—Ug E,<F, - —pu,-60,698 <8669 - pu,=-0,1428 (Ez nem ad megoldast.)
2. eset:

F,<po-F, — 8669<pu, 60698 — 01428 <pu, — Hommn = 0,1428

8.6.2 Gordiilési ellenallas

Ahhoz, hogy megértsik a gordilési ellenallas jelenségét, célszerl
O0sszehasonlitani az idealis esetet - amikor a kerék és a talaj tokéletesen merev
(kemény) - a valds esettel, amikor az egyikik vagy mindketté puha.

Ideélis eset:

Tokéletesen merev
kerék

Tokéletesen merev
feliilet

52. abra. A kerékre hato erbk idedlis esetben

e A kerék és a talaj tokéletesen merev (kemény).

e A kerék a talajjal egy idealis vonal mentén érintkezik, ami atmegy a P
ponton.

e Akényszererd F, komponensének hatasvonala atmegy a P és C pontokon,

igy nyomatéka azokra vonatkozoéan zérus.
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e A kerék akkor és csak akkor van egyensulyban, ha a vizszintes iranyu F
er6 zérus.

Valds eset:

53. abra. A kerékre hatd er6k valds esetben

e A kerék vagy a fellilet puha.

o A kerék egy fellilet mentén érintkezik a talajjal. Jeloljik a felilet mentén
megoszlé normal irdnyu erérendszer eredo erejét Fo—el.

e Az F, hatasvonala a P és C pontoktdl f tavolsagban, azok ,el6tt” halad el.

e A kerék akkor és csak akkor nem gordil el, ha f < f,, ahol fo f lehetséges
maximalis értéke egyensuly esetén. (Az f tavolsagot a gordulési ellenallas
karjanak nevezziik.)

o Kovetkeztetésképp a kerék nem gordul el akkor, és csak akkor, ha:

|Mgora| = £-Fy < fo - Fy

ahol Mgsrq @ gordilési ellenalldsi nyomaték.

Ahogy az F er6t noveljuk, az f tavolsag is novekszik, amig el nem ér egy fo

maximalis értéket, amely f6lott bekovetkezik a gordulés.
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1. feladat:

Milyen hatarok kozott valtozhat az abran lathato F erd értéke a kerék egyensulya
esetén. A tapadasi surlodasi tényez6 (u,), valamint a gordiilési ellenallas karja
(fo) ismert.

|

Adatok: m=20 [kg], R=0,5 [m], g=9,81 [m/s?], 1,=0,6, fo=0,02 [m].

Megoldas:
Egyensuly esetén: F,;, <F < FE,4.

Egyensulyi egyenletek:

= == __ = _(F\,(-F 0 0
ZF=F+FR+m-g=0=(O)+<an>+<_m_g>=(0)
I.F-F,=0 - F,=F
II.E,—m-g=0 - FE,=m-g

D My =My —F-R=0 = My =F-R
i

A kerék nem gordul el akkor, és csak akkor, ha:
|Mg6rd| <E-f
1. eset:
Mgbrd <E-fo
F-R<m-g-f,

m-g-fo

F <
R
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2. eset:
_Fn 'fO < Mgérd
-m-g-fo <F-:R

-m-g-f,
F>——
- R
_m.g.fOSFSm.g.fo
R R

~7,848 [N] < F < 7,848[N]

A kerék nem csuszik meg akkor, és csak akkor, ha:
IFel < po - Fy
Hom-g<F<p,-m-g
—-117,72 [N] < F < 117,72[N]

Nem csuszik meg

‘4 ;‘
“ V‘

ﬁ J« Nem gordiil el
| | |
T | ! I

i —>
-117.72 -7.848 0 7.848 117.72 F[N]

A kerék egyensulyban van, ha egyidejlileg nem csuszik meg és nem gordul el.
Tehat egyensulyban van akkor, és csakis akkor, ha:
—7,848 [N]<F < 7,848[N] — F,. = 7,848[N].

2. feladat:

Szamitsa ki az M nyomaték azon minimalis és maximalis értékét, amely estén
az R sugaru kerék egyensulyban van az abran lathaté érdes lejtén. A tapadasi
surlodasi tényezd (u,) és a gordilési ellenallas karja (fo) ismert.
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Adatok: R=200 [mm], m-g=5 [kN], a=10°, p,=0,3, fo=1,5 [cm].

Megoldas:

= = - _=_(F —m-g-sina)_ 0
ZF_FR+m g_0_<Fn)+<—m-g-cosa _(0)
I.F,=—m-g-sina =—-0,868 [kN]

II. E,= m-g-cosa = 4,924 [kN]
Zl\;li=—M+m-g-sina-R+Mgﬁm=0
f

Mysyg =M —m-g-sina-R=M—0,1736 [kNm]

A kerék nem gordul el, ha:
|Mgﬁrd| < Fn'ﬁ) - _Fn'fo < Mgiird < Fn'fO

—0,07386 < M — 0,1736 < 0,07386
0,09974 [kNm] < M < 0,2475[kNm]

A kerék nem csuszik meg, ha:
|Ft| S By

Ugrm-grcosa<—m-g-sina <y -m-g-cosa
U< —tana <y, — Up=tana = —U,

-16,7° < a <16,7°

10° < 16,7° — A kerék nem csuszik.

A kerék egyensulyban van, ha:

0,09974 [Nm] < M < 0,2475 [Nm]
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8.6.3 Kotélsurléodas

Az alabbi abra egy érdes fellletli hengeren felfekvd kotelet szemléltet. A henger
pozicidja rogzitett (nem tud elfordulni), a kétél a kozépponti szogl koriven
érintkezik a hengerrel. A kotél végeit F, és F, er6kkel hizzuk.

54, dbra. Abra a kétélsirlédas értelmezéséhez

Vizsgaljuk meg egy végtelenll kicsiny kotélszakasz (kék iv az abran) egyensulyi
allapotat. Az 55. abra a fenti kotélszakaszra hatd er6ket szemlélteti.

55. abra. Egy kicsiny, A nyilasszégli kétélszakaszra hato erbk

Az egyensulyi egyenletek a fenti kicsiny kotélszakaszra az alabbiak:
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Ap Ap
L o —F - cos— (F + AF) - cos— _F 0
ZF=F+F+AF+FR=O= Z |y 2 +< f)==()
Ao Qg Fy 0

—F-smT —(F+ AF)- smT

I. —F - cos =2 + (F + AF) - cos =2 —F, = 0

II. —F-sinAT(p—(F+AF)-sinA7(p+Fn =0

I.F, = —F-cos%‘p+ (F +AF)-cosA7(p = AF-cosAT(p

II. E =F-sinA—(p+(F+AF)-sinA—(p=2-F-sinA—(p+AF-sinA—(p
n 2 2 2 2

L dF, = lim (8F - cos™2) = dF - 1 = dF
(p—)

II. an=Al;r£10(2-F-sinA2—‘p+AF-sinA7(p)=2-F-sind7<p=2-F-d7<P=F-d<p
Megjegyzés: Ha Ag — 0 akkor sin%‘” = %“’

Ezért Al(;To(AF.SinAT(p) masodrendben kis mennyiség, igy elhanyagolhaté.
A kotélszakasz egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:

|dF | < uo - dF,

|[dF| < po-F-de

—Uo F-do <dF <uy-F-do

dF
THo de = o < o de

F
—Upra<Iin=—<pu,-a
Fy

S &
et s —<ero
1

Igy a kotél egyenstlyban van akkor, és csak akkor, ha:
F, e Ho®* < F, < F| -eho®
1. feladat:
Szamitsuk ki @ minimum és maximum értékét (F,,,, Fne) @ami kozott az F erd

nagysaga valtozhat, ha az alabbi mechanikai rendszer egyensulyban van. (Az
érdes fellletli henger nem tud elfordulni.)
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ng VF

Adatok: m-g=100 [N], a=m, p,=0,3

Megoldas:

A rendszer egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:
m-g-e H0*<F<m-g-eto?

100799425 < F < 100 - %9425

38,96 [N] < F < 256,64[N]

Fmin=38,96 [N]

Fmax=256,64 [N]

2. feladat:

Szamitsuk ki azon minimalis és maximalis értéket, amely k6z6tt az m, témeg
valtozhat, az abran lathaté mechanikai rendszer egyensulya esetén.
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y Hop /;

Adatok: mi1=10 [kg], a=30°, s, = 0,2, py, = 0,3

Megoldas:
Egyensulyi allapotban:

Momin < My < Momax

Egyensulyi egyenletek m; témegl anyagi pontra:
I.Y,Fho=K,—F,—my-g-sina=0 - F,=K —m,-g-sina

II. ¥, F(y=F,—my-g-cosa=0 — F,=m;-g-cosa

111 |F,| < o, - F,

Egyensulyi egyenletek m, témegl anyagi pontra:
IV.Y,FF=my-g—K,=0 - K,=m,"g

A kotélsurlodast az alabbi egyenlotlenséggel vesszik figyelembe:

V. K, - e~moz(5+a) < K, <K;- ghor(5+)

Ha F, < py, - F,
Ki—my-g-sina <, -m;-g-cosa
K, <m;-g-(sina+ puy, - cosa)

K, <66 [N] = Kimax

Ha —poy " F < F,

—Ugy My grcosa <K, —m,; g sina
K, =my g-(sina— py, - cosa)

Ky 232 [N] = Kypmin
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32 [N] < K, < 66 [N]

Ky min -e_”"z'(gm) <K, <Kimg e”"z'(gm)
17 [N] < K, < 123,7 [N]

Koymin = 17 [N] = mymin = 1,73 [kg]
Komax = 123, 7 [N] - My, = 12,6 [kg]
1,73 [kg] < m, < 12,6 [kg]

8.6.4 Csapsurlédas

Az alabbi abra egy siklécsapagy belsejét mutatja.

AN
AN
R
AN
N
AN
N A
C
AW
S Po
pO \\
\
AN
\\ Fn
\\\\ //// \
A\ /7 \
Fr \

56. dbra. Abra a csapsurlédas értelmezéséhez

A csapagyhaz és a csap kozott fellép6 surlédas miatt a reakcideré - amelyet a
haz a csapra fejt ki - hatasvonala egy r tavolsagra tolédik a csapagy (C)
kozéppontjatol. Kovetkeztetésképpen, a kényszerer6k nyomatéka (M) lesz a C
kozéppontra. A csap egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:

M| = Fgr < Fg+1y = Fg-sinpy* R

A fenti egyenletben:
sinp, = %0, po = arctanu, Fp =+ E? + FZ,

ahol ro az r maximalis értéke egyensuly esetén.
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1. feladat:
Szamitsuk ki azon minimalis és maximalis értéket (F,,;,,, Fna) @amelyek kozott az

F er6 nagysaga valtozhat, az abran lathaté mechanikai rendszer egyensulya

esetén.

yA

cy

Adatok: m=50 [kg], I=2 [m], d=0,8 [m], R=0,01 [m],
no=0,3=tanp, - p,=16,7°

Megoldas:
A rendszer egyensulyban van, ha: F,,;,, <F < E,4,
Egyensulyi egyenletek:
LYiFx=Fy=0 - F,=0
II. %, F(y=Fy—-m-g+F=0
F,= |[FA+F3=m-g—F
III.ZL-I(l:/IizMC—m-g-d+F-l=0 - M;,=m-g-d—F-l
—F:-R-sinp, < M. < F.-R-sinp,

1. eset:
Ha —F; R -sinp, < M,
—(m-g—F)-R-sinpy<m-g-d—F-l
-m-g-R-sinp,+F-R-sinpyp<m-g-d—F-l
—-1,41+0,0029-F <3924—-2-F
2,0029 - F <£393,81
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F 196,62 [N] = Eyay

2. eset:
Ha My < F;-R-sinp,
m-g-d—F-l<(m-g—F)-R-sinp,
m-g-d—F-l<m-g-R-sinp,—F-R-sinp,
3924—-2-F<141-0,0029-F
—1,9971- F < —-390,99
F 195,78 [N] = Fyin
195,78 [N] < F < 196,62 [N]

2. feladat:

Szamitsuk ki a minimalis és maximalis értéket (F,i,, Fnax) @melyek kozott az F
er6 nagysaga valtozhat, ha az abran lathaté kerék nem gordil el. A kerék
témege és gordlilési ellendlldsa elhanyagolhatd, igy a kerék biztosan el6bb
gordil el, mint megcsuszik.

Adatok: D=300 [mm], dc=50 [mm], Q=10 [kN], p,=0,1
Megoldas:
Egyensulyi egyenletek a kerékre:
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D D
Zlcwi:Mc_Ft'Ezo - MCZFL"E
13

Uo = 0,1 =tanp, — py=571°
Mivel a kerék tomege elhanyagolhaté:
Fn:Fc:y, Ft=Fcx

Fo= [R+E =P+ @
A kerék nem gordul el akkor, és csak akkor, ha:

de .
IM¢| < F; 1= sinpy

D d
Ft-ES\/F2+Q2-7C-sinpO
0,15+ F <+/F?+100-0,0025
60-F <+F?+100

Ha F>0

VF? +100
60ST

F?2 4100

60< |—r

F2+100

3600 < —

F< |00

0 < F < 0,1667 [kN]

Ha F<0: Ezt az esetet nem szlikséges megvizsgalni.
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2. eset:

d. .
—F, -?-smp0 < M,

7. de D
—VF?+Q -7-smpOSFt-E
—VF?+100-0,0025 < 0,15 F

Ha F<0
—VF?+100
60 <——
F
F?2+ 100
60 < — T
F?2 +100
36002T

3600 F? > F?+100
3599 -F% > 100

F?>0,0277

—0,1667 [kN] < F <0

—0,1667 [kN] < F < 0,1667 [kN]

8.6.5 Ek

Az 57. abra egy elhanyagolhatd tomegl éket mutat. Szamitsuk ki és szerkesszik
meg azon minimalis és maximalis értéket amely k6zott az F erd valtozhat, ha az
ék egyensulyban van.

y
E Ek
1
_ |1 i 2 _
T, | DA
|
|
|
= 1%
g \\/—\A/-\/ I
11, =0 N \\aia/ N 1y =0

57. abra Az egyensulyban 1évé ékre hatd erbk
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A mechanikai rendszer - melynek eleme az ék és az 1-es és 2-es blokk is -

egyensulyban van. Tehat:

ZFi=7—7+F+2-N=6
0 0 _ _F

(_F)+(2-N)_O - N=3

Az 1-es blokk szintén egyensulyban van:

58. abra. Az 1-es blokkra haté erbk

Y R=T+N+F=0

[

(- cosi) * (- )+ (C5) = )
I[.F,=N-cosa—T - sina

II.E,=T-cosa+ N -sina
Az ék egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:
|Fel < po - F,

1. eset:

N-cosa—T-sina <y, (T-cosa+ N-sina)

N-cosa—T-sina<py-T-cosa+py-N-sina

F F
E—T-tanaST-tanp0+tanp0-E-tana

F F

E—E-tana-tanpo <T-tanpy+ T -tana
F

ch (1 —tana-tanp,) < T - (tanp, + tana)
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tan + tana
F<2-T Po

'1—tana - tanp,
F <2-T-tan(a + py)

2. eset:
—Ho " Fn < F
—Uo (T-cosa+ N-sina) <N-cosa—T-sina
—Ug T cosa—py N-sina <N-cosa—T-sina
F

F
—T-tanpo—tanpo-E-tanaSE—T-tana

F F
T-tana —T -tanp, SE+E-tana-tanp0

T - (tana — tan p,) Sg-(l +tana - tanp,)
2-T-tan(a —py) < F

Igy az ék egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:

2-T-tan(a —py) < F <2-T-tan(a + py)

Ha F,, =2 -T-tan(a —p,) <0 - a <p, akkor az ék 6nzaré. Ez azt jelenti, hogy

ha az F er6 nagysagat zérusra csokkentjuk, az ék egyensulyban marad.

8.6.6 Horony

Az 59. abra egy fém blokkba mart hornyot abrazol. A horonyban egy m témeg
ék helyezkedik el. Szamitsuk ki az F er6 azon maximalis értékét, amely mellett
az ék még egyensulyban marad a horonyban.

'

Tn

—

[
I
I

59. abra. Horonyba helyezett ékre haté erék
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Egyensulyi egyenletek az ékre:
zFisz_Z'tho

ZFiyz—m-g+2-Fn-sina=0
i

ZFizan-cosa—Fn-cosazo
i

Az ék egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:
IFe| < po - Fy
Ha F, < uy - F,
Ho
sina

F < m-g

Ha —u,-F, <F,

Ho
— “m-g<F
sina mg=
Ho Ho
sina g sina 9

Bevezetjlik a virtualis tapadasi surlodasi tényezét, az alabbiak szerint:

Ho
! — >
Ho sina Ho

Ha a = 90° akkor uj, = u,. Az aldbbi dbra ezt a specialis esetet szemlélteti.

60. édbra. Az ébreds er6k a = 90° esetén
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8.6.7 Csavar

Az aldbbi dbra egy lapos menetes csavart abrazol:

T

61. abra. Lapos menetes csavar meghuzasakor ébredd erék

A 61. abra alapjan az alabbi egyenletek érvényesek:

tana=£, u =tanp, tan(a+p)=£, T =F -tan(a + p)

A csavar altal F nagysagu er6 kifejtéséhez szlikséges nyomaték:
d
M, =E-F-tan(a+p)
A csavar meglazitasahoz sziikséges nyomaték:
d
M, =E-F-tan(a—p)

9. Merev test dinamikaja

A tovabbiakban merev test dinamikdjaval (mozgastanaval), azon belll
kinematikaval és kinetikaval foglalkozunk. A merev testek altalanos térbeli
mozgasat itt nem targyaljuk, csak a sikmozgas esetére szoritkozunk. Ez a
megszoritas elfogadhatd, tekintve, hogy példaul a gépészeti alkalmazasok

tulnyomo tobbségénél a mozgas sikmozgas.

9.1 Merev test sikmozgasa, merev tarcsa fogalma

Sikmozgds esetén a test barmely pontja mindvégig egy rogzitett alapsikkal (S*)

parhuzamosan mozog.
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Merev
tarcsa

- A
V\\;A
S
_ A _
a:/.\XA,
.. ol

62. abra. Sikmozgast végz6 merev test

A merev testek sikmozgasanak kinematikai vizsgalata sikbeli problémava
redukalhaté az alabbi tétel alapjan.

9.1 Tétel:

A merev test sikmozgasanak leirdsahoz elegend6 egyetlen, a testhez rogzitett,
az alapsikkal parhauzamos sik mozgasat leirni. A fenti sikot mozgdsiknak (S, 62.
abra) nevezzuk.

A merev test és a mozgdsik metszete a merev tarcsa. Azaz a tétel allitasa agy
is megfogalmazhato, hogy barmely sikmozgasi probléma tarcsa feladatta
redukalhatd. Most bizonyitsuk be a fenti tételt:

Bizonyitas:

Vegylnk fel egy ,a” egyenest, amely mer6leges az alap, ezaltal a mozgodsikra:
alS;alsS”

Az elrendezésbdl addéddéan az ,a” egyenes barmely pontjanak, barmely
id6pillanatban, ugyanaz a sebessége és a gyorsulasa, mint az ,A” pontnak. Azaz
az ,A” pont mozgasat leirva leirjuk az ,a"” egyenes mozgdasat. Ebbd6l adédodan a
mozgosik 6sszes pontjanak mozgasat leirva leirjuk a teljes tér, azon belll a test
mozgasat. Ebb6l mar adddik a tétel allitasa.

Azaz merev test sikmozgasanak leirdsanal elegendé a merev tarcsa és a hozza
rogzitett sik mozgasat leirni.

"
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9.2 Merev tarcsa kinematikaja

A tovabbiakban elGszor a tarcsa egy adott pillanatra vonatkozd mozgasallapotat,
részletesebben sebesség és gyorsulas allapotat, adjuk meg annak klilénb6z6
mozgastipusai esetén. A sebesség és gyorsulas allapot megadésa azt jelenti,
hogy az adott pillanatban megadjuk a tarcsa O6sszes pontjanak sebesség és
gyorsuldas vektordt. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy levezetiink
Osszefliggéseket, amelyekkel egy adott pillanatban kiszamithaté a tarcsa
valamennyi pontjanak sebesség és gyorsulas vektora. El6szor a tarcsa halado,
majd forgdmozgasaval, végul altalanos sikmozgasaval foglalkozunk.

9.2.1 Halad6é mozgas (transzlacio)

A tarcsa Ugy mozog, hogy barmely két pontjat 6sszekoté szakasz onmagaval
parhuzamos marad a mozgas soran (63. abra).

63. abra. Haladdé mozgast végz6 merev tarcsa

Halado mozgas esetén egy adott pillanatban a tarcsa barmely pontja ugyanazon
sebesség és gyorsulasvektorral mozog. Ennek belatasahoz tekintsik az alabbi
gondolatmentet.
A haladé mozgas definiciojabol adédodan:
AoBy I A1 B, |l A;B,

A fenti 6sszefliggésbdl kovetkezik, hogy az A,A4,B,B, valamint az A,A,B,B,
négyszogek paralelogrammak, tehat teljesil, hogy:

ATy = ATy €S Ay, = ATy,
A fenti egyenleteket a At id6tartammal beosztva, és zérushoz tartva, az alabbi
Osszefliggéseket kapjuk:

Az AT,

. . A — —
Jim 52 = lim —2 > 55 (t5) = 7,(to)
AF AF
lim Bl = lim —Ar - ﬁB(t1) = 17A(tl)

At—0 At At—0 At
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A fentiekbdl addédodan:

Ug(t1) — vp(to) = Ua(ty) — Da(to)
Ebbdl mar kdvetkezik, hogy:

. Avgy AT, _
Al%r_% A AI%I—I}OA_t - ag(ty) = a,(ty)
Av AU
lim —= = lim — - @y (t,) = a,(t,)

At—0 At At—0 At

Azaz haladd mozgds esetén a tarcsa sebesség és gyorsulas allapotanak
megadasahoz elegend6 egyetlen pont sebesség- és gyorsulasvektorat megadni.

Most mutatunk néhany példat egyenes, és gorbe vonall haladé mozgasra.

Egyenes vonald haladdé mozgas:

Egy sikfelllet( lejton lecsiszo lada egyenes vonall haladé mozgast végez, mivel
az abra jeldléseivel A,B, || A,B, (64. abra).

64. abra. Példa egyenes vonall haladédmozgasra

Gdérbe vonalu haladé mozgas:

Példaul egy g6zmozdony kerekeit 0Osszekotd csatlordd gorbe vonall
haladémozgast végez, mivel az abra jeloléseivel A,B, || A,B, (65. abra).

;770 PR
. ' B \
Ab ( \ (qll )
\ A16 L A eBl /
N P \ / N _7

65. abra. Példa gorbe vonall haladémozgasra

Gorbevonalu (koérvonall) haladémozgasra tovabbi példat jelent egy dridskerék
kosarainak mozgasa (66. abra).
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66. abra. Példa kérvonall haladémozgasra

9.2.2 Forgomozgas

Forgdmozgas esetén a tarcsa barmely pontja egy rogzitett ,A” pont kordli
korpalyan mozog.

67. abra. Forgdmozgast végz6 merev tarcsa

Azaz a tarcsa barmely pontjara igy példdul a B pontra is érvényesek a
kérmozgasnal megismert alabbi 6sszefliggések:
Tp =@ X Typ

g = £ X Ty — W?  Typ

Mint kordbban emlitettiik, sikmozgdas esetén a szogsebesség és szoggyorsulas
vektor meréleges a tarcsa sikjara.
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Forgd mozgas esetén tehat a sebesség allapot megadasahoz elegendd a
szbgsebesség vektort megadni, a gyorsulas allapot esetében pedig ismernlink
kell mind a szogsebesség, mind a szdggyorsulas vektort.

9.2.3 Altalanos sikmozgas

Altaldnos sikmozgds esetén a tarcsa egyidejlleg haladé és forgémozgast is
végez. A sebesség és gyorsulas allapotot leird 6sszefliggések szarmaztatasahoz
tintessiik fel a tarcsat két egymast koveté idGpillanatban. A kezdeti
id6pillanathoz az AoBo, mig a végs6hoz az A;B; szakasz tartozik (68. dbra).

AT a0

68. dbra. Altaldnos sikmozgas elballitdsa haladd és forgdmozgas dsszegeként,
ha az A pont a pillanatnyi forgaspont

Az abran a mozgast egy haladod és egy A pont kortli forgdmozgas 6sszegeként
allitottuk el6. De valaszthatjuk a B pontot is pillanatnyi forgaspontnak (69. abra).

69. dbra. Altaldnos sikmozgas elballitdsa haladd és forgémozgas dsszegeként,
ha a B pont a pillanatnyi forgaspont

A 68. és 69. abra 6sszehasonlitdsaval beldthatd, hogy az elfordulds szoge
fuggetlen a pillanatnyi forgdspont megvalasztasatoél, azaz nem is sziikséges az
A vagy B index:
Apy = Apg = - = Ap
A fenti 6sszefliggést beosztva a mozgds At id6tartamaval, és zérushoz tartva az
alabbi 6sszefliggést kapjuk:
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lim%— imAq)B—m—limA—(p—uu =wg="=w
At>0 At At—0 At T At—0 At A~ "B~ -

Természetesen a fenti Osszefiiggés nem csak a skalaris, de a vektorialis
szbgsebességre is igaz:

GA = 63 = = (1_)
A 68. abra alapjan a B pont elmozdulasa eldallithaté egy halado6 és forgdmozgasi
jarulék 6sszegeként az aldbbiak szerint:

ATgg = ATy + ATy,
A fenti 6sszefliggés beosztva a mozgas At idétartamaval, és zérushoz tartva az

alabbi 0sszefliggést kapjuk:
ATgq ATy,

_ . . . AT, _ _ _ _
vp(ty) = Al%r_{lo A Al%ranoA_t + Aht%A_t = V(o) + Vpalte) == U,(ty) + w(ty) X 74p(to)

A fenti 0sszefliiggésben v, az A pont korli forgashoz tartozé sebesség.
Azaz dltaldnos sikmozgas esetén igazak az alabbi dsszefliggések:
Vg = Vs + W X1yp
dp = Vg = EX Tyg — W? " Typ
Azaz altalanos sikmozgas esetén a sebesség allapot megadasahoz elegendd
egyetlen pont sebességét és a tarcsa szogsebességét megadni, mig a gyorsulas

allapot esetében egyetlen pont gyorsulasanak, valamint a szogsebességnek és
szbggyorsulasnak a megadasa szlikséges.

Feladat

Egy vizszintes jégpalyan csuszd jégkorong , K” pontjanak, egy adott pillanatban,
ismerjuk a sebesség- és gyorsulasvektorat, tovabba a korong szégsebesség és
szbggyorsulas vektorat.

Szamitsuk ki a korong ,A” pontjanak sebesség és gyorsulds vektorat az adott
pillanatban!

Adatok:

vk=4[?];ak=3[g];w=1o[ rad

rad
s s2

]; a =30°%r = 0,6[m]; e=2[

115



—/2—>e—1/2—»

Megoldas:

3
o= (o)
0
V" COSQ 3,46\ .
V=V sina |=| 2 ||—
' ( ‘o ) < 0 >[S]
0 rad] 0\ rrad
—20 [T’g_ _02 5_2]
-0,9
fKA=< 0 >[m]
0

17A=17k+6XFKA

=L (-0 -(5)

aA:aK-}-gfoA_(A)Z'T_'KA

(i) ()
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9.3 Merev tarcsa kinetikaja

Egy merev testet gondolatban - a méretéhez képest elhanyagolhatd nagysagu
darabokra bontva (példaul kockakra vagva) — anyagi pontokhoz jutunk. Azaz a
merev test modellezhetd, mint egymassal szoros kélcsénhatasban I1évé anyagi
pontok 6sszessége. A fenti modell tarcsara is alkalmazhatd, ha a tarcsat a merev
test egy idedlisan vékony szeletének képzeljik el (70. dbra). Ekkor érvényben
maradnak a kinematikai részben elmondottak is.

Merev tarcsa
Anyagi pont

......................................................

Alapsik

70. abra Sikmozgast végz6 merev test és tarcsa

A fentiekbdl addddan az anyagi pontra szerzett ismereteinket felhasznalhatjuk a
merev testek, specidlisan tarcsak vizsgalatanal. A tarcsa egyes pontjaira
alkalmazhatjuk Newton torvényeit, és a kinetika alaptételeit. Természetesen
ekkor a kiils6 er6hatasok mellett figyelembe kell venni a tarcsa szomszédos
pontparjai kozott fellépé belsé erdket is. A feladat Osszetettnek tlnik, de
felismerve, hogy a szomszédos pontparok altal egymasra kifejtett belsé erdk,
valamint forgatényomatékaik és munkavégzéseik Osszege zérus, a helyzet
lényegesen egyszerlsodik. Hiszen igy a belsé er6ket, nyomatékaikat és
munkavégzéseiket az egész testre 6sszegezve zérust kapunk. Tehat végil csak
a klls6 er6k hatasaval kell szamolni. Ez jelentds egyszerlisédést jelent, és
lehet6vé teszi, hogy a kinetika alaptorvényeit és tételeit kiterjessziik merev
testekre, specialisan tarcsakra.

9.3.1 Alapfogalmak és 6sszefiiggéseik

Miel6tt megfogalmazzuk Newton térvényeit és a kinetika alaptételeit,
értelmezniink kell a tomegkdzéppont fogalmat, valamint a kinetika
alapmennyiségeit (lendllet, perdilet, mozgasi energia) ki kell terjesztenlink
merev testekre, specialisan tarcsakra.
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Tomegkozéppont

Két anyagi pontbdl allé rendszer S tomegkozéppontja az a pont, amely a
pontokat 0sszek6td szakaszt a pontok tomegének aranyaban osztja (71. abra).
A definiciobdl  kiindulva megadhatjuk a két pontbdl dllé rendszer
tomegkdzéppontjaba mutatd 7 helyvektort (lasd az 71. abrat, és a /9.3.1/
Osszefiiggést):

71. dbra. Tomegkdzéppont két anyagi pontbdl allé rendszer esetén

T = (Fy — ) e = LA g 3 9/

mq+my mq+m; my+my

Fo=T g =7+

A fenti /9.3.1/ Osszefliggést altalanosithatjuk tetszéleges szamu (n db) anyagi
pontra:
My T tmy Tt A My Ty Spey MiTy

7 = = /9.3.2/

my+my+-+my ream;

Az altalanositas alapgondolata az, hogy n-1 db tomegpont helyettesithet6 a
tomegkozéppontjukba helyezett m; + m, + -+ m,,_, 0ssztomeggel.

Mivel barmely test modellezhet6, mint anyagi pontok 6sszessége, a /9.3.2/
Osszefliggés egyben a test tomegkodzéppontjaba mutaté 7, helyvektort is
megadja (72. abra).

72. abra. Merev test tomegkozéppontja

Az Osszefliggésben ekkor m; illetve 7; az egyes P, anyagi pontok tdmege illetve
helyvektora, m =Y;m; pedig a test O0ssztomege. A test egyes darabkainak
tomegét azok AV; térfogataval és p; slrliségével kifejezve:
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A= YEompF X prAviTy /9.3.3/
s Yhm; Y, piAv;

Ha a test slrlisége a helyvektornak folytonos fliggvénye, és a AV; térfogatokkal
zérushoz tartunk, akkor a fenti kifejezés atirhatd az alabbi alakba:
_ [y p)yrav
G = —fv P /9.3.4/
A /9.3.4/ 6sszefliggésben szerepld integralok térfogati (harmas) integralok.
Specidlisan, ha a test homogén tdmegeloszlasu, azaz p(7) = p = allandbé:
_ __pfyrav [, Fav
. = _va = /9.3.5/
Ha a test teljes térfogataban a gravitacios tér homogén, akkor a test
tomegkodzéppontja és silypontja (azaz a testre hatd sulyeré ereddjének
tamadaspontja) egybeesik. Az altalunk vizsgalt testek esetében - azok Féldhoz
viszonyitott elhanyagolhaté mérete miatt - ez természetesen teljesul.
A késObbiekben szlikséglink lesz néhany egyszerl azonossagra. Ehhez alakitsuk
at a /9.3.2/ osszefliggést, felhasznadlva, hogy 7, =7y + 7; (72. abra), ahol 7; a
tomegkozéppontbdl a test egy tetszdleges P, pontbjaba mutaté vektor.
Xomi T =Zi m; - (7s + T;) =Zi mTs+ X m T _ _I_Zz m; - Ts;
X m X m X m * xom

Al

A fenti egyenletbdl adédodan:
Zi mi'FSi =6 /9.3.6/

Ha a test mozog, akkor az egyes 7; helyvektorok fliggvényei az idének. Ebben az
esetben a /9.3.6/ 0sszefiiggést id6 szerint derivalva:

Yimy g =% m-ps=0 /9.3.7/
Az 6sszefliggésben 7,5 a P, pont S ponthoz viszonyitott sebessége.

Lendiilet
Egy merev test lendiiletét egyes pontjai lendlletének Gsszegeként

értelmezzik:
P=Y%P,=%m-5; /9.3.8/

A test lendllete atirhaté egy igen szemléletes alakba. Ehhez tekintsik az 73.
abrat!
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73. abra. Abra a merev test lendiletének értelmezéséhez

A rogzitett O pontbdl indulé 7 és 7;, valamint a tdmegkézéppontbdl a P, ponthoz
mutatd 7; vektorok kozott fennall az alabbi 6sszefliggés:
f,=f+7yg /9.3.9/

Ha a test mozog, akkor a fenti vektorok figgvényei az idének. A /9.3.9/
Osszefliggést ido szerint derivalva megkapjuk a megfelelé sebességek kozotti
kapcsolatot:

<A

l=175+17l5 /9.3.10/
Ezt felhasznalva:

m 0
13:27”1"17:'=Zmi'(175+17i5)=Zmi'175+zmi'17is
i 7 i 7

Az Osszefliggésben m=),m; a test Ossztomege, az atalakitasok soran
felhasznaltuk a /9.3.7/ 6sszefliggést. Végil a test lendtlete:
P=m-v; /9.3.11/

Tehat a test lendllete egyenl6 a témegkdzéppontjaba helyezett, m tomeg(, v;
sebességli anyagi pont lendlletével. Azaz, ha a test csak haladé mozgast végez,
akkor kinetikai szempontbdl helyettesithet6 a témegkdzéppontjaba helyezett m
tomegl, és vs sebességli anyagi ponttal.

Perdiilet és tehetetlenségi nyomaték

Egy merev test (specidlisan tarcsa) forgdmozgasanak kinetikai vizsgalatahoz
bevezetjiik a perdiilet fogalmat. Ertelmezziik elészor egy anyagi pont perdiiletét
egy tetsz6leges A pontra vonatkozdan (74. abra, 9.3.12 6sszefliggés):

Ly =7y xm;-9;  /9.3.12/
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74. abra. Anyagi pont A pontra vonatkozo perdilete

Egy merev test (specialisan tarcsa) perdiletét az egyes darabkai perdileteinek
Osszegeként értelmezzik, feltételezve, hogy a darabkak mérete elhanyagolhatd
a test méreteihez képest:

Ly =YLy = 2T Xxm;-5;)  /9.3.13/
Specidlisan ha az A forgaspont a tarcsa S tomegkdzéppontja:

Ly =%Lg =X,y xm;-9)  /9.3.14/
Alakitsuk at a /9.3.14/ kifejezést feltételezve, hogy a test egy merev tarcsa (75.
abra):

75. abra. Merev tarcsa tdmegk6zéppontra vonatkozé perdiletének
értelmezéséhez

Ly = Z(fsl' Xm;-v;) = Z[fsl' xm; (Vs + @ X 7g;)] = Z[mi T X (U5 + 0 X Tg)] =
; 7 7

= Z(mi T X Us) + Z[mi g X (0 X 7)) =
i i
(Zm rsl> X Ug + Z m; rsl o 7g | — Tsi (ml- T ® 6)‘
0
l

Az atalakitds soran felhasznaltuk, hogy @ L 7;; — 7 ¢ @ = 0.
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Tehat a perdllet végul az alabbi alakban irhaté:
Z5=Zi5'mi'r52i=5'zimi'rszi=E']S /9.3.13/
Js

A fenti Osszefiiggésben szerepl6 Jo=X;m;-r§ mennyiség a tarcsa
tehetetlenségi nyomatéka az S ponton atmeng, a tarcsa sikjara meréleges
tengelyre. A tehetetlenségi nyomaték csak a tarcsa S ponthoz viszonyitott
tomegeloszlasatol fligg, igy fliggetlen a tarcsa mozgasallapotatol.

Eszerint a tomegkozéppontra vonatkozo perdiilet és szogsebesség egymassal
egyenesen aranyosak, az aranyossagi tényez6 a tomegkézépponton atmend
tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomaték. Erdemes megjegyezni, hogy a
fenti 0sszefiiggések szerkezete nagyon hasonld a lendlletre vonatkozo /9.3.11/
Osszefliggéséhez, csak itt a témeg szerepét a tehetetlenségi nyomaték, a test
(tomegkozéppont) sebességének szerepét a szogsebesség jatssza. Ahogyan a
témeg a haladémozgasi, Ugy a tehetetlenségi nyomaték a tarcsa forgdbmozgasi
tehetetlenségét jellemzi.

Steiner tétele merev tarcsara, a tehetetlenségi nyomaték kiszamitasa

Steiner-tétele a tarcsa tetsz6leges A pontjan, és tomegkodzéppontjan atmeng,
a tarcsa sikjara meroleges tengelyekre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékok
kdzott teremt kapcsolatot. frjuk fel a tehetetlenségi nyomatékot az A ponton
atmenod tengelyre, majd alakitsuk at néhany |épésben (76. abra):

2
Jay=J5 + Ml

76. abra. Steiner tétele

122



Ja =Zmi'rAzi =Zmi'fAi'fAi =Zmi'(fAs+fsl‘)'(fAs+f5i) =
g 7 7

2
mris 2
Tsi

0
— ——
— — — — ==
=) MyTps s 20 Tas )My tig+ ) omy Tt Ty =
i i i
Is

——

=m-er+Zmi-rszi
i

Ebbdl adddik Steiner tétele:
Ja=m-1tik+Js /9.3.14/

Az Osszefiiggésben r,s a tomegkozéppont és az A pont tavolsaga, m a tarcsa
témege (76. abra).

Az Osszefliggésbdl leolvashatd, hogy a sik pontjai kozll a témegkozépponti
tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomaték a legkisebb. Az elmondottakbdl
adodoan, elegend6 a tomegkozépponti tengelyre vonatkozd tehetetlenségi
nyomatékot ismerni, a tobbi, vele parhuzamos tengelyre vonatkozo
tehetetlenségi nyomaték Steiner tételével kiszamithatd. A tovabbi feladatunk
tehat a tomegkozépponti tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomaték
meghatarozasa, amit az alabbi 0sszefliggés értelmez:
Js=Xim-r& =X, pi AV -r& /9.3.15/

Ha a test slrlisége a helyvektornak folytonos fliggvénye, és a AV; térfogatokkal
nullahoz tartunk, akkor a /9.3.15/ kifejezés az alabbi, integralos alakban irhato:

Js=[, p(®)-r?dv  /9.3.16/

A fenti 6sszefliggésben 7 a tdmegkozéppontbdl inditott helyvektor. Ha a tarcsa
homogén tomegeloszlasu, azaz p(r) = p = alland6, akkor:
Js=pJ, r?dv /9.3.17/

Most nézziink néhany példat a /9.3.17/ 6sszefliggés alkalmazasara!

Vékony, homogén rud tehetetlenségi nyomatéka a tomegkézéppontjan atmend,
hossztengelyére merdéleges tengelyre

Az alabbi példaban a rid homogén tomegeloszlasu, tovabba a keresztiranyu
méretei elhanyagolhatdéak hosszisagahoz képest (77. abra).
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77. abra. Vékony, homogén rud tehetetlenségi nyomatéka a
tomegkodzéppontjan atmend, hossztengelyére meréleges tengelyre

Alkalmazva a /9.3.17/ 6sszefliggést:
: : , .
2

1 1
]S=pfr2dV=pfr2-AdV=p-AerdV=p-A[§-r3] 1=E-p-A-l-l2=
) 1

2 2

— L., .2

=5 m l /9.3.18/
A tobmegkozéppontra vonatkozd tehetetlenségi nyomaték ismeretében,
példaként (Steiner tételével) szamitsuk ki a T végponton atmend, az el6z6vel
parhuzamos tengely vonatkozé nyomatékot:

2
]T=]S+m.(i) =i'm'l2+m'ﬁ=§'m'l2 /9_3'19/

2 12 4

Homogén korong tehetetlenségi nyomatéka a témegkézéppontjan atmeng,
sikjara meréleges tengelyre
A korong homogén témegeloszlasu (78. abra):
dr dr
Yo7 2 s

78. abra. Homogén korong tehetetlenségi nyomatéka a tomegkozéppontjan
atmend, sikjara merdleges tengelyre
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Alkalmazva a /9.3.17/ 6sszefliggést:
_ 2 _ 2 dr\? dr\? _ R_3 _
Js=pJ, r?dv=pf, r (r+7) -n—(r——) ‘| h=2-p-m-h-[ ridr=2-p-m-

2
14

h-E-r“]o =1 p-REm-h-R*=1-m-R* /9.3.20/

A tdmegkozéppontra vonatkozé tehetetlenségi nyomaték ismeretében példaként
(Steiner tételével) szamitsuk ki a korong széls6 pontjan atmend, az elézdvel
parhuzamos tengelyre vonatkoz6 nyomatékot:

]T=]S+m-R2=%-m-R2+m-R2=§-m-R2 /9.3.21/

9.3.2 Mozgasegyenletek merev tarcsara

Derivaljuk a tarcsa lenduletét id6 szerint feltéve, hogy a tarcsa tomege allandd

(m(t) = m = allandd):
Newton II.

(111_15:%:21'%:21'%:2‘4"11"%=Zimi'di E Ziﬁi=ﬁ /9322/

ahol F; a tarcsa P; pontjara hato kuilsé és bels6 erdk ereddje, ¥,; F; pedig a tarcsara
hato Osszes kiils6 és bels6 erd ereddje.
Megjegyzés: A tarcsaban ébred6 belsd er6k Newton III. torvénye értelmében
paronként kioltjak egymast, igy a tarcsaban ébred6 Gsszes belsé eré 0sszege
zérus. Tehdt F =), F;, a tarcsara hatd Osszes kiilsé er6 eredbjét jelenti végl.
Masrészt felhasznalva a 9.3.11 dsszefliggést:

dP _ d(m7. av _
o4 ( s)=m_ S

2 O —m-a, /9.3.23/

Osszevetve a 9.3.22 és 9.3.23 egyenleteket, megkapjuk Newton II. térvényét
testekre (specialisan: merev tarcsara):
Y F=m-a;, /9.3.24/

A tarcsara hatd kils6 er6k Osszege egyenl6 a tarcsa tomegének és
tomegkozépponti gyorsulasanak szorzataval. Newton II. térvénye mas néven a

mozgasegyenlet haladé mozgasra.

Derivaljuk a tarcsa tomegkozéppontra vonatkozé perduletét id6 szerint, feltéve,
hogy a tarcsa témege allandé (m(t) = m = allando):
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dL, _ dY;Ly dXFy xm; 7)) _ Z d(fs X m; V) _

dt dt dt dt

i

d‘r_'si _ _ dﬁl _ _ _ _
= T xmi-vi+rsixmi-dt == (Dyg XMy Uy + T XMy - @;) =
i \=— — i
7 .

is aj
= Z(ﬁis X m; - v;) +Z(Fsi Xm;-a;) =
7 7
=D B xmy Bt B+ ) G Xy @) =
; 5

= Z(ﬁis xXm; - vg) + Z(ﬁis Xm; - Vi) + Z(fsi Xm; - a;) =
; 5 7

= <Z m; - 17is) X Vg + Z(ﬁis Xm; - U) + Z(fsi Xm;-a;) -
; 5 0 7

—_—
0

s - Zi(r_si xm,; C_li) =Xi(fa X F) =X, Mg = M;  /9.3.25/

Fi

Masrészt felhasznalva a 9.3.13 Osszefliggést:

SR .o /9.3.26/
ahol 7;, a P, pont tomegkdzépponthoz viszonyitott sebessége (v, || m; - v;5 €S ;5 X
m; v, =0), 7,; XxF; a P, anyagi pontra hatd kiils6 és belsé erék Osszegének
tomegkdzéppontra vonatkozé forgatdnyomatéka, Y; My; pedig a merev tarcsara
hato klls6 és bels6 er6k tomegkozéppontra vonatkozé forgatonyomatékainak
Osszege.
Newton III. tOrvényébdl kovetkezik, hogy a bels6 er6k Osszegzett
forgatdbnyomatéka zérus, igy a X;M,; kifejezés a kils6 erék Osszegzett
forgatonyomatékat jelenti a tomegk6zéppontra vonatkozoéan.

A perdulettétel differencial alakja merev tarcsara:
M,=J,-& /9.3.27/

Specialisan, skalaris egyenlet formajaban:
M,=J,-e /9.3.28/

Tehat a mozgasegyenletek a tarcsa halado és forgd mozgasara:

F=m-a, /9.3.29/
M,=J,-¢ /9.3.30/
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Feladatok

1. feladat
Az abran lathatd szerkezet segitségével vodrot huzunk fel egy kutbdl.

_ | |
v (mZ +m)g : :
“7 t__l
K E
Vi 51 o
m-g
Adatok:

R=0,221[m], mi=10[kg], mx=5[kg], m3=0[kg], m=37,11[kg], a=30°,
9=9,81[%], F=50[N]

a, Mekkora az m témegl dob és az m, tomegl rud egyittes tehetetlenségi
nyomatéka a tomegkozéppontjukon atmend, sikjukra mer6leges tengelyre
vonatkozoan?

b, Mekkora a dob szbéggyorsuldsa valamint az m; témegl vodor gyorsulasa a
felhlzas soran?

¢, Mekkora lesz a nyugalombdl indulé vodor sebessége a tarcsa (dob) 10 teljes
korbefordulasat kévetden?
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Feltételek:
- A kotél ideadlis:
o tokéletesen hajlékony
e a dobon (dobokon) nem csuszik meg
vy=R-w
e nyuljthatatlan a,=R-¢
e tomege elhanyagolhaté
- Az m3 tdmegl dob ellenalldasmentesen forog, tomege elhanyagolhatd
|1?| = |1?1| = |I?2| = |I?3| = |1?4|
- Az m tdomeg( dob ellendlldsmentesen forog

Megoldas:
a, Js = Jsraa tJsaop = %mz - (4R)? +%m "R? =0,295[kg - m?]

b, Mozgasegyenletek:

- m tomeg(i dob + m; tdmeg(i ridra:

I.Zﬁi=(m+m2)-g_+17'5+1?1+17=(m+m2)-c_ls
i

II.ZIVISI=K-R—F-2R=]S-£
i

- my tomeg(i vodorre:
Ill.z:Fiy=m1-g—K=m1-a1
i

IV.a; =€¢-R
WV.-1l. m-g—K=m;-¢e-R - K=m;-g—m;-¢-R - Il —ba
(my-g—m;-e-R)-R—F-2R=J-¢
mg-R—m;-e*R*—F-2R=Js¢
my-g-R—F-2R=¢-(Jg+m, -R?)
=m1'g'R_F'2R=_0,57 ﬂ]
Js+my - R? s?

&

a,=R-&=-0,126 [Sﬂz]

C, Ap = —-20m
2 &€
et = 90 +w(0) t*+ -

* € *2
A<p=90(t)—90(0)=§-t
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2-A¢ AP
t* = — = 14,85[s] (a felhuzas ideje)

rad
0t = w(0) + £t = —8,46 T]

v () = w(t) R = —1,87 [%]

2. feladat

Az abran lathatd tomor korongra F erével hatunk.

1,

Adatok:
1o = 0,3, R=5[m], F=600[N], m=100[kg], g = 9,81[%]

a) Feltételezve a korong tiszta, ellendlldsmentes gordiilését, szamitsuk ki a
szOggyorsulasat és tomegkodzéppontjanak gyorsulasat!
b) Ha a korong nyugalombdl indul, mekkora lesz a szogsebessége 5 teljes

fordulat megtétele utan?
c) Adjuk meg az F er6 maximalis értékét, amely mellett a korong még

tisztan gordal!

Megoldas:
a) Mozgasegyenlet: Y, F,=F+m-g+F,=m-a,
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F 0 —Ft)_ (4s > F-F,=m-a,l.
(0)+(—m-g)+(Fn =m (0) --m-g+E =0II
III.ZMsiz—F-R—Ft-szs-e
i

IV.tiszta gordilés: a; = EXTpg =—€-R-1—>a;,=—¢-R

I.F,=F—-m-a; > Il —ba

III.—F-R—(F—m- as>-R=§m-R2-e
—FR

—F-R—(F+m-e-R)-R=%m-R2-£

~F-R—F-R—m-¢-R2=-m-R*-¢

—4-FR rad

—2F R=3m-R?. ¢ 5 ¢=8_ 162
2 3'mR N

_ m

as=—s-R=8[S—2]

b) Ap = —10m

0

Ap =w(0) AL +5-At? > At = 2= | == 14[s]
0

rad

—~—
w(Bt) = w(0) + &+ At = £ - At = —22,41 |°%=

c) A korong tisztédn csiszasmentesen goérdil = |F,| < u, ' F,
[F—m-a,|<py-m-g

—4F
|F+m-e-R|<py-m-g [£=%

—4F
|F—m-%-R|Su0-m-g
1
2|
1

“Hormrg=—cF=sp,m-g
—3-uym-g<F<3-uy-m-g
Frnax =3 1o m- g = 882,9[N]
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10. Szilardsagtan

Az el6z6 fejezetekben azzal foglalkoztunk, hogy hogyan lehet kiszamitani az
ismeretlen kilsé erdket és nyomatékokat egy egyensulyban Iév6 mechanikai
rendszer esetén. Ebben a fejezetben tovabb lépink, és a belsé er6k és
nyomatékok kiszamitdsaval foglalkozunk. A 79. &bra egy merev testet

szemléltet, amelyre az F,, F,,...F;, F;,, ...E, klils6 erdk (terhelések) hatnak.

I_:i+1 / Ei

F, \ J F.

79. abra. Kuls6 erb6kkel terhelt merev test

Gondolatban vagjuk két részre a testet egy sikkal (A). Az A metszdsik sulypontjat
jeldlje S.
Mivel a test egyensulyban van:

" F=F+F+-+F+F.,++EFE=0 (10.1)

n
i=1

SN

i =2 (f X F) =0 (10.2)

(fs; azt a vektort jeloli, amely az S pontbdl az F; eré tdmadaspontjaba mutat)
A test és minden egyes része egyensulyban van. Az I-es rész egyensulyat az

F;, Fiyq ... E, kiils6 er6k és az A sik mentén megoszl6 belsé erérendszer egylittesen
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biztositja. A bels6é erérendszer eredd erejét és S pontra vonatkozd eredd
forgatdnyomatékat tehat jeldlje F, és 1;711,. Ekkor:

Ziﬁizﬁl+ﬁi+1+'"+ﬁn+ﬁb=6 (10-3)

Zilswi = 1\5’11 + ISVIi+1 + et As/fn + I‘S/Ib =0 (10.4)

80. abra. A metsz6 sikon megoszld bels6é erérendszer eredd erejének és S
pontra vonatkozo6 ered6 forgatonyomatékanak komponensei

Bontsuk fel az F, és 1\5711, vektorokat az A sikkal parhuzamos és arra merdleges

komponensekre. Az F, er6 T és N komponenseit nyiré és normal erének, mig az
M, nyomaték M, és M., komponenseit hajlitd és csavaré nyomatéknak nevezziik.
Az abran feltintetett n vektor a normalis iranyd egységvektor, amely merdleges
a fellletre, a testbdl kifelé mutat és egységnyi hosszisagu. Ebbdl adddodan a
normaler6 és a csavaronyomaték normalis irdanyd. A metszisikon megoszld belso

erérendszer (F,; Mg,) ered6 vektorkett6sét igénybevételnek nevezziik.

Specialisan, ha a test egy idealis tarto,
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S
A
! g| N\ M * I
\ 4
T Mh

81. abra. Normal és nyirder0, hajlitd és csavard nyomaték idealis tartd esetén

akkor az M, vektor merbleges az N és T komponensek sikjara és az I rész
esetében befelé, mig a II rész esetén kifelé mutat az abra sikjabadl.
Az 82. abra a skalaris és vektoridlis hajlitbnyomaték kozotti kapcsolatot

szemlélteti jobb kezlink segitségével.

<

\
82. abra. Kapcsolat a skalaris és vektoridlis forgatdbnyomaték kozott

Egy adott komponenst az alabbi tablazatban szerepldé esetekben tekintiink
pozitivnak:
3. tablazat.

N>0 —— — vagy «—H—

o | ] T T,

vagy
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M >0 _|_' 4_l_ vagy 4_|_|_>

meo | —1) | (= ()

vagy

10.1 Igénybevételi fliggvények és abrak

Ha az igénybevétel egyes komponenseit megadjuk a tarté hosszanak
fliggvényében, akkor megkapjuk a tartd igénybevétei fliggvényeit. A fenti
fliggvényeket grafikusan abrazolva megkapjuk az igénybevétei abrakat.

10.2 Igénybevételi fiiggvények kiszamitasa és abrazolasa

Az igénybevételi fliggvények kiszamolasahoz a tartét szakaszokra osztjuk, és az
egyes szakaszokra egyensulyi egyenleteket irunk fel. Az egyensulyi
egyenletekbdl kifejezve az igénybevétel kilonbozé komponenseit, meg tudjuk
azokat adni a tarté hosszanak fliggvényében. A fenti eljaras alkalmazasara
mutatunk most néhany példat.

Feladatok

1. feladat:
a) Szamitsuk az abran lathatd kéttamaszu tartéra haté F, és F, kényszererdket!
b) Szamitsuk ki a normal er6t, nyirdéerét és hajlitbnyomatékot az x koordinata
fliggvényében!

c) Rajzoljuk a tartd igénybevételi abrait!




Adatok: F=100 [N], a=3[m], b =4 [m]
Megoldas:

Zﬁi=F+FA+FB=(_0F)+<£2;>+<Igg>=(8)

7

I.F,=0

II. -F+F,, +F; =0 — Fy, =F—Fy=5714[N]

L XM ==F-a+Fy-(a+b)=0 > Fy=F — =42,86[N]

Ellendrzés:

D Mi=—Fy(@+b)+F b=—5714-(3+4)+100-4 =0

l

b)
A koncentralt erék és nyomatékok szakaszokra osztjak a tartot.
Ebben a feladatoban az F er6 a tartot két szakaszra osztja (l-es és 2-es
szakasz). Metszlk el az 1-es és 2-es szakaszt egy A; és A; sikkal tetsz6leges x;
és x_ tavolsagban az adott szakasz kezd6pontoktdl. Jelblje S; és S, az A; és Az
sik tartoval alkotott metszéspontjait. Az A; sik az A-B tartét két részre osztja.
Mindkét rész egyensulyban van. Irjuk fel az egyensulyi egyneleteket az A-S;
szakaszra, figyelembe véve a kiils6 valamint bels6é eréket és nyomatékokat.
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ZFiszAx+N=0 — N =—F4, =0[N]

i

Zpiy=FAy_T=0 — T =F,y =5714[N]

i

Zl;/li=—FAy-x1—Mh=0 — Mh=—FAy-x1=—57,14-x1[Nm]
- 51

l

Az A, sik az A-B tartot két részre osztja. Mindkét rész egyensulyban van. Irjuk

fel az egyensulyi egyenleteket az S,-B szakaszra.

I

ZF,.F—N:O > N=0[N

i

Zpiy:T.}-FB:O > T=—Fy=—4286[N]
i

ZQ/Ii:Mh-}-FB'(b—xZ):O 4 Mh:_FB'(b_xz): FB.‘xZ_FB.b
— S2
L

=42,86-x, — 171,4 [Nm]
136



)

‘ 1. ‘ 2. ‘
100 [N]
3[m] 4[m] |
' ‘
3 5
A A
57.14 [N] 42.86 [N]
N [N] 4
— > Normal er6 abra
x[m]
TIN] 4
57.14
Area,
— > Nyiroéer6 abra
Area, x [m]
-42.86
Area, =57.14-3=171.4[Nm]
Area, = —42.86-4 = -171.4[Nm]
M, [Nm] 4
R Hajlité nyomatéki
— " abra
x [m]
-171.4
M, = -57.14 - x,[Nm] M, =42.86- X, —171.4[Nm]
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2. feladat:

a) Szamitsuk az abran lathaté kéttamaszu tartéra hatd F, és F, kényszererdket!
b) Szamitsuk ki a normal er6t, nyirderét és hajlitbnyomatékot az x koordinata
fliggvényében!

c) Rajzoljuk a tarté igénybevételi abrait!

VT 1 2 | 3
Al El AZ A3 \
PN SR PR
A Ye— ‘-7 B— »
‘ a a a

Adatok: F1=100 [N], F,=100 [N], M=30 [Nm], a=3[m].

Megoldas:

2. \ 3. ‘
A, AL
. ﬁlvl
rY / B X'
X3
a a o
ot —I B
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I. —-F,+F,=0 - F,, =F,=100[N]
II. -F, +Fy +F3 =0 — F,,=F —Fg =70[N]

_Fa-M _

III.ZiI%iZ—Fl'a‘i'M‘l'FB'ga:O—> FB_

= =30[N]
Ellendrzés:

Zl}gi=M+F1-2a—FAy-3a=30+100-6—70-9=0

i

b

A)z F, és F, er6k és az M nyomaték a tartét harom szakaszra osztja. Metszik el
az 1, 2 és 3 szakaszt A;, A2 és As sikokkal tetszéleges x;, x> és x;tavolsagra a
kezd6pontoktol. Jeldlje Si, S, és Ss az A;, A és Az sik tartoval alkotott
metszéspontjait. Az A; sik az A-B tartdt két részre osztja. Irjuk fel az egyensulyi
egyenleteket az A-S: szakaszra, figyelembe véve a kiils6 és belsé erdket
valamint nyomatékokat.

Ay
ZFix =F,+N=0 - N=-F,, =-100[N]
i
ZFiyzFAy—Tzo - T =F,, =70[N]
i
lew iyt —My=0 > My = —Fyyx, = =70+ x, [Nm]
frjuk fel az egyensuly egyenleteket az A-S; szakaszra.
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QD
AGH | -
Ryl

v
>
T
AN~
x l

Y Fu=Fu-FAN=0 > N=F-F,=0[N]

i

Y Fy=Fy—FR-T=0 > T=Fy,—F=—-30[N]
i

E15[/[i=—FAy'(a+x2)+F1'x2—Mb=0—)
- S
i

M, =30"-x, — 210 [Nm]

frjuk fel az egyensulyi egyenleteket az Ss-B szakaszra.

A
T L ax
O
-
My,
=

ZFix=—1v=o > N=0[N

i

ZFiy=T+FB=O > T=—F,=—30[N]
i

E IS\’Ii=Mb+FB'(a—x3)=O - M, =30 x5 —90 [Nm]
—d 53
i
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Normal er6 abra

X [m]

Nyiroer6 abra

x[m]

Area, =70-3=210[Nm]
Area, =-30-3=-90[Nm]
Area, =-30-3=-90[Nm]

Hajlité nyomatéki abra

X [m]

‘ 1. 2. ‘ 3.
100 [N] 30 [N
100 [N] ﬁ
» A < B
R
4 3[m] 3 [m] 3[m] A
70 [N] 30 [N]
N [N] 4
L >
-100
TIN] 4
70
Area,
B Area, Area, >
M,, [Nm] ,
— .
ﬂ
M, =30-x, —90[Nm]
M;, = =70-x[Nm] M, =30-X, — 210[Nm]
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3. feladat:
a) Szamitsuk az abran lathaté kéttamaszu tartéra hatd F, és F, kényszererdket!
b) Szamitsuk ki a normal er6t, nyirderét és hajlitbnyomatékot az x koordinata
fliggvényében!

c) Rajzoljuk a tarté igénybevételi abrait!

VT 1 2 3
X, Ay X, A, Xq Ay \
- » - > —> a—
E

A of a B,
SF A

7

B a ~ a | b |

B i T |

Adatok: a=2 [m], b=1 [m], @=30°, f=5 [kN/m], F=10 [kN].

Megoldas:
yI 1 2 3. ‘
X, A X, A, X, A, \
E
F f
L 5§ Ta : L
| Z
|
: a | a | b }
F, F.
AI ————— FAy | B
a)

o

o I FAx> ( 0 ) F-cosa (0)
ZF,-_FA+f a+F+FB—<FAy (s +(_F_Sina)+ F,
L

I. FAx +F:-cosa=0 > FAx = —F-cosa = —8,66 [kN]
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II. Ffpy —fra—F-sina+F =0 —
- Fyy=fra+F-sina—Fz =9[kN]

III.ZiIXIi=—f-a-§—F-sina-2a+FB-(2a+b)=O -

f-a2 .
T+F-s1na-2a 6 N
F = =
- s 2a+b [feN]
Ellen6rzés:
Zilgli=—FAy-(2a+b)+f-a-(§+a+b)+F-sina-b==—9-5+5-2-4+10-
sin30°-1=0
b)
VT 1 \
X, A,
X, 12
Fax N
A > if S > > X'
fo1 1"T M,

Ay
Egyensulyi egyenletek az A-S; szakaszra:

ZF,-szAx+N=0 > N=—F,, =866 [kN]
i

ZFiy=FAy—T—f'x1=0 — T=Fy—f-x=9-5x [kN]
i

xi

X1
EMiz—FAy-x1+f-x1-——Mh=0 - M,=f" Fyy r x4
— S; 2 2
L

5
=E-xf—9-x1 [kNm]
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vz

Egyensulyi egyenletek az A-S, szakaszra:

ZFix=FAx+N=O — N =—F,, =866 [kN]
i

Y Fy=Fy—fra=T=0 > T=Fy=fra=—1[kN]
i

a
Zzsvzli=—FAy-(a+x2)+f-a-(5+x2)—Mh=0
l

2
a
Mh=(f'a_FAy)'x2+f'7_FAy'a = My =x; —8[kNm]

A
YT 3
A3 4\
L,
A
N
< / B —
\A S, X
Mh
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Egyensulyi egyenletek az Ss;-B szakaszra:

ZFix=—N=0 — N =0[kN]
i
i

z IinMh-*_FB.(b_xS):O _>Mh=FB'X3_FB'b —>
- 3
L

M, = 6-x3 —6 [kNm]
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5 [kN]
8.66 [KN] | \ 4
D :; A 866[kN] | g
A 2 [m] 2 [m] 1 [m] 1
9 [kN] 6 [kN]
N(x)=8.66 [kKN]| N(x;,)=8.66 [kN]
N [kN]4 T T
8.66 N(X3) =0 [kN]
P
— > Normal erd abra
X [m]
T [kN] 4
T (%) =9-5x[kN]
9
T T(x,)=-1[kN] T(x;)=—6 [kN]
¢ | T / > Nyiréer6 abra
‘ -1 Area, = —2[kNm] x [m]
Area, = 92-x) *LTX =8[kNm] p Area, = —6[kNm] 9
X
2-X !
Mh [kNm] A
22X Xy _02m]
9 1
R M, (X;) = 6x, —6 [kNm]
h 2/ T ™2
A / X
— > Hajlité nyomatéki
. x[m] abra
y 25 6
25§ —— |

f l 8

.92 5
ELSIPYIN M (%) =2 X 9% [kNm]

Az aldbbi dbra a parabolaiv szerkesztési eljarasat szemlélteti. Az dbran f jeloli a
megoszlé terhelés intenzitdsat az adott szakaszon.
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83. dbra. A parabolaiv szerkesztése

A szerkesztés |épései:

1)
2)
3)
4)
5)

6)

Kossiik 0ssze az abra adott szakaszhoz tartozé kezd6 és végpontjait (P
és Q) szaggatott vonallal.

Huzzunk fligg6leges egyenest a szakasz felez6pontjan (H) keresztil
szintén szaggatott vonallal.

Mérjuk fel a % kifejezés értékét a H pontbol kétszer lefelé (H; és H»
pontok)

Kossik 6ssze a P és Q pontokat a H, ponttal. A P-H, és H,-Q szakasz a
parabola érintéjét adja a P és Q pontokban.

Huzzunk a P-Q szakasszal parhuzamost a H; ponton keresztll, igy
megkapjuk a parabola érint6jét a Hy pontban.

Rajzoljuk meg a parabolaivet figyelembe véve a P, H; és Q pontokban
berajzolt érintoket.

Egyszerii szabalyok az igénybevételi abrak megrajzolasara

A 10.

fejezetben megrajzolt igénybevételi abrak részletes megfigyelésével

kimondhatunk néhany egyszer( szabdlyt az abrak rajzoladsdhoz. A kévetkezd
szabalyok alkalmazasaval kéonnyen felrajzolhatjuk az abrakat anélkil, hogy
kiszamolnank az igénybevételi fliggvényeket. Az alabbi harom szabalyt kell
alkalmaznunk.
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1. szabaly:

Az abrak rajzoldsakor mindig zérus fiiggvényértékbdl indulunk el.

2. szabaly:

A kilonb6z6 tipusu er6k és nyomatékok hatasat az igénybevételi dbrakra az
alabbi abra szerint vessziik figyelembe:

- > M | tartd
F, i Va
‘ )
A
N Fy
FX
X
TA
3 /
Jiy A
e A fel
A, X
A
M, 4
/\ \ Y
N A-A
£.12 ~ 17
8 \ AN
e \'> ' .
8 A M
N v
X

84. abra. A kilonbo6z0 tipusu erdk és nyomatékok hatasa az igénybevételi
abrakra
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3. szabaly:

A tart6 végén minden esetben zérus fliggvényértékbe kell érkeznlink.

Feladatok

1. feladat:
Szamitsuk ki az abran lathatd kéttamaszu tartora hatd F, és F, kényszererdket,

majd rajzoljuk meg a tart6 igénybevételi abrait!

A
’ 1[m] | 1[m] | 2 [m] - 3[m] | \
~ 4 [kN] - l4[kN/m] 6 [kN] .
< > e
2 F% 87;}7 4 [kN] "
. g
Megoldas:
Szamitas:

D M= 1-4-2+3)- (1 +2+05) +Fp-3+4-(142+3) =
i

=0 — Fy=14[kN]

Ellenbrzés:
ZIBWi=4"(1+1+2)—FAy'(1+2)—4'(2+3)'0,5+4'3=0
i

Igénybevételi abrak:
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y4 0.5 [m]
L LIml |, L[m] | 2 [m] ~ 3[m] \
4 [kN
PR [ 1 44 [kN/m] 6 [kN]
< = = >
2 [kN] 4[kN]§>: B 20 [kN] 4]
A A v
6 [KN] 14 [kN]
N [kN]4
6
2
x?m]
T [KN]4
8
2
X
-4
-6
Mh A
[kNm]
x?m]
4.2? )
=
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2. feladat:

Szamitsuk ki az dbran lathatd kéttamaszu tartora hato F, és F, kényszererbket,

majd rajzoljuk meg a tart6 igénybevételi abrait!

yA
2 [m] } 3m] G 2[m] 1 [m] \

-

il -t -t -t

30°

72/0-\@[kN] Fae | J15 [kN/m]
7\A 15-4/3[kN] Iié%

F F,
T Ay 30° T B

Xv

Megoldas:

Szamitas:
ZFix =—20-3-5in30°+ F;, — 15-vV3:5in30° =0 — F,, = 30,31[kN]
i

ZFiy=—20-\/§-cos30°+FAy—15-(3+2+1)+15-\/§-cos30°+FBy=0
7

ZIXIL-=20'\/§'cos30°-2+15'\/§'cos30°-3+FBy-5—15-(3+2+1)-3=0
i

Ellenbrzés:

> M, =—15-1-05+15-5-25—15-V3:c0530°-2- 695 +20V3-cos30°-7 = 0
i

Igénybevételi abrak:
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_ om) 3 [m] L 2m 1[m]:\
30 [kN
,AO[ I 3031 [kN] | |15 [kN/m] 12.99 [kN] -
17.32 [kN] /\A ) B/ X
< 22.5 [kN] 77?7
69 [kN] 28.5 [kN]
N [kN]4
17.32
——>
X [m]
-12.99
T [kN]4
39
16.5 15
- x [m]
6 -135
-30
|\/|h A
[kNm]
x [m]
.12 12 2
Tl 16875 17 _7s T _1a75
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3. feladat:

Szamitsuk ki az A pontban ébredd reakciderét és nyomatékot az abran lathato

befogott tartd esetén. Rajzoljuk meg a tartd igénybevételi abrait.

y
|‘ L

Ma 100 [N]

)
A/ B

XV

Megoldas:
Szamitas:
Z’XIFMA*OO'Z:O - M, =200 [Nm]
i
ZFix = FAx =0 [N]
i
Y Fy=Fy—=100=0 > F, =100[N]
i
Ellenérzés:

Z%i=_100.2+200=0
i

Igénybevételi abrak:
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2[m]
|~ >
200 100 [N
0 [N] »? \ [(Nm] \ 4 (N] -
A/ X
/
A
100 [N]
N [N] 4
— —>
x [m]
T [N] A
100
x'[m]
M, [Nm] 4
200
x'[m]
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4. feladat:

Szamitsuk ki az A pontban ébredd reakciderét és nyomatékot az abran lathato

befogott tartd esetén. Rajzoljuk meg a tartd igénybevételi abrait.

yA
im0 im \
30 [kN]
M
F /A ? + 100 [KN/m] .
S /A B X
/
A

Ay

Megoldas:
Szamitas:
Zﬂgi=MA—30-1—100-(1+1)-1=0 - M, =230 [kNm]
i
> Foo= Fuy= 0[kN)
i
ZFW =F,—30-100-(1+1)=0 - F,, =230 [kN]
i
Ellenbrzés:

ZI\B/Ii=30-1+100-2-1—230-2+230=0
i

Igénybevételi abrak:
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1 [m]

-

1 [m]

30 [kN]

y
0 [KN] ? + 100 [KN/m]
A
230 [kNm] /]
A
230 [kN]
N [kN]4
— —>
X [m]
T [KN]4
230
\@
100
X [m]
M, [kNm]4
230
| X [m]

f.
156
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5. feladat:

Szamitsuk ki az dbran lathatd kéttamaszu tartora hatd F, és F, kényszererbket,

majd rajzoljuk meg a tart6 igénybevételi abrait!

y4 \
a b

E-n
>
o
<
w
<y

Adatok: f=10 [kN/m], a=0,4 [m], b=0,2 [m], M=2 [kNm]

Megoldas:
Szamitas:
a
Zl‘gi =—fra5-M+F-(a+b)=0 > Fp=4666[kN]
i
> Foo= Eyy = 0 [kN)
i
ZFiy =Fy—fa+Fz=0 — F,, =—0,666][kN]
i
Ellenérzés:

Zl\B/fi=10'0,4'0,4+0,666-0,6—2=0
i

Igénybevételi abrak:
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0.4 0.2
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0 [kN] | 4 10 [kN/m] N R
& o2 [kNm] X
0.666 [kN] T4.666 [kN]
v
N [kN]4
— ——»
X [m]
T [kN]4
-0.666 X [M]
-4.666
M
knm] | 1.068
X [m]
2
LI
8
-0.933
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6. feladat:

Szamitsuk ki az abran lathato tértvonall tartéra hatd F, és F; kényszererOket!

Rajzoljuk meg a tarté igénybevételi abrait!

yA \
Bl + 2 [KN/m] C
A
2 [m]
5 [kN] |
«
D Eéé ‘
7777 2[m]
Fe
> S
I:Ax Q X
F t N 4
Ay 4 [m] 2 [m]
Megoldas:
Szamitas:
Z%i=_2-4-2+5-2+FE-6=0 - Fp=1[kN]
ZFix:FAx_S:O = Fa = 5[kN]
ZFiyzFAy_2'4+FE=0 = Fuy =7[kN]
Ellenérzés:

Zl\bfli=2'4—'4——7'6+5'2=0
i
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Igénybevételi abrak:

yh \
B | 4 2 [kN/m]
A
2 [m]
5 [kN] ‘
© D E/\ 1
A 2[m]
5 [kN] 1 [kN] -
A X
J777
4, . .
7 [kN] 4 [m] 2[m]
A B C D
N [kN]4
1 ’
) x [m]
-5
-7
T [kN] 4
/ 5
-1 -1 x [m]
Mh A
[kNm]
2 x [m]
frr_,
8
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11. Igénybevételek

A szilardsagtan, masnéven a rugalmas szilard testek statikaja, az egyensulyban
lévd szilard testekben - a kilsd terhelések hatasara - ébredd belsd erdket és
nyomatékokat és az azok altal okozott alakvaltozasokat vizsgalja. Mint a 10.
fejezetben emlitettiik, a test egy metszdsikjan megoszl6 bels6 erérendszer ered6
vektorkettOsét (F,; Mg,) igénybevételnek nevezziik (80. abra). A 85. abra els6
részén berajzoltuk a metszdsikon megoszlé belsé erérendszer eredd erejét (F,)
és annak sikra merdleges és sikkal parhuzamos komponenseit, azaz a normal
(N) és a nyirder6t (T).

A AA
S n N § n AN
ml | ml |
| |
| |
————IE ————IAFb
T ’ AT

85. abra. A fesziltségvektor értelmezése

Vegylnk fel az S pont korlil egy AA nagysagu fellletet, majd annak méretét
fokozatosan nullara csokkentve éretelmezhetjik az n normalisi felllethez
tartozo fesziiltség vektort az S pontban:

_ AR

Pn= M 2g
Tehat a feszlltségvektor felirhatd a felliletre merGleges (n) és a felllettel
parhuzamos (m) egységvektorokkal:

pp=0"+7T M Im| = Inl =1
A fenti 6sszefliggésben o, és t,,, nhormal és csusztato (nyird) fesziiltség,
amelyek kiszamolhatok az alabbiak szerint:
7= aa fariiyw

A kils6 terhelésének hatasara, a létrejott igénybevételekkel parhuzamosan, a
test alakvaltozast szenved el. Az alakvaltozas szerint az igénybevételek lehetnek
egyszerl igénybevételek, mint hazas, nyomas, hajlitdas, nyiras és
csavaras (86. abra),
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Hazés Nyomés = Hajlitas F

Nyiras Csavaras

86. abra. Egyszer( igénybevételek

vagy osszetett igénybevételek, mint példaul nyirds és hajlitas; hajlitas, huzas
és nyiras; hajlitas és nyiras; hajlitas és csavaras.

Normal feszlltség (o) keletkezik, hizas, nyomas, hajlitds esetén, és csusztatd
feszlltség (T) nyiras, csavaras esetén.

A szilardsagtannak alapvetéen harom feladata van. Egyik a méretezés, amikor
a tervezés soran egy adott (feltételezett) terheléshez hatarozzuk meg a
szerkezet elemeinek a méreteit. A masodik az ellen6rzés, ekkor egy valamilyen
szempontbdl (pl. rendelkezésre allé hely) megtervezett szerkezetet vizsgalunk
meg, hogy az adott geometriai méretek, anyagminGség mellett kibirja-e a
szerkezet a feltételezett terhelést. A harmadik a terhelhetdoség vizsgalat,
amikor egy mar meglévd kész szerkezetnek szeretnénk meghatarozni, hogy
mekkora terhelést bir el, amivel gond nélkll tzemeltetni tudjuk.

11.1 HGz6 és nyomo igénybevétel

Vegylnk egy egyenes, allandé keresztmetszetli, csavarodasmentes rudat. Az
ilyen rudat prizmatikus rddnak nevezzik. Metsszik el a fenti rudat a
hossztengelyére mer6leges fellletekkel. Ezen felliletek sulypontjait 6sszekotd
gorbét a rud sulyponti szalanak nevezzik.

HGz6 és nyomo igénybevételrol a prizmatikus rad sulyponti szalaban hato,
két egyenlé nagysagu és hatdsvonall, de ellentétes értelml erdé esetén
beszéliink.
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Huzas Nyomas

F F F F
“— | - 1l--—> —> | - je—
(o) o)
F > N N /, F
— | == — Il - j—
S F=N F=N _’/
A A

87. abra. HUzb és nyomo igénybevétel
HUzas és nyomas esetén a felllet mentén egyenletesen megoszld fesziltség jon

létre. A feszlltség elGjele hlizasnal pozitiv, nyomasnal negativ.
A feszliltség nagysaga huzas és nyomas esetén:

_N_F[N].[ N ]
A A lm2l lmm?

Valodi fesziiltségek diagramja, szakitovizsgalat

g

A kovetkezokben bemutatjuk a valodi fesziiltségek diagramjat és a szakito
diagramot. Majd a diagramokat megvizsgalva levezetiink néhany fontos
Osszefluiggést.
A szakitovizsgalat soran egy prizmatikus rudat egy szakitdé gépbe fogunk, ami
egyenletes sebességgel hlizza a rudat. A szakité diagram a hosszvaltozas (Al)
figgvényében adja meg a huzoder6 nagysagat (F), a valddi fesziltségek
diagramja pedig a fajlagos alakvaltozas (&) fliggvényében a normal feszlltséget
(o).
A fajlagos alakvaltozast az alabbi 6sszefliggés adja meg:

Al

0

ahol Al a hosszvaltozas, [, pedig a rdd kezdeti méréhossza.

&
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Valddi fesziiltségek diagramja Szakitd diagram

O A FA
Oy ——FH2
|
|
Oy = l:
|
| |
| |
| |
a) 1 5 >
&1 & € Al

88. abra. Lagyacél szakitédiagramja és valddi feszliltségek diagramja

A valodi fesziltségek diagramja alapjan, a linearis szakaszra felirhaté az alabbi
Osszefiiggés:

(o} [0} o 7 7
tanga==2=-=2=..=-=3lland6 = E
g & €

ahol E a rugalmassag modulusz (amely anyagjellemz6). Ez acél esetén:
N
E =2-10" [ ] = 200 [GPa].

A fenti 6sszefliiggésbll o = E - ¢ a Hooke-t6rvény hl(zas és nyomas esetén.

Méretezés hiz6 és nyomo igénybevételre:
HUz6 és nyomo igénybevétel esetén méretezhetlink megengedett feszliltségre:

_F
atényleges - ; < Gmegengedettl
vagy megengedett alakvaltozasra:

Altényleges < Almegengedett

A hosszvaltozas az alabbi 6sszefliggésekkel szamithato:

Al=2

F-l
E'lo, Alz_o

AE
Huzds vagy nyomds hatdsdara nem csak hosszirdnyud, hanem keresztiranyu
alakvaltozas is bekovetkezik. A keresztiranyu (g,) és hossziranyu (g,) relativ
alakvaltozas viszonyat a Poisson tényez6 (v) adja meg. Ez egy mértékegység
nélkuli szam, tipikus értéke acélra v=0,33.

€k
&

Vv =
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Feladatok

1. feladat

Egy kor keresztmetszetl prizmatikus rudat F erdvel hlzunk az alabbi abra
szerint. Szamitsuk ki a rad P pontjaban ébredd fesziltséget, valamint a rud hossz
és keresztiranyu alakvaltozasat!

Adatok: | = 800 [mm],D = 30 [mm],E = 2,1- 105 [MPal,v = 0,33,F = 40 [kN]

Megoldas:
A feszliltség a P pontban:
py=F o F___40000[N] _ o o
9x(P) =4 = 5 = 706,86 pmmz] . 2020 1MPal
4
Fajlagos hossziranyu alakvaltozas: ¢, = % = 2516-'1535 =2,69-107*

Hossziranyu alakvaltozds: Al = ¢, - [ = 0,21558 [mm]

Fajlagos keresztiranyu alakvaltozas: ¢, = ¢, = ¢, = —v-¢, = —0,8089 - 107*

Keresztirdnyu alakvaltozds: AD =D - g, = —2,668- 1073 [mm]

2. feladat

Adott az abran lathato F erdvel terhelt szerkezet esetében a korabban tanultak
szerint kiszamithatjuk az Fa kényszerer6t. Az Fa kényszererd ismeretében
méretezzik az AC rudat, majd szadmitsuk ki a rud megnyullasat (a =?

b= Al =?)!
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Adatok:

N

Fy = 13,39 [kN], Gy = 80 [MPal, I, = 5 [m], E = 2- 101 [—]

Megoldas:
1[MPa] = 1 [mj’n _

]

A megengedett feszlltségbdl kiszamitjuk a minimalisan szlkséges
keresztmetszet terlletét:

F _ 1,333-10%N]
Omeg 8'107[%]

=1,66-10"*[m?]

F
o-meg=;_)A=

A keresztmetszetbdl visszaszamithatjuk a ridd minimalisan szilkséges méreteit:
A=a-b=2b%*=1,66[cm?] - b?=0,83[cm?] = b =0,91[cm]

Ezt kbvetben szabvanyos méreteket valasztunk: b=10 [mm], a=20 [mm]

A valasztott méreteknek minden esetben nagyobbnak kell lennie a szamitott
minimalis méreteknél.

Az AC rid megnyulasa:

F-ly _ 1,33310%5
AE 2107421011

Alye = =1,66-10"3[m] = 1,66 [mm]

11.2 Hajlité igénybevétel

A hajlité igénybevétel létrejon két azonos nagysagu, de ellentétes értelm(
forgatdnyomatékkal jellemzett er6par hatdsara, amelyek koziul mindkettd a
prizmatikus rud sulyponti szdalat tartalmazé sikba esik, amelyet a hajlitas
sikjanak is nevezlink (89. abra).
A keresztmetszetek (km) a ridnak a sulyponti szalra meréleges szelvényei.
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keresztmetszetek

stlyponti szal
L 444_17

F F
_> <_

Fe—/|\ —F
oWy

szélsd szalak a hajlitas tengelyei

89. abra. Hajlito igénybevétel

Bebizonyithato, hogy az abran bejelolt szogelfordulas értéke radidanban az alabbi
Osszefliggéssel szamithato:
_ My - 1
T L-E
ahol M, a hajlité nyomaték, I, az x tengelyre szamitott inercianyomaték.
A piciny dA fellletelem x és y tengelyekre (I, és I,) és O pontra (I,) vonatkozo

inercianyomatékait az alabbi modon értelmezzik (90. abra):
dl, =y*-dA, dl,=x*-dA, dl,=1%-dA

yA

le——— X ———»

dA

>
0 X

90. abra. Az inercianyomatékok értelmezése
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Az O pontra vonatkozd inercianyomaték esetén a P index a , polaris” elnevezésre
utal. A teljes sikidomra vonatkozé inercianyomatékok:

IxzfA yz.dAl IyzfA xz'dA, IP:fA TZ'dA

Példaul a 91. abran szerepl6 négyzet keresztmetszetl rid x tengelyre vonatkozé
inercianyomatéka az alabbi eljarassal szamithato:

d+y dA
T p—"
|

91. dbra. Négyzet keresztmetszetl rud x tengelyre vonatkozoé
inercianyomatéka

3 1° 1z 1 ,a
el o e o ()
4 4 -2 -2

1
=—.g*

T 12

Mas alaku keresztmetszetek inercianyomatékait a 4. tablazat tartalmazza.
A hajlitas kovetkezményei:
1. alakvéltozasok
- a szalak valtozasai:
o valamennyi szal meggorbil
o a semleges szal folott illetve alatt 1év6 szalak megnyulnak, illetve
rovidulnek, attol fuggden, hogy milyen irdnyu a hajlitas
- a keresztmetszetek elfordulnak eredeti parhuzamos helyzetikbdl a
hajlitas tengelye(i) (abra sikjara meréleges tengelyek) koril, de
tovabbra is merdlegesek maradna a sulyponti szalra.

Fogalmak:

- Semleges szal: a prizmatikus ridnak az a szala, amelynek hossza nem
valtozik a hajlitas hatasara.

- Semleges réteg: a semleges szalak dsszessége.

- SzéIs6 szal(ak): a hajlitas tengelyétdl legtavolabb |évo szalak.

- SzéIs6 szal tavolsag (e): a széls6 szalaknak a hajlitas tengelyétdl mért
tavolsaga [m].

- Hajlitas tengelye (x-x):
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o az a tengely, amely korll egy adott keresztmetszet elfordul, és
amely a semleges rétegnek és az adott keresztmetszetnek a
metszésvonala

o atmegy a keresztmetszet sulypontjan és merdleges a hajlitas

sikjara
Mh< )Mh

2. fesziiltség

92. abra. A hajlitasnal ébred6 feszliltség

A feszliltség hajlitasnal a felllet mentén y irdnyban linearisan valtozik, az y
valtozd (92. abra) fliggvényében az alabbi 6sszefiiggéssel adhaté meg:

0.
o) =72y

Ezt kévetden a hajlitobnyomaték az alabbi integrallal szamithato:
ar(y)

¢ Omax Omax ¢ 2 Omax
|Mhb|=f y-o(y)dA = y T ydp = | y2dA = T
A —e —e

Tehat végul azt kaptuk, hogy:

My, = Tmax L, > M| = Imax L. (Navier — képlet)
A fenti 6sszefliggésbdl felirhato:
Omax = w ’
X

Vezessik be a keresztmetszeti tényezét (K,), ami az alabbi alakban irhato fel:
Ko =% [m]
Ezt behelyettesitve az el6z6 Osszefliggésbe, megkapjuk a hajlitas

alapegyenletét:
|M, |

Omax =
K.
x
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Szelvények tengelyre szamitott inercianyomatéka (1) és
keresztmetszeti tényezodje (K)

Most megadjuk néhany jellegzetes keresztmetszet inercianyomatékat és
keresztmetszeti tényez6jét, ha x és y a hajlitas tengelye.
4. tablazat.

. . Keresztmetszeti
Keresztmetszet: Inercianyomateék: . ,
tenyezo:
y
l s a4— a3
l x x L=l=15 Ke =K, =—
y
- .
y
a-b® b-a® _ ab? _ bd?
b & =T ily="% K== K =7
X X
y
d*-m d®r
k=lh="g K=Ky =33
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Méretezés hajlitéo igénybevételre
Fesziiltségre torténd méretezés esetén:
Otényl = “h < Ope
y Ky g
Alakvaltozasra torténé méretezés esetén:

_ Mplp
(ptényl - LE — (pmeg

Feladat

Az abran lathaté 50 [mm] atmérGji kor keresztmetszetl kéttamaszu tartot
megoszl6 terheléssel terheljuk. EllenGrizze, hogy a tarto kibirja-e a terhelést, ha

3 Oy = 10° [%]?

A
< 0.8 [m] - di 50 [mm]
| |

FLH |lf:10[kN/m] | « /-

Megoldas:
A korabban tanult szamitasi eljarast alkalmazva a reakciderGkre az alabbi
értékeket kapjuk:

FAX =0
F,, = 4[kN]
Fy = 4[kN]

Ezt kovetden a kordbban tanultak szerint felrajzoljuk a tarté igénybevételi abrait,
és leolvassuk a hajlitobnyomaték maximalis értékét, amelyet ebben az esetben a
tarto kozepén vesz fel:
Mymarx = —0,8[kNm] = —800[Nm]
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A keresztmetszet adatai alapjan szamitsuk ki a keresztmetszeti tényezot:
K,= d:—z” = 12,27 -107°[m?]

Majd a fentiek ismeretében szamitsuk ki a tényleges maximalis feszlltséget, és
hasonlitsuk 6ssze a megengedett feszliltséggel:

800 N e ,
otényl=m=6,5-107[ﬁ] <Omey, tehat a tartd megfelel az adott

terhelésnek.

11.3 Nyiro igénybeveétel

A nyir6 igénybevétel létrejon a prizmatikus rdd sulyponti szalara merdlegesen
haté azonos nagysagu erék hatdsara, melyek azonos iranyudak, de ellentétes
értelm(iek. Tiszta nyirasrol akkor beszéliink, amikor a két eré hatasvonala k6zos,
de a legtobb valds esetben (példaul egy ollé két vagoéle kozott) mindig van
valamekkora vagorés, igy az er6knek er6karja, és hajlitd nyomatéka is van. Ezt
az esetet hajlitdssal parosult nyirdsnak nevezziik. Ha a vagorés tul nagy, akkor
mar a hajlitdsnak van nagyobb szerepe, a nyiras csak jarulékos igénybevétel.

Tiszta nyiréas Hajlitassal parosult nyiras
F Q F
|

z végérés# F

93. abra. A nyiras esetei

A nyiras kovetkezményei:
1. Alakvaltozas
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94. abra. Alakvaltozas nyirasnal

Az abran jelzett gamma sz0g az alabbi 0sszefliggéssel szamithato:
T
= —_— e d T = G .
14 G Y
ez a Hooke-torvény nyiras esetén, ahol G a csUszasi rugalmassagi modulusz, G =

04-E. Acélra: G =8-101° [%]

2. Fesziiltség
- Tiszta nyirasnal:
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95. abra. Fesziltség tiszta nyirasnal

A fesziiltség kiszamitdsa tiszta nyirasnal:
T F
A 4
ahol A a nyirt keresztmetszet terllete, T a nyiréeré nagysaga, F =T.

T

A keresztmetszet sikjaban egyenletesen eloszld a feszliltség.

- Hajlitassal parosult nyirasnal a maximalis fesziltség:
c F

T =17=C-—

max A

ahol C az alaktényez0, keresztmetszetre jellemz6 érték, C>1. Az alaktényezd

értéke néhany keresztmetszet esetében:
4 3
Cror = 3 Cregyzer = 2 Crsrgytra = 2

Példa tiszta nyirasra torténo méretezésre
Szegecsek (szegecskotés) méretezése.
Alapelv:
Teonyl = i <7
tényl Aﬁ —= ‘meg

d’m

ahol 4; az dsszes nyirt szegecskeresztmetszet, A; =i-z-A,, ahol A4, = az

egy nyirt keresztmetszet, i az egy szegecs nyirt keresztmetszeteinek szama, z
pedig a szegecsek szama.
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Atlapolasos kotés
i=1

Hevederes kotés
i=2

F

—>

Il

/

|
TN
|
i
96. abra. Egy szegecs nyirt keresztmetszeteinek szama

Tehat a szegecsméretezés alapegyenlete:
F
Trényt = i-z-4, < Tineg

Feladat:
Milyen atmérdjli szegecs szlikséges az alabbi adatokkal rendezkez6
szegecskOtéshez?

Adatok:
i=1 z=1 F=47 [kN] Tmeg=90 [MPa]

Megoldas:
A szegecsméretezés alapegyenletébdl szamitsuk ki egy szegecs minimalis

keresztmetszetét:
F

1=

i'Z'Tmeg
47000N
A=

1-1-9-107£2
m

=5,22-107*[m?]

Majd ebbdl szamitsuk ki a szikséges szegecs atmérdt, aztan valasszunk
szabvanyos méretet.
d*m

Ay =—= 522[cm?] > d = 2,57 cm = dg,q,, = 26[mm]

A szabvanyos méretnek miden esetben nagyobbnak kell lennie a szamitottnal.
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11.4 Csavaro igénybevétel

A csavaro igénybevétel létrején a prizmatikus rad sulyponti szalara merdleges,
kilénbdzd sikban hatd, azonos nagysagu, de ellentétes forgatonyomatékkal

jellemzett er6parok hatasara.

97. abra. Csavaro igénybevétel

A csavaras kovetkezményei:

Iy >

A

98. dbra. Szogelforduldsok csavarasnal

Az abran a két szégelfordulas az aldbbi 0sszefliggésekkel irhato fel:

T _ Mt'lo

y:Z ¢ Ip'G
inercianyomaték (pontra szamitott). Kor és korgydr(

ahol I, a polaris
keresztmetszetnél:
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ahol K, a polaris keresztmetszeti tényezd.

G a csuszasi rugalmassagi modulusz, 6 = 0,4-E.

K, = 2K, = 2K,

Acélra: G =8-10% [5]

Polaris Polaris keresztmetszeti
Keresztmetszet: , , , , ,,
inercianyomaték: tényez6:
d
y
L= d*-m K = d3-m
X X P™ 32 P™ 16
y
D
y
d
_(D*=dY)-m K_(D4—d4)-7t
X X - 32 P= 16-D
y

a) Alakvaltozasok:

A keresztmetszetek elfordulnak a kézéppontjuk kortl. A szalak hosszanti
szogelfordulasa y. Az s ivhossz az alabbi mdédokon irhato fel (95. abra):

sS=r-@

> hy=re

s=lyy

b) Fesziiltség:
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99. abra. Feszliltségeloszlas csavarasnal

A feszliltségeloszlas csavarasnal a keresztmetszet sikjaban linearisan valtozo. A
csusztatd(nyird) feszliltség kiszamitasa csavaras esetén:

M,
T=—
Kp
Méretezés csavaro igénybevételre:
Fesziiltségre t6rtén6é méretezés:
M,

Teényl = K < Tineg
14

Ezt altaldban rovid k6zl6 tengelyeknél alkalmazzak.

Alakvaltozasra térténé méretezés:
Mt . lO <
Trényl = — = Tieg
I,-G

Ezt altaldban hosszu kozl6 tengelyeknél alkalmazzak.
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Feladat:
Rovid kozl6 tengelyt kell méretezni. Milyen atmérdjl (d=?) tengely sziikséges az
alabbi adatok ismeretében?

Adatok:
Teljesitmény: P = 5[kW]
Fordulatszam: n = 420[1/, ;.| = 7[1/s]

Treg = 40[MPa] = 4- 107 ||

Megoldas:
Mt
Teenyl = K_p < Tineg
Szamitsuk ki a minimalis polaris keresztmetszeti tényezdét, és a csavaro
nyomatékot az adatok ismeretében:

M, 113,68
K,=—-= — = 2,842-107%[m?]
Tmeg 410
P 5000
M, = 113,68[Nm]

=2'TL"TL=2'T['7
Szamitsuk ki a minimalis tengelyatmérét, majd valasszunk szabvanyosat:
a3

a3
Kp=2Kx=2Ky=2'?= —_—

16
d= 3/% = 0,02437 [m]

dszapw = 25[mm]
11.5 Osszetett igénybevételek

Egyidejlleg kett6 vagy tobb egyszerl igénybevétel 1ép fel az ezekben megfeleld
feszlltségekkel.
A keletkez6 feszilltségek szempontjabdl az 6sszetett igénybevételeknek harom
alapesete van:

- FGigénybevétel + jarulékos igénybevétel

(Pl.: tartok igénybevételei, mint a hajlitds + nyiras, hajlitassal parosult nyiras)
- Egyiranyu Osszetett igénybevételek

(Pl.: hazas (nyomas) + hajlitas, ferde hajlitas)
- Tobbiranyu Osszetett igénybevételek

(Pl.: hizas (nyomas) + csavaras, hajlitds + csavaras)

Az Osszetett igénybevételek részletes bemutatdsaval a jegyzetben nem
foglalkozunk.
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