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2 1.1. Bevezetés.

1. Fejezet
A Rådström-féle egyszerűsítési szabály kiterjesztése tölcsérekre

1.1. Bevezetés. A konvex halmazok elméletéhez tartozó Egyszerűsítési Szabályt
Rådström [32] fedezte fel 1952-ben. Az eredeti cikkében a második Lemma sze-
rint az

A+B ⊆ C +B

tartalmazásból következik, hogy A ⊆ C, feltéve, hogy az A,B,C nemüres hal-
mazok részhalmazai egy X normált térnek, C zárt, konvex és B pedig korlátos.

Később ez a lemma alapvető eszköz lett a matematika különféle területein,
és mára cikkek százai felhasználták ezt az eredményt. Például nemsíma ana-
lízis [8, 11–13, 20], optimalizálás [9], konvex halmazok és függvények elméle-
te [10,15–19,23,36,37], halmazértékű analízis [7,21,22,24,28–30], halmazértékű
differenciálegyenletek [6,26,31], halmazértékű függvényegyenletek [4,25,33,35],
iterációelmélet [1, 3, 14, 34, 38], stb.

1.2. Tölcsérek és konvexitási tulajdonságok tölcsérekben

1.1. Definíció. [27]. A (X,+,⪯) rendezett hármast rendezett kommutatív fél-
csoportnak nevezzük, ha

(i) (X,+) egy kommutatív egységelemes félcsoport, aminek az egységeleme a
0;

(ii) (X,⪯) egy részbenrendezett halmaz, azaz ⪯ egy reflexív, antiszimmetrikus
és tranzitív reláció X-en;

(iii) Bármely x, y, z ∈ X és x ⪯ y esetén az x + z ⪯ y + z egyenlőtlenség
fennáll.

Ha az (X,⪯) részbenrendezett halmaz teljes, azaz X bármely nemüres alulról
korlátos részhalmazának létezik pontos felső korlátja, akkor az (X,+,⪯) hármast
teljes rendezett kommutatív félcsoportnak hívjuk.

Egy (X,+) félcsoportban természetes módon definiálható a természetes szá-
mokkal való szorzás az alábbi rekurzív módon

1 · x := x, (n+ 1) · x := n · x+ x (n ∈ N).
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Ha a félcsoport egységelemes, akkor definiáljuk még az egységgel való szorzást
is: 0 · x := 0.

A következő definíció ennek a fejezetnek a központi fogalma.

1.2. Definíció. [27]. Egy rendezett (X,+, ∗,⪯) négyest tölcsérnek nevezünk, ha
(X,+,⪯) egy rendezett kommutatív félcsoport és „ ∗ ” az X halmaz elemeinek
pozitív egész számokkal való szorzását jelenti az alábbi feltételek szerint:

(i) Bármely n,m ∈ N és x ∈ X esetén (nm) ∗ x = n ∗ (m ∗ x);
(ii) Bármely n ∈ N és x, y ∈ X esetén n ∗ (x+ y) = n ∗ x+ n ∗ y;

(iii) Bármely n,m ∈ N és x ∈ X esetén (n+m) ∗ x ⪯ n ∗ x+m ∗ x;
(iv) Bármely n ∈ N és x, y ∈ X esetén az x ⪯ y egyenlőtlenség pontosan akkor

teljesül, ha n ∗ x ⪯ n ∗ y;
(v) 1 ∗ x = x;

(vi) n ∗ 0 = 0.

Ha az (X,⪯) részbenrendezett halmaz teljes, akkor az (X,+, ∗,⪯) négyest tel-
jes tölcsérnek nevezzük. Az (X,+, ∗,⪯) tölcsérnek egy (S,+) egységelemes
részfélcsoportját, amely zárt a „ ∗ ” műveletre nézve az (X,+, ∗,⪯) tölcsér rész-
tölcsérjének hívjuk, ahol a rendezés alatt a rendezés S halmazra való leszűkítését
értjük.

Világos, hogy ha (X,+) egy olyan kommutatív egységelemes félcsoport, hogy
bármely n ∈ N esetén az n 7→ n · x leképezés injektív, akkor az (X,+, ·,=) né-
gyes tölcsér.

1.3. Definíció. [27]. Legyen (X,+, ∗,⪯) egy tölcsér és n ∈ N. Az x ∈ X elemet
n-konvexnek nevezzük, ha n ∗ x = n · x. Rögzített x ∈ X és n ∈ N esetén,
bevezetjük az alábbi jelöléseket:

Cx := {n ∈ N | x n-konvex} és Cn := {x ∈ X | x n-konvex}.

Ha Cx = N, azaz ha x n-konvex bármely n ∈ N esetén, akkor azt mondjuk, hogy
x konvex. Az x ∈ X elem n-convex burka egy olyan y ∈ Cn elem, hogy x ⪯ y,
továbbá ha x ⪯ z ∈ Cn, akkor y ⪯ z. Az x elem konvex burkát convn(x)-szel
jelöljük
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Általában egy elem n-konvex burka nem feltétlenül létezik. Ha viszont létezik
az n-konvex burok, akkor az egyértelmű. A létezés biztosításához további feltéte-
lekre van szükségünk. Azt mondjuk, hogy a ∗ szorzás művelet egy (X,+, ∗,⪯)
teljes tölcséreben n-folytonos (a "⪯" rendezésre nézve), ha bármely nemüres alul-
ról korlátos H ⊆ X részhalmaz esetén fennáll, hogy

inf(n ∗H) = n ∗ inf(H).

1.4. Állítás. [27]. Legyen n ∈ N és (X,+, ∗,⪯) egy teljes tölcsér, amiben a ∗
szorzás n-folytonos. Ekkor (Cn,+, ∗,⪯) egy teljes résztölcsére az (X,+, ∗,⪯)
tölcsérnek. Továbbá bármely x ∈ X esetén egy x elemnek pontosan akkor létezik
az n-konvex burka, ha van n-konvex majoránsa.

Egy (X,+, ∗,⪯) tölcsérben jelölje Kn azon elemek halmazát, amelyeknek
létezik n-konvex burka és jelölje Mn azon elemek halmazát, amelyeknek létezik
n-konvex majoránsa. Ekkor világos, hogy Cn ⊆ Kn ⊆ Mn. Ezen jelölésekkel
az előző állítás azt mondja, hogy ha (X,+, ∗,⪯) egy teljes tölcsér, amiben a ∗
szorzás n-folytonos, akkor Kn = Mn.

A fenti fogalmak alkalmazhatóságának illusztrálására a következő három állí-
tásban alapvető példákat mutatunk tölcsérekre. Előtte bevezetjük az ék fogalmát
Abel-csoportokban.

1.5. Definíció. [27]. Legyen (G,+) egy Abel-félcsoport, S ⊆ G és n ∈ N.
Definiáljuk

n−1(S) := {x ∈ G | n · x ∈ S}.

Egy S részfélcsoportját (G,+)-nak n-oszthatónak nevezzük, ha bármely x ∈ S
esetén az n−1({x}) ∩ S nemüres. Ha ez a halmaz egyelemű, akkor S-t egyértel-
műen n-oszthatónak nevezzük és ezt az egyértelmű elemet x/n-nel jelöljük. Egy
G egységelemes Abel-félcsoportban egy W ⊆ G részhalmazt éknek hívjuk, ha az
alábbi tulajdonságok teljesülnek:

(i) W egy egységelemes részfélcsoportja G-nek.
(ii) Ha u, v ∈ W olyan, hogy u+ v = 0, akkor u = v = 0.

(iii) Bármely n ∈ N esetén, az n−1(W ) ősképet tartalmazza W .
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Egy W ⊆ G ék esetén definiálhatunk egy részbenrendezést, ⪯W -t, az alábbi mó-
don: Az x, y ∈ G elemek esetén azt mondjuk, hogy x ⪯W y, ha y ∈ x + W .
Azonnal látható, hogy ⪯W egy reflexív és tranzitív reláció G-n. Ha még G ráadá-
sul kancellatív is (ami mindig teljesül, ha G csoport), akkor ⪯W antiszimmetrikus
is, tehát részbenrendezés G-n.

1.6. Állítás. [27]. Legyen (G,+) egy Abel-csoport és W ⊆ G egy ék. Ekkor G
egy S részfélcsoportja esetén, amely tartalmazza W -t, az (S,+, ·,⪯W ) négyes
tölcsér, amelyben minden elem n-konvex bármely n ∈ N esetén. Speciálisan az
W := {0} választással (G,+, ·,=) tölcsér.

1.7. Állítás. [27]. Legyen (G,+) egy Abel-félcsoport, W egy ék és legyen S
részfélcsoportja G-nek. Jelölje PW (S) az S halmaz összes W -invariáns A rész-
halmazát, azaz az olyan halmazokat, amelyekre A+W ⊆ A fennáll. Definiáljuk
a + és ∗ műveleteket az alábbi módon:

A+B := {a+ b | a ∈ A, b ∈ B} (A,B ∈ PW (S)),

n ∗A := {n · a+ w | a ∈ A, w ∈ W} (A ∈ PW (S), n ∈ N).
(1)

Ekkor (PW (S),+, ∗,⊆) egy teljes tölcsér, amelynek egységeleme W . Továbbá az

φ(x) := x+W (x ∈ S)

leképezés egy injektív rendezésváltó homomorf leképezése (S,+, ·,⪯W )-nek a
(PW (S),+, ∗,⊆) tölcsérbe. Ha még ráadásul W n-osztható, ha n ∈ N, akkor
A ∈ PW (S) pontosan akkor n-konvex, ha bármely x1, . . . , xn ∈ A esetén

n−1({x1 + · · ·+ xn}) ∩A ̸= ∅.

1.8. Állítás. [27]. Legyen (G,+) egy Abel-csoport, W egy ék és S egy egyértel-
műen osztható részfélcsoportja G-nek, amely tartalmazza W -t. Legyen, p ∈ ]0, 1]
esetén,

F p
W (S) := {f : S → [0, 1] | sup f ≥ p és f W -nemcsökkenő} (2)

és definiáljuk az összeadást és a számmal való szorzást F p
W (S)-ben a következő-
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képp:

(f ⊕ g)(x) := sup
u,v∈S
u+v=x

min
(
f(u), g(v)

)
,

(n⊙ f)(x) := f
(x
n

)
(f, g ∈ F p

W (S), x ∈ S, n ∈ N).
(3)

Végül jelölje ≤ a pontonkénti rendezést F p
W (S)-ben. Ekkor az (F p

W (S),⊕,⊙,≤)
négyes egy teljes tölcsér, aminek az egységeleme a W ék karakterisztikus függvé-
nye. Továbbá a

Φ(A) := χA (A ∈ PW (S))

leképezés egy injektív tölcsértartó leképezése a (PW (S),+, ∗,⊆) négyesnek az
(F 1

W (S),⊕,⊙,≤) négyesbe. Ráadásul az f ∈ F p
W (S) függvény pontosan akkor

n-konvex, ha n-kvázikonkáv, azaz bármely x1, . . . , xn ∈ S esetén

min(f(x1), . . . , f(xn)) ≤ f
(x1 + · · ·+ xn

n

)
.

1.3. Topologikus fogalmak és korlátosság tölcsérekben. A nemnegatív és Ar-
chimedesi elemek természetes módon vezethetők be tölcsérekben a következő de-
finícióval.

1.9. Definíció. [27]. Legyen (X,+, ∗,⪯) egy tölcsér. Azt mondjuk, hogy az
x ∈ X elem nemnegatív, ha 0 ⪯ x fennáll. Az x elemet Archimedesinek mondjuk
és 0 ≺ x-szel jelöljük, ha bármely u ∈ X esetén van olyan n0 ∈ N, hogy ha
n0 ≤ n, akkor 0 ⪯ u+ n ∗ x teljesül. Az X halmaz nemnegatív és Archimedesi
elemeinek halmazát rendre X⪯ és X≺-szel jelöljük.

A következő állítás a nemnegatív és Archimedesi elemek tulajdonságait mu-
tatja meg.

1.10. Állítás. [27]. Legyen (X,+, ∗,⪯) egy tölcsér. Ekkor X⪯ tartalmazza
X≺-et és

X≺ +X⪯ ⊆ X≺.

Ráadásul X≺ és X⪯ résztölcsérei (X,+, ∗,⪯)-nek.
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A következőkben bevezetjük az összeadás folytonosságának fogalmát, vala-
mint Archimedesi elemeket tartalmazó részfélcsoport korlátosságát és zártságát.
Összehasonlításul először idézzük fel a klasszikus topologikus fogalmakat Abel-
csoportokra.

1.11. Definíció. [27]. Ha (G,+) egy Abel-csoport és T Hausdorff-topológia G-n,
akkor azt mondjuk, hogy (G,T,+) egy topologikus csoport, ha (x, y) 7→ x − y
egy folytonos leképezése G × G-nek G-be. Egy U ⊆ G halmazt konvexnek
nevezünk, ha bármely n ∈ N esetén

{u1 + · · ·+ un | u1, . . . , un ∈ U} = {n · u | u ∈ U}.

Azt mondjuk, hogy G lokálisan konvex, ha a 0 bármely környezete tartalmaz
konvex környezetét 0-nak. A H ⊆ G részhalmazt topologikusan korlátosnak
nevezzük, ha 0 bármely U környezete esetén van olyan n ∈ N, hogy H ⊆
{u1 + · · ·+ un | u1, . . . , un ∈ U}.

1.12. Definíció. [27]. Legyen (X,+, ∗,⪯) egy tölcsér és A részfélcsoportja X≺-
nek. Azt mondjuk, hogy az összeadás A-folytonos, ha bármely a ∈ A esetén van
olyan b ∈ A, hogy b+ b ⪯ a. Az x ∈ X elemet A-zártnak nevezzük, ha bármely
a ∈ A esetén van olyan n0 ∈ N, hogy ha n ≥ n0, akkor x ⪯ n ∗ a fennáll.

1.13. Állítás. [27]. Legyen (X,+, ∗,⪯) egy tölcsér és legyen A olyan részfél-
csoportja X≺-nek, hogy az összeadás A-folytonos. Ekkor az A-korlátos elemek
résztölcsért alkotnak (X,+, ∗,⪯)-ben.

1.14. Definíció. [27]. Legyen (X,+, ∗,⪯) egy tölcsér és A egy részfélcsoportja
X≺-nek. Adott x ∈ X esetén azt mondjuk, hogy y ∈ X az x elem A-lezártja, ha
y ⪯ x + a teljesül minden a ∈ A esetén, és y a legnagyobb ilyen tulajdonságú
elem X-ben, azaz ha z ⪯ x + a bármely a ∈ A esetén, akkor z ⪯ y. Világos,
hogy ha egy elemnek létezik az A-lezártja, akkor az egyértelmű. Ezt az elemet
clA(x)-val jelöljük. Egy x elemet A-zártnak nevezünk, ha x = clA(x). Az összes
A-lezárható elemek halmazát ClA-val jelöljük.

A soron következő állításokban megvizsgáljuk az 1.6, 1.7 és 1.8 Állításokban
bemutatott tölcséreket és megkeressük az összes korlátos, zárt és Archimedesi
elemeket ezekben a struktúrákban.
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1.15. Állítás. [27]. Legyen (G,+) egy olyan topologikus Abel-csoport, amelynek
nincs valódi nyílt részcsoportja. Legyen W ⊆ G egy ék, amelyre W ◦ ̸= ∅ és
legyen S egy W -t tartalmazó részfélcsoportja G-nek. Ekkor az alábbiak teljesül-
nek:

(i) Az (S,+, ·,⪯W ) tölcsére nemnegatív elemeinek halmaza W .
(ii) Az W ◦ halmaz részfélcsoportja az Archimedesi elemek halmazának.

(iii) S minden eleme W ◦-korlátos.
(iv) Ha még ráadásul G lokálisan konvex, W topologikusan zárt és W ◦ = W ◦+

W ◦, akkor S minden eleme egyidejűleg W ◦-zárt.

1.16. Állítás. [27]. Legyen (G,+) egy olyan topologikus Abel-csoport, amelynek
nincs valódi nyílt részcsoportja. Legyen W egy ék és S egy W -t tartalmazó rész-
félcsoportja G-nek. Jelölje PW (S) az S halmaz W -invariáns részhalmazait és
defináljuk a + és ∗ műveleteket (1) szerint. Ekkor az alábbi állítások teljesülnek.

(i) A (PW (S),+, ∗,⊆) tölcsér nemnegatív elemei S azon W -invariáns részhal-
mazaiból áll, amelyek tartalmazzák a 0 elemet (ami G neutrális eleme).

(ii) Azon W -invariáns részhalmazok A családja, amelyek tartalmaznak nyílt
konvex környezetét 0-nak, részfélcsoportját alkotják az Archimedesi elemek-
nek.

(iii) A PW (S) halmaz egy eleme pontosan akkor A-korlátos, ha előáll S és W
topologikusan korlátos részhalmazai összegeként.

(iv) Ha még ráadásul G lokálisan konvex, akkor PW (S) bármely topologikusan
zárt eleme A-zárt is, és az összeadás A-folytonos.

1.17. Állítás. [27]. Legyen (G,+) egy olyan topologikus Abel-csoport, amelynek
nincs valódi nyílt részcsoportja. Legyen W egy ék és S egy W -t tartalmazó egyér-
telműen osztható részfélcsoportja G-nek. Definiáljuk p ∈ ]0, 1] esetén az F p

W (S)
halmazt (2) alapján, a műveleteket pedig (3) szerint. Ekkor teljesülnek az alábbi
állítások.

(i) Az (F p
W (S),⊕,⊙,≤) tölcsér nemnegatív elemei azok a W -invariáns f függ-

vények, amelyekre f(0) = 1 (ahol 0 jelöli G neutrális elemét).
(ii) Az (F p

W (S),⊕,⊙,≤) tölcsérnek nincs Archimedesi eleme p ∈ ]0, 1[ esetén.
Másrészt az olyan a ∈ F 1

W (S) elemek A halmaza, amelyekhez létezik a 0-
nak, C-vel jelölt, nyílt konvex környezete, hogy a|C = 1, részfélcsoportját
alkotja az (F 1

W (S),⊕,⊙,≤) tölcsér Archimedesi elemeinek.
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(iii) Minden f ∈ F 1
W (S) elem A-zárt, ha supp(f) := {u ∈ S | f(u) > 0}

lefedhető S és W topologikusan zárt részhalmazának összegével.
(iv) Ha még ráadásul G lokálisan konvex, akkor bármely felülről félig folytonos

eleme F 1
W (S)-nek A-zárt is, az ⊕ összeadás művelet pedig A-folytonos.

1.4. Fő eredmények Ebben a részben kimondjuk a Rådström-féle Egyszerűsí-
tési Szabály általánosítását.

1.18. Tétel. [27]. Legyen (X,+, ∗,⪯) egy tölcsér és A olyan részfélcsoportja
X≺-nek, hogy benne az összeadás A-folytonos. Legyenek továbbá x, y, z ∈ X
olyanok, hogy z A-korlátos, y A-zárt és m-konvex, valamely m ≥ 2-re. Ekkor, ha

x+ z ⪯ y + z

teljesül, akkor x ⪯ y.

1.19. Következmény. [27]. Legyen (G,+) egy olyan lokálisan konvex Abel-
csoport, amelynek nincs valódi nyílt részcsoportja. Legyen W egy ék és S egy
W -t tartalmazó részfélcsoportja G-nek. Jelölje PW (S) az S halmaz W -invariáns
részhalmazait és defináljuk a + és ∗ műveleteket (1) szerint. Legyen A,B,C ∈
PW (S) olyan, hogy B lefedhető S és W topologikusan korlátos részhalmazainak
összegével, C pedig topologikusan zárt m-konvex részhalmaza S-nek, valamely
m ≥ 2 esetén. Ekkor, ha

A+B ⊆ C +B

teljesül, akkor A ⊆ C.

1.20. Következmény. [27]. Legyen (G,+) egy olyan topologikus Abel-csoport,
amelynek nincs valódi nyílt részcsoportja. Legyen W egy ék és S egy W -t tar-
talmazó egyértelműen osztható részfélcsoportja G-nek. Definiáljuk p ∈ ]0, 1] ese-
tén az F 1

W (S) halmazt (2) alapján, a műveleteket pedig (3) szerint. Legyenek
f, g, h ∈ F 1

W (S) olyanok, hogy supp(h) lefedhető S és W topologikusan kor-
látos részhalmazainak összegével, valamint g pedig felülről félig folytonos és m-
kvázikonkáv valamely m ≥ 2 esetén. Ekkor, ha

f ⊕ h ≤ g ⊕ h

teljesül, akkor f ≤ g.
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2. Fejezet
Konvex és konkáv sorozatokról és alkalmazásaikról

2.1. Bevezetés. A konvexitás elméletében a konvex függvények alapvető sze-
repet játszanak. A téma további tanulmányozásához az alábbi monográfokat ja-
vasoljuk: Hardy–Littlewood–Pólya [1], Kuczma [3], Mitrinović [4], Mitrinović–
Pečarić–Fink [5, 6], Niculescu–Persson [8], Popoviciu [12] és Roberts–Varberg
[13]. A konvex sorozatok vizsgálata valószínűleg Mitrinović [4]. könyvével
kezdődött. A matematika ezen ága még most is nagyon aktív. Néhány friss
eredmény található a következőkben: Krasniqi [2], Niezgoda [9–11], Sofonoea–
Ţincu–Acu [14], Tabor–Tabor–Żoldak [15], Wu–Debnath [16], Yıldız [17]. Eb-
ben a fejezetben bevezetjük a q-konvex, q-affin és q-konkáv konkáv sorozatok fo-
galmát és néhány alapvető eredményt mutatunk be róluk. Továbbá megmutatjuk a
meglepő kapcsolatukat az első- és másodfajú Csebisev-polinomokkal. Végül egy
alkalmazást mutatunk a fixponttételek elméletében.

Legyenek n,m ∈ Z olyanok, hogy 2 ≤ m − n és jelölje S(n|m) az n-edik
indextől az m-edik indexig tartó valós sorozatok lineáris terét, azaz az összes
p : {n, . . . ,m} → R függvényt. A konkávítás, konvexitás és affinitás fogalmak
természetes módon definiálhatók az S(n|m) halmazon. Azt mondjuk, hogy egy
p = (pn, . . . , pm) ∈ S(n|m) konvex, ha bármely i ∈ {n+ 1, . . . ,m− 1} esetén

2pi ≤ pi−1 + pi+1. (1)

Ha minden i ∈ {n+1, . . . ,m−1} esetén a fordított irányú egyenlőtlenség teljesül
(1)-ben, akkor a sorozatot konkávnak mondjuk. Végül, ha egy sorozat egyidejűleg
konvex és konkáv, akkor affinnak nevezzük. Ha az (1) egyenlőtlenség szigorú,
akkor rendre szigorúan konvex és szigorúan konkáv sorozatról beszélünk.

Ebben a részben egy p = (pn, . . . , pm) ∈ S(n|m) sorozatra a q-konvex elne-
vezést fogjuk használni, ha minden i ∈ {n+ 1, . . . ,m− 1} esetén

2qpi ≤ pi−1 + pi+1. (2)

Ha bármely i ∈ {n+1, . . . ,m−1} esetén (2)-ben fordított irányú egyenlőtlenség
teljesül, akkor azt mondjuk, hogy a sorozat q-konkáv. Ha egy sorozat egyidejűleg
q-konvex and q-konkáv, akkor a sorozatot q-affinnak nevezzük.

Könnyen belátható, hogy egy pozitív (vagy negatív) tagú sorozat szigorú kon-
vexitásából következik a q-konvexitása, valamilyen q-ra. Hasonlóan, ha p ∈
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S(n|m) egy negatív tagú, szigorúan konvex sorozat, akkor p q-konvex valamely
0 < q < 1 esetén.

A q-konvex és q-konkáv sorozatok halmazát S(n|m)-ben rendre C∪
q (n|m) és

C∩
q (n|m) jelöli. Végül a q-affin sorozatok halmazát Aq(n|m)-mel jelöljük, azaz

Aq(n|m) := C∪
q (n|m) ∩ C∩

q (n|m).

Könnyen látható, hogy Aq(n|m) lineáris altere S(n|m)-nek, továbbá C∪
q (n|m) és

C∩
q (n|m) konvex kúpok S(n|m)-ben, azaz zártak a lineáris kombináció képzésre

nemnegatív együtthatókkal.

2.2. Segéderedemények Csebisev polinomokról. Jelölje k ∈ Z esetén Tk : R →
R az elsőfajú-, Uk : R → R pedig a másodfajú k-adrendű Csebisev polinomok
halmazát, amelyek rendre a következő egyenletrendszerekkel definiálhatók:

T0(x) := 1, T1(x) := x, Tk−1(x) + Tk+1(x) = 2xTk(x),

U0(x) := 1, U1(x) := 2x, Uk−1(x) + Uk+1(x) = 2xUk(x).
(3)

Az utolsó egyenlőségeket (3)-ban átírva, felhasználhatók Tk és Uk (k ≥ 2) kiszá-
mítására:

Tk+1(x) = 2xTk(x)− Tk−1(x), Uk+1(x) = 2xUk(x)− Uk−1(x).

Átírva a fenti egyenleteket

Tk−1(x) = 2xTk(x)− Tk+1(x), Uk−1(x) = 2xUk(x)− Uk+1(x),

alakba Tk és Uk kiszámítható k ≤ −1 esetén. Könnyen igazolható, hogy ha
k ∈ Z, akkor

T−k = Tk és U−k = −Uk−2.

Speciálisan U−1 = 0. Világos, hogy ha k ≥ 0, akkor Tk és Uk is k-adfokú. Jól
ismert, hogy ezek a polinomok eleget tesznek bármely u ∈ R és k ∈ Z esetén az
alábbi egyenleteknek:

Tk(cos(u)) = cos(ku), Tk(cosh(u)) = cosh(ku)
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és

Uk(cos(u)) =
sin((k + 1)u)

sin(u)
, Uk(cosh(u)) =

sinh((k + 1)u)

sinh(u)
.

Ezekből az alakokból jól látható, hogy Tk (ha k ̸= 0) és Uk−1 (ha k ̸∈ {−1, 0, 1})
gyökei rendre megadhatók az alábbiak szerint:

{
cos

(
2i− 1

2k
π

)
| i ∈ {1, . . . , |k|}

}
és

{
cos

(
i

k
π

)
| i ∈ {1, . . . , |k| − 1}

}
.

Tehát Tk (ha k ̸= 0) és Uk−1 (ha k ̸∈ {−1, 0, 1}) legnagyobb gyöke rendre
cos

(
π
2k

)
és cos

(
π
k

)
alakban adható meg.

2.3. q-konkáv, konvex és affin sorozatok. A következő állítás szerint az affin
sorozatok Aq(n|m) halmaza kétdimenziós alterét alkotja S(n|m)-nek.

2.1. Állítás. [7]. Egy p ∈ S(n|m) sorozat pontosan akkor q-affin, ha léteznek
olyan a, b ∈ R valós számok, hogy

pi := aUi−n(q) + bTi−n(q) (i ∈ {n, . . . ,m}).

Továbbá, ha p ∈ Aq(n|m), akkor bármely i, j, k ∈ {n, . . . ,m} esetén

Uk−j−1(q)pi + Uj−i−1(q)pk = Uk−i−1(q)pj .

Speciálisan, ha i ∈ {n, . . . ,m} és j ∈ {1, . . . ,min(i− n,m− i)}, akkor

pi−j + pi+j = 2Tj(q)pi.

A következő állításban meghatározzuk a q-konkáv (és ezzel együtt a q-konvex)
sorozatok néhány tulajdonságát.

2.2. Állítás. [7]. A C∩
q (n|m) kúp zárt a pontonkénti minimumképzésre, a C∪

q (n|m)
kúp pedig zárt a pontonkénti maximumképzésre.
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Mivel a q-affin sorozatok egyidejűleg q-konkávak és q-konvexek, ezért azt
is kapjuk, hogy q-affin sorozatok véges családjának pontonkénti minimuma q-
konkáv, a pontonkénti maximuma pedig q-konvex.

2.3. Állítás. [7]. Legyenek i, j, k ∈ {n, . . . ,m} olyanok, hogy i < j < k és
tegyük fel, hogy

q ≥ cos

(
π

max(j − i, k − j)

)
.

Ekkor bármely p ∈ C∩
q (n|m) esetén

Uk−j−1(q)pi + Uj−i−1(q)pk ≤ Uk−i−1(q)pj .

Speciálisan, ha i ∈ {n + 1, . . . ,m − 1} és j ∈ {1, . . . ,min(i − n,m − i)},
valamint

q > cos

(
π

j

)
,

akkor
pi−j + pi+j ≤ 2Tj(q)pi.

2.4. Állítás. [7]. Legyenek j, k ∈ {n, . . . ,m} olyanok, hogy j < k. Továbbá
tegyük fel, hogy

q > cos
( π

k − j

)
.

Legyen p ∈ C∩(n|m) és tekintsük a következő kifejezést

ri := pk
Ui−j−1(q)

Uk−j−1(q)
+ pj

Uk−i−1(q)

Uk−j−1(q)
(i ∈ {n, . . . ,m}).

Ekkor r = (rn, . . . , rm) egy q-affin sorozat és i ∈ {n, . . . ,m} esetén

ri





≥ pi ha i < j vagy k < i.

= pi ha i ∈ {j, k}.
≤ pi ha j < i < k.

A következő állításban megfogalmazzuk a q-konkáv sorozatok egy karakteri-
zációját.
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2.5. Állítás. [7]. A p ∈ S(n|m) sorozat pontosan akkor q-konkáv, ha bármely
j ∈ {n, . . . ,m− 1} esetén van olyan r ∈ Aq(n|m), hogy

pj = rj , pj+1 = rj+1, és pi ≤ ri (i ∈ {n, . . . ,m}).

2.4. A q-konkáv sorozatok egy alkalmazása A következőkben egy tetszőleges
a ∈ S(1|n) sorozatot kiterjeszthetünk úgy, hogy S(0|n+1)-beli legyen, ha a0 :=

0 és an+1 := 0. Tetszőleges n ∈ N és γ =
(
γ1, . . . , γ⌊n+1

2 ⌋
)
∈ R⌊n+1

2 ⌋ vektor
esetén definiáljuk a Tγ : Rn → Rn leképezést az alábbi módon

(
Tγ(a)

)
i
:= min

1≤j≤min(i,n+1−i)

(ai−j + ai+j

2
+ γj

)
,

ahol a ∈ Rn és i ∈ {1, . . . , n}).
Azt szeretnénk megmutatni, hogy fenti Tγ leképezés kontrakció egy meg-

felelő Rn-beli normában. Ehhez jelölje | · |∞ a maximumnormát Rn-ben. Ha
p ∈ S(1|n) egy pozitív tagú sorozat, akkor definiáljuk ∥ · ∥p : Rn → R a követke-
zőképpen

∥a∥p := max
1≤i≤n

p−1
i |ai| = |p−1a|∞ (a ∈ Rn).

Ekkor ∥ · ∥p norma Rn-ben, sőt ezzel a normával Rn Banach-tér.

2.6. Tétel. [7]. Legyen p ∈ S(1|n) egy pozitív tagú sorozat, valamint

q := max
1≤i≤n

pi−1 + pi+1

2pi
és q∗ :=

{
q ha q ≤ 1,

T⌊n+1
2 ⌋(q) ha q > 1.

Ekkor a Tγ leképezés q∗-Lipschitz az (Rn, ∥ · ∥p) normált téren (γ ∈ R⌊n+1
2 ⌋).

Speciálisan, ha p szigorúan konkáv, akkor Tγ kontrakció.

2.7. Következmény. [7]. Bármely γ ∈ R⌊n+1
2 ⌋ esetén a Tγ : Rn → Rn leképe-

zésnek egyértelműen létezik fixpontja Rn-ben.
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Chapter I
An extension of the Rådström cancellation theorem to cornets

1.1. Introduction. In the theory of convex sets, a basic Cancellation Principle
was discovered by Rådström [32] in 1952. The Lemma 2 of his paper states that
the inclusion

A+B ⊆ C +B

implies A ⊆ C provided that A,B,C are nonempty subsets of a normed space
X , C is closed and convex and B is bounded.

This lemma turned out to be a basic tool in various fields and hundreds of
papers have used it by now. For instance, in nonsmooth analysis [8, 11–13, 20],
optimization theory [9], theory of convex sets and functions [10,15–19,23,36,37],
set-valued analysis [7, 21, 22, 24, 28–30], set-valued differential equations [6, 26,
31], set-valued functional equations [4,25,33,35], iteration theory [1,3,14,34,38],
etc.

1.2. Cornets and convexity properties in cornets

Definition 1.1. [27]. An ordered triplet (X,+,⪯) is called an ordered commu-
tative semigroup if

(i) (X,+) is a commutative unital semigroup with a unit element 0;
(ii) (X,⪯) is a partially ordered set, that is, ⪯ is a reflexive, antisymmetric and

transitive binary relation on X;
(iii) For all x, y, z ∈ X with x ⪯ y, the inequality x+ z ⪯ y + z holds.

If the partially ordered set (X,⪯) is complete, i.e., every nonempty lower bounded
subset of X has a greatest lower bound, then (X,+,⪯) is called a complete or-
dered commutative semigroup.

In a semigroup (X,+), we naturally have the multiplication by natural num-
bers which is defined recursively by

1 · x := x, (n+ 1) · x := n · x+ x (n ∈ N).

If the semigroup is unital, then we also define 0 · x := 0.
In the next definition we present the central concept of our paper.
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Definition 1.2. [27]. An ordered quadruple (X,+, ∗,⪯) is called a cornet if
(X,+,⪯) is an ordered commutative semigroup and “ ∗ ” is a multiplication of
the elements of X by positive integers such that the following conditions hold:

(i) For all n,m ∈ N and x ∈ X , (nm) ∗ x = n ∗ (m ∗ x);
(ii) For all n ∈ N and x, y ∈ X , n ∗ (x+ y) = n ∗ x+ n ∗ y;

(iii) For all n,m ∈ N and x ∈ X , (n+m) ∗ x ⪯ n ∗ x+m ∗ x;
(iv) For all n ∈ N and x, y ∈ X , the inequality x ⪯ y holds if and only if

n ∗ x ⪯ n ∗ y;
(v) 1 ∗ x = x;

(vi) n ∗ 0 = 0.

If the partially ordered set (X,⪯) is complete, then (X,+, ∗,⪯) is called a com-
plete cornet. A unital subsemigroup (S,+) of a cornet (X,+, ∗,⪯) which is also
closed with respect to the multiplication ∗ is called a subcornet of (X,+, ∗,⪯)
with the ordering restricted to S.

It is obvious that if (X,+) is a commutative unital semigroup such that, for
all n ∈ N, the mapping n 7→ n · x is injective, then (X,+, ·,=) is a cornet.

Definition 1.3. [27]. Let (X,+, ∗,⪯) be a cornet and n ∈ N. An element x ∈ X
will be called n-convex if it fulfills the equality n ∗ x = n · x. For fixed elements
x ∈ X and n ∈ N, we introduce the notations

Cx := {n ∈ N | x is n-convex} and Cn := {x ∈ X | x is n-convex},

respectively. If Cx = N, i.e., if x is n-convex for all n ∈ N, then we say that x
is convex. The n-convex hull of an element x ∈ X , denoted as convn(x), is an
element y ∈ Cn such that x ⪯ y and, whenever x ⪯ z ∈ Cn, then y ⪯ z.

In general, the n-convex hull of an element may not exist, but if it exists,
then it is unique. In order to formulate conditions which are sufficient for the
existence, we say that the ∗-multiplication in a complete cornet (X,+, ∗,⪯) is n-
continuous (with respect to the ordering "⪯") if, for all nonempty lower bounded
subsets H ⊆ X , we have

inf(n ∗H) = n ∗ inf(H).
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Proposition 1.4. [27]. Let n ∈ N and let (X,+, ∗,⪯) be a complete cornet
in which the ∗-multiplication is n-continuous. Then (Cn,+, ∗,⪯) is a complete
subcornet of the cornet (X,+, ∗,⪯). Furthermore, for every element x ∈ X , x
admits an n-convex hull if and only if it has an n-convex majorant.

In a cornet (X,+, ∗,⪯), let Kn denote the collection of those elements which
have an n-convex hull and let Mn denote the set of those elements that have an n-
convex majorant. Obviously, we have Cn ⊆ Kn ⊆ Mn. Using this terminology,
the previous proposition asserts that if (X,+, ∗,⪯) is a complete cornet in which
the ∗-multiplication is n-continuous, then Kn = Mn.

To illustrate the rich applicability of the above concepts, we provide the most
basic examples for cornets in the subsequent three propositions. For these defini-
tions, we introduce the notion of wedge in abelian group setting.

Definition 1.5. [27]. If (G,+) is an abelian semigroup and n ∈ N, then for a
subset S ⊆ G, define

n−1(S) := {x ∈ G | n · x ∈ S}.
A subsemigroup S of the group (G,+) is said to be n-divisible if, for all x ∈ S,
the set n−1({x}) ∩ S is nonempty. If this set is a singleton, then S is called
uniquely n-divisible and its unique element will be denoted by x/n.

In a unital abelian semigroup G, a subset W ⊆ G is called a wedge if the
following properties are satisfied:

(i) W is a unital subsemigroup of G.
(ii) If u, v ∈ W such that u+ v = 0, then u = v = 0.

(iii) For all n ∈ N, the inverse image n−1(W ) is contained in W .

In terms of a wedge W ⊆ G, we can define a partial order ⪯W in the following
way: For x, y ∈ G, we say that x ⪯W y if y ∈ x+W . It immediately follows that
⪯W is a reflexive, and transitive relation on G. If, in addition, G is cancellative
(which is always the case if G is group), then ⪯W is antisymmetric and hence it
is a partial order on G.

Proposition 1.6. [27]. Let (G,+) be an abelian group and let W ⊆ G be a
wedge. Then, for a subsemigroup S of G containing W , the quadruple (S,+, ·,⪯W

) is a cornet in which every element is n-convex for all n ∈ N. In particular, by
taking W := {0}, it follows that (G,+, ·,=) is a cornet.
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Proposition 1.7. [27]. Let (G,+) be an abelian group, W be a wedge and let
S be a subsemigroup of G containing W . Let PW (S) denote the collection of
all nonempty W -invariant subsets A of S, which means that A +W ⊆ A holds.
Define the operations + and ∗ by:

A+B := {a+ b | a ∈ A, b ∈ B} (A,B ∈ PW (S)),

n ∗A := {n · a+ w | a ∈ A, w ∈ W} (A ∈ PW (S), n ∈ N).
(1)

Then (PW (S),+, ∗,⊆) is a complete cornet with the unit element W . Further-
more, the mapping

φ(x) := x+W (x ∈ S)

is an injective order reversing homomorphic mapping of (S,+, ·,⪯W ) into the
cornet (PW (S),+, ∗,⊆). In addition, if n ∈ N and W is n-divisible, then A ∈
PW (S) is n-convex if and only if, for all x1, . . . , xn ∈ A, we have

n−1({x1 + · · ·+ xn}) ∩A ̸= ∅.
Proposition 1.8. [27]. Let (G,+) be an abelian group, W be a wedge and let S
be a uniquely divisible subsemigroup of G which contains W . Let, for p ∈ ]0, 1],

F p
W (S) := {f : S → [0, 1] | sup f ≥ p and f is W -nondecreasing} (2)

and define the addition and the scalar multiplication in F p
W (S) by

(f ⊕ g)(x) := sup
u,v∈S
u+v=x

min
(
f(u), g(v)

)
,

(n⊙ f)(x) := f
(x
n

)
(f, g ∈ F p

W (S), x ∈ S, n ∈ N).
(3)

Finally, let ≤ denote the pointwise ordering in F p
W (S). Then the quadruple

(F p
W (S),⊕,⊙,≤) is a complete cornet whose unit element is the characteristic

function of the wedge W . Furthermore, the mapping

Φ(A) := χA (A ∈ PW (S))

is an injective cornet-preserving mapping of (PW (S),+, ∗,⊆) into the quadruple
(F 1

W (S),⊕,⊙,≤). In addition, a function f ∈ F p
W (S) is n-convex if and only if

it is n-quasiconcave, i.e., for all x1, . . . , xn ∈ S,

min(f(x1), . . . , f(xn)) ≤ f
(x1 + · · ·+ xn

n

)
.
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1.3. Topological notions and boundedness in cornets In a natural way, we can
introduce the notions of nonnegative and Archimedean elements in a cornet with
the following definition.

Definition 1.9. [27]. In a cornet (X,+, ∗,⪯) an element x ∈ X is said to be
nonnegative if 0 ⪯ x holds. The element x is called Archimedean, denoted by
0 ≺ x, if, for all u ∈ X , there exists n0 ∈ N such that 0 ⪯ u + n ∗ x for
all n0 ≤ n. The set of all nonnegative and Archimedean elements in X will be
denoted by X⪯ and X≺, respectively.

The properties of nonnegative and Archimedean elements are established in
the following assertion.

Proposition 1.10. [27]. Let (X,+, ∗,⪯) be a cornet. Then X≺ is contained in
X⪯ and

X≺ +X⪯ ⊆ X≺.

In addition, X≺ and X⪯ are subcornets of (X,+, ∗,⪯).

In what follows, we introduce the notions of continuity of the addition, bound-
edness and closedness with respect to a subsemigroup of Archimedean elements.
For comparison, we recall first the standard topological concepts for abelian groups.

Definition 1.11. [27]. If (G,+) is an abelian group and T is a Hausdorff topology
on G, then we say that (G,T,+) is a topological group if the (x, y) 7→ x− y is a
continuous map of G×G into G. A subset U ⊆ G is said to be convex if, for all
n ∈ N,

{u1 + · · ·+ un | u1, . . . , un ∈ U} = {n · u | u ∈ U}.
We say that G is locally convex if every neighborhood of 0 contains a convex
neighborhood of 0. A subset H ⊆ G is said to be topologically bounded if, for
all neighborhood U of 0, there exists n ∈ N such that H ⊆ {u1 + · · · + un |
u1, . . . , un ∈ U}.

Definition 1.12. [27]. Let (X,+, ∗,⪯) be a cornet and let A be a subsemigroup
of X≺. We say that the addition is A-continuous if, for all a ∈ A, there exists
b ∈ A such that b+ b ⪯ a holds. We say that an element x ∈ X is A-bounded if,
for all a ∈ A, there exists n0 ∈ N such that x ⪯ n ∗ a for all n ≥ n0.
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Proposition 1.13. [27]. Let (X,+, ∗,⪯) be a cornet and let A be a subsemigroup
of X≺ such that the addition is A-continuous. Then the A-bounded elements form
a subcornet of (X,+, ∗,⪯).

Definition 1.14. [27]. Let (X,+, ∗,⪯) be a cornet and let A be a subsemigroup
of X≺. Given an element x ∈ X , we say that y ∈ X is the A-closure of x if
y ⪯ x+ a holds for all a ∈ A and, y is the largest element of X with is property,
i.e., if z ⪯ x+ a holds for all a ∈ A, then z ⪯ y. It is clear that the A-closure of
an element, if exists, is unique and is denoted by clA(x). An element x is called
A-closed if x = clA(x). The set of all elements of X which has an A-closure
will be denoted by ClA.

In the subsequent propositions, we consider the cornets that were introduced
in Propositions 1.6, 1.7, 1.8 and we determine all bounded, closed and Archimedean
elements in these structures.

Proposition 1.15. [27]. Let (G,+) be a topological abelian group such that there
is no proper open subgroup of G. Let W ⊆ G be a wedge with W ◦ ̸= ∅ and let S
be a subsemigroup of G containing W . Then we have the following claims:

(i) In the cornet (S,+, ·,⪯W ) the set of nonnegative elements is W .
(ii) The set W ◦ is a subsemigroup of the Archimedean elements.

(iii) Every element of S is W ◦-bounded.
(iv) If, in addition, G is locally convex and W is topologically closed and W ◦ =

W ◦ +W ◦, then every element of S is also W ◦-closed.

Proposition 1.16. [27]. Let (G,+) be a topological abelian group such that there
is no proper open subgroup of G. Let W be a wedge and let S be a subsemigroup
of G containing W . Let PW (S) denote the collection of all nonempty W -invariant
subsets of S. Define the operations + and ∗ by (1). Then the following statements
hold:

(i) The set of nonnegative elements of the cornet (PW (S),+, ∗,⊆) consists of
those W -invariant subsets of S that contain 0 (which denotes the neutral
element of G).

(ii) The collection A of those W -invariant subsets which contain an open con-
vex neighborhood C ∈ PW (S) of 0 is a subsemigroup of the Archimedean
elements.
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(iii) An element of PW (S) is A-bounded if it is the sum of a topologically bounded
subset of S and W .

(iv) If, in addition, G is locally convex, then any topologically closed element of
PW (S) is also A-closed and the addition is A-continuous.

Proposition 1.17. [27]. Let (G,+) be a topological abelian group such that
there is no proper open subgroup of G. Let W be a wedge and let S be a uniquely
divisible subsemigroup of G containing W . Let, for p ∈ ]0, 1], the set F p

W (S)
be defined by (2) and define the operations ⊕ and ⊙ by (3). Then, the following
statements hold.

(i) The set of nonnegative elements of the cornets (F p
W (S),⊕,⊙,≤) consists

of those W -invariant functions f such that f(0) = 1 (here 0 denotes the
neutral element of G).

(ii) The cornet (F p
W (S),⊕,⊙,≤) has no Archimedean elements for p ∈ ]0, 1[ .

On the other hand, the set A of those a ∈ F 1
W (S) or which there exists an

open convex neighborhood C of 0 such that a|C = 1 is a subsemigroup of
the Archimedean elements of (F 1

W (S),⊕,⊙,≤).
(iii) Any f ∈ F 1

W (S) is A-bounded if supp(f) := {u ∈ S | f(u) > 0} is
covered by the sum of a topologically bounded subset of S and W .

(iv) If, in addition, G is locally convex, then any upper semicontinuous element
of F 1

W (S) is also A-closed and the addition ⊕ is A-continuous.

1.4. Main results We now present the extension of the Rådström Cancellation
Theorem.

Theorem 1.18. [27]. Let (X,+, ∗,⪯) be a cornet and let A be a subsemigroup
of X≺ such that the addition is A-continuous. Let x, y, z ∈ X such that z is
A-bounded and y is A-closed and m-convex for some m ≥ 2. If

x+ z ⪯ y + z

holds, then we have x ⪯ y.

Corollary 1.19. [27]. Let (G,+) be a locally convex topological abelian group
such that there is no proper open subgroup of G. Let W be a wedge and let S
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be a subsemigroup of G containing W . Let PW (S) denote the collection of W -
invariant subsets of S and define the operations + and ∗ by (1). Let A,B,C ∈
PW (S) such that B is covered by the sum of a topologically bounded subset of S
and W and C is a topologically closed m-convex subset of S for some m ≥ 2. If

A+B ⊆ C +B

holds, then A ⊆ C.

Corollary 1.20. [27]. Let (G,+) be a locally convex topological abelian group
such that there is no proper open subgroup of G. Let W be a wedge and let S
be a uniquely divisible subsemigroup of G containing W . Let the set F 1

W (S) be
defined by (2) and define the operations ⊕ and ⊙ by (3). Let f, g, h ∈ F 1

W (S)
such that supp(h) is covered by the sum of a topologically bounded subset of S
and W and g is upper semicontinuous and m-quasiconcave for some m ≥ 2. If

f ⊕ h ≤ g ⊕ h

holds, then f ≤ g.
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Chapter 2
On convex and concave sequences and their applications

2.1. Introduction. In the theory of convexity, the investigation of convex func-
tions play a fundamental role. We refer to the following monographs for the
details: Hardy–Littlewood–Pólya [1], Kuczma [3], Mitrinović [4], Mitrinović–
Pečarić–Fink [5,6], Niculescu–Persson [8], Popoviciu [12], and Roberts–Varberg
[13]. The investigation of convex sequences probably started in the book Mitri-
nović [4]. This subfield is still very active, some recent results and applications
have been obtained by Krasniqi [2], Niezgoda [9–11], Sofonoea–Ţincu–Acu [14],
Tabor–Tabor–Żoldak [15], Wu–Debnath [16], Yıldız [17]. In this chapter we in-
troduce the notions of q-convex, q-affine and q-concave sequences and some ba-
sic results on them are presented and we establish their surprising connection to
Chebyshev polynomials of the first and of the second kind. Finally, an application
of them to fixed point theory is presented.

Given n,m ∈ Z with 2 ≤ m−n, let S(n|m) denote the linear space R{n,...,m}

of all real sequences, i.e., the collection of all functions p : {n, . . . ,m} → R. It is
natural to define the notions of concavity, convexity and affinity for the elements
of S(n|m). A sequence p = (pn, . . . , pm) ∈ S(n|m) is called convex if, for all
i ∈ {n+ 1, . . . ,m− 1},

2pi ≤ pi−1 + pi+1. (1)

If, for all i ∈ {n + 1, . . . ,m − 1}, the reversed inequality holds in (1), then the
sequence is termed concave. Finally, if a sequence is simultaneously convex and
concave, then it is said to be affine. If the inequality (1) holds with strict inequality
sign, then we speak about strict convexity and concavity, respectively.

In what follows, a sequence p = (pn, . . . , pm) ∈ S(n|m) is called q-convex
if, for all i ∈ {n+ 1, . . . ,m− 1},

2qpi ≤ pi−1 + pi+1. (2)

If, for all i ∈ {n + 1, . . . ,m − 1}, the reversed inequality holds in (2), then
the sequence is termed q-concave. If a sequence is simultaneously q-convex and
q-concave, then it is said to be q-affine.

We can easily see that the strict convexity of a positive (or negative) sequence
implies its q-convexity for some q. Analogously, p ∈ S(n|m) is a negative strictly
convex sequence, then it is q-convex with 0 < q < 1.
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The subclasses of q-convex and q-concave sequences in S(n|m) will be de-
noted C∪

q (n|m) and C∩
q (n|m), respectively. Finally, Aq(n|m) will stand for the

subclass of q-affine sequences, that is,

Aq(n|m) := C∪
q (n|m) ∩ C∩

q (n|m).

It is easy to see that Aq(n|m) is a linear subspace of S(n|m) and C∪
q (n|m) and

C∩
q (n|m) are convex cones in S(n|m), i.e., they are closed with respect linear

combinations with nonnegative coefficients.

2.2. Auxiliary results for Chebyshev polynomials For k ∈ Z, let Tk : R → R
and Uk : R → R denote the Chebyshev polynomials of the first and of the second
kind of order k, which are defined by the system of equations for k ∈ Z

T0(x) := 1, T1(x) := x, Tk−1(x) + Tk+1(x) = 2xTk(x),

U0(x) := 1, U1(x) := 2x, Uk−1(x) + Uk+1(x) = 2xUk(x),
(3)

respectively. The last equalities in (3) rewritten as

Tk+1(x) = 2xTk(x)− Tk−1(x), Uk+1(x) = 2xUk(x)− Uk−1(x),

can be used to compute Tk and Uk for k ≥ 2 recursively. If we rewrite them as

Tk−1(x) = 2xTk(x)− Tk+1(x), Uk−1(x) = 2xUk(x)− Uk+1(x),

then Tk and Uk can be determined for k ≤ −1. One can easily prove that, for
k ∈ Z,

T−k = Tk and U−k = −Uk−2.

In particular, U−1 = 0. It is clear that, for k ≥ 0, the degree of Tk and Uk equals
k. It is well-known that these polynomials satisfy, for all u ∈ R and k ∈ Z, the
equalities

Tk(cos(u)) = cos(ku), Tk(cosh(u)) = cosh(ku)

and

Uk(cos(u)) =
sin((k + 1)u)

sin(u)
, Uk(cosh(u)) =

sinh((k + 1)u)

sinh(u)
.
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From these representations it easily follows that the roots of Tk (for k ̸= 0) and
Uk−1 (for k ̸∈ {−1, 0, 1}) are given by

{
cos

(
2i− 1

2k
π

)
| i ∈ {1, . . . , |k|}

}
and

{
cos

(
i

k
π

)
| i ∈ {1, . . . , |k| − 1}

}
,

respectively. Therefore, the largest root of Tk (for k ̸= 0) and Uk−1 (for k ̸∈
{−1, 0, 1}) are given by cos

(
π
2k

)
and cos

(
π
k

)
respectively.

2.3. q-concave, q-convex and q-affine sequences. The next proposition shows
that Aq(n|m) is a two dimensional subspace of S(n|m).

Proposition 2.1. [7]. A sequence p ∈ S(n|m) is q-affine if and only if there exist
a, b ∈ R such that

pi := aUi−n(q) + bTi−n(q) (i ∈ {n, . . . ,m}).

In addition, if p ∈ Aq(n|m), then, for all i, j, k ∈ {n, . . . ,m},

Uk−j−1(q)pi + Uj−i−1(q)pk = Uk−i−1(q)pj .

In particular, for i ∈ {n, . . . ,m} and j ∈ {1, . . . ,min(i− n,m− i)},

pi−j + pi+j = 2Tj(q)pi.

In the following statement, we establish some properties of the class of q-
concave (and hence of q-convex) sequences.

Proposition 2.2. [7]. The cone C∩
q (n|m) is closed with respect to the pointwise

minimum and the cone C∪
q (n|m) is closed with respect to the pointwise maximum.

As q-affine sequences are q-concave and also q-convex, we obtain that the
pointwise minimum and maximum of a finite family of q-affine sequences are
q-concave and also q-convex, respectively.
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Proposition 2.3. [7]. Let i, j, k ∈ {n, . . . ,m} with i < j < k. Assume that

q ≥ cos

(
π

max(j − i, k − j)

)
.

Then, for all p ∈ C∩
q (n|m),

Uk−j−1(q)pi + Uj−i−1(q)pk ≤ Uk−i−1(q)pj .

In particular, if i ∈ {n+ 1, . . . ,m− 1} and j ∈ {1, . . . ,min(i− n,m− i)} and

q > cos

(
π

j

)
,

then
pi−j + pi+j ≤ 2Tj(q)pi.

Proposition 2.4. [7]. Let j, k ∈ {n, . . . ,m} with j < k. In addition, assume that

q > cos
( π

k − j

)
.

Let p ∈ C∩(n|m) and define

ri := pk
Ui−j−1(q)

Uk−j−1(q)
+ pj

Uk−i−1(q)

Uk−j−1(q)
(i ∈ {n, . . . ,m}).

Then, r = (rn, . . . , rm) is a q-affine sequence and, for i ∈ {n, . . . ,m},

ri





≥ pi if i < j or k < i.

= pi if i ∈ {j, k}.
≤ pi if j < i < k.

In the following proposition, we establish a characterization of q-concave se-
quences.

Proposition 2.5. [7]. Let p ∈ S(n|m). Then p is q-concave if and only if, for all
j ∈ {n, . . . ,m− 1}, there exists r ∈ Aq(n|m) such that

pj = rj , pj+1 = rj+1, and pi ≤ ri for i ∈ {n, . . . ,m}.
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2.4. An application of q-concave sequences In what follows, we will adopt the
following convention: For an arbitrary sequence a ∈ S(1|n), let a be extended to
be in S(0|n + 1) by setting a0 := 0 and an+1 := 0. For n ∈ N and for a vector
γ =

(
γ1, . . . , γ⌊n+1

2 ⌋
)
∈ R⌊n+1

2 ⌋, we define the map Tγ : Rn → Rn by

(
Tγ(a)

)
i
:= min

1≤j≤min(i,n+1−i)

(ai−j + ai+j

2
+ γj

)
,

where a ∈ Rn and i ∈ {1, . . . , n}).
In order to make the map Tγ a contraction with respect to a suitable norm on

Rn, we construct new norms in terms of positive sequences. Let | · |∞ denote the
maximum norm on Rn. If p ∈ S(1|n) is a sequence with positive members, then
we define ∥ · ∥p : Rn → R by

∥a∥p := max
1≤i≤n

p−1
i |ai| = |p−1a|∞ (a ∈ Rn).

Then ∥ · ∥p is a norm and Rn is a Banach space with respect to ∥ · ∥p.

Theorem 2.6. [7]. Let p ∈ S(1|n) be a sequence with positive members and
define

q := max
1≤i≤n

pi−1 + pi+1

2pi
and q∗ :=

{
q if q ≤ 1,

T⌊n+1
2 ⌋(q) if q > 1.

Then, for all γ ∈ R⌊n+1
2 ⌋, the mapping Tγ is q∗-Lipschitzian on the normed space

(Rn, ∥ · ∥p). In particular, if p is strictly concave, then Tγ is a contraction on the
normed space (Rn, ∥ · ∥p).

Corollary 2.7. [7]. For all γ ∈ R⌊n+1
2 ⌋, the mapping Tγ : Rn → Rn has a unique

fixed point in Rn.
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