Doktori (PhD) értekezés tézisei

Generalizations and stability
of convexity

Molnar Gabor Marcell

Témavezet: Prof. Dr. Pales Zsolt

ML
NP
&

DEBRECENI EGYETEM

Matematika- és Szdmitastudomanyok Doktori Iskola

Debrecen, 2024.



2 1.1. Bevezetés.

1. Fejezet
A Radstrom-féle egyszeriisitési szabaly Kiterjesztése tolcsérekre

1.1. Bevezetés. A konvex halmazok elméletéhez tartozé Egyszer(sitési Szabalyt
Radstrom [32] fedezte fel 1952-ben. Az eredeti cikkében a masodik Lemma sze-

rint az
A+BCC+B

tartalmazasbol kovetkezik, hogy A C C, feltéve, hogy az A, B, C' nemiires hal-
mazok részhalmazai egy X normadlt térnek, C' zart, konvex és B pedig korlatos.

Késdbb ez a lemma alapvetd eszkoz lett a matematika kiilonféle teriiletein,
és mdra cikkek szdzai felhasznaltdk ezt az eredményt. Példdul nemsima ana-
lizis [8, 11-13, 20], optimalizalds [9], konvex halmazok és fliggvények elméle-
te [10,15-19,23,36,37], halmazértéki analizis [7,21,22,24,28-30], halmazértékd
differencidlegyenletek [6,26,31], halmazértéki fliggvényegyenletek [4,25,33,35],
iteracidelmélet [1, 3, 14,34, 38], stb.

1.2. Tolcsérek és konvexitasi tulajdonsagok tolcsérekben

1.1. Definicio. [27]. A (X, +, =) rendezett hdrmast rendezett kommutativ fél-
csoportmak nevezziik, ha

(i) (X,+) egy kommutativ egységelemes félcsoport, aminek az egységeleme a
0;
(il) (X, =) egy részbenrendezett halmaz, azaz < egy reflexiv, antiszimmetrikus
és tranzitiv relaciéo X-en;
(iii) Barmely z,y,2 € X ésx < yesetén az x + z =X y + z egyenlStlenség
fennall.

Ha az (X, <) részbenrendezett halmaz teljes, azaz X barmely nemiires alulrdl
korldtos részhalmazanak 1étezik pontos felsd korlétja, akkor az (X, +, <) hdrmast
teljes rendezett kommutativ félcsoportnak hivjuk.

Egy (X, +) félcsoportban természetes mddon definidlhat6 a természetes szd-
mokkal val6 szorzds az aldbbi rekurziv médon

1.-2:=uz, (n+1l)-z=n-z+z (n e N).
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Ha a félcsoport egységelemes, akkor definidljuk még az egységgel vald szorzast
is: 0-z:=0.
A kovetkezd definici6 ennek a fejezetnek a kdzponti fogalma.

1.2. Definicié. [27]. Egy rendezett (X, +, %, =) négyest télcsérnek neveziink, ha
(X, 4+, <) egy rendezett kommutativ félcsoport és ,,*” az X halmaz elemeinek
pozitiv egész szdmokkal vald szorzdsét jelenti az aldbbi feltételek szerint:

(i) Barmely n,m € Nés x € X esetén (nm) *x x = n x (m x x);
(ii) Barmelyn € Nész,y € X eseténn« (x +y) =n*xx +nxy;
(iii) Béarmely n,m € Nésxz € X esetén (n+m) * x < n*x +m * x;
(iv) Barmelyn € Nész,y € X esetén az x < y egyenldtlenség pontosan akkor
teljesiil, han x x < n *y;
W) 1xzx=ux;
(vi) nx0=0.

Ha az (X, <) részbenrendezett halmaz teljes, akkor az (X, +, x, <) négyest tel-
Jes tolesérnek nevezziikk. Az (X, 4+, *, <) tolcsérnek egy (5, +) egységelemes
részfélcsoportjdt, amely zdrt a ,, x ” miiveletre nézve az (X, +, , <) tolcsér rész-
tolcsériének hivjuk, ahol a rendezés alatt a rendezés S halmazra valé lesziikitését
értjiik.

Vildgos, hogy ha (X, +) egy olyan kommutativ egységelemes félcsoport, hogy
barmely n € N esetén az n — n - x leképezés injektiv, akkor az (X, +, -, =) né-
gyes tolcsér.

1.3. Definicio. [27]. Legyen (X, +, *, <) egy tolcsérésn € N. Azz € X elemet
n-konvexnek nevezziik, ha n x ¢ = n - z. Rogzitett z € X ésn € N esetén,
bevezetjiik az aldbbi jeloléseket:

Cy :={n € N|zn-konvex} és C":={zr € X |z n-konvex}.

Ha C; = N, azaz ha x n-konvex barmely n € N esetén, akkor azt mondjuk, hogy
x konvex. Az x € X elem n-convex burka egy olyan y € C" elem, hogy = =< v,
tovdbbd ha z < z € C™, akkor y < 2. Az x elem konvex burkét conv,, (x)-szel
jeloljik
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Altalaban egy elem n-konvex burka nem feltétleniil 1étezik. Ha viszont 1étezik
az n-konvex burok, akkor az egyértelmt. A 1étezés biztositasahoz tovabbi feltéte-
lekre van sziikségiink. Azt mondjuk, hogy a * szorzds miivelet egy (X, +, *, <)
teljes tolcséreben n-folytonos (a " <" rendezésre nézve), ha barmely nemiires alul-
r6l korldtos H C X részhalmaz esetén fenndll, hogy

inf(n+ H) = nxinf(H).

1.4. Allitas. [27). Legyen n € N és (X, +,*, =) egy teljes tolcsér, amiben a *
szorzds n-folytonos. Ekkor (C™,+,*, <) egy teljes résztilcsére az (X, +, *, <)
tolcsérnek. Tovdbbd bdarmely x € X esetén egy x elemnek pontosan akkor létezik
az n-konvex burka, ha van n-konvex majordnsa.

Egy (X, +, %, =) tolcsérben jelolje K™ azon elemek halmazdt, amelyeknek
1étezik n-konvex burka és jelolje M™ azon elemek halmazat, amelyeknek létezik
n-konvex majoransa. Ekkor vildgos, hogy C™ C K™ C M™. Ezen jelolésekkel
az el6z6 éllitas azt mondja, hogy ha (X, +, *, <) egy teljes tolcsér, amiben a
szorzds n-folytonos, akkor K™ = M™.

A fenti fogalmak alkalmazhatésaganak illusztralasara a kovetkez6 harom alli-
tasban alapvetd példakat mutatunk tolcsérekre. ElStte bevezetjiik az ék fogalmat

Abel-csoportokban.

1.5. Definicié. [27]. Legyen (G, +) egy Abel-félcsoport, S C G ésn € N.
Definidljuk
nHS):={re€G|n-zcS}

Egy S részfélcsoportjat (G, +)-nak n-oszthaténak nevezziik, ha barmely = € S
esetén az n~!({x}) N S nemiires. Ha ez a halmaz egyelem(, akkor S-t egyértel-
milien n-oszthatonak nevezziik és ezt az egyértelmi elemet x/n-nel jeloljiik. Egy
G egységelemes Abel-félcsoportban egy W C G részhalmazt éknek hivjuk, ha az
alabbi tulajdonsagok teljesiilnek:

(1) W egy egységelemes részfélcsoportja G-nek.
(i) Ha u,v € W olyan, hogy u 4+ v = 0, akkor u = v = 0.

(iii) Barmely n € N esetén, az n~1 (W) &sképet tartalmazza W.
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Egy W C G ék esetén definidlhatunk egy részbenrendezést, <y -t, az alabbi mo-
don: Az z,y € G elemek esetén azt mondjuk, hogy x <y y,hay € x + W.
Azonnal 14thatd, hogy <y egy reflexiv és tranzitiv reldcié G-n. Ha még G rdada-
sul kancellativ is (ami mindig teljesiil, ha G csoport), akkor <y antiszimmetrikus
is, tehat részbenrendezés G-n.

1.6. Allitas. [27]. Legyen (G, +) egy Abel-csoport és W C G egy ék. Ekkor G
egy S részfélcsoportja esetén, amely tartalmazza W-t, az (S, +, -, 2w ) négyes
tolcsér, amelyben minden elem n-konvex bdarmely n € N esetén. Specidlisan az
W .= {0} vdlasztdssal (G, +, -, =) tolcsér.

1.7. Allitas. [27]. Legyen (G,+) egy Abel-félcsoport, W egy ék és legyen S
részfélcsoportia G-nek. Jelilje Py (S) az S halmaz dsszes W-invaridns A rész-
halmazdt, azaz az olyan halmazokat, amelyekre A + W C A fenndll. Definidljuk
a + és x miiveleteket az alabbi modon:

A+B:={a+blac A be B} (A, B € Pw(9)), n
nxA={n-a+wlacd, weW} (AePy(S),neN).
Ekkor (Py (S), +, x, C) egy teljes tolcsér, amelynek egységeleme W. Tovdbbd az
o) =+ W (xed)

leképezés egy injektiv rendezésvdlté homomorf leképezése (S, +,-, <w )-nek a
(Pw (S),+,*, Q) tolesérbe. Ha még rdaddsul W n-oszthatd, ha n € N, akkor
A € Py (S) pontosan akkor n-konvex, ha barmely x4, . ..,x, € A esetén

nT{xr 4+ ) NA#ED.

1.8. Allitas. [27). Legyen (G, +) egy Abel-csoport, W egy ék és S egy egyértel-
milen oszthatd részfélcsoportia G-nek, amely tartalmazza W-t. Legyen, p €0, 1]
esetén,

FE(S):={f:S5—1[0,1] | sup f > p és f W-nemcsokkend} (2)

és definidljuk az dsszeaddst és a szammal vald szorzdst Flj, (S)-ben a kovetkezd-
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képp:
(fog)(z) = sup_min (f(u),g(v)),
u-i—'u:a; (3)
(no f)(x) ::f(%) (f.g € FP(S), z € S, n eN).

Végiil jelolje < a pontonkénti rendezést Flj,(S)-ben. Ekkor az (Fl,(S), ®,®, <)
négyes egy teljes tolcsér, aminek az egységeleme a W ék karakterisztikus fiiggvé-
nye. Tovdbbd a

®(4):=xa  (Ae Pw(5))

leképezés egy injektiv tolesértartd leképezése a (Pw (S), +, *, C) négyesnek az
(Fy(S),®,®, <) négyesbe. Raaddsul az f € F¥,(S) fiiggvény pontosan akkor
n-konvex, ha n-kvdzikonkdv, azaz barmely 1, ..., x, € S esetén

. T+ -+ Tp
min(f (@), ... flwn) < f(FE,
1.3. Topologikus fogalmak és korlatossag tolcsérekben. A nemnegativ és Ar-
chimedesi elemek természetes moédon vezethetdk be tolcsérekben a kovetkez de-
finiciéval.

1.9. Definicié. [27]. Legyen (X, +,x, X) egy tolcsér. Azt mondjuk, hogy az
z € X elem nemnegativ,ha 0 < z fenndll. Az x elemet Archimedesinek mondjuk
és 0 < z-szel jeloljiilk, ha barmely v € X esetén van olyan ny € N, hogy ha
ng < n, akkor 0 < u + n * x teljesiil. Az X halmaz nemnegativ és Archimedesi
elemeinek halmazat rendre X< és X -szel jeloljiik.

A kovetkez6 llitas a nemnegativ és Archimedesi elemek tulajdonsagait mu-
tatja meg.

1.10. Allitas. [27]. Legyen (X, +,%, =) egy télcsér. Ekkor X< tartalmazza
X -etés
X< + Xj g X<.

Rdaddsul X - és X< résztilesérei (X, +, *, X)-nek.
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A kovetkezSkben bevezetjitk az 6sszeadds folytonossidganak fogalmat, vala-
mint Archimedesi elemeket tartalmazé részfélcsoport korlatossagat és zartsagat.
Osszehasonlitdsul el6szor idézziik fel a klasszikus topologikus fogalmakat Abel-
csoportokra.

1.11. Definici6. [27]. Ha (G, +) egy Abel-csoport és T Hausdorff-topolégia G-n,
akkor azt mondjuk, hogy (G, T, +) egy topologikus csoport, ha (x,y) — x —y
egy folytonos leképezése G x G-nek G-be. Egy U C G halmazt konvexnek
neveziink, ha barmely n € N esetén

{11,1—|—-.-—|—u"|ul’,,,7un€U}:{n'U|ueU}-

Azt mondjuk, hogy G lokdlisan konvex, ha a 0 barmely kornyezete tartalmaz
konvex kornyezetét 0-nak. A H C G részhalmazt topologikusan korldtosnak
nevezziik, ha 0 barmely U kornyezete esetén van olyan n € N, hogy H C
{ur + - +up | ury...,up €U

1.12. Definicié. [27]. Legyen (X, +, *, <) egy tolcsér és A részfélcsoportja X -
nek. Azt mondjuk, hogy az osszeadds A-folytonos, ha barmely a € A esetén van
olyan b € A, hogy b+ b < a. Az x € X elemet A-zdrmak nevezziik, ha barmely
a € A esetén van olyan ng € N, hogy ha n > ng, akkor x < n * a fennall.

1.13. Allitas. [27]. Legyen (X, +,x, <) egy tolcsér és legyen A olyan részfél-
csoportja X <-nek, hogy az dsszeadds A-folytonos. Ekkor az A-korldtos elemek
résztolesért alkomak (X, +, , <)-ben.

1.14. Definicié. [27]. Legyen (X, +,*, <) egy tolcsér és A egy részfélcsoportja
X _-nek. Adott x € X esetén azt mondjuk, hogy y € X az x elem A-lezdrtja, ha
y = x + a teljesiil minden a € A esetén, és y a legnagyobb ilyen tulajdonsagi
elem X-ben, azaz ha z < x + a barmely a € A esetén, akkor z < y. Vildgos,
hogy ha egy elemnek létezik az A-lezartja, akkor az egyértelmii. Ezt az elemet
clg (x)-val jeloljiik. Egy « elemet A-zdrimak neveziink, ha x = clg (x). Az 6sszes
A-lezérhat6 elemek halmazat Cl 4-val jeloljiik.

7 2

A soron kdvetkez6 4llitdsokban megvizsgéljuk az 1.6, 1.7 és 1.8 Allitasokban
bemutatott tolcséreket és megkeressiik az 0sszes korldtos, zart és Archimedesi
elemeket ezekben a struktirakban.



8 1.3. Topologikus fogalmak és korlatossag tolcsérekben.

1.15. Allitas. [27]. Legyen (G, +) egy olyan topologikus Abel-csoport, amelynek
nincs valédi nyilt részcsoportjia. Legyen W C G egy ék, amelyre W° +# () és
legyen S egy W -t tartalmazé részfélcsoportia G-nek. Ekkor az aldbbiak teljesiil-
nek:

(i) Az (S, 4+, -, 3w ) t6lcsére nemnegativ elemeinek halmaza W.
(ii) Az W° halmaz részfélcsoportja az Archimedesi elemek halmazdnak.
(iii) S minden eleme W °-korldtos.
(iv) Ha még rdaddsul G lokdlisan konvex, W topologikusan zdrt és W° = W°+
We, akkor S minden eleme egyidejiileg W °-zdrt.

1.16. Allitas. [27]. Legyen (G, +) egy olyan topologikus Abel-csoport, amelynek
nincs valodi nyilt részcsoportja. Legyen W egy ék és S egy W -t tartalmazo rész-
félcsoportja G-nek. Jelolje Py (S) az S halmaz W -invaridns részhalmazait és
defindljuk a + és x miiveleteket (1) szerint. Ekkor az aldbbi dllitdsok teljesiilnek.

(i) A (Pw(S),+,*, Q) tolcsér nemnegativ elemei S azon W -invaridns részhal-
mazaibdl dll, amelyek tartalmazzdk a 0 elemet (ami G neutrdlis eleme).

(ii) Azon W-invaridns részhalmazok A csalddja, amelyek tartalmaznak nyilt
konvex kornyezetét 0-nak, részfélcsoportjdt alkotjdk az Archimedesi elemek-

nek.
(iii) A Py (S) halmaz egy eleme pontosan akkor A-korldtos, ha elédll S és W

topologikusan korldtos részhalmazai osszegeként.
(iv) Ha még rdaddsul G lokdlisan konvex, akkor Py (S) bdrmely topologikusan

zdrt eleme A-zdrt is, és az Osszeadds A-folytonos.

1.17. Allitas. [27). Legyen (G, +) egy olyan topologikus Abel-csoport, amelynek
nincs valodi nyilt részcsoportja. Legyen W egy ék és S egy W -t tartalmazo egyér-
telmiien oszthato részfélesoportia G-nek. Definidljuk p €10, 1] esetén az F{,(S)
halmazt (2) alapjdn, a miiveleteket pedig (3) szerint. Ekkor teljesiilnek az aldbbi
dllitasok.

(i) Az (EF,(S), ®, ®, <) tolcsér nemnegativ elemei azok a W -invaridns f fiigg-
vények, amelyekre f(0) = 1 (ahol 0 jeloli G neutrdlis elemér).

(ii) Az (F}i,(S),®, ®, <) télcsérnek nincs Archimedesi eleme p €10, 1] esetén.
Mdsrészt az olyan a € F}i,(S) elemek A halmaza, amelyekhez létezik a 0-
nak, C-vel jelolt, nyilt konvex kirnyezete, hogy a|c = 1, részfélcsoportjdt
alkotja az (F}i, (S), ®, ®, <) télcsér Archimedesi elemeinek.
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(iii) Minden f € F},(S) elem A-zdrt, ha supp(f) := {u € S | f(u) > 0}
lefedheté S és W topologikusan zdrt részhalmazdnak dsszegével.

(iv) Ha még rdaddsul G lokdlisan konvex, akkor bdarmely feliilrél félig folytonos
eleme Fi,(S)-nek A-zdrt is, az & dsszeadds miivelet pedig A-folytonos.

1.4. F6 eredmények Ebben a részben kimondjuk a Radstrom-féle Egyszertisi-
tési Szabdly altalanositasat.

1.18. Tétel. [27]. Legyen (X, +,x, =) egy tolcsér és A olyan részfélcsoportja
X _-nek, hogy benne az dsszeadds A-folytonos. Legyenek tovdbbd x,y,z € X
olyanok, hogy z A-korldtos, y A-zdrt és m-konvex, valamely m > 2-re. Ekkor, ha

r+z2z=y+=z
teljesiil, akkor x =< y.

1.19. Kovetkezmény. [27]. Legyen (G,+) egy olyan lokdlisan konvex Abel-
csoport, amelynek nincs valddi nyilt részcsoportjia. Legyen W egy ék és S egy
W -t tartalmazo részfélcsoportia G-nek. Jelélje Py (S) az S halmaz W -invaridns
részhalmazait és defindljuk a + és x miiveleteket (1) szerint. Legyen A, B,C €
Py (S) olyan, hogy B lefedhetd S és W topologikusan korldtos részhalmazainak
osszegével, C pedig topologikusan zdrt m-konvex részhalmaza S-nek, valamely
m > 2 esetén. Ekkor, ha
A+BCC+8B

teljesiil, akkor A C C.

1.20. Kovetkezmény. [27]. Legyen (G,+) egy olyan topologikus Abel-csoport,
amelynek nincs valodi nyilt részcsoportja. Legyen W egy ék és S egy W-t tar-
talmazé egyértelmiien oszthatd részfélcsoportia G-nek. Definidljuk p €10, 1] ese-
tén az i (S) halmazt (2) alapjdn, a miiveleteket pedig (3) szerint. Legyenek
f,9.h € FL.(S) olyanok, hogy supp(h) lefedheté S és W topologikusan kor-
ldtos részhalmazainak osszegével, valamint g pedig feliilrél félig folytonos és m-
kvdzikonkdv valamely m > 2 esetén. Ekkor, ha

feh<gah

teljesiil, akkor f < g.
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2. Fejezet
Konvex és konkav sorozatokrol és alkalmazasaikrol

2.1. Bevezetés. A konvexitds elméletében a konvex fiiggvények alapvetd sze-
repet jatszanak. A téma tovabbi tanulmanyozdsdhoz az alabbi monografokat ja-
vasoljuk: Hardy—Littlewood—Pdlya [1], Kuczma [3], Mitrinovi¢ [4], Mitrinovi¢—
Pecari¢-Fink [5, 6], Niculescu—Persson [8], Popoviciu [12] és Roberts—Varberg
[13]. A konvex sorozatok vizsgilata val6szinileg Mitrinovié [4]. konyvével
kezdédott. A matematika ezen 4ga még most is nagyon aktiv. Néhany friss
eredmény taldlhat6 a kovetkezokben: Krasniqi [2], Niezgoda [9-11], Sofonoea—
Tincu—Acu [14], Tabor—Tabor—Zoldak [15], Wu-Debnath [16], Yildiz [17]. Eb-
ben a fejezetben bevezetjiik a g-konvex, g-affin és g-konkdv konkav sorozatok fo-
galmat és néhany alapvetd eredményt mutatunk be réluk. Tovabbd megmutatjuk a
meglepd kapcsolatukat az els6- és masodfaju Csebisev-polinomokkal. Végiil egy
alkalmazast mutatunk a fixponttételek elméletében.

Legyenek n, m € Z olyanok, hogy 2 < m — n és jelolje 8(n|m) az n-edik
indext6l az m-edik indexig tart valds sorozatok linedris terét, azaz az Osszes
p: {n,...,m} — R figgvényt. A konkdvitds, konvexitds és affinitds fogalmak
természetes médon definidlhat6k az 8(n|m) halmazon. Azt mondjuk, hogy egy
p= Dns---,Pm) € 8(n|m) konvex, habarmely i € {n +1,...,m — 1} esetén

2p; < pi—1 + Pit1- (1)

Hamindeni € {n+1,...,m—1} esetén a forditott irdnyd egyenlGtlenség teljesiil
(1)-ben, akkor a sorozatot konkdvnak mondjuk. Végiil, ha egy sorozat egyidejiileg
konvex és konkdv, akkor affinnak nevezziik. Ha az (1) egyenl6tlenség szigord,
akkor rendre szigorian konvex és szigorian konkav sorozatrél beszéliink.

Ebben a részben egy p = (pn, - .., Pm) € S(n|m) sorozatra a g-konvex elne-
vezést fogjuk haszndlni, ha minden € {n+ 1,...,m — 1} esetén

2qp; < pi—1 + Pig1- )

Habdrmely i € {n+1,...,m— 1} esetén (2)-ben forditott irdnyd egyenlGtlenség
teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy a sorozat g-konkdv. Ha egy sorozat egyidejtileg
g-konvex and g-konkdv, akkor a sorozatot ¢-affinnak nevezziik.

Konnyen beldthatd, hogy egy pozitiv (vagy negativ) tagu sorozat szigord kon-
vexitdsdbol kovetkezik a g-konvexitdsa, valamilyen g-ra. Hasonldéan, ha p €
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8(n|m) egy negativ tagu, szigortian konvex sorozat, akkor p g-konvex valamely
0 < g < 1esetén.

A g-konvex és g-konkdv sorozatok halmazit 8(n|m)-ben rendre C'(n|m) és
Cf/ (n|m) jeloli. Végiil a g-affin sorozatok halmazat A, (n|m)-mel jeloljiik, azaz

Aq(n|m) := € (n|m) N €} (n|m).

Konnyen lithat6, hogy A, (n|m) linedris altere 8(n|m)-nek, tovabba C;'(n|m) és
Cf/ (n|m) konvex kiipok 8(n|m)-ben, azaz zértak a linedris kombindci6 képzésre
nemnegativ egyiitthatékkal.

2.2. Segéderedemények Csebisev polinomokrél. Jelolje k € ZeseténT,: R —
R az elséfaji-, Uy: R — R pedig a masodfaji k-adrendl Csebisev polinomok
halmazat, amelyek rendre a kovetkezd egyenletrendszerekkel definidlhatok:

Ti(z) =z, Tp_1(x)+ Tpy1(x) = 22T (x),

TO(x) : 1;
=1, Ui(z) =2z, Uk-_1(z)+ Ugy1(z) = 22Uk(x).

3
Uo(z) @)

Az utolsé egyenldségeket (3)-ban atirva, felhasznalhatok Ty, és Uy (kK > 2) kisza-
mitisdra:

Tit1(x) = 22Ty (z) — Tp—1(x), Ugs1(z) = 22Uk(x) — Ug—1(x).
Atirva a fenti egyenleteket
Ti—1(z) = 22Ty (z) — Tpr1(x), Ug—1(z) = 22Uk(x) — Ugy1 (),

alakba T}, és U kiszamithaté k < —1 esetén. Konnyen igazolhat6, hogy ha
k € Z, akkor
T_k = Tk és U_]C = —Uk_g.

Specidlisan U_; = 0. Vildgos, hogy ha k > 0, akkor T}, és Uy, is k-adfokd. Jol
ismert, hogy ezek a polinomok eleget tesznek barmely v € R és k € Z esetén az
alabbi egyenleteknek:

T (cos(u)) = cos(ku), Ty (cosh(u)) = cosh(ku)
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sin((k + 1)u)

sinh((k + 1)u)
sin(u) '

sinh(u)

Ezekbdl az alakokbdl jol lathatd, hogy Ty (ha k # 0) és U1 (hak ¢ {—1,0,1})
gyokei rendre megadhatdk az aldbbiak szerint:

{cos<2i2;17r) ie{l,...,|k|}} és
{cos(;ﬁ) ie{1,...,|k|_1}}.

Tehdt Ty, (ha k # 0) és Up—1 (ha k ¢ {—1,0,1}) legnagyobb gyoke rendre

oS (i) és cos (%) alakban adhat6 meg.

Uy (cos(u)) = , Ugk(cosh(u)) =

2.3. g-konkav, konvex és affin sorozatok. A kovetkezd dllitds szerint az affin
sorozatok A, (n|m) halmaza kétdimenzids alterét alkotja 8(n|m)-nek.

2.1. Allitas. [7]. Egy p € S(n|m) sorozat pontosan akkor q-affin, ha léteznek
olyan a,b € R valds szamok, hogy

pi = aUi—n(q) + bT;—n(q) (t€{n,...,m}).
Tovdbbd, ha p € Ay(n|m), akkor barmely i,j,k € {n,...,m} esetén
Ur—j—1(@)pi + Uj—i—1(@)px = Ur—i—1(q)p;.
Specidlisan, hai € {n,...,m}ésj € {1,...,min(i —n,m — 1)}, akkor
pi—j + pit; = 2T;(q)p:.

A kovetkez6 allitdsban meghatdrozzuk a g-konkav (és ezzel egyiitt a g-konvex)
sorozatok néhdny tulajdonsagét.

2.2. Allitas. [7]. A €Y (n|m) kiip zdrt a pontonkénti minimumképzésre, a C;(nm)
kiip pedig zdrt a pontonkénti maximumképzésre.
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Mivel a g-affin sorozatok egyidejlileg g-konkdvak és g-konvexek, ezért azt
is kapjuk, hogy g-affin sorozatok véges csalddjanak pontonkénti minimuma g-
konkayv, a pontonkénti maximuma pedig g-konvex.

2.3. Allitas. [7]. Legyenek i,j,k € {n,...,m} olyanok, hogy i < j < k és
tegyiik fel, hogy

m
> 5 .
1= (max(j —ik —j))

Ekkor bdrmely p € C])(n|m) esetén

Uk—j—1(@)pi + Uj—i—1(@)px < Up—i—1(q)p;-

Specidlisan, hai € {n+1,....,m — 1} ésj € {1,...,min(i — n,m — i)},

valamint
s
q > cos (),
J

Pi—j + Di+; < 2T5(q)pi-

akkor

2.4. Allitas. [7]. Legyenek j,k € {n,...,m} olyanok, hogy j < k. Tovdbbd

tegyiik fel, hogy
s
q > Ccos (E) .

Legyen p € C"(n|m) és tekintsiik a kévetkezd kifejezést

U@ Uk—ici(9) ietn . m
Ti = pkUk—j—l(Q) + Dy Ury1(q) (1 €{n,...,m}).

Ekkor v = (rp, ..., m) egy q-affin sorozat és i € {n,...,m} esetén

>p; ha i <jvagyk <i.
ris =p; haic{jk}
<p;i ha j<i<k.

A kovetkezd allitdsban megfogalmazzuk a g-konkdv sorozatok egy karakteri-
z4cidjat.
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2.5. Allitas. [7]. A p € S(n|m) sorozat pontosan akkor q-konkdv, ha bdrmely
j€{n,...,m— 1} esetén van olyan r € Ay4(n|m), hogy

Pj =T, DPj+1 = Tj+1, és Di <7 (’L S {TL, e ,m})

2.4. A g-konkav sorozatok egy alkalmazasa A kovetkezSkben egy tetszGleges
a € 8(1|n) sorozatot kiterjeszthetiink dgy, hogy 8(0|n + 1)-beli legyen, ha ag :=
0és a1 := 0. TetszSleges n € N és y = w“'"”L%J) e RL™F 1 vektor
esetén definidljuk a T, : R™ — R" leképezést az aldbbi médon

T = (7] J )
(T (@), 1<) <min(int1-1) 2 )
ahola € R"ési € {1,...,n}).

Azt szeretnénk megmutatni, hogy fenti T, leképezés kontrakcié egy meg-
felel6 R™-beli normdban. Ehhez jeldlje | - | @ maximumnormdt R"”-ben. Ha
p € 8(1|n) egy pozitiv tagd sorozat, akkor definidljuk || - ||,,: R™ — R a kovetke-
z6képpen

. —1 | = —1 n
lall, == %I%ani la;] = |p™ als (a €R").

Ekkor || - ||, norma R™-ben, s&t ezzel a normdval R™ Banach-tér.

2.6. Tétel. [7]. Legyen p € S(1|n) egy pozitiv tagii sorozat, valamint

q '= ma

o PimitPin . .. )4 haq<1,
1<i<n 2p; g

TL%J(Q) haq>1.
Ekkor a T, leképezés q*-Lipschitz az (R™,|| - ||,) normdlt téren (v € R,
Specidlisan, ha p szigoriian konkdv, akkor T, kontrakcio.

2.7. Kovetkezmény. [7]. Bdrmely v € RL*3 esetén a Ty R" — R"™ leképe-
zésnek egyértelmiien létezik fixpontja R™-ben.
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1. An extension of the Radstrém cancellation theorem to cornets 17

Chapter I
An extension of the Radstrom cancellation theorem to cornets

1.1. Introduction. In the theory of convex sets, a basic Cancellation Principle
was discovered by Radstrom [32] in 1952. The Lemma 2 of his paper states that
the inclusion

A+BCC+B

implies A C C provided that A, B, C' are nonempty subsets of a normed space
X, C'is closed and convex and B is bounded.

This lemma turned out to be a basic tool in various fields and hundreds of
papers have used it by now. For instance, in nonsmooth analysis [8, 11-13,20],
optimization theory [9], theory of convex sets and functions [10,15-19,23,36,37],
set-valued analysis [7,21,22,24,28-30], set-valued differential equations [6, 26,
31], set-valued functional equations [4,25,33,35], iteration theory [1,3,14,34,38],
etc.

1.2. Cornets and convexity properties in cornets

Definition 1.1. [27]. An ordered triplet (X, +, <) is called an ordered commu-
tative semigroup if

(i) (X,+) is a commutative unital semigroup with a unit element 0;
(ii) (X, ) is a partially ordered set, that is, < is a reflexive, antisymmetric and
transitive binary relation on X;
(iii) For all z,y, z € X with x < y, the inequality = + z < y + z holds.

If the partially ordered set (X, <) is complete, i.e., every nonempty lower bounded
subset of X has a greatest lower bound, then (X, +, <) is called a complete or-
dered commutative semigroup.

In a semigroup (X, +), we naturally have the multiplication by natural num-
bers which is defined recursively by

1 -z:=ux, (n+1l)-z:=n-ax+x (n e N).

If the semigroup is unital, then we also define 0 - x := 0.
In the next definition we present the central concept of our paper.
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Definition 1.2. [27]. An ordered quadruple (X, +, %, <) is called a cornet if
(X, 4, <) is an ordered commutative semigroup and ““x” is a multiplication of
the elements of X by positive integers such that the following conditions hold:
(i) Foralln,m € Nandz € X, (nm) xx = n * (m x x);
(ii)) Foralln e Nand z,y € X,nx (x+y) =nxx+nxy;
(iii) Foralln,m € Nandz € X, (n+m) xx < nxx + m*x;
(iv) Forall n € N and z,y € X, the inequality z < y holds if and only if
n*xxr n*y;
W) 1*xz=ux;
(vi) nx0=0.

If the partially ordered set (X, <) is complete, then (X, +, *, =) is called a com-
plete cornet. A unital subsemigroup (.5, +) of a cornet (X, +, %, =) which is also
closed with respect to the multiplication x is called a subcornet of (X, 4+, *, <)
with the ordering restricted to .S.

It is obvious that if (X, +) is a commutative unital semigroup such that, for
all n € N, the mapping n — n - x is injective, then (X, +, -, =) is a cornet.

Definition 1.3. [27]. Let (X, +, *, <) be a cornet and n € N. An element z € X
will be called n-convex if it fulfills the equality n * © = n - . For fixed elements
x € X and n € N, we introduce the notations

C, :={n e N|zisn-convex} and C":={x € X |z isn-convex},

respectively. If C', = N, i.e., if x is n-convex for all n € N, then we say that
is convex. The n-convex hull of an element x € X, denoted as conv,,(x), is an
element y € C™ such that z < y and, whenever x < z € C"™, theny < z.

In general, the n-convex hull of an element may not exist, but if it exists,
then it is unique. In order to formulate conditions which are sufficient for the
existence, we say that the «-multiplication in a complete cornet (X, +, *, <) is n-
continuous (with respect to the ordering "=<") if, for all nonempty lower bounded
subsets H C X, we have

inf(n+ H) = n«inf(H).
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Proposition 1.4. [27]. Let n € N and let (X, +,x, =) be a complete cornet
in which the x-multiplication is n-continuous. Then (C™, 4+, %, <) is a complete
subcornet of the cornet (X, +,*, <). Furthermore, for every element x € X, x
admits an n-convex hull if and only if it has an n-convex majorant.

In a cornet (X, +, x, <), let K™ denote the collection of those elements which
have an n-convex hull and let M™ denote the set of those elements that have an n-
convex majorant. Obviously, we have C™ C K™ C M". Using this terminology,
the previous proposition asserts that if (X, +, %, =) is a complete cornet in which
the x-multiplication is n-continuous, then K" = M™.

To illustrate the rich applicability of the above concepts, we provide the most
basic examples for cornets in the subsequent three propositions. For these defini-
tions, we introduce the notion of wedge in abelian group setting.

Definition 1.5. [27]. If (G, +) is an abelian semigroup and n € N, then for a
subset S C G, define

n1(S):={zcG|n-xcS}

A subsemigroup S of the group (G, +) is said to be n-divisible if, for all z € S,
the set n=!({x}) N S is nonempty. If this set is a singleton, then S is called
uniquely n-divisible and its unique element will be denoted by z/n.

In a unital abelian semigroup G, a subset W C (G is called a wedge if the
following properties are satisfied:

(1) W is a unital subsemigroup of G.
@ii) If u,v € W such that u +v = 0, then u = v = 0.
(iii) Forall n € N, the inverse image n (W) is contained in W.

In terms of a wedge W C G, we can define a partial order <y in the following
way: For z,y € G, we say that ¢ <y yify € z+W. It immediately follows that
<w is a reflexive, and transitive relation on G. If, in addition, G is cancellative
(which is always the case if G is group), then <yy is antisymmetric and hence it
is a partial order on G.

Proposition 1.6. [27]. Let (G,+) be an abelian group and let W C G be a
wedge. Then, for a subsemigroup S of G containing W, the quadruple (S, +, -, Jw
) is a cornet in which every element is n-convex for all n € N. In particular, by
taking W := {0}, it follows that (G, +, -, =) is a cornet.
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Proposition 1.7. [27]. Let (G, +) be an abelian group, W be a wedge and let
S be a subsemigroup of G containing W. Let Py (S) denote the collection of
all nonempty W -invariant subsets A of S, which means that A + W C A holds.
Define the operations + and * by:
A+B:={a+blac A be B} (A,B € Py (9)),
nxA:={n-at+wlac A, weW} (AecPw(S),neN).

Then (Pw (S),+, %, C) is a complete cornet with the unit element W. Further-
more, the mapping

(D

ox) =+ W (x€S)

is an injective order reversing homomorphic mapping of (S,+,, 3w ) into the

cornet (P (S),+,*, Q). In addition, if n € N and W is n-divisible, then A €
Py (S) is n-convex if and only if, for all x4, . .., x, € A, we have
n x4+ Fa ) NAAD.
Proposition 1.8. [27]. Let (G, +) be an abelian group, W be a wedge and let S
be a uniquely divisible subsemigroup of G which contains W. Let, for p €10, 1],
FE(S):={f:5—1[0,1] | sup f > p and f is W-nondecreasing}  (2)
and define the addition and the scalar multiplication in Fl,(S) by

(f ® g)(x) = sup min (f(u),g(v)),

u,vES

utv=x 3)
(no M) =1 (%) (f.g € Fly(S), w € S, n e N).

x

n
Finally, let < denote the pointwise ordering in F}j,(S). Then the quadruple
(FE(S),8,0,<) is a complete cornet whose unit element is the characteristic

Sfunction of the wedge W. Furthermore, the mapping

D(A) :=xa (A € Py (9))
is an injective cornet-preserving mapping of (Py (S), +, *, C) into the quadruple
(F(S), 8, ®, <). In addition, a function f € FY,(S) is n-convex if and only if
it is n-quasiconcave, i.e., forall x1,...,x, € S,

min(f(z1),..., f(zn)) < f(u)

n



1. An extension of the Radstrém cancellation theorem to cornets 21

1.3. Topological notions and boundedness in cornets In a natural way, we can
introduce the notions of nonnegative and Archimedean elements in a cornet with
the following definition.

Definition 1.9. [27]. 1In a cornet (X, +, x, <) an element z € X is said to be
nonnegative if 0 < z holds. The element z is called Archimedean, denoted by
0 < xz, if, for all w € X, there exists ng € N such that 0 < u + n * x for
all ng < n. The set of all nonnegative and Archimedean elements in X will be
denoted by X~ and X _, respectively.

The properties of nonnegative and Archimedean elements are established in
the following assertion.

Proposition 1.10. [27]. Ler (X, +,*, X) be a cornet. Then X is contained in
X< and
Xo+ X< CXo.

In addition, X - and X< are subcornets of (X, +, *, 2).

In what follows, we introduce the notions of continuity of the addition, bound-
edness and closedness with respect to a subsemigroup of Archimedean elements.
For comparison, we recall first the standard topological concepts for abelian groups.

Definition 1.11. [27]. If (G, +) is an abelian group and 7 is a Hausdorff topology
on G, then we say that (G, T, +) is a fopological group if the (z,y) — z —yisa
continuous map of G x G into GG. A subset U C G is said to be convex if, for all
n €N,

{ur 4+ Fup|ur,...,up €Ut ={n-u|ueU}.

We say that G is locally convex if every neighborhood of 0 contains a convex
neighborhood of 0. A subset H C G is said to be topologically bounded if, for
all neighborhood U of 0, there exists n € N such that H C {u; + -+ + u, |
Uty ... un € U

Definition 1.12. [27]. Let (X, +, %, <) be a cornet and let A be a subsemigroup
of X_. We say that the addition is A-continuous if, for all a € A, there exists
b € A such that b + b < a holds. We say that an element x € X is A-bounded if,
for all @ € A, there exists ng € N such that x < n x a for all n > ny.
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Proposition 1.13. [27]. Let (X, +, *, <) be a cornet and let A be a subsemigroup
of X < such that the addition is A-continuous. Then the A-bounded elements form
a subcornet of (X, +, %, <).

Definition 1.14. [27]. Let (X, +, %, =) be a cornet and let A be a subsemigroup
of X<. Given an element x € X, we say that y € X is the A-closure of z if
y =X = + a holds for all a € A and, y is the largest element of X with is property,
ie.,if z <z + a holds for all @ € A, then z < y. It is clear that the A-closure of
an element, if exists, is unique and is denoted by cl4 (z). An element x is called
A-closed if ¢ = cly(z). The set of all elements of X which has an A-closure
will be denoted by Cl 4.

In the subsequent propositions, we consider the cornets that were introduced
in Propositions 1.6, 1.7, 1.8 and we determine all bounded, closed and Archimedean
elements in these structures.

Proposition 1.15. [27]. Let (G, +) be a topological abelian group such that there
is no proper open subgroup of G. Let W C G be a wedge with W° # () and let S
be a subsemigroup of G containing W. Then we have the following claims:

(i) In the cornet (S,+, -, 3w ) the set of nonnegative elements is W.
(ii) The set W° is a subsemigroup of the Archimedean elements.

(iii) Every element of S is W °-bounded.

(iv) If, in addition, G is locally convex and W is topologically closed and W° =

We + W®, then every element of S is also W°-closed.

Proposition 1.16. [27]. Let (G, +) be a topological abelian group such that there
is no proper open subgroup of G. Let W be a wedge and let S be a subsemigroup
of G containing W. Let Py, (S) denote the collection of all nonempty W -invariant
subsets of S. Define the operations + and * by (1). Then the following statements
hold:

(i) The set of nonnegative elements of the cornet (Py (S), +, x, C) consists of
those W -invariant subsets of S that contain 0 (which denotes the neutral

element of G).
(ii) The collection A of those W -invariant subsets which contain an open con-

vex neighborhood C € Py (S) of 0 is a subsemigroup of the Archimedean
elements.
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(iii) An element of Py, (S) is A-bounded if it is the sum of a topologically bounded
subset of S and W.

(iv) If, in addition, G is locally convex, then any topologically closed element of
Py (S) is also A-closed and the addition is A-continuous.

Proposition 1.17. [27]. Let (G,+) be a topological abelian group such that
there is no proper open subgroup of G. Let W be a wedge and let S be a uniquely
divisible subsemigroup of G containing W. Let, for p €)0,1], the set F{;,(S)
be defined by (2) and define the operations & and ® by (3). Then, the following
statements hold.

(i) The set of nonnegative elements of the cornets (F‘Z,)V (9),®,®, <) consists
of those W-invariant functions f such that f(0) = 1 (here 0 denotes the
neutral element of G).

(ii) The cornet (F},(S),®,®, <) has no Archimedean elements for p €10,1].
On the other hand, the set A of those a € F},(S) or which there exists an
open convex neighborhood C of 0 such that a|c = 1 is a subsemigroup of
the Archimedean elements of (Fyi,(S), &, ®, <).

(iii) Any f € F}/(S) is A-bounded if supp(f) := {u € S | f(u) > 0} is
covered by the sum of a topologically bounded subset of S and W.

(iv) 1If, in addition, G is locally convex, then any upper semicontinuous element
of Fy/(S) is also A-closed and the addition & is A-continuous.

1.4. Main results We now present the extension of the Radstrom Cancellation
Theorem.

Theorem 1.18. [27]. Let (X, +, %, %) be a cornet and let A be a subsemigroup
of X~ such that the addition is A-continuous. Let x,y,z € X such that z is
A-bounded and y is A-closed and m-convex for some m > 2. If

r+z=y+z

holds, then we have © =< y.

Corollary 1.19. [27]. Let (G,+) be a locally convex topological abelian group
such that there is no proper open subgroup of G. Let W be a wedge and let S
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be a subsemigroup of G containing W. Let Py (S) denote the collection of W -
invariant subsets of S and define the operations + and x by (1). Let A, B,C €
Py (S) such that B is covered by the sum of a topologically bounded subset of S
and W and C' is a topologically closed m-convex subset of S for some m > 2. If

A+BCC+8B
holds, then A C C.

Corollary 1.20. [27]. Let (G,+) be a locally convex topological abelian group
such that there is no proper open subgroup of G. Let W be a wedge and let S
be a uniquely divisible subsemigroup of G containing W. Let the set FI}V(S) be
defined by (2) and define the operations ® and ® by (3). Let f,g,h € F}},(S)
such that supp(h) is covered by the sum of a topologically bounded subset of S
and W and g is upper semicontinuous and m-quasiconcave for some m > 2. If

feh<gah

holds, then f < g.
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Chapter 2
On convex and concave sequences and their applications

2.1. Introduction. In the theory of convexity, the investigation of convex func-
tions play a fundamental role. We refer to the following monographs for the
details: Hardy-Littlewood—Pdlya [1], Kuczma [3], Mitrinovi¢ [4], Mitrinovic—
Pecari¢-Fink [5, 6], Niculescu—Persson [8], Popoviciu [12], and Roberts—Varberg
[13]. The investigation of convex sequences probably started in the book Mitri-
novié [4]. This subfield is still very active, some recent results and applications
have been obtained by Krasniqi [2], Niezgoda [9-11], Sofonoea—Tincu—Acu [14],
Tabor-Tabor—Zoldak [15], Wu-Debnath [16], Yildiz [17]. In this chapter we in-
troduce the notions of g-convex, g-affine and g-concave sequences and some ba-
sic results on them are presented and we establish their surprising connection to
Chebyshev polynomials of the first and of the second kind. Finally, an application
of them to fixed point theory is presented.

Givenn,m € Z with 2 < m—n, let §(n|m) denote the linear space R{m-m?
of all real sequences, i.e., the collection of all functions p: {n,...,m} — R. Itis
natural to define the notions of concavity, convexity and affinity for the elements
of 8(n|m). A sequence p = (pn,.-.,Pm) € S(n|m) is called convex if, for all
ie{n+1,...,m—1},

2p; < pi—1 + Di1- (D
If, forall i € {n 4+ 1,...,m — 1}, the reversed inequality holds in (1), then the
sequence is termed concave. Finally, if a sequence is simultaneously convex and
concave, then it is said to be affine. If the inequality (1) holds with strict inequality
sign, then we speak about strict convexity and concavity, respectively.

In what follows, a sequence p = (pp, ..., Pm) € S(n|m) is called g-convex
if, foralli € {n+1,...,m—1},

2gp; < pi—1 + DPit1- 2)

If, for all i € {n + 1,...,m — 1}, the reversed inequality holds in (2), then
the sequence is termed g-concave. If a sequence is simultaneously g-convex and
g-concave, then it is said to be g-affine.

We can easily see that the strict convexity of a positive (or negative) sequence
implies its g-convexity for some g. Analogously, p € 8(n|m) is a negative strictly
convex sequence, then it is g-convex with 0 < ¢ < 1.
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The subclasses of g-convex and g-concave sequences in 8(n|m) will be de-
noted C;'(n|m) and €f(n|m), respectively. Finally, A, (n|m) will stand for the
subclass of g-affine sequences, that is,

Aq(n|m) := € (n|m) N € (nm).

It is easy to see that A,(n|m) is a linear subspace of 8(n|m) and € (n|m) and
€f/(n|m) are convex cones in 8(n|m), i.e., they are closed with respect linear
combinations with nonnegative coefficients.

2.2. Auxiliary results for Chebyshev polynomials For k € Z,let T;: R — R
and Uy : R — R denote the Chebyshev polynomials of the first and of the second
kind of order &, which are defined by the system of equations for k € Z

To(z):=1, Ti(z):=2, Trp-1(x)+ Tet1(x) Tk (),

=2z
3
Uo(z) :=1, Ui(z) =2z, Uk_1(x)+ Ugt1(z) = 22Ux(z), 2

respectively. The last equalities in (3) rewritten as
Tiv1(z) = 20Tk (z) — Th—1(x), Ukyi(x) =22Uk(x) — Up_1(z),
can be used to compute T}, and Uy, for k > 2 recursively. If we rewrite them as
Ti—1(z) = 22Ty (x) — Tht1(x), Uk—1(x) = 22Uk(x) — Ugya(z),

then T}, and Uy can be determined for & < —1. One can easily prove that, for
ke,

T,k = Tk and U,k = —kaz.
In particular, U_; = 0. It is clear that, for £ > 0, the degree of T} and Uy, equals

k. It is well-known that these polynomials satisfy, for all w € R and k € Z, the
equalities

Tk (cos(u)) = cos(ku), Tk (cosh(u)) = cosh(ku)

and

sin((k + 1)u)

sinh((k + 1)u)
sin(u) ’

Uk(cos(u)) = sinh (u)

, Ug(cosh(u)) =
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From these representations it easily follows that the roots of T}, (for k& # 0) and
Up—1 (for k ¢ {—1,0, 1}) are given by

{cos(2i2k1ﬂ> |i€{1,...,|k}} and
{cos<li7r> |z‘e{1,...,|k—1}},

respectively. Therefore, the largest root of T}, (for k # 0) and Uy_1 (for k ¢
{—=1,0,1}) are given by cos (%) and cos (T ) respectively.

2.3. g-concave, g-convex and g¢-affine sequences. The next proposition shows
that A,(n|m) is a two dimensional subspace of §(n|m).

Proposition 2.1. [7]. A sequence p € 8(n|m) is q-affine if and only if there exist
a,b € R such that

pi = aUi—n(q) +0Ti—n(q) (i€ {n,...,m}).
In addition, if p € Ay(n|m), then, foralli,j,k € {n,...,m},
Uk—j-1(9)pi + Uj—i-1(@)Px = Up—i-1(9)P;-
In particular, fori € {n,...,m} and j € {1,...,min(i —n,m — i)},
pi—j + pivs = 2T;(q)p:.

In the following statement, we establish some properties of the class of g-
concave (and hence of g-convex) sequences.

Proposition 2.2. [7]. The cone C})(n|m) is closed with respect to the pointwise
minimum and the cone (35; (n|m) is closed with respect to the pointwise maximum.

As g-affine sequences are g-concave and also g-convex, we obtain that the
pointwise minimum and maximum of a finite family of g-affine sequences are
g-concave and also g-convex, respectively.
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Proposition 2.3. [7]. Leti,j,k € {n,...,m} withi < j < k. Assume that

T
> .
= c08 <max(j -1,k —j))

Then, for all p € C)(n|m),

Uk—j—1(@)pi + Uj—i—1(@)px < Ur—i—1(q)p;-

In particular, ifi € {n+1,...,m—1}and j € {1,...,min(i —n,m — i)} and
T
q > cos (),
J

Pi—j + pivi < 2T5(q)pi-

then

Proposition 2.4. [7]. Let j, k € {n,...,m} with j < k. In addition, assume that

SIS
a>cos ).
Let p € C"(n|m) and define

U@ | Uk—ici(9) ietn . m
Ti '_pkUk_j_l(q) +pj O y1(0) (i€ {n,...,m}).

Then, r = (rp, .. .,Tm) is a q-affine sequence and, for i € {n,...,m},

>p; ifi<jork<i.
Ty § = Pi lflE{j,k}
<pi if j<i<k.

In the following proposition, we establish a characterization of g-concave se-
quences.

Proposition 2.5. [7]. Let p € 8(n|m). Then p is g-concave if and only if, for all
j€{n,...,m — 1}, there exists r € Ay(n|m) such that

pj =Tj, Piy1 =741, and p; <r; for i€ {n,...,m}.
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2.4. An application of g-concave sequences In what follows, we will adopt the
following convention: For an arbitrary sequence a € 8(1|n), let a be extended to
be in $(0|n + 1) by setting ag := 0 and a,,1 := 0. For n € N and for a vector
v = (71, e ,’}/LnTHJ) € RU"#J, we define the map T, : R" — R" by

. . Ai—j + Gitj
(‘I’Y(a))z T 1§j§mg11(1i1,1n+17i) ( 2 + ’Yj)’
where a € R" and i € {1,...,n}).

In order to make the map 7, a contraction with respect to a suitable norm on
R™, we construct new norms in terms of positive sequences. Let | - | denote the
maximum norm on R™. If p € §(1|n) is a sequence with positive members, then
we define || - ||,: R™ — R by

. —1 | = —1 n
lallp := 121%Lpi la;i] = [p™ al (a € R™).
Then || - ||, is a norm and R™ is a Banach space with respect to || - ||,..

Theorem 2.6. [7]. Let p € 8(1|n) be a sequence with positive members and
define

q = ma

Pi—1+ Pit1 . {q ifg <1,
x S/ e and g =
1<i<n 2pi

Tingai(q) ifqg>1

Then, for all v € RL%J, the mapping T, is ¢*-Lipschitzian on the normed space
(R™, || - |lp)- In particular, if p is strictly concave, then T, is a contraction on the
normed space (R", || - ||).

Corollary 2.7. [7]. Forall v € RL%J, the mapping J.,: R™ — R"™ has a unique
fixed point in R™.
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