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1. ELOSZO

Szakdolgozatomban Euklidész nagy mulvével, az Elemekkel szeretnék
foglalkozni. Természetesen nem az a célom, hogy valamiféle uj, vagy annak
tin6 megkdzelitésbél szemléliem a matematika torténetében eme
tagadhatatlanul nagy jelentéségl - tulzas nélkul kijelenthetjuk — alapminek
szamité alkotast. Azt mar nagyon sokan megtették. En csupan szeretnék ennek
a nagy matematikusnak, ha nem is az életébe, hiszen arrél nem sokat tudunk,
de legalabb koranak torténetébe, az Elemek megalkotasaval kitlizétt céljaba, az
akkori kor matematikai tudomanyaba betekintést nyerni, abban jobban

elmélydlni, és ezeket az informaciokat 6sszegydjteni, papirra vetni.

Euklidész nevét tobbféle irasmodban olvastam mar, s bevallom, mig
nem kezdtem hozza szakdolgozatom elkészitéséhez, nem is igazan voltam
tisztaban azzal, hogy vajon ,Eukleidész”, ,Euklides”, vagy ,Euklidész” lehet-e a

helyes irasmad.

Kutatasaim soran aztan rajottem ennek a titoknak a megfejtésére. A
gorog matematikus neve eredetileg az Eukleidész alakban volt ismert,
amelyben az ,ei’-t az akkoriak ,ej’-nek ejtették, mivel ez az irasmdd a diftongus
jelélése volt ebben az esetben. De hogy a matematikus Eukleidészt ne
tévesszék Ossze a szintén Eukleidész nevili megarai filozoéfussal, ezért az 6
nevet a latinos Euklides alakban hasznaljak. Innen a ,magyarosabb” irasmodu

~EUklidész” névalak. Szakdolgozatomban ezt az irasmodot fogom hasznaini.

Euklidész életét nem ismerjik. Csupan néhany utalas adhat némi képet
egyéniségerdl: irt réla kortarsa, Papposz és az els6 nagy alexandriai tuddsok
kozé tartozé Proklosz is, aki azt irja, hogy amikor |. Ptolemaiosz megkérdezte
Euklidésztél, hogy nincs-e vajon a geometria megtanulasanak rovidebb és
konnyebb mddja, mint az Elemek altal mutatott at, akkor a nagy matematikus

igy valaszolt: "A geometriahoz nem vezet kiralyi ut."



A geometridhoz vezetd utat tehat az irasok szerint egy csendes,
szerény ember mutatta meg az emberiségnek. Az Elemek ismeretanyaga
szolgaltatja a kozépiskolai geometrianak az alapjat. Az Elemek az els6é gorog
md, amely teljes egészében rank maradt. Anyaganak nagy része mar a mi
keletkezése el6tt ismert és feldolgozott volt. A mi tartalmazza mas szerzok igy
példaul Eudoxosz, Theaitetosz, Thalész, Hippokratész felfedezéseit, elméleteit.
Sok, olyan Eukleidész el6tt munkalkodo helléen matematikus eredményeit érizte
meg az Elemek, akiknek elméletei mas formaban nrm maradtak fenn, tehat azt

is mondhatjuk, hogy ezeket Euklidész mentette meg az utdkor szamara.

Midveiben azonban nyomat sem taldljuk a geometria gyakorlati
alkalmazasanak. Ennek oka abban keresend6, hogy az Elemek alkotéja a

platoni filozéfia hive volt.

Tudniillik Platon filozéfiajanak alapja az ,idea tan”, mely szerint az
érzékileg tapasztalhaté vilagon tul létezik egy masik vilag, amely nem anyagi
természetll, és ez pedig az ideak vilaga. Platon az egyes és az altalanos merev
szeétvalasztasaval eljutott a vilag egyfajta idealista megkett6zéséhez, amelynek
lényege az, hogy mig az érzéki vilag alapja a mozgas, allando valtozas és az
ellentétek, addig az ideak vildaga abszolut allandé és mozdulatlan. Ez utdbbi
teszi csak lehetdévé az igazi tudast, és ez csak gondolkozassal kozelitheté meg.
A gorog filozéfus olyan nagyra becsulte a geometriat, hogy nélkule a filozéfiat el
sem tudta elképzelni. Az Akadémiaja bejarata folott olvashato felirat is erre utal:
.Ne Iépjen ide be senki, aki nem ismeri a geometriat!” Platon azért, hogy a
geometriat is "szalonképessé" tegye filozéfiajaban, a latszélagos vilag és az
ideak vilaga kozé iktatta azt a birodalmat, amely maga valtozatlan, de
amelyben a valtozasok lefolynak, vagyis a teret. Ennek a valtozasokat magaba
foglald, valtozatlan vilagnak, a térnek a tudomanya a geometria. Egyébként az
Ot szabalyos testet Platdonrdl nevezték el platonikus testeknek.

De térjiink vissza a platoni eszméket vallé Euklidészhez. Allitélag, amikor
az 6 egyik tanitvanya megkérdezte, hogy mi a geometrianak a haszna, igy szolt
egyik rabszolgajahoz : "Adj ennek az embernek harom obulust, mert a

geometria tanulasanak hasznat keresi." ( Az obulus gordg eredetli szo, ezlst



apropénzt jelentett a régi gorogoknél. Ezt tették a halott szajaba, hogy
kifizethesse Charonnak, az alvilag révészének a viteldijat, aki a holtak lelkeit

szallitotta at az alvilagi folyon.)

Euklidész axidmarendszerénél, amelyet az Elemek els6 konyveben
lefektet, tOkéletesebbet a XIX. szazad végéig senkinek nem sikerult
Osszeallitania. Ennek azonban f6 hibaja a hianyossag. Most hianyossagnak
nevezzuk, de Euklidész koraban nyilvan nem szamitott annak, hiszen akkor
még nem volt szlkség példaul azokra a rendezési axiomakra, amelyekkel
David Hilbert (1862-1943) egészitette ki az euklidészieket. A ma is
legelterjedtebb, altalanos elismerésnek 6rvend6 axiomarendszer nyomtatasban
elészor 1899-ben latott napvilagot. (Késébb aztan Hilbert tovabb tokéletesitette,
sok vonatkozasban kiegészitette axiomarendszerét.) Ezért tehat a Sztoikheia
szerz6jét nem itélhetjuk meg szigoruan, bar Hilbert leszbgezte, hogy egy
axiomarendszernek harom kovetelményt kell kielégitenie, ezek pedig a

kovetkezoOk:

1. Legyen teljes, azaz tartalmazza mindazon axiomakat, amelyek

szukségesek az altala megalapozott tudomany barmely tételéhez.

2. Legyen ellentmondasmentes, azaz ne forduljon el6 olyan tétel,

amelynek helyessége is, hamissaga is egyidejlleg igazolhato lenne.

3. Legyenek az axiomak egymastol flggetlenek, azaz egyiket se

lehessen igazolni a tébbi alapjan.

KésObb aztan, a XX. szazadban Kurt Godel, (1906-1978), osztrak
matematikus meggondolasai azt eredményezték, hogy az axiomarendszerek
ellentmondas-mentességének bizonyitasa elvi nehézségekbe utkozik, tovabba,
hogy egy axidmarendszer nem lehet valtoztathatatlanul Orok, hiszen Uj
problémak felvetédése esetleg Uj axiomak bevezetését, vagy a régiek

modositasat kdvetelheti meg. Egy axiobmarendszer tehat nem egyszer s



mindenkorra tokéletes, hanem a tudomanyterilettel egyltt folyamatosan
fejlodik.

Nézzuk tehat, milyen is volt az a kor, amely megkivanta és lehetévé tette

az Elemek megszuletését.



Il. AZELEMEK ELOZMENYEI

a) A KRETAI ES A MUKENEI KULTURA

Az Egei-tenger térségében a legrégibb civilizacid és kultira Kréta
szigetén fejlédott ki. Ennek kezdete az i. e. 3000. év tajékara tehetd. Ettdl
kezdve a krétai kultura toretlenul viragzott az i. e. 1500-as évekig. A krétaihoz
nagyon hasonlé mukénéi kultura Gorogorszag késéi bronzkorszakanak idején,
i. e. 1600 és 1100 kozott viragzott, és hirtelen pusztulassal ért véget az i. e. XII.

szazadban.

A gazdag mukeénéi kultura leleteibdl az angol Arthur John Evans arra
kovetkeztetett, hogy egy ilyen magas kulturat teremt6 nép mar nem
nélkulozhette az irast. llyen iranyd kutatasai Krétara vezették, ahol 1900

tavaszan Kndsszoszban meg is talalta az elsé ismert krétai irott emléket.

Rengeteg irasos égetetlen agyagtablat fedezett fel Phaisztoszban is. E
leletek alapjan haromféle irast kulonitett el. Az i. e. 2000 és 1650 kozotti idében
képszerl jeleket (ember, 106, kocsi, kéz, csillag stb.), hieroglifakat hasznaltak
irasra. Ez a hieroglifikus iras i. e. 1750-re mar vonalas (linearis) jelekké
egyszer(isddott. Ennek a linearis irasnak kétféle valtozata kulonult el. Az elsé
fajtat (,linearis A”) kb. i. e. 1400-ig hasznaltak. Ez még megfejtetlen. A masodik
fajta iras, a ,linearis A’-nak még tovabb egyszeriso6dott valfaja, az an. ,linearis
B” iras i. e. 1400 korul terjedt el, tehat a gorogok Krétan valé megjelenésével

nagyjabol egy idében.

A \linearis B” irast az angol Michael Ventris (1922-1956) fejtette meg.
Kiderult, hogy a ,linearis B” 6sgorog nyelvl és alapjaban szoétagiras, amelynek
jelei kozé keveredtek a még felismerhetéen képszerd, targyakat jelentd jelek is.

A linearis A” iras eddig még megfejtetlen.



b) GOROGORSZAG ES A GOROG MATEMATIKA ALAPJAINAK
LERAKASA

A krétai, illetve a mukeénéi kulturak hirtelen pusztulasa utan, kb. az i. e.
1000. évtél a gorogoknek mindent eldlrél kellett kezdeniuk. Csak az i. e. VIII.
szazadra alakult ki az Uj gorog iras, a foniciai iras alapjan. Ez az oka, hogy a

kozbees6 iddszakrol szinte semmit sem tudunk.

Az i. e. VIll. szazadban Goérogorszag terlletén mar nagyjabdl békés
viszonyok uralkodtak. Ebben az idében a civilizacio és a kultura tertletén Athén
volt a legkiemelked6bb goroég varos. Az a korszak, amely a perzsak
visszaverésétél (i. e. 478) a peloponnészoszi haboruig (i. e. 431) terjed, a gorog
torténelem un. klasszikus korszaka, a rabszolgakat leszamitva, igen széles
népréteg szamara biztositotta a politikai szabadsagot és a szellemi alkotas

lehetbségét.

Ekkor épult az athéni Akropoliszon az Erekhtheion, Athéné istennd
szentélye. Ekkor készitette szobrait Praxitelész és Pheidiasz. Ekkor irta
tragédiait Aiszkhulosz, Euripidész, Szophoklész, vigjatékait Ariszthophanész és
odait Pindarosz. Ekkor diszitette Athént festményeivel Pollgnétosz. Ekkor
tanitotta a filozofiat Szokratész, Platon mestere. Ekkor élt a peloponnészoszi
haboru torténetirdja: Thukudidész. Ekkor ismerte fel a vilag anyagi egyseget
Anaxagorasz. Ekkor fogalmazta meg Démokritosz az atomelméletet. Ekkor

raktak le a természettudomanyok és a mai értelemben vett matematika alapjait.

Bizonyara nem véletlen, hogy az els6 gorog tudésok zommel a kis-azsiai
gorog gyarmatok szulottei. Ezekhez a gyarmatvarosokhoz, telepekhez
foldrajzilag kozel volt az &si babiloni kultura. A goérdg keresked6k messze
keletre eljutottak. Semmi csodalatos nincs abban, hogy a kisazsiai partvidék
varosai, szigetei tobbé-kevésbé a mezopotamiai civilizacié hatasa ala kerultek.

Ugyanigy lehetett Sziciliaban is, ahol az egyiptomi befolyas érvényesulhetett.



Mivel az elsdé gordg gyarmatositok a gorogseg ion torzsebdl kerultek ki,
azért az altaluk elinditott gorog kulturalis fejlédés elsd korszakat, amely id6ben

nagyjabodl az i. e. VI. szazadot jelenti, idbniai korszaknak szokas nevezni.

Ennek az iddészaknak volt elsé képviselbje Thalész, aki a kisazsiai
Milétoszban szlletett. Szlletésének és halalanak éve bizonytalan. Adataira
abbdl kovetkeztetnek, hogy megjdésolt egy, az i. e. 585 majus 28-an
bekovetkezett napfogyatkozast. Ez volt az az égi jelenség, amely békekotésre
késztette a médeket, amikor Ninive feldulasa utan (i. e. 612) tovabb akartak
terjeszkedni nyugat felé. A csatat félbeszakitotta a napfogyatkozas, amelytél a

katonak annyira megijedtek, hogy a kiizdelmet beszintették.

A Thalész altal megjosolt és a harcold feleket megbékéltetd
napfogyatkozas idépontja segitett abban, hogy az ékori gordg térténelemben a
mai id6szamitas szerint tudjunk tajékozodni. Thalész  csillagaszati
felkészlltsége tette lehetbévé a gordg naptar reformjat is, amelyet az 6

megfigyelései és utmutatasai alapjan egyik tanitvanya hajtott végre.

Az i. e. VI. szazadban mikodd Puthagorasz filozofus é€s matematikus
volt, akit mondhatunk fizikusnak, csillagasznak és magusnak, vagy akar
vallasalapitonak is. A legendak kodébe burkolt életérdl alig tudunk valami
biztosat. Pithagorasz a Milétoszhoz kdzeli Szamosz szigetén sziletett, allitdlag
Pherekudész filozéfus tanitvanya volt, aki egy mitologiai kozmogoniat irt. Tanai,
tudomanyos eredményei elvalaszthatatlanul 6sszekeveredtek tanitvanyai
munkaival. Ezért legtdbbszor kozelebb jarunk az igazsaghoz, ha a
puthagoreusokra gondolunk akkor is, amikor csak éppen magat Puthagorasz

emlegetjuk.

A puthagoreusok, mesterik nyoman, tudatosan Kkisérleteztek a
monokhordon (egyhuru hangszer) a szimphonidk és a hurhosszak kozotti
Osszefuggést keresve. A kifeszitett hur koézepén megpenditve hallatta az
alaphangjat. Ha a hurt felére roviditették (ugyanolyan megfeszités mellett),
akkor az alaphang oktavjat hallottdk. E két hang egymasutanja, hangkdze a

legtisztabb konszonancia.



Valészinlileg éppen ennek a megfigyelésnek a nyoman alakult ki a
puthagoreusokban az a nézet, hogy a természet a szamok szerint van
elrendezve, és forditva: a szamok torvényein keresztul ismerhet6é meg a
mindenség, és hogy a szamok kozti harménia ugyanaz, mint a lelkiinkben é16
Orok torvények harmoniaja. EbbSl a harmoniaelméletbdl sarjadt ki a
puthagoreusok két nagy kutatasi terulete: a zeneelmélet és a szamelmélet,
majdnem mindig teljes 6sszefonddottsagban.



c) HELLENIZMUS

Az Athén és Sparta egymas elleni harcaban kimerult gordg varosok
hatalmat Il. FUlop makedon kiraly az i. e. 338-ban lezajlott khaironeiai csataban
végképp megtorte, majd pedig uralmaval megteremtette az egységes

Gorogorszagot.

Elég bdlcs volt azonban ahhoz, hogy a gordég kulturat ne semmisitse
meg, s6t tamogassa a hellén szellem tovabbi kibontakozasat, terjedését. Fiat is
gorog szellemben neveltette, hiszen Nagy Sandor egyik nevelbje a
matematikus Menaikhmosz volt, a masik pedig nem kisebb tudds, mint maga
Arisztotelész. II. Fulop vilaguralmi terveit aztan fia, Nagy Sandor rovid idd alatt

teljesitette.

A nagy hoditdé Perzsia legyb6zése utan megteremtette az &kor
legnagyobb birodalmat, amely Makeddniatél Goérégorszagon, Perzsian
keresztul az Indiai-6ceanig terjedt. Abban azonban, hogy e hatalmas birodalmat
megszervezze, megakadalyozta korai, hirtelen halala, ami utan birodalmat

hadvezérei felosztottak maguk kodzaott.

Hadvezéreinek egyike, |. Ptolemaiosz vagy Ptolemaiosz Szo6tér
(szotér=megmentd, fenntartd) néven lett Egyiptom ura. A mivészeteket és
tudomanyokat partold kiraly és utddai, a Ptolemaidak Egyiptom 0 févarosaban,
Alexandriaban hatalmas kulturkdézpontot épitettek ki. Ebben a Muszeion nevi
intézetben, amelynek oriasi konyvtara mintegy 700 000 irodalmi és tudomanyos

kéziratot 6rzott, 6sszegylltek az akkori vilag legnagyobb mivészei és tudodsai.

Ezek az els6 ,allamilag fizetett” mlvészek és tudésok Alexandriaban a
gorog tudomany és mivészet addig soha nem latott viragzasat bontakoztattak
ki. Ameddig csak az alexandriai iskola fennallt, képviselte a gorog kulturat,
valamint azt a hellenizmusnak nevezett korszakot, amelyet Nagy Sandortdl

szoktunk szamitani.
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A hellenisztikus kor matematikajanak egyik fellegvara — természetesen
Athén mellett - szintén Alexandria lett, amelynek a matematikatorténetben
kiemelkedd szerepét jol érzékelteti néhany nagy név : az alexandriai Euklidész,
a szlrakuszai Arkhimédész, a pergéi Apolldéniosz, Ptolemaiosz Klaudiosz, az
alexandriai Diophantosz, és még sorolhatnank, hiszen ezek valdéban csak a
legnagyobb nevek.
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d) HIRES OKORI GOROG FELADATOK

Osidék 6ta felbukkannak a matematikaban olyan problémak, feladatok,
amelyek rejtélyes moédon nem csupan a matematikusok érdeklédését keltik fel,
hanem a laikusok fantaziajat is megmozgatjak, és amelyek képesek
eévszazadokon, évezredeken at rejtélyesek maradni, megoldhatatlannak tiiné

mivoltukkal megérizve érdekességuket.

llyen példaul a harom hires oOkori gorog feladat, amelyek talan nem
véletlenll éppen geometriai targyuak. Ezek a szerkesztési feladatok a
kovetkezbk: a kornégyszogesités, a kockakettbzés és a szdgharmadolas.
Lehetséges, hogy éppen a feladatok latszolagos egyszerlisége, ugyanakkor az
euklideszi szerkesztéssel val6 megoldhatatlansaga kelti azt a feszlltséget,
amely az érdeklodést felkelti matematikaval rendszeresen, vagy csak igen

ritkan foglalkozé emberben is.

Az emlitett feladatok eredete nem minden kétséget kizaréan ismert.
Egyesek lehetségesnek vélik példaul, hogy a kockakettézés babiloni
szarmazasl, és az x°=2a alaku egyenlettel kapcsolatos kdbgydkvonas

geometriai értelmezéséhez flizédik.

A kockakett6zést déloszi problémanak is szoktak nevezni, méghozza a
kdvetkez6 legenda alapjan: Allitdlag, amikor Délosz szigetén pestisjarvany
dihongott, az istenek azt kivantak, hogy a kocka alaku oltarkévet kett6zzék
meg, és akkor elmulik a jarvany. Ekkor gyorsan atépitették az eredeti oltart,
ugy, hogy megvaltoztattak az alakjat. De a pestis tovabb pusztitott, ezért ujra
ahhoz a papnéhdéz fordultak, aki az istenek kivansagat kozvetitette. O kdzolte,
hogy nem csak meg kell kettézni az oltar térfogatat, hanem kockaalakjat is meg
kell 6rizni. A délosziak ekkor dobbentek ra arra, hogy nem tudjak megmondani,

mekkora a kétszer nagyobb térfogatu kocka éle., hiszen ehhez kellett volna az

x>=2 egyenlet megoldasa, vagyis a 32 hosszusag megszerkesztése.
Eratoszthenésznek a Platonikosz ciml dialégusaban olvashaté elbeszélése

szerint az épitészek, mikor szembesuliek ezzel a problémaval, Platonhoz
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fordultak tanacsért, aki azt valaszolta nekik, hogy az istenek tulajdonképpen
nem is kétszer akkora oltart akarnak, hanem azt, hogy az emberek ne

hanyagoljak el a matematika mivelését.

Platén valaszaban jol latszik az a puthagoreusi felfogas, amely szerint a
matematikaval val6 foglalkozas isteni Ugy. Ennek a legendanak a igaz mivolta
mar csak azért sem valészini, mert tudjuk, hogy Platon el6tt mar példaul

Plthagorasz is foglalkozott a kockakett6zés problémajaval.

Létezik egy masik legenda is, amely a feladat eredetét Mindsz kiraly
idejére viszi vissza, aki a Glaukosz tengeri isten szamara emelt kocka alaku
emlékmi megkétszerezését kivanta, tehat ott is hasonl6 okokbdl merdlt fel a
probléma.

Felvet6dott az a kérdés, hogy a rejtélyes feladatok megoldhatok-e
euklideszi szerkesztéssel. Eppen ennek a kérdésnek a kutatasa inditott el a
matematikaban sokiranyu fejlédést, és éppen ez adja meg a harom feladat

jelentéségét.

Nézzik, mit értunk euklideszi szerkesztésen, azaz, hogy az euklideszi

szerkesztés soran milyen adatokat és milyen eljarasokat szabad hasznalnunk.
A szerkesztés adatai: ugyanabban a sikban adott pontok, egyenesek és

korok. Ezekbdl kell ujakat szarmaztatni korzével és egyélli vonalzéval, ha

csupan az alabbi Iépéseket engedjik meg:

1. Két egyenes metszéspontjanak a kijelolése.

2. Két kor metszéspontjanak a kijeldlése.

3. Egyenes és kor metszéspontjanak a kijelolése.

4. Két ponton at egyenes rajzolasa.
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5. Két pont tavolsaganak korzényilasba vétele és ezzel adott, vagy mar

megszerkesztett pontbdl mint centrumbdl kor rajzolasa.

Nem szabad tovabba tetszbleges nyilasu korzével kort rajzolni, a kor
sugara mindig adott, vagy az adatokbdl megszerkeszthet6 tavolsag kell hogy
legyen. A szerkesztési feladatot akkor tekintjuk megoldottnak, ha megadtunk
egy, a keresend6 alakzatot el6allitd, véges szamu léepésbél allo altalanos
eljarast, amely tehat valamely szerkesztési feladat barmilyen konkrét adatainal
alkalmazhatd, és természetesen csak a felsorolt, megengedett mozzanatokbal

tevddik ossze.
Kiderllt, hogy az euklideszi szerkesztés egyik probléma megoldasa

soran sem jarhaté ut. Itt azonban ezeknek a megoldasoknak a részletezésétol

eltekintek.
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e) EUKLIDESZ ELETERGL

i

A matematikus Euklidészrol szemeély
szerint ugyszoélvan semmit sem tudunk.
Mindazt, amit mégis elmondhatunk rdla,
miveib6l, féként az Elemekbdl kell
kiolvasnunk. Azt példaul, hogy mikor
élhetett, ilyen okoskodassal szoktak

megallapitani:

N N Munkajabdl azonnal kideril, hogy
e T
& A ‘T-....---_.n':-.l.";h

Mpeny by
{ Ve "

ezt csak a Platon és Arisztotelész utani

=

- . -

idében irhattdk. Mivel Arisztotelész i. e.
322-ben halt meg, biztosnak latszik, hogy ezutan az idépont utan irédott. De az
is biztos, hogy Euklidész mive megel6zi a két hires oOkori matematikust:
Apollonioszt és Arkhimédészt. Arkhimédész, aki mar idézi Euklidész Elemeit, i.
e. 287 és 212 kozott élt. Euklidész tehat nagyjabdl i. e. 300 kordl irhatta
munkajat. - Jél Osszevag ezzel a datalassal az is, amit annal a Proklosznal
olvasunk, aki idészamitasunk 5. szazadaban élt, és akitdél rank maradt az
euklidészi Elemek |. konyvéhez irt legjobb okori kommentar. Van ugyanis
Proklosz magyarazatai kozott egy olyan rovid attekintés a legrégibb gorog
matematikusokrél, amely ujkori feltevés szerint még Arisztotelész tanitvanyatdl,
a 4. szazadi Eudémosztél szarmazhat. Ennek a tobbek altal nagyra tartott
eudémoszi attekintésnek a gondolatmenete ugyancsak megerdsiteni latszik az

Euklidész életkorara vonatkozé kronolégiai kovetkeztetést.

Ugyanigy felelhetiink arra a kérdésre is: Hol élhetett, vagy hol m{ikddott
Euklidész? - A hires kés6-antik matematikus, Papposz, akinek az életkora
egyébkeént szintén meglehetésen bizonytalan (idészamitasunk 4. szazadanak a
vége, vagy inkabb az eleje?) - emliti ,Matematikai Gydjtemény" cimi
munkajaban, hogy a nagy Apolléniosz hosszabb ideig egyutt volt Alexandriaban

Euklidész tanitvanyaival. Eszerint tehat Euklidész is Alexandriaban élt. Vagy
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csak ott tanitott egy darabig? Talan éppen az alexandriai ,Muszeion" gazdag
konyvtara tette volna lehetévé szamara nagy mive Osszeallitasat? - Ezek mar

inkabb csak talalgatasok Papposz adata nyoman.

Elmondja meég Papposz, hogy Euklidész lelkiismeretes, nyiltszivd,
baratsagos, szerény egyéniség volt. Nem zarkézott el a nala fiatalabbak otletei,
okfejtése el6l; szivesen meghallgatta, mérlegelte ezeket is. Az pedig soha
eszébe nem jutott volna, hogy masok érdemeit, gondolatait ugy tuntesse fol,
mintha azok téle szarmaznanak. - Ez az utdbbi megallapitas nyilvan azzal figg
0ssze, hogy Euklidésznek az Elemekben tulnyomérészt korabbi matematikusok
tételeit, bizonyitasait kellett rendszerbe foglalnia. Osszedllitasanak azonban
nem az volt a célja, mintha 6 mindazt, amit eléad, telies egészében sajat
miveként akarta volna az olvaso elé tarni - ezt a gondolatot akarja kiemelni

Papposz megjegyzése.
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lll. ELEMEK

a) EUKLIDESZ FO MUVEI

Euklidész Elemek cimU mive a matematika ,klasszikusa”, tartalmazza
a matematika azon részét, amely a mai kdzépiskolai tananyag szerves részét is
képezi. A konyvnyomtatas feltalalasa 6ta az egyik legtobb kiadasban megjelent

md.

Tudjuk, hogy Euklidész legjelent6sebb és legismertebb mive az Elemek.
De egyéb, hasonldéképpen matematikai targyd munkairdl is tudunk, bar ezeknek
egy részér6él nem sokat tudunk, hiszen a tobbséguik elveszett. Mindenesetre
valészinl, hogy ezek jelentéséglikben messze elmaradtak az Elemek mogott. A

matematikan kivll foglalkozott még zeneelmélettel és csillagaszattal.

Az Elemeken kivul tehat a kdvetkezé fennmaradt, részben fennmaradt,
vagy teljesen megsemmisult, csupan mas szerz6k altal emlitett maveirél

tudunk Euklidésznek:

1. A ,Pszeudaria"-t csak cimérdl ismerjik, a munka maga elveszett. A
cim jelentése: ,Hamis tételek" vagy ,Albizonyitasok". A cimbél itélve arrol
szolhatott, hogy hogyan kerulhetjuk el a matematikaban a téves gondolatokat, a

helytelen levezetéseket.

2. A ,Dedomena" cimli munkaja megmaradt, cimének jelentése ,Adott
mennyiségek". Azt mutatja be, hogy hogyan szamithatok ki bizonyos adott
mennyiségekbdl mas mennyiségek, amelyek az el6bbiekkel 6sszefuggnek, de
kozvetlenul nem ismertek. A muivet vizsgalé6 modern elemz6k ezt a munkat

altalaban ugy fogjak fel, mintha ez valami ,euklidészi algebra" kulcsa lenne.
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3. Egy masik, a sikidomok felosztasardl szél6 miive csak arab

forditasban maradt rank, az is joval kés6bb keletkezett, mint maga a ma.

4. A ,Poriszmoi" cimld mive olyan tételeket mutat be, amelyek
témajukat tekintve valahol a ,theérémak" és a ,szerkesztési feladatok" kozott

helyezheték el.

5. Euklidész kulén munkajaban foglalkozott a ,mértani helyekkel".

6. Egy elveszett munkaja a kupszeletekrdl szolt. Az ebben lényeges
részek feltehetéen belekerultek Apolléniosz hasonld targyd munkajanak abba a
részébe, amely szerencsére fennmaradt. Itt meg kell emlitenink azt is, hogy

Apolloniosz a kupszeletek elméletében messze tuljutott Euklidész eredményein.

7. Fennmaradt Euklidésznek egy mive a perspektivardl, ,Optika"

cimen.

8. A tukorképekkel foglalkozik a ,Katoptrika" cimi munkdja, amely a

geometriai fénytan alapjait rakja le.

9. A Sectio Canonis cimi mive régi pythagoreusok zeneelméletét

foglalja 6ssze. A latin cim forditasa : ,A kdnon metszése".

10. A ,Phainomena" cimi mlve elemi asztronomiaval foglalkozik, az
égbolt félgdmbjének latszélagos mozgasat, a csillagok felkelését-lenyugvasat

targyalja.
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b) ELEMEK

Azt, hogy mar kortarsai is sokkal fontosabbnak tartottak egyéb
miveinél az Elemeket, abbdl lathato leginkabb, hogy errél kapta szerzéjuk
kitintet6 nevét: Sztoikheiotész, magyarul, ,az, aki az Elemeket irta". Annal

fogva, hogy az Elemek neve gorogul: Sztoikheia.

Az Elemek latinul el6szor 1482-ben valt hozzaférhetévé. Magyar
nyelvre el6szor Brassai Samuel forditotta 1865-ben. Mayer Gyula kitind

magyar forditasaban 1983-ban jelent meg.

Bar az Elemek legtobb fennmaradt kézirataban van egy XIV., s6t még
egy XV. konyv is, de tudjuk ezekrdl, hogy csak utdlag csatoltak 6ket Euklidész
munkajahoz. A XIV. kényv szerzdje az alexandriai Hypsziklész volt az i. e. 2.
szazadban, a XV. konyv pedig még kés6bbi eredetl, idészamitasunk 6.

szazadabol valo.

Mindenkinek, aki ezt a miivet a kezébe veszi, feltlinik, hogy Euklidész
tulnyomorészt a geometriaval foglalkozik; az aritmetika ezen belll csak
egészen alarendelt szerephez jut, nem is foglalkozik vele tobb, csupan az
Elemek harom konyve: a VII., VII. és IX. Pedig ez egyaltalan nincs
0sszhangban azzal, amit Proklosz az Elemekhez irt kommentarjaban, az un.
,masodik elészéban" kifejt. Magyarazataban ugyanis egyértelmien leszogezi,
hogy a matematika tudomanya két részbdl all: aritmetikabdl és geometriabdl.
Proklosz nyomatékosan hangsulyozza, hogy a geometriat csak a masodik hely

illeti meg az aritmetika utan.

Proklosz ezt a rangsorolast a kdvetkezOképpen indokolja: Egyrészt a
szamok elvontabbak (absztraktabbak) mint a geometriai idomok. A szamok
kozott van olyan legkisebb, amelyb8l minden tovabbi szam felépithetd,
méghozza az 1. A gorog aritmetika ragaszkodott az 1 oszthatatlansaganak a
gondolatahoz, ahhoz, hogy nincs kisebb szam, mint az 1. A torteket két-két

szam aranya helyettesiti. De nem igy van ez a geometriaban, ahol nincs

19



legkisebb, itt ugyanis megvan a ,végtelenll oszthaté"; ahol pedig ez fellép, ott
mindjart jelentkezik az is, amit a gorogok alogonnak (azaz ,ésszel fOl nem

foghatdnak") neveztek.

Az Elemek cimi mi 13 koényve terjedelmében, felépitésében és

kidolgozottsagaban is eltér egymastaol.

Az Elemek I. kdnyve az egyik legérdekesebb. Nemcsak azért, mert
egyike a legjobban kidolgozottaknak, hanem azért is, mert ennek a konyvnek
mind a 48 tétele szigoru sorrendben koveti egymast egymasra épulnek, mig el
nem éri a targyalas az elbre kitizott célt, vagyis a 47. tételben a Pythagorasz
tételt, a 48. tételben pedig ennek a megforditasat. Az elsé koényv azért is
erdekes, mert itt, rogton az elején talaljuk a legtobb matematikai principiumot.

Euklidész ezeket harom csoportba osztva sorolja fel, amelyek a kdvetkez6k:
Definiciok

Pont az, aminek nincs része.
A vonal szélesség nélkulli hosszusag.

A vonal végei pontok.

> Dnh -

Egyenes vonal az, amelyik a rajta levé pontokhoz viszonyitva

egyenléen fekszik.

5. Felllet az, aminek csak hosszusaga és szélessége van.

6. A felllet végei (=szélei) vonalak.

7. Sikfelllet az, amelyik a rajta levé egyenesekhez viszonyitva egyenléen
fekszik.

8. A sikszdg két olyan egysikbeli vonal egymashoz val6 hajlasa, amelyek
metszik egymast, és nem fekszenek egy egyenesen.

9. Ha a szdget kozrefogd vonalak egyenesek, egyenes vonalunak
nevezzuk a szoget.

10.Ha valamely egyenesre egyenest allitunk dgy, hogy egyenl6
mellékszogei keletkeznek, akkor a két egyenldé szdg derékszog, és az
allé egyenest merdlegesnek mondjuk arra, amelyen all.

11. Tompaszog az, amelyik nagyobb a derékszognél.

12.Hegyesszog pedig, amelyik kisebb a derékszognél.
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13.Hatar az, ami vége valaminek.

14. Alakzat az, amit egy vagy tobb hatar vesz korul.

15.A kor sikbeli alakzat, amelyet egy vonal vesz korul [ ezt nevezzuk
korvonalnak ] ugy, hogy az e vonal és egy, az alakzat belsejében fekvé
font k6zé es6 szakaszok egyenlék egymassal.

16.Ezt a pontot a kor kdzéppontjanak nevezzik.

17.A kornek atmér6je barmely, a kozépponton at haladé egyenes vonal,
amely mindkétoldalt a kor keruletén végzédik. Az ilyen egyenes
félbevagja a kort.

18. A félkor olyan alakzat, amelyet egy atméré és az altala kimetszett koriv
vesz korul. < A félkor kozéppontja ugyanaz a pont, amelyik a koré is. >
19.Egyenes vonalu alakzatok ( azaz sokszdgek ) azok, amelyeket egyenes
vonalak vesznek korul, haromoldaluak, amelyeket harom, négyoldaluak,
amelyeket négy, sokoldaluak pedig, amelyeket négynél tobb egyenes

vesz korul.

20.A haromoldalu alakzatok kézul egyenld oldalu haromszdg az, amelynek
harom egyenld oldala van, egyenld szaru, amelynek csak két egyenlé
oldala van, ferde pedig, amelynek harom nem egyenlé oldala van.

21.Tovabba a haromoldalu alakzatok kozul derékszogl haromszog az,
amelynek van derékszoge, tompaszogl, amelynek van tompaszoge,
hegyesszdgl pedig, amelynek harom hegyesszdge van.

22.A négyoldalu alakzatok kozul négyzet az, amelyik egyenld oldalu és
derékszogl, téglalap, amelyik derékszogld, de nem egyenl6é oldalu,
rombusz, amelyik egyenldé oldalu, de nem derékszogi, romboid,
amelynek a szemkdzti oldalai és szdgei egyenl6k egymassal, de sem
nem egyenlé oldalu, sem nem derékszogl. A tobbi négyoldalu neve
legyen trapéz.

23.Parhuzamosak azok az egyenesek, amelyek ugyanabban a sikban
vannak és mindkétoldalt végtelenlil meghosszabbitva egyiken sem

talalkoznak.
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Posztulatumok

1. Koveteltessék meg, hogy minden pontbdl minden ponthoz legyen egyenes

huzhato.

2. Es hogy véges egyenes vonal egyenesben folytatdlag meghosszabbithato

legyen.
3. Es hogy minden kdzépponttal és tavolsaggal legyen kor rajzolhato.
4. Es hogy minden derékszdg egymassal egyenld legyen.

5. Es hogy ha két egyenest Ggy metsz egy egyenes, hogy az egyik oldalon
keletkezd belsdé szogek (6sszegben) két derékszognél kisebbek, akkor a két
egyenes végtelenll meghosszabbitva talalkozzék azon az oldalon, amerre az

(6sszegben) két derékszognél kisebb szdgek vannak.

Axidmak

1. Amik ugyanazzal egyenl6k, egymassal is egyenlék.

N

. Ha egyenl6khoz egyenldket adunk hozza, akkor az 6sszegek egyenlok.

w

. Ha egyenl6kbdl egyenldket veszink el, a maradékok egyenlék.

N

. Ha nem egyenl6kh6z egyenloket adunk hozza, az 6sszegek nem egyenlék.

()]

. Ugyanannak a kétszeresei egyenl6k egymassal.

»

. Ugyanannak a fele részei egyenlé6k egymassal.

~

. Az egymasra illeszkeddk egyenl6k egymassal.

oo

. Az egész nagyobb a résznél.
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9. Két egyenes vonal nem fog kozre teruletet.

A mai matematikai szemlélet nem egyezik azzal, hogy Euklidész definial
olyan fogalmakat is, mint pont, vonal, egyenes stb., hiszen manapsag az ilyen
alapvet6 fogalmakat nem definialjuk, alapfogalmaknak tekintjik és akként
kezeljuk Oket. Ennek csupan az lehet az oka, hogy a mai matematikai
elgondolas masban latja a definicio szerepét, mint amiben ezt Euklidész és
kortarsai lattak. Eléfordulnak Euklidész definicidi k6zott olyanok is, amelyeket
kés6bb a tételek targyalasa soran soha nem hasznal. Példaul a 22. definicio
rombuszrol, romboidrol és trapézrol beszél anélkul, hogy a tételekben késdbb
egyetlen egyszer is ilyen néven emlitenének valamely paralelogrammat. Logikai

szempontbdl persze, hibanak tekinthet6 az ilyen ,folésleges definicio”.

Torténeti szempontbdl azonban tanulsagosnak mondhaté. Hiszen
bizonyitékként szolgal ez arra, hogy a korabbi, Euklidész elétti gorog geometria

is hasznalt ilyen fogalmakat.

Ezen kivul ebbdl arra is kovetkeztethetunk, hogy hogyan dolgozott,
dolgozhatott Euklidész. Feltehet6en kitette maga elé a korabbi Elemeket, nem
tudhatjuk melyiket, Hippokratész, Ledn vagy Theudiosz munkdjat, és amit
ezekben hasznalhatonak talalt, azt atvette sajat munkajaba. A rombusz,
romboid és trapéz nevek alighanem ilyen korabbi matematikai munkakbol

kerlltek at hozza, azt is mondhatnank, hogy figyelmetlenségbdl.

Korabbi Elemeket emlitettunk, nem véletlenul. Bar igaz, hogy az egész
korabbi, Euklidész el6tti gorog matematikardl nagyon keveset tudunk, mégis
biztos forrasaink vannak arrél, hogy éppen az Euklidészt megel6z6 nem
egészen 150 év soran harman is kisérleteztek egy-egy olyan jellegli munkaval,
mint Euklidész milve. Az egyik az 5. szazad masodik felének hires szofistaja -
€és egyben tehetséges matematikusa - a khioszi Hippokratész. Proklosz
hiradasa szerint 6 az elsd, aki Elemeket allitott 6ssze. Ugyancsak Proklosz
emliti, mint ilyen munkak szerzdit, az egyébként ismeretlen Lednt, és egy

bizonyos magnésziai Theudioszt.
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Bar a mi szamunkra ezek mar csak nevek, hiszen ezekbdl az
Osszeallitasokbdl semmi sem maradt fenn, sét, ugy latszik, nem forgott
kozkézen ennek a haromnak a munkaja mar az okorban sem és Prokloszon
kival egy antik szerz6 sem beszél ezekrél a régi Elemekrél, egy bizonyos
szempontbdl azonban talan mégsem lényegtelen, hogy tudunk Euklidészen
kivil még harom korabbi kisérletez6r6l. Ez ugyanis arra utal, hogy egy
bizonyos, torténetileg jol korulhatarolhato id6szakaszban, amely talan éppen
Euklidésszel zarult, kulonds aktualitasa lehetett egy ilyen jellegi matematikai

munka o0sszeallitasanak.

A posztuldtum” latin forditdsa a megfeleld gordg aitéma
szakkifejezésnek. A posztulatumok a targyalasra kertld geometriai idomok
megszerkeszthetéségét biztositjak, ennél fogva a matematikai egzisztencia
problémajahoz kapcsolodnak. Megszerkeszthet6k a geometriai idomok, mert
ahogy az els6 két posztulatum kimondja, barmely két pont Osszekdthetd
egyenes vonallal, valamint barmely adott egyenes tetszés szerint
meghosszabbithaté. A harmadik posztulatum a tetszéleges sugaru kor
megszerkeszthetéségét mondja ki. Ezek szerint az els6 harom posztulatum
lehetbveé teszi a vonalzd és a korz6 hasznalatat. Csak ez a kettd tekinthetd a

geometria klasszikus, megengedett segédeszkdzének.

Kulon meg kell emlitentnk a hires 5. posztulatumot. Egyesek szerint ez
a hires parhuzamossagi posztulatum talan magatol Euklidésztél szarmazik.
Mint ismeretes, Euklidész utan tobb mint 2000 éven at tdbbszor is prébaltak
eldonteni a vitat, miszerint hatha nem is posztulatumrdél van sz6, hanem tételrdl,
amit be is lehetne bizonyitani. Az egyik legelsd, aki a vitat eldontotte, Bolyai
Janos volt, aki enélkil a posztulatum nélkul épitette fel un. abszolut
geometrigjat, igazolva ezzel Euklidészt és eldontve a vitat, vagyis a kérdéses

allitas valéban eldonthetetlen posztulatum, és nem tétel.

A principiumok harmadik csoportja az axiomak. Tobb Arisztotelész-
idézet igazolhatja, hogy korabban ezekre a bizonyitas nélkll elfogadott elvekre
,2axiomata” kifejezést hasznaltdk. A masik név, amelyet ezekre Euklidész
szOovege hasznal, a ,koinai ennoiai”,amely feltehet6en késbbbi eredetl, és azzal

a felfogassal fugg Ossze, amelyet ezekrdl az elvekrdl Arisztotelész nyoman
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vallottak. Arisztotelész ugyanis meg volt gy6z6édve arrdl, hogy az axiomak olyan
allitasok, amelyeknek igaz voltat ,jozaneszi ember nem vonhatja kétségbe",
ahogyan ezt egyébként Proklosz is hangsulyozza. Ezt a nézetet a késébbi

g6rog matematikusok is elfogadtak, magukéva tették.

Dolgozatomban arra is kerestem a valaszt, vajon mi lehet az, ami az
Elemeket a Biblia utan a legtdobb kiadast megért konyvvé tette. Ez nem mas,
mint a targyaldas moddszere. Az Elemek az elsé6 md, amely nem csupan
megkisérli, hanem kovetkezetesen végig is viszi az akkor ismert matematikai
anyagon a deduktiv mddszert. Lassunk erre egy szemléletes példat rogton a

ma elsé konyvébdl:

I. 1. Tetel

Allitsunk adott véges egyenesszakasz félé egyenlé oldalt haromszéget!

Legyen AB az adott véges egyenesszakasz. Az AB véges egyenesszakasz folé

kell tehat egyenld oldalu haromszoget allitani.

. Legyen BCD az A kdézéppontu, AB tavolsaggal
' rajzolt kor (3. Poszt.), tovabba ACE a B
/A\ kézéppontu, BA tavolsaggal rajzolt kor, és a C
' pontbdl, amelyben metszik egymast a korok,

illesszik az A, B pontokra a CA, CB

egyeneseket (1. Poszt.).

Minthogy az A pont k6zéppontja a CDB kornek, AC egyenlé AB-vel, tovabba,
minthogy a B pont kdzéppontja a CAE kornek, BC egyenlé BA-val. De
megmutattuk, hogy CA is egyenl6é AB-vel, tehat CA és CB mindketten egyenlék
AB-vel. Amik viszont ugyanazzal egyenldk, egymassal is egyenlék, tehat CA is
egyenl6 CB-vel (1. Ax.), igy CA, AB és BC mindharman egyenl6k egymassal.
Tehat az ABC haromszdg egyenld oldalu, és az adott AB véges

egyenesszakasz folé allitottuk. Eppen ezt kellett megtenni.
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l. 2. Tetel

Helyezziink el adott ponthoz adott szakasszal egyenlé szakaszt!

Legyen A az adott pont, BC pedig az adott szakasz.
Az A ponthoz az adott BC szakasszal egyenld
szakaszt kell tehat elhelyezni.

lllesszik az A pontbdl a B pontra az AB szakaszt (1.
Poszt.), és allitsuk félé a DAB egyenl6 oldalu

haromszoget (l. konyv 1. tétel), és legyenek AE, BF

a DA, DB egyenesszakaszok egyenes menti
meghosszabbitasai (2. Poszt.), és legyen CGH a B kézéppontu, BC tavolsaggal
rajzolt kor (3. Poszt.), tovabba GKL a D kdézéppontu, DG tavolsaggal rajzolt kor.
Minthogy a B pont kézéppontja a CGH kornek, BC egyenlé BG-vel. Tovabba,
minthogy a D pont kdzéppontja a KLG kdrnek, DL egyenldé DG-vel. Ezekbdl DA
egyenlé DB-vel, tehat a maradék AL egyenlé a maradék BG-vel (3. Ax.). De
megmutattuk, hogy BC is egyenlé BG-vel, tehat AL és BC mindketten egyenlék
BG-vel. Amik viszont ugyanazzal egyenl6k, egymassal is egyenldk, tehat AL is
egyenl6 BC-vel (1. Ax.).

Tehat az adott A ponthoz az adott BC szakasszal egyenlé AL szakasz fekszik.

Eppen ezt kellett megtenni.
I. 3. Tétel

Vonjunk ki két adott, egyenes szakasz kéziil a nagyobbikbodl egy, a kisebbel
egyenl6 szakaszt!
¢ Legyen AB és c a ket adott, nem egyenld
 —
szakasz, s legyen kozuluk AB a nagyobb. A
5 nagyobb AB-b&l kell tehat egy a kisebb c-vel
egyenld szakaszt kivonni.
E Fekudjék az A pontnal a c szakasszal egyenl6 AD
: (I. konyv 2. tétel), és legyen DEF az A
kézéppontu, AD tavolsaggal rajzolt kor (3. Poszt.).

Minthogy az A pont kdzéppontja a DEF kornek,
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AE egyenl6 AD-vel. De c is egyenld AD-vel. Tehat AE és ¢ mindketten egyenl6k
AD-vel, ugyhogy AE is egyenl6 c-vel. (1. Ax.).
Tehat a két adott AB és c szakasz kozul a nagyobbikbdl, AB-bél kivontuk a

kisebb c-vel egyenlé AE-t. Eppen ezt kellett megtenni.

A Il. kdnyv jéval rovidebb, mint az elsd, hiszen csupan 14 tételbdl all.
Torténeti szempontbdl kuldnésen azért figyelemre mélté ez a konyv, mert
ennek a tételeiben ismerte fel tdbb modern kutaté az un. ,geometrikus
algebrat”. Ebben a megfogalmazasban ez azt jelenti, hogy ezeket a tételeket mi
manapsag algebrai formaban targyaljuk. Az viszont, hogy vajon valoban
algebrai problémak adtak-e alkalmat mar az Ookorban is ezeknek a

kidolgozasara, azt nem lehet tudni.

A lll. és IV. kdnyv még szorosabban kapcsolédik egymashoz, mint a
megel6z6 kettd. A lll. 37 tételbdl all, és a kornek néhany alapveté tulajdonsagat
foglalja 0ssze, a IV. 16 tételében a korbe (és a kor koré) irhaté szabalyos
sokszogeket - haromszodg, négyszdg, Otsz0g, hatszdg és a korbe irt
tizenotszoget - targyalja. A ,kort", ,kdzéppontjat", ,atmeérdjét" és a ,fél- kort" mar
bemutatta egy-egy definicié az I. kdnyv elején, mert ezekre szlikség volt mar az
I. és Il. kdnyv néhany tételében is. A lll. kdnyv tovabbi, korre vonatkozd 11

definicioval egésziti ki a korabbiakat.

Az Elemek V. konyve kulonb6zé mennyiségek egymassal vald
kapcsolataval, aranyaval foglalkozik. Egy okorbdl szarmazo iskolai feljegyzés,
egy un. szkholion, amelynek szerzéjét nem ismerjuk, azt allitja, hogy sokan ugy
tudjak, hogy Euklidész az Elemek V. kdnyvében Platon fiatalabb kortarsanak, a
hires matematikusnak és csillagasznak, Eudoxosznak az aranyelméletét
foglalta 6ssze. A szkholionok eredetileg margora irt rovid feljegyzések voltak,
amelyeket egy-egy, az iskolaban tanitott szerzének a miivéhez fliztek. Késbbb,
még az Okorban, felismerték ezeknek az iskolai feljegyzéseknek a

hasznossagat, és 0sszegydjtve kulon ki is adtak egy részuket.
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Az ismeretlen okori forras igazsaga mellett sz6l az 6tédik konyvének
otodik definicija, amelyet elolvasva meggy6zddhetink arrol, hogy ezt a
definiciét valéban csak olyan nagy matematikus alkothatta, aki rajott arra,
hogyan lehet uj alapokra helyezni az egész korabbi aranyelméletet az
ugynevezett 0Osszemérhetetlen, vagyis inkommenzurabilis mennyiségek

felfedezése utan.
Az emlitett definicid a kdvetkezdképpen hangzik:

,Azt mondjuk, hogy mennyiségek ugyanazon aranyban allnak, az els6
a masodikkal és a harmadik a negyedikkel, ha az els6nek és a harmadiknak
ugyanannyiszorosai a masodik és a negyedik ugyanannyiszorosainal,
barhanyszoros is a tobbszorozeés, paronként vagy egyszerre nagyobbak, vagy

egyszerre egyenl6k, vagy egyszerre kisebbek megfeleléen parositva oket. ”

Ez tehat Eudoxosz matematikai érdeme. Ugyanis biztosra vehetd,
hogy volt a gérég matematikanak aranyelmélete mar Eudoxosz elétt. S6t, meg
is maradt szamunkra sok minden ebbdl a régi tanitasbdl. Euklidész azonban az
Elemek elsé négy konyvébe egyaltalan semmit sem vett be ebbdl a korabbi,
Eudoxosz elétti elméletbdl. Ugy latszik, 8 az aranyok targyalasat mindjart azon
a szinvonalon akarta elkezdeni, amely az 6 idejében a legkorszeribb volt. Ezt

tette az V. konyvben.

A VI. kényv annak az eudoxoszi aranyelméletnek az alkalmazasa a
planimetriara, amelyet eldljaréban az V. konyv alapozott meg. Az arany a
geometriaban mindenekel6tt az idomok hasonlosagaval kapcsolatban jut
szerephez; ezért kezdddik a VI. kdnyv egy olyan definicidval, amely éppen az

egyenesvonalu idomok hasonldésagat hatarozza meg.

A VI. kdnyv utdn atmenetileg félbeszakad a geometria targyalasa.
Anélkil, hogy az eddig eléadottakhoz szervesen kapcsolddna, kdzbeékelddik a
3 aritmetikai konyv: VII-VIII-IX. Ennek a haromnak szorosabb egysége mar
abbal is lathato, hogy Euklidész a VII. konyv elején sorolja a fel azt a 23
definiciot, amelyre az aritmetikaban szuksége lesz. A VIII. és IX. kdnyv nem

vezet be ujabb definiciokat. A paros és paratlan elméletére példaul csak a IX.
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konyv végén kerll ugyan sor, de ennek a definicidi mar a VII. kdnyv elején is

olvashatok.

A VII. és VIIl. kdnyv tdbb tétele korabbi eredetli. Nemhogy az
Eudoxosz el6tti korbdl szarmaznak, hanem feltehetéen megelézik azokat a
geometriai tételeket is, amelyek ,megkerllik az 0sszemérhetetlenség

problémajat."

A VII. kdnyvben szamelméleti alapfogalmakat gylijt 6ssze, az egység
€s a tortrész kapcsolataval, a paros és paratlan, prim- és dsszetett szamokkal
foglalkozik. Megjelenik a ,tokéletes szam” fogalma: ,Egy szam tokéletes, ha

egyenld az osztdi 0sszegével.”

A VIIl. kényvben mértani sorozatokkal, aranyokkal, négyzet- és

kobszamokkal, valamint ezek kapcsolataval foglalkozik.

Az Elemek IX. konyvének végén 16 tétel a paros és paratlan
elméletérdl szdl. Ezek féként azért érdekesek, mert a szerencsés véletlen
lehetévé tette datalasukat, amely i. e. 500 korulre tehetd. A sziciliai koltd,
Epikharmosz egyik toredéke félreérthetetlentl céloz ezekre a tételekre.
Jelenleg ez a paros és paratlan elmélet a gorog matematika legrégibb ismert

tételsorozata.

A X. konyv az Elemek 13 konyve kozott a legterjedelmesebb: 115
tételbdl és 4 definiciobol all, ezek a konyv elején talalhatok. De ez egyuttal a
legkevésbé olvasott és a legnehezebbnek tartott kdnyv is. igy nyilatkozott errél
mar a 13. szazadban az italiai Fibonacci, a 16. szazad végén a németalfoldi
Simon Stevens, és azota még sokan masok, akik egyaltalan megkisérelték,
hogy elmélyedjenek a matematikai irracionalitasoknak ebben az impozans antik
elméletében. Altalaban magasztalni szoktak ennek a kényvnek ,szigord, logikus
felépitését", rendkivul ,tomor és rovid bizonyitasait", amelyek kevés kivételtél
eltekintve a modern igényeket is kielégitik, de barmilyen egyontet( tisztelettel,
elismeréssel beszélnek is err6l a konyvrdl, részletes, meggy6z6 torténeti

elemzése a modern irodalombdl eddig nem ismert.
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Ahogyan az Elemek V. kényvében Eudoxosz eredményeit foglalta
Ossze Euklidész, ugyanugy ez a X. konyv tulajdonképpen Theaitétosz mive
lenne. Valéban van nyoma annak, hogy megprobaltak ennek a kdnyvnek egyes
tételeit mar az Okorban annak az egyébként nem ismert és fiatalon elhunyt
matematikusnak tulajdonitani, akinek nevét Platdon egyik dialogusa, a
,Theaitétosz" viseli. Ugy tlnik, ez a dialégus mar az 6korban nagy hatassal volt
azokra, akiket érdekelt a matematika. Az ujkorban is, egészen a legutobbi
id6kig, ki akartak olvasni ebbdl a dialégusbadl a ,torténeti Theaitétosznak" egy
matematikai felfedezését. Ez mindenesetre tévedés. Platon dialégusaban
ilyesmir6él nincs sz6. Hasonloképpen bizonyos az is, hogy az a szkholion,
amely az Elemek X. konyvének 9. tételét Platonra hivatkozva Theaitétosznak
tulajdonitja, téved. Platon szdvege nem erdsiti meg allitasat. Eppen azért, mert
ebben a két részletkérdésben nyilvanvalé a tévedés, fuggdben kell maradnia
annak a masik, altalanosabb érdekl kérdésnek is, nevezetesen, hogy valéban
Theaitétosz lenne-e a X. konyv szerzgje. Azon érvek szerint, amelyekre eddig
hivatkozni szoktak, ez a kérdés nemigen donthetd el. Az azonban mindenesetre

tagadhatatlan, hogy a X. konyv szerzdje kival6 matematikus volt.

A X. konyv is foglalkozik az aranyokkal, 0Osszemérhet6 és
O0sszemérhetetlen szakaszok és mennyiségek kapcsolataval, k6zds mértékével

foglalkozik.

A X. kdnyv Osszesen tizenétféle szakaszt kildnbdztet meg; ezek kozul
kettd racionalis, a tobbi irracionalis. Euklidész a X. kdnyv tételeit csak a XIII.

konyvben, a szabalyos testekkel kapcsolatban alkalmazza.

A testmértannal, azaz a sztereometriaval foglalkozik az Elemek utolso
harom koényve, a Xl., XIl. és XIlIl. A gordg geometria sz6 - amelyet magyarra
mértannak szoktunk forditani - eredetileg féldmérést jelent. Ennek megfeleléen
a matematikanak ez az aga korabban sikmértan, vagyis planimetria volt, erre

épulhetett késbbb a testmértan, azaz a sztereometria.

Euklidész a sikmértant az 5 posztulatummal vezette be. lgazaban
szuksége lett volna ezekhez hasonlé mas posztulatumokra a sztereometriaban

is, de a Xl. kdnyv elején nincs egy posztulatum sem, csak 28 uj definicid.
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Azonban, ha jobban megvizsgaljuk ennek a Xl. konyvnek elsé harom
tételét, hamar rajohetlnk, hogy ezeknek a bizonyitasai ugyszolvan nem sokat
ernek. Ahogyan erre mar tobben is utaltak, ez a harom tétel tulajdonképpen
inkdbb harom posztulatum lehetne, amelyet jobb lett volna bizonyitasi kisérlet
nélkul, elvként elfogadtatni. Hogy erre valéban megvolt a lehetéség, azt mutatja
az eudoxoszi V. konyv példaja. Bar itt sincs posztulatum, de van ennek a
konyvnek a definicioi kdzott egy olyan, amely minden tovabbi nélkul lehetne
posztulatum is, méghozza a negyedik, amelyet a 19. szazadban nem éppen

talalé névvel ,arkhimédészi alaptorvénynek" neveztek el.

A Xl. konyv 39 tétele bevezetés a testmértanba. A tételek itt is
bizonyos didaktikai szempontbdl ,emelkedének" nevezhetd sorrendben kdvetik
egymast. A térben elhelyezett egyenesek és sikok viszonylag egyszeriibb
problémaitdl 1épésrdl-lIépésre jutunk el a testszogeken keresztul a prizmakhoz,
a parallelepipedonhoz és a kockahoz. Altalaban azzal jellemezhets a XI. kdnyv,
hogy ebben, a parhuzamossagtol eltekintve, még csak olyan sztereometriai
kérdésekrél van szd, amelyek targyalhatok a végtelen problémajanak érintése

nélkiil. Eppen ebben kiilénbdzik ez a kényv az utana kdvetkezé XII.-tél.

A XIlI. koényv jellemzéje, hogy alkalmazza az ugynevezett ,exhaustio
modszerét”, pl. a 2., 3., 4., 5., a 10., 11., 12. tételben, és egy kissé mas
formaban a 16-18. tételekben. Arkhimédész szerint ez a mdédszer Eudoxosztdl
szarmazik. Roviden az exhaustio-t, amely kimeritést jelent, és amelynek
elnevezése erbsen félrevezetd, mert tulajdonképpen nem ,kimeritésrél", hanem
eppen ellenkezbleg, valami kimerithetetiennek a megkozelitésérdl van szo, a
kovetkezOkeppen jellemezhetjik: vegyuk példanak a kor terlletét. Ezt ugy
kozelitjuk meg, hogy mind nagyobb oldalszamu szabalyos sokszdget irunk a
korbe; bar ezeknek a terllete mindig kisebb lesz, mint a kor tertlete, de minél
nagyobb a sokszdg oldalszama, annal inkabb megkozeliti a sokszog terulete a
kor terUletét, ugy is mondhatnank, alulrél. Ha ugyanakkor szabalyos
sokszogeket irunk a kor koré kivulrél, ezekkel is megkozelitjuk a kor terlletét,
méghozza felllrdl. Hiszen a kor koré irt szabalyos sokszogek terllete mindig
nagyobb lesz ugyan a kor terlleténél, de minél nagyobb ezeknek a

sokszdgeknek az oldalszama, annal kozelebb jutunk a kér teriiletéhez. igy
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aztan a keét hatar kozé szoritva annyira kozel juthatunk a kor teruletéhez,
amennyire csak akarunk - bar tudjuk, hogy magat a kor-tertletet mégsem érjuk

el soha, de ott van ez valahol a két kozelité hatar kozott.

Ezt a mddszert alkalmazza a Xll. konyv a fellletek és kdbtartalmak
kiszamitasara. Mikor azonban Euklidész térfogat-szamitasairdl beszeélunk, nem
konkrét mérésekre, szamokra kell gondolnunk, hiszen Euklidésznél inkabb csak
amolyan térfogat-megallapité tételeket talalunk, mint példaul a Xll. kényv 10.
tételében: "Minden kup harmadrésze az egyenl6 magassagu é€s ugyanazon

alapon fekvé hengernek."

A XIlll. kényvben Euklidész tobb olyan tételt targyal, amely az
aranymetszéssel foglalkozik. Ezeknek legalabb egy része, ugy latszik, valami
olyan hurtablazatot készit el6, amilyet tulajdonképpen csak joval késébbi korbadl,
az idészamitasunk 2. szazadaban él6 csillagasznak, Klaudiosz Ptolemaiosznak
a mivébdl ismerlnk. A torténeti kutatas eddig kevés figyelemre méltatta azt a
kérdést: mennyiben késziti el6 mar Euklidész az asztronomia hurtablazatat, ezt

az ,0kori trigonometriat".

Ezek utan attér az 6t szabalyos test targyalasara. Az 6t szabalyos test
a kovetkez6: tetraéder, hexaéder (kocka), oktaéder, pentagondédekaéder és
ikoszaéder. Ezeknek a targyalasanal Euklidész mindig egy adott gombbdl,

illetve a gdomb atmérsjébdl indul ki.

Ahogyan a IV. konyv a szabalyos sokszogeket egy korbe irta, ugy irja a
XIll. kdényv a szabalyos testeket egy adott atmér6ji gombbe. Kiszamitja
tovabba Euklidész minden szabalyos test élének és a koré irt gomb

atméréjének az aranyat.

A késbbbi 6kor a szabalyos testeket ,platoni testek" néven tartotta
szamon, ahogyan ezekrdl Platon a ,Timaiosz" cim( dialégusban is beszél.
Biztos azonban, hogy ezeknek a szabalyos testeknek egy része tudomanyos
vizsgalodasok targya volt, elsGsorban a pythagoreusok korében, mar joval a

Platén elé6tti korban.
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Az egész XIll. konyv 6nmagaban is kerek, zart egész, olyannyira, hogy
akadtak modern kutatok, akik feltételezték, hogy ez eredetileg Euklidész 6nalld
mive lenne, amelyet talan csak utdlag csatolt az Elemekhez. Masok azonban
azt tartjak valdszinlnek, hogy éppen a szabalyos testek targyalasa lett volna

az Elemek megalkotasanak végso célja.
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IV. UTOSZO

Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy Euklidész rendszere csodalatosan
felépitett, még akkor is, ha talalhatok benne hianyossagok. A definiciokat
példaul meg lehetne tdmadni azon az alapon, hogy segitségukkel nem kapnank

meg a pont, az egyenes vagy a felllet igazi fogalmat.

Az azonban mindenképpen igaz, hogy sohasem definicidk alapjan
ismerjuk meg a dolgokat, hiszen miel6tt az igazi megértéshez eljutnank,
tapasztalatokra kell szert tenniunk az alapfogalmakkal kapcsolatosan, mikozben
vizsgaljuk 6ket, dolgozunk veluk. Ugyanakkor a gorogok velhetéen ugy érezték,
hogy érdemes egyetlen rovid mondatba Osszeslriteni egy fogalom lényegét,
bar nem valdszind, hogy tényleg hitték, hogy ez teljes biztonsaggal atadhatja a
fogalmat a hozza nem értd, a témaval nem foglalkoz6 olvasénak. A definicidkat

tehat érdemes ebben a megvilagitasban szemlélnunk.

Ahhoz nem fér kétség, hogy logikai néz6pontbdl kifogasolhatd lehet
egy ilyen kijelentés : ,Pont az, aminek nincs része." Hiszen a rész és egész
kapcsolta nincs tisztazva. Ha azonban ezzel a definicidval csupan az a célunk,
hogy a ,pont" sz6 kimondasakor mindannyian ugyanarra a dologra gondoljunk,

akkor nem rossz ez a meghatarozas.

Kritika targyat képezheti ezenkivil esetleg az axibmak és a
posztulatumok elrendezése is. Ennek oka azonban nem kizardlag Euklidész
munkajaban keresendd, hiszen tudjuk, hogy ezt a konyvet szamtalanszor
lemasoltak és ujra kiadtak, éppen a hire és a hasznalhatésaga miatt. Ennek
soran nem csoda, ha a masoldk hibakat kdvettek el. Ezenkivil némelyik kiadd
néhol kulon jeldlés nélkul is belejavitott a konyvbe az ujbdli kiadas elétt, és az

ilyen valtozasokat vilagos, hogy lehetetlen aztan késébb nyomon kovetni.
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A filozéfiailag iskolazott gérogok szamara teljesen vilagos volt, mi a
kulonbség axiomak és posztulatumok kozott. Ez a kulonbség aztan késdbb
elhalvanyult, és igy az eredeti kiadas bizonyos mondatai a késdbbi kiadasokban
mas helyre keriiltek at. igy fordulhatott el az is, hogy egyes kiadasok néhol

egy-egy axiomat posztulatumként tlntettek fel, vagy éppenséggel forditva.

Azt is mondhatjuk, hogy az a rendkivuli tOkéletesség, amellyel a
gorogok a geometriat egzakt tudomannya tették, elhomalyositotta a korabbi
civilizaciok geometriai  teljesitményét, és torténelmi itéletinket s

elkerulhetetlendll elfogultta tette a goérog mddszerrel szemben.
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