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OSSZEHASONLITO GEOMETRIA

BEVEZETES

»Az €16, korszerli matematikaoktatds legfontosabb feladata, hogy 0Onallo
gondolkozésra, a dontéshelyzetek megismerésére és megoldasara nevelje a
fiatalokat. Ennek megfeleléen, a matematika barmely teriiletén tobbféle
lehetséges rendszert és mddszert kell bemutatnunk, didkjainkra hagyva a
véalasztds jogat és Kkotelességét. Az Osszehasonlitdé geometria ezt a
tobbszempontd megkdzelitést kivanja a matematikdban megvalositani.” — irja
Lénart Istvan. [5]

A hiperbolikus és a gdmbi geometria nem csak a felséfoku képzés keretében
érhetd el a didkok szamara. A Magyarorszagon foly6 dsszehasonlito-geometriai
oktatasi kisérletek néhany kozépiskolai tandran illetve szakkori foglalkozason
vizsgaltdk az euklidészi geometridban tanultak érvényességét, a gombi
geometriaban és a hiperbolikus geometridban (Lénart Istvan, Horvath Jend,
Kalman Attila, ...). [1], [2], [3]. [5]

Lénart Istvan munkalapokat készitett a sikgeometria és a gombi geometria
dsszehasonlitaésdhoz. [6] A Lénart Istvan altal kifejlesztett, a sikhoz kdzott
szemléletmod felolddsara hivatott matematikaoktatasi modszer a vildg szamos
pontjdn vivta ki a didkok és az oktatok elismerését. Nincs szlkség a
kdzépiskolaban tanitott euklideszi sikgeometriat meghaladd eléismeretekre. A
kénnyebb megértést segiti a tanulok rendelkezésére all6 magyar talalmanyokra
éplil6 taneszkdz, a rajzgdmb készlet (1. &bra), amivel gdémbi geometriai
szerkesztéseket lehet elvégezni. A modszer legfontosabb célkitizései kozott
szerepel a sikgeometria fogalmainak mélyebb megértése a gémbi geometriaval
torténd dsszehasonlitas segitségével, valamint a megértés és a tirelem fejlesztése
mas gondolkodasmaddok irant, a matematikan beliil és a matematikan kivdil. [5]



1. &bra. A rajzgémb készlet [5]

A szamitogép virtualis valosaga nagyszerli lehet6séget biztosit a hiperbolikus sik
tanulmanyozasara. Szilassi Lajos magyar nyelvii, a Poincare-féle kdrmodellt
bemutatd programja lehetéséget biztosit a hiperbolikus geometriaval valo
ismerkedésre. [10]

NEMEUKLIDESZI GEOMETRIAK

Euklidész i. e. 300 koril foglalta 6ssze a gérog matematika addigi eredményeit,
Elemek cimii munkajaban. A kdzépiskolaban tanitott geometria nagy része a mai
napig e munkabol szarmazik.

A XIX. szazadban Bolyai Janos — az abszolut geometria kidolgozdja - és
Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij egy id6ben dolgozott ki egy geometriai
rendszert — a Bolyai-Lobacsevszkij-féle (hiperbolikus) geometriat. A
hiperbolikus sik Poincare-féle kérmodelljében a siknak egy nyitott korlap
(alapkor), az egyeneseknek az alapkort merélegesen metszé koroknek az alapkor
belsejébe eso ivei, illetve az alapkor atmérdi felelnek meg. [8]

A gombi geometria nem abszolit geometria, de a gémb feliiletén ugyanigy
végezhetiink geometriai vizsgalatokat, szerkesztéseket, mint a sikon. A gémbi
(szférikus) geometridban az egyenesnek a gombi fokorok, a koroknek a tobbi
gombi kor, szakasznak a félkornél nem nagyobb fokoriv felel meg. Két pont
tavolsagat a hozzajuk vezet6 sugarak hajlasszogével mérjiik. A szog a fokorivek
altal bezart szoget jelenti. Az egyszeres elliptikus geometridban két egyenes
pontosan egy pontban metszi egymast, de kozllik egyik sem kuloniti el a sik
pontjait két diszjunkt halmazra. A kétszeres elliptikus geometriaban két egyenes



pontosan két pontban metszi egymast, és minden egyenes elkiloniti a sik
pontjait két diszjunkt halmazra. [3]

A dinamikus geometriai rendszerek egy része, igy a Cinderella program is
lehetdséget nyujt a szerkesztések elvégzésére gombi geometridban (egyszeres
elliptikus geometridban) és Poincare-féle kormodellben (hiperbolikus
geometridban) is. [4], [9]

MERTANI HELYEK KERESESE

Az 0sszehasonlitd geometria tanitasat a Cinderella program hatékonyan
tdmogatja. A mértani hely keresése szamitdgépes segitség nélkul nehézkes, lassu
folyamat, itt lehet igazén a dinamikus geometriai rendszer elonyeit kamatoztatni.
Mivel a program a kupszeleteket felismeri, lehetdséget ad a ponthalmazok
megtalaldsara akkor is, ha nem korr6l vagy egyenesrél van szd. Meg kell
adnunk, hogy melyik pont mozogjon, melyik objektumon és ennek hatasara a
program melyik pont mozgasat rajzolja meg. Ha dinamikus abréat szeretnénk,
egy gomb segitségével lehetdséglink van animaciok készitésere is.

Feladat. Keressiik meg az adott e egyenest6l adott t tavolsagra 1évé pontok
halmazat!

Szerkesszik meg a feladatot mindharom geometriaban!

2. abra. A feladat euklideszi geometriaban



Euklideszi geometriaban az A pont fusson végig az e egyenesen, igy kovessik a
B pont atjat! (3. abra)

t

3. &bra. A mértani hely euklideszi geometridban

Most hiperbolikus geometriaban oldjuk meg a feladatot! (4. &bra)
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4. dbra. A mértani hely hiperbolikus geometriaban

Az A pont mozog az e egyenesen. A pont két helyzetét mozgas kdzben az
egyenesen az 5. dbra mutatja.



CONNCN

5. dbra. A mértani hely hiperbolikus geometriaban

A megoldas elliptikus geometridban: (6. abra)
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6. abra. A mértani hely elliptikus geometriaban

A t tavolsag utolag torténé csokkentésével az abra dinamikusan valtozik a
feladat feltételeit megtartva: (7. abra)
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7. abra. A mértani hely elliptikus geometriadban
PELDAK

Hasonlitsunk 6ssze néhany alapvet6 tételt a harom geometridban a Cinderella
program segitségével [7]:

1. Példa. Két kiilonb6z6 egyenesnek hany k6zos pontja lehet? (8. dbra)
e Az euklideszi geometridban legfeljebb 1.
e A hiperbolikus geometriaban legfeljebb 1.
e Az (egyszeres) elliptikus geometriaban 1.

8. abra. Két kiilonb6z6 egyenes kozos pontja

2. Példa. Ha adott egy e egyenes és rajta kiviil egy P pont, akkor hany egyenes
halad &t a P-n, amely nem metszi az e-t? (9. &bra)



e Az euklideszi geometriaban egy és csak egy egyenes.
e A hiperbolikus geometriaban legalabb két egyenes.
e Az elliptikus geometriaban egy egyenes sem.

9. abra. Adott ponton athalado, adott egyenest nem metsz6 egyenes(ek)

Sikharomszogek, gombharomszogek és a hiperbolikus sikon levé haromszogek
tulajdonsagainak 0sszehasonlitasa:

3. Példa. A haromszdg sulyvonalai egy ponton mennek at. (10. abra)
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10. dbra. A haromszdg sulyvonalai

4. Példa. A haromszog belsé szogfelez6i egy ponton mennek at. Ez a pont a
haromszog beirt kdrének kdzéppontja. (11. abra)



11. dbra. A haromszog belsé szogfelezdi

5. Példa. A haromszog bels6 szogeinek dsszege. (12. abra)
e Az euklideszi geometridban 180°.
e Az elliptikus geometriaban 180°-nal nagyobb.
e A hiperbolikus geometriaban 180°-nél kisebb.
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12. abra. A héoszbg belsd szégeiek Osszege

OSSZEGZES

Az 6sszehasonlité geometria célja a matematika tdbbszempontl megkdzelitése.
A Magyarorszagon foly6 oktatasi kisérletek eredményei bizonyitjak, hogy — ha



van ra lehet6éség — érdemes a nemeuklideszi geometria elemeit tanitani méar a
kdzépiskolatol kezdve. A hiperbolikus és gombi geometria oktatasa révén a
tanulék pontosabb képet kapnak az euklideszi geometria fogalmair6l is,
fogékonyak lesznek méas gondolkodasmodok irant, hiszen az euklideszi
geometria csak egyike a vilag lehetséges geometriai leirdsainak.

A Cinderella geometriai szerkesztéprogram lehetdséget nyUjt a szerkesztések
elvégzésére euklideszi geometridban, a hiperbolikus sik Poincare-féle
kérmodelljében és gémbi geometridban is. Dinamikus geometriai rendszer Iévén
a példaban emlitett tételeket a szerkesztés végén vizsgalhatjuk a bemeneti adatok
valtoztatasaval, hiszen a program a szerkesztés lépéseit a valtoztatasok utan is
kdvetkezetesen végrehajtja. Tehat a programmal hatékonyan lehet tdamogatni az
6sszehasonlitdé geometriai kiséleteket.
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COMPARATIVE GEOMETRY

Comparative geometry aims at a multi-angle approach to mathematics. We also
receive a more complete and accurate image of Euclidean geometry taught in
school if we gain some insight into other systems of geometry.

The dynamic geometry programs provide an opportunity to make constructions
also on a sphere (in simple elliptical geometry) and in the Poincare circle model
(hyperbolic geometry).



