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1. Az értekezés eredményeinek illeszkedése a szak-
irodalmi elé6zményekhez

1.1. A nagy szamok torvényei
A nagy szamok torvényeinek torténeti fejlédése

Jacob Bernoulli (1654—1705) svdjci matematikus Ars coniectandi (A
taldlgatds miivészete) cimii kényvében a kockajitékokkal kapcsolatos pél-
dakban feltételezi, hogy a kocka szimmetridja miatt a kiilonb6z6 dobdasok
valdszintisége azonos. A feladatok megoldasa azt mutatja, hogy Bernoulli
a valdszintiséget gy értelmezte, mint a ,kedvezd” és a ,lehetséges” ese-
tek szdmanak hanyadosat. Azt, hogy a kocka minden oldaldra egyforma
val6szintiséggel eshet, Bernoulli kisérlettel is ellendrizte. A kockadobdast na-
gyon sokszor elvégezte, s kozben azt figyelte, hogy példaul a hatos szamnak
mennyi a relativ gyakorisiga, mely azt mutatja, hogy az addig elvégzett
dobédsok szamahoz képest mennyi a hatos dobasok aranya. Tapasztalata
szerint ez az érték a dobdsok szdmanak novelésével egyre kozelebb keriil
az 1/6-hoz. Ezt &ltaldnositva bizonyitotta, hogy egy esemény relativ gya-
korisdga, az esemény nagyszdmui bekivetkezése esetén igen koézel keriil a
valészintiséghez. Ezt a torvényt Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716)
német matematikussal folytatott levelezésében ,nagy szamok térvényének”
nevezte el. Bernoulli tehit észrevette azt a lehetoséget, hogy a valdszintliség-
szamitast statisztikai adatokra is alkalmazhatja.

Pofnutyij Lvovics Csebisev (1821—1894), aki négy tanulményaval meg-
teremtette a pétervari iskoldt, 1866-ban bizonyitja a Bernoulli-féle nagy sza-
mok torvényének egy altalanosabb alakjit, mely az 6 megfogalmazasiban a
kovetkezo.

Legyen A egy kisérlet egy lehetséges eredménye. Az A relativ gyakori-
sagat jelsljiik p,-nel, ahol n a kisérlet ismétléseinek szamat jelenti. Ekkor
minden ¢, > 0-hoz létezik N, hogy n > N esetén P(|o,, —P(A4)| < ¢) > 1-6.
(Mésképpen fogalmazva, a relativ gyakorisdg sztochasztikusan konvergil a
val6szintiséghez. )

Ezt a Csebisev-egyenlGtlenséggel lehet bizonyitani, mely szerint, ha az
X valésziniségi viltozénak létezik véges varhatd értéke és szdrasa, akkor
P(]JX — EX| > ADX) < 1/)A? minden \ > 1 esetén. Ebbé&l az egyenlStlen-
ségbdl konnyen bizonyithaté a Bernoulli-féle nagy szamok torvényének egy
egyszerll altaldnositdsa, az tigynevezett nagy szamok gyenge t6rvénye.
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Legyenek X, X,,... pdronként fiiggetlen, azonos eloszlasi, véges var-
hato értékii és szordsu valdsziniiségi valtozdk. Ekkor S, = X; + --- 4+ X,
Jjeloléssel S, /n sztochasztikusan konvergal EX -hez.

Ezt a tételt Markov tovabb &ltalanositotta, melyben az azonos eloszlas
helyett azt feltételezte, hogy (EX; + ---+ EX,)/n — m(€ R) é (D2 X; +
-+ D?X,)/n? — 0. Ekkor 5, /n sztochasztikusan konvergdl m-hez.

A tétel tovabbi &ltaldnositdsa Bernstein nevéhez kapcsolédik, amely
mar a fliggd esetre vonatkozik.

Legyenek X1, X,,... véges varhatd értékii és szordsu valdsziniiségi vdl-
tozok. Tegyiik fel, hogy (EX; + ---+ EX,)/n — m(e R), (D*X; + --- +
D?X,)/n < K(€ R), tovabb4 corr(X;, X;) < R(|¢ — j|), ahol R olyan nem-
negativ valds értéki fiiggvény, melyre R(0) =1 és (R(1)+---+R(n))/n — 0
teljesiil. Ekkor S,,/n sztochasztikusan konvergal m-hez.

Hincsin bizonyitotta, hogy a fliggetlen, azonos eloszlasi valésziniiségi
valtozdkra vonatkozd nagy szdmok gyenge térvényében nem kell a széras
létezése. A bizonyitas lényege, hogy az

X*_ Xk, ha |Xk|§k
k= 0, ha |Xk|>k

valdszintiségi valtozdkra alkalmazhaté az eredeti nagy szamok gyenge tor-
vénye.

Ezen torvények &ltalanositasidban az els6 komolyabb elérelépés nem a
feltételek gyengitése, hanem az &llitas erGsitése volt, mely Kolmogorov nevé-
hez fiizédik. Ez az tigynevezett Kolmogorov-féle nagy szamok erds torvénye.

Legyenek X, X5, ... fiiggetlen, azonos eloszldsd valdszintiségi valtozdk.
Ekkor E|X| < oo pontosan akkor teljesiil, ha S, /n 1 valdszintliséggel kon-
vergal E X1 -hez.

Tehat itt mar a sztochasztikusndl erésebb, 1 valdsziniséggel torténo
(més széval majdnem biztos) konvergencidt allitunk. A fenti allitdsok rész-
letes bizonyitisa magyar nyelven Rényi A. [59] kozismert tankonyvében el-
érhet6. Ezen tanknyv 1954-ben kiadott viltozatdban szdmos torténeti adat
is fellelhet6 a témakorrol.



1.1. A nagy szamok tdrvényei 11

A nagy szamok torvényének néhany viltozata

A nagy szamok térvényeit szamos iranyban kiterjesztették. Egyik lehe-
toség az erds torvényben a (teljes) fiiggetlenség helyett a paronkénti fiigget-
lenség feltételezése.

Etemadi (1981) [17] és Petrov (1987) [567] eredményei alapjan kideriilt,
hogy a Kolmogorov-féle nagy szamok erds térvénye érvényben marad paron-
ként fiiggetlen esetben is. (Etemadi a konvergencia elégséges feltételét, mig
Petrov a sziikséges feltételét mmtatta meg. Etemadi tételének bizonyitisa
magyar nyelven megtaldlhaté példdul Fazekas [22] jegyzetében.)

Szamosan vizsgaltdk a nagy szamok erds térvényeit nem fiiggetlen va-
16szintiségi valtozdk esetén. Példdul Csérgd, Tandori és Totik (1983) [13] a
kovetkezot bizonyitottak.

Legyenek X1, X,,... pdronként fliggetlen val6sziniiségi valtozok. Ha
> _ DX, /m? < o0 és nt > _ E|X,, — EX,,| korldtos sorozat, ak-
kor n71(5, —ES,,) — 0 majdnem biztosan.

Marcinkiewicz és Zygmund (1937) [48] tételében az allitds mar nem-
csak S, /n, hanem dltaldnosabban S, /n'/" (0 < r < 2) majdnem biztos
konvergencidjara ad elégséges feltételt.

Legyenek X, X5, ... fiiggetlen, azonos eloszldsd valdszintiségi valtozdk.
Legyen 0 < r < 2. Tovdbb4d tegyiik fel, hogy EX; = 0, ha E|X| < . Ha
E|X1|" < o0, akkor S, /n'/" majdnem biztosan konvergal 0-hoz.

Az Allitds megforditdsa is érvényes. (r = 2 esetén mar mds jellegii allitds, a
kozponti hatdreloszlds-tétel teljesiil.)

A vizsgilatokat kiterjesztették azokra az esetekre is, amikor a valdszi-
niiségi valtozék sorozata tobbindexes. Lasd példdul Gut (1978) [31], Klesov
(1982) [42], illetve (1995) [43] és Fazekas (1985) [19]. A tSbbindexes eset
az erés torvény esetén érdekes, hiszen a gyenge térvényben szerepl6 sztoc-
hasztikus konvergencia metrizalhatd, igy az egyindexes részsorozatok sztoc-
hasztikus konvergencidjabol kvetkezik a tobbindexes sorozat sztochasztikus
konvergenciaja is.

Viszont a majdnem biztos konvergencia nem metrizilhaté, igy a fenti
gondolatmenet nem alkalmazhaté. Smythe (1973) [69] megadta a Kolmo-
gorov-féle erOs torvény sziikséges és elégséges feltételét d-indexes esetben:
E(|X1|(log™ | X1])*"!) < oco. Ugyanez Gut (1978) [31] szerint a Marcinki-
ewicz—Zygmund-féle erds torvényre: E(|Xq|"(logt | X1|)%"1) < .

Az azonos eloszlas feltétel is gyengitheto. Példdul az eloszlasok domi-
naltsagat hasznaljdk Hu, Méricz és Taylor (1989) [37], Gut (1992) [33] és
Fazekas (1992) [21].
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A Banach-térbeli értéki valdsziniiségi valtozdk esetén kideriilt, hogy
vagy a tér geometridjara, vagy pedig magara az 5, sorozatra kell feltételeket
tenni a nagy szamok térvényének teljesiiléséhez. Kimutattak példaul, hogy
r-tipusi Banach-térben teljesiil a Marcinkiewicz-féle torvény (Azlarov és

Volodin (1981) [4], de Acosta (1981) [1]).
Az értekezés eredményei a nagy szamok torvényeirol

Kruglov (1994) [44] Theorem 1-ben a kovetkezdt allitja.

Legyenek X1, X, ... nemnegativ valosziniiségi vialtozdk, by, bs, . .. pedig
nemnegativ valés szamok egy korldtos sorozata. Ha

=1
> ~P(|S = Bu| > en) < o

n=1

barmely ¢ > 0 esetén, ahol B, = by + ---+ b, akkor
—\Mn — Bn
(5w~ B~ 0

majdnem biztosan.

A 2. fejezetben, mely Fazekas és Témadacs (1998) [29] cikkén alapul,
a 2.3.1. tétel Kruglov fenti tételének kiterjesztése tobbindexes valdszintiségi
valtozék sorozatira. (Itt az indexek szorzata tart végtelenbe.) Ez a tétel
annyiban is dltaldnosabb Kruglov tételénél, hogy itt az allitdis nem Kolmo-
gorov tipusi, hanem Marcinkiewicz—Zygmund tipusi, ahol 0 < » < 1.

Ebben a fejezetben a 2.3.1. tétel segitségével tovabbi két tételt fo-
gunk bizonyitani. Az egyik, a 2.4.1. tétel, melynek a masodik allitisa a
Kolmogorov-féle nagy szamok térvénye, tobbindexes, paronként fiiggetlen,
atlagban gyengén domindlt (14sd 2.1.1. definicid) valésziniiségi valtozdk ese-
tén. Ez a tétel egyébként Kruglov (1994) [44] Theorem 2 kiterjesztése tSbb-
indexes esetre.

Ismert, hogy a Marcinkiewicz-féle nagy szamok er6s torvénye érvény-
ben marad azonos eloszlasi, tetszOleges fiiggoségi struktiraval rendelkezo
valészintiségi valtozdk esetén is, ha 0 < 7 < 1. (Lasd példdul Petrov (1987)
[67], 4. fejezet, 16. tétel.) Ezt a tételt a 2.5.1. tétel mdsodik &llitdsa ter-
jeszti ki tébbindexes esetekre. Ebbol a tételbdl az is kideriil, hogy az azonos
eloszlas feltétele is gyengitheto az atlagban valé gyengén dominéltsiaggal.

Megjegyezziik, hogy a 2. fejezetben taldlhaté tételek néhany része bi-
zonyitott Etemadi (1981) [17] cikkében, illetve a 2.5.1. tétel eredményét
implicite tartalmazza Fazekas (1992) [21] Theorem 4.1 bizonyitasa.
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A 3. fejezet, mely Noszély és Témacs (2000) [55] cikkén alapul, szintén
a tébbindexes valésziniiségi valtozdk sorozatara vonatkozé nagy szamok erés
torvényeivel foglalkozik. (A 2. fejezettd] eltérden itt azt feltételezziik, hogy
minden index tart végtelenbe.) Ennek a témakornek 6ridsi az irodalma. Lasd
példdul Peligrad és Gut (1999) [56], Mdricz (1983) [53], Klesov (1980) [41],
Fazekas (1983) [18]. Az ebben a fejezetben taldlhaté eljaras, a tobbindexes
esetre val6 kiterjesztése Fazekas és Klesov (2000) [23] cikkében taldlhaté
mdédszernek.

A fejezet f8 eredménye a 3.2.3. tétel, mely Fazekas és Klesov (2000) [23]
Theorem 2.1 kiterjesztése. Ez a tétel (és a kiindulé Fazekas-Klesov cikkbeli
tétel is) egy Hajek—Rényi tipusi maximadlis egyenlStlenséghdl vezeti le a
nagy szamok erds torvényét. Maximailis egyenl6tlenségek bizonyitasaval nem
foglalkozunk, csupan a mar ismertekbdl vezetiink le nagy szamok térvényét.
Az eljarasunk a normadlé konstansok megvilasztasdban nyidjt segitséget. A
fejezet tovabbi eredményei a 3.2.3. tételnek az alkalmazasai.

— Mbdri (1993) [54] Theorem 1-ben bizonyitja, hogy

(logtn)™ > Xp/k —0
k=1

majdnem biztosan, bizonyos altaldnos feltételek esetén. Fazekas és Kle-
sov (2000) [23] cikkben az altaldnos mddszeriikkel Theorem 9.1-ben
bizonyitottdk Mori tételének egy specidlis esetét. A 3.3.2. tétel ennek a
kiterjesztése tobbindexes esetre.

— A 3.4.2. tétel egy Marcinkiewicz—Zygmund tipusi nagy szamok erés
torvénye, szuperadditiv momentum strukturiji, tobbindexes valdszi-
niiségi véltozékra (l4sd 3.2.4. definiciét). Ez az eredmény Fazekas és
Klesov (2000) [23] Theorem 8.1 kiterjesztése.

— A 3.5.3. és a 3.5.4. tételek Brunk—Prohorov tipusd allitasok.

1.2. A konvergencia sebessége

A Kolmogorov-féle, illetve a Marcinkiewicz—Zygmund-féle nagy sza-
mok térvényében a konvergencia sebességére vonatkozé klasszikus eredmé-
nyek Hsu, Robbins, Erdés, Baum és Katz nevéhez fiizGdnek.

Az S, /nt/" sorozat sztochasztikusan konvergél 0-hoz, ha

P(|S,| > ent/") — 0
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minden ¢ > 0 esetén. Ez nyilvdn teljesiil, ha

D P(|Sa] > en'/7) < o0

n=1

minden ¢ > 0 esetén. Ekkor azt mondjuk, hogy S,,/n'/" teljesen konvergdl 0-
hoz. (Az elnevezés — angolul ,,converge completely to 0" — Hsu és Robbins
(1947) [36] cikkébdl szarmazik.) A Borel—Cantelli lemma segitségével ebben
az esetben bizonyithaté, hogy S, /n'/” majdnem biztosan konvergél 0-hoz.
Hsu és Robbins (1947) [36] elégséges feltételt adtak a teljes konvergencidhoz
(r =1 esetén), mig Erdds (1949) [15] és (1950) [16] cikkekben belatta Hsu

és Robbins tételének megforditasat is. Igy a kovetkez6 eredmény sziiletett.

Legyenek X, X5, ... fiiggetlen, azonos eloszldsd valdszintiségi valtozdk.
Ekkor EX), = 0 és EX? < oo pontosan akkor teljesiil, ha S, /n teljesen
konvergal 0-hoz.

Spitzer (1956) [70] bizonyitotta a kovetkezd tételt.

Legyenek X, X5, ... fiiggetlen, azonos eloszldsd valdszintiségi valtozdk.
Ekkor E| X | < oo pontosan akkor teljesiil, ha

— 1
Z —P(|S, —nm| > en) < o0
n

n=1

minden ¢ > 0 esetén. (Ekkor m = EX;.)

Az €l6z6 két tétel egy jol ismert altaldnositisa, Baum és Katz tétele

(1965 [5]).

Legyenek Xy, X5, ... fiiggetlen, azonos eloszlasi valdszintiségi valtozdk,
melyekre EX = 0 teljesiil, ha E|X ;| < oco. Legyen r > 0,t > 1 és 2t > r.
Ekkor E| X |" < oo pontosan akkor teljesiil, ha

znt_zP(|Sn| > ent/m) < oo

n=1

minden ¢ > 0 esetén.

A klasszikus Baum—Katz-féle eredményt szamos iranyba kiterjesztet-
ték.

Gut (1978) [31] teljesen fiiggetlen valdszintiségi valtozdk tobbindexes
sorozataira bizonyitott Baum—Katz-tipusid eredményt.
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Egy mdsik sokat vizsgélt irdny a Banach-térbeli értékii eset. Jain (1975)
[40] és Woyczyniski (1980) [74] Banach-térbeli értékii teljesen fiiggetlen va-
16szintiségi valtozdkra kapott Baum—Katz-tipusid eredményeket.

Fazekas (1985) [19] ezt a két irdnyt Gsszekapcsolva, Banach-térbeli ér-
tékii valdsziniiségi valtozdk tobbindexes sorozataira bizonyitotta a Baum—
Katz-tételt.

Tovabbi vizsgdlati irdny a véltozdk (teljes) fiiggetlenségétél vald elte-
kintés.

Spitzer tételét Kruglov (1994) [44] Theorem 2-ben &ltaldnositotta arra
az esetre, amikor a valésziniuiségi viltozdk paronként fiiggetlenek és dtlagban
gyengén domindltak. Jelen értekezés 2.4.1. tételének els6 fele azt mutatja,
hogy ez az eredmény kiterjesztheto tobbindexes valésziniiségi valtozdk so-
rozatira is. Masrészt a 2.5.1. tétel els6 felében be fogjuk bizonyitani, hogy
a Baum—Katz-tétel ¢ = 1 és 0 < 7 < 1 esetén érvényben marad atlagban
gyengén domindlt t6bbindexes valdszintiségi valtozdk esetén is, tetszoleges
fiiggoségi struktirival.

Sorozatok helyett lehet vizsgalni (a kozponti hatdreloszlas-tételek tér-
gyaldsdnal altaldnosan hasznélt) szériasorozatokat is. Hu, Méricz és Taylor
(1989) [37] gyengén domindlt szériasorozatokat, mig Gut (1992) [33] &tlag-
ban gyengén domindlt szériasorozatokat tekintett.

Ezen az tton tovabb haladva lehet Banach-térbeli értéku szériasoroza-

tokra is kiterjeszteni a Baum—Katz-féle eredményt, lisd példaul Fazekas
(1992) [21], Hu, Rosalsky, Szynal és Volodin (1999) [38].

A 4. fejezetben, mely Témdacs (2003) [72] cikkén alapul, egy altaldnos
konvergenciasebesség-tételt mondunk ki (4.3.1. tétel) Banach-térbeli értékii,
soronként fiiggetlen, dtlagban gyengén domindlt valdszintiségi valtozdk szé-
riasorozatdra. Ez a tétel altalanositdsa Jain (1975) [40] Theorem 3.3-nak.
Bar a tétel feltételrendszere bonyolultnak tiinik, mégis alkalmas silyfiigg-
vények vilasztisaval ismert tételeket kapunk beldle. A 4.3.2. és a 4.3.3. ko-
vetkezmények Fazekas (1992) [21] Theorem 6.2 és Hu, Rosalsky, Szynal és
Volodin (1999) [38] Corollary 4.1 viltozatai. A 4.4. paragrafusban bizonyos
geometriai tulajdonsagi Banach-terekre specializaljuk a 4.3.1. tételt, mellyel
4j bizonyitdsait kapjuk Fazekas (1992) [21], illetve Hu, Rosalsky, Szynal és
Volodin (1999) [38] eredményeinek.

1.3. Majdnem biztos kézponti hatareloszlas-tételek

A nagy szadmok erGs torvénye trajektérianként teljesiil, azaz majdnem
minden w esetén 5, (w)/n konvergens. A kézponti hatdreloszlds-tétel esetén
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viszont 5, /y/n csupén eloszldsban konvergdl a normadlis eloszldshoz. Lehet-
e egyetlen 5, (w)/\/n realizdciébdl a normalis eloszldshoz eljutni? Erre ad
feleletet a majdnem biztos kézponti hatareloszlas-tétel.

Jelolje B az R Borel-mérhet6 részhalmazainak o-algebrdjat. 6, jelolje az
x € R pontra koncentrdlt egységnyi tomeget, azaz 6,:8 — R, 6,(B) =1, ha
x € Bés 6,(B)=0,ha z ¢ B. Jeloljik = médon a gyenge konvergenciit,
azaz [, és i eloszlasok esetén p, = p teljesiil, ha

tm [, = [ e

minden korldtos és folytonos f:R — R fiiggvényre.

Legyen {(,,n € N} val6sziniiségi viltozék egy sorozata az (2, F,P)
valdszintiségi mezében. A majdnem biztos kdzponti hatireloszlas-tételek a
kovetkezot allitjak:

1 n
o Z dyé¢i(w) = ¢ majdnem minden w € () esetén.

k=1

A majdnem biztos kézponti hatireloszlas-tételek legegyszeriibb alakja-
ban (, = >.,_, Xx/v/n, ahol X} (k € N) fiiggetlen azonos eloszldsi 0 varha-
t6 értékil és 1 szérasi valdsziniiségi viltozdk, tovabba dy = 1/k, D,, = logn,
végiil ;1 a standard normalis eloszlds. (Lasd példaul Brosamler (1988) [8],
Schatte (1988) [65], Lacey és Philipp (1990) [45], Berkes (1998) [6], Major
(2000) [47].)

Eleinte ettdl altalanosabb dy és D, silyokkal csak kevesen foglalkoztak,
példdul Rodzik és Rychlik (1994) [62]. Manapsag ezeknek a tételeknek mdr
az altaldnos alakjait vizsgaljak. Lasd példaul Ibragimov és Lifshits (1999)
[39], Berkes és Csaki (2001) [7], Chuprunov és Fazekas (2002) [12]. Ez ut6ébbi
két cikk alaperedményeit altaldnositja Fazekas és Rychlik (2002) [27] Theo-
rem 1.1.

Legyen (B, o) teljes metrikus tér és (1, (s, ... B-értéki véletlen elemek.
e, Jelolje a ¢y, eloszlasat. Legyenek C' > 0, ¢ > 0, ¢, monoton névekvé
sorozat, ¢, — 00, Cny1/c, korldtos. Tegyiik fel, hogy (i (k,l € N, k < )
olyan B-értékii véletlen elemek, melyekre (}, és (y; fiiggetlenek, tovabba

Emin{o(Ci, (1), 1} < C{logT log™ (i /e)} ¢

minden k < | esetén. Legyen dj olyan sorozat, melyre teljesiil, hogy 0 <
dy <log(cky1/ck) €5 > ey di = 0o. Legyen D, = > 7_, d;,.. Ekkor minden
1 eloszlas esetén a kévetkezé két dllitds ekvivalens:
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1 n
o Z dié¢y(v) = 1 majdnem minden w € ) esetén;
" k=1

1 n
D, Z diprg, = .
k=1

A majdnem biztos kozponti hatédreloszlas-tételek tipikus bizonyitdsa
silyozott atlagokra vonatkozd nagy szamok erGs térvényeire épiil. S6t maga
is egy nagy szamok erGs torvénye, csak éppen mértékekre vonatkozik. Tehat
az egyindexes eredménybdl itt sem kovetkezik a tébbindexes.

Az el6bbiekben részletezett tételt Fazekas és Rychlik (2001) [28] Theo-
rem 1.1 kiterjesztette tobbindexes sorozatokra. (Itt a hatdratmenetben min-
den index tart végtelenbe.)

Az 5. fejezetben, mely Témacs (2002) [71] cikkén alapul, ennek a té-
telnek az alkalmazisaként, az tigynevezett m-fiiggé tébbindexes valdszini-
ségi valtozékra vonatkozé majdnem biztos kézponti hatareloszlas-tételeket
targyaljuk (5.3.1. és 5.3.2. tételek).

Klasszikus kozponti hatareloszlds-tételeket sokan vizsgaltak m-fiiggo
esetben, 14sd példdul Rosén (1969) [63], illetve Zototukhina és Chugueva
(1973) [75]. Ezekben a konvergencia sebességének a becslésével foglalkoz-
tak példdul Maejima (1978) [46], Shergin (1976) [66], tovdbba Prakasa Rao
(1981) [58]. Ez utébbi cikk eredményeit is felhasznaltuk a fent emlitett té-
telek bizonyitasaban.

1.4. Rosenthal-egyenl6tlenség

Az tgynevezett Rosenthal-egyenlétlenség fontos szerepet jatszik a gyen-
gén fiiggs valdszinliségi valtozdkbdl all6 sorozatok aszimptotikus tulajdon-
sagainak becslésében (ldsd példdul Fazekas és Kukush (1997) [25]). Az elsé
ilyen tipusu &llitast Rosenthal (1970) [64] fogalmazta meg fiiggetlen valdszi-
niiségi valtozdkra.

Keverd sorozatokra a Rosenthal-egyenlStlenséggel Utev (1984) [73] fog-
lalkozott, mig keveré mezckkel, azaz a tobbindexes sorozatokkal Doukhan
(1994) [14]. Doukhan ebben a kényvben megjegyzi, hogy Utevnek az elébbi
cikkében, az igynevezett interpoliciés lemmanak a bizonyitdsdban van egy
hibas lépés. Nevezetesen a (4.5) képletet megeldz8 egyenlStlenség bizonyi-
tasa helytelen. fgy Utev Rosenthal-egyenl6tlenségének a kiterjesztése pozitiv
paros egész kitevokrdl tetszoleges pozitiv valds szamokra nyitott kérdés.

M4ésrészt Doukhan bizonyitja a Rosenthal-egyenlStlenséget a- és (-
keverd mezdkre. Bar a Fazekas, Kukush é Témacs (2000) [26] cikkben —
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mely a 6. fejezet alapjat képezi — a szerzok véleménye szerint Doukhan
fenti konyvében a Theorem 1 bizonyitasa hidnyos.

A 6. fejezetben a-keverd esetre bizonyitjuk a Rosenthal-egyenlStlen-
séget, kissé erdsebb feltételekkel, mint Doukhannil. Az eredmények és a
bizonyitasok csak csekély mértékben térnek el Doukhanétdl és Utevétdl. A
cél annyi volt, hogy Gsszegezziik, mi vilagos a fenti bizonyitdsokban, és az
ugrasokat sajat meggondolasokkal athidaljuk.
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2. Paronként fiiggetlen, tobbindexes valdsziniiségi
valtozékra vonatkozé nagy szamok erés torvé-
nyei

Ebben a részben Kruglov (1994) [44] eredményeit terjesztjiik ki a tobb-
indexes esetre. Az eredmények Fazekas és Témdcs (1998) [29] cikkben lettek
publikilva.

2.1. Jelolések, definicick

Legyen N a pozitiv egész szamok halmaza é d € N rogzitett. Az
m, n, ... € N’ rdcspontok koordindtéit jelsljiik ugyanazon indexelt betiikkel,
azaz példdul n = (nq,...,ng). Bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket: (n, m] :=
(n1,m1] X -+- X (ng,mgq], In| == ny---ng4, tovdbba az n < m reldciét é-
telmezziik koordindtdnként, azaz ekkor n; < m; minden ¢ € {1,...,d} ese-
tén. > = Y ewar 1= (1,...,1) € N4, tovabbd I(A) jelentse az A hal-
maz indikitorfiiggvényét, card(A) pedig a szamossigat. Legyen log™ 2 :=
max{1,logz}, ha 2 > 0és log™ 2 := 1, ha 2 <0.

Tegyiik fel, hogy az {X,,n € N} valdszinfiségi viltozék ugyanab-
ban az (2, F,P) valésziniiségi mezében vannak értelmezve. Legyen S, :=
Y ken Xk X = max{0,X,} é X := max{0,—X,}. Haszndlni fogjuk
még a kovetkez6 operatorokat:

X(V) = XL X] > ),
X*() = [X[I(IX] < A)+ AL X > ),

ahol X val6sziniiségi viltozé és A > 0.

2.1.1. definicié. (Gut (1992) [33].) Azt mondjuk, hogy az {X,,n €
N9} valészintiségi valtozdk sorozata az X valésziniiségi valtozéval dtlagban
gyengén domindlt, ha 1étezik ¢ > 0 gy, hogy

LS B X > 0) < B(X] > 0) .11)

teljesiil minden n € N¢ és = > 0 esetén.
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2.2. Lemmak

A kovetkez6 két lemma bizonyitasat lasd példaul a kévetkezé cikkekben:

Gut (1978) [31], Fazekas (1985) [19].

2.2.1. lemma. Legyen X egy valdszintiségi valtozé és r > 0. Ekkor a
kévetkezé két allitds ekvivalens:

1) BE(]X]" (log™ [X])"™") < o0,
2) 3 n|*" 7" P(|X| > |n|”¢) < oo, minden o > 0 és ¢ > 0 esetén.

Bizonyitds. Csak az 1)=2) irdnyt bizonyitjuk be, azt is csak akkor,

ha a = 1/r és ¢ = 1, ugyanis a késSbbiek sordn erre lesz sziikségiink. Legyen

d(k) = card {n € N* : |n| = k} és M(z) := Y, ., d(k), ahol k € N és z > 0.
Ismert, hogy M(z) ~ konst.z (log™ x)d_l. Tgy

DP(IX| > ) =) D P(i < |X|<i+1)
n |

n i:ln

f:M(i)P(i <|X|<it+1) <

¢ iflogT iy T P(i < X < i+ 1) <

i=1

¢E (|X| (log™ |X|)d_1) . O

IN

IN

2.2.2. lemma. Legyen {X,,n € N%} azonos eloszldsi valszintiségi
valtozdk egy sorozata, 0 < r < p<2ése>0. Ha

E (| X1]"(log™* [ Xa])*™!) < c,

akkor

P
< 0.

> E|lnl " XaI(|Xal < /")

A kévetkezé lemma Gut (1992) [33] Lemma 2.1-nek egy véltozata. (Lasd
még Fazekas (1992) [21] Lemma 2.7.)
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2.2.3. lemma. (Fazekas é Témdcs (1998) [29] Lemma 2.4.) Legyen
{Xn,n € N%) az X valdsziniiségi valtozéval dtlaghan gyengén domindlt
val6szintliségi valtozdk egy sorozata. Ekkor Iétezik ¢ > 0, hogy

n Z (X (A)" < B(X™(V)7, (2.2.1)
1] Z (Xk(A))" < cE(X ()" (2.2.2)

teljesiil minden p > 0 és A > 0 esetén.

Bizonyitas. Ismert, hogy nemnegativ Y valdszintiségi viltozd esetén
EY? = pfooo y?~IP(Y >y)dy. Ezt felhaszndlva, (2.1.1) alapjan kapjuk, hogy

|m|Z (0 |Z/p1P > 9)dy =

A A
Ip/yp_1| | > P(|Xk| > y)dy Sp/yp LeP(1X] > y)
0 k<n 0
= cE(X™(A))?
Masrészt
ro1
PN = [ P Y PGO) > )y =
k<n 0 k<n
A [e%s) 1
/ Z |Xk|>/\dy—|—p/ LY U P([ X > y)dy <
k<n |n| k<n
0 < by <
<p / JPIEP(X(A) > y)dy = cB(X (V) .

2.2.4. lemma. (Fazekas é Témdcs (1998) [29] Lemma 2.5.) Legyen
{Xn,n € NY} pdronként fiiggetlen valdszintiségi valtozdk egy sorozata és
{an,n € N} pozitiv szdmok egy sorozata. Ha

Gn

(p_
{ Y :nENd,VEV}
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korlatos halmaz, ahol V = {v = (v1,...,vq) : v; € {0,1}}, tovdbba

S
—2 — 0 (Jn|]—o0) majdnem biztosan,
a/n

akkor
D P(|Xn| > an) < .

Bizonyitds. d = 1 esetén ldsd Petrov (1987) [57] 222. oldal. Altalinos
esetben vegyiik észre, hogy

Xn _ z(—l)vl—l_m—l_vd Sn—v ] pn—v

Gn

’
an—v a
cv n n

melybdl kévetkezik, hogy X, /an — 0 (Jn|—o00) majdnem biztosan. Igy
P({|Xa| > an} végtelen sok n-re) = 0.
Innen a lemma kovetkezik a paronként fiiggetlen valésziniiségi viltozodkra

vonatkozé Borel—Cantelli lemmabdl. (Lasd példaul Petrov (1987) [57] 214.
oldal.) O

2.2.5. lemma. (Kronecker) Legyenek z, és b, nemnegativ szamok
minden n € N? esetén. Tegyiik fel, hogy by < bn, ha m < n, by, — o0
(In| — o0) és > &n < co. Ekkor

1
Z Z bz — 0 (Jn| — o).
k<n

Bizonyitds. Hasonldéan bizonyithatd, mint a d = 1 esetben. (A d =1
esetet 1dsd példdul Shiryayev (1984) [67] 365. oldal.) a

2.3. Egy altalanos konvergenciatétel
A kovetkezd tétel Kruglov (1994) [44] Theorem 1 &ltaldnositdsa, mely

tulajdonképpen egy Kolmogorov- illetve Marcinkiewicz-tipusd térvényt ve-
zet le egy Spitzer-tipusu feltételbdl.
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2.3.1. tétel. (Fazekas és Témacs (1998) [29] Theorem 3.1.) Legyen
{Xn,n € N} nemnegativ valSsziniiségi valtozck egy sorozata, {by,n € N¢}
nemnegativ szamoknak egy korldtos sorozata, tovabba By == >, ., bx. Ha

EﬁP(ISn—Bnl > elnl'/") < o0 (2.3.1)

minden ¢ > 0 esetén, ahol 0 < r < 1, akkor

1

W(Sn — Bn) — 0 (Jn]—o0) majdnem biztosan. (2.3.2)

Bizonyitas. Legyenek a > 1, ¢ > 0 rogzitettek. Jelsljiikk o™i egész
részét k,, -vel (i = 1,...,d), tovibba legyen ky, := (ky,, ..., kn, ). Ekkor

|kn_|_1| k€ (kn kn 1]

<Y ¥ ip(|sk—3k|>g|k|1/f)g

n ke€(knkni1]

< Xn: ﬁP (152 — Bal > <lnl!/").

> Kngr —kn| (|sk — Byl > 5|k|1/7’) <

Ebbél és (2.3.1) miatt 1éteznek olyan a™ < m,, < o™ szdmok, hogy
my, = (My,,..., My, ) jeloléssel

> P ([Sm, = Bana| > clma]7) < . (2.3.3)

A Borel—Cantelli lemma miatt, (2.3.3) alapjan kdvetkezik, hogy
1

- — < 0.
|mn|1/7’|Sm" Bm, | <c¢ (2.3.4)
teljesiil majdnem biztosan, véges sok my,-tSl eltekintve. TetszSleges t € N?
esetén n € N legyen olyan, hogy t € (my,,mpuy1] Ilyen jeloléssel Xy
nemnegativitisa miatt

1 1 1
|t|1/7’ (an - Bt) + W(Smn - an) < W(St — Bt) <

1 1
S W(Sm"+l — an+1 ) + W(an_H — Bt) (235)
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Vegyiik észre, hogy b := sup {by,n € N} jelcléssel

1

P R G L Gl

1

d
W(an+l — Bg) < (o* = 1),

tovabba [t|=1/7 < a?¥/"|mpyq|"'/". Ezeket figyelembe véve kapjuk (2.3.4)
és (2.3.5) miatt, hogy

1

2d/r 2d
W|St—Bt|§5a / —|—(Oé —1)b

majdnem biztosan, véges sok t-tol eltekintve. Mivel barmely 6 > 0 esetén
ltezik ¢ > 0 és a > 1 tgy, hogy ca?¥/" 4 (a?? — 1)b < ¢, ezért (2.3.2)
bizonyitott. O

2.4. Kolmogorov-féle nagy szamok er6s torvénye

A kovetkezd tétel Kruglov (1994) [44] Theorem 2 dltaldnositdsa tébbin-
dexes esetre. A tétel a Kolmogorov-féle és a Spitzer-féle allitasokat foglalja
magdiba a tébbindexes paronként fiiggetlen, dtlagban gyengén dominilt eset-
ben.

2.4.1. tétel. (Fazekas és Témacs (1998) [29] Theorem 4.1.) Legyen az
{Xn,n € N%} pdronként fiiggetlen valdszintiségi valtozok sorozata X -szel
4tlagban gyengén domindlt. Tegyiik fel, hogy E (|X|(log® |X[)?7!) < o.
Ekkor

1
> HP(|Sn — ESn| > ¢n|) < (2.4.1)
minden ¢ > 0 esetén, tovabba, ha még sup, e E[Xn| < oo is teljesiil, akkor
1
H(Sn —ES,) — 0 (Jn|—cc) majdnem biztosan. (2.4.2)
n

Bizonyitds. Legyen Yy := XyilI(|Xk| < |n|), ahol k < n, tovdbba
Ta == > pcn Yk Nyilvan ekkor az Yy valdsziniiségi véltozdk is paronként
fiiggetlenek. Ekkor (2.2.1) miatt a 2.2.3. lemmdban A = |n| és p = 2 vélasz-
tassal

1
= D BY <enPP(X]| > [n]) + B (X°I(X| < [n])) ,
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melybdl

1
ZWUZT _Z| 13 ED2YR<ZH—Z Y <

k<n k<n

<CZP |X| > |n|) +CZWE (X21(]X] < [n)) .
Konnyen lathaté még, hogy

P(|Sn — ETn| > ¢n|) < P(|Ty — E1,| > ¢|n|) + P( U {| Xx| > |n|})
k<n

Az utdbbi két egyenlGtlenséghdl, a Csebisev-egyenlStlenséghdl, a 2.2.1. és a
2.2.2. lemmakbdl kapjuk, hogy

1
Z—P(|SH—ETH| > ¢|n|) <
]
2
—gzz| |3DT +Z| |Z (1Xk| > |nf) <

( )ZP|X|>|n| ZWE (X°I(X] < [n])) <

Ezzel (2.4.1) bizonyitott, ugyanis (2.2.2) miatt a 2.2.3. lemméban (A = |n|
és p = 1 valasztdssal)

/B — BT < o 3 B(IXulI(Xi] > fn)) <

| | k<n
< cE(|X|I(|X| > |n|)) —~ 0 (|In|—o).

Most ratériink (2.4.2) bizonyitdsdra. Mivel | X,| = X T+ X, , ezért a gyengén
dominéltsig miatt

Z P(XE > 2) < cP(|X| > z)
|Il| k<n

teljesiil minden n € N% & 2 > 0 esetén. Igy (2.4.1) teljesiil akkor is, ha
abban Xy helyére X, vagy X, keriil. Mivel E|X,| korldtos sorozat, igy
alkalmazhatjuk a 2.3.1. tételt. Kapjuk, hogy

n |Z XjE EXi) — 0 (|m|]—=o00) majdnem biztosan.
k<n
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Ebbdl mar kévetkezik (2.4.2). O

Tételiinkbol azonnal ad6dik a Kolmogorov-féle nagy szamok erGs tor-
vénye a paronként fiiggetlen, (nem &tlagban!) domindlt esetben. Ha pé-
ronként fiiggetlen, azonos eloszlasi esetre koncentralunk, akkor az alabbi
kovetkezményt kapjuk (az egyindexes esetben ez éppen Kruglov (1994) [44]
Corollary 1).

2.4.2. kévetkezmény. (Fazekas é Témadcs (1998) [29] Corollary 4.2.)
Legyen {X,,n € N} pdronként fiiggetlen azonos eloszlasi valdszintiségi
valtozdk sorozata. A kdvetkezd allitasok ekvivalensek:

1) E[Xy|(log™ [X1])*7* < oo,
2) |n|71S, — ¢ € R (Jn|—o0) majdnem biztosan,

3) Iétezik b > 0, hogy barmely ¢ > 0 esetén

> ¢eln| | < oc.

> (1Xk| - b)

k<n

1
2

Bizonyitds. A 2.4.1. tételbdl ¢ = E| X, | vilasztassal kovetkezik 1)=2),
b = E|X;| valasztdssal pedig 1)=-3). A 2)=-1) implikacié kovetkezménye a
2.2.4. é a 2.2.1. lemmadaknak. Végiil 3)=1)-et bizonyitjuk. A 2.3.1. tétel
miatt

1
o[ Z |Xk| = b (Jn|]—oc) majdnem biztosan.
k<n
Tgy 3)=1) kovetkezik a 2)=1) implikécidbdl. O

2.5. Marcinkiewicz-féle nagy szamok erds torvénye

Az alabbi allitas szerint a Marcinkiewicz-féle normaldsndl, ha 0 < r < 1
(azaz az ,egyszeri” esetben) érvényes mind a nagy szamok toérvénye, mind
a Spitzer-féle allitas a fiiggetlenség feltételezése nélkiil is.

2.5.1. tétel. (Fazekas és Témacs (1998) [29] Theorem 5.1.) Legyen

{Xn,n € N} valdsziniiségi valtozck X -szel atlagban gyengén domindlt so-
rozata. Tegyiik fel, hogy E(|X|"(log™ | X|)*~!) < o0, ahol 0 < r < 1. Ekkor

3 ﬁP (150l > /") < o
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bdrmely ¢ > 0 esetén, tovabba

Sn
|n|1/7’

— 0 (|n]—o0) majdnem biztosan.

Bizonyitds. Legyen Yy := X I(| Xk| < |n|1/7’), ahol k < n. Ekkor

ke )5 o ()
> Y

1
+Y —P > ¢|nt/"
n |n| k<n

A gyenge dominiltsig és a 2.2.1. lemma miatt

> (s ¥l > ') < 3 P (1> ) <

k<n

<cY P (|X| > |n|1/T) < .

Legyen 0 < 6 < 1 — r. Ekkor a Markov-egyenlGtlenség, a c,-egyenldtlenség
és a 2.2.3. lemma felhaszndaldsaval kapjuk, hogy

r+6
<

zi > Vi
| k<n

1 46 r r 7’—|—6
< X e e 2 B < Kl B

ZHOpH

1/7’ <
> ¢[n] Z In] |n|(7’+5)/7’ 8r+5 Z

ahol X' = XI(|X| < [n]*/") + [n|*/"I(|X| > |n|'/"). Kénnyen lithatd, hogy

o7+ r

E| X'+ = / P(|X|"" >2)de =

0

1
]
= / |n|(7’+5)/7’55/7’iP (|X| > |n|1/T51/T) ds.
T
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Most legyen 0 < p < §/r és po = p/(d — 1), ha d > 1. Ekkor az €l6z6 egyen-
I6tlenség és a 2.2.1. lemma bizonyitdsdban szerepld egyenlGtlenség alapjan

1
> eln)/" | < c/sé/rzP (|X| > |n|1/T51/T) ds <
0 n

> Vi

k<n

1
2T

<e | B (|X|7:s—1 (1og+(|X|7’s—1))d‘1) ds <

<ec [ B (|X|7’s_1 (log™ |X|" + s_go)d_l) ds <

<e [ 7o (|X|T (log™* |X|)d_1) ds < oc.

O\H O\H O\H

Az itt kapott végeredmény érvényes d = 1-re is. fgy a tétel elso dllitasat
bizonyitottuk. A mdisodik &llitds ebbdl kovetkezik a 2.3.1. tétel alapjan.
Megjegyezziik, hogy itt (ellentétben a 2.4.1. tétellel) a 2.3.1. tételben b, = 0,
azaz a korlidtossiga automatikusan teljesiil. O

Az aldbbi kovetkezmény Kruglov (1994) [44] Theorem 3 kiterjesztése.

2.5.2. kévetkezmény. (Fazekas é Témadcs (1998) [29] Corollary 5.2.)
Legyen {X,,n € N} pdronként fiiggetlen, azonos eloszldsti valdszintiségi
valtozdk sorozata és 0 < r < 1. A kovetkezé allitasok ekvivalensek:

d—1
1) B|Xa )" (gt X)) < oo,
2) 3 | Xnl/|In]*/" < 0o majdnem biztosan,

)
3) n|~1/7 Sy — 0 (|Jn|]—o0) majdnem biztosan,
)

4) barmely ¢ > 0 esetén

1 T
3 HP(Z | Xy > e[n]t/ ) < .

k<n

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 3) teljesiil. Ekkor a 2.2.4. lemma miatt

S P (|X1| > |n|1/7’) < .
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Igy 1) teljesiil a 2.2.1. lemma alapjén.

1)=-4) a 2.5.1. tételbdl adédik. A 4)=3) implikacié a 2.3.1. tétel kovet-
kezménye.

Most teljesiiljon 1). Legyen Yy = XpI(|Xa| < |n]'/"). Ekkor a 2.2.2.
lemmébél kapjuk, hogy > E|n|~Y/"Y,| < cc. Azaz 3 |n|7V/"|Yy]| in-
tegralhaté, vagyis majdnem biztosan véges. > P(Xy # Ya) < 00 a 2.2.1.
lemma alapjin. Ezekbdl a Borel—Cantelli lemma alapjin kovetkezik 2).

Végiil 2)=-3) kovetkezik a 2.2.5. lemmd&bdl. a

2.5.3. megjegyzés. A 2.5.2. kovetkezményben 1)=-2)=-3) tovibba
1)=-4)=3) teljesiil paronkénti fiiggetlenség nélkiil is, de 3)=-1) nem.
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3. A tobbindexes valdsziniiségi valtozokra vonatko-
z6 nagy szamok er6s torvényeinek egy altalanos
megkozelitése

Ebben a részben Fazekas és Klesov (2000) [23] tételeit terjesztjiik ki a
tobbindexes esetre. Az eredmények Noszdly és Tdmdcs (2000) [55], illetve
részben Fazekas, Klesov, Noszaly és Témdcs (1999) [24] cikkekben lettek
publikilva.

Ezen rész kozpontja a 3.2.3. tétel, amely egy maximadlis egyenl6tlen-
ségbOl vezeti le a nagy szdmok erds torvényét. Maximdlis egyenlGtlenségek
igazolasdval nem foglalkozunk, hanem csupan a mar ismertekbol vezetiink
le nagy szdmok torvényeit.

3.1. Jelolések

Legyen Z az egész szamok halmaza, NN a pozitiv egész szamok halmaza,
N := NU{0} és d € N régzitett. 1 := (1,...,1) € N%, 0 := (0,...,0) € Nd. A
k. n,... € N¢ ricspontok koordinatait jelsljiikk ugyanazon indexelt betiikkel,
azaz példdul n = (ny,...,nq). A <, max, min, — legyenek értelmezve koor-
dindtanként. Példdul n — oo azt jelenti, hogy n; — oo minden ¢ € {1,...,d}
esetén. Legyen ) = EneNg’ In| := ny---ng é |logn| := H?:l log™ n;,
ahol log™ # =logz,ha z > e éslogt 2 =1, ha z < e.

Aay, jeldlje az {a, € B,n € N} sorozat differenciasorozatdt, azaz
> yen Atk = an. Azt mondjuk, hogy {an € B,n € N{} szorzat tipusd

(@)

sorozat, ha léteznek olyan a;’, n € Ny, ¢ € {1,...,d} szdmok, melyekre

Uy = H?:l an) teljesiil minden n € N¢-re. Ebben az esetben azt mondjuk,
hogy {an € B,n € NI} nemcsckkend, illetve nem korldtos, ha agf), n € Ny
nemcsSkkend, illetve nem korldtos sorozatok minden i € {1,...,d} esetén.

Az {Xn,n € N¢} valészintiségi valtozdk tobbindexes sorozata esetén
legyen Sp = > ycn Xk, 1 € Nd. Amennyiben az Gsszegzés vagy maxi-
mum képzés iires halmazon térténik, akkor ezalatt nulldt értiink. (Azaz

Y ncp Xn = Maxpep Xn = 0.)
3.2. F6 eredmény
F5 eredményiink, a 3.2.3. tétel bizonyitasihoz sziikségiink lesz az alabbi

tételre és lemmadra. A kovetkezd tétel Fazekas és Klesov (2000) [23] Theorem
1.1 altalanositasa.
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3.2.1. tétel. (Fazekas, Klesov, Noszaly és Témacs (1999) [24] Theo-
rem 3.1 illetve Noszély és Témadcs (2000) [55] Proposition 1.) Legyen n € N¢
é r > 0 rogzitettek. Legyen {am, m € N¢} nemnegativ valds értékii tobb-
indexes sorozat, tovabbd {bm, m € NI} pozitiv valds értékii szorzat tipusd
nemcsdkkené sorozat. Ha

B (melsir) < 2o

teljesiil minden m < n esetén, akkor

Bizonyitas. Feltehetd, hogy by = 1. Legyen ¢ > 1 tetszéleges. Defini-
aljuk a kovetkezé halmazokat:

Ay = {jENd:jﬁnés ¢k §bglz) < Bt k:l,...,d}, iend.

Legyen Dj := > ;c 4, 65, k := max{i: A; # 0}. Legyen m; := max{j:j €
A;}, ha A; # 0, kiilsnben mj; := 0. Mivel {m € N? : m < n} C User Ais

ezért
T T
< E(max )

Az A;, m; é D; definiciéja miatt

Sm

bm

Si

E
(max b

m<n

T d
=B (H ) B (axlsi) <

! i<k \m=1

d
< (H c_ij) E(maX|Si|T) < (
i<k \m=1 ism; i<k
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() g

i<k m=1
’ d d
ey (s i
L—c i<k \jcA; m=1
() rye
i<k je4; J

) = ik

== ) T o 4, igy készen vagyunk. O

Viszont inf .4 (

A kovetkezd lemma Fazekas és Klesov (2000) [23] Lemma 2.2 t&bbin-
dexes valtozata.

3.2.2. lemma. (Fazekas, Klesov, Noszaly és Témécs (1999) [24] Lem-
ma 3.1 illetve Noszédly és Témadacs (2000) [55] Lemma 2.) Legyen r > 0 rog-
zitett, {an,n € NI} nemnegativ valds értékii tébbindexes sorozat, tovabbd
{bn,m € NZ} pozitiv valds értékii szorzat tipusi nemcsékkend és nem kor-
Idtos sorozat. Tegyiik fel, hogy > an/bl, < oc. Ekkor Iétezik {f,,m € NJ}
pozitiv valds értékii szorzat tipusiu nemcsékkené és nem korldtos sorozat
ugy, hogy

B

a—>0 (n — o0) Z—<oo

Bizonyitas. Elég csak az r = 1 esetet vizsgdlni. Ha d = 1, akkor
a bizonyitdst lasd Fazekas és Klesov (2000) [23] Lemma 2.2. Most legyen

d > 2. Legyen
(1)
nay=0 ng=0 m= 2
Ekkor -
(1) _ In
z—:o b(l) a Z bn =

Alkalmazva az el6bb emlitett lemmat, 1étezik egy pozitiv valds értékii nem-
cs6kkend és nem korldtos {@(}) ,n € Ny} sorozat gy, hogy

(1) o
1
lim ==— =0 és ETT(1)<OO

5o )
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Legyen k < d és tegyiik fel, hogy fenti eljaridssal a ﬁ%m) sorozatok mar
meghatirozottak minden m = 1,...,k esetén. A @(f“) meghatarozisa gy
torténik, hogy a fenti eljarasba az 1 és (1) indexek helyére k 4 1-et illetve

(k + 1)-et frunk, tovabba by helyére [T¥ _, 87 1% _, ., o) keriil. Ekkor

m

On = Hd (™) y4lasatéssal kapjuk a lemmat. O

m=1 ~"m

A kovetkezé tétel Fazekas és Klesov (2000) [23] Theorem 2.1 altaldno-
sitasa.

3.2.3. tétel. (Fazekas, Klesov, Noszaly és Témacs (1999) [24] Theo-
rem 3.2 illetve Noszdly é Témacs (2000) [55] Theorem 3.) Legyen r > 0
rogzitett, {an,n € N&} nemnegativ valds értékii tébbindexes sorozat, to-

vabba {bn,n € NJ} pozitiv valds értékii szorzat tipusi nemcsSkkend és nem
korlatos sorozat. Tegyiik fel, hogy > an/by < 00 és

T <
E(g}gngml ) <D am

m<n

minden n € N¢ esetén. Ekkor

Sn . .
— — 0 (n— o0) majdnem biztosan.

bn

Bizonyitas. Legyen (3, olyan, amely a 3.2.2. lemmaban szerepel. Alkal-
mazva a 3.2.1. tételt,

E (max

Um
m<n r

Bim

Yery

m<n

Sm
P
minden n € N? esetén. fgy
E (sup
melybdl kovetkezik, hogy sup,, |Sn/Fn

_Un
ba

n

fn

T) §4dzg—:<oo,

n

|” < 0o majdnem biztosan. Mivel

Sn

bn

Sn

fn

Sk

B
< —sup
k | Ok

=

b

ezért [n /by — 0 (n — oo0) miatt igaz az allitas. a
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3.2.4. definicié. A ¢:N? x N? — I fiiggvényt szuperadditivnak nevez-
ziik, ha
g<i7 (jlv' . '7jm—17k7jm—|—17- . 7]d))+
+ g((llv . '7im—17k + 177:m—|—17- . -vid)vj) < g(ivj)
barmely i,j e N, i<j,m=1,...,dés i, < k < j,, esetén.
Azt mondjuk, hogy az {X,,n € N%} valészintiségi valtozék tobbin-
dexes sorozata szuperadditiv r-edik momentum struktirdval rendelkezik, ha
minden i < j (i,j € N%) esetén

E Z Xk Sga(i,j), (321)
i<k<j

ahol ¢:N? x N% — R szuperadditiv fiiggvény, a > 1 és r > 0.

Az aldbbi tétel bizonyitasat lasd Moricz (1983) [53] Corollary 1 vagy
(1977) [52] Theorem 7.

3.2.5. tétel. Az {X,,n € N} valdszintiségi valtozok tobbindexes so-
rozatdnak legyen szuperadditiv r-edik momentum struktirdja, ahol r > 0
és a > 1. Ekkor létezik A, . 4 konstans, hogy minden n € N? esetén

E (11?21}1( |Sk|T) S Ar,oz,dga(lvn)'

3.2.6. megjegyzés. Modricz az eldz6 tételt r > 1 esetén litta be, és
csak utal 14, hogy a 0 < r < 1 eset konnyd. Valéban, ugyanis ebben az
esetben |.|” norma, igy

E| Y Xel <E[ D IXN]7) =D EX/ <

i<k<j i<k<j i<k<j

Z go‘(k,k) < Z g(k,k) < ga(ivj)'

i<k<j i<k<j

Ezt felhasznalva pedig kapjuk, hogy

E ") <E X)|"| <E X" | < ¢°(1.j).
(Ilrclgfwﬂ)— IE;;‘KEE' "] < ;| 11" ] <9°(1,5)
—= =J
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3.3. Logaritmikus silyozasu Osszegek

A logaritmikus silyozasu Gsszegekre vonatkozé nagy szamok erés tor-
vényét példaul a kézponti hatareloszlas-tétel majdnem biztos alakjainak bi-
zonyitasara hasznaljdk (ldsd Méri (1993) [54], Chuprunov és Fazekas (1999)
[11].) Az aldbbi tobbindexes véltozatot (3.3.2. tétel) azonban nem sikeriilt
ilyen célra haszndalni. A tébbindexes majdnem biztos hatareloszlas-tétel bi-
zonyitdsdhoz Fazekas és Rychlik (2001) [28] cikkben egy masik nagy szdmok
eros torvényét hasznal.

A kovetkezd lemma Fazekas és Klesov (2000) [23] Lemma 9.1 kiter-
jesztése tobbindexes esetre. (A kovetkezdkben [z] az z szdm egész részét
jelenti.)

3.3.1. lemma. (Fazekas, Klesov, Noszaly és Témécs (1999) [24] Lem-
ma 4.2 illetve Noszdly és Témécs (2000) [55] Lemma 6.)
(a) Legyen n € N é 0 < 3 < 1. Ekkor Iétezik Cy g konstans, hogy

N e
Z Z Z 7|m|1_ﬁ < Cdﬁnﬁ(lOg"‘ n)d—l‘

mi1=1 ma=1 mg=1

(b) Legyen 0 < 3 < 1,1 < v < 2, im,j € N¢, i < m < j. Ekkor Iétezik
(4 konstans, hogy

1 1
<C —
Z Z lm[1+7 10g+|m|)d LKA~ .0 Z lm|

i<m<j i<k<j i<m<j
[¥| <[m]|

~

Bizonyitds. (a) A bizonyitdst d-re vonatkozé teljes indukciéval végez-
ziik. Mivel Y0 mP=t < ["2f~lde = nP/p, ezért az 4llitds d = 1-re
teljesiil. Most tegyiik fel, hogy d = f-re igaz az allitis. Legyen n € N és
0 < 8 < 1. Ekkor

) |l .
E E E T =

m1:1 T)’Lz:l T)’Lf+1:1
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<o 3 s ] ()

mi=1 my

36

n

1
< Cypn’(logt n) ! Z p < Oy n(logt )1 Clog™ n.
mi1= =1

Itt felhasznaltuk, hogy [ [ H = [%], ha a,b,c € N.

(b) Ha Zl<m<J fmy < 1, akkor

1
< <
1<%:<J |1’:%;J| |m|1+6 10g+|m|)d 1|K|t-2 1<%:<J “1:%;' |m|1+ﬁ|k|1 ¢

<2 X m

1<m<_] i<k<j
[k|<[m|

2 ¥

O I

i<m<j |m|

Y i<m<; |1;| > 1 esetben felhasznalva az (a) részt és azt, hogy

] |

E E E |m|1—ﬁ = z |m|1_57
mi1=1 ma=1 mg=1 mENd
lm|<n
kapjuk, hogy
1 1
<
i<§1:<j m[*+7 (log ™ [m])4- i;k;j k|7
- [K[< |
1
< Cap im|® (logt |ml)¢~! =
igrzn:gj jmt+7(log™ |m])d-1
~y
Cap ) —<c > . 0
= d7 T = d, T .
ﬁi<m<j m| ’ i<m<j |m|

Az aldbbi tétel Fazekas és Klesov (2000) [23] Theorem 9.1 kiterjesztése

tobbindexes esetre.
3.3.2. tétel. (Fazekas, Klesov, Noszaly és Témacs (1999) [24] Theo-
rem 4.2 illetve Noszély és Témadcs (2000) [55] Theorem 7.) Tegyiik fel, hogy
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az {Xn,n € NY} valdsziniiségi valtozék tobbindexes sorozatdra valamely
C' > 0és 3 >0 esetén

K 1
B < (1 ) (log™ 1)

minden k <1 (k,1 € N?) esetén. Ekkor

|10g n| Z |k| (n — c0) majdnem biztosan.

Bizonyitas. A bizonyitast elég elvégezni 0 < F < 1 esetben. Legyen
i,j € N% i< j. A feltételt hasznélva kapjuk, hogy

2

AP I LERE

i<k<j i<1<j i<k<i
- [k <1

1
<20
<A D2 k|t =211+ (log ™ (1)1

i<I<§ i<k<s
[k <[]

Legyen 1 < v < 2. A 3.3.1. (b) lemmabdl kévetkezik, hogy

2 ¥
X 1
E| > ﬁ <Dagp| D o
i<k<j i<1<j
ahol D43 > 0. fgy a 3.2.5. tétel alapjin
2 y
Xk
E | max —
R P
<i <j

minden j € N? esetén, ahol C 5, > 0. A Holder-egyenlétlenség segitségével
kapjuk, hogy

2/

1/W
B | max Z x| | S (Casa) > i

k<j
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minden j € N? esetén. Mivel
< 0
Z |n||10g [n]|log nf?/¥ =

igy alkalmazhatjuk a 3.2.3. tételt, melybdl kapjuk az allitast. O

Megjegyezziik, hogy Fazekas és Rychlik (2001) [28] cikkben a fenti 3.3.2.
tételhez hasonlé allitds talalhatd. Ott a feltétel részben erGsebb, hisz egyen-

letesen korldtos Xy-kra vonatkozik, részben gyengébb, hisz az W

tényez6 nem szerepel. Az a tétel mar alkalmas a majdnem biztos kézponti
hatareloszlas-tétel bizonyitasanak céljara. Az ottani bizonyitds kozvetlen.

3.4. Szuperadditiv momentum struktiraval rendelkezo
sorozatok

Sziikségiink lesz a kovetkezd technikai jellegli lemmara.

3.4.1. lemma. (Fazekas, Klesov, Noszély és Témacs (1999) [24] Lemma
4.1 illetve Noszaly és Témdcs (2000) [55] Lemma 10.) Legyen {an,n € N3}
nemnegativ sorozat, Ay := > .. Gm €5 @ > 0. Legyen by := 1/|n|*, n € V¢
ha |n| # 0, kiilénben pedig legyen b,, := 0. Ekkor

D (1) AqAbnyy < o0,

n

esetén

Z (pbn < 00.

n
Bizonyitas. Legyen Kpm = Eizl (ny, — my,), ahol n,m € NZ. Legyen

En = {meNg:Ognk—mkgl, kE=1,...,dés Kum péros},
O, = {meNg:Ognk—mkgl, k=1,...,dé Kum pératlan},

ahol n € N¢. Ekkor

Abn_Zb—|— Zb

mecé, meO,
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Ebbél kovetkesik, hogy (—1)!Abnys = [Tiy (2 - Mivel L —

(nk ‘H)a)
—L_ > konst /na 1 i y '
(n_|_1)a - . ) 18

A,
Z o+ < 0.
n

Elemi szamoldssal kapjuk, hogy

Z |k|a+1 = Zak Z

k<2n k<n k<I<2k
Ebbodl mar kovetkezik az allitas.

K _
- Z ak|2k|a+1 - 2d(oz—|—1) Z |k|oz'

|1|oz-|—1
k<n

A kovetkezé tétel Fazekas és Klesov (2000) [23] Theorem 8.1 altaldno-
sitdsa, mely egy Marcinkiewicz—Zygmund tipusi nagy szamok erds térvé-
nye szuperadditiv momentum struktiraji, tobbindexes valésziniiségi valto-
zOkra.

3.4.2. tétel. (Fazekas, Klesov, Noszaly és Témacs (1999) [24] Theo-
rem 4.1 illetve Noszaly és Témadcs (2000) [55] Proposition 11.) Legyen r > 0,
a > 1 é tegyiik fel, hogy {Xn,n € N} valdsziniiségi valtozdk tobbin-
dexes sorozata szuperadditiv r-edik momentum struktirdval rendelkezik.
Ha Ag“(1,n) > 0 minden n € N%re, é valamely ¢ > 0 esetén

9°(1,n)

Ty < (3.4.1)

teljestil, akkor
Sn

In|t/4 —0 (n — o0) majdnem biztosan.

Bizonyitds. A 3.2.5. tétel alapjan, minden n € N? esetén

E (mgx |Sm|T) <A 0.49%(1,n).

Legyen b, :=

*/2. Mivel (=1)?Abnt1 = [T5-s (an - m) <
konst./|n|'*7/4  igy (3.4.1) miatt

Y (-1)7g*(1.0)Abpyy < .

n

Végiil alkalmazva a 3.4.1. lemmiat és a 3.2.3. tételt kapjuk az allitast. A
Ag®(1,n), ahol a differencia képzés g masodik argomentuma szerint torté-
nik, a ¢*(1,n) = >, a;, ¢; > 0 el6éllitast garantalja. O
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3.5. Brunk—Prohorov tipusi tételek

3.5.1. definicié. Legyen (2, F,P) egy valdsziniiségi mez8, {X,,n €
Nd} valdszintiségi valtozdk tobbindexes sorozata és F,, C F minden n € e
esetén o-algebra. Tegyiik fel, hogy m < n esetén F,,, C F,. Ha X, F,-
mérhetd minden n € N%-re, EX; = 0, tovabba minden m < n, m # n esetén
E(Xn | Fm) = 0, akkor azt mondjuk, hogy (Xn, Fn) martingdldifferencia.

A kovetkezo feltételt — mely széles kérben hasznalt a tébbindexes mar-
tingalok elméletében, lisd példdul Fazekas (1983) [18] — tobbszor meg fog-
juk kovetelni.

E(E(X1 | Fm) [ a) = B (X1 | Frinimm) (3.5.1)
minden 1, m,n € N? esetén.

Haszndlni fogjuk a Doob- és Burkholder-egyenlGtlenségek d-indexes val-
tozatait.

3.5.2. lemma. (Noszéaly é Témdcs (2000) [55] Lemma 12.)
(a) (Doob-féle L,-egyenlStlenség) Legyen p > 1 és tegyiik fel, hogy
(Xn, Fn) martingdl (3.5.1) tulajdonsdgd. Ekkor minden n € N? esetén

pd
E(max|Xm|p) < (L) E|Xa|?.
m<n p— 1

(b) (Hincsin-egyenlétlenség) Legyen p > 2. Ekkor létezik olyan C), 4
konstans, hogy tetszSleges {an,n € N} tobbindexes valés szdmsorozatra

1 1 Ty g P
/ / E E Tml(tl)'"de(td)a(ml,...,md) dty -+ dty <
0 0 mi=1 mg=1
ny1 ng p/2
2
< (2 3 )
mi=1 mg=1

teljesiil minden n € N esetén, ahol r,, a Rademacher-rendszer [0, 1]-en.

(c) (Burkholder-egyenlStlenség) Legyen p > 1. Ekkor Ilétezik D, 4 > 0
konstans ugy, hogy barmely (3.5.1) tulajdonsagd (Xn,Fn) martingdldiffe-

rencia esetén »

ESal” < DpsE | Y X2

m<n
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teljesiil minden n € N%-re.

Bizonyitds. (a) d-re vonatkozé indukciéval bizonyitunk. d = 1 eset-
ben az &llitds az eredeti Doob-egyenlGtlenségbdl kivetkezik. Most tegyiik
fel, hogy d = f esetén igaz az allitds. Legyen n = (nq,...,n54) € NERR
rogzitett. Bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket.

n* = (ng,...,n541) € N/, Y, := max | X(nm)l &  Bn = Fpn,
m<n*

ahol n = 1,2,...,ny. Ekkor Y,, B,-mérhet6. Megmutatjuk, hogy (Y, ,B,)

(n < ny) szubmartingdl. Legyen m < n < n;. A feltételes varhaté érték

tulajdonsdgai és (3.5.1) miatt

E( max | X, m)] ‘ f(m,m)) > m<ax E<|X(n m)| ‘ j:(mvm)>

m<n*
> max [B(X(ym) | Fiooe)| = max E(E(X(m) | Fonem) ‘ f(myn*))‘:
:nrlnsarlli* (X(nm) ‘f(mm))‘ —nrln<a111c* |X(mm)|

Legyen m € N/, m < n* esetén 7y, = X(ny,m) € Cm = F(n, m)- Ekkor
(Zm,Cm), m < n*, (3.5.1) tulajdonsdgd martingal. Az Y, nemnegativ szub-
martingalra alkalmazva az indukcids feltevést és a Doob-egyenlStlenséget
kapjuk, hogy

E(max |Xm|p) = E(max Yp)

m<n m<ni

pf p(f+1)
<t (=) BZel= (-t E| Xal”.
p—1\p-—-1 p—1

P gyr LE(max | Zea? )
1 |

m<n*

(b) Megjegyezziik, hogy a kovetkezékben tébbszor is fogjuk hasznélni
Fubini tételét anélkiil, hogy ezt kiilon megemlitenénk. Tegyiik fel, hogy
d = f esetén igaz az &llitds. Ekkor Hincsin eredeti egyenl6tlenségébdl (1asd
példdul Chow és Teicher [10]) kapjuk, hogy van olyan C, > 0 konstans,
melyre

1 7’Lf+1 P
/ T'my tl ( Z Z Ty t2 " Tmyg (tf-l-l )a(ml,...,mf_,.l)) dt; <
0 1= =1 mae=1 mysi1=1

Ti+1 2 p/2
<O (X (X 3 )l ) |-
my1=1 “ma=1 my41=1

- , p/2
:Cp(z (I(t2,...,tf+1)) ) )

m1:1
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ahol
f41
I(t27“‘7tf+1 Z Z TT)’LQ t2 TT)’Lf+1 (tf+1 )a(ml,...,mf+1)'
mo= =1 T)’Lf+1 =1

Az Lp-térbeli haromszdg-egyenldtlenséghdl

n1 9 %
C/ /( ( t2,...,tf+1))) dty - -dt; <
mi1= =1
2/p\ /2
ng(z(/ / [[(ty, ... tp4q)|Pdty - dtf+1) ) .

m1:1

A fenti kifejezést tudjuk majordlni indukcié segitségével az alabbival.

Cpcp,f( IR a?ml,...,mm))

m1:1 T)’Lz:l T)’Lz:l

D
2

(c) A kovetkezékben Metraux (1978) [50] Theorem 1 bizonyitdsdnak
médszerét alkalmazzuk. Legyen u() : N — {-1,1} (i = 1,...,d). Legyen

n € N? rogzitett, Ty, := > m<n u%)l ul? 2 X'm, tovabbd

ng ng
= Z E u(Tr2L)2 (d)X(m M2,y Mg) (m:]'?“‘?nl)'

mao=1 mg=1

Ekkor T, = Ezl 1 %)lle A kovetkez6kben belatjuk, hogy valamely
My,q >0 konstans esetén E|Ta|? < M, 4E|Sn|P. Megint d-re vonatkozd
indukciéval bizonyitunk. Az allitds d = 1 esetén megtalalhaté Burkholder
(1966) [9] Theorem 9 bizonyitasadban. Az X,, (3.5.1) tulajdonsdgabdl kénnyii

ellendrizni, hogy Y, martingildifferencia. fgy

1

P
E|Tn|" < MNE( > Y, ) =
m1:1
i P
d
E( u?) ...ugn;(z X(mh,,,,md)) )
mao=1 mg=1 mi=1

Ismét hasznélva a (3.5.1) tulajdonsdgot kapjuk, hogy

ni
Z(mz,...,md) = Z X(ml,...,md)

m1:1
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martingaldifferencia. fgy az indukcids feltevést hasznilva
E[Ta|" < Mp71Mp7d—1E|Sn|p = Mp,dE|Sn|p-

Ebbél, Fubini tételébdl és a 3.5.2. lemma (b) pontjabdl kap juk, hogy E|Sy |??
majoralhaté a kovetkezo kifejezéssel.

1 1
2p
Y A5 (D S5 SRR gy P
0 0 mi=1 mg=1
1 1 2p
—M2p,dE(/ / Tm, tl de(td)X(ml,...,md) dtl o dtd) S
0 0 M= =1 mgyg=1

< sz,dczp,dE(( E Z (ml’ md))p).

mi=1 mg=1
Ezzel befejeztiik a bizonyitast. O
3.5.3. tétel. (Noszaly és Témdcs (2000) [565] Proposition 13.) Legyen
(Xn,Fn) (3.5.1) tulajdonsdgd martingdldifferencia, p > 1, C' > 0 é r <

p+1. Tegyiik fel, hogy > .. E|[Xm|* < C|n|". Ekkor S, /|n| — 0 (n — o0)
majdnem biztosan. B

Bizonyitds. A Burkholder-egyenlétlenség (3.5.2. lemma (c)) és a Hol-
der-egyenlétlenség alapjan

p

BlSal < DpaB | D Xiy | < Dpalnl”™ > BlXum < Dy alnf?*

m<n m<n

Tgy a Doob-féle L ,-egyenlétlenség (3.5.2. lemma (a)) miatt,
2 +r—1
B (max|Sul® ) < S afmi

valamely F, ; > 0 konstans esetén. Mivel Alm|P*"~! < C'|m|P*"~% {gy a
3.2.3. tétel miatt igaz az allitas. O

3.5.4. tétel. (Noszaly és Témdcs (2000) [565] Proposition 14.) Legyen
(Xn,Fn) (8.5.1) tulajdonsdgu martingdldifferencia és p > 1. Amikor p > 1,
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tegyiik fel, hogy E|X,|?*" szorzat tipusi sorozat. Legyen b, pozitiv valds
értékii, nemcsékkené és nem korldtos szorzat tipusu sorozat, tovabba tegytik
még fel azt is, hogy p > 1 esetén van olyan & > (p — 1)/2p, hogy |n|® /by,

nemnovekvd. Ekkor | |2
E| X, |?? B
D=l <
n

n

esetén Sp/bn — 0 (n — 00) majdnem biztosan.

Bizonyitas. Alkalmazva a Burkholder-, Hélder- és Doob-egyenlStlen-
ségeket:

m<n
valamely (', ; > 0 esetén. p = 1 esetén ez az egyenlGtlenség és a 3.2.3. tétel
mmplikalja az allitast.
Most legyen p > 1. Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket.

cn = [0"7" > E| X H ) = E|X,|*.

m<n
nl—l
(n Z 0y — 1yt ag)) _
nf_la%) + (nf_l —(n; — 1)p_1)

n;—1
(n L4 4 Cnp=? ’Z m)

valamely C' > 0 esetén. Mdasrészt legyen r > 1 olyan, hogy 6 = (p+r—2)/2p
a tételben. Ekkor

n—1 p—2
Z b(l)2p Z Y = ;“1) Z/(;ﬂp <

Ekkor

=

Acy =

1

[l
-
TN
o 3
gl
~—

7
1=

1

k=1 m=k+1
z “>z z “>z L
(l)2p m’ (l)2p
r— 00 n (l) 1
(i kP OET e k-
— E b(l)2p E mr = (l)2p C k C E b(l)2p
k=1 k m=k k=1

valamely C'. > 0 és minden 1 § l < d esetén. Eszerint ) Acy /02 < o0,
igy a 3.2.3. tételbdl kévetkezik az allitas. O
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4. Konvergenciasebesség a nagy szamok torvényei-
ben, Banach-térbeli értéki valdsziniiségi valto-
z6kbdl all6 szériasorozatok esetén

Ebben a fejezetben a Baum—Katz-féle tétel bizonyos kiterjesztéseivel
foglalkozunk. Az itteni vizsgdlatok kézvetlen el6zménye Fazekas (1992) [21]
cikke. Eredményeinket Témacs (2003) [72] cikkben publikdltuk. A fejezet
legfontosabb tétele a 4.3.1. tétel. Ebbol kovetkezményként szdmos ismert
allitast (illetve ismert allitdsok varidcidit) levezetiink.

4.1. Jelolések, definicick

Legyen N a pozitiv egész szamok halmaza, R a valés szdmok halmaza,
aV b := max{a,b} é a Ab := min{a,b}, ahol a,b € R. Jelolje Rs az f
fiiggvény értékkészletét és fo g az [ és g Osszetett fiiggvényét. @ legyen a
nemcsokkend f:]0,00) — [0, 00) fiiggvények halmaza. Egy f € & fiiggvényt
Orlicz-fiiggvénynek nevezziik, ha f folytonos, konvex, nem korldtos, f(0) = 0
és f(t) > 0 minden ¢ > 0 esetén.

Az f € ¥, fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy teljesiti a A,-feltételt (f ~
Ay), ha 1tezik egy ¢ > 0 konstans, hogy

F(2t) < ef(t) (4.1.1)

minden ¢ > 0 esetén. Nyilvin f ~ A, pontosan akkor, ha minden rogzitett
k > 1 esetén létezik ¢ > 1, melyre

f(kt) <cf(t) minden ¢ >0 esetén. (4.1.2)

Az f € ¥, fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy teljesiti a AJ-feltételt (f ~
AY), ha létezik ¢ > 0 és o > 0, hogy (4.1.1) teljesiil minden 0 < ¢ <t
esetén.

Ebben a fejezetben legyen {k,,n € N} pozitiv egész szdmok egy szi-
gortan monoton névekvo sorozata. A kdvetkezd jelolések tekintetében Gut
(1985) [32] cikket kovetjiik.

P(t) = card{n € N: k, <t}, t>0,

[1]
M. (t) = Ekf_l, ha t>1 é M. (t):=k"", ha 0<t<1,
=1
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ahol r € R, card A az A halmaz szdmossaga (card() := 0) és [.] az egészrész-
fiiggvényt jelenti. Legyen M := M,.

Legyen B egy valds, szeparabilis Banach-tér ||.|| norméval és 0 zérus
elemmel. Legyen (Q, F, P) egy rogzitett valésziniiségi mezs. X:Q — B fiigg-
vényt B-értékii valdszintiségi valtozénak nevezziik, ha {w € Q : X(w) €
A} € F minden A € B(B) esetén, ahol B(B) a B Borel-féle o-algebrija. Ha
X B-értéki valésziniiségi valtozé és E|| X || < oo, akkor EX jelentse az X
Bochner-féle integriljat.

A B-értékli X valdszintiségi valtozd szimmetrikus, ha X é — X azonos
eloszlasu. Tetszbleges B-értéku X valdszintiségi valtozd esetén az X szim-
metrizdltja X* = X — X', ahol X' és X fiiggetlenek és azonos eloszldstiak.
(Nyilvdn X * szimmetrikus.) Tetszdleges X -re

P(IXI < OP([[X]| > 20) < P(IX7]| > 1) < 2P(|X = b]| > #/2)  (4.1.3)

minden ¢ > 0 és b € B esetén.

Legyen {X,x,n € N,k = 1,...,k,} B-értékii valdszintiségi viltozék
szériasorozata. Ezt soronként fiiggetlennek nevezziik, ha X,;,..., X, fig-
getlenek minden rogzitett n € IV esetén. Legyen 5 = E};’;l X, k. Abban
a specidlis esetben, amikor £, = n, azaz az n-edik sorban éppen n darab
valdszintiségi valtozd van, a sortsszeget S, = X1 + - -+ X,y jel6li.

4.1.1. definicié. (Gut (1992) [33].) Azt mondjuk, hogy {X,;,n €
N,k =1,...,k,} atlagban gyengén domindlt az X valdszintiségi valtozd-
val, ha 1étezik v > 0, hogy

k

1 & . ‘

o E P(|| Xukl| > t) < P(|X| > t) minden t > 0, n € N esetén. (4.1.4)
k=1

4.1.2. megjegyzés. Legyen £ egy valds értékii valdszintiségi viltozd
és t > 0 rogzitett. Mivel () ~_, {& > ¢t — 1/m} = {{ > t}, igy a valészinii-
ség folytonossdga miatt, ha {X,,,n € N,k = 1,... k,} dtlagban gyengén
domindlt az X valésziniiségi valtozéval, akkor

k

1 & . ‘

T E P(|| Xokl| > t) < +P(|X| > t) minden t > 0, n € N esetén. (4.1.5)
k=1
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4.2. Lemmadk

A kovetkezé lemma Jain (1975) [40] Lemma 2.2 egy verzidja.

4.2.1. lemma. (Témdcs (2003) [72] Lemma 4.1.) Legyen X egy valds
értéki valszintségi valtozd, p,a € &g, B(n) = ela(n + 1)) — ¢(a(n)),
n=20,1,2,.... Ho Ep(| X|) < 0o, akkor

Zﬁn—l (1X] > a(n)) < oo.

Bizonyitds. 0, := p(a(n)) jeloléssel

AIX1) > Z@ P(O; < ¢ X]) < Oy ) >

>3 B - DP(0 < @(IX]) < O )
=3 Bn-1) ZP(@ <X < O ) >
> B(n - DP(IX] > a(n)). O

Az aldbbi lemma bizonyitasat 1dsd példdul Hoffmann-Jgrgensen (1974)
[35], illetve Jain (1975) [40].

4.2.2. lemma. Legyenek Xi,...,X, B-értékii, fiiggetlen, szimmetri-
kus valdsziniiségi valtozdk és j € N. Ekkor léteznek A;, B; > 0 konstansok

gy, hogy

(e

k=1
minden t > 0 esetén, ahol A; és B; csak j-tél fiigg. (A, =1, By = 4.)

n

>

k=1

> 3%) < AP ( max [|X]| > t) + B, P2’(

A k6vetkezd lemma Jain (1975) [40] Theorem 3.1, illetve Fazekas (1992)
[21] Lemma 2.6 altaldnositdsa.
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4.2.3. lemma. (Témdcs (2003) [72] Lemma 4.3.) Legyen {X,;.n €
N,k =1,...,k,} soronként fiiggetlen, B-értékii szimmetrikus valdsziniiségi
valtozdk szériasorozata, és {v,,n € N} pozitiv valds szamok egy sorozata.
Ha {||S%, || /7k,,n € N} valdsziniiségben korlatos, ¥ € ®y és U ~ Ay, akkor
Iéteznek a,b > 0 konstansok gy, hogy

E9(]| Sk, 1) < aEﬂ(lér%% ||Xnk||) + b9(yy,) minden n €N esetén.

Bizonyitas. Legyen N; = | max [ Xkl U € 9 és a 4.2.2. lemma

miatt minden z > 0 é n € N esetén
POI(|[Sk, || /3) > 9(x)) < P([|Sk, || /3> 2)

< P(Ny, > )+ 4P*(||S, || > )
< P(O(N, ) 2 9(x)) + 4P*(I(|| Sk, [[) > V().
Igy

P(I(|| Sk, [ /3) > 1) < P(I(Ny, ) = 1) + 4P*(@(|| Sk, |I) = 1) (4.2.1)
minden t € Ry és n € I esetén. Tegyiik fel, hogy t € (9(0),sup Ry) N Ry.
Ekkor 1étezik a > 0, hogy lim, ., o?J(z) < t < Iimy,_. .40 ¥(z). (Legyen
lim, _o—o ¥(z) = ¥(0).) Ha ¥(a) < t, akkor |J,-_,{y : d(y) > V(a+1/m)} =
{y:9(y) >t} & U, _{y:9(y) > da+1/m)} = {y: d(y) > t}. Masrészt,
ha ¥(a) > t, akkor () _,{y : 9(y) > d(a — 1/m)} = {y : Iy) > t}
6 N-_{y : dy) > e —1/m)} = {y : Iy) > t}. Igy felhasznélva a
valészintiség folytonossagat és a (4.2.1) egyenlStlenséget kapjuk, hogy (4.2.1)

igaz ebben az esetben is. Ha 0 < t < 9(0) vagy t > sup Ry, akkor (4.2.1)
nyilvanvalé. Most alkalmazva 9 ~ A,, létezik ¢ > 1, hogy

P(0(Sk, 1) > cf) < P(I(Ne,) > ) +4P"O([ S, 1) 2 0)  (4.2.2)

minden ¢t > 0 esetén. Integrdlva mindkét oldalt ¢ szerint

o0

%Eﬂ(HSkn ) < EO(Ny, )+ 4/P2(19(||Skn ) > 1) dt. (4.2.3)

Mivel {||Sk,|| /7k,.n € N} valészinliségben korldtos és v ~ A, léteznek
A1, A > 0 konstansok tgy, hogy

[
P15, 2 Avy,) < g & (A, ) < Ao, )
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minden n € N esetén. Ebbdl kovetkezoen

P(J([ Sk, 1) > Ad(1s,)) < Si

Emiatt

o0 Aﬁ(Wkn) o0

1
[P0 > 0des [ e [ oR s, ) > i<
0 0 A9( )
1
< Ad(yk, )+ 8_cE (]| 9k, ||)- (4.2.4)

Ezért (4.2.3) és (4.2.4) miatt igaz az allitds. O

A kévetkezé lemma Gut (1992) [33] Lemma 2.1, illetve Fazekas (1992)
[21] Lemma 2.7 (b) altaldnositdsa.

4.2.4. lemma. (Témdcs (2003) [72] Lemma 4.4.) Legyen {X,;.n €
N,k =1,...,k,} B-értékii valdsziniiségi viltozék szériasorozata, mely at-
lagban gyengén dominalt az X valSszintiségi valtozéval. Ha 9 € @, akkor

,}E Il < (1Y )E I X))

n

Bizonyitds. ¥ € ® és (4.1.4) miatt minden 2 > 0 esetén

k kn
1 & 1
EE;P N1 X nl]) > 9(x EZ (| Xk > ) <
P(|X| > z) <AP(I(|X]) > I(x)),
igy
1 &n
. P(I([| X i) > 1) <@ VA)P(I(X]) > 1) (4.2.5)
" op=1

minden ¢ € Ry-re. Tegyiik fel, hogy t € (¥(0),sup Ry) N Ry. Ekkor 1étezik
a >0, hogy lim, .,_o9(z) <t <lim,_ .40 V(). (Legyen lim,_.o_o ¥(z) =
9(0).) Ha 9(a) > t, akkor {9(||X,xl|) > t} = {||Xukl| > a}. Ezért (4.1.5)
miatt

: 1

> Pl > ) = -3 Pl 2 ) <

3
el
3

|/\ §|H

JB(X] 2 @) < 1P(IX]) > 0(a)) < P(I1XD 2 )
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Emiatt (4.2.5) igaz ebben az esetben is. Ha 9(a) < ¢, akkor {J(||X,xll) >
t} = {|| Xkl > a}. Igy (4.1.4) miatt

k k
1 n
ZP (1Xnrll) > 1) _EZP [ Xkl > a) <

P(|X|>a)§7P( (X]) > 1).

3

§|H

Igy (4.2.5) igaz ebben az esetben is. Végiil, (4.2.5) nyilvanvaléan teljesiil, ha
0 <t <9Y(0) vagy t > sup Ry. Osszefoglalva, (4.2.5) teljesiil minden ¢ > 0
esetén, melybdl kovetkezik az allitas. O

4.3. Egy altalanos konvergenciasebesség-tétel

A kovetkezd tétel Fazekas (1992) [21] Theorem 3.5 kiterjesztése. A tétel
specidlisan k,, = n esetre vonatkozik, azonban tetszéleges k,, sorozat esetére
is nyerhetiink bel6le kévetkezményeket.

4.3.1. tétel. (Témécs (2003) [72] Theorem 3.1.) Legyen {X,;,n €
N,k =1,...,n} soronként fiiggetlen, B-értékii valSsziniiségi valtozdk széria-
sorozata, mely &atlagban gyengén domindlt az X valdszintségi valtozéval.
Tegyiik fel, hogy létezik egy pozitiv valds szdmokbdl 4ll6 {~,,,n € N} sorozat,
hogy {||Su|| /vn,n € N} valdszintliségben korlatos. Legyen a,9,p € &, o
nem korlatos, ¥, ~ Ay, 9 £ 0 és

B(n) = ¢la(n + 1)) — ¢(a(n)), n=0,1,2,....

Tegytik fel, hogy

Ep(|X]) <o, E¥(|X])<oc é Lm @:oo
n—co  Yp

Legyen
p(n) = B(n —1) minden n €N esetén,

vagy
u(n) = B(n) minden n €N esetén.

p(n) = B(n) esetben tegyiik fel, hogy létezik ¢ > 0, hogy elég nagy n € N-ek
esetén

cf(n) < B(n —1). (4.3.1)
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Legyen ng € N olyan, hogy ¥(a(n)) > 0 minden n > ng esetén. Ha létezik
Jj €N és r > 0 dgy, hogy

= n) {rn+ 9y, ?
n;() ng)( 19(2(75)7))) <, (4.3.2)

akkor

Z HE:L)P<HSH|| >ca(n)) < oo minden ¢ >0 esetén. (4.3.3)
n=1

Bizonyitas. Elészor tegyiik fel, hogy az X ) valdsziniiségi valtozok
szimmetrikusak. Legyen ¢ > 0. A 4.2.2. lemma és (4.1.4) alapjin

P (15, > c3a(n) <
< AjynP(|X| > ca(n)) + B;PY (||| > ea(n)). (4.3.4)
A (4.3.4) masodik tagjdnak becsléséhez vegyiik figyelembe, hogy ¥ € &,
¥ ~ Ay, tovibba alkalmazzuk a Markov-egyenlotlenséget, a 4.2.3. és a 4.2.4.

lemm3dkat. Ekkor 1éteznek ¢'.4',a,b > 0 konstansok dgy, hogy minden n >
ng esetén

P (21,0 > aw) < P(9(15.1) > a(w) <
RIS
< o) S Fal)

A (4.3.5) egyenldtlenségben b vilaszthaté gy, hogy

(ar'nED( X)) +b0(r)) . (4.35)

b> %7’E19(|X|). (4.3.6)

Ekkor (4.3.4), (4.3.5) és (4.3.6) miatt

S b (15, > <sia(m) < Ay S pn)P(IX] > ca(n) +lonst.+

= n) {rn+ 9y, 7
-I-konst.n:%;—l—1 'MEI) ( 19;(75;) )) . (4.3.7)
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Mivel ¢ ~ Ay, igy létezik k > 0, hogy E¢ (| X|/c) < EE ¢(| X]|) < oo. Ezért
a 4.2.1. lemma és (4.3.1) miatt létezik n; € N, hogy

0o > iﬁ(n—l)P ('f—' > a(n)) >

> konst. Z P(|X] > ca(n)). (4.3.8)

n=mnjy

Ekkor (4.3.7), (4.3.8) és (4.3.2) alapjan (4.3.3) teljesiil.

Altaldnos esetben szimmetrizaléssal dolgozunk. Legyen X/, fiiggetlen
képiéja X k- nak minden n € N é k = 1,...,n esetén. Legyen X}, =
Xok — X/, = > X, 6 5r =57 X5 =5, — 5. Be fogjuk
bizonyitani, hogy X .ra teljesulnek a 4.3.1. tétel feltételei.

A (4.1.3) és (4.1.4) egyenlétlenségek alapjin kapjuk, hogy

—ZP 1X50 > ) <—ZP(||XM||> 5) < 2P(2x] > 1)
k=1

minden ¢ > 0 esetén, igy {X}, : n € N,k = 1,...,n} &tlagban gyengén
domindlt 2X -szel. Masrészt o, ¥ ~ A, miatt E o(|2X |)< oo és EV(|2X|)< o0.
Mivel {||S,|| /yn.n € N} valésziniiségben korlatos, felhasznédlva a (4.1.3)
egyenlGtlenséget, minden h > 0 esetén létezik ¢ > 0, hogy minden n € N
esetén

2 > 221, > a70) > PISII > 2090,

Tgy {||S7|| /vn,n € N} is korldtos valészintiségben. Emiatt a szimmetrikus
eset szerint

Z 'ME:L P(||5%|| > ea(n)) < oo minden ¢ >0 esetén. (4.3.9)

{521 /vn, n € N} valdszintiségben korldtos, ezért létezik ¢’ > 0, hogy

P(|S0] < ¢'v2) > (4.3.10)

N | =

Végiil, (4.1.3), a(n)/y, — oo é (4.3.10) alapjin kapjuk, hogy elég nagy
n € N-ek esetén

P([|S7] > ea(n)) = P([|S5 ]| < ca(n))P(|[Snll > 20a(n)) >
> (|50l < '3 PISnll > 2e0(n)) = 5 LB (15, > 2:a(n)).
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Emiatt és (4.3.9) miatt igaz az allitds. O
Az aldbbi kévetkezmény Fazekas (1992) [21] Theorem 6.2 altalanositasa.

4.3.2. kovetkezmény. (Témdacs (2003) [72] Corollary 3.2.) Legyen
Moy ~ Ay, r,s,t > 0, rs > t. Ha r > 2, akkor tegyiik fel, hogy
{M(n)/M(n — 1),n € N} korldtos. Legyen {X,x,n € N,k = 1,...,k,}
soronként fiiggetlen, B-értékii valdsziniiségi valtozok szériasorozata, mely
dtlagban gyengén dominalt az X valdsziniiségi valtozéval. Tegyiik fel, hogy
{15k, |l /k}ﬁ/s, n € N} valdszintiségben korldtos. Ha

EM"/? (¢ (|X|t/T)) <00 é& E|X|° <,

akkor

E(M(n)) lp (||Skn|| > ek;;/t) < oo minden ¢ >0 esetén.

n=1

Megjegyezziik, hogy {M(n)/M(n — 1),n € N} korlatossiga és (4.4.5)
ekvivalensek.

Bizonyitds. A 4.3.1. tételben legyen a(z) := 27/t d(z) == 2°, 7, =
nt/s és p(x) := M"/2(1(2/")). Ekkor

Blen — 1) = pla(ka)) — (b, — 1)) = M7 () = M2 (0 — 1) (43.11)

és B(m — 1) =0, ha k, < m < k41 minden n € N-re. Felhasznalva, hogy

M¥(n) — M¥(n - 1) = f]\]\/;[((:ll) vtV~ldt, kénnyli bizonyitani, hogy minden
n € N-re

vk, M"Y (n —1) < M"(n) — M"(n —1) < vk?7', ha v>1, (4.3.12)
és
vk, M (n) < M¥(n) = M'(n —1) <wvk,, ha 0<wv<1 (4.3.13)

Legyen j € I olyan nagy, hogy 2/ > t((r — 1) V 1)/(rs — t). Ekkor (4.3.11),
(4.3.12) és (4.3.13) szerint

Bk — 1) (ha +900) )"
2 (ﬁ(a(kn» ) :

konst. pro2=(er/t=12 < oo, har>2,
< n=1
konst. p=Gr/t=12 < o) ha 0 <7 <2

n=1
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Konnyen ellenorizheto, hogy a 4.3.1. tétel tobbi feltétele is teljesiil. fgy
Bk, — 1
Z %P(HS@H > ek!/') < oo minden ¢>0 esetén.
n=1 n

Tudjuk még, hogy (4.3.11), (4.3.12) és (4.3.13) miatt

L(kz —1) > konst.(M(n))T/z_l,

melybdl kovetkezik az allitds. O

Az aldbbi kévetkezmény Hu, Rosalsky, Szynal és Volodin (1999) [38]
Corollary 4.1 egy verzidja.

4.3.3. kovetkezmény. (Témdacs (2003) [72] Corollary 3.3.) Legyen
rER,0<t<sé M,oth~ Ay. Legyen {X,,n € Nok = 1,....k,}
soronként fiiggetlen, B-értékii valdsziniiségi valtozok szériasorozata, mely
dtlagban gyengén dominalt az X valdsziniiségi valtozéval. Tegyiik fel, hogy
{15k, |l /k}ﬁ/s, n € N} valdszintiségben korldtos. Ha

EM, (¢(|X|t)) <o & E|X|° < oo,

akkor
Zk;”P (||Skn|| > ek}/t) < oo minden ¢ >0 esetén.

n=1

Bizonyitds. A 4.3.1. tételben legyen a(z) = 2/, o(z) = M, (v (a?)),

I(z) == 2° és v, := n'/*. Ekkor
Blen —1) = p(a(ka)) — plalkn —1)) = M,(0) M (0 —1) = k™ (4:3.14)

és f(m —1) =0, ha k, < m < k41 minden n € N-re. Legyen j € N olyan
nagy, hogy 2/ > t(r — 1)/(s — t). Ekkor (4.3.14) miatt

N Bk = 1) (rha+ 9(0,) e (s/1-1)2)
" < konst. e :
D T T s OK o

n=1

Konnyen ellenorizheto, hogy a 4.3.1. tétel tobbi feltétele is teljesiil. fgy
Bk, — 1
Z %P(HS@H > ek}') < oo minden ¢>0 esetén.
n=1 n

Végiil (4.3.14) miatt S(k, — 1)/k, = k772, melybé&l kovetkezik az llitds. O
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4.4. A 16 tétel specialis esetei

Amennyiben B megfelel geometriai tulajdonsiggal rendelkezik, akkor
egy momentum feltétellel helyettesithetd {||.Sk, || /vx,,n € N} valésziniiség-
beli korlitossaga.

Legyen ¢ egy Orlicz-fiiggvény. Az [ (B)-vel jelolt ugynevezett Orlicz-
tér azon B-értéki {u,,n € N} sorozatokbdl &ll, melyekre

Z@ (||Un||) < oo valamely a >0 esetén.
a

n=1

4.4.1. definicié. (Lasd Fazekas (1987) [20].) Legyen ¢1,¢e3,... olyan
fiiggetlen valészintiségi valtozdk, melyekre P(e,, = 1) = P(e,, = —1) = 1/2
minden n € N-re. Azt mondjuk, hogy B o-tipusd, ha >~ ¢, u, valészini-
ségben konvergens minden {u,,n € N} € [,(B) esetén.

Specidlisan, ha ¢(z) = 2P, akkor a jél ismert p-tipus esetét kapjuk.

4.4.2. definicié. Azt mondjuk, hogy B p-tipusd (0 < p < 2), ha
>, €nt, majdnem biztosan konvergens minden olyan {u,,n € N} C B
sorozatra, melyre > 7 ||u,||” < oo teljesiil.

4.4.3. megjegyzés. Legyen ¢ ~ AY egy Orlicz-fiiggvény. B pontosan
akkor -tipusi, ha létezik ¢ > 0, hogy

S| < B inf {% (1 3 ol ||Xk||)) } (4.4.1)

k=1
minden n € N-re, tovibb4 minden B-értéki fiiggetlen Xq,..., X, 0 virhaté
értékil valdsziniliségi valtozdkra. (A bizonyitast 1ldsd Fazekas (1987) [20].)

E

Felsoroljuk a p-tipusi terek néhany ismert tulajdonsagat.

4.4.4. megjegyzés. Nem létezik p > 2 tipusi Banach-tér. Minden
Banach-tér p-tipusi, ha 0 < p < 1. Ha B p-tipust, akkor p'-tipusi is, ahol
0 < p' < p. Ismert, hogy B pontosan akkor p-tipustd, ha létezik ¢ > 0, hogy

>x
=1

p n
E <) E|XiP (4.4.2)
i=1
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minden olyan B-értéki fiiggetlen Xi,..., X, valésziniiségi valtozdkra, me-
lyekre E|| X;||” < 0o (6s EX; =0, ha p>1),i=1,...,n teljesiil.

A kovetkez6 megjegyzések azt mutatjak, hogy a 4.3.1. tételben, ha B
- vagy p-tipusid, akkor {||Sk, || /7k,.n € N} valésziniiségbeli korldtossiga
helyettesitheté momentum feltételekkel.

4.4.5. megjegyzés. (Fazekas (1992) [21], illetve Témdcs (2003) [72]
Remark 5.5.) Legyen ¢ szubmultiplikativ Orlicz-fiiggvény és B -tipusi
Banach-tér. Legyen {X,,,n € N,k = 1,...,k,} soronként fiiggetlen, B-
értékili valdsziniliségi valtozdk szériasorozata, mely atlagban gyengén domi-
nalt X-szel. Tegyiik fel, hogy EX,, =0,k =1,...,k, és E¢(| X|) < oc. Ha
pozitiv valés szdmok valamely {v,,n € N} sorozata esetén {k,¢(1/7s,),n €
N} korlatos, akkor {||S%, || /v, ,n € N} valésziniiségben korlatos.

Bizonyitds. Az &llitds (4.4.1) és a 4.2.4. lemma kovetkezménye:

k

ISkl e . 1 -
E2EN o © pf! (1 X, <
< inf +k§:199(@/|| k)| ¢ <

Vkn Vkn
o (1t !
<cE 1—|—Zc,o(7nk) §c(1—|—cp(—) (1V’y)knEc,o(|X|)). a
p Vha Vha

4.4.6. megjegyzés. (Témacs (2003) [72] Remark 5.6.) Legyen B p-
tipusi Banach-tér, ahol 0 < p < 2, tovabbd {X,;,n € N,k = 1,... k,}
soronként fiiggetlen, B-értéku valdsziniiségi valtozdk szériasorozata, mely
atlagban gyengén domindlt X -szel. Tegyiik fel, hogy EX, ;=0 (k=1,...,k,),
ha p > 1. Ekkor E|X|” < oo esetén {||S%,|| /k}ﬁ/p,n € N} valdszinliségben
korlatos.

Bizonyitds. (4.4.2) és a 4.2.4. lemma alapjin kapjuk, hogy

kn,
E Sk, P <Y BlIXull” <e(tvy)k.E|X[".
k=1

Tgy {||Sk, ||” /kn,n € N} valésziniiségben korldtos. a

Az aldbbi kévetkezmény Hu, Rosalsky, Szynal és Volodin (1999) [38]
Corollary 4.2 egy viltozata.

4.4.7. k6vetkezmény. (Témacs (2003) [72] Corollary 5.7.) Legyen r €
RB,O<p<20<t<p M.otph~ Ay é B p-tipusi. Legyen {X,,n €
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N,k =1,...,k,} soronként fiiggetlen, B-értékii valSsziniiségi vdltozdk szé-
riasorozata, mely atlagban gyengén domindlt X -szel. Ha EX,;, = 0 minden
n€eENék=1,...,k, esetén, tovabba

EM, (0(X[)) <oc & E|X[ <o,

akkor

Zk;”P (||Skn|| > ek}/t) < oo minden ¢ >0 esetén.

n=1

Bizonyitds. A 4.4.6. megjegyzés szerint {||.5y, || /k}ﬁ/p, n € N} valészi-
niiségben korlatos, igy a 4.3.3. kovetkezmény feltételei teljesiilnek. O

A kovetkezd hdrom tétel Fazekastdl szarmazik (1992 [21]). Be fogjuk
bizonyitani, hogy ezek a 4.3.1. tétel speciilis esetei.

4.4.8. tétel. (Fazekas (1992) [21] Theorem 3.1.) Legyen 0 < p < 2,
s > p, rp > s é B p-tipusi. Legyen {X,,,n € N,k = 1,...,n} soron-
ként fiiggetlen, B-értéki valdsziniiségi viltozdk szériasorozata, mely dtlag-
ban gyengén domindlt X -szel. Tegyiik fel, hogy p > 1 esetén EX,;, = 0
(k=1,...,n). HA E|X|” < oo, akkor

znT_2P (||Sn|| > enT/S) < oo minden ¢ >0 esetén.
Bizonyitds. A 4.3.1. tételben legyen a(z) = 27/°, o(z) = d(z) = 2°
és 7, := n'/?. Ekkor

pn) = ¢la(n +1)) = p(a(n)) = (n +1)" —n".

Legyen j € N olyan nagy, hogy 2/ > rp/(rp — s). Ekkor

o] 2j o]
Z B(n) (rn + 19(’77%)) < konst. Z nr—l—(r—s/p)zf < o0,
n (n)) - ~

igy (4.3.2) teljesiil. Mivel 3(n—1)/B(n) — 1, igy (4.3.1) is teljesiil. E|X|" <
oo miatt E|X|” < occo. Igy a 4.4.6. megjegyzés szerint {||S,| /n/?,n €
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N} valdsziniiségben korldtos. Kénnyen ellendrizhetjiik, hogy a 4.3.1. tétel
tovabbi feltételei is fennallnak. Igy

r

o0 1 ro_

Z MP(IISnII > gnT/s) < oo minden £ >0 esetén.
n

n=1

Ebbél kivetkezik az 4llitas, mert ((n + 1)” — n”)/n > konst.n”~% minden
n € N esetén. O

4.4.9. tétel. (Fazekas (1992) [21] Theorem 3.5 és Jain (1975) [40]
Theorem 3.3.) Legyen {X,r,n € N,k = 1,...,n} soronként fiiggetlen,
B-értéki valdszintiségi valtozdk szériasorozata, mely atlagban gyengén do-
mindlt X -szel. Legyen «,p € ®;, melyek szigorian monoton névekvéek,
Ro= Ry = [0,00) é ¢ ~ Ay. Legyen i(n) = p(a(n + 1)) — p(a(n)) olyan,
hogy valamely ¢y, cq > 0 esetén

¢1 <cf(n+1) < pB(n) minden n € Nere.

Legyen E (| X |) < oo. Tegyiik fel, hogy Iétezik pozitiv valés szamok {v,,n €
N} sorozata, hogy {||S.|| /7n,n € N} valésziniiségben korlatos, tovabba Ié-
tezik 6 > 0, hogy

“VEG) _ o (og nyt a (3()). (1.4.)

Ekkor

o0

Z ﬁ(n P(]|S.]] > ea(n)) < oo minden ¢ >0 esetén. (4.4.4)
n

Bizonyitas. A 4.3.1. tételben legyen ¥ :=
nagy, hogy 2/ > 2/4. Ekkor (4.4.3) és 1/3(n) <
valamely mg € N esetén

@ és j € N legyen olyan
1/¢; miatt kapjuk, hogy

B ()

< konst. + konst. Z ﬁE:b) ((ﬂ(n)rlj)—gln)wz) <

n=myo

< konst. + konst. Z log n)” 5277 < 0.

n=myo
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(4.4.3) miatt konst.(logn)’ < p(a(n))/¢(7.) €lég nagy n € N-ekre, igy
wla(n))/e(yn) — oo. Emiatt és ¢ ~ A, miatt a(n)/vy, — oo. Ezért a 4.3.1.
tételbdl kovetkezik (4.4.4). O

4.4.10. tétel. (Fazekas (1992) [21] Theorem 6.2.) Legyen {X,;,n €
N,k =1,...,k,} soronként fiiggetlen, B-értékii valSsziniiségi vdltozdk szé-
riasorozata, mely &4tlagban gyengén domindlt X -szel. Legyen 0 < p < 2,
r>1,t>0 6 s> p. Tegyiik fel, hogy r > t/p, ha s > 1, mig r > t/s, ha
s < 1. r > 2 esethen feltessziik még, hogy

K,
lim sup Min—1) < . (4.4.5)

Legyen M oy ~ Ay és B p-tipusu. Feltessziik, hogy p > 1 esetben EX ,;, = 0
(k=1,...,k,). Ha

EM/2 (p(1X]77)) <00 & BIX| <o,

akkor

(M(n)) lp (||Skn|| > ek;;/t) < oo minden ¢ >0 esetén.
=1

n

Bizonyitas. Legyen ¢ = p ha s > 1, mig ¢ = s ha s < 1. Ekkor
rq > t, B ¢-tipusi é E|X|? < oc. Igy felhaszndlva a 4.4.6. megjegy-
zést kapjuk, hogy {||S%, || /kqlﬁ/q,n € N} valészintiségben korldtos. Mésrészt
limsup,_ . k,/M(n—1) < oo miatt {M(n)/M(n—1),n € N} korlatos. Igy
a 4.3.2. kévetkezmény minden feltétele teljesiil. O
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5. Majdnem biztos kozponti hatareloszlas-tételek
m-fiiggo, tobbindexes valészintliségi valtozdkra

5.1. Jelolések, definiciok

Legyen N a pozitiv egész szadmok halmaza és d € N rogzitett. Jeldlje R a
valés szamok halmazit, tovibba B az R Borel-halmazainak o-algebrijat. A
k. n,... e N racspontok koordinatait jeloljiik ugyanazon indexelt betiikkel,
azaz példdul n = (ny,...,ng). A <, £, min, — stb. legyenek értelmezve
koordindtanként. Példaul n — oo azt jelenti, hogy n; — oo minden ¢ €
{1,...,d} esetén. Legyen |n| = ny---ny és |logn| = H?:l log™ n;, ahol
logT 2 =logz,haz>eéslogt =1 haz <e.

Jeldlje 6, az © € R pontra koncentrdlt egységnyi témeget, azaz 6,.: B—R,
6,(B) =1, ha 2 € B és 6,(B) =0, ha 2 ¢ B. Jeloljik = médon a gyenge
konvergencidt, azaz i, (n € N%) és u eloszlasok esetén j, = u (n—oc)

teljesiil, ha
i [ fdn = [ fau

minden korldtos és folytonos f:R — R fiiggvényre.

Legyen {(n,n € N9} valészintiségi valtozék tobbindexes sorozata az
(Q, F,P) valészintliségi mezdben. A majdnem biztos kézponti hatéreloszls-
tételek tobbindexes esetben a kovetkezot allitjak:

1
Do Z didey(w) = # (n—00), majdnem minden w € §) esetén.
™ k<n

Megjegyezziik, hogy ezen tipusd &llitdsok nem kézvetlen kivetkezmé-
nyei az egydimenzids eseteknek.

A legegyszeriibb tébbdimenziés majdnem biztos kézponti hatareloszlas-
tételben (n = > cq Xk/+/In[, ahol Xy (k € IV?) fiiggetlen, azonos eloszld-
sd, 0 varhaté értékti és 1 szérdsi valészintiségi valtozdk, tovabba dy = 1/k|,
D,, = |logn|, végiil 1 a N(0,1) standard normélis eloszlds. (Lasd Fazekas
és Rychlik (2001) [28] tobbindexes esetben, mig példdul Berkes (1998) [6]
és Fazekas és Rychlik (2002) [27] egydimenzids esetben.)

Egy hasonlé éllitast fogunk bizonyitani, de igynevezett m-fliggd eset-
ben. Legyen {X,,n € N} 0 varhaté értékii és véges szérdsti valészinii-
ségi valtozdk tobbindexes sorozata. Legyen ||n|| := max{ni,...,ng} és
d(V1,Vs) :== inf{|ln —ml|| : n € V;,m € Va}, ahol V;,V, C N%. Legyen
o(V') (ahol V' C %) a legsziikebb olyan o-algebra, melyre nézve X,, mérhe-
t6 minden n € V esetén.
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5.1.1. definicié. Legyen m € N rogzitett. Az {X,,n € N} valészinii-
ségi véaltozok sorozatat m-fiiggonek nevezziik, ha a o(V;) és (V3 ) o-algebrak
minden olyan Vi, Vs C NN esetén fiiggetlenek, melyekre d(Vy,V2) > m.

Haszndlni fogjuk még a kovetkezd jeloléseket: Sy := > o, Xk, Bn =
D?Sny Cn = Sn/V/Bn és ¢, jelolje a (, valészintiségi valtozd eloszlasat.

5.2. Elozetes tételek és lemmak

A kovetkezd tétel Fazekas és Rychlik (2001) [28] Theorem 2.1 és Re-
mark 2.2 specidlis esete (B = R, o(z,y) = |z — ¥, D= g 8 =1
valasztéssal).

5.2.1. tétel. Tegyiik fel, hogy barmely h,1 € N?, h < 1 esetén Iétezik
Cn,1 valosziniiségi valtozd a kovetkezd tulajdonsagokkal:

a) (h1=0hah=1

b) Ck és Cn1, (1 €5 Chk illetve (hx és (a1 valdszintségi valtozdk fiigget-
lenek, ahol h = min{k,1};

c) létezik ¢ > 0 és no € N dgy, hogy E((1 — (n1)? < c|h|/|l| minden
nyg < h <1 esetén. 4

Legyen 0 < dgj) < clog k%l, tegyiik fel, hogy > ,—, dgj) = oo minden
i €{1,...,d}re. Legyen dyx = H?:l dgji) € Dy := Y 1<, dic. Ekkor barmely
1 eloszlas esetén a kovetkezé két dllitds ekvivalens egymassal:

1
1) Do Z didcy(w) = H (n—o00) majdnem minden w € §) esetén;
™ k<n

1
2) D—ng;dkuck = j (n—o0).

A kovetkezé lemmat lasd Prakasa Rao (1981) [58] Lemma 5.

5.2.2. lemma. Legyen {X,,n € N¢} m-fiigg6 0 varhatd értékii vals-
szintiségi valtozdk sorozata. Tegytik fel, hogy

Iétezik M, 6 > 0, hogy E|Xn|*T® < M < oo minden n € N? esetén. (5.2.1)
Ekkor Iétezik C's > 0 konstans 1gy, hogy
244

E|Sul*"* < Csln| =

teljesiil minden n € N? esetén.
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5.2.3. lemma. (Témdcs (2002) [71] Lemma 1.4.) Legyen i, jin, n € N?
olyan eloszlasok, melyekre i, = p (n—o0) teljesiil. Legyen {dx > 0,k €
N9} olyan nem azonosan 0 sorozat, melyre teljesiil, hogy minden rogzitett
ng € N¢ esetén,

Z Z d¢y — 0 (n—o0),
k<n

k€ Aq,

ahol Ay, = {k € ¥ :k <nés k ¥ ng}. Ekkor

1
dpue = p (m—00).
Ekgn k 1;1

Bizonyitas. Legyen f : R — R korldtos folytonos fiiggvény. Ekkor
tetszéleges ¢ > 0 esetén létezik mo € N? dgy, hogy minden n > m, esetén

‘/fdun—/fdu

€ 1 €
<= s —/—— dy < —,

ahol de,un— ffd,u‘ < K < oo. Legyen vy, = Ekgn dk,uk/ stnd

Ekkor
[ 10— [ rau| < Em X [ s~ [ anf+

keAn,
[ fam— [ e

dy
Ek<n 3 Z
melybdl kovetkezik az allitds. O

<eg,

my <k<n

Konnyen ellenérizhets, hogy di, = 1/|k| vilasztdssal teljesiilnek az 5.2.3.
lemma feltételei.

A kovetkez6 allitas egy m-fiiggo valdsziniiségi valtozdkra vonatkozd koz-
ponti hatdreloszlds-tétel, mely Prakasa Rao (1981) [58] Theorem 1 kovet-
kezménye.

5.2.4. tétel. Legyen {X,,n € N} m-fiiggd 0 varhatd értékii valoszinii-
ségi valtozdk sorozata. Tegyiik fel, hogy az (5.2.1) feltétel teljesiil, tovabba

Bn .
Iétezik o > 0 és n, € N? gy, hogy ﬁ > ¢ minden n > n, esetén. (5.2.2)
n
Ekkor
pew = N(0.1) (noo).
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5.3. Eredmények

5.3.1. tétel. (Témdcs (2002) [71] Theorem 2.1.) Legyen {Xn,n € N}
m-fiiggé 0 varhaté értéki valésziniiségi valtozok sorozata. Tegytik fel, hogy
az (5.2.1) és az (5.2.2) feltételek teljesiilnek. Legyen 0 < dgj) < clog £t
olyan, hogy > ,—, dgj) = oo minden i € {1,...,d}re. Legyen dy := H?:l dgji)
€ Dn = ) )<, di. Ekkor minden i eloszlds esetén a kévetkezd két allitas
ekvivalens:

1 . . .
1) o kE< didcy(w) = H (n—00) majdnem minden w € §) esetén,
1
2) D_nk§< dxfig, = p (n—00).

Bizonyitas. Legyen h,1c¢ N* h <1l m:= (m,...,m) e N4, 1] = {t €
Nttt <1, Vhi = {t e N?:t <lést £ h+m}, Ch = ﬁ EtGVh,l X;. Be
fogjuk bizonyitani, hogy ebben az esetben teljesiilnek az 5.2.1. tétel feltételei.

(I) CL] = 0, mert ‘/171 = @

(IT) Legyen k,1 € ¢ és h := min{k,1}. Ekkor

(e 0(Vi)-mérhetd,
G o(V1)mérhetd,

(hy  0(Vh1)-mérhetd, ha V4, # 0, kiilsnben () = 0,
(hx 0(Vhk)-mérhetd, ha V4, # 0, kiilénben (px = 0,
d(Vi,; V1) > m, ha V1 # 0,
d(V1,Vax) > m, ha W,k # 0,
dVhx, V1) > m, ha Vhx # 0 és Vi # 0.

fgy a kévetkezo péarok fiiggetlenek: (x és (n1; C1 €5 Chk; Chk €5 Chi-
(IIT) A Ljapunov-egyenl8tlenség szerint (14sd példdul Shiryayev (1984)
[67] 191. oldal) (E|£]*)'/* < (E|£]')Y/?, ha 0 < s < . Igy

ESEim < (E[Shim|™%)=.

Az 5.2.2. lemma miatt

+é

BSEm < (erlh+ ol ™)™ = b+ m. (53.1)
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Legyen h,1 ¢ N? olyan, hogy max{m,n,} < h <1 Ekkor m < h és (5.3.1)
miatt

1 P c

Mivel 1 > n,, igy az (5.2.2) feltétel miatt 1/B; < 1/0|l| teljesiil. Ezért
(5.3.2) alapjan

d
h;
calh+m| 21;11( )

E(G — Ch,l)2 < —= L L
g

= C3 §2dC3—_C4
1 1 1 In

Emiatt a (1 és (n valdsziniliségi valtozdk teljesitik az 5.2.1. tétel feltételeit,
melybdl kovetkezik az allitds. O

5.3.2. tétel. (Témdcs (2002) [71] Theorem 2.2.) Legyen {Xn,n € N}
m-fiiggd, 0 varhato értékil valdsziniiségi valtozdk sorozata. Tegyiik fel, hogy
az (5.2.1) és az (5.2.2) feltételek teljesiilnek valamely 6 > 0 esetén. Ekkor

1
Togn| 2;1 méck(w) = N(0,1) (n—oo) majdnem minden w € § esetén.

Bizonyitas. Legyen dgj) = 1/k, ke N, 7 € {1,...,d}. Az 5.3.1. tétel
feltételei ekkor teljesiilnek, mert 2 < (1 + %)k, igy % < 10;; 5 k%l, tovabba
>ie, + = oc. Ekkor dic = 1/]k| és

“_ZH Hz—wnlogn2~|logn| (56.3.3)

k<n i=1 ki i=1 k;=1

(ahol ay, ~ by, ha limp,_. o an/by = 1). Az 5.2.4. tétel miatt p, = N(0,1)
(n—o0). Ezért az 5.2.3. lemmabdl kévetkezik, hogy

Z dk:uCk - Z :uCk = N 0, 1)

B k<n Zk<n I3 k<n

Most felhaszndlva az 5.3.1. tételt kapjuk, hogy

Z 6Ck(W) = N(0,1) (n—o0) majdnem minden w € ) esetén.
Zk<n|k|k<n

Emiatt és (5.3.3) miatt kapjuk az &llitast. O
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6. A Rosenthal-egyenlotlenség keverd mezokre

Az aszimptotikus tételek bizonyitasanak hasznos eszkoze a Rosenthal-
egyenlGtlenség. Fiiggetlen, centralizalt Xi,..., X, valdszinliségi viltozdkra
az alakja:

p)l/p <

e ( (S )" () < (5
) n ‘ 1/p s ‘ 1/2
< K, max { (; E|X2|p) : (; E|XZ|2) } .

(Itt feltessziik, hogy p > 2 és E|X;|P? < co. A K, > 0 konstans csak p-tél
fiigg.)

Utev (1984) [73] keverd sorozatokra, mig Doukhan (1994) [14] keverd
mezbkre kozdl Rosenthal-tipusii egyenlStlenségeket. A bizonyitas f6 1épé-
sei: az egyenlGtlenség igazoldsa paros pozitiv kitevokre, azutian az interpo-
laciés lemma segitségével a tobbi kitevre. Azonban Doukhan (1994) [14]
27. oldalon megjegyzi, hogy Utev (1984) [73] interpolaciés lemmadjinak bi-
zonyitasa nem vildgos. (Szamunkra nem volt példdul vildgos Utev (1984)
[73], Lemma 4.1 bizonyitasdban a (4.5) képlet el6tti sor.) Doukhan (1994)
[14] Theorem 1 ezért a Rosenthal-egyenlStlenségben csak az ¢ > 0 esetet
targyalja. Mi is ugyanezt tessziikk a 6.3.1. tételben. (Megjegyezziik, hogy a
Shklyar (2000) [68] cikkrdl sz6l6 ismertetés szerint az interpoldciés lemma
¢ = O-ra is igaz, de ez a cikk szdimunkra nem volt elérhetd.)

A fejezet 16 eredménye az a-kevers mezbkre vonatkozd Rosenthal-egyen-
16tlenség (6.3.1. tétel) részletes bizonyitasa. A bizonyitas f5 1épései: a paros
egész kitevOkre vonatkozé Rosenthal-egyenlétlenség (ez lényegében a 6.3.4.
lemméban van), valamint az interpolaciés lemma (6.2.3. lemma).

A 6.3.1. tétel mind alakjaban, mind bizonyitdsaban Doukhan (1994)
[14] 26. oldal, Theorem 1-nek egy valtozata.

Célunk ezzel az volt, hogy Doukhan fenti tételének vazlatos bizonyita-
sdban a szimunkra nem vilagos 1épéseket dthidaljuk, és részletes bizonyitast
adjunk a tételre és a hozzd vezetd lemmakra. Valéjaban Doukhan bizonyi-
tasdban a h szamid pont lehetséges elhelyezkedéseinek kezelése nem értheto.
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6.1. Jelolések, definiciok

Legyen (Q,F,P) egy valésziniiségi mez6. Ebben a fejezetben definiélt
valdszintiségi valtozdék legyenek ebben a valdsziniiségi meziben értelmezet-
tek. Legyenek Fi,F, C F o-algebrak. Az a-keverési egyitthatot a kbvetkezo
médon definidljuk:

a(Fy,Fs) = sup{|P(A)P(B) — P(AB)| : A € F1, B € F»}.

A kovariancia-egyenlStlenség a-keverd esetben a kdvetkezd (lasd példaul,
Doukhan (1994) [14] 9. oldal.):

[cov (X, Y)| < 807 (a(X), a (Y ) [1X [[pl1Y ]l

ahol r,p,q > 1, %—I—%—I—%:L

Legyen 7 az egész szamok halmaza, d € IN rogzitett pozitiv egész szam,
tovabba I C Z% nem iires halmaz. Tekintsiik Z¢-ben a ||.|| maximum normat
és az &ltala generdlt p tavolsigot, azaz |m|| = max{|ni|,...,|nq|}, ahol
n = (ng,...,ng) € Z%, tovidbbd p(n,m) := ||n — m)||. Legyen A, B C Z¢
esetén p(A, B) := inf{o(a,b) :a € A,b € B}. Legyen Y = {Y; : t € [}
valdszintiségi valtozdk tobbindexes sorozata. Az Y a-keverési egyitthatdja
alatt a kovetkezot értjiik:

ay(r,u,v) = sup{a(Fr,, Fr,) : o(I1, I2) > 7, card(ly) < u, card(l2) < v},
ahol Iy é I, nem iires véges részhalmazai [-nek, 7 = o{Y; : t € [;},

1=1,2.
Legyen T véges részhalmaza [-nek. Bevezetjiik a kévetkez6 jeloléseket:

L(,uvgvT) = Z <E|1/t|u+a>ﬂ/(ﬂ+8) — Z ||1/t||ﬁ-|—a

teT teT
L(h,0,T), ha 0 < h <1,
D(h,e,T) =< L(h,e,T), hal<h<2

max{L(h,e,T), L"*2,¢,T)}, ha 2 < h.

Legyen s, := card({t € Z% : [|t|| = r} N [) és b, = card({t € Z% : ||t <
r} N 1I), tovdbba
= 8ul(h —u—1)I(h - 1)! Z(ay(r, u,h — u)) 8/(h—l—g)sTl)if_?

r=1

(@)
Cu,h—u
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6.2. Segéd eredmények és egy interpolacios lemma

6.2.1. lemma. (Fazekas, Kukush é Témdacs (2000) [26] Lemma 1.)
Legyen (M, p) metrikus tér, I, C M véges halmaz és r := max{p(J,J):J C
L,J#0,J # L}. Ekkor létezik A C L (A # 0, A # L) dgy, hogy p(A, A) =
r, tovabba van egy olyan Gsszefiiggé graf, melynek élei nem hosszabbak r-nél
és csiicspontjai pontosan az A pontjai, mdsrészt ugyanez igaz A-re is.

Bizonyitas. Legyen s,t € U C . Azt mondjuk, hogy s r-dsszefiggd
t-vel U-ban, ha létezik egy olyan Osszefiiggd graf U-ban, melynek s és ¢
is csicspontja, tovabba élei nem hosszabbak r-nél. Legyen 57 C L (51 #
0, S1 # L) olyan, hogy, p(51,51) = r. Legyen S, := 97, tovabbd ¢, € 57,
ty € Sy olyanok, hogy p(t1,12) = r. 52(1) legyen a t;-vel S;-ben r-osszefiiggd
pontok halmaza (i = 1,2). Ekkor p({S{l) US;U}, {(51 \S{l))U(Sz \Sgl))}) >
r. Az r definiciéja miatt igy vagy a mdsodik részhalmaz iires halmaz, vagy
az elobbi tavolsag r-rel egyenls. Az elsé esetben kész a bizonyitas.

A masodik esetben legyen 5‘{1) azon S7 \ S{l)-beli pontok halmaza,
melyek Sgl)-gyel r-Osszefiiggbek (57 \S{l)) U Sgl)-ben. Az 5‘;1) definicidja
hasonlé. Nyilvan 5‘{1) U 5‘%1) # (. Vizsgaljuk az (5 \3{1)) U 551) és (52 \
5;1))U 5{1) halmazokat. Ezek tdvolsdga r. Masrészt ezekben a halmazokban
a l1-gyel r-osszefiiggd pontok szadma (57 \ 5{1)) U Sél)-ben, vagy a tp-vel
r-Osszefiiggd pontok szdma (55 \ 5;1)) U gfl)-ben nagyobb, mint a kiindulé
esetben volt. Véges szamu 1épés utan a fenti eljards megszakad, igy kapjuk
a lemmat. O

A kovetkezd lemma Doukhan (1994) [14] Lemma 2 egy verzidja. Ott
(a + b) > 2 paros egész szam.

6.2.2. lemma. (Fazekas, Kukush é Témécs (2000) [26] Lemma 2.) Ha
6>0,a>2és b>2 valés szamok, akkor

D(a,6,T)D(b,6,T) < D(a + b,8,T).

A bizonyitas alapja a Holder-egyenlotlenség:
Legyen X és Y valds értéku valdszintiségi valtozdk. Ha p > 1 és ¢ =
p/(p — 1), akkor
E[XY| < [[X]p[Y [ly- (6.2.1)
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Ha a;,b; e R(i=1,...,n),p>1é ¢=p/(p—1), akkor
n n 1/]? n 1/q
> abi] < (Z |ai|p) (qu) : (6.2.2)
=1 =1 =1

A 6.2.2. lemma bizonyitasa. Bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:
L, = L{v,6T),
D, = D(v,61T),
Xe=Yel;'?, teT,
Ly =3 11Xelll s

teT
Di=L3v(L5)"%, ha v>2
c=a-+b.
Ekkor o)
v+E\ Y vt
Li:E(E‘nL;1/2 ) :I/2_l//2l/y7
teT
igy azt kapjuk, hogy
Dr =1L, v = 177D, ha v>2 (6.2.3)
és
Ly =1 (6.2.4)
(6.2.4) miatt
D=LV (L3 =1:v1, ha v>2 (6.2.5)

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy barmely a > 2 és b > 2 esetén
DDy =LiLyv LV LV (6.2.6)
(a) Elészor tegyiik fel, hogy a > 2. Legyen

e+ 6)a—-2) s o (2—|—6)(c—a)‘

c—2 ' c—2
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Ekkor u + v = a + 6, igy (6.2.1) miatt p = (¢ + 6)/u é ¢ = (2 + 6)/v

valasztassal

E| X | = B[ X"t < H|Xt | X¢

|uH(c-|—6)/uH |UH(2-I—5)/U'

Ebbdl kévetkezik, hogy

Ly < Y Xl Xl 35 5. (6.2.7)
teTl

ahol r = wa/c(a + 6) és s = av/2(a + §). Mivel 0 < r < a/c < 1, (6.2.2)
alkalmazhaté p = 1/r é ¢ = 1/(1 — r) valasztassal (6.2.7) jobb oldaléra,
amibdl adédik, hogy L7 < (L7) A", ahol A = 3, [|Xell25/ 7. Mivel
s/(1—r) > 1, ezért (6.2.4) miatt A <1,igy L < (L))" . Emiatt, ha L} > 1,

akkor L* > 1. Ebbdl kovetkezéen 0 < r < a/c < 1 miatt
Ly < (L3 <(L2)Y°<Li ha L;>1 (6.2.8)
(a’) Most tegyiik fel, hogy ¢ > 2 és b > 2. Ekkor (6.2.8) érvényes marad

b-re is:

Ly <(I)Ye<rLi ha Lj>1 (6.2.9)

Ezen két egyenlStlenség alapjan L” Ly < L*V 1. Ezért felhasznélva a (6.2.6),
(6.2.8), (6.2.9) és (6.2.5) egyenléségeket és egyenlStlenségeket kapjuk, hogy

DDy <(L;vl)VvI,vL,=L:v1=D].
Igy (6.2.3) miatt kapjuk az &llit4st.
(b) Most tegyiik fel, hogy @ = b = 2. Felhaszndlva a (6.2.6), (6.2.4) és
(6.2.5) osszefiiggéseket az adddik, hogy
DiD;=1<1v L;=Dj.

Igy (6.2.3) miatt kapjuk az &llit4st.
(c) Ha a > 2 és b = 2 akkor (6.2.4), (6.2.5) és (6.2.8) miatt

D:D; =D < D:.
Igy (6.2.3) miatt kapjuk az &llit4st.

(d) Végiil b > 2 és a = 2 esetén a bizonyitds ugyanaz, mint a (c) esetben.
Ezzel teljes a 6.2.2. lemma bizonyitisa. O
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A kévetkezd interpolaciés lemma Doukhan (1994) [14] Lemma 1 és Utev
(1984) [73] Lemma 4.4 egy verzidja.

Legyen B egy szepardbilis Banach-tér ||.|| norméaval, 7; C F (i =
1,...,n) o-algebrdk é F := {Fi,...,F,}. Legyen 1 = {n1,....n.} B-
értékli 0 varhaté értékli valdszinliségi valtozdk egy halmaza. Ekkor azt
mondjuk, hogy 7 centralizélt. (Itt 0 a B zérus elemét, mig a varhaté ér-
ték a Bochner-integralt jelenti.) Azt mondjuk, hogy 1 (F, B)-adaptdlt, ha
n; Fi-mérheté minden ¢ = 1,...,n esetén. Hasznélni fogjuk a kévetkezo
jeloléseket:

n

v/(v+4é
M(l/v 67 77) = Z <E||772||y+6 /( " ) Z ||772||1/—|—67

=1
| M(v,6,m), ha 1 <v <2,
Qv:8m) = {M(V,é,n)VM”“(Q,é,n), ha v > 2.

6.2.3. lemma. (Fazekas, Kukush é Témdacs (2000) [26] Lemma 3.)
Legyen v > 1, 6 > 0 és ¢ > 1. Tegyiik fel, hogy tetszbleges centralizalt és
(F, B)-adaptalt n = {n1,...,n,.} esetén

< eQ(v,6,7m). (6.2.10)

E:m

Legyen ty = 1V (v/2)V(v—¢). Ekkor barmely centralizalt és (I, B)-adaptalt
© =4{¢1,...,9n} é bdrmely olyan t esetén, melyre 1, < t < v, fenndll a
kévetkez6 egyenlStlenség:

n t

Z%‘

i=1

E < e2271Q(1, 6, 0).

(Megjegyezziik, hogy ¢ > 1 kévetkezik a tSbbi feltételbdl.) A bizonyi-
tashoz sziikségiink lesz a kovetkez6 jol ismert egyenlGtlenségekre:
1. (Cp-egyenlétlenség) Ha 2,y € B és p > 1, akkor

lo +yll” < 2270 (=]l + [lyll) (6.2.11)

ha 0 < p < 1, akkor
|2+ ylIP < [lz]|” + [ly[I. (6.2.12)
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2. Legyen X B-értéki valésziniiségi valtozs. Ha p > 1, akkor

(E[[X])? < E[lX|”
és
BI|IX - EX[” < 2"B|IX|I".

Ha 0 < p <1, akkor
(EIX1)” > EllX]7

és

E||X — EX||” < 2(E[|X]])".
3. Ha X B-értékii valdsziniiségi viltozd és 0 < g < p, akkor
Xy < 11X T]p-

4. Haa; € R (i =1,...,n)és p > 1, akkor

i3 n P
S o < (zw) |

A 6.2.3. lemma bizonyitdsa. Legyen ¢ = {p1,...,0,}
adaptalt és tg <t < v rogzitett. Bevezetjik a kévetkezé jeloléseket:

Q = Q. 6, ),

y=QY",
Ti=ol{|lpill <y}, i=1,...,n,
Yi = ol{|le:ll >y}, i=1,...,n,
=Y, —EY;, t:=1,...,n,
77:{7717"'77771}7

v =T, —ET;, 1 =1,...,n,
¢:{¢17-"7¢n}7

(6.2.13)

(6.2.14)
(6.2.15)

(6.2.16)

(6.2.17)

(6.2.18)

(FvB)'

& == (lml” = Bllml[/*) . ahol = € B, ||zl =1, i=1,....m,

f: {517"'7571}-
Ekkor 7; + 1, = ¢; és t > 1, igy (6.2.11) miatt

Zhi Ehi
=1 =1

t

t t
E <271 | E +E

>
i=1

(6.2.19)
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t/v <1lés v >1,igy (6.2.12) és (6.2.11) alapjan

n t t/v\ Y n v
> n E( ) SE(lemllt/”) =
=1 : =1

E

Em
=1
=F (Z (mll? = Bl ) + EEnmnf“) <
=1 =1
Sl (Sar)).
=1 =1

S 21/—1 (E

¢ centralizalt és (F), B)-adaptdlt, igy az el6bbi egyenldtlenség és (6.2.10)

miatt
n
Z T

i=1

t

E < 2NV 4+ W), (6.2.20)

ahol V = cQ(v,6,£) és W = (371, E||77i||t/”)y. Mivel 7 is centralizalt,
(I, B)-adaptalt, tovabba v/t > 1, igy hasznélva a (6.2.13) és (6.2.10) egyen-
I6tlenségeket azt kapjuk, hogy

n t n
Z%‘ < (E Z%‘
=1 =1
ahol U = (cQ(v, 6,))!/". Ekkor (6.2.19), (6.2.20) és (6.2.21) alapjin

" t
il <2TTU 2V 2R (6.2.22)
=1
A kovetkezSkben U, V és W becslésével foglalkozunk.

(U) Legyen u := v(t + ¢)/(tv 4 t8). Ekkor u > 1, tovdbba v + 6 > 1,
ezért (6.2.14) és (6.2.13) miatt

vy tfv
E ) <, (6.2.21)

E

1/u
Bl < 2 BT+ < 2+ (B c+9) .

Ebbél
n v/ (v+5)

Mg, < Y (24 (mpmgee) ) T -

=1
n

— o E (EHTZ‘Hu(H—&))

i=1

viu(v+6)
. (6.2.23)
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Wllosl| < y}lloal|CHO=0+0 < yebtD=(49) mert u(v + 6) — (¢ +6) > 0.

e s s

BT+ = B ([l I lil] < el ¢+ <
48 (v
<@ E)e .
tt asznaltuk, hogy 0 < = —1 < 1.) Ez alapjan és (6.2.23) miatt
Itt kih iltuk, h . Ez alapjan é i
M(v,8,¢) <2°Q"/* Y M(1,6,0) < 27QV/". (6.2.24)
(a) Tegyiik fel, hogy v < 2. Ekkor (6.2.24) szerint
Qv é,v) = M(v,6,9) <2°Q""".
(b) Ha ¢t <2 < v, akkor (6.2.24) szerint

v/2
My/2(2,(5,¢) < (22Q2/t) _ 21/@1//1‘7

é M (v, 6,1) < 2vQ¥/t. Tehdt Q(v,6,v) < 2vQ¥/1.
(c) Tegyiik fel, hogy 2 < t. Ekkor (6.2.14) és ||T5|| < ||¢s|| miatt

M(2,6,7) = Z (E||TZ _ ETi||2+5)2/(2+5) <

i=1
<a) @L< am(2.6.9) < 4Q2"
i=1

Ez az egyenl6tlenség és (6.2.24) implikélja, hogy Q(v, 6, v) < 2V Q¥/*.
Az (a), (b) és (c) esetekbdl tehat Q(v,6,7) < 2 Q*/* minden t, <t < v

esetén, igy
t/v
U< (e2r)" =2, (6.2.25)
(V) (6.2.14) szerint

v+é
B = Bl — Bl < 2 Bl . (6.2.26)

(6.2.26), (6.2.17), (6.2.14) és ||Yi|| < ||¢i]| implikdlja a kdvetkezd egyenldt-
lenséget:

M(l/v 675) < 2¥ Z ||772||§(1/—|—6)/1/ < 2" E ||772||§+6 <
i=1 1=1
<23 (Bl) Y < 2t (8, 0) < 27Q. (6.2.27)
=1
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(a) Tegyiik fel, hogy v < 2. Ekkor (6.2.27) miatt
Qv,6,6) = M(,6,€) < 2.
(b) Ha ¢t <2 < v, akkor (6.2.26) és (6.2.14) felhasznalasaval

n 2/(2+6)
M(2,6,€) <4 (Bl ) 7 <
i=1

< 4l zn: (E|m”t(2+5)/y)2/(2+6) ‘

i=1

(6.2.28)

(Felhasznaltuk még, hogy ¢ > v/2.) Mivel ¢(2 + ¢)/v — (t + 6) < 0, ezért
K|le:ll > y}||%||t(2+6)/v—(t+5) < yt(2+6)/u—(t+6)‘
Tgy (6.2.28) alapjan

M(2,6,€) <
< 4y QUCHE) [v=(46)/1)/(246) Z ((EH%||t+5)t/(t+5))2(t+6)/t(2+6) ‘

=1
Igy (6.2.18) felhasznéldsival kapjuk, hogy

M(2,6,8) < a1+ QA+ /v=(H)[0/(40) ()1 (1§, p))2(1+O/12+0) <
S 41-|—7f/l/Q2/l/‘

Ezen egyenlétlenség és (6.2.27) miatt Q(v,d,¢) < 2VT1Q).
(c) Legyen 2 < ¢. Mivel (6.2.28) ekkor is érvényes, ezért

M(2,6,8) < 4 QAYTEIIM (2,6, ) < AV QH TR QAT = gl v Ry,

I{H@Qz ||>@/}||S«9i||t(2+6)/y—(2+6) < yt(2+6)/u—(2+6) ]

Ebbél é (6.2.27)-b8l Q(v, 6,¢) < 2+,
Az (a), (b) és (c) pontok miatt tehdt Q(v,d,£) < 2VT'Q minden ¢, <
t < v esetén, igy
V < e2'TQ. (6.2.29)
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(W) (6.2.15) és (6.2.16) miatt
v t/v t/v
STEnlY <Y @y - BV )Y <2 @y
=1 =1 =1
Masrészt I{||[wi]] > y}|leill' ™ < y' 77, igy
S OBl <20 gl
Mivel t + 6 > v, ezért (6.2.17) alkalmazdsdval

> Bl < 20N T M(1,8,0) < 2QM.

i=1

Ebbél
W <2°Q. (6.2.30)

Végiil (6.2.22), (6.2.25), (6.2.29) és (6.2.30) alapjin kévetkezik, hogy

t

E ZS‘QZ < 2t—1 (Ct/UQtQ 1+ 21/—1 C2l/+tQ 1+ 21/—1 21/@) < C24y_1Q.
=1
Ezzel befejeztiik a 6.2.3. lemma bizonyitdsat. 0

6.2.4. kovetkezmény. (Fazekas, Kukush é Témacs (2000) [26] Co-
rollary 1.) Legyen v > 1, 6 > 0 és ¢ > 1. Tegyiik fel, hogy (6.2.10) teljestil
minden 1 = {n,...,n,} centralizalt, (I, B)-adaptalt csalddra. Ekkor min-
den centralizdlt és (F, B)-adaptdlt ¢ = {¢1,...,¢n}, tovabbda 1 < t < v

esetén
n
> @i

i=1

t

E < CQ(t, 6, 9),

ahol C' = 2v=1+0)@v+2t-1)/8 "ha t > 26,

Bizonyitas. A 6.2.3. lemma alapjin a v kitev6t cs6kkenthetjiik egészen
to =1V (v/2) V(v — 6)-ig. Ha most ¢t > 1, t > 26, akkor ez a t ,elérhets”
t + 0-1dl, ... Azaz ilyenkor minden lépésbhen ¢ csokkentéssel szamolhatunk.
Legfeljebb k& = [”T_t + 1] lépéssel eljutunk v-tol t-ig. Azaz C' < ¢2%71.
24(v=8)—1 .. 94(v=k$)—-1 Ebbél adédik C' értéke. O
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6.3. A Rosenthal-tipusu egyenlotlenség

A kovetkezd tétel Doukhan (1994) [14] Theorem 1 egy verzidja. Megje-
gyezziik, hogy itt a feltételek kissé er6sebbek mint Doukhannél.

Legyen D(l,e,T) és )2 6.1. részben definidlt.

u,h—u
6.3.1. tétel. (Fazekas, Kukush é Témacs (2000) [26] Theorem.) Le-
gyen T az I-nek véges részhalmaza. Legyen | > 1, ¢ > 0, {Yi,t € T}
valészintiségi valtozdk tébbindexes sorozata, EY; = 0 és E|Y;|'T® < oo min-
den t € T esetén. Legyen h a legkisebb pdros egész szdm, melyre h > |
teljesiil. Tegytik fel, hogy cgff})b_u < oo, u =1,...,h — 1. Ekkor Iétezik egy
K () konstans, hogy

l
EZYt

teT

< I((OZ)D(l,a?,T). (6.3.1)

6.3.2. megjegyzés. (Fazekas, Kukush é Témdcs (2000) [26] Re-
mark 1.) K(,) nem fiigg T-tdl, csak a keverési egyiitthat6tol és [-t6l. Ha

0 < ¢ < [/2, akkor az explicit alakja: K,y = H;La)Cl, ahol

h—1 h—2 h
FEERED SIS ol ( VoI TN
u=1 u=2
Cl — 2(h—l—|—a)(2h—|—2l—1)/a‘

Amennyiben [ paros egész szam, akkor C; javithaté C; = 1-re.

6.3.3. megjegyzés. (Fazekas, Kukush és Témdcs (2000) [26] Re-
mark 2.) A (6.3.1) egyenldtlenség 0 < [ < 1 esetén teljesiil a ciaz_u < 00

feltétel nélkiil is. Ekkor K(,) = 1.

A fenti tétel bizonyitasa paros [ esetén az aldbbi lemmabdl fog kovet-
kezni, mig a tébbi [-re az interpolacids lemmat hasznéljuk.

6.3.4. lemma. (Fazekas, Kukush é Témadacs (2000) [26] Lemma 4.)
Legyen T' C I véges nem fiires halmaz, h € N é ¢ > 0 rogzitettek. Legyen
Y = {Y;,t € T} valdsziniiségi véltozck tébbindexes sorozata, EYy = 0 és
E|Y¢|"t* < 00, t € T. Legyen

Ah(T) = Z |E(Yt1 o )/th )|7
TeTh
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ahol 7 = (t1,...,t,) € T". Ekkor

AR(T) < H™ D(h,e,T). (6.3.2)

Bizonyitds. A bizonyitas sordn nem tessziik ki az (a) fels¢ indexeket.
Be fogjuk 1atni, hogy barmely i € N esetén

An(T) < (1 + icuﬁ_u) L(h,e.T) + i (Z) Au(T)An_o(T). (6.3.3)

It Y'ZH() =0, hah =16 3."22() =0, ha h = 1,2,3. EY; = 0, gy
A1(T) = 0. Be fogjuk 14tni, hogy

A(T) < (X +e11)L(2,e,T). (6.3.4)
Tudjuk, hogy
h—1 oo
PSS DL aED 3 30 30 31 - S AN T >
teT u=1lr=1 ¢ 7

ahol & = (t1,...,t,) € T 1 = (bug1,....tn) € TH7U Ve = V4, - V4,
Y, =Y., Yy, , tovdbba Eg Zn szummazas kiterjed minden olyan £ =
(t1,...,t,) € TUre és n = (typ1,...,tn) € T “-ra, melyek tdvolsiga r,
ahol 7 a {t1,...,t,} nem iires részhalmazainak komplementerparjai kozotti
tavolsdgok maximuma. Azaz minden szorzatot az indexhalmazok kozotti
maximalis tavolsdgok alapjan bontunk két részre. Jegyezziik meg, hogy a t;
indexek sorrendje is szamit. Haszndlva a kovariancia-egyenlGtlenséget kap-
juk, hogy

[EYe Y| < [EYe|[EY, |+ 8(ay (r; u, b — w)) Vel L[Vl (6.3.6)

ahol v = ¢/(h +¢), v = (h+ ¢)/u, p = (h + ¢)/(h — u). A Holder-
egyenlGtlenséget alkalmazva kapjuk, hogy
u/(h+e)

<

I1Yell, = (Em1 ...ytu|(h+s)/u)

(H E|Y,
i=1

u/(h+e)

1/u “
h-I—a) — H ||Ytz
=1

IN

e (6.3.7)
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Hanyféleképpen tudjuk kivilasztani a £-hez és az n-hoz tartozé ponto-
kat? Azaz adott u és r esetén hany olyan u és h — u elemii halmazpar van,
amelyek tavolsidga r, és a parok k6zott nem tudunk dgy elemeket dtcsopor-
tositani, hogy az r tavolsig névekedjen?

Legyen s € T rogzitett. Vilasszunk s,,...,s, € T pontokat 1gy, hogy
létezzen olyan s,s.,...,s, csicspontokbdl all6 Gsszefiigg graf, melynek é-
lei nem hosszabbak r-nél. Ezt maximum (u — 1)16%~1-féleképpen tehetjiik
meg. Ezen csticspontokbdl vilasszunk ki egyet. (Jeloljik ezt s*-gal.) Ez u-
féleképpen lehetséges. Vilasszunk s, 11 € T pontot ugy, hogy o(s*,sy+1) = 7
legyen. Ezt maximum s,-féleképpen tehetjiik meg.

Végiil valasszunk s,42,...,s8, € T pontokat tugy, hogy létezzen Ossze-
fiiggd graf, melynek élei nem hosszabbak r-nél és csicsai az S,41,...,8;,
pontok. Ezt maximum (h — u — 1)16"~*~! féleképpen tehetjiik meg.

A kivélasztdsok gy torténjenek, hogy az {s,s,,...,s; } nem iires rész-
halmazainak a komplementerparjai kézotti tavolsagok maximuma r legyen,
tovabbd o({s,s2,....8.},{Sut1,.--»8n}) = 7. Ha & = (t1,...,t,), n =
(tut1,-..,tn) szerepel az el6bb definidlt Eg Zn indexei kozott, akkor a
6.2.1. lemma miatt s = t; vilasztdssal van ilyen kivalasztds. Ugyanis ekkor
van olyan (iz,...,4,) permuticidja a (2,. .., h)-nak, hogy az (sz,...,s,) :=
(tiy,...,t;, ) vilasztds az el6z0 feltételeknek eleget tesz. Mindezeket figye-
lembe véve, tovabba felhaszndlva a (6.3.7) egyenlStlenséget, a szdmtani és
mértani kozép kozotti egyenlStlenséget

SN Vel Vil <
& 7

U h
1/h 1/h
<SS TPl TT (vellie)™" <
& n =1 i=u+1
U h
1
< h EZ (Z 1Yz, Z—I—a + E 1Ye, Z—|—5) <
& 7 i=1 i=u41
< s 0P ul(h = w = DR = DYYe |17y (6.3.8)

seT

Masrészt rogzitett u esetén

Sy S < (M)A, 639)
r=1 ¢ n

(Ttt (Z) az u darab és s — u darab elem egymads kozotti sorrendjei miatt
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szerepel.) Figyelembe véve a (6.3.5), (6.3.6), (6.3.9) és a (6.3.8) egyenlétlen-
ségeket

h—1
<3 By |+2() T AT+ 33 conallVallly. <

teT u=1seT

h—1

Z() Ahu (‘|’Zcuh u) hgT)
u=1

melybdl kovetkezik (6.3.3). (A fenti tagok kozill A;(7") =0.) A fenti gondo-
latmenet h = 2 esetén implikdlja a (6.3.4) egyenlStlenséget. Igy felhaszndlva
a 6.2.2. lemmat, (6.3.3) alapjan kovetkezik (6.3.2). a

A 6.3.1. tétel bizonyitdasa. Ha h pdros pozitiv egész szam, akkor
o(y) <am
teT

Ez és a 6.3.4. lemma alapjan kovetkezik (6.3.1) minden péros [ esetén. Tet-
széleges [ esetén a 6.2.4. kévetkezményt hasznalhatjuk. O
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7. Osszefoglalds

Az értekezés 2. fejezetében a Kolmogorov és Marcinkiewicz—Zygmund
tipusd nagy szamok erés torvényeit vizsgaljuk tobbindexes sorozatokra. A
Kolmogorov-féle nagy szamok erés térvényét paronként fiiggetlen, stlagban
gyengén domindlt, tébbindexes valdsziniiségi valtozdk sorozatira bizonyi-
tottuk. Petrov 1987-ben megmutatta, hogy a Marcinkiewicz-féle nagy sza-
mok erGs torvénye érvényben marad azonos eloszldsi, tetszoleges fliggdségi
struktiraval rendelkezd valdsziniségi valtozok sorozatara is, ha 0 < r < 1.
Ebben a fejezetben a Marcinkiewicz-féle nagy szamok erds toérvényét nem
fiiggetlen, atlagban gyengén dominalt t6bbindexes valésziniségi valtozdk so-
rozatra lattuk be (0 < r < 1). Ezeken kiviil ugyanezen feltételekkel Spitzer
tételére adtunk bizonyitdast.

A nagy szamok er6s torvényeinek egyik bizonyitasi eljardsidban kozvet-
leniil a normalt 6sszegekre vonatkozé maximalis egyenlGtlenségeket haszna-
lunk. Ezek az tgynevezett Hajek—Rényi tipusi maximdlis egyenlGtlensé-
gek. Ezeket nem kénnyli belatni, de ennek birtokdban a nagy szdamok erds
torvényeinek bizonyitdsa mar kézenfekvévé vilik. Fazekas és Klesov 2000-
ben bizonyitottak, hogy az egyiittes Osszegre vonatkozé bizonyos maximé-
lis egyenlotlenségbdl mar kovetkezik egy Hajek—Rényi tipusii maximdlis
egyenlGtlenség, amibdl pedig a nagy szamok erGs térvénye. Fontos, hogy
ezekben az eredményekben a fliggoségi szerkezetre vonatkozélag nincs meg-
kotés. Fazekas és Klesov ezeket az illitasokat egyindexes sorozatokra mond-
tak ki. A 3. fejezet célja, hogy ezeket kiterjessziik tobbindexes esetre. A
fejezet tovabbi részeiben megvizsgiltunk néhdny alkalmazasi lehetoséget is:

— Logaritmikus silyozasi Osszegekre vonatkozé nagy szadmok erds tor-
vénye. (Megjegyezziik, hogy ezen tipusi éallitdsok a majdnem biztos
kozponti hatdreloszlds-tételek bizonyitdsdban jitszanak szerepet.)

— Szuperadditiv momentumi tébbindexes valdszintségi valtozdk soroza-
tara vonatkozé Marcinkiewicz—Zygmund tipusi nagy szdmok erds tor-
vénye.

— Brunk—Prohorov tipusi tételek.

A 4. fejezetben konvergenciasebességgel foglakoztunk a nagy szamok
torvényeiben, Banach-térbeli értékli valészintiségi valtozdk Altalanos széria-
sorozatara. Eredményeink koziil néhany még valds esetben is 1j allitast je-
lent. A {6 eredményiink altaldnositisa Jain egy tételének, melyet 1975-ben
kozolt. Ennek bizonyitidsdban az 1j Gtlet az volt, hogy amikor felhasznal-
tuk az lgynevezett Hoffmann—Jgrgensen-egyenlGtlenséget, akkor az ebben
szereplé két tag fels6 becslésére két kiilonb6zo fiiggvényt alkalmaztunk. A
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kapott tétel feltételrendszere bonyolultnak tiinik, de alkalmas silyfiiggvé-
nyek vilasztisaval néhany ismert tételt kaphatunk belole. Az eredményt
specializaltuk bizonyos geometriai tulajdonsigi Banach-terekre is, mellyel
1j bizonyitasait kaptuk néhdny Fazekas altal 1992-ben, illetve Hu, Rosalsky,
Szynal és Volodin altal 1999-ben kozolt tételnek.

Az 5. fejezetben majdnem biztos kézponti hatareloszlis-tételekkel fog-
lalkoztunk tobbindexes valdszintiségi valtozdk esetén. Ebben a témakorben
Fazekas és Rychlik bizonyitottak be egy &ltaldnos tételt 2002-ben. Ebben
a fejezetben ezt a tételt alkalmazva, egy ilyen jellegii allitast lattunk be,
az ugynevezett m-fiiggé esetben. Ennek bizonyitasdhoz még sziikségiink
volt egy m-fliggd tobbindexes valdszintiségi valtozékra vonatkozd kdzponti
hatareloszlas-tételre is, melyet Prakasa Rao publikalt 1981-ben.

A 6. fejezetben az ugynevezett Rosenthal-egyenlotlenséget bizonyitot-
tuk be a-kever6 mezékre. A Rosenthal-egyenlétlenség fontos eszkéz abban,
hogy kimutassuk gyengén fiiggé sztochasztikus folyamatok és mezdk bizo-
nyos becsléseinek konzisztencidjat. Illyen tipusi egyenlStlenséget elGszér Ro-
senthal bizonyitott 1970-ben, fiiggetlen valdsziniiségi valtozdkra. Utev 1984-
ben kever6 sorozatokra, mig Doukhan 1994-ben kever6 mezokre mondott ki
hasonl6 tételt. Doukhan észrevette, hogy Utevnél az ugynevezett interpo-
laciés lemma bizonyitasdban hiba van. fgy a Rosenthal-egyenlétlenség ki-
terjesztése pozitiv paros egész kitevorol tetszoleges pozitiv kitevére nyitott
kérdés maradt. Masrészt Doukhan bizonyitotta az a- és ¢-keverG esetete-
ket. Azonban Doukhan bizonyitdsa is hidnyos. Ebben a fejezetben Ossze-
geztiik, hogy mi az, ami teljesen pontos az elébb emlitett bizonyitasokban,
az ,ugrasokat” pedig sajat meggondolasainkkal hidaltuk at. Részletes bizo-
nyitast adtunk az a-keverd esetre. Az eredmények és bizonyitdsok csekély
mértékben térnek csak el Utevétdl és Doukhanétdl, bar itt a feltételek kissé
er0sebbek, mint naluk.
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8. Summary

In Chapter 2 of the dissertation we study Kolmogorov and Marcinkie-
wicz—Zygmund type strong laws of large numbers (SLLN’s). Here Kolmo-
gorov’s SLLN is proved for pairwise independent weakly mean dominated
random variables with multidimensional indices. Petrov showed in 1987 that
the Marcinkiewicz SLLN holds for identically distributed random variables
with arbitrary dependence structure, if 0 < r < 1. We prove it for non-
independent, weakly mean dominated random fields (0 < r < 1). Moreover
we give a proof of Spitzer’s theorem with similar assumptions.

There is an approach to prove the SLLN which uses directly a maxi-
mal inequality for normed sums. Inequalities of this kind are said to be of
Hijek—Rényi type. They are not easy to obtain, but after the proof of the
SLLN becomes an obvious problem. Fazekas and Klesov showed in 2000 that
a Hijek—Rényi type inequality is a consequence of an appropriate maximal
mequality for cumulative sums and the latter automatically implies the
SLLN for sequences of random variables. In these results it is important that
there are no restrictions on the dependence structure of random variables. In
Chapter 3 we generalize these theorems for random fields. Several examples
of applications are given in this chapter as well:

— An SLLN for logarithmically weighted sums. (We remark that such kind
of SLLN’s can be useful to prove almost sure central limit theorems.)

— A Marcinkiewicz—Zygmund type SLLN for random fields with super-
additive moment structure.

— Brunk—Prohorov type theorems.

In Chapter 4 we study convergence rates in the laws of large numbers
for general arrays of Banach space valued random elements. Some of our
results are new for real variables, too. The main result is a generalization
of a theorem of Jain, wich was published in 1975. The idea of the proof of
the main theorem is the following. When we apply Hoffmann—Jgrgensen’s
mequality, we use two different functions to obtain upper bounds for the
two terms in the inequality. This theorem seems to be difficult, but when we
choose appropriate weight functions we can obtain several known theorems
for general arrays. We specialize our result for Banach spaces with some
geometric property. Then we obtain new proofs for some results of Fazekas
(1992) and Hu, Rosalsky, Szynal and Volodin (1999).

In Chapter 5 we study almost sure central limit theorems for random
fields. In this topic Fazekas and Rychlik proved a general theorem in 2002. In
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this chapter applying this result we prove an almost sure central limit the-
orem in so-called m-dependent case. For this reason we need a central limit
theorem for m-dependent random fields, which was published by Prakasa
Rao in 1981.

In Chapter 6 we give a version of Rosenthal’s inequality for a-mixing
fields. Rosenthal’s inequalities are important tools to prove consistency of
some estimators for weakly dependent random processes and fields. The
first version of such equalities was proved by Rosenthal in 1970 for in-
dependent random variables. Rosenthal’s inequalities for mixing sequences
were presented by Utev in 1984 and for mixing fields by Doukhan in 1994.
However, Doukhan remarked that the proof of the interpolation lemma of
Utev is “not clear”. So the extension of Rosenthal’s inequality from posi-
tive even integer exponents to arbitrary positive real exponents is an open
problem. On the other hand, Doukhan presented Rosenthal’s inequalities
for a-mixing and for ¢-mixing fields. Unfortunately, there is a gap in the
proof of Doukhan. We want to summarize what is clear in the above men-
tioned proofs. Detailed proofs are given in the a-mixing case. The results
and proofs of this chapter are slight modifications of the ones in Doukhan
and Utev, however assumptions here are stronger than those in Doukhan’s
theorem.
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