.- Jmmw,

s -'-:J AT =

HIERARCHIKUS FOGALMI STRUKTURAK
VIZSGALATA GRAFOKKAL

doktori (PhD) értekezés tézisei

EXAMINATION OF THE HIERARCHICAL CONCEPT
STRUCTURES WITH GRAPHS

Ph. D. Thesis

FATALIN LASZLO

Debreceni Egyetem
Természettudomanyi Doktori Tanacs
Matematika— és Szamitastudomanyok Doktori Iskola
Debrecen, 2008.



Tartalomjegyzék — Table of contents

1. BEVEZETES 4
1.1. A témavdlasztds indoklasa..................ccccoooiioiiiiniiiniiiiiiiieeee 4
1.2. A fogalmi halo vizsgalatanak el6zmeényei..................ccccoooveveieciievencnnnnn. 5
1.3. Hipotézisek — A vizsgalat alapfeltevesei................ccccoveioianciivincnnenne. 8
1.4, Kutatasi MOASZETek.............c.oooueiieiaieeeeeeeee et 9

2. EREDMENYEK A HIPOTEZISEKKEL OSSZEVETVE 10
2.1. A modellalkotds KONSZENZUSAT .............ccoccveeiieiiiaiieieieeeeee e 10
2.2. A modell elOkeSZItEST IGENYE ........c.occvveeiieiieieiiecieeeeeeeeeeee e 11
2.3. A modell altal preferalt matematikai és didaktikai elvardsok................ 11
2.4. A modell kognitiv szempontbol kedvezd aspektusai...................cc.cc...... 12
2.5. A statikus modell dinamikai hasznalhatosaga.................c..cccooveeeveeenne. 13
2.6. A modell instrukcioi feladatok és feladatsorok tervezéséher.................. 14
2.7. A modell alkalmazasa a tanuloi megoldasok értékelésében................... 15

3. OSSZEFOGLALAS ES KITEKINTES 16

1. INTRODUCTION 18
1.1. Reasons for choosing the topic of the thesis ..............cccocevevevceicenceennene. 18
1.2. The antecedents of examining the CORCEPt NEt ............cccceereeerenenncn. 19
1.3. Hypothesis —Fundamental assumption of the research.......................... 22
1.4. Methods Of TeSCArCH ...............ccoccveceieieeiieiieiee e 23

2. CONCLUSIONS AGAINST HYPOTHESISES 24
2.1. Consensuses of MOAEIlING................cccccouecieviiieeiieiiiieeieeeeee e 24
2.2. The preparation demand of the model..................cccccocevciecnnenennnnne. 25
2.3. Mathematical and didactics expectations preferred by the model ......... 26
2.4. Aspects of the model favourable in cognitive point of view.................... 27
2.5. Dynamical usefulness of the static model...................cccccoveieieicencnninn. 27
2.6. Instructions of the model for planning tasks and series of tasks ............ 29
2.7. Application of the model in evaluating the pupils’ solutions.................. 30

2. SUMMARY AND PROSPECTS 31

PUBLIKACIOS JEGYZEK — LIST OF PUBLICATIONS 32







1. BEVEZETES

1.1. A téemavalasztas indoklasa

A matematikatanitas egyik fontos feladata, hogy sajatos eszkozeivel fejlessze a
tanulok fogalomalkotasi készségét. A fogalomalkotas Osszetett, nehezen vizs-
galhat6 folyamat, mert az egyes fogalmak szubjektiv belsé reprezentdcioja koz-
vetleniil nem hozzaférhetd szamunkra, és raadasul az egyes fogalmak sem o6n-
magukban, hanem csak a tobbi fogalommal val6 kapcsolatrendszeriikben kapjak
meg értelmiiket. A fogalomalkotas vizsgalata sziikségszertien egy modellvizsga-
lat, hiszen a kommunikacioé révén megjelend kiilsé reprezentdaciok alapjan proba-
lunk meg kovetkeztetni a belsé gondolkodasi folyamatokra, mikézben a mo-
dellmédszer minden korlatjaval és hibalehetoségével szamolnunk kell:

— egy modell mindig egyszerisiti és csak adott szempontokbol kozeliti a
valdsagot;

— minden modell csak adott korlatok k6zott hasznalhato.

A kiilonboz6 tudomanyagak természetesen sajatos nézOpontjukkal és eszkozta-
rukkal igyekeznek a fogalomalkotast megragadni. A matematikai fogalomalko-
tasban a raci6 kapja a kdzponti szerepet, és szimbolikus nyelvezetével a fogal-
mak leirasa is precizebbé, attekinthetébbé valik.

Kutatasunkban arra kivantunk kisérletet tenni, hogy a fogalomalkotési folyamat
matematikadidaktikai vizsgalatdban matematikai eredményeket és eszkozoket
hasznaljunk. Az elmult évtizedben tanitasi célként az fogalmazddott meg, hogy
ne a matematikat tanitsuk meg a tanuloknak, hanem a matematikan keresztiil
fejlessziik a tanulok gondolkodasat és szemléletét. E cél alapjan a matematikai
fogalomalkotas didaktikai vizsgalata sem redukalhaté a matematika definicids
formainak (explicit, implicit és induktiv definicidok) didaktikai adaptalasara.

Az elmult harom évtizedben tanarként és diakként kiilonbozo tipust kozépisko-
lakban és egyetemeken szerzett személyes tapasztalataim alapjan a fogalomalko-
tas elsajatitasaban az egyik legstlyosabb problémanak azt tartom, hogy a megta-
nult fogalmak kisebb csoportokba tomoriilve épiilnek be az ismerethaldba ugy,
hogy kozben ezek a ,,fogalomcsoportocskak™ elkiiloniilnek egymastol. Az ener-
getika és az oktatasiranyitas teriiletén is kozvetleniil megtapasztaltam, hogy e
hianyossag szinte lehetetlenné teszi a rendszerszemlélet érvényesiilését. (Fatalin,
1991;1993 és 2000).

A 90-es évek elso felében a PSZM Projektben nagyobb teret kaptak olyan okta-
tasi kisérletek, amelyek a hagyomanyos tantargyi kerettdl eltérden interdiszcip-
linaris fogalmak koré kivantak szervezni az elsajatitando ismereteket. E kisérleti
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tantargyak interdiszciplinaris jellegiikb6l adoddéan az ismeretek egy mas irdnya
halozatba szervezésén keresztiil segitették a fogalmi hald egy teljesebb kialaku-
lasat, ami jelentOs elérelépést jelentett a rendszerszemlélet fejlesztése teriiletén
is. Személyesen a tudomdnyos modellalkotas alapjainak bevezetési kisérletét
vezettem. A hierarchikus modellek vizsgalata soran keriiltem munkakapcsolatba
Takacs Violaval, igy részt vehettem a fizika tankonyvek 0sszehasonlitasat végzo
kutatasaiban. Kitart6 hite és elkotelezettsége a Galois-graf pedagogiai alkalmaz-
hatdsagaban mély benyomast tett ram, mikozben lehetdséget kaptam a pedago-
gia mérb-értékeld rendszereinek rendszerszemléletii vizsgdlatara is. E munka
soran magam is meggy6zddhettem a moddszer hatékonysagarol, és egyben al-
kalmazasanak nehézségeir6l, aminek eredményeként vezetésemmel elkésziilt a
Szimulator for Windows szoftver.

A matematikadidaktikai szakirodalom bdségesen foglalkozik a fogalmi épitke-
z¢s kiilonboz6 aspektusaival, ugyanakkor meglepd mddon éppen a fogalmi hie-
rarchia leirasara alkalmas Galois-graf nem kapott helyet a matematika-
tananyagok elemzésében, bar ma mar tobb tantargy esetében is folynak probal-
kozéasok bevezetésére. Az elmult évtizedben a Galois-graf mint modellez6 esz-
kéz matematikadidaktikai alkalmazasi lehetéségeit vizsgaltam. A Galois-graf
mint eszkdz bevezetése a matematikadidaktikai elemzésekbe kézenfekvonek
tlinik, de e formalis matematikai modell csak némi atalakitas ardn adaptalhat6 a
preciz és absztrakt matematikai fogalmak tanitasanak modellezésére. Az aprolé-
kos, gondos munka eredményeként viszont olyan szemléletes képet nyerhetiink a
fogalmi hierarchiarol, amin egyszerre vizsgalhatjuk a hierarchia egészét és egyes
részleteit.

1.2. A fogalmi halo vizsgalatanak el6zményei

A tudashalo kutatasaval napjainkban kiilonbozé tudomanyagak képvisel6i fog-
lalkoznak. A szakirodalomban a tudashalo kifejezéshez kettds értelmezés tarsul:
a kiilsG és a belsé reprezentacios halo fogalma. A tudés hozzaférhetd kiilsd rep-
rezentdcioja a kognitiv allaspont szerint megfelel valamilyen belsé reprezenta-
cionak, s6t a kutatok altalaban erds Osszefliggést tételeznek fel a belso és kiilso
reprezentdacio szinvonala kozott! A belsd reprezentdcios halo csak kozvetett
modon, a kiilso reprezentacio éaltal modellezve vizsgalhat6. A kiilsd reprezenta-
ci6s halo elemei a képzeteknek, fogalmaknak, ... nevezett objektumok halmaza,
amelyek szoros kapcsolatban allnak egymassal, ezért a matematikai relaciok
hatékony eszkozei modellezésiiknek, a kapcsolatok vizualis megjelenitésére
pedig hasznalhatjuk e relaciok grafjait.

A reprezentacids elméletek szerint egy-egy 0j ismeret, fogalom megfelelé be-
épiilését e tudashaloba két tényezd javitja hatékonyan:



— az ismeretnek, fogalomnak minél t6bbféle reprezentdcioja épiiljon be a
tudashaloba;

— az ismeret, fogalom minél t6bb szallal kapcsolodjon a mar meglevd isme-
retek, fogalmak halojahoz.

A reprezentaciok tobbféle csoportositasa terjedt el. Legelterjedtebb a Bruner-
féle harom reprezentacios sikot tartalmaz6 tipizalas, azaz az enaktiv, az ikonikus
és a szimbolikus reprezentdciok megkiilonboztetése. (A matematikai fogalmak
grafikus, algebrai és leiro reprezentdciokrol beszélhetiink.) Ma mar finomabb
felosztasokat is alkalmaznak a kutatok, hiszen példaul a nyelvi és a matematikai
szimbolumok karaktere jelentGsen eltér egymastol. (A matematikai szimbolu-
mok redundanciamentesek, szliséges €s elégséges feltételekkel operalnak, mig a
nyelvi kifejezések redundansak és a kivételeket is megengedd tipikus tulajdon-
sagokon alapulnak, tovabba mas a nyelvi és mas a matematikai logika is.)

A matematikatanitas szamara fontos, hogy a t6bbszords reprezentaciok vizsgala-
ta soran megallapitast nyert, miszerint az ikonikus reprezentaciok nyoma a ,kre-
ativ agyféltekében”, a szimbolikusaké pedig a ,,logikaért felelos” agyféltekében
helyezkednek el. A matematikatanitasban a szemléltetés mellett a szemléletes
fogalomalkotasra is nagy hangsulyt kell helyezni.

A kognitiv allaspont szerint a tanulds soran a tanuléknak az 1j ismeretet a mar
meglevd fogalmi haldjukba kell beépiteniiik. A kiillonbdzd reprezentacidk par-
huzamos hasznalataval elérheté hogy a belsé reprezentacidba is tobbszordsen
épliljon be az 0j ismeret. A matematikatanitasban a szemléletes fogalomalkotds-
ra torekvés esetén a szimbolikus reprezentdcio mellett a masik agyféltekében is
megjelenik a fogalom ikonikus reprezentdcioja. A kiboviild, gazdagodo isme-
rethaloban 1étrejovo Uj kapcesolatok elmélyitéséhez €s megszilarditasahoz az 1j
ismereteket aktivizalni kell. A matematikatanitasban a feladatmegoldasok az 1ij
ismeretek begyakorlasanak a szinterei. A feladatok kivalasztdsa nemcsak az 1j
kapcsolatok elmélyitésére, hanem az 0j kapcsolatok létrehozasara is hatassal
van, ha a gyakorlati alkalmazasok korébol valasztjuk, ui. igy az 01j ismeret a
meglevd tudashalé tobb eleméhez is kapcsolddni fog.

A kognitiv szemlélet szerint a régebbi fogalmi hal6 elemei kozott mar meglevo,
sokszali, megszilardult kapcsolatok felszamoléasa szinte megoldhatatlan nehéz-
ségekkel jar, amihez a tanitasi folyamatban feltétel nélkiil alkalmazkodni kell.
Ez meghataroz6 jelent6ségli a tananyagfelépitések kialakitdsaban: a tudashaloba
ne épitsiink be olyan elemeket, amelyek a késébbi altalanositasokat, absztrakci-
okat gatoljak!

A fogalmak kialakulasanak fébb mozzanataira mi a Vigotszkij (1956) altal jel-
lemzett szakaszokat tekintjiik mérvadonak, mely szerint a fogalomkialakulas
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tasks much more persevering and stubborn than the average, or we can
say it indicates more negative evaluation for those who superficially
rather cream off the easily solvable parts from the tasks of the test.

2. SUMMARY AND PROSPECTS

The goal of our present research was applying the trichotomical concept de-
scription model based on the formal concept analysis for modelling the aimed
knowledge net.

The examination of the reduced Galois-graph produced as a model revealed the
followings:

1. The concept hierarchies can be modelled with directly acyclic graphs
(DAG), but these are usually not algebraic nets on the operations of
section and union.

2. To apply the model accurately the detailed development of the curricu-
lar specifications are needed.

3. The reduced Galois-graph is such a visual representation of the aimed
knowledge net, on which the whole concept hierarchy and also its parts
can be examined simultaneously.

4. The reduced Galois-graph as the model of the aimed knowledge net
suggestively reflects the basic properties of the dual action-pairs of the
generalization—specialization and abstraction—concretization from cog-
nitive view.

5. The Galois-graphs are suitable means to characterize the series of tasks
more precisely, that help to uncover the hidden preferred items of the
teacher.

6. The Galois-graphs of the pupils-items relation are large-sized graphs
with complicated connections, because of the instability of the pupils’
knowledge, from which we can not draw grounded didactics conclu-
sions. We examined the tasks solutions of the pupils’ on the basis of the
hypotheses of the stabile and instable knowledge.
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tion of the item list are based on the routine and intuition of the subject
teachers. The determination of the relation cliques of the tasks-items calls
attention to that some groups of items occur together, several times, that
refer to that the series of tasks prefers this grouped connections of the
items. In case of conscious choice of tasks these connections represent
hidden teacher’s preferences, of which disclosure the Galois-graph of the
series of tasks may help.

2.7. Application of the model in evaluating the pupils’ solutions

The traditional evaluations of the pupils’ solutions are based on the pu-
pils-items relation board, that involves information about which task-
items did the pupils solve correctly. A specific item may occur several
times in a series of tasks, which some pupils solve correctly in certain
tasks, but solve them wrongly in other tasks. As extreme case we set up
the following two hypotheses regarding to the knowledge of the item:

— hypothesis of the instable knowledge: we accept the ,,knowledge of the
item”, if the pupil solved it correctly at least once;

— hypothesis of the stable knowledge: we accept the ,.knowledge of an
item” only if the pupil solve it correctly all the time when it occurs.

Evaluations applied in practice usually stand between these two extrem-
ity, i.e. the acceptance of the items happens on the basis of how many
percent of the cases the pupil solved them correctly.

Making the Galois-graph of the pupils-items relation on the basis of the
hypothesis of the stabile or the instable knowledge we mostly get such a
large-sized graph with complicated connection, from which we can not
draw grounded didactics conclusions.

We have set an example on that the cliques coming about the analysis of
the tasks-items relation can help considering the preferred item connec-
tions within the traditional evaluation system on points. We have modi-
fied the original evaluation by pointing the ,,solved cliques” beside the
items. (Participation of the cliques in the evaluation is reasonable because
we admit the recognition and application of the item connections as plus
knowledge in system view.)

We have established that there is a strong correlation between the tradi-
tional evaluation and the evaluation considering also the cliques. (The
value of the correlation coefficient is 0,955.) During the examination of
the points which get further from the regression line we have learnt that
those pupils get the more positive evaluations who try to solve the single

els6 1épésében a szinkretizmusnak, az idébeli egybeesésnek jut dontd szerep. A
kovetkezo fazisban a fogalmak komplexusokként, azaz halmazokként jellemez-
heték, mig a harmadik fazisban jelenik meg az un. pozicionalis fogalom, mely-
lyel a tanuld mar ugy banik, ahogyan az absztrakt fogalommal kell, de a fogalom
meghatarozasaban, azonositasaban még a komplexus szemlélet uralkodik. A
negyedik fazis az absztrakt fogalmak szintere. Ez az elképzelés kellden egyszerii
¢és plasztikus ahhoz, hogy az altalunk vizsgalt altalanositasok és absztrakciok
esetében hatékony didaktikai kovetkeztetésekre juthassunk az eredményiil kapott

sy

A kiilsé reprezentdciok vizsgélatai csoportosithatok aszerint, hogy magara a
fogalomra mint a gondolkodas targyara milyen leir6 modellt alkalmaznak. A
szemiotikai vizsgalatok alapvetéen harom tipust kiilonboztetnek meg: a
dichotomikus, a trichotomikus és a quadrichotomikus modelleket, ugyanakkor a
matematikadidaktikaba Tall és Vinner (1981) mar bevezette a fogalomképzet
(concept image) kifejezést, ami a fogalmakat mar komplex modon, a hozza
tartozo ismeretekkel egyiitt kezeli. Kutatasunk elsésorban a dichotomikus és
trichotomikus modell alkalmazasi lehetdségeit, eldnyeit és hatranyait vizsgalja.

A formalis fogalomanalizis, a Galois-graf pedagogiai alkalmazasai napjainkban
még kisérleti stadiumban vannak ugyan, de felhasznalasuk fokozatosan terjed a
legkiilonbdzobb teriileteken. (Takdcs, 2000) E kutatasok eredményéiil adoédod
Galois-grafok didaktikai interpretacioi még szegényesek, esetenként felszinesek,
mert az alkalmazott modellek nem kellden kidolgozott alapokrél indulnak. E
témakorben mind a fogalmi hierarchidk (Gyaraki, 1998), mind az értékelés terii-
letén jelenleg is folynak a kutatasok (7oth, 2005). A formalis fogalomanalizis és
a trichotomikus modell 6sszekapcsolasaval a matematikadidaktikai modellként
torténd alkalmazasai alapjan megkiséreljilk pontositani a modell kereteinek
értelmezését.

A gondolkodasi folyamatbdl mi az dltalanositas és absztrakcio miveletével
foglakozunk részletesebben. E gondolkodasi miiveletekrdl a pszichologiai allas-
pontok eltérnek, Lénard (1984) példaul a konkretizaciot az dltalanositas inver-
zeként jellemzi, az absztrakcionak pedig nala nincs forditott miivelete. Mi a
Kelemen (1984) altal részletesen ismeretett terminolégidban hasznaljuk, azaz az
dltalanositas forditott miivelete a specializacio, az absztrakcio forditott miivele-
te pedig a konkretizdcio.

Az absztrakcio folyamatat az absztrakt vektorfogalom megalapozasan keresztiil
vizsgaljuk, ui. a vektorfogalom kialakitdsahoz mar évtizedek ota kiilonb6z6
felépitések hasznalatosak, melyek a kiilonbozo didaktikai problémakat eltérd
moddon oldjak meg, illetve hidaljak at. Napjainkban is kutatas targyat képezi a



vektorfogalom kialakitasanak problémakore (Poynter, 2004), aminek elemzésére
megkiséreljiik alkalmazni modelliinket.

1.3. Hipotézisek — A vizsgalat alapfeltevései

Kutatasunkban a kognitiv tudashalo egy algebrai halon alapuld modellezésére
tettiink kisérletet, ami a megcélzott tudashald egzaktabb leirasi modjat is lehetd-
vé tenné.

Alaphipotézis

A formalis fogalomanalizisen alapulo trichotomikus fogalomleirasi mo-
dell alkalmas a megcélzott tudashalo reprezentdlasara.

Ha modelliink a megcélzott tudashalé megfeleld reprezentacioja, akkor a
didaktikai célkitlizések megvalositasaban makroszinten a tananyag terve-
zéséhez, mikroszinten pedig a tananyag-egységek lokalis elrendezéséhez
nyujthat segitséget, s6t a kitlizott cél explicit kifejez6dése hasznos segéd-
eszkoznek bizonyulhat a felfedeztetd, gyakorlo illetve ellenérzé feladat-
sorok tervezésében és tanuldi megoldasainak kiértékelésében is.. Az al-
kalmassag kifejezést itt abban az értelemben hasznaljuk, hogy modelliink
segitségével érdemi informaciok nyerheték a fentebbi témakorokben
végzett matematikadidaktikai elemzésekben.

Az alaphipotézis alapjan kutatdsunkban a kovetkezé konkrét kérdéseket fogal-

maztuk meg:

1. Milyen konszenzusok dran lehet a trichotomikus modellt és a formalis foga-
lomanalizis altal eléallo Galois-grafot egy modellben egyesiteni?

2. Milyen eldkészitést igényel e modell konkrét elddllitasa ahhoz, hogy elésegit-
se a tanitasi-tanuldsi folyamat szabatos és tudatos tervezését?

3. A modellben a matematikai elvardsok és a didaktikai preferencidk milyen
mertekben egyeztethetGk dssze?

4. Van-e a matematikai modellnek a kognitiv folyamatok leirasdara alkalmazha-
to aspektusa?

5. A modellnek mint statikus halonak van-e olyan felhasznaldasi modja, ami a
statikus és dinamikus szemléletet osszekoti?

6. A modell ad-e instrukciokat a beépitendo vj tudaselemek aktivizalasat szol-
galo feladatok és feladatsorok tervezéséhez?
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quadrilaterals. According to this representation of the knowledge net we
could determine that in case of this construction the connections devel-
oped and deepened among the single knowledge units are not have to be
cancelled later, moreover the newer features strengthen the already exist-
ing connections. According to our analysis this construction of the cur-
riculum is didactic, because the aimed knowledge nets of the phases of
teaching are built on each other.

2.6. Instructions of the model for planning tasks and series of tasks

The reduced Galois-graph of a unit of a curriculum calls attention to the
importance of some types of tasks. We have concretely pointed out in the
subject matter of the convex quadrilaterals that most of the tasks desire to
strengthen the connections being built up in the knowledge net on the ba-
sis of the transfer between the different representations of the concept
identification. In case of getting any one from the three components of
the trichotomical model the other two components also have to be able to
be identified. (Included the negations it means 2+6 types of tasks.) How-
ever according to the concept hierarchy further types of tasks can be com-
posed regarding to the extent and the meaning of the concepts.

Characterization of the series of tasks bases on the relation analysis of the
tasks-items. We had to found out that with lack of the explicit production
of the aimed knowledge net the production of the item list contains sub-
jective, sometimes disputable elements. The different series of tasks can
be characterized on the basis of how many items have to be known to
solve them. It is also a characteristic of the series of tasks, that how much
complex its single tasks are, say with the help of how many items can the
single tasks be solved per task.

On the basis of the relation Galois-graph of the tasks-items we have in-
troduced the concept of level difference (the difference between the num-
bers of items of the neighbouring cliques), that also makes it possible to
characterize finely a series of tasks. For example in the Galois-graph of
the didactically built collections of examples in the schoolbooks occur
only small level differences, because more simple tasks that become
gradually more difficult prepares the solving of the more complex tasks.
There are more items, more complex tasks and bigger jumps in levels in
the series of tasks of the final examination.

We have presented the difficulties of the structural analysis on the exam-
ple of a controlling test made written in the subject matter of the alge-
braic transformations. In structural evaluation we have to start from the
analysis of the series of tasks. The choice of the tasks and the determina-
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parts can be examined simultaneously. Instructions can be gained from
the graph to arrange temporally the units of the curriculum, and for the
possible constructions. During their analysis that cognitive establishment
has to get a greater importance, that cancelling the knowledge built in the
knowledge net is practically not solvable.

In such enlarging the knowledge net, when a new, abstract object has to
be determined according to characteristics reckoned relevant, the Galois-
graph helps to choose the examples needed for establishing the abstract
concept. The basic principles of choosing the examples are the follow-
ings:

— the example typically has to carry the relevant characteristics of the
abstract concept;

— some various non-relevant characteristics also have to appear among
the examples, otherwise some unneeded attributes may connect to the
abstract concept as wrong requirements. (To cancel the misbeliefs
from the knowledge net later can cause serious difficulties.)

During the examination of building up the abstract vector concept it is de-
terminable on the basis of emphasizing the characteristics relevant in the
abstraction point of view and decreasing the disturbing circumstances,
that to develop the abstract vector concept the geometrical and algebraic
establishments are both necessary. The visual representation of the aimed
knowledge net made by us pointed also out that putting the concept of the
geometrical vector on the stage in the examples points not in the direction
of developing the abstract vector concept, but supplies a new example of
the marking procedure according to the detailed analysis. The Galois-
graphs made for establish the Euclid’s and affine vector concept show
that during the affine generalization the knowledge net structurally re-
mains unchanged, also contently gets only little completions.

The Hungarian teaching practice at first builds the characterization of the
quadrilaterals types on the symmetry characteristics, then after its fixing
describes the quadrilaterals on the basis of the metrical characteristics.
This subject matter is completed only with the inscribed and circum-
scribed quadrilaterals in the secondary school. We applied our model on
the convex quadrilaterals in all three contexts. The reduced Galois-graph
executed on the basis of symmetries is practically completed only with
the trapezium in case of metrical discussion, while the contents of the
quadrilaterals classes get also a totally different (metrical) interpretation,
then in the secondary school generalization the concept hierarchy of the
convex quadrilaterals is completed with the inscribed and circumscribed

7. A modell alkalmazhato-e az ellendrzd feladatsorok tanuloi megoldasainak

kiertékeleseben?

1.4. Kutatasi modszerek

A kutatas elsdsorban elméleti, elemz6 jellegii, de végeztiink empirikus vizsgala-
tot is.

Fobb kutatasi modszereink elemzési és modellalkotasi oldalrol a kovetkezok
voltak:

a fogalmi hierarchidkra vonatkoz6 pedagodgiai alkalmazasok szakirodalom-

ban talalhato leirasainak attekintése;

a kiilonb6z6 modszerek eldnyeinek €s korlatainak elemzése, dsszehasonli-
tasa;

a formalizalt matematikai elmélethez megkeresni a hozzakapcsolhato kog-
nitiv szemléletet;

a gondolkodas mikrostrukturajanak tanulmanyozasa a pszichologiai szak-

irodalom alapjan kiilonos tekintettel az dltalanositas és specializalas, vala-
mint az absztrakcio és konkretizacio miiveletére.

a dichotomikus és trichotomikus fogalomleirasi modellek dsszehasonlitasa a

kozépiskolai matematikatanitas témakoreiben kiilonos tekintettel a kiilon-
b6z0 reprezentacios sikokra;

a matematika formalis fogalomanalizisének és a szemantika trichotomikus

modelljének formalis 6sszehasonlitdsa;

A modell alkalmassagdnak vizsgalataban alkalmazott kutatdsi modszereink a
kovetkezok voltak:

— a kialakitott modell miikddésének kontrollalasa a konvex négyszdgek téma-

korén keresztiil, az eredmények egybevetése a tapasztalatokkal;

— a modell kutatasi célu alkalmazhatosagat az absztrakt vektor fogalmanak

kialakitasi folyamatanak modellezésén keresztiil végeztiik;

— a modell alkalmazhatosagi vizsgalatat a mérés-értékelés folyamataban a

hétkdznapi gyakorlathoz igazodva végeztikk, azaz a klasszikus ellendrzo
dolgozatok hagyomanyos szaktanari 0sszeallitasanak és értékelésének bir-
tokéban, utdlag elemeztiik a dolgozat szerkezetét, majd ennek ismeretében
vizsgaltuk meg, hogy a tanuléi megoldasok strukturdlis elemzése milyen
tobbletinformacidt jelenthet az értékelésben;



— részvétel és el6adasok tartasa nemzetk6zi konferenciakon, szakmai konzul-
taciok.
A hipotézis jellegébdl adodoan a modell megvalodsithatosagi vizsgalata keriilt

elétérbe, ezért a modell megalkotasanak és vizsgalatanak minden fazisaban
konkrét példakat is alkalmaztunk.

2. EREDMENYEK A HIPOTEZISEKKEL OSSZEVETVE

Alaphipotézisiink, miszerint a formalis fogalomanalizisen alapulo trichotomikus
fogalomleirdsi modell alkalmas a megcélzott tudashadlo reprezentdlasdra, iga-
zoltnak tekinthetd abban az értelemben, hogy modelliinket sikeresen alkalmaz-
tuk két konkrét tananyagrész (konvex négyszogek és vektorfogalom) elemzésé-
re. A redukalt Galois-grdfbol mint a megcélzott tuddashalo matematikai repre-
zentdciojabdl érdemi, matematikadidaktikai kdvetkeztetéseket tudtunk levonni.
Modellelméletileg természetesen nyitott kérdés maradt, hogy milyen aspektu-
sokbol, milyen kozelités mellett és milyen korlatok kozott alkalmazhatd e mo-
dell a matematikadidaktikai vizsgalatokban.

2.1. A modellalkotas konszenzusai

A formalis fogalomanalizisben formalis fogalomnak a relacio klikkjeit,
azaz maximadlisan zart halmazparjait nevezik. A klikkek jellemzésére a
(klikk extenzioja, klikk intenzioja) rendezett halmazpar szolgal, mig a
trichotomikus fogalomleirasi modell a fogalmakra a (terminus, fogalom
terjedelme; fogalom tartalma) rendezett harmast alkalmazza. A klikk
extenzidjanak a fogalom terjedelmét, a klikk intenzidjanak pedig a foga-
lom tartalmat megfeleltetve ¢ modellben jarulékosan be kellett vezetniink
a klikknek megfeleld un. potencidalis fogalom fogalmat. A potencidalis fo-
galom hatarozott terjedelemmel és tartalommal rendelkezik, de nem
feltételeniil kap(ott) nevet. A névadasban a potencialis fogalom elméleti
fontossaganak illetve gyakorlati hasznalatanak van jelentdsége. /D3.3/

Kutatasunkban ramutattunk arra, hogy e modell alkalmazasaiban figye-
lembe kell venniink a kovetkez6 két momentumot:

a. Elkiilonitend6 az alkalmazasok két tipusa:

— az elemzést kozvetleniil a matematikai objektumokon végezziik,
ekkor az eredményiil adodo hierarchikus leirds is magukra a mate-
matikai objektumokra fog vonatkozni;

— az elemzés a matematikai objektumosztalyok neveire tamaszkodik,
az eredményiil adodo hierarchikus leirds sem az objektumok, ha-
nem a nyelvi reprezentacidik logikai halojat irja le!

10

2.4. Aspects of the model favourable in cognitive point of view

The reduced Galois-graph as the model of the aimed knowledge net re-
flects expressively the subordination, above ordination and the hierarchi-
cal connection between concepts. The single concepts compared to the
other concepts get their places expressively. The content relation of the
conceptual extents appears in the reduced Galois-graph visually too.

Specialization means tightening the conceptual extent in classical inter-
pretation, which can be modelled by a simple content of the theory of
sets. In the Galois-graph this classical interpretation of the specialization
reflects on one hand, and it represents the following two pieces of infor-
mation on the other hand:

— the characteristics descend to the tighter conceptual extents;

— the standpoints system of the specialization also appears in the
graph.

It is a speciality of the structural construction of the Galois-graph, that the
Galois-graph of the so called transposed discussion context got by ex-
changing the set of objects and the set of attributes is canonically isomor-
phic with the dual of the original graph. That is so the generalization and
specialization of the concept appear essentially as two different direction
of interpretation of one graph in it. In this dual character of the Galois-
graph it reflects correctly that the generalization (or the specialization) of
the conceptual contents always means the specialization (or the generali-
zation) of the conceptual extension at the same time. The standpoints sys-
tem of the generalization and the specialization can be read off from our
hierarchical model. (We also set an example on these standpoints systems
may contain redundancies.)

We have surveyed the representations of the hierarchy of convex quadri-
laterals made on the basis of different preconceptions. The analysis of the
different graphs also called attention to several logical mistakes and de-
fects that may be badly interpreted. We have established that our graph
representing the aimed knowledge net reduces the number of these com-
mittable logical mistakes and defects greatly, as sources of error it actu-
ally contains only the possible bad intelligibility coming about the defects
of the language representations.

2.5. Dynamical usefulness of the static model

The reduced Galois-graph is such a static visual representation of the
aimed knowledge net, on which the whole concept hierarchy and also its
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From these three applications the examples of the convex quadrilaterals
and the vectors were introduced in this dissertation. Both concrete
mathematical didactics application illustrate the preparation demand of
applying this model exemplary.

2.3. Mathematical and didactics expectations preferred by the model

In our model the mathematical expectations and the didactics preferences
can be succeed only by certain compromises.

Expected from mathematics we have examined the priority of the sense
adequacy and the formal precision on the basis of the Tarski-criterions.
The sense adequacy aims the absolute accuracy, which it catches with the
necessary and sufficient conditions. To describe concepts both the formal
concepts analysis and the trichotomical model use necessary and suffi-
cient conditions as characteristics of the objects, therefore also our model
suits this mathematical expectation from the adequacy’s point of view.
Aspiration after accuracy is also important from the didactical point of
view, but it is not negligible that according to the prototype semantics in
the language representations not the necessary and sufficient conditions
but the i.e. typical and central conditions get the dominant role, which al-
lows the exceptions as well. We have pointed out that alike the mathe-
matical definitions the trichotomical concept describing model also pre-
fers the mathematical adequacy, meanwhile we called attention to take
care of the possible difference in the basic characteristics of the common
parlance standpoint and the scientific mathematical standpoint in teaching
mathematics. The ability needed for the everyday changing of mathe-
matical standpoints can be developed very slowly and gradually.

The formal precision means the non-redundant description of the concept,
that is so represent only as much information as absolutely necessary to
keep the stipulation of adequacy. This standpoint gets special priority in
mathematics, because the logical redundancy exemption of the system is
a primary goal. However our trichotomical model is redundant, since its
concept description contains all the characteristics of the concept in the
specific context. Didactically it is advantageous, because the identifier
and distinctive attributes needed to identify the concept in the representa-
tion of the concept appears explicitly more completely, so the redundancy
of the attributes helps the new concepts to connect to the already existing
knowledge net in more points. To refuse the mathematical precision in
didactics point of view is reasonable, because it supports attaining the
concept.

A masodik (gyakran hasznalt) esetben a kapott redukalt Galois-graf
mint vizualis reprezentacié a tartalmazasi viszonyokat ugyan helye-
sen tiikrozi, de a graf alapjan az objektumosztalyok metszete, illetve
unidja mar nem feltétleniil helyesen allapithaté meg!

b. A fogalmak és potencialis fogalmak megkiilonboztetése azért fontos,
mert a megcélzott tudashaloban csak a névvel rendelkezd fogalmak
kapnak helyet. Ez azt jelenti, hogy a fogalomhalé modellezésekor a
névvel nem rendelkez6 klikkeket a Galois-gratbol torolni kell. A graf
redukalasakor természetesen a tartalmazasi viszonyokat megtartjuk,
de a tudashalo algebrai értelemben mar nem lesz haldé a metszet és
unié muveletére vonatkozoan. [D2.7 és 3.3]

2.2. A modell elokészitési igénye

A Galois-graf eldallitasara szolgald szoftverek ma mar rendelkezésre all-
nak, de a modell gyakorlati alkalmazasat gatolja, hogy nem allnak ren-
delkezésre kelld alapossaggal és részletességgel elkészitett tananyagleird
listak. Ezek Osszegylijtéséhez a szakirodalom alapos, koriiltekint6 és id6-
igényes tanulmanyozasara van sziikség.

A megcélzott tudashald Galois-graffal torténd modellezése fokozott ko-
vetelményt tdmaszt az elézetes elemzésre, ui. mar a kiindulashoz tétele-
sen rogziteni kell a megcélzott tudashald elemi ismereteit és a vizsgalat
szempontjait. A vizsgalati szempontoknak ki kell terjedniiik az elsajati-
tando ismeretek, objektumok matematikai tulajdonsagai mellett a figye-
lembe veendd didaktikai sajatossagaira is. Ez a modell egyrészt a vizsgalt
témakor aprolékos és gondos elemzését, masrészt az alkalmazojatol ma-
tematikai és matematikadidaktikai kompetencia-egyiittest kovetel meg,
cserébe rendszerszemléletii vizualis modellt szolgaltat, amelyen egyidejii-
leg tanulmanyozhat6 az egész és részei.

Kutatasunkban az iskolai tananyag harom témakorére, a konvex négy-
szogekre, a vektorokra és az egyenletekre alkalmaztuk e modellt. E ha-
rom alkalmazasbol ebben a disszertdcidban a konvex négyszogekre és a
vektorokra vonatkozd példak keriiltek bemutatasra. Mindkét konkrét ma-
tematikadidaktikai alkalmazas példaado jelleggel illusztralja a modell al-
kalmazasanak elékésziileti igényét. [D3.1-2 és 4.1-6]

2.3. A modell altal preferalt matematikai és didaktikai elvardsok

Modelliinkben csak bizonyos kompromisszumok mellett érvényesiilnek a
matematikai elvarasok és a didaktikai preferenciak.
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A matematikai elvarasként a Tarski-féle kritériumok alapjan a tartalmi
adekvatsag és a formai szabatossag prioritasat vizsgaltuk. A tartalmi
adekvatsag az abszolut pontossagot célozza meg, amit sziikséges és elég-
séges feltételekkel ragad meg. A fogalmak leirasara mind a formalis foga-
lomanalizis, mind a trichotomikus modell az objektumok tulajdonsaga-
ként sziikséges és elegséges feltételeket hasznal, ezért az adekvatsag
szempontjabol modelliink is megfelel ennek a matematikai elvarasnak.
Didaktikai szempontbol is fontos a pontossagra tdrekvés, de nem hagyha-
to figyelmen kiviil, hogy a prototipus szemantika szerint a nyelvi repre-
zentaciokban nem a sziikséges és elégséges feltételek kapnak dominans
szerepet, hanem az Un. tipikalitdsi és centralitasi feltételek, amelyek még
a kivételeket is megengedik. Ramutattunk arra, hogy a matematikai defi-
niciokhoz hasonldan a trichotomikus fogalomleirasi modell is a matema-
tikai adekvatsagot preferalja, és kozben felhivtuk a figyelmet arra is,
hogy a matematikatanitads soran tgyelni kell arra, hogy a hétkéznapi
nyelvi nézépont és a tudomanyos matematikai nézOépont alaptulajdonsa-
gaikban is eltérnek egymastol. A hétkdznapi-matematikai nézopontvaltas
képessége csak igen lassan, fokozatosan alakithato ki. /D2.8]

A formai szabatossag a fogalom redundanciamentes leirasat jelenti, azaz
csak annyi informéciét jelenitsiink meg, amennyi feltétleniil sziikséges az
adekvatsag feltételének megtartasa mellett. E szempont azért kap kiilon-
leges prioritast a matematikaban, mert els6dleges cél, hogy a rendszer lo-
gikailag ellentmonddsmentes legyen. Trichotomikus modelliink viszont
redundans, hiszen fogalomleirasa az adott kontextuson beliil a fogalom
Osszes tulajdonsagat tartalmazza. Didaktikailag ez eldnyds, mert explicite
teljesebben jelennek meg a fogalom reprezentacidiban a fogalomazonosi-
tashoz sziikséges azonositd és megkiilonboztetd tulajdonsagok, azaz a tu-
lajdonsagok redundancidja eldsegiti, hogy az 0j fogalmak tobb szalon ko-
téddjenek a meglévé tudashalohoz. A matematikai szabatossag elvetése
didaktikai szempontbol azért indokolt, mert a fogalom elsajatitasat tamo-
gatja. [D2.7]

2.4. A modell kognitiv szempontbol kedvezd aspektusai

A redukalt Galois-graf a megcélzott tudashaléo modelljeként szemlélete-
sen tiikrozi a fogalmak kozti ala- és folérendeltséget, a hierarchikus vi-
szonyt. Az egyes fogalmak a tobbi fogalomhoz viszonyitva szemléletesen
kapjak meg a helyiiket. A redukalt Galois-grafban vizualisan is megjele-
nik a fogalmi terjedelmek tartalmazasi viszonya.

A specializalas a klasszikus értelmezésben a fogalmi terjedelem sztikité-
sét jelenti, ami egyszeri halmazelméleti tartalmazassal modellezhetd. A

The two types of the application have to be separated:

— we make the analysis directly on the mathematical object, then the
hierarchical description appears as a result will refer to the mathe-
matical objects themselves;

— the analysis relies on the names of the mathematical object classes,
the hierarchical description appears as a result neither describes the
logical net of the objects, but the logical net of the language repre-
sentations.

In the second (often used) case the obtained reduced Galois-graph as
visual representation although reflects correctly the contents rela-
tions, but on the basis of the graph the section or the union of the ob-
ject classes can no longer be establish necessarily correctly.

The differentiation of the concepts and potential concepts is important
because only the concepts with names get place in the aimed knowledge
net. It means that during modelling the concepts net, the cliques without
names have to be deleted from the Galois-graph. Of course during the re-
duction of the graph we keep the containing relations, but the knowledge
net in algebraic intellect will no longer be a net regarding to the operation
of the section and union.

2.2. The preparation demand of the model

Nowadays the software producing the Galois-graph is available, but the
practical application of the model is held down because lists describing
the curriculum are not available thoroughly and fully. To collect them the
thorough, careful and time-consuming investigation of the special litera-
ture is necessary.

Modelling of the aimed knowledge net with the Galois-graph expects an
increased requirement from the preliminary analysis, i.e. the rudimentary
knowledge of the aimed knowledge net and the aspects of the examina-
tion have to be laid down exactly already before starting. The aspects of
the examination have to expand beside the mathematical attributes of the
acquiring knowledge and objects to their didactics characteristics which
have to be taken into consideration. This model requires the detailed and
careful analysis of the examined subject matter on one hand, and mathe-
matical, mathematical didactics competence collectivity from its applier
on the other hand. In return for that it supplies such system-viewed visual
model, on what the whole and its parts can be examined simultaneously.

In our research we applied this model on the three subject-matters of the
school-curriculum: on the convex quadrilaterals, vectors and equations.
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tice, i.e. firstly the mathematics teacher composed the controlling series of
tasks and evaluated the pupils’ solutions, after that we analysed the struc-
ture of the series of tasks, and then with this knowledge we examined if the
structural analysis of the pupils’ solutions can give any plus information for
the evaluation;

— participation and giving presentations on international conferences, profes-
sional consultations.

Coming about the character of the hypothesis, the examination of the applicabil-
ity of the model got foreground, so we applied concrete examples in all phases
of creating and examining of the model.

2. CONCLUSIONS AGAINST HYPOTHESISES

Our basic hypothesis (according to which the trichotomical concept description
model based on the formal concept analysis is suit for representing the aimed
knowledge net can be reckoned to be justified in the reason that we applied our
model successfully to analyse two concrete parts of curriculum (the convex
quadrilaterals and the vector concept). From the reduced Galois-graph, as from
the mathematical representation of the aimed knowledge net we can drew wor-
thy, mathematical didactical conclusions. In model theory it naturally remained
an opened question that from what aspects, or by what kind of approximation,
and within what limits can this model be applicable in the mathematical didacti-
cal examinations.

2.1. Consensuses of modelling

In the formal concept analysis concept is the name of the cliques of rela-
tion, i.e. the maximally closed pairs of set of the relation. The ordered
pair of sets serves the characterization of the cliques (extent or intent of
the clique), while the trichotomical concept description model applies the
ordered triple for the concepts (ferminus; extent of the concept; meaning
of the concept). As we mapped the extent of the clique and the extent of
the concept, and mapped the intent of the clique and the meaning of the
concept in this model we had to introduce accessorily the so-called con-
cept of potential concept that suits the clique. The potential concept has
exact extent and meaning, but does not necessarily get a name. In nam-
ing, the theoretical importance and the practical usage of the potential
concept are important.

In our research we pointed out that in applying this model we have to
take the following two circumstances into consideration:
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Galois-grafban egyrészt tiikkroz6dik a specializalas ezen klasszikus értel-
mezése, masrészt a kdvetkezd két informaciot is megjeleniti:

— atulajdonsagok 6roklddnek a sziikebb fogalmi terjedelmekre;
— a grafban megjelenik a specializalas szempontrendszere is.

A Galois-graf szerkezeti felépitésének sajatossaga, hogy az objektum-
halmaz és az attributum-halmaz felcserélésével kapott Gn. transzponalt
targyalasi kontextus Galois-grafja az eredeti graf dualisaval kanonikusan
izomorf, azaz a fogalom altalanositasa illetve specializalasa 1ényegében
egy graf két kiilonb6z6 iranyu olvasataként jelenik meg benne. A Galois-
graf e dualis jellegében pontosan tiikr6z6dik az, hogy a fogalmi tartalom
altalanositasa (illetve specializalasa) mindig a fogalmi terjedelem specia-
lizalasat (illetve altalanositasat) jelenti egyben. Hierarchikus modelliink-
6l leolvashato az altalanositas és specializalas szempontrendszere. (Pél-
dat adtunk arra is, hogy e szempontrendszerek tartalmazhatnak redundan-
ciakat.) /D3.5]

Attekintettiik a konvex négyszogek hierarchidjanak kiilonboz6 prekon-
cepciok alapjan készitett abrazolasait. A kiillonb6z6 grafok elemzése tobb
félreértelmezhetd logikai hibara illetve hianyossagra is rairanyitotta a fi-
gyelmet. Megallapitottuk, hogy a megcélzott tudashalot reprezentald gra-
funk ezen elkovethetd logikai hibak illetve hidnyossagok szamat jelent6-
sen redukalja, hibaforrasként tulajdonképpen csak a nyelvi reprezentaciok
hianyossagaibol adodo félreérthetéségeket tartalmazza. [D2.2-7]

2.5. A statikus modell dinamikai hasznalhatosaga

A redukalt Galois-graf a megcélzott tudashalo egy olyan statikus vizualis
reprezentacidja, amelyen egyidejlileg tanulmanyozhat6 a fogalmi hierar-
chia egésze és egyes részletei is. A tananyagegységek idébeli elrendezé-
séhez, a lehetséges felépitésekhez a grafbol instrukciok nyerhetdk. Ezek
elemzésekor kiemelt jelent6séget kell kapnia annak a kognitiv megallapi-
tasnak, hogy a tudashaloba beépitett ismeretek torlése gyakorlatilag nem
megoldhato.

A tudashald olyan bévitéseiben, amikor 1), absztrakt objektumot kell re-
levansnak tekintett tulajdonsagok alapjan meghatarozni, a Galois-graf se-
gitséget nyujt az absztrakt fogalom megalapozasdhoz sziikséges példak
kivalasztasaban. A példak kivalasztasanak alapelvei a kovetkezok:

— a példa jellegzetesen hordozza magédban az absztrakt fogalom relevans
tulajdonségait;

13



— a példak kozott a nem-relevans tulajdonsagok valtozatos tarhaza is je-
lenjen meg, ellenkezd esetben egy-egy felesleges attributum téves ko-
vetelményként kapcsolodhat az absztrakt fogalomhoz. (A tévhitek ké-
sObbi torlése a tudashalobol mar komoly nehézségekkel jar!)

Az absztrakt vektor fogalmanak kiépitését vizsgalva az absztrakcid
szempontjabol relevans tulajdonsdgok kiemelése és a zavar6 momentu-
mok csokkentése alapjan megallapithato, hogy az absztrakt vektorfoga-
lom kialakitasdhoz a geometriai és az algebrai megalapozasokra egyarant
sziikség van. A megcélzott tudashalo altalunk elkészitett vizualis repre-
zentacioja rAmutatott arra is, hogy a geometriai vektor fogalmanak szere-
peltetése a példak soraban nem az absztrakt vektorfogalom kialakitasanak
iranyaba mutat, hanem a részletes elemzés szerint az osztalyozasi eljaras-
ra szolgaltat egy ujabb példat. Az euklideszi és affin vektorfogalom meg-
alapozasahoz elkészitett Galois-grafok azt mutatjak, hogy a tudashald
szerkezetileg az affin altalanositas soran valtozatlan marad, tartalmaban
is csak csekély kiegészitések kapnak helyet. /D4.7-10]

A magyar tanitasi gyakorlat el6szor a szimmetria tulajdonsagokra épiti a
négyszogfajtak jellemzését, majd ennek fixalddasat kdvetden a metrikus
tulajdonsagok alapjan targyalja a négyszogeket. A kdzépiskolaban alap-
vetéen mar csak a hur- és érinténégyszogekkel egésziil ki a témakor. A
konvex négyszdgekre mindharom kontextusban alkalmaztuk modelliin-
ket. A szimmetridk alapjan elkészitett redukalt Galois-graf a metrikus
targyalas esetén lényegében csak a trapézzal egésziil ki, mikdzben az
egyes négyszogosztalyok tartalma teljesen mas (metrikus) értelmezést is
kap, majd a kozépiskolai altalanositasban a huar- és érinténégyszogekkel
egésziil ki a konvex négyszdgek fogalmi hierarchiaja. A tudashalé e rep-
rezentacidja alapjan megallapithattuk, hogy e felépités esetén az egyes
ismeretegységek kozt kialakult és elmélyitett kapcsolatokat a késébbiek-
ben nem kell térdlni, st az Gjabb tulajdonsdgok a mar meglevo kapcsola-
tokat tovabb erdsitik. Elemzésiink szerint didaktikus a tananyagnak ez a
felépitése, mert az egyes tanitdsi fazisok megcélzott tudashaloi egymasra
éplilnek. /D3.5]

2.6. A modell instrukcioi feladatok és feladatsorok tervezéséhez

Egy tananyagrész redukalt Galois-grdfja felhivja a figyelmet néhany fel-
adattipus fontossagara. A konvex négyszogek témakorében konkrétan
ramutattunk arra, hogy a feladatok jelentds része a fogalomazonositas kii-
16nb6z6 reprezentacioi kozti atjarhatésaga alapjan kivanja a tudashaléban
kiépitend6 kapcsolatokat megerdsiteni. A trichotomikus modell harom
komponensébdl barmelyik megadasa esetén a masik két komponenst is

5. Are there any ways of application of this model as a static net, which con-
nect the static and dynamic views?

6. Does this model give any instructions to planning such tasks and series of
tasks that activate the new units of knowledge?

7. Is this model applicable for evaluating the pupils’ solutions of the control-
ling series of tasks?

1.4. Methods of research

The research is primarily theoretical and analytical, but we also made empirical
examination.

Our main methods of research on the aspect of analysis and modelling were the
followings:

— overview of the concept hierarchies in pedagogical applications and litera-

ture;
analysis and comparison of the advantages and disadvantages of the differ-
ent methods;

looking for the cognitive approach that fits the formal mathematical theory;

— observation of psychological literature of the microstructure of thinking
especially with special regard to the cognitive transaction of generalization
and specialization, as well as the cognitive transaction of abstraction and
the concretization.

comparison of the dichotomical with the trichotomical models of the concept
description in subject matters of teaching mathematics in the secondary
schools, with special regard to the different representational planes,

formal comparison of the mathematical formal concept analysis and the
semantical trichonomical model,

Our applied methods of research in the examination of the suitability of the
model were the followings:

— controlling the function of the developed model through the topic of the
convex quadrilaterals and comparison of the results with the observations;

— we have examined the applicability of the model for research, in such a way
that we have built a model on developing process of the abstract vector’s
concept;

— we have made the examination of the model’s applicability in the process of
the measurement and the evaluation on the basis of the daily teacher prac-
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Kelemen (1984), i.e. the inverse operation of the generalization is the specializa-
tion, and the inverse operation of the abstraction is the concretization.

We examined the process of the abstraction through the foundation of the ab-
stract vector concept. To develop the vector concept different constructions have
been used since decades, which solve and smooth away the different didactics
problems in different ways. The problems of developing the vector concept are a
topic of the researches also these days, of which analysis we applied our model.

1.3. Hypothesis —Fundamental assumption of the research

In our research we have made an attempt at the modelling of the cognitive
knowledge net with an algebraic net, which would make the more exact method
of description of the aimed knowledge net possible.

Fundamental hypothesis

The trichotomical model of the concept description based on the formal
concept analysis is suitable for representing the aimed knowledge net.

If our model is an adequate representation of the aimed knowledge net,
then it could be helpful in realizing of the didactics intentions (in plan-
ning the curriculum on macro level, and in local arranging of the units of
the curriculum in micro level). Moreover the explicit expression of the
aimed target could be a useful help in planning the discovering, practic-
ing and controlling tasks, and in evaluating the solutions of the pupils.
Here we use the expression of suitability in the meaning of worthy infor-
mation can be won with the help of our model in the mathematical didac-
tics analysis accomplished in the topics written above.

According to the fundamental hypothesis in our research we put the following
concrete questions:

1. Which consensuses are needed to make the trichotomical model of the con-
cept description unified with the Galois-graph based on the formal concept
analysis consistent?

2. What preparation is needed to produce the concrete model to help the ex-
act and conscious planning of the teaching-learning process?

3. How much can be the mathematical expectations and the didactics prefer-
ences made consistent in this model?

4. Are there any aspects of the mathematical model that can be applicable for
description the cognitive processes?
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tudni kell azonositani. (A tagadasokat is beleértve ez 2+6 feladattipust je-
lent!) A fogalmi hierarchia alapjan pedig a fogalmak terjedelmére illetve
tartalmara vonatkozdan tovabbi feladattipusok fogalmazhatok meg.
[D3.5]

A feladatsorok jellemzése a feladatok-itemek relacio elemzésén alapul.
Meg kellett allapitanunk, hogy a megcélzott tudashalo explicit el6allitas-
nak hidnyaban az itemlista eldallitdsa szubjektiv, esetenként vitathatd
elemeket tartalmaz. A kiilonboz6 feladatsorok jellemezheték annak alap-
jan, hogy megoldasuk mennyi item ismeretét kdveteli meg. A feladatsor
jellemzdje az is, hogy az egyes feladatok mennyire komplexek, azaz fel-
adatonként hany item felhasznalasaval oldhatok meg az egyes feladatok.

A feladatok-itemek relacid Galois-grafja alapjan bevezettiik a szintkii-
lonbség fogalmat (a szomszédos klikkek itemszamkiilonbsége), ami lehe-
toveé teszi egy feladatsor arnyaltabb jellemzését is. A didaktikusan felépi-
tett tankonyvi példatarak Galois-grafjaban példaul csak kis szintkiilonb-
ségek fordulnak eld, ui. az sszetettebb feladatok megoldasat egyszertibb,
illetve fokozatosan nehezedd feladatokkal készitik eld. Az érettségi fel-
adatsorokban tobb item, komplexebb feladatok és nagyobb szintugrasok
fordulnak eld.

Egy algebrai atalakitasok témakdrében iratott ellendrzédolgozat példajan
keresztiil mutattuk be a strukturalis elemzés nehézségeit. A strukturalis
értékelésben a feladatsor elemzésébdl kell kiindulni. A feladatok kiva-
lasztasa és az itemlista meghatarozasa a szaktanari rutinon és intuicion
alapul. A feladatok-itemek relacié klikkjeinek meghatarozasa felhivja a
figyelmet arra, hogy bizonyos itemcsoportok tobbszor, egylittesen for-
dulnak eld, ami arra utal, hogy a feladatsor az itemek ilyen csoportos
kapcsolddasait preferalja. Tudatos feladatvalasztasok esetén ezek a kap-
csolddasok rejtett tanari preferencidkat jelenitenek meg, amelyek feltara-
sat a feladatsor Galois-grafja el6segitheti. /D5.1]

2.7. A modell alkalmazadsa a tanuloi megoldasok értékelésében

A tanuldi megoldasok hagyomanyos értékelése a tanulok-itemek relacio-
tablan alapul, amely azt az informaciot tartalmazza, hogy az egyes tanu-
16k melyik feladat-itemeket oldottak meg helyesen. Egy adott item tobb-
szor is elofordulhat egy feladatsorban, amit az egyes tanulok bizonyos
feladatokban helyesen oldanak meg, mas feladatokban viszont nem. Sz¢l-
sOséges esetként a kovetkezd két hipotézissel éltiink az item tudasara vo-
natkozodan:
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— instabil tudds hipotézise: az item tudasat” elfogadjuk, ha a tanuld
legalabb egyszer helyesen megoldotta;

—  stabil tudas hipotézise: egy ,item tudasat” csak akkor ismerjiik el, ha
minden el6fordulasakor a tanul6 helyesen oldja meg.

A gyakorlatban alkalmazott értékelések altalaban e két szélsdség kozott
allnak, ui. az egyes itemek elfogadasa stlyozottan torténik annak alapjan,
hogy az esetek hany szazalékaban oldotta meg helyesen a tanulo. /D5.2]

A tanuldk-itemek relacié Galois-grafjat elkészitve akar a stabil, akar az
instabil tudas hipotézise alapjan tobbnyire olyan bonyolult 6sszefiiggésii,
nagyméretii grafot kapunk, amelybdl megalapozott didaktikai kovetkezte-
téseket nem tudtunk levonni.

Példat mutattunk arra, hogy a feladatok-itemek relacio elemzésével eldal-
16 klikkek segitséget nyujthatnak ahhoz, hogy a preferalt item-
kapcsolddasokat a hagyomanyos pontozésos értékelési rendszeren beliil
figyelembe vehessiik. Az itemek mellett a ,,megoldott klikkeket” is pon-
tozva médositottuk az eredeti értékelés. (A klikkek bevonasat az értéke-
lésbe az indokolja, hogy az itemkapcsolddasok felismerését és alkalma-
zasat rendszerszemléletileg tobblettudasként ismerjiik el.)

Megallapitottuk, hogy a hagyomanyos és a klikkeket is figyelembe vevo
értékelés kozott erds korrelacio van. (A korrelacios egyiitthato érté-
ke:0,96) A regresszios egyenestdl tdvolabbra keriilé6 pontokat vizsgalva
eddigi tapasztalatunk szerint a pozitivabb értékeléseket olyan tanulok
kaptak, akik az atlagnal sokkal kitartobban, makacsabbul igyekeznek
egy-egy feladatot megoldani, illetve negativabb értékelést jelent azok
szamara, akik felszinesen inkabb a konnyen megoldhato részleteket ma-
zsolazzak ki a dolgozat feladatsorabol. /D5.2]

3. OSSZEFOGLALAS ES KITEKINTES

Aktualis kutatasunk célja, hogy a megcélzott tudashaldo modellezésére alkalmaz-
zuk a formalis fogalomanalizisen alapul6 trichotomikus fogalomleirasi modellt.

A modellként eldallitott redukalt Galois-graf vizsgalata a kdvetkezdket mutatta:

1. A fogalmi hierarchidk modellezhetok iranyitott ciklusmentes graffal
(DAGe-el), de ezek altalaban nem algebrai halok a metszet és unié mi-
veletére. [D2.1 és 2.8]

2. A modell konkrét alkalmazasaihoz a tantervi el6irasok részletesebb ki-
dolgozasara van sziikség. [D3.1-2]
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the curriculum: do not build such elements in the knowledge net what later can
obstruct the future generalizations, abstractions.

The development of the concepts can be examined in different approaches. We
follow the Vigotszkij (1956) analysis that indicates the syncretism (coincidence
in time) as the first phase of the concept development. In the second phase the
concepts will be complexes, i.e. characterized as sets. In the third phase the so
called positional concept appears, which the pupil can manipulate with, as if it
was an abstract concept, but in determination and identification of the concept
the complex view is decisive. The fourth phase is the stage of the abstract con-
cepts. This conception is simple enough and plastic to come to the mathematical
didactics conclusions in the interpretation of the graphs got as results of the
examinations of generalizations and abstractions.

The external representations can be divided in groups according to what de-
scriptive model is applied for the concept as the object of thinking. The semiotic
examinations essentially distinguish three types: dichotomical, trichotomical and
quadrichotomical models. Tall and Vinner (1981) introduced the expression of
concept image in the mathematical didactics, that handles the concepts in com-
plex mode, together with the belonging knowledge. First of all we have exam-
ined the advantages, disadvantages and the possibility of applications of the
dichotomical and trichotomical model.

Some researchers applied mathematical results and tools for didactics modelling
of the thinking process and concept-building. Piaget and Inhelder made an at-
tempt to describe the thinking process with Boole-algebraic tools (through
physical and chemical tasks). Nowadays there are experiments on the possibili-
ties of the pedagogical applications of the formal concept analysis and the Ga-
lois-graph on different areas.

As a result of these researches the didactics interpretations of the Galois-graphs
are still meagre and in some cases superficial, because the bases of the applied
models are not composed adequately. There are researches also at present in this
subject matter of the concept hierarchies and of the pedagogical evaluations as
well.

We attempted to give precise framings for the models, to get richer didactics
interpretations from mathematical didactics view with the help of the formal
concept analysis and the trichotomical concepts descriptions model.

In the topics of the thinking process we deal with the operations of the generali-
zation and abstraction more detailed. About these thinking processes the psy-
chological standpoints are different, we followed the conception introduced by
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each other, therefore the mathematical relations are effectual tools of their mod-
elling, and we can use the graphs of these relations for visualizing the connec-
tions.

According to the representational theories two moments help effectively the
convenient built in of some new knowledge or concept into this knowledge net:
— more kinds of representation of the knowledge and concepts have to be
built in the knowledge net;
— the new knowledge and concepts have to be connected into the already ex-
isting knowledge net as much points as possible.

There are different groupings of the representations. We have made examina-
tions on the basis of the more widespread Bruner-type enactive, iconic and
symbolic representations using the modification we separate the language rep-
resentations. The characters of the language and the mathematical symbols are
basically different from each other, because the mathematical symbols are free
from redundancy, operate with necessary and sufficient conditions, while the
language expressions are redundant and based on typical properties that allow
the exceptions, moreover the language logics and mathematical logics are dif-
ferent.

The examination of the multiple representations highlighted facts that the sign of
the iconic representations are in the ,,creative cerebral hemisphere”, however the
sign of the symbolic representations are in the other cerebral hemisphere that is
,responsible for the logic”. In teaching mathematics besides the illustration we
also have to emphasize the visual concept-building.

According to the cognitive standpoint pupils have to build in the new knowl-
edge into their already existing concepts net during learning. Parallel using of
the different representations help the new knowledge being multiply built into
the internal representation. The ambition on the visual concept-building results,
that not only the symbolic but also the iconic representation appears in the other
cerebral hemisphere. To deepen and strengthen the new connections created in
the widening, enriching knowledge net the new knowledge has to be activated.
In teaching mathematics the new knowledge is practiced by solving tasks. Se-
lection of the exercises will have an effect not only on deepening the new con-
nections, but also on creating new connections, if we choose the exercises from
the practical applications, thus the new knowledge will be connected to more
elements of the already existing knowledge net.

According to the cognitive view, the existing, strengthened connections among
the elements of the former concepts net can not be cancelled, it would cause
almost inextricable difficulties. The teaching process has to be conformed to
this principle. It has a determinate importance in developing the construction of
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A redukalt Galois-graf a megcélzott tudashald egy olyan szemléletes
reprezentacioja, amelyen egyidejileg vizsgalhaté az egész és egyes
részletei. [D2.8; 3.5 és 4.7]

Kognitiv nézépontbdl a redukalt Galois-graf a megcélzott tudashald
modelljeként szemléletesen tiikrozi az altalanositas-specializalas €s az
absztrakcio-konkretizacid dualis mivelet parok alaptulajdonsagait
[D3.5; 4.7 és 4.9]

A feladatsorok pontosabb jellemzéséhez alkalmas eszkdz a Galois-graf,
ami segiti feltarni a rejtett szaktanari preferencidkat. /D5.2]

A tanul6i tudas instabilitdsa miatt a tanulok-itemek relacié Galois-
grafja nagyméretli, bonyolult 6sszefiiggésti graf, melyekbdl megalapo-
zott didaktikai kovetkeztetéseket nem tudtunk levonni. A tanuldk fel-
adatmegoldasait mi a stabil és instabil tudds hipotézise alapjan is vizs-
galtuk. /D5.1-2]

17



1. INTRODUCTION

1.1. Reasons for choosing the topic of the thesis

One of the missions of teaching mathematics is to develop the skill of pupils’
concept-building with the specific means.

The concept-building is a complex process that is difficult to examine, because
the subjective internal representation of the concepts is not available for us by
direct methods, moreover the single concept gets a meaning not by itself but
only by the connection system of the other concepts.

Therefore the examination of the concept-building is necessarily a model exami-
nation, since we try to conclude on the internal thinking processes on the basis
of the external representations appearing by the means of communication,
meanwhile we have to consider all the limitations and possible mistakes of the
model’s method:

— a model always simplifies and approaches the reality only from specific
aspects;

— all the models can be used only among given limitations.

The different disciplines try to model the concept-building of course by their
specific views and toolbars. In the mathematical concept-building the sense gets
the central role and the symbolic language of mathematics make the concepts’
description more precise and more clearly arranged.

In our research we have made an attempt to use mathematical results and tools in
mathematical didactics examination of the concept-building process. The Hun-
garian National Curriculum set as a teaching aim not to teach the mathematics
for the pupils but to develop the pupils’ thinking and view by the means of
mathematics. The didactics examination of the mathematical concept-building
naturally can not be reduced on didactics adapt of the mathematical definition
forms (explicit, implicit and inductive definitions).

In the last thirty years my personal experiences I got at different types of schools
and universities as a teacher or a student made me certain that the learnt con-
cepts are being built in the knowledge net in bunched in smaller groups, while
these concept groups sharply separate from each other.

This result of the concept-building process keeps back, even makes the success
of the system view expressly impossible. I got also similar observations in work-
ing on the fields of education management and energetic.
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In the first half of the 90s such educational experiment got chance in the PSZM
Project, which unlike the traditional frame of subjects wished to organize the
knowledge to be attained around the interdisciplinary concepts. The interdisci-
plinary character of these experimental subjects helps the knowledge being or-
ganized into a different tendency of network. The more completely built con-
cepts net is advantageous also in the development of the system view.

I led the introducing experiment of the bases of scientific model building. During
the examination of the hierarchical models I got in work relationship with Viola
Takacs, thus 1 could take a part in her research of comparison the physics
schoolbooks. Her persistent belief in pedagogical adaptability of the Galois-
graph has made a deep impression on me, while I also got a possibility of a sys-
tem viewing examination of the pedagogical measuring-evaluative systems.
During this work I became convinced of the efficiency of this method, and at the
same time of the difficulty of applying this method. As a result of that the Simu-
lator for Windows software was prepared by my monitoring.

The mathematical didactical literature argues with the different aspects of the
concept-building abundantly. On the other hand surprisingly the Galois-graph
suitable for describing the concept hierarchy did not get place in the mathemati-
cal didactical analysis, although nowadays there are attempts to apply it also in
case of other subjects. In the last decade I examined the possibilities of mathe-
matical didactics application of the Galois-graph as a modelling tool. Introduc-
ing the Galois-graph as a tool in the mathematical didactics analysis means that
we use the formal concept analysis in modelling the teaching of the precise and
abstract mathematical concepts. Creating this model requires an accurate, careful
and reliable work, and as a result of it we win such a visual view about the con-
cept hierarchy, on which we can examine the totality and the details of the hier-
archy at the same time.

1.2. The antecedents of examining the concept net

These days the representatives of different disciplines deal with the research of
the knowledge net. The expression of knowledge net is used in double meaning
in the literature: the concept of the external and the internal representational
net. According to the cognitive standpoint the available external representation
of the knowledge corresponds to some kind of internal representation of the
knowledge, and the researchers usually infer a strong connection between the
level of the internal and external representation. The internal representational
net can be examined only by indirect method, i.e. by the external representation
as a model. The elements of the external representational net are set of the ob-
jects, called ideas, concepts, etc. These objects are in a strong connection with
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