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Bevezetés

A hélézatelmélet a diszkrét valdszinliségelmélet egy aktivan tanulméanyozott te-
riilete, melynek eredményeit széles korben alkalmazzdk. A témakorrel foglalkozo
kutaték tobb, eltérd tipusi valds halozatot vizsgaltak, mint példaul a world wide
web (WWW), az Internet, a szocidlis- és bioldgiai hdlézatok. Az elmilt néhany
évtizedben szamos véletlen graf modellt vezettek be a valésdgban el6fordulé ha-
l6zatok leirasara és modellezésére.

Ebben a dolgozatban egy 1j véletlen graffejlodési mechanizmust definidlunk,
valamint az evoliciés folyamat eredményeként 1étrejovo véletlen graf modellt ta-
nulményozzuk. A modell fejlédését minden 1épésben N csiics kolesonos interak-
ciéja hatdrozza meg, ahol N > 3 rogzitett egész szam. A graf evolicidja sordn
az egyes lépésekben egymastol fiiggetleniil véletlen szamu 1j csics csatlakozik a
grafhoz, melyek egy teljes grafot formalnak. Az egy 1épés sordn a grafhoz csatla-
kozd 1j cstcsok szama korlatos valészintiségi valtozd, melynek eloszlasa a modell
paraméterei altal rogzitett. Az interakcidban részt vevo régi cstucsok kivalaszta-
sa torténhet a preferential attachment szabaly szerint vagy pedig egyenletesen
is. A vizsgdlt modellben az M-csicsi teljes grafokat (1 < M < N) stlyokkal
jellemezziik. Egy adott M-cstcsu teljes graf sulya azt mutatja meg, hogy az ed-
digi 1épések soran hany alkalommal vett részt interakciéban. A silyok értéke az
evolicids folyamat soran né.

Célunk a modellt jellemz6 mennyiségek aszimptotikus viselkedésének vizsgé-
lata és meghatérozasa.

A témakorhoz tartozo irodalmi el6zmények attekintését kovetéen a dolgozat
elsé részében megadjuk a vizsgalt modell pontos matematikai definiciéjat és is-
mertetjiik a modellre vonatkozé f6 eredményeinket. Megvizsgaljuk a modellt jel-
lemz&é mennyiségek, a sulyok és fokszamok aszimptotikus viselkedését, igazoljuk
a modell skélafliggetlenségét.

A dolgozat mésodik részében a modell egy specidlis esetét, az N-pontos mo-
dellt tanulményozzuk. Az N-pontos modell a Backhausz Agnes és Méri Tamés
(2012, 2014) altal bevezetett haromszoges modell &ltaldnositdsa. Kiterjesztjiik
Backhausz és Méri haromszoges modellre vonatkoz6 bizonyos eredményeit az N-
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pontos modellre. Altaldnositjuk egy rogzitett cstics stlydnak és fokszaménak,
valamint a maximalis sily és a maximalis fokszdm aszimptotikus viselkedését
jellemzé eredményeket. Ezen felil egy rogzitett M-klikk (2 < M < N) silya-
nak aszimptotikus viselkedését is meghatarozzuk. A bizonyitasok soran foként
martingalelméleti eredményeket alkalmazunk.



Irodalmi el6zmények

Ebben a részben roviden ismertetjiik a véletlen grafok elméletének irodalmi eloz-
ményeit. Ezen részleges attekintés soran azon eredményekre és modellekre helyez-
ziik a hangsulyt, melyek valamilyen médon kapcsolédnak a disszertacié alapjaul
szolgald véletlen graf modellhez, valamint a modellre vonatkozé eredményekhez.

Véletlen graf modellek, illetve azokkal kapcsolatos eredmények elészér Yu-
le (1925), illetve Simon (1955, 1960) cikkeiben jelentek meg, mégis az elmélet
alapjait Erdés Pal és Rényi Alfréd (1959, 1960), valamint Edgar Nelson Gilbert
(1959) nevéhez kothetjiik. 1959-ben egyszerre, egymdstdl fiiggetleniil az aldbbi
két modellt vizsgaltdk. Az Erdés-Rényi véletlen graf modellben adott n cstcs,
melyek kozott véletlenszertien hizunk be elére adott N szamu élt tgy, hogy
minden lehetséges elrendezés azonos valdszintiséggel fordul elé. Erdés és Rényi
den lépésben az el6z6 1épéstdl fliggetleniil htizunk be egy élt egyenletesen. Ez azt
jelenti, hogy a (k + 1)-edik 1épésben a lehetséges (5) — k él mindegyikét azonos
téségét az adja, hogy segitségével a graf egy fejlédési folyamat eredményének
tekinthetd, ennek kovetkezményeként pedig jabb szempontok szerint vizsgalha-
t6 (l4sd példdul Janson (1987)). Erdds és Rényi munkdjival egyiddben Gilbert
(1959) egy nagyon hasonlé modellt vizsgdlt. Gilbert modelljében a csiicsok szdma
rogzitett és barmely két csticspart 6sszekoto élt egymastdl fliggetleniil azonos p
valésziniiséggel hizhatunk be. Az itt szerepld p valdszintliséget €l valésziniiség-
nek is nevezik. Ezeket a modelleket foként diszkrét matematikai, kombinatorikai
allitasok igazolasara alkalmaztdk. Erd6s és Rényi, valamint Gilbert munkéja a
véletlen grafelméleti kutatasok fellendiilését vonta maga utan. A fenti modellekrél
és tulajdonsagaikrél, valamint a véletlen grafok elméletének fejlédésérdl részletes
attekintést adhat példaul Bollobas (2001), Newman, Barabasi és Watts (2006),
Durrett (2007), Newman (2010), Janson, Luczak és Rucinski (2000) és van der
Hofstad (2017) konyve.

Napjainkban a véletlen grafok vizsgalata a diszkrét valdszintiségelmélet egyik
legnépszeriibb teriilete, melynek egyik fontos alkalmazasa a valésagban el6forduld
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hélézatok modellezése. Az egyik legtobbet vizsgalt virtualis halézat a world wide
web (WWW), melyet egy olyan irdnyitott graffal irhatunk le, melynek csicsai
a weboldalak, az éleknek pedig az egyes oldalakra mutaté hivatkozasok felelnek
meg. Hasonlé valés halozat az Internet, melynek cstcsai a routerek, éleit pedig
a kozottik létrejovo fizikai kapcesolatok, a vezetékek hatdrozzak meg. Szocialis
hélézatok esetén a cstcsok legtobb esetben embereket, a csicsok kozott futod
élek pedig a kozottiik 1évé kapcesolatot jeloli. Erre példa a kozos filmben szerepl6
szinészek szocidlis haldzata, ahol a csiicsok a szinészek, és két csics akkor van
Osszekotve, ha a nekik megfelel$ szinészek kozos filmben jatszottak. Ide sorolhato
a kutatok egytittmiikodési haldzata is, mely az eléz6 példahoz hasonléan konst-
rualhaté meg. Ebben a grafban a cstcsok a kutatok, és két csiics pontosan akkor
szomszédos, ha a nekik megfeleld kutaték kozos cikket irtak.

Empirikus kutatasok igazoltak, hogy a valésagban el6fordulé nagy halézatok
jelentds része kozos tulajdonsagokkal rendelkezik. Ilyen példaul a kis vilag tulaj-
donsag, ami réviden azt jelenti, hogy a csiicsok atlagos tavolsiga a graf méretétol
fiiggetleniil kicsi. Ezt a jelenséget magyardzta Watts és Strogatz (1998) modellje.
A kisvildg tulajdonsagrdl, illetve az azzal kapcsolatos eredményekrol részleteseb-
ben olvashatunk példdul Watts (1999), Durrett (2007), Newman (2010) vagy
van der Hofstad (2017) kényvében. Lasd még van der Hofstad (2018) jelenleg
készilé konyvét. A tapasztalati eredmények azt mutattik, hogy szamos valds
hélézat egy masik kozos jellemzGje a skalafiiggetlenség, lasd példaul Barabési és
Albert (1999), Albert és Barabdsi (2002), Durrett (2007), van der Hofstad (2017).
Ezek alapjan skalafiiggetlenségen azt értjik, hogy a graf méretének névekedésével
a k fokua csucsok relativ gyakorisdga (1 valdsziniiséggel) konvergdl a ¢ fokszam-
eloszlashoz, mely aszimptotikusan hatvanyrendben cseng le, azaz g ~ Ck™"
k — oo esetén, ahol C és v alkalmas konstansok. Az itt szerepld v hatvanyki-
tevét karakterisztikus kitevonek nevezik, mely a legtobb modell esetében 2 és 3
koz6tti értéket vesz fel. Altalaban v € (2, 00) teljesiil.

Az Erdés-Rényi véletlen graf esetében a fokszameloszlas aszimptotikusan Po-
isson, amint a csicsok szdma tart a végtelenbe (ldsd példaul Newman (2010)).
Azaz az aszimptotikus fokszameloszlds exponencidlisan cseng le, igy a modell nem
magyardzza a tapasztalati eredményeket. A legtobb valés hélézat mérete az id6
elérehaladtaval né. Emiatt a halézatok fejlédésének leirdsara az idében fejlédo,
dinamikus grafmodellek alkalmasak. Az Erdds-Rényi véletlen graf az tigynevezett
statikus modellek kozé sorolhatd. Az ilyen tipust modellekben a graf mérete, azaz
a cstucsok szama rogzitett, nem valtozik az id6vel. Egy fejlodé haldzat esetében
egy statikus modell a halozat egy rogzitett idépontbeli allapotat irhatja le. Ezen
okok miatt Erdos és Rényi modellje, valamint a hasonlé tipusi modellek nem
alkalmasak a valésdgban el6forduld hélézatok fejlodésének leirdsara és vizsgala-
tara.

A skalafiiggetlenség jelenségének magyardzataként Barabési-Albert Lészl6 és
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Albert Réka (1999) bevezette a preferential attachment modellt, melyet a kovet-
kezOképpen adtak meg. Barabdasi és Albert modelljében egy kis szamu csicsot
tartalmazo6 cstcshalmazbél indulunk ki. Minden 1épésében egy 1j csics és m 1j
él csatlakozik a grafhoz, melyek az 0j csicsot véletlenszeriien kivalasztott régi
csucsokhoz koti. Egy régi d; foka csucs kivalasztasanak m; valdszinlisége ardnyos
annak d; fokszdamaval, azaz m; = Z - . Ez a preferential attachment szabaly,

azaz az 0j csucsot nagyobb valoszmuseggel kotjik Ossze olyan régi cstucesal, ame-
lylknek nagyobb a fokszama Barabdsi és Albert c1kkeben a modell lelrasa infor-
skalafuggetlensegenek matematikai bizonyitasat d < nis eseten Bollobas, Rior-
dan, Spencer és Tusnddy (2001) adta meg (itt d a fokszdmot, n a 1épések szaméat
jeloli). Megjegyezzik, hogy a fokszamokkal aranyos valészintliség szerinti vélasztas
mér a legelsé modellekben is megjelent (14sd példdul Yule (1925), Simon (1955)).

A korabban felsorolt példak mind skalafiiggetlen hélézatok. A WWW eseté-
ben a skalafiiggetlen viselkedést elészor Kumar, Raghavan, Rajagopalan és Tom-
kins (1999), valamint Barabdsi és Albert (1999) ismerte fel. A weboldalak be-
és ki-fokainak eloszldsa hatvinyfiiggvényt kovet, a be-fokok esetén v, = 2.1, a
ki-fokok esetén ~i; = 2.7 karakterisztikus kitevikkel. Faloutsos, Faloutsos és Fa-
loutsos (1999) becslése alapjan az Internet esetén a karakterisztikus kitevo értéke
2.15 és 2.20 kozé esik. A haldzat és az elérheté adathalmaz névekedésével a ka-
rakterisztikus kitevd becslése napjainkban v = 2.3 (Albert és Barabdsi (2002)).
A ko6z6s filmben szerepld szinészek szocidlis halézata esetében v értéke szintén
2.3 (Barabési és Albert (1999)).

A preferential attachment modell hatdsira az elmilt két évtizedben szamos
1j véletlen graf modellt tanulmanyoztak.

Kleinberg, Kumar, Raghavan, Rajagopalan és Tomkins (1999) a véletlen gréif-
modellek egy 1j csaladjat definidlta. Ide tartoznak azok a linedrisan, illetve expo-
nencialisan fejlédo irdnyitott véletlen graf modellek, melyeket Kumar, Raghavan,
Rajagopalan, Sivakumar, Tomkins és Upfal (2000) javasoltak a WWW leirdséra.
A Kumar et al. (2000) altal vizsgdlt modellekben az 14j élek sztochasztikus ma-
solds alapjan jonnek létre. A linedris esetben példaul a graf a kévetkezd médon
fejlédik. Minden 1épésben egy di; > 0 ki-fokt csticsot adunk a grafhoz. Elészor a
régi cstucsok koziil egyenletesen védlasztunk egy p prototipus csicsot. Az 1Gj csics
i-edik kifut6 élét egy elére adott 0 < a < 1 valdsziniiséggel egyenletesen kotjitk
be egy mar 1étezd csicshoz, 1 —« valdszintliséggel pedig a p prototipus csics i-edik
kifuté élének p-tél kiillonbozd végpontjadhoz. Kumar et al. (2000) megmutattak,
hogy a k foku csticsok ardnya konvergdl valamilyen ry, (k € Z7) eloszldshoz, mely
polinomiélisan csokken, azaz igazoltak a modell skalafiiggetlenségét. Kumar et al.
(2000) modelljében az 4j csticsok ki-foka feliilrél korlatos és nem fligg a prototipus
csucs fokszamatol. Bebek, Berenbrink, Cooper, Friedetzky, Nadeau és Sahinalp
(2006) egy Pastor-Satorras, Smith és Solé (2003) &ltal bevezetett masoldson ala-
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pul6 modellt vizsgél, illetve dltaldnosit. Pastor-Satorras et al. (2003) modelljében
a grafhoz csatlakozd 4j cstcs fokszama fiigg a kivalasztott prototipus cstics fok-
szématdl. Bebek et al. (2006) egyik f6 eredménye az, hogy (a Pastor-Satorras
et al. (2003) cikkében szerepld allitassal ellentétben) a vizsgdlt modellben nem
igaz az, hogy a fokszameloszlas aszimptotikusan hatvanyfliggvényt kévet expo-
nencialis levagassal. Ezzel egyiitt megadjik a Pastor-Satorras et al. modell egy
olyan altalanositasat, melyben egy korrekcids 1épés segitségével elérik, hogy a cst-
csok fokszamainak minimuma pozitiv legyen. Ezen altalanositott modell esetében
(feltéve azt, hogy az aszimptotikus fokszdmeloszlds létezik) igazolnak skalafiig-
getlenséget.

Cooper és Frieze (2003) a webgréafok egy dltaldnos modelljét vezette be, illetve
igazolta tobb esetben annak skalafiiggetlenségét. A modell fejlédése soran minden
lépésben 1 — o valészinliséggel egy 1j csiics, a valdszintiséggel pedig egy mér
meglévé csics general véletlen szamu Gj élt. Mindkét esetben a létrejovo élek
szamanak eloszldsa rogzitett, a részt vevo csticsokat pedig vagy egyenletesen, vagy
pedig a fokszdmukkal ardnyos valdsziniliséggel (azaz a preferential attachment
szabédlynak megfelel6en) vélaszthatjuk ki. A modell egyik érdekessége, hogy 1j
élek mar korabban létez6 cstiicsok kozott is 1étrejohetnek.

Wang, Yang és Wang (2009) a preferential attachment modell egy olyan vél-
tozatat ismertette, melyben a csicsok szerepét mind a kiindul6é grafban, mind
pedig a graf fejlédése soran klikkek veszik at. Ebben a modellben klikkek egy
kis elemszamu csoportjabdl indulunk ki. A grafhoz minden lépésben egy 1j klikk
csatlakozik, melyet m mar létez6 klikkhez kapcsolunk a preferential attachment
szabalynak megfeleléen. Egy klikk esetében fokszam alatt a kapcsolatok szamét
értjiik, azaz egy klikk fokszama megadja, hogy az adott klikk hany masik klikkhez
csatlakozik a grafban. A modellben szereplé klikkeket csticsoknak, a kézottiik 1évo
kapcsolatot pedig éleknek feleltetve meg egy 1j G grafot kapunk. Az eredeti graf-
ban egy adott klikk fokszdmat értelmezhetjik gy, mint a neki megfeleld csics
fokszama a G grafban. Szimulaciés eredményekkel is alatamasztottak, hogy a csu-
csok és a klikkek fokszameloszlasara is teljesiil a skalafliggetlenség. Amennyiben
a klikkek mérete 1, a modell a preferential attachment modellel egyezik meg.

Backhausz és Mori (2012, 2014) egy olyan véletlen graf modellt definiélt, mely-
nek fejlédését minden 1épésben 3 cstics kolesénhatdsa hatarozza meg. Backhausz
és Mori haromszoges modelljében a kiindul6 graf egyetlen haromszog. Az egyes
lépésekben egy elore adott p valdszintliséggel egy 1j csucs csatlakozik a grafhoz,
mely két mar 1étez6 cstcesal formél Gj haromszoget. 1 — p valdszintiséggel a graf
mérete nem né, ebben az esetben 3 mar 1étezd csics 1ép kélesonhatéasba. A modell-
ben a csiicsok pozitiv stllyal rendelkeznek, mely az evolticids folyamat soran né.
Backhausz és Méri (2012, 2014) modelljének graffejlédési mechanizmusa bizonyos
értelemben hasonl6 a Cooper és Frieze (2003) altal bemutatottal. Mindkét modell
esetében a régi csticsok kivalasztdsa torténhet a preferential attachment szabaly
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szerint, illetve egyenletesen is, am Backhausz és Méri a preferential attachment
szabalyt fokszamok helyett a csicsok silyaira alkalmazta. Azaz az egyes 1épések
soran a kolcsonhatasban részt vevo régi cstucsok preferential attachment vélasz-
tas esetén a sulyukkal ardanyos valdszintiséggel keriilnek kivalasztdsra. Backhausz
és Méri martingalelméleti modszerek alkalmazasaval igazolta a modell skalafiig-
getlenségét mind a csucsok sulyaira, mind pedig a fokszdmokra vonatkozéan. A
haromszoges modellben az élek és a haromszogek silyainak skélafiiggetlenségét
Fazekas, Noszély és Perecsényi (2015) bizonyitotta.

Fazekas és Porvazsnyik (2013) a haromszoges modell egy azon dltaldnositasat
vizsgalta, amelyben a graf evolicidja minden 1épésben 4 cstics interakciéjan alap-
szik. Kiterjesztették a haromszoges modellre vonatkozd bizonyos eredményeket,
nevezetesen, skilafiiggetlenséget igazoltak mind a csiicsok stlyaira, mind pedig
a fokszamokra a 4-pontos modellben. A 4-pontos modellre vonatkoz6 bizonyi-
tasok azt mutattdk, hogy a modell és az eredmények kiterjeszthetéek egy még
altaldnosabb N-pontos modellre is. Fazekas és Porvazsnyik (2016b) megadta az
N-pontos modell definicijat, tovabba bizonyitotta a csticsok silyainak és foksza-
mainak skdlafiiggetlenségét. Az N-pontos modellben az M-klikkek (2 < M < N)
sulyainak skalafiiggetlen viselkedését Fazekas, Noszdly és Perecsényi (2015, 2018)
igazolta.

Nem minden nagy valés halézat skalafiiggetlen. Erre példa az egyik legna-
gyobb kozosségi oldal, az online szocidlis halézatok kozé sorolhaté Facebook (Gjo-
ka, Kurant, Butts és Markopoulou (2010), Ugander, Karrer, Backstrom és Mar-
low (2011)). Ebben a halézatban a csucsok a regisztralt aktiv felhasznaldk, két
felhasznalot pedig akkor kot 6ssze él, ha egymas ismerdsei a rendszerben.

Az elmult években a preferential attachment modell tobb kritikat is kapott.
A kritikdk alapjat egyrészt az adja, hogy a matematikai modell bizonyos esetek-
ben nem magyarizza a tapasztalati eredményeket. Willinger, Govindan, Jamin,
Paxson és Shenker (2002) eredményei példaul azt mutatjék, hogy az Internet mo-
dellezésére nem minden esetben alkalmas a preferential attachment modell. Més
esetekben a matematikai modell bar magyarazza a halozat globalis jellemzbit,
am a lokdlis tulajdonsdgok esetében eltérést tapasztalhatunk. A (lok4lis) klasz-
terezettségi egytitthatd, melynek értéke 0 és 1 kozé esik, azt mutatja meg, hogy
a grafban a cstcsok szomszédai milyen mértékben szomszédai egymasnak is. Egy
graf (lokalis) klaszterezettségi egyiitthatdjat a grafot meghatdrozé csicsok klasz-
terezettségi egyiitthatéinak atlagaként kaphatjuk meg, amely egy csiics esetében
nem mas, mint a csics szomszédai kozott futd élek szamanak és az Sket Ossze-
koté Osszes lehetséges él szamanak ardnya. Jacob és Morters (2015) cikkében az
alabbit olvashatjuk:

"The most popular quantities used to measure the local clustering of networks
are the clustering coefficients, which are measured to be positive in most real
networks, but which invariably vanish in preferential attachment models that do
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not incorporate further effects...”

Mig a klaszterezettségi egyiitthatd értéke a legtobb valds halézatban magas,
addig a csak preferential attachment szabdly szerint fejléd6 modellekben 0-hoz
kozeli (Albert és Barabdsi (2002), Gémez-Gardeiies és Moreno (2004)). Az ilyen
tipusu ellentétek megoldasara tobb j modellt vezettek be és tanulméanyoznak je-
lenleg is, melyekben més (példdul térbeli) jellemzdk figyelembevételével médosit-
jak a preferential attachment modellt azzal a céllal, hogy a graf a valos halézatok
megfigyelt lokalis jellemzoit is magyarazza. Lasd példdul a Spatial Preferred At-
tachment (SPA) modell, Cooper, Frieze és Pralat (2014), Aiello, Bonato, Cooper,
Janssen és Pratat (2009).

Megjegyezziik, hogy a preferential attachment modellre vonatkozé kritikdk
annak fontossdgat nem vonjak kétségbe. A modell szdmos valds halézat leirdsa-
ra alkalmas. A preferential attachment modell jelentds mértékben hozzajarult a
grafelmélet fejlédéséhez és a valds haldzatok megértéséhez.

A fokszameloszlas mellett a véletlen graf modellek mas tulajdonsagait is ér-
demes vizsgélni. Ilyen tulajdonsag példaul egy rogzitett csics fokszdmsorozata,
illetve a maximalis fokszam aszimptotikus viselkedése. Preferential attachment
tipustt modellekben egy rogzitett csics fokszamsorozatat, illetve a maximélis fok-
szémot tanulmanyozta példdul van der Hofstad (2017), Katona és Méri (2006),
Lindholm és Vallier (2011).

Egy jol ismert technika a maximalis fokszam névekedésének vizsgalatara Moé-
ri (2002, 2005) martingdlos mddszere (1dsd még Durrett (2007), van der Hofstad
(2017)). Méri (2002, 2005) egy-paraméteres skélafiiggetlen véletlen fék csaladjat
tanulmanyozta. Részletesen vizsgalta azokat a modelleket, melyekben egy k fo-
ki csticsot barmely 1épésben k egy linedris fliggvényével ardnyos valésziniiséggel
véalasztunk. A Barabasi-Albert véletlen fa specidlis esete a modellnek. Moéri mart-
ingalelméleti eredmények alkalmazisaval - més eredmények mellett - igazolta,
hogy a lépések n szamanak alkalmas, a modell paraméterétdl fiiggd hatvanyaval
normaélva a maximalis fokszadm majdnem biztosan konvergél egy pozitiv valdszi-
niiségi valtoz6hoz, amint n tart a végtelenbe. Méri (2007a,b) egy rogzitett cstcs
fokszamat, valamint a maximalis fokszamot is tanulméanyozta egy 2-paraméteres
skalafiiggetlen véletlen graf modellben. A haromszoges modellben Backhausz és
Mori (2012, 2014) megadta egy rogzitett csics stlyanak és fokszdmdanak, vala-
mint a csicsok esetén a maximalis suly és a maximalis fokszdm aszimptotikus
viselkedését. A haromszoges modellre vonatkozo ezen eredményeket Fazekas és
Porvazsnyik (2016a) terjesztette ki a hdromszoges modell dltaldnositdséra, az N-
pontos modellre. Emellett meghatdroztak egy rogzitett M-klikk (2 < M < N)
sulyanak aszimptotikus viselkedését is az N-pontos modellben.



1. fejezet

Egy klikkek interakcidjan
alapulé modell

Ebben a fejezetben definidljuk az értekezés alapjat képezd véletlen graf modellt.
Latni fogjuk, hogy modelliink hogyan kapcsolédik, illetve milyen tulajdonsagok-
ban tér el a korabban bemutatott modellektdl. Ismertetni és bizonyitani fogjuk
f6 eredményeinket, tobb esetben igazoljuk a vizsgalt modell skéilafiiggetlenségét.

Motivacié. Modelliinket az egyes személyek, cégek, szervezetek, ... kozott
létrejovo aldbbi tipusi egyiittmiikodés inspirdlta. Legyen N > 1 rogzitett egész
szam. Az egyuttmiikodés alapegysége egy N résztvevébél all6 csoport. Egytittmii-
kodés alatt azt értjilk, hogy ezen csoport minden tagja ugyanabban az idépont-
ban egyiittmiitkodésbe, vagy mas szoval interakcidba 1ép a csoport minden téle
kiilonbo6z6 tagjaval. Grafelméleti eszkozokkel ezt a kovetkezdképpen irhatjuk le.
Az N résztvevébol 4llé csoportot egy N elemil csicshalmaznak, a résztvevék ko-
z0tt 1étrejové kapcsolatot pedig a cstucsokat Osszekotd éleknek feleltethetjik meg.
Igy az N résztvevd kozotti egyiittmiikodést egy N csticst teljes graffal adhatjuk
meg. Tovabba N cstcs interakcicja alatt azt értjiik, hogy az N csics kézott min-
den (még nem létezs) élt behtzunk és igy egy N cstcst teljes grafot kapunk.
Az egyszerliség kedvéért egy N csics interakcidja altal meghatdrozott N csticst
teljes grafot a tovabbiakban N-klikknek fogunk nevezni. Ahogyan az idében el6-
re haladva egy csoport ugyanazon N résztvevéje ujra és ujra egyiittmiikodhet,
ugy a grafmodell evoliciéja soran adott N cstics tobb alkalommal is N-klikket
formalhat. Ha N személy egyiittmiikodik, akkor annak barmely részhalmaza is
egylittmiikodik. Egy egyiittmiikodés altalaban valamilyen pozitiv hatassal van a
résztvevokre, példaul néveli a csapat jelentéségét, erdsit valamilyen képességet,
... . Ezt a tulajdonsiagot a modellben azzal fejezhetjiik ki, hogy az egyes 1épé-
sekben az interakciéban részt vevo csuicsok altal meghatarozott N-klikkhez és

9
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annak minden részklikkjéhez olyan nemnegativ mennyiségeket, stulyokat rende-
liink, amelyek minden olyan esetben nének, amikor az adott klikk interakciéban
vesz részt. Az ujonnan létrejové klikkek kezdeti silya minden esetben 1. Ha egy
klikk interakcioban vesz részt, a sulya 1-gyel n6. Tehat ha egy N-klikk silya
eggyel n6 az interakcié soran, akkor ezen N-klikk barmely részklikkjének a silya
is eggyel no. fgy egy adott klikk sulya azt mutatja meg, hogy az eddigi lépések
soran hany alkalommal vett részt interakciéban.

1.1. A modell definicigja és alapveto tulajdonsagai

Ebben az alfejezetben megadjuk a dolgozatban vizsgalt véletlen graf modell pon-
dellben csak azokat a teljes grafokat nevezziik klikkeknek, amelyek egy a cstcsaik
kozotti interakeié eredményeként jottek 1étre. Ezért mdr létezd klikk alatt minden
esetben pozitiv sillyal rendelkez6 klikket értiink.

Legyen N > 3 rogzitett egész szam. A kezdeti n = 0 id6pontban legyen adott
N cstcs, melyek interakciéba 1épve egymassal egy N-klikket alkotnak. Legyen
ezen grafnak és minden klikkjének (azaz az N csucsnak, az (];[ ) élnek, ..., az
(1\1\2) M-klikknek (M < N)) a kezdeti silya 1. A graf fejlédési folyamatat a ko-
vetkez6 diszkrét idejii modellel adjuk meg. Minden n = 1,2,... id6pontban N
csucs kertill kivalasztasra, melyek interakcioba lépve egymassal egy N-klikket al-
kotnak. A grafmodell evolicidja soran az interakciéban részt vevo cstcsok altal
meghatarozott Gj klikkek kezdeti stlya legyen 1, az interakciéban részt vevé mar
l1étezé klikkek sulyat pedig eggyel noveljik. Azaz egy mar 1étezé klikk silya pon-
tosan akkor né, ha interakciéban vesz részt, és ekkor a sulynévekedés mértéke 1.
Tovabba, ha egy evolicids 1épés sordn egy klikk silya 1-gyel n6, akkor ezen klikk
barmely részklikkjének a silya is 1-gyel né ugyanebben a lépésben. Az n-edik
lépésben mar 1étezo csicsokat réviden 1égi csicsoknak is nevezziik.

Az egyes lépésekben az interakciéban részt vevé N csics kivalasztasa a ko-
vetkez6 médokon torténhet.

Step NEW;: Minden lépésben py valdsziniiséggel (1 < k < N — 1), egy 1j
k-klikk csatlakozik a grathoz, amely N — k méar létezd csticesal interakcidéba 1épve
egy 1j N-klikket formal. Ebben az esetben az N — k régi csics kivalasztasara két
lehetGségiink van.

e Choice PA: 71 valdszinliséggel (1 <k < N —1), egy (N — k)-klikket va-
lasztunk ki a mér 1étezd (N — k)-klikkek koziil az (N — k)-klikkek Ossz-
sulyanak megfeleléen. Ez azt jelenti, hogy egy w; sulyu (NN — k)-klikket
we/ Y, wp, valoszintiséggel valasztunk, ahol )", wy, az adott 1épésben mar
létezs (N — k)-klikkek Gsszstlya (preferential attachment szabdly).
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e Choice UNI: 1 — rp valdszintiséggel egyenletesen valasztunk N — k régi
cstcsot, azaz minden N — k darab csiicsot tartalmazé cstiicshalmazt azonos
valészintiséggel vdlasztunk (egyenletes valasztés).

Step OLD: Minden lépésben py valdsziniiséggel nem csatlakozik 1j cstcs a
grathoz. Az interakci6 ekkor N mar létez6 cstics kozott jon létre. Az el6z6 esethez
hasonléan két lehetéségiink van a N régi cstcs kivalasztasara.

e Choice PA: ry valdszinliséggel egy N-klikk keriil kivalasztasra a mar 1é-
tez6 N-klikkek koziil az N-klikkek Osszsilyanak megfeleléen (preferential
attachment szabdly).

e Choice UNI: 1 — rq valésziniiséggel egyenletesen torténik a véilasztas, azaz
minden N cstcsot tartalmazé csicshalmazt azonos valésziniiséggel valasz-
tunk (egyenletes valasztés).

A modellben a py és 1, 0 < p,rx < 1, k =0,1,..., N — 1 valészintiségek
rogzitett valds szamok, >, pr = 1.

A fenti jelolések mellett a dolgozatban vizsgalt véletlen graf modellt a to-
vabbiakban G (N, pg,...,PN-1,7T0,-..,TN—1) mbdon jeloljik. A modell evolicids
folyamatdnak megadédsa sordn hasznalt Step OLD jelolést korabbi cikkek (ldsd
példaul Cooper és Frieze (2003), Fazekas és Porvazsnyik (2016a), Fazekas, Nosz-
aly és Perecsényi (2018)) miatt megtartottuk. Megjegyezziik, hogy a Step OLD
lépés jelolhetS lenne Step NEWj-val is.

A graf evoluci6ja soran el6fordulhat, hogy olyan, legalabb 3 cstcs altal megha-
tarozott teljes grafok is keletkeznek, melyek nem egy a csicsaik kézotti interakeio
eredményeként jottek létre. Egy igy 1étrejove teljes grafnak a stlya 0 marad mind-
addig, mig az azt meghatarozo csiucsok részt nem vesznek ugyanazon 1épés soran
az interakcioban. Az evoliciés folyamat definicidja alapjan azt is lathatjuk, hogy
ebben a modellben egyenletes valasztas esetén régi csicsok kozott is keletkezhet-
nek 1j élek.

A modell egy lehetséges fejlédését az egyik legegyszeriibb esetben az 1.1. db-
réval szemléltetjiik. Legyenek N = 3,0 < p; < 1,0 < r; < 1(i = 0,1, 2) rogzitett
valés szamok.

A haromszog csicsait az ABC nagy betiivel jeloljik. Az egyes lépésekben
az interakcié altal meghatarozott haromszogeket fekete szinnel emeljuk ki. Az
N = 3 esetben egyetlen hiaromszogbdl indulunk ki, melyben minden csicsnak,
minden élnek és magénak a hadromszognek is a kezdeti stlya 1. Az els6 1épésben
Step NEW, és PA valasztasra lathatunk példat. Ekkor a DE 1j él csatlakozik a
grafhoz, mely a C csticesal interakciéba lépve egy haromszoget hataroz meg. Eb-
ben az 11j haromszogben a hidnyzo6 éleket behtizzuk és minden klikk silyat 1-gyel
noveljitkk. Igy az Gjonnan sziiletett D és E csticsok, mindhdrom 1j él, illetve a
keletkezett DC'E haromszog silya 1 lesz, a kivalasztott régi C' csics stlya pedig
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1.1. dbra. A gréaf egy lehetséges fejlédése az N = 3 esetben, amikor 0 < p; <
1,0 <r; <1(i =0,1,2) rogzitett valds szdmok.

1-gyel n6. Ebben a 1épésben specidlisan a sulyardnyos valasztas és az egyenle-
1

tes vdlasztds esetén is barmely csticsot azonos 5 valdszinfiséggel valaszthattunk.
A maésodik 1épés Step NEW; és UNI vdlasztdsra mutat példat. Egy 4j cstcs (F)
csatlakozott a grathoz, melyhez egyenletesen vélasztottunk két régi csicsot (A és
(). A harmadik 1épés a Step OLD és PA valasztast szemlélteti. Ebben az esetben
a graf mérete nem né, sulyardnyos valésziniiséggel valasztunk egy haromszoget
a mar meglévéek koziil. Bar ebben a lépésben fokszamvaltozas nem torténik, a
kivalasztott haromszog, valamint az azt meghatarozo élek és cstcsok silya 1-gyel
nd. A negyedik 1épésben a graf Step OLD és UNI tipusu lépés szerint fejlédik.
Azaz ebben az esetben nem sziiletik j cstics és egyenletesen valasztunk harom
régi csicsot. Lathatjuk, hogy ebben a modellben kordbban nem szomszédos régi
csicsok kozott is johetnek létre 1 élek (14sd példaul 4. 1épés, DB él). A mo-
dellben azon haromszoégek sulyat, amelyek nem harom cstcs kolesonhatasanak
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eredményeként jottek 1étre, mint példaul a 4. lépésben megjelené6 DFC' harom-
sz6g, 0-nak tekintjiik. A példaban szerepld grafban a klikkek stlyvaltozasat az
1.1. tablazatban foglaltuk Gssze.

SULYVALTOZAS
Csucsok Elek Haromszogek
AB ABC | 1
AC
BC
DC
DE
CE
AF
AC
FC
DC
DE
EC
DB
DF
BF

LEPES

n=0
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n=1

AFC | 1
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Dce | 2
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n=4

Ll G- E=] (e =] Il Bl B Kl =] (2] (2R 2R B
RN N 7SR L oS ) UV EER SN FEE PR ISR I e
[N S I LR N N e N e I R ) B

1.1. tadbldzat. A klikkek sulyainak valtozasa az 1.1. abraval szemléltetett esetben.

A kovetkez6 megjegyzésben a modell sily- és fokszamnovekedésére vonatkozo
alaptulajdonsidgait ismertetjiik. Ezen tulajdonsagok a graf, illetve az evolicios
folyamat definicidjanak egyszerii kdvetkezményei.

1.1. MEGJEGYZES. Minden lépésben p; valésziniiséggel k darab 1 stilyti és N —1
fokszamu 1j cstics csatlakozik a grafhoz.

A graf fejlédése soran az interakcioban részt vevé mar 1étez6 csticsok silyai és
fokszamai a kovetkez6képpen valtozhatnak. Egy rogzitett M-klikk (1 < M < N)
silya pontosan akkor nd, ha interakciéban vesz részt. Az interakciéban részt vevo
régi csicsok fokszama Step NEWy és PA 1épés esetén pontosan k-val, mig Step
NEW, és UNI 1épés esetén legaldbb k-val, de legfeljebb N — 1-gyel né. Azaz a
lehetséges fokszamnovekedés az utébbi esetben k, k+1,..., N — 1. Step OLD és
PA 1épés esetén a cstcsok fokszdma véltozatlan marad, ebben az esetben csak
sulynovekedés torténik. Step OLD és UNI 1épés esetén a lehetséges fokszamnéove-
kedés 0,1,2,..., N — 1. Ezen lépésben nem torténik a grafban fokszamvaltozas,
ha a 1épés soran N olyan csucs keriil kivalasztdsra, melyek grafelméleti szem-
pontbdl N-klikket alkotnak. Azaz egy az interakcidban részt vevo d foku cstcs
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(N — 1 < d) fokszama véltozatlan marad, ha a 1épés sordn az N — 1 régi cstics az
adott csics d szomszédja koziil keriil kivalasztéasra.

Kiilonbségek és kapcsolat mas modellekkel Az el6z6 fejezetben t6bb, a
G (N,po,---yDN=1,7T0,---,7N—1) Véletlen grathoz kapcsol6d6 modellt mutattunk
be. Cooper és Frieze (2003), illetve Backhausz és Méri (2012, 2014) hdromszoges
modelljéhez hasonléan, a dolgozatban vizsgdlt modellben az interakciéban részt
vevl régi csucsok kivalasztiasa torténhet egyenletesen, vagy pedig a preferenta-
il attachment szabaly alkalmazasaval, &m ahogyan a haromszoges modellben is,
a preferential attachment valasztas alatt silyaranyos valasztast értiink. Ugyan-
csak rendelkezik a G (N, po,...,pPN-1,70,--.,TN—1) modell a fenti modellek azon
tulajdonsigéaval, hogy 1j kapcsolatok, 1j élek régi csticsok kozott is 1étrejohetnek.

Modelliink tébb ponton eltér a korabban ismertetett modellektdl. Az egyik
nyilvanval6 és lényeges kiilonbség, hogy az egyes 1épésekben nem feltétleniil egyet-
len cstucsot adhatunk hozza a grathoz. Az evoliciés folyamat sordn azon 1épések-
ben, amelyekben a graf mérete né, egy véletlen szamu 1j cstcs dltal meghataro-
zott klikk csatlakozik a grafhoz. Backhausz és Moéri (2012, 2014), illetve Cooper és
Frieze (2003) modelljében barmely 1épésben legfeljebb 1 1j cstics sziiletik. Wang
et al. (2009) modelljében bar minden lépésben egy 1j klikk csatlakozik a grafthoz,
am annak mérete rogzitett. A graf evolicidja sordn Step NEWy és PA 1épés ese-
tén egy pozitiv sillyal rendelkez6 régi (N — k)-klikket vélasztunk stlyardnyosan.
Azaz Cooper és Frieze (2003) modelljétél eltéréen, bizonyos lépésekben a régi
csucsok kivalasztasakor csak azokat a csicshalmazokat tekintjitk, melynek ele-
mei mar vettek részt kozosen interakciéban. Tovabbi eltérés a két modell koézott,
hogy esetiinkben az interakcioban részt vevo csticsok szama rogzitett egész szam.

A dolgozatban vizsgalt véletlen graf modell meglehetésen altaldnos. A hé-
romszoges modell, illetve annak altalanositdsa, az N-pontos modell szoros kap-
csolatban dllnak a G (N, po, ..., DN—1,T0,---,7N—1) modellel. Legyen 0 < p; < 1,
0<r<1(=01),pj=r;=0(=2,...,N—1). A G(3,p0,p1,70,71) modell
megegyezik a korabban mar bemutatott haromszoges modellel, melyet Backha-
usz és Mori (2012, 2014) vezetett be. A hdromszoges modell altaldnositdsait, a
G (4,po, p1,70,7r1) 4-pontos modellt, majd a G (N, pg, p1, 70, 1) N-pontos modellt
(N > 3 rogzitett egész szam) Fazekas és Porvazsnyik (2013, 2016a,b) ismertette
és tanulmanyozta.

Amennyiben az N = 2 értéket is megengedjiik, tigy a Barabdsi-Albert vé-
letlen fa egy altalanositasat kapjuk. Ezt a modellt vizsgdlta Fazekas és Pecsora
(2015), illetve bizonyitotta annak skélafiiggetlenségét. Megjegyezziik, hogy a dol-
gozatban targyalt eredmények és bizonyitasaik nem alkalmazhatéak kozvetleniil
a G (2,po,p1,70,71) modellre, annak néhany eltérd alaptulajdonsiga miatt.

A tovébbiakban két figgvény, f(z) és g(z) # 0 aszimptotikus egyenl8sége

alatt azt értjiik, hogy lim,_, % =1, és f(z) ~ g(x) mbdon jeldljiik.
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1.2. F6 eredmények

Ebben a fejezetben ismertetni fogjuk a G (N, po, - .., DN—1,T0, - - - , "N—1) modellre
vonatkozé f6 eredményeinket. Latni fogjuk, hogy a vizsgalt modellben a silyel-
oszlas, illetve bizonyos esetekben a fokszameloszlés is skdlafiiggetlen.

A skalafiiggetlenséget kimond6 eredményeket dltaldnosan az alabbi forméaban
igazoljuk. A fokszameloszlds skalafiiggetlenségének igazoldsa sordn megmutatjuk,
hogy a d foku csicsok ardnya majdnem biztosan konvergal valamilyen g valészi-
niliségeloszlashoz n — oo esetén. Tovabba a ¢q aszimptotikus fokszameloszlasra
teljesiil, hogy g4 ~ C1d™" valamilyen C7 és ; pozitiv konstansokkal, amint
d — 00, azaz a qq sorozat aszimptotikusan hatvanyrendben cseng le. Hasonlban,
a sulyeloszlas skélafiiggetlenségének bizonyitasa soran belatjuk, hogy a w stlyta
csticsok ardanya majdnem biztosan konvergél valamilyen q,, valészinliségeloszlas-
hoz n — oo esetén, ahol a g, aszimptotikus stlyeloszlds hatvanyrendben cseng
le, azaz q,, ~ Cow™"2 valamilyen Cs és o pozitiv konstansokkal, amint w — oco.
(Lésd még Durrett (2007), Backhausz (2012), Backhausz és Moéri (2012, 2014)
vagy van der Hofstad (2017).)

Vezessiik be az alabbi jeloléseket.

Nf
o= ag, ahol o =
k=0

—

N -k
N

PETE,

N-1 N—1
1 7
B= kZ_O By, ahol B =(N—k)pr(1—r) é A= k}_oj kpe,  (1.1)

N-M (N—M) N-M (N—M)
am = Z akﬁ7 by = Z Bk (Nk,l) .
k=0 k k=0 k

Koénnyen ldthatjuk, hogy M = 1 esetén a1 = a és by = Ap teljesiil. Tovabba
A jeloli az egy lépésben megjelend 1j cstcsok szaménak varhaté értékét. Azt
vehetjiik észre, hogy mig az o és oy mennyiségeket meghatarozé valdszintiségek
a modell preferential attachment részéhez kapcsolodnak, addig -t és Oi-t az
egyenletes valasztashoz kapcsolédo valdsziniiségek hatarozzédk meg.

Jelolje V,, a cstcsok szdmdat n 1épés utdn, és jelolje X (n,d,w) a d fokszdmu
és w sulyn csicsok szémét(n lépé§, utan. Az alabbi tétel egy alapvet6 fontossagu
X (n,d,w

c sz

eredményt ismertet az

n
Ez az eredmény fontos szerepet fog jatszani a csticsok suly- és fokszameloszldsanak
skalafiiggetlenségérol szold tételek bizonyitasaban is.
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1.2. TETEL. Legyen o # ag. Minden régzitett w és d esetén, ahol 1 < w és
N-1<d<w(N-1),
X (n,d,w)

Vn — Td,w (12)

majdnem biztosan n — oo esetén, ahol az xq4., hatdrértékek régzitett nemnegativ
szdmok, melyek teljesitik az aldbbi rekurziot:

TN_1,1= ﬁﬂﬂ > 0, 2g1 =0, ha d# N —1, (1.3)
1 N-1
Tdw = oI R T 1;) g (W —1)Ta—gw-1+ BTa—(N-1),w-1 (1.4)
haw>2, N—1<d<w(N-1).
Minden N > 3 esetén létezik olyan (d,w) par, 1 % Zu,wl;f —1<d< (N-1)w,

melyre g, pozitiv. Tovdbbd xq4., = 0 esetén o(n~%), ahol a egy

Vi
pozitiv szam, mely w-tél és d-t6l is figghet.
Ha N —1<d< (N —1)w nem teljesil, akkor xq., = 0.

1.3. MEGJEGYZES. A modell evoliciés folyamaténak egyszerii kovetkezménye,

hogy barmely cstcs fokszama legalabb N —1. Mivel egy w stlyt cstics pontosan w

alkalommal vett részt interakcidéban, ezért fokszdma legfeljebb (N — 1) w lehet.

Ezért olyan (d,w) parokra, melyekre nem teljesiil az N —1 < d < (N —-1)w

feltétel, nem létezhet d foku és w silyu csics. Ez az eset 1ényegesen kiilonbozik

attol az esettdl, amikor x4, = 0 a rekurziébél kovetkezik, ugyanis ez utébbi
X (n,d,w)

esetben 4ll fenn, hogy —  =° (n=%).
n

Legyen M egy rogzitett egész szdm, 1 < M < N. A kiévetkezd tételek az
M-klikkek stlyainak skalafiiggetlenségérél szélnak.

Legyen M =1 és jelolje X (n,w) a w silyd csticsok szamat n 1épés utdn. Az
alabbi tétel a csucsok silyainak skalafiiggetlenségét mondja ki. A tétel szerint
rogzitett w > 1 esetén, a w silyd csicsok ardnya 1 valdszintiséggel konvergens.
A hatérértékek pozitiv szamok, melyek sorozatdra rekurziét adunk és annak po-
linomiélis csokkenését is belatjuk.

1.4. TETEL. Legyen o # ag. Minden w =1,2,... esetén
X (n,w)
Vn — Ty = Zxd,w (15)

d
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majdnem biztosan n — oo esetén, ahol az x,,, w = 1,2,... hatdrértékek pozitiv
szamok, melyek teljesitik az aldbbi rekurziot:
1 a(w=1)+p
- = 1, h > 1. 1.6
N r s+ T awtpyl e MW (1.6)
Tovdbbd )
Loy ~ Cw(1+%) (1.7)

teljesil w — oo esetén, ahol C =T (1 + %) / (aF (1 + g))

Legyen most 2 < M < N rogzitett egész szam. Legyen w > 1 és jelolje
C (n, M, w) a w silyt M-klikkek szamat n 1épés utén, C,, pr pedig az M-klikkek
szamat n 1épés utan. Az M-klikkek silyeloszlasanak skalafiiggetlenségérol szol a
kovetkez6 eredmény.

1.5. TETEL. Legyen a # ag €és ZkN:_OM ay > 0. Ekkor minden réogzitett M és w,
2<M< N, w>1 esetén

C ) M’
M — CMow (1.8)
On,M
majdnem biztosan n — oo esetén. A cyrw, w = 1,2,... hatdrértékek rogzitett
pozitiv szamok, melyek teljesitik az alabbi rekurziot:
1 (w—1)ay
= = M w1, R >1, 1.9
CM,1 an + 1 CM,w way + 1 CM,w—1 a w ( )
ahol az apr mennyiséget (1.1)-ben definidltuk. A car1,ca 2, - .. sorozat egy valodi
diszkrét valdosziniségeloszlds. Tovabbd
r (1 + ﬁ) ~(1+:4)
CMay ~ ———w “M (1.10)
anm

teljesil w — oo esetén.

1.6. MEGJEGYZES. Amennyiben a modell fejlddését csak a preferentail attach-
ment szabaly szerinti silyardnyos valasztds hatarozza meg és az egyenletes va-
lasztds valdsziniisége pedig 0, és igy az egyenletes vélasztashoz kapcsoléds S
paraméter értéke is 0, akkor az 1.5. Tétel allitdsa megegyezik az 1.4. Tétel allita-
saval. Amennyiben [ értéke pozitiv, azaz az egyes lépések soran az interakciéban
részt vevo régi csucsok kivalasztasa torténhet egyenletesen is, gy az 1.4. Tétel
és az 1.5. Tétel allitasa kiilonb6z6. Ezen eltérés oka, ahogyan azt az 1.5. Tétel
bizonyitasa soran latni fogjuk, hogy a 2 < M < N feltétel miatt az egyenletes
valasztashoz kapcsolédd mennyiségek nagysagrendileg kisebbek, mint mas meg-
el6z6 (a modell preferential attachment részéhez kapcsolédd) tagok, és ennek
kovetkezményeként a szdmitasok soran aszimptotikusan elhanyagolhatéak.
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Jelolje U (n,d) a d fokt cstcsok szamdt n 1épés utdn, és jelolje gcd{A} az A
halmaz elemeinek legnagyobb kozos osztdjat.

A G(N,po,-..,PN—1,T0,--.,7n—1) modell az (1.11) feltétel teljesiilése esetén
a szokdsos értelemben (azaz a fokszdmokra vonatkozoan) is skélafiiggetlen. Er-
r0l sz6l az alabbi eredmény, mely szerint ekkor a d fokszamu csticsok aranya 1
valdsziniiséggel konvergens. A hatarértékek nemnegativ szamok, melyek sorozata
hatvanyrendben cseng le.

1.7. TETEL. Legyen ap > 0, a # g és tegyiik fel, hogy
ged{kloy >0,k =0,...,N—1} =1. (1.11)

FEkkor minden d > N — 1 esetén

U (n,d)
v — Uq = Zl’d,w (1-12)
w
majdnem biztosan n — oo esetén, ahol az ug, d = N — 1, N,... hatdrértékek

pozitiv szamok. Tovdbbd

Ug ~

r (1+ %) ( N d>(1+i) s

_ N-1
AT (1 + g) j—1 Rk

teljesil d — oo esetén.

Az aszimptotikus fokszameloszlas meghatarozasa abban az esetben, amikor
az (1.11) feltétel nem teljesiil, egy jelenleg nyitott probléma. Elézetes numerikus
eredmények azt mutatjik, hogy az (1.11) feltétel sziikséges a fokszdmokra vonat-
kozé skalafiiggetlenség teljesiiléséhez (lasd Fazekas, Perecsényi és Porvizsnyik,
2017). Més esetben bar a modell nem skalafiiggetlen, de tartalmaz egy skala-
fliggetlen komponenst. Ezt mutatja a kovetkezd 1.3. abra is, melyet Perecsényi
Attila készitett egy olyan esetet vizsgdlva, amelyben nem teljesiil az (1.11) fel-
tétel. Az 1.3. dbra az N = 5 esetben a pg = ps = py = %, p1 = p3 = 0 és
rg =12 =74 = %, r1 = r3 = 0 paraméterértékek mellett log-log grafikonon (azaz
mindkét tengelyen logaritmikus skalat alkalmazva) szemlélteti az empirikus fok-
szémeloszlas (pontozott vonal) viselkedését. A szimuldcié sordn a lépések szdma
n = 107. A szimuldciés eredmények alapjan lathatjuk, hogy a modell egy része
skédlafiggetlen viselkedést mutat (azaz a tapasztalati eloszlds egy részére egyenes
illeszthetd). Itt viszonylag kevés cstics rendelkezik nagyon sok kapcsolattal, a ke-
vés kapcsolattal rendelkezd csticsok szama pedig magas. Azonban az dbra aljan
latszélag véletlen moédon elhelyezked6 ponthalmaz arra mutat ra, hogy a modell
egy masik része nem skélafiiggetlen.
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1.2. abra. Az empirikus fokszameloszlas az N = 5 esetben a pg = ps = py = %,
pr=p3=08rg=r9 =14 = %, r1 = r3 = 0 paraméterértékek mellett.

1.8. MEGJEGYZES. A ~ karakterisztikus kitevd értéke az M-klikkek (1<M<
N) stlyaira 1 4+ $7 a fokszamokra pedig 1 + é Azaz a karakterisztikus kitev§
értéke a csicsok sulyai és fokszamai esetén megegyezik.

1.9. MEGJEGYZES. Konnyen ladthatd, hogy a hdromszoges, a 4-pontos és az
N-pontos modell esetében teljesiil az (1.11) feltétel. Ezekben a modellekben a
fokszameloszlas skalafiiggetlen viselkedést mutat, a karakterisztikus kitevé értéke
mindharom esetben 1+ é
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1.3. Bizonyitasok

Ebben a fejezetben megadjuk az 1.2 fejezetben ismertetett {6 eredmények bizonyi-
tasait. A bizonyitdsok sordn tételek és lemmak segitségével a modellre vonatkozo
tovabbi eredményeinket is bemutatjuk. Az 1.2. Tétel, az 1.4. Tétel és az 1.7. Tétel
bizonyitdsaban Backhausz és Mori (2012, 2014) gondolatmenetét, az 1.5. Tétel
bizonyitédsakor Fazekas, Noszdly és Perecsényi (2015) mddszerét kovetjiik. Megje-
gyezziik, hogy a dolgozatban vizsgalt modell jéval altalanosabb, mint a Backhausz
és Méri (2012, 2014) cikkekben targyalt modell. A bizonyitasok sordn t6bb olyan
1j kérdés is felmeriil, amely a haromszoges modell esetében nem. Az eredmé-
nyek bizonyitasdhoz sziikséges szamitasok nehezebbek és hosszabbak, mint azok
akar a haromszoges, akdr az N-pontos modell esetén. Azonban latni fogjuk, hogy
bizonyos tagok aszimptotikusan elhanyagolhatéak, igy az eredményiil kapott for-
muldk hasonléan egyszeriiek, mint a fenti modellekre vonatkozdak.

A bizonyitdsokban ismert valészintiségelméleti és martingalelméleti eredmé-
nyeket alkalmazunk. Miel6tt ratérnénk a f6 eredmények bizonyitasara, az egy-
szerliség kedvéért Osszefoglaljuk az ebben a részben leggyakrabban felhasznalt
eredményeket Neveu (1975) kényve alapjan.

Az 1.2. Tétel, illetve az ebben az alfejezetben szerepld 1.20. Tétel és 1.23. Tétel
bizonyitasanak egyik {6 eszkoze a szubmartingalok Doob-Meyer felbontéasi tétele.

1.10. TETEL. (Szubmartingdlok Doob-Meyer felbontdsa, Neveu, 1975, Proposit-
ion VII-1-2.) Legyen {Z (n) , Fp,n =1,2,...} szubmartingdl. Ekkor Z (n) egyér-
telmiien felirhato

Z(n)=M(n)+ A(n)

alakban, ahol M (n) martingdl és A (n) pedig elérejelezhetd novekvd folyamat az
Fn filtraciora nézve. Az M (n) és A (n) folyamatok dltaldnos alakja a kévetkezd:

M (n) = Z [Z (i) = E(Z (i) | Fi-1)] , (1.14)
i=1
A(n)=EZ(1)+ ' [E(Z (i) |Fi—1) — Z (1 — 1)], (1.15)

ahol Fy a trividlis o-algebrdt jeloli.

Minden (az azonosan nulla folyamattél kiillonb6z8) M (n) négyzetesen integrélha-
t6 martingalra fennéll, hogy az M? (n) folyamat pozitiv integralhaté szubmart-
ingal. Az M? (n) folyamat Doob-Meyer felbont4sa

M?(n) =Y (n) + B (n),
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ahol Y (n) egy martingdl és B (n) egy eldrejelezheté novekvé folyamat. Tovabbéa
a B (n) folyamat megegyezik (egy konstans tagtdl eltekintve) a Z (n) folyamat
feltételes szérasnégyzeteinek Osszegével, azaz

B(n) =Y D*(Z(i)|Fi-1) ZE{ E(Z (i) 1Fi1))" 1Fia}e (116)

Az 1.2. Tétel bizonyitasa soran tobb alkalommal alkalmazzuk az aldbbi ered-
ményeket.

1.11. AvrLiTAs. (Neveu, 1975, Proposition VII-2-3.(c).) Legyen M (n) négyze-
tesen integrdlhaté martingdl, M (0) = 0, és legyen B (n) az M? (n) szubmartin-
gdl Doob-Meyer felbontdsdban szerepld elérejelezhetd, novekvd folyamat. Ekkor a
{B(0) < 00} eseményen az M (n) martingdl majdnem biztosan konvergens.

1.12. ALLiTAS. (Neveu, 1975, Proposition VII-2-4.) Legyen M (n) négyzetesen
integrdlhaté martingdl, M (0) = 0, és legyen B (n) az M? (n) szubmartingdl Doob-
Meyer felbontdsdban szerepld elbrejelezhetd, novekvd folyamat. Ekkor M (n) =
0 ((B (n))% log B (n)) a {B(n) — oo} eseményen majdnem biztosan.

1.3.1. A d fokszamu és w sulyu csticsok aranyanak egy valo-
szinliségi konvergenciaja

Ezen részben célunk az 1.2. Tétel bizonyitasa. Meg fogjuk mutatni, hogy a d
foku és w sulyu csiuicsok ardnya 1 valdszintiséggel konvergens. A hatarértékek
rogzitett nemnegativ szdmok, melyek teljesitik az (1.3)-(1.4) rekurziét. A pozitiv
hatarértékek esetén bar a szamitasok nehezebbek, de alkalmazhat6 Backhausz és
Moéri haromszoges modellre adott modszere. Latni fogjuk azonban, hogy ez nem
igaz a 0 hatarértékekre, ezért ezeket az eseteket a bizonyitas soran kiilon kezeljiik.

Ebben az alfejezetben legyen 1 < M < N rogzitett egész szam. Elséként az
alabbi lemmaval megadjuk annak a valészinliségét, hogy egy w silyt rogzitett
M-klikk az n-edik lépésben részt vesz az interakciéban. Ez az eredmény kés6bb
hasznosnak bizonyul majd az M-klikkek stlyaira vonatkozé skalafiiggetlenség
igazoldsdban is a 2 < M < N esetben.

1.13. LEMMA. Annak a valdszinisége, hogy eqy w sulyn M-klikk, 1 < w,1 <
M < N, az n-edik (n > w) lépésben részt vesz az interakcidban

&)
N

ahol az apr és byy mennyiségeket (1.1)-ben definidltuk.

p(n, M,w) = %aM + (1.17)
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Bi1zoNYITAS. Tegyiik fel, hogy az n-edik 1épésben k 1ij csiics csatlakozik a graf-
hoz. Ekkor egy rogzitett w sulyt M-klikk akkor vehet részt az interakciéban, ha
k<N - M. Az (N — k)-klikkek osszstlya az n-edik 1épésben (N]Xk)n. Azoknak
az (N — k)-klikkeknek az osszsilya az n-edik 1épésben, melyek tartalmazzik a w
stlyd M-klikket (Y ;yM)w, ahol N — k > M. PA valasztés esetén, azaz amikor
egy (N — k)-klikk keriil kivlasztdsra a mar 1étez6 (N — k)-klikkek koziil a pre-
ferential attachment szabéalynak megfeleléen, akkor annak a valésziniisége, hogy
egy rogzitett w silya M-klikket az n-edik 1épésben kivilasztunk
(N]XkyM w

(ijk)n .

UNI vélasztas esetén, azaz ha egyenletesen valasztunk N — k régi csicsot, akkor
annak a valoszintisége, hogy az n-edik 1épésben egy rogzitett M-klikket kivalasz-
tunk

(N=alar)

7
(N2k)
Mindezeket felhasznélva kapjuk, hogy a keresett valdsziniiség

(. M. ) ) (N M)w . M) _
. Zp( um*“ i

(M3 w ()
—Z%ng Z&;Hf
w )
=— M,

n M TN

O

1.14. MEGJEGYZES. Az M = 1 esetben az 1.13. Lemma &llitdsa a kovetkezd.
Annak a valdszinlisége, hogy egy w silyu régi csucs részt vesz az interakciéban
az n-edik 1épésben

N-1
p(n,1,w) Zpk( k)w+(1—rk)N_k>=wa+VA B. (1.18)

‘/n—l n n—1

Jeldlje F,, az elsé n 1épés altal generdlt o-algebrat. A kovetkezd tételben meg-
adjuk X (n,d,w), azaz a d fokd és w silyu csicsok szdmdnak feltételes varhato
értékét az F,,_1 o-algebrara nézve.
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1.15. TETEL.

E{X(n,d, w)|Fa_1} = X(n — 1,d,w) {1 - <,l:a + V:l_l 5)} N

N-1
+ Z X(n—-1,d—k,w—1) [pkrkwk)(wl)Jr
k=0

Nn
k (Vn717d+k71)( d—k )
+ > ol =) ’“‘”ZWI)N"H + AbgN—16wa (1.19)
N—m

w>1és N—1<d<(N—1)w esetén, ahol 0y; a Kronecker-deltdt jeldli.

Az 1.15. Tételben szerepld feltételes varhatéd érték meghatdrozasihoz a modell
alapvetd tulajdonsigait hasznaljuk fel.

B1zoNYiTAS. Tekintsiink egy rogzitett d foki és w stlyt csicsot az n-edik 1épés
utan. Az 1 1. Megjegyzésben korébban 6sszefog1altuk hogy egy adott lépés sorén

e sz

az 1.14. Megjegyzést felhasznalva kapjuk, hogy annak a valdszinlisége, hogy az
n-edik 1épésben ezen csiicsnak

e sem a d fokszdma, sem a w silya nem valtozik

w A
1_ — .
(nOH_ anﬁ)’

e a fokszdma k-val (0 < k < N — 1), a stilya pedig 1-gyel nd

(N — k Z » o ( nflki—ﬁkil) (Nﬁsk—l)_
(NL)

PrTk

A masodik esetben szerepld formula abbdl kévetkezik, hogy egy az interakciéban
részt vev rogzitett d foku csics fokszdma pontosan k-val né (0 <k < N —1)

e Step NEWy és PA 1épés esetén;

e Step NEW,, és UNI 1épés esetén (1 < m < k), ha a kivalasztott N —m — 1
régi csics koziil pontosan N — k — 1 méar a rogzitett csics szomszédja;

e Step OLD és UNI lépés esetén, ha a kivalasztott N — 1 régi csics koziil
pontosan N — k — 1 cstics a rogzitett csiics szomszédja.

A fenti formuldkat Gsszegezve a keresett feltételes varhaté értéket kapjuk. 0
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A kovetkez6 lemmaéaban definidlt valdoszintiségi valtozok fontos szerepet jatsza-
nak a dolgozatban. Az ezen valtozdék felhasznaldsaval megadott folyamatok tobb
esetben is a bizonyitasok alapjaul szolgalnak majd.

1.16. LEMMA. Legyen py < 1 éslegyen 1 < M < N régzitett egész szam. Legyen

¢ (n, M,w) Hl— (i, M,w)™", n>w w>1 (1.20)
Ekkor ¢ (n, M,w) eqy F,—_1-mérhetd valdsziniiségi vdltozd.
c(n, 1,w) ~ ay yn " (1.21)
és
c(n, M,w) ~ appn®™®, ha 2<M<N (1.22)

majdnem biztosan n — oo esetén, ahol az apr mennyiséget (1.1)-ben definidltuk
és anw egy pozitiv valdszindségi vdltozo.

BizoNYITAS. Alkalmazzuk a Marcinkiewicz-féle nagy szdmok erds térvényét a
csucsok szamara. Azt kapjuk, hogy

Vo= An+o <n1/2+5) (1.23)

majdnem biztosan barmely € > 0-ra. log(1 + x) Taylor sorfejtését c(n, M, w)
logaritmuséra felirva, majd felhasznilva a csticsok szdménak (1.23) formuldval
adott aszimptotikajat és az 1.13. Lemma bizonyitéuséut azt kapjuk, hogy

Viei— M)
loge(n, M,w) = Zlog( lel Jy) ) ~

Nkl

n N—M 1 M
~ aprwlogn + Z Z BT (A’L +o0 (‘_3/2""8)) , (1.24)

ahol 7, = % Koénnyen lathatjuk, hogy 7, = 1 ha M = 1. Igy M =1

esetén
c¢(n,l,w) ~exp{(aqw + B)logn + O (1)},
mig a 2 < M < N esetben
¢ (n, M,w) ~ exp{apywlogn+ O (1)}.

A fenti egyenletek felhasznalasaval a lemma allitasa adodik. 0
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Mindezek utan térjink ra az 1.2. Tétel bizonyitasara.

Az 1.2. Tétel bizonyitdsa. Az 1.16. Lemmadaban definidlt ¢ (n, 1, w) val6sziniiségi
valtozok segitségével definidljuk a kovetkezd folyamatot. Legyen

Z (n,d,w) =c(n,l,w) X (n,d,w), 1<w,N-1<d<w(N-1).

Az 1.15. Tételben megadott feltételes varhaté érték felhasznédlasiaval megmutat-
hatd, hogy {Z (n,d,w),Fn,n=w,w+1,...} nemnegativ szubmartingdl min-
den rogzitett w és d, 1 < w, N —1 < d < (N —1)w esetén. Alkalmazzuk
a Doob-Meyer felbontast a Z (n,d,w) folyamatra, azaz irjuk fel Z (n,d,w) =
M (n,d,w) + A(n,d,w) alakban, ahol M (n,d,w) martingal, A (n,d,w) pedig
el6rejelezhetd, novekvd folyamat. Felhasznalva a felbontasban szerepld A (n, d, w)
folyamat (1.15)-ben adott dltaldnos alakjat és az (1.19) feltételes varhaté értéket,
az A (n,d,w) folyamatot az aldbbi alakban irhatjuk fel.

A(n,d,w)=EZ (1,d,w)+

n N—-1
-I-Zc(i,l,w) ZX(i—l,d—l@w—l) p;&%%ﬂ-
=2 k=0
a (Viilkiwkil) (Nd;k )
+ Z pm(l - Tm) _"(L Vi, ) — + A5d7]\/'_15w71 . (125)
m=0 N—m

Jelolje B (n,d,w) a Z (n,d,w) folyamat feltételes szordsnégyzeteinek Osszegét.
A B (n,d,w) folyamat (1.16) formuldval adott altaldnos alakjinak, valamint a
korédbban igazolt 1.16. Lemma felhasznaldsaval fels6 korldtot adunk a B (n, d, w)
folyamatra.

n

B(n,d,w) =" c(i,1,w)* B{(X (i,d,w) — E(X (i,d,w) | Fi—1))* |Fic1} <

=2

n
< N? Zc(i, Lw)>=0 (nQ(awHﬂH) . (1.26)
i=2
Az 1.2. Tétel bizonyitdsa w szerinti teljes indukciéval torténik.
Legyen el6szor w = 1. Egy 1 stlyu csics csak a sziiletésekor vett részt in-
terakcidban, ezért fokszdma csak N — 1 lehet. Az (1.21) és (1.25) formuldkat
alkalmazva kapjuk, hogy

notp+1

oy S G

AN =1,1) ~ A (i, 1,1) ~ A a11iP ~ Aayy
1=2 1=2
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majdnem biztosan n — oo esetén. A fentiek alapjan azt is lathatjuk, hogy
A(n,N—1,1) — co majdnem biztosan n — oo esetén. A B (n,d, w) folyamatra az
(1.26) formuléval adott felsé korlétot alkalmazva B (n, N — 1,1) = O (n*(@+#)+1)

adédik, 6s fgy (B (n,N —1,1))?log B(n,N —1,1) = O(A(n,N —1,1)) telje-
sil. Az 1.12. Allitast alkalmazva azt kapjuk, hogy

Z(n,N—1,1)~A(n,N —1,1) (1.28)

majdnem biztosan az {A (n, N — 1,1) — oo} eseményen n — oo esetén.
Ebbdl (1.21), (1.23) és (1.27) felhaszndlasdval kovetkezik, hogy

X(n,N-1,1) Z(n,N-1,1) A(n,N-1,1)

Vi T e L)V, | e(m1,1)V,
notp+1
’ 1
ot f+1 _ =2y 1 >0 (1.29)

a; 1n®tPAn Ca+p+1

majdnem biztosan n — oo esetén.

Ahogyan arra az 1.3.1 alfejezet elején utaltunk, latni fogjuk, hogy a pozitiv
hatarértékekre alkalmazott modszer a 0 hatarértékek esetében nem alkalmazhato.
Mivel a 0 hatarértékek a w = 2 esetben jelenhetnek meg el6szor, ezért a bizonyitas
soran ezt az esetet kiillon megvizsgédljuk a jelenség pontos megértése végett.

Legyen most w = 2. Barmely 2 stlyt csics d fokszamara teljesiil, hogy N—1 <
d < 2(N —1). El8szér a pozitiv x42 hatdrértékekre igazoljuk a tétel allitasat.
Megmutatjuk, hogy w = 2 esetén az x4, hatarértékek pozitivak a d = N —
1+késap >0 (k=0,1,....N—2), illetve a d = 2(N—1) és ay_1 + 5 >
0 esetekben. Az (1.21) és (1.23) formuldkat, valamint az A (n,d,w) folyamat
(1.25) egyenlettel megadott alakjat felhaszndlva meghatdrozhatjuk az A (n,d,2)
folyamat aszimptotikus viselkedését.

n N—-1
A(n,d,2) =EZ(1,d,2) + > _c(i,1,2) [Z X(i—1,d—k1) x
=2 k=0

X

L e

(xm)
n N—-1

~ Y ag it [Z X(i—1,d—k1)x
=2 k=0

1< (N -m)(y5E) 1
Oékg“rmz;opmu_rm) (k,»n]:)[k (AZ.)ka :

k
1
O‘k; + § pm(l —Tm
m=0

X
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Mivel X(i—1,d—k,1) =0, had—k # N — 1, ezért felhaszndlva (1.23)-at és azt,
hogy a w = 1 esetre mar igazoltuk az allitast azt kapjuk, hogy

n2at+B+1
An,d,2)~ A — T, 11— 1.30
(717 , ) 1,2 2a+ B+ 1 d,2TN-1,1 0, ( )
ahol
TN71+k,2 =a, 0<ESN-2 és TQ(N_UQ =ay_1+p0 (131)

a modell paraméterei dltal meghatdrozott rogzitett konstansok. Az (1.26)-ban
megadott felsé korldtot w = 2 esetén alkalmazva lathatjuk, hogy B (n,d,2) =
O (n22a+8)+1) 45 igy (B (n,d,2))? log B (n,d,2) = O(A(n,d,2)) adédik. Az
1.12. Allitast alkalmazva kapjuk, hogy Z (n,d,2) ~ A(n,d,2) majdnem bizto-
san az {A(n,d,2) — oo} eseményen n — oo esetén. Ezt, valamint (1.21)-et,
(1.23)-at és (1.30)-at felhasznélva pedig az kovetkezik, hogy

X (n,d,2) Z (n,d,2) A(n,d,2)

V,  cmL2)V, cm12)V,
n2o+B+1
Aay o
20+ 0 +1 T.
B Td’Qmel 1 d,2 N-1,1 = Xq2 > 0. (132)

Legyen tovabbra is w = 2 és igazoljuk a tétel allitasat a 0 hatarértékekre.
Legyen N—1 < d < 2N —2. Tekintsiik most azokat az eseteket, melyekben ay = 0
amikord=N—-1+4+k, k=0,1,...,N—2és any_1+0 =0amikor d =2 (N —1).
Ekkor az (1.25) formula felhasznélasaval A (n,d,2) az aldbbi alakban irhaté.

A(n,d,2) =EZ(1,d,2) +

n k (Vi,l—d-i-k—l)( d—k )
+> e(i,1,2) X (i —1,d—k,1) [Z P (1 = 1) = S 1 ,
=2 m=0 (Nlm)
ahol d — k = N — 1, hiszen egy 1 sulyu csics fokszama csak N — 1 lehet. Ezt
felhaszndlva az el6z8 esethez hasonléan meghatdrozhatjuk az A (n, d, 2) folyamat
aszimptotikus viselkedését. Az (1.21) formula alapjdn c(4,1,2) aszimptotikdja
ismert, tovabba (1.23) alapjan tudjuk, hogy V,, ~ An. Ezért

A(n,d,2) ~

n
~ E a1 212 PN 11 A
i=2

k N—1
(vipoy) (N —m)! 1
2 (1= rm) T (Ai)N_k] N

m=0
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~aypry 110y Y PO TITEEN = O (2ot (1.33)
i=2
ahol N—k > 2, (4 pedig egy alkalmas konstanst jelol. A Z (n,d,2) = M (n,d, 2)+
A (n,d,2) Doob-Meyer felbontést alkalmazva kapjuk, hogy
X (n,d,2)  Z(n,d,2) M (n,d,2) + A(n,d,2)

Va Cce(n,1,2)V, c¢(n,1,2)V,

Az A(n,d,2) folyamat aszimptotikus viselkedését most az (1.33) formula adja
meg. Az (1.26)-ban adott fels8 korlatot alkalmazva B (n,d,2) = O (@241 ¢és

ezért (B (n,d, 2))% log B (n,d,2) = O (n2a+ﬂ+%+5> tetsz6leges pozitiv € esetén.
Alkalmazzuk most az 1.11. Allitdst és az 1.12. Allitast. Az 1.12. Allitds szerint

M (n,d,2) =o ((B (n,d,2))? log B (n, d, 2)) —0 (n2a+ﬁ+%+€>

a {B(n,d,2) — oo} eseményen majdnem biztosan. Tovabbd az 1.11. Allités alap-
jan a {B(00,d,2) < oo} halmazon az M(n,d,2) folyamat majdnem biztosan
konvergens. Ezért felhasznélva az (1.21) és az (1.23) formuldkat azt kapjuk, hogy

X (n,d,2) M(n,d,2)+ A(n,d,2) - n2atBtzte
Va B c(n,1,2)V,, = 72 2oty

1
=Co =0, (L34)

ahol n — oo, 1 <a< % és (5 egy alkalmas konstanst jelol. Ezzel belattuk, hogy
az allitas teljesil w =1 és w = 2 esetén.

Tegyiik fel, hogy az allitds igaz minden w-nél kisebb sily és minden le-
hetséges fokszam esetén. El6szor a pozitiv hatarértékekre igazoljuk a tétel al-
litasat. Tegyiik fel, hogy az z4_kw—1 egyiitthatok koziil legaldbb egy, mikor
ar > 0,k=0,1,..., N=2,vagy az 24— (N—_1),w—1 egyiitthaté mikor anx_1+3 > 0,
pozitiv. Alkalmazva (1.21)-et és (1.23)-at, az A (n,d, w) folyamat (1.25)-ben meg-
adott alakjanak és az indukciés hipotézisnek a felhasznaldsaval kapjuk, hogy

n N—-1
. N —Fk)(w—-1
A(n,d,w) NZC (i,1,w) [Z X(z—l,d—k,w—l)pkrk%—k
=2 k=0
. N—m
+X(Z—17d—( —1 U)—l me TMT ~
N-1 N-1

Zxd k,aw— 1ak 1+xd (N-1),w— IZBm =

k=0

~ Zal wtb A4
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~ Aa17w7 Z o (U) — ].) Td—kaw—1 T ﬂxd_(N_l)w_l . (135)

A fenti szamitasok soran elhagytunk minden olyan tagot, amely aszimptotiku-
san kisebb, mint a t6bbi. Tegyiik fel, hogy (1.35)-ben legaldbb egy tag pozi-
tiv. Ekkor mivel x4, > 0, ezért A(n,d,w) ~ Aaj ,n** 1z, — oo, amint
n — o00. Az (1.26)-ban adott fels§ korldtot alkalmazva pedig lathatjuk, hogy
(B (n, d,w))% log B (n,d,w) = O (A (n,d,w)) teljesiil. Ezért az 1.12. Allitést al-
kalmazva Z (n,d,w) ~ A (n,d,w) adédik. Mindezek miatt

X (n,dyw)  Z(n,d,w) A(n,d,w) Aay yn® ey,
V, Cc(n,L,w)V, c(n,1,w)V, ay W tP An

= Td,w

(1.36)
majdnem biztosan n — oo esetén, tovabba x4, teljesiti az (1.4) rekurziét.
Igazoljuk most a tétel allitdsat a 0 hatarértékekre is. Tekintsiik azokat az
eseteket, amikor az xq_k 1 egyttthaték ha oy > 0,k =0,1,...,N — 2, és az
Tg—(N—1),w—1 egylitthat6é ha ay_1 + 8 > 0, nulldval egyenldek.
Az (1.25) formula és az indukcids hipotézis felhasznalasaval kapjuk, hogy

n
A(n,d,w) ~ Z a1 i® TP x

=2

N-1 o /.
X@i-1,d—kw-1) . (N —k)(w-1)
Z V;‘,l Aj |:pkrkNi +

k CE ) (N —m)!
+ > om (1= 7m) y k(k-l)— m)! (Az')lNkH -

n

St [0 (£
1=2

X(G-1ld-—kw—-1) TE)IN=—m)
+> ( Vi, )A’me(l_rm) (N k(kl)—m)! (Ai)N*’“+

1
( )Azme —rm) (N — m)AiH{ﬁ>0}]§

n n N-—2

< CB Zianrﬁfa +Cy Z Z Z-anrﬁJrlf(ka)xd_k’w_l <

=2 i=2 k=0

H{ak>0}+
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= O (powtitizay (1.37)

naw+5+1—a naw+,8
< (s +
aw+pB+1—a ow+p

1 1
ahol Cs3,Cy és Cs alkalmas konstansok, 1 <a< 5 és 4 pedig az A esemény

indikatorat jeloli. A fenti szdmitdsok soran elhagytunk olyan lényeges tagokat,
melyekben aj, vagy S nulldval egyenléek. A (n,d,w) aszimptotikus viselkedése
az (1.37) formuldval adott, tovdbbé az (1.26) becslést alkalmazva B (n,d,w) =
O (n2(ew+A+1) Az (1.21) és (1.23) formuldkat felhasznélva, valamint alkalmazva

az 1.11. Allitast és az 1.12. Allitast azt kapjuk, hogy
X (n,d,w) 0 (na1u+ﬁ+1—a)

Vn - now+B An =0 (nia) —0= Td,w (138)

majdnem biztosan n — oo esetén. Ezzel az allitdst belattuk a 0 hatarértékek
esetére is. 0

1.17. MEGJEGYZES. A bizonyitds alapjan kénnyen ldthatd, hogy ha HkN;OQ ag >
0 és max{an—_1,8} > 0 egyszerre teljesiil, akkor az 1.2. Tételben definidlt x4,
hatarértékek pozitivak.

1.3.2. Az M-klikkek silyainak skalafiiggetlensége

Legyen M tovabbra is rogzitett egész szam, 1 < M < N. Ebben az alfejezetben az
M-klikkek stlyaira bizonyitunk skalafiiggetlenséget. Latni fogjuk, hogy rogzitett
M-re az M-klikkek silyainak ardnya majdnem biztosan konvergens, valamint
hogy a hatarértékek sorozata polinomidlisan csokken.

Skalafiiggetlenség a cstcsok stilyaira, az M =1 eset

Els§ 1épésként igazoljuk a kovetkezd lemmat, mely a csicsok silyainak skalafiig-
getlenségérdl szo6l6 1.4. Tételben szerepld x,, hatarértékeket jellemzi.

1.18. LEMMA. Legyen py < 1 és legyen

Ty = TN-1,w +TNw+ "+ T(N-1)w,ws w=1,2,..., (139)
ahol xq,., az 1.2. Tételben meghatdrozott hatdrértékeket jeléli. Ekkor az ., w =
1,2,... pozitiv szamok teljesitik az (1.6) rekurzidt. Az xy, w = 1,2,... sorozat
diszkrét valdszintiiségeloszlds, az ©qm, d=N—1,N,...,(N-Dw, w=1,2,...

sorozat pedig kétdimenzios diszkrét valoszinidségeloszlds.

BizoNY{TAS. Az 1.2. Tételben adott x4, hatdrértékek csak abban az esetben
lehetnek pozitivak, ha N —1 < d < (N —1)w. Azaz mivel z4,, = 0 ha d ¢
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{N —1,N,...,(N = 1)w}, ezért x, = Y ;%qw. Az T4, hatarértékekre adott
1

kurzié (1.3) kezdeti feltételébdl ten kovetkezik, h = —.
rekurzié (1.3) kezdeti feltételébél egyszertien kovetkezi ogy 1 P

Tovabb4 az (1.4) rekurzidt dsszegezve lathatjuk, hogy

(N-1)w
D Taw =D Taw=
d=N—1 d
1 N-1
ow+ B +1 (w )kz:%akzd:xd k,w 1+/32d:33d (N-1),w—1
_aw-1)+p
T aw+p+1 T

Az igy kapott rekurziv formula és a I'-fliggvény felhasznalasaval x,,-t a kdvetkez6
alakban adhatjuk meg.

w—1
- IlH G-D+8 _ 1 H aj+B8
v aj+8+1 aw+ﬁ+1j:1aj+ﬁ+1

j=2

powl s o r(w+2) r(1+ 22
w1 ER g ewt Sl (142) p(w 25)

r(i+22) r(w+t)
:ar(1+§)F(w+%+1)'

Tekintsiik most a I" fiiggvényre vonatkozé alabbi formulat (1dsd példdul Prudni-
kov, Brychkov és Marichev (1986)).

zn:F(k—i—a) 1 [F(n+a+1) I'(a) ]

I'(k+b) a—b+1| I'(ntb) T (-1

(1.40)

(1.41)
k=0

(1.41)-et alkalmazva a Y, _, x, Osszegre, felhasznalva zj, (1.40)-ben adott alakjét
kapjuk, hogy

Xn:Ik F(1+’BZI>Z”: r(k+2)

i aF(1+§) kzlf(k+%+1):
:F(1+%) B r(n+2+1) ) r(s) ) r(g)
ar (1+2) rn+22an) r(e2) | r(2e)
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Erre alkalmazva a I' fliggvényre vonatkozé Stirling formuldt megmutatjuk,
hogy z,,, w = 1,2,... diszkrét valészinliségeloszlds. A Stirling formula felhasz-
nalasaval n — oo esetén

rn+8+1)
F(n+%+1)

8 nt o+l >
exp{l} 771—&—54—1 71
af \n+22 41 n+ 241
1 n+%+1 =
1} 1 o ! -0
a n+ 24 n+24+1

adddik. Ezt és (1.42)-t felhasznalva kapjuk, hogy

~

Q=

k=1
F(1+Bl‘1) Fn+§+1) r(g) F(g)
ar(1+§) [’(n+%+1) F(%) F(%H)

amint n — co. Ezért > > | x,, = 1. Mivel z,, definicidja miatt Y, Zgw = Tuw,
ezért Y o | ;Z;BIIU T = 1 is teljestl. Igy azt is lathatjuk, hogy Tdw,d=N—
L,N,....,(N—1Dw, w=1,2,... egy kétdimenzids diszkrét valosziniiségeloszlas.

O

Az 1.4. Tétel bizonyitisa. Rogzitett w esetén X (n,w) jeloli a w silyu cstcsok
szdmat n 1épés utdn, azaz X (n,w) nem mds, mint a w stlyd és d fokd cstcsok
szamanak 6sszege minden lehetséges w-hez tartozé d értékre. Tovabba, rogzitett
wesetén az X (n,w) =X (n,N —1,w)+ X (n,N,w)+---+ X (n,(N — 1) w, w)
Osszeg tagszama véges. Ezért az 1.2. Tétel alapjan

X (n,w) _ X(n,N—Lw)+ -+ X(n,(N—-1)w,w) .

Va Va

— TN—1w T+ T(N-Dw,w = Tw
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majdnem biztosan n — oo esetén. Konnyen lathatd, hogy az x,, hatarértékek
pozitivak, az 1.18. Lemma alapjan pedig az is, hogy az x,, w = 1,2,... sorozat
teljesiti az (1.6) rekurziét.

Felhasznélva az x,, hatarértékek (1.40)-ben adott alakjét, valamint a I" fiigg-
vényre vonatkozé Stirling-formuldt megmutathatd, hogy

r(i+e2) e+ t)

ol (1+2) I (w+ 22 +1)

[}

Ty —

Ezzel igazoltuk a cstcsok stulyainak skalafiiggetlenségét. 0O

Skalafiiggetlenség az M-klikkek sulyaira, 2 < M < N rogzitett egész
szam

A tovabbiakban legyen 2 < M < N rogzitett egész szam. A most kovetkezd
részben megmutatjuk, hogy a vizsgalt modellben nemcsak a cstcsok, de az M-
klikkek silyeloszlasa is skalafiiggetlen. Célunk az 1.5. Tétel igazolasa. ElGszor
C (n, M,w)
Cn,M
1 valdszinliséggel konvergens. Ennek az allitdsnak a bizonyitasdhoz kiilon-kilon
megmutatjuk, hogy a lépések szdmdval normélva mind C (n, M, w), mind pedig
Cp,m majdnem biztosan konvergens n — oo esetén. A bizonyitds soran rekurzi-
ot adunk a kapott hatarértékekre, melynek segitségével azt is belatjuk, hogy a
hatarértékek sorozata hatvanyrendben cseng le, azaz teljesiil a skalafiiggetlenség.
Els6ként megadjuk a w silyu M-klikkek szamdanak, azaz C (n, M,w)-nek a
feltételes varhato értékét az F,,_, o-algebrara nézve.

azt latjuk be, hogy a w silyt M-klikkek ardnya, azaz a hanyados

1.19. TETEL. Minden régzitett M, 2 < M < N esetén
E{C (n,M,w)|Fn-1} =1 —-p(n,M,w))C(n—1,M,w)+
+p(n,M,w—1)C(n—1,M,w—1)+ 1 wRny, (1.43)
ahol
N-1 Voo1—M
r= S (1) () -0 Bl
€s 61w o Kronecker-deltdt jeloli.

B1ZONYITAS. A tételben szerepld formula elsd két tagja az 1.13. Lemma egyszerti
kovetkezménye, hiszen az evolicios folyamat soran egy M-klikk silya pontosan
akkor né, ha interakciéban vesz részt, és a silynovekedés ekkor 1. Az (1.43)
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formula harmadik tagja az jonnan keletkez6é M-klikkek varhaté szamat adja

meg. A graf evoluciéja soran 4j M-klikkek létrejohetnek csak 1j csicsok kozotti

interakci6, csak régi csicsok kozotti interakcio, illetve régi és 1j csicsok kozotti

interakcié eredményeként is. Ennek megfeleléen az alabbi eseteket tekinthetjiik.
Step NEWy és PA 1épés esetén az 1j M-klikkek szama pontosan

N N -k
(o) - (")

Step NEW; és UNT 1épés esetén 1j M-klikkek jonnek létre a grathoz csatlakozo
k-klikk csuicsai és a kivalasztott N — k régi cstcs kozotti interakcid, valamint & >
M esetén a grafhoz csatlakozd k-klikk cstcsai kozotti interakcid eredményeként.
Tovabba ebben az esetben olyan régi csticsok is tj M-klikket hatdrozhatnak meg,
amelyek bar eddig nem alkottak M-klikket, de az adott 1épésben részt vettek

az interakciéban. Az 4j M-klikkek varhat6 szamat az n-edik 1épésben ekkor az
alabbi médon adhatjuk meg, ahol C),_1 ps jeloli az M-klikkek szaméat az n-edik

lépésben.
<N) PR (G )
M ()
Hasonléan Step OLD és UNI lépés esetén, az 1uj M-klikkek varhaté szdma az
n-edik 1épésben
(N) e U
M oMY
A fenti formuldk felhasznaldsaval a tétel allitasa addodik. O

1.20. TETEL. Legyen pg <1 és ZQZOM ag > 0. Minden rogzitett M -re és w-re,
2< M <N, w>1 teljesiil, hogy

C(n,M,w)

— TN
An v

majdnem biztosan n — oo esetén, ahol az Tpr., hatdrértékek rogzitett pozitiv
szamok, melyek teljesitik az aldbbi rekurziot:

Yhso P [( ) - rk(NJ\}k)}

> 0,
AL Alan +1)
apr (W — 1
TN = WZ‘MW}_I’ ha w>1, (1.44)

ahol az apr mennyiséget (1.1)-ben definidltuk.
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B1zONYITAS. Legyen
Z(n,M,w)=c(n,M,w)C (n,M,w), 2<M<N,1<uw,

ahol a ¢ (n, M, w) val6szintiségi valtozét az 1.16. Lemmaban definidltuk. Felhasz-
nélva az 1.19. Tételben megadott feltételes varhaté értéket konnyen megmutatha-
t6, hogy {Z (n, M,w), Fn,,n=1,2,...} nemnegativ szubmartingdl minden rog-
zitett 2 < M < N,1 < w esetén. Alkalmazzuk a Doob-Meyer felbontast a
Z (n, M,w) folyamatra, azaz legyen Z (n,M,w) = M (n, M,w) + A (n, M,w),
ahol M (n, M,w) egy martingdl, A (n, M,w) pedig egy elérejelezhetd, névekvd
folyamat. A felbontdsban szereplé A (n, M, w) folyamatot az (1.15)-ben adott 4l-
taldnos alakjanak, valamint az 1.19. Tételben meghatarozott feltételes varhato
érték felhasznalasaval az alabbi médon adhatjuk meg.

A(n,M,w) =EZ (1, M,w) + Y _ c(i, M,w) x
=2

X [E(C (i, M,w) |Fiz1) —(1—p (i, M,w))C (i —1,M,w)] =EZ (1, M,w) +
+3 e(i,M,w) [p (i, M,w—1)C (i — 1, M,w — 1) + 61, Rn], (1.45)
i=2
ahol R,-et az 1.19. Tételben definidltuk. Jelolje B (n, M,w) a Z (n, M,w) fo-

lyamat feltételes szordsnégyzeteinek Osszegét. Az (1.16) formula felhasznalasaval
fels6 korldtot adhatunk B (n, M, w)-re

B (n,M,w) = c(i, M,w)*B{(C (i, M,w) — E(C (i, M,w) | Fi1))* | Fi_1} <
=2

< (1\]\;)2 zn:c(i, M,w)* = O (n?*wtl) (1.46)

=2

A fenti szamitdsok soran a feltételes varhato érték alapvetd tulajdonsigai mellett
felhaszndltuk, hogy c (i, M, w) egy JF;_1-mérhetd valdsziniiségi valtozd, minden
lépésben az 1j M-klikkek maximalis szdma (AI\;), valamint alkalmaztuk (1.22)-t
A tétel allitasat w szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Legyen w = 1. Az
(1.22) és (1.45) egyenletek felhaszndldsaval meghatarozhatjuk az A (n, M, 1) fo-

lyamat aszimptotikus viselkedését.

A(n, M, 1) =EZ (1, M,w) + > _c(i, M, 1) [p (i, M,0)C (i — 1, M,0) + 61 1 Rp] ~
=2
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poa+t T71 N N —k
~Y - 1.4
ML kE:O D KM> m( o )] (1.47)

majdnem biztosan n — oo esetén, mivel a 2 < M < N feltétel miatt az

e s 2

el6z0 tagok, ezért aszimptotikusan elhanyagolhaté. Ebbdl az is latszik, hogy
A(n, M, 1) — oo majdnem biztosan n — oo esetén. Az (1.46) egyenlettel adott
fels6 korlatot alkalmazva azt kapjuk, hogy B (n,M,1) = O (nQ“MH), és ezért
(B (n, M, 1))% log B (n,M,1) = O(A(n, M,1)) teljesiil. Az 1.12. Allitast alkal-
mazva pedig azt lathatjuk, hogy Z (n, M,1) ~ A (n, M, 1) majdnem biztosan az
{A(n,M,1) = oo} eseményen n — oo esetén. Ezért az (1.22) és (1.23) formuldk
felhasznélasaval, az (1.47) egyenletbdl kovetkezik, hogy

C(n,M1)  Z(n,M,1) A(n, M, 1)
An ~c(n,M,1)An  c(n,M,1) An
nMth N N N—k
aM’laM 1 > k=0 Pk [(M) _Tk( M )}

an,1n An
e [G) - (Y]
o Alap +1)

majdnem biztosan n — oo esetén.
Legyen most w > 1 és tegylik fel, hogy az allitds teljesiil (w — 1)-re. Ekkor
(1.22), (1.23), (1.45) és az indukciés hipotézis felhasznaldséval kapjuk, hogy

=Tp,1 > 0 (148)

A(n,M,w) =EZ (1, M,w) + Y _c(i,M,w)p(i,M,w—1)C(i—1,M,w—1) ~
=2

n N—-M
o o w1 N-k! 1
~ Y anwi®™Y T w—1 Al (aMZ. + E pr (1 —7p) (N( 2 )M), (A')M>
§ k= M) (4;

i=2 k=0
(1.49)
teljesiil, ahol 2 < M < N.
n(I]uw-i-l
Ezért A(n, M,w) ~ xprp—14aprwap (w—1) ——— — 0o majdnem biz-
’ ’ apyw+ 1

tosan n — oo esetén. Az eléz6ekhez hasonléan az (1.46) formuldt alkalmazva

1 -
kapjuk, hogy (B (n, M,w))2log B (n, M,w) = O (A (n, M,w)). Az 1.12. Allitds
alkalmazéséval pedig Z (n, M, w) ~ A (n, M, w) adédik. Ezért

Cn,Mw)  Z(n,Mw) A(n, M, w)
An ~c(n,M,w)An  c(n, M,w) An
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apnr (w — 1)

= w 1.50
apyw+ 1 M, ( )

~ TMw—1
majdnem biztosan n — oo esetén. 0

Ezzel belattuk, hogy a w siulyi M-klikkek szdma mn-nel normalva majdnem biz-
tosan konvergens és a hatarértékek teljesitik az (1.44) rekurziot.

Tekintsiik most a C,, s mennyiséget, azaz az M-klikkek szdmat n 1épés utan.
A kovetkez6 lemméaban megadjuk C), ar feltételes varhaté értékét az F,_; o-
algebrara nézve.

1.21. LEMMA. Legyen 2 < M < N rdgzitett egész szdm.

E{Cpm|Fn-1} = prn-1Cn1,m + X, (1.51)
ahol
N-1 (Vn—l—M) N-1 N Nk
=1- — AN—k—M/ — _
o =1=2 pr(1=7) () X=> p KM) Tk( M )] ’
k=0 N—k k=0
(1.52)

1.22. MEGJEGYZES. Felhaszndlva, hogy a csiicsok szama barmely 1épésben leg-
aldbb N, konnyen ellenérizhetd, hogy 0 < p,, < 1.

BizoNYiTAS. Egy evolucios lépésben az M-klikkek szdma pontosan akkor nd,
ha az adott lépésben torténd interakcioé soran 4j 1 sulya M-klikkek keletkeznek.
Ezért

E{Cn?M|fn71} = CnflﬁM + Rn, (1.53)
ahol R,-et az 1.19. Tételben definidltuk. Ebbdl pedig a lemma allitasa kovetkezik.
a

Felhasznalva a fenti lemmat megmutatjuk, hogy C;, rr-et n-nel normélva 1 valé-
szintiséggel konvergens sorozatot kapunk.

1.23. TETEL. Legyen po < 1. Ekkor minden régzitett M, 2 < M < N esetén

ST (1.54)
n

majdnem biztosan n — oo esetén, ahol az X mennyiséget az 1.21. Lemmdban
definidaltuk.

B1zONYITAS. Vezessiik be az aldbbi valészintiségi valtozdkat. Legyen

n—1
1
q=1 Q.=]] = ha n>2. (1.55)



1.3. BIZONYITASOK 39

Ekkor @, F,—1-mérhetd valoszintiségi valtozéd. Definidljuk a Z, folyamatot az

alabbi médon. Legyen
Zy =QnCom, n>1. (1.56)

Az 1.21. Lemmat alkalmazva lathatjuk, hogy
E{Zn|]:n—1} = Qn (pn—lcn—l,M + X) = XQn + Zn—l;

azaz {Zy, Fn,n = 1,2,...} nemnegativ szubmartingal. Jelolje A4,, a Z,, folyamat
Doob-Meyer felbontdsaban szerepld el6rejelezheté novekvd folyamatot. Az A,
folyamatot az (1.15) formula felhasznélasival az aldbbi médon adhatjuk meg.

Ay =EZ + X ) Q. (1.57)
=2

Irjuk most fel log (1 + =) Taylor sorfejtését Q,-re. Az (1.23) egyenlet alap-

e sz

kapjuk, hogy

n—1 N—1 (w_l—Nl)
logQn =~ Y _ log (1 > me (bm)W) ~
=1 k=0

N—k

n—1 N-1
1 (N —k)! 1
~ — 1— —_ 1.58
S (St )
ahol 2 < M < N. Innen mér 14thatd, hogy @, korlatos, igy (1.57) miatt cin <
A, < con teljesiil, ahol ¢; és ¢o véges pozitiv valdszinliségi valtozdk. Jelolje B,
a Z, folyamat feltételes szorasnégyzeteinek Osszegét. A fentieket felhasznalva a
kovetkezo fels6 korlatot adhatjuk B,,-re.

2 n

B =Y D*(Z/Fi ) < (Z) SQP < eom, (1.59)
1=2

1=2

1
ahol c3 egy rogzitett véges valdsziniiségi valtozo. Mindezek miatt By log B,, =
O (4,) majdnem biztosan. Ekkor az 1.12. Allitast alkalmazva kapjuk, hogy Z,, ~
A, majdnem biztosan n — oo esetén. Ezért
Cn,M: Zn N An X
majdnem biztosan n — oo esetén, ahol a @), sorozat pozitiv, névekvé és hatarér-
téke véges. 0




40 1. EGY KLIKKEK INTERAKCIOJAN ALAPULO MODELL

Az 1.5. Tétel bizonyitdsa. Az 1.20. Tétel és az 1.23. Tétel eredményeit felhasz-
nalva lathatjuk, hogy

AC (n,M,w)
C(nMw) 2GS Awn,
Cn,M - Cnnt X — CM,w

n
majdnem biztosan n — oo esetén. Tovabb4,

AJ,‘MJ _ 1
X _(ZM-l-l.

CM,1 =

Az (1.44) rekurzié mindkét oldalat megszorozva 4-szel az alabbi rekurziét kapjuk
a ¢, hatérértékekre.

-1
CM.w = McMw,l, ha w > 1.
’ wapy + 1 ’

A fenti rekurziét felhasznalva cps -t az alabbi alakban frhatjuk fel.

an_l — ] F( )F(Z—Fw)
CMw = CM,1 H 1= H 1 =CM1 .
i amj + " wan +1 i1 Jrai F(l—i—w—i—m)
M
(1.60)

Tovabbé, az (1.60) egyenlet és a I fiiggvényre vonatkozé Stirling formula fel-
haszndlasdval azt is beldthatjuk, hogy a cps,. sorozat polinomidlisan csokken,
azaz

r (1 + L )

1 _ 1 _ 1

cMw ~ cval <2 + > v (i) = ——w () (1.61)
ang apn

w — oo esetén. Az (1.60) egyenletbél az (1.41) egyenlet és a I' fiiggvényre vo-
natkozé Stirling formula felhasznéldsaval az is kovetkezik, hogy > 0" _| carw — 1,
amint n — oco. Ezért 220:1 cMw =1, azaz a cyp1,CM,2, - - - sorozat valodi diszk-
rét valdszintiségeloszlas. 0

1.24. MEGJEGYZES. Fazekas, Noszaly és Perecsényi (2018) egy meglehetésen
altaldnos modellt vizsgélt, mely tovabbi altalanositasa Ostroumova, Ryabchen-
ko és Samosvat (2013) modelljének. A cikkben ismertetett mddszert a dolgo-
zatban vizsgalt modell egy specidlis esetére, az N-pontos modellre alkalmazva
a2 < M < N esetben igazoltak az M-klikkek silyeloszlasdanak skélafligget-
lenségét (lasd Fazekas, Noszdly és Perecsényi (2018), Theorem 3.). Az emlitett
eredmény Osszhangban van a disszertdciéban ismertetett eredménnyel (ldsd 2.1
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fejezet, 2.4. Tétel). Fazekas, Noszdly és Perecsényi (2018) mddszerének segitségé-
vel a dolgozatban definidlt G (N, po,...,pPN-1,T0,---,TN—1) modellt vizsgilva a
2 < M < N esetben az M-klikkek stlyeloszldsanak skalafiiggetlensége is igazolha-
t6. Az igy kapott eredmény 6sszhangban van a dolgozatban ismertetett 1.5. Tétel
eredményével. Megjegyezziik, hogy bar a mddszer altalanosabb, a csticsok stlya-
ira mégsem alkalmazhatd, mivel ebben az esetben nem teljesiil egy a modellre
vonatkozé alapfeltétel (lasd Fazekas, Noszély és Perecsényi (2018), (2.2) feltétel).

1.3.3. A fokszamok skalafiiggetlensége

A dolgozat ezen részében az 1.7. Tételt fogjuk bizonyitani, mely egy a modell
paramétereire vonatkozo feltétel teljesiilése esetén a fokszameloszlas skalafiigget-
lenségét mondja ki.

Az 1.2. Tételben meghataroztuk a csicsok silyainak és fokszamainak egytittes

eloszlasat. A bizonyitas els6 1épéseként megadjuk ezen egyiittes eloszlas aldbbi
skélafiiggetlenség igazolasaban.
A cstcsok és a fokszamok egyiittes eloszlisa. Legyen a W valdszintiségi valtozo
eloszlasa P (W = w) =z, ,w = 1,2,... , ahol az z,, értékeket az 1.18. Lemmadban
definialtuk. Legyenek & = N — 1 és £5,&3, ... egymastdl és W-tdl is fiiggetlen
valbsziniiségi valtozok az alabbi eloszlassal.

w > 2 esetén legyen

L o (w—1) B
P(gw_k)—m7 k—o,l,...,N_2’
_ _aya(w—1)+8
P(en=N-1)= F o

Jelolje Sy, a fent megadott &; valdsziniiségi valtozokbdl képzett w tagl Osszeget,
azaz legyen S, = & + & + -+ 4+ &y

1.25. TETEL. Mindenw =1,2,..., d=N—1,N,...,(N —1)w esetén
P(Sw =d,W =w) = z4..
B1zONYITAS. A w =1 és d = N — 1 esetben egyszerfien igazolhaté az allités.
PSw=N-1,W=1)=P(S;=N-1,W=1)=
=P&E=N-1W=1)=PW=1)=z1=2ny_11-

Felhasznalva az x,,-re adott (1.6) rekurziét és azt, hogy a &1,&2,&3, ... valdszini-
ségi valtozok fiiggetlenek W-t8l azt kapjuk, hogy w > 2 esetén

P(Sw =d, W =w) =P (S, =d, W =w) =P (S, =d)P (W =w) =
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=[P(Sy_1=d)P (£ =0) +P(Sy_1 =d— )P (& = 1)+ +

HP(Sy_1=d— (N —1)P(6y=N-1)]P(W=w—1) 2 =

LTaw—1

1
= ao 571 PSum1 =PV =w—1ao(w—-1)+
‘HP)(Sw—l:d—l)P(WZw—l)()&1(w—1)—|—--~—|—

FP (St =d— (N = 1) P(W =w—1) (ax—1 (w—1) + B)] =

N—-1
1
aw+ B+ 1 ;)a'“(w JP(Sw=d-kW=w-1)+

+PP(Sw =d—(N-1),W=w-1)|.
Azaz a P (Sw = d,W = w) eloszlds az x4, hatdrértékekhez hasonléan eleget
tesz az (1.3)-(1.4) rekurziénak. 0
A kovetkezd tételben megadjuk az egyiittes eloszlds aszimptotikus alakjat.

1.26. TETEL. Legyen ag > 0, a # aqg és tegyiik fel, hogy teljesiil az (1.11)
feltétel. Ekkor

«
Tdw = Tw X

\/ on (@ 20 o = (S5 b))
X [exp (—W) +0 (w_%)] (1.62)

amint w — oo, ahol a hibatag (O (w’%>) nem fiigg d-tdl.

B1zoNYITAS. Legyen w > 1. A vérhaté érték definicidja szerint

N—1 s 1 N-1
E&w = ;kg—’—a(a(wfl)Jrﬂ) B<Q(N_1)_ 2/{0%)1

ha w > 2, ezért

N—-1
Qg
ES, = E -+ EE, = kEk— +0(l
&+ +EE w}; — +0 (logw)
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w — oo esetén. Hasonldéan kapjuk, hogy

N-1 an 1
2 2 Ok
E¢ = g’f o " ala(w-1)+5)

ezt felhasznélva pedig

N—-1;92 o N-1 2
D2¢,, = a1 k aka2(2k:1 ko) 10 ( 1) ’ (1.63)

N—-1;9 N-1 2
D28, — w2k= F O"“O;(Z’Fl B)” L 0 (log w) (1.64)
w — 00 esetén.

Alkalmazzuk most Petrov (1975, Theorem VII.1.5.) eredményét S,,-re. Lathatjuk,
hogy Petrov lokalis hatareloszldstételének feltételei teljesiilnek. Legyen p;,, =
P (§; = m) és jelolje pj n; az eloszlas maximumat, azaz legyen p; m, = maXy, Pjm.
Ekkor nyilvan '

n

> Dim,Djmim, =00 p = 1.

ged m:l—
ogn

Tovabba az is konnyen latszik, hogy

lim i fEZS‘” >0 és i 1 §w El¢ — BE P <
11m 11 es 1m su i — 1 Q.
w pw J J

j=1

Ezért Petrov tételét alkalmazva kapjuk, hogy

sup | DS, P (Sw =d) — ! exp (—W>‘ =0 (1) . (1.65)

dez 2T 2D28,, Vw

Az (1.64) és (1.65) egyenletek felhasznalasaval lathatjuk, hogy

1 N-1 N-1 2 .
sty (g () re-a-o()
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Mindezek miatt (1.65)-b6l az kovetkezik, hogy

2

) N-1 N-1
sup |— |w | o Z k2ay, — (Z k‘ak> P (S, =d)—
k=1 k=1

dez | &
1 (d—ES,)*\| 1

Mivel W és ¢; fiiggetlen, ezért xq. =P (Sw =d, W =w) =P (S, =d) z . Ezt
alkalmazva (1.66)-ban a kivant eredmény adédik. 0

Az 1.7. Tétel bizonyitdsa. Az 1.2. Tétel és az 1.18. Lemma alapjan mar lattuk,

X (n,d, w)

hogy az hényados 1 val6szintiséggel konvergdl a P (Sy = d, W = w) =

n
24, kétdimenzids diszkrét valoszintiségeloszlashoz. Tovabba n 1épés utan rogzi-
tett d esetén, a d foku csicsok szdma nem mas, mint a d fokd és w sulyd csticsok
szamanak Osszege minden lehetséges d-hez tartozd w suly esetén. Azaz

U (n,d) = > X (n,d,w).

w: N‘il <w<n+1

A fenti 6sszeg tagszdma n — oo esetén nem korlatos. Azonban g ., N —1 < d <
(N =1Dw, w=12,... kétdimenzids diszkrét valésziniiségeloszlds, igy a margi-
nalis eloszlasok konvergencidja a kétdimenzids eloszlas konvergencidjanak kévet-
kezménye. Ezért az 1.2. Tételt, az 1.25. Tételt és az 1.18. Lemmat felhasznélva

U (n,d)
V,

n
1 valészintiséggel konvergdl n — oo esetén, ahol a hatérértékek ug = >, Zd.w
sorozata diszkrét valdsziniiségeloszlas.
Legyen most

lathatjuk, hogy (1.12) teljesiil, azaz az hanyados, a d fokt csticsok ardnya

e
f=cn=, 4
k=1 kzak
és legyen

H:Hd:{w;f_f%JrsSngu_f%ﬂ}7
H_:HJZ{w:w<f—f%+€}, H+=H;={w:w>f+f%+a}’

1
ahol 0 < e < — rogzitett. A )" 4., Osszeg viselkedését a fenti harom tartoma-

nyon kiilon-kiilon vizsgaljuk.
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Legyen el6szor w € H~. Hoeffding exponencidlis egyenl6tlenségét (Hoeffding
(1963), Theorem 2.) alkalmazva és felhasznalva, hogy a H~ tartoményon f 3te <
f—w, illetve w < f azt kapjuk, hogy

N-1
P (S, = d) <P (S, > d) g[P’(Sw—ESw >d - Zko(‘fw—oaogw)> <
k=1

2 1w ’
< exp _Ni (d— Z kkw—O(logw)> <
o

k=1

2 = a ’
Sexp g (ij) (f —w =0 (logw))® b <

k=1

N-1 2
2 (7 2
<exp{ ——m k— 4+ 0(lo
PN o1y (I; a) f (log f)
Ezt felhasznalva kovetkezik, hogy a H~ tartoményon

P(Sw=dWeH )= > P(Sy=dW=uw)<
weH ™~

9 No1o 2 N o
< fexp —m (;k;) 7+ 0 (log f) :o(f (Ha)). (1.67)

Hasonlban, Hoeffding exponencialis egyenlétlenségét alkalmazva és felhasznalva,
hogy w € H™, valamint % + ¢ < 1 kapjuk, hogy

N-1
AL
= < < < _ < <
IP’(Sw d) ]P’(Sw d) ]P’(Sw ES, <d kglk w)

1 RN ’

<expd ————— L T
=P 2(N—1)2<; a)
P(Sw=d,WeH") <

1 - Qk i 26 | _ (—1+1)
< Z exp —m (kz_lka> w —0<f ) (1.68)

{w: f<w}

Ezért
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elég nagy f-re.
Legyen most w € H. Ekkor w = f + O (f%“). TetszOlegesen kis €1 > 0

esetén

N-1, Ok 2
(d—ESw)® (d—ka:fk; —O(logw)> B
2D%S,, - - 2 B
« Zivzll k2o, — ( ]ICV:ll kak>
2 5 w + O (log w)
a
2
N-1
( k=1 ko‘k) (f —w — O (logw))*

o 2
azg;ll K20y, — ( iv:? kak) 2w + O (log w)

( iy kak) i

=— X

2
a SN 2y — (sz -l kak)

) (f_w>2+o(f%+a+81) - O(f%-i—e) _
2f 2f +0O (f%+e)
_ ( 2’;11 kOék>2 (f —w)? o <f,%+35> (1.69)

2
oSN K~ (SN he) Y

teljesil d — oo esetén, és itt a hibatag nem fiigg w-t6l. Alkalmazzuk most az

1.26. Tételben szerepld (1.62) formuldt, mely x4, aszimptotikus viselkedését ir-

ja le. Az x,, hatérértékek aszimptotikus viselkedése az (1.7) formuldval adott.
Mindezeket és (1.69)-et felhaszndlva kapjuk, hogy

1+1) o
2
\/27r (a ZkN:zl k2ay, — ( 2\7;11 kak) ) w
2
N—1
( k=1 kak)
X |exp{ — X

2
a0 Wan = (X5 k)

% (f—w)2 +O<f_;+3s)} _’_O(w—;)} ~

X

2f
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_ 1+l (0% 1
~Cf ( Q)ZNflkak - X
= o 05 Koy — (S35 ko)
2 5
( Ay kak)
2
X exp { — (f —w)
0 SN2y — (Z,f -l kak)
( iy kak)

d—>ooésw€Hesetén,aholCzF(l—i—%)/(aF(l-Fg)),

Ezért

—(1+1 «
> Tdw > o a)Nfilk
weH f*f%+s<w<f+f%+5 k=1 (692

1
X > X
o 05 Kk — (S5 ko)
2m 5
( iy k‘ak)
2
X exp ( w)
ad iy ko — ( iy ko‘k)
N-1
( k=1 kak)
1 1
SR YR :
s I R (S5 ke
2m
N-1
(3 o)
2
(57)
X exp{ — Vi —

11 k2o, — (Z:f;ll k:ak)2

ZQZ;V;

(0 k)"
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1

+o0o
- B/ N-—1 N-—1 2 %
—o0 QFaZkzl k%ka(zk:; kak)
(2005 ewe)

X exp { — — — dr = B.
2QZ:7:11 kQQki(Z:%ll kak)z
N-—-1
(205 ken)

Igy azt kapjuk, hogy

r (1 + %) N -(+3)
P(Sw=dWeH) ~B=—— . 2
N1 kel (1 + 5) SN kay,

(1.70)
d — oo esetén. Végezetiil, (1.67), (1.68) és (1.70) felhasznaldsaval

Ug = E Tdw = E Tdw + g Tdw + E Tdaw ™~
w

weH— weH weHt

~0 (f*(lﬁ)) + C?_;mfmé) Yo (f*(Hé)) N
r(1+ 22 ) _ed)
~ ivzzl koI (1 + g) (Zi\f_f ko, d>

d — oo esetén. Ezzel a bizonyitas kész. O




2. fejezet

Egy specialis eset:
az N-pontos modell

Legyen N > 3 rogzitett egész szam, 0 <p; <1,0<7r; <1(i=0,1),p;=7; =0
(j =2,...,N —1). A tovabbiakban a dolgozat els6 részében definidlt és tanul-
méanyozott modell egy specidlis esetével, a G (N, pg, p1,r0,71) (azaz az N-pontos)
modellel foglalkozunk részletesebben. Az N-pontos modell definicidja és evola-
cidja speciélis esete a G (N,po,...,PN—1,T0,---,"N—1) modellének, ezért annak
fejlédését is minden 1épésben N cstcs kolesonos interakcidja hatarozza meg. A
graf evoltcidja soran az egyes 1épésekben vagy egy elére adott p; valdsziniliséggel
1 1j cstics csatlakozik a grafhoz, mely N — 1 régi cstcesal 16p interakciéba (Step
NEW, ), vagy pedig pg valoszinliséggel nem sziiletik 0j cstcs és N régi cstcs formél
N-klikket (Step OLD). Mindkét lehetséges 1épés esetén r; valdszintiséggel a prefe-
rential attachment szabély szerint silyaranyosan vélasztunk egy (N — 4)-klikket
a mar létezbek koziil, mig 1 — r; valészinliséggel egyenletesen torténik az inter-
akciéban részt vevé N — i régi csucs kivalasztdsa (i = 0,1). Mivel az N-pontos
modell definiciéja szerint a ps,...,py_1 valoszinliségek 0-val egyenlGek, ezért
az 1.2 fejezet (1.1) pontjaban megadott egyiitthaték az alabbi egyszer(i alakban
szerepelnek a modellre vonatkoz6 eredményekben, illetve azok bizonyitdsaiban.

) N-1
a=ag+a;, ahol ag=prg é = N P
plﬁ = 50 +ﬂ17 ahol Bo = Npo (1 — 7‘0) éS 51 = (N — 1)])1 (1 — 7’1), (21)
N-—-M N -—-M
ap = oo + o, bar = Bo + N—lﬂl'

Tovabba az egy lépésben megjelend 1j csticsok varhaté szama A = p;.
Ebben a fejezetben legyen 1 < M < N rogzitett egész szam.

49
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2.1. F6 eredmények az N-pontos modellre

Ebben a részben ismertetni fogjuk az N-pontos modellre vonatkozo {6 eredménye-
inket. Az eredmények egy része, nevezetesen a modell skalafiiggetlenségérol szolo
allitdsok az 1.2 fejezetben megadott altaldnos G (N, pg, ..., DN—1,70s-+,"N—1)
modellre vonatkozé tételek kévetkezménye. A fokszam- és stlyeloszlas mellett egy
rogzitett M-klikk silydnak, egy rogzitett cstucs fokszamanak, valamint a csicsok
esetében a maximalis sily és a maximalis fokszam aszimptotikus viselkedését is
vizsgaljuk.

Ahogyan arra mar korabban is utaltunk, az N-pontos modell Backhausz és
Méri (2012, 2014) haromszoges modelljének altaldnositdsa. Az N-pontos modellre
vonatkozo eredmények f6ként a haromszoges modellre vonatkozo megfelel6 allita-
sok kiterjesztései. Megjegyezziik, hogy rogzitett 1 < M < N esetén az M-klikkek
stulyainak aszimptotikus viselkedését, melyet az N-pontos modellre a 2.7. Tétellel
adunk meg, a haromszoges modell esetében nem vizsgaltak.

2.1.1. Az N-pontos modell skalafiiggetlensége

Az N-pontos modell skalafiiggetlenségérél szolé eredmények az 1.2 fejezetben
ismertetett tételek specidlis esetei, ezért itt bizonyitasok nélkiil csak az eredmé-
nyeket ismertetjiik. A most kovetkezd tételek Fazekas és Porvazsnyik (2016b)
cikkében keriiltek kozlésre.

Az elsé tétel a d foku és w sulyu cstcsok ardnyanak 1 valdsziniiségli konver-

c sz

2.1. TETEL. (Fazekas és Porvdzsnyik, 2016b, Theorem 1.) Legyen oy > 0. Min-
den régzitett w és d esetén, ahol 1 <w és N —1<d<w(N —1),
X (n,d, w)

v, — Td,w (22)

majdnem biztosan n — oo esetén, ahol az x4, hatdrértékek régzitett nemnegativ
szamok, melyek teljesitik az aldbbi rekurziot:

1

11 =—>0 =0, ha d#N -1 2.3
TN-1,1 a+ﬂ+1>’ Td1 , ha # ) (2.3)
Tdw = - [ (w— 1) Tgw—1 4+ a1 (W — 1) Zg—1w—1 + BTa—(N-1),0-1]
’ aw+ G +1 ’ ’ o
(2.4)
X (n,d,w)

heo w>2, N—1<d< w(N-—1). Tovdbbd x4, = 0 esetén —Vv =

n
o(n=%), ahol a egy pozitiv szam, mely w-tdl és d-tél is figghet. Ho N —1 <d <
(N — 1) w nem teljesil, akkor xq,., = 0.
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2.2. MEGJEGYZES. Minden N > 3 esetén létezik olyan (d,w) par, 1 < w, N —
1 <d < (N —1)w, melyre x4, pozitiv. Tovibbd minden N > 4 esetén létezik
olyan (d,w) par,1 <w, N—1<d < (N — 1) w, melyre a fenti tételben megadott
rekurzié alapjan x4, = 0.

A kovetkezd tétel a csiicsok sulyainak skalafiiggetlenségét mondja ki. A tétel
az 1.4. Tétel specidlis esete az N-pontos modellre.

2.3. TETEL. (Fazekas és Porvdzsnyik, 2016b, Theorem 2.) Legyen o > 0. Min-

denw=1,2,... esetén
X (n,w)

— Ty 2.5
7 e (25)
majdnem biztosan n — oo esetén. Az xy,, w = 1,2,... hatdrértékek pozitiv szd-
mok, melyek teljesitik az alabbi rekurziot:
1 -1
Tl = —————, Ty = wa,l, ha w > 1. (2.6)
a+pB+1 aw+ g +1
Tovdbbd )
2 ~ Cw~(17%) (2.7)

w — 0o esetén, aholC’:F(l+%>/<aF (14_%))

Rogzitett 2 < M < N esetén az M-klikkek stlyeloszlasanak skalafiiggetlensé-
gérol szél a kovetkezd eredmény. A tétel az 1.5. Tétel specidlis esete az N-pontos
modellre.

2.4. TETEL. Legyen oy > 0. Ekkor minden rigzitett M és w, 2 < M < N,
w > 1 esetén teljesiil, hogy

C(n,M,w
% — CM,w (28)
n,M
majdnem biztosan n — oo esetén. A cyrw, w = 1,2,... hatdrértékek rogzitett
pozitiv szamok, melyek teljesitik az alabbi rekurziot:
1 (w—1)an
CM1 = m7 CMw = WCM’M_l’ ha w > 1, (29)
ahol az apr mennyiséget (2.1)-ben definidltuk. A cprq,ca2, ... sorozat egy valodi
diszkrét valosziniségeloszlds. Tovdbbd
r (1 + TL) ~(1+52)
CMuw ~ —————w M (2.10)

an

w — 00 esetén.
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Konnyen ellenérizhetd, hogy a G (N, po,...,pPN-1,T0,---,7N—1) modellben a
fokszameloszlas skalafiiggetlenségérol szol6 1.7. Tételben adott (1.11) feltétel az
N-pontos modellre teljesiil. Azaz az N-pontos modell a természetes értelemben
is skalafliggetlen.

2.5. TETEL. (Fazekas és Porvdzsnyik, 2016b, Theorem 3.) Legyen ay > 0. Ekkor
minden d > N — 1 esetén

U (n,d)
— U= Ew:xd,w. (2.11)
Tovadbbd
r(1+28) N -03)
Ug ~ (d) (2.12)
arl (1+2) \e

d — 0o esetén.

2.6. MEGJEGYZES. A 2.1. Tétel, valamint a fokszdmok skalafiiggetlenségérsl
sz0l6 2.5. Tétel Backhausz és Moéri haromszoges modellre vonatkozé megfele-
16 eredményeinek kiterjesztése az N-pontos modellre (ldsd Backhausz és Mori
(2014), Theorem 3.1. és Theorem 4.3.). A 2.3. Tétel, mely a csticsok stlyainak
skélafiiggetlenségét mondja ki, a hdromszoges modellre vonatkozé eredmény (lasd
Backhausz és Mori (2012), Theorem 3.1.) altaldnositdsa az N-pontos modellre.
A 2.4. Tétel allitasat Fazekas, Noszédly és Perecsényi (2015, Theorem 2.2. és The-
orem 2.3.) igazolta a hiromszoges modellre. Emellett az N-pontos modellben
az N-klikkek silyainak skalafiiggetlenségét (14sd Fazekas et al. (2015), Theorem
4.1.), illetve a 2 < M < N esetben az M-klikkek stlyainak skélafiiggetlenségét
(lasd Fazekas et al. (2018), Theorem 3.) is bizonyitottdk. Az N-pontos modell-
re vonatkozo ezen eredmények Gsszhangban vannak a dolgozatban ismertetett
eredménnyel (14sd 2.4. Tétel).
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2.1.2. A silyok és fokszamok aszimptotikus viselkedése

Ebben a fejezetben ismertetjik a klikkeket jellemzd silyok, valamint a cstcso-
kat jellemz& fokszamok aszimptotikus viselkedésére vonatkoz6 eredményeinket.
A most kovetkezd eredmények Fazekas és Porvdzsnyik (2016a) cikkében kertiltek
kozlésre.

El6szor egy rogzitett M-klikk stlyanak aszimptotikus viselkedését vizsgaljuk.
Az n = 0 lépésben a kiindul6 N csics teljes graf (AA;) M-klikket tartalmaz.
Legyen ezen M-klikkek cimkéje 0,—1,..., — ((1\]\/[[) — 1). Ezt kévetGen az 4j M-
klikkek cimkéje legyen 1,2,... a sziiletési sorrendjiiknek megfeleléen. Legyen j >
- ((IJVV[) - 1) rogzitett egész szém. Jelolie Wn, M, j] a j-edik M-klikk stlyét az
n-edik 1épés utdn. Ekkor Win, 1, 7] jeloli a j-edik cstics silyat az (n + 1)-edik
lépésben. Jelolje tovabbd D[n, j] a j-edik csics fokszdmat az n-edik 1épés utan.
(Ha n < j, akkor Win,1,j] = D[n,j] =0.)

Az n = 0 kezdeti idopontban adott IV cstcsu teljes graf szimmetrikus. Ezért,
és a graf evoliciés mechanizmusa miatt elegendd, ha a Win, M, j] és Din,j]
mennyiségeket csak j =0,1,2,... esetén vizsgaljuk.

Az alabbi tétel egy rogzitett M-klikk stlyanak aszimptotikus viselkedését irja
le.

2.7. TETEL. (Fazekas és Porvdzsnyik, 2016a, Theorem 2.3.) Legyen j > 0 és
1 < M < N rdgzitett egész szam. Tegyiik fel, hogy o > 0. Ekkor

Win, M, j] ~ Y, ;M (2.13)

1
I (1 + aM)
majdnem biztosan n — oo esetén, ahol yar; egy pozitiv valdszintiségi vdaltozo és
az apr mennyiséget (2.1)-ben definidltuk.

M =1 esetén a 2.7. Tétel egy rogzitett cstcs siulyanak aszimptotikus viselke-
dését adja meg. Errél szdl az alabbi 2.8. Kévetkezmény, mely Backhausz és Mori
héromszoges modellre vonatkozé eredményének (1dsd Backhausz és Méri (2012),
Theorem 4.1.) kiterjesztése az N-pontos modellre.

2.8. KOVETKEZMENY. (Fazekas és Porvdzsnyik, 2016a, Corollary 2.4.) Legyen
Jj > 0 régzitett egész szam és legyen o > 0. Ekkor

1
I'l+a)
majdnem biztosan n — oo esetén, ahol v1 ; eqy pozitiv valdszintségi vdltozo.

Tekintsiik most egy rogzitett cstics fokszamsorozatat. Az alabbi tételben ennek
a sorozatnak az aszimptotikus viselkedését vizsgaljuk. A most kévetkez6 2.9. Té-

tel Backhausz és Méri eredményének (lasd Backhausz és Moéri (2014), Theorem
5.2.) kiterjesztése az N-pontos modellre.
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2.9. TETEL. (Fazekas és Porvdzsnyik, 2016a, Theorem 2.5.) Legyen j > 0 rig-
zitett egész szam és legyen o > 0. Ekkor

1 (&3]
Dn,j] ~ ———~1;n" 2.15

[nvj] F(l—i—a) ayl,_]n ( )
magjdnem biztosan n — oo esetén, ahol a v1 j pozitiv valdszinidségi vdltozdt (2.14)-
ben definialtuk.

A kovetkezd két tétellel a maximélis stuly és a maximalis fokszam aszimptotikus
viselkedését jellemezziik.
Jelolje W,, a maximalis stuly1 csics silyat n 1épés utan, azaz legyen

Wy, = max{Win,1,j] : =(N — 1) < j < n}. (2.16)

2.10. TETEL. (Fazekas és Porvdzsnyik, 2016a, Theorem 2.6.) Legyen o > 0.
Ekkor

Wy, ~ un® majdnem biztosan n — oo (2.17)

I'l+a)
esetén, ahol pn = sup{y1;:j > — (N — 1)} egy véges pozitiv valdszintiségi vdltozd
és 1 j-t (2.14)-ben definidltuk.

Jeldlje D,, a maximalis fokszamot n 1épés utan, azaz legyen
D,, = max{DIn,jl: —(N —1) < j <n}. (2.18)

2.11. TETEL. (Fazekas és Porvdzsnyik, 2016a, Theorem 2.7.) Legyen o > 0.

Ekkor ]

D, ~ m%pna majdnem biztosan n — oo (2.19)
esetén, ahol p = sup{y1,; : j > —(N —1)} a 2.10. Tételben megadott pozitiv
valdszintségi vdltozo.

A fenti 2.10. Tétel és a 2.11. Tétel alkalmas kiterjesztései Backhausz és Mori
haromszoges modellre vonatkozé megfelelé eredményeinek. (Lasd Backhausz és
Méri (2014), Theorem 5.1. és 5.3.).

2.12. MEGJEGYZES. Azt vehetjiik észre, hogy a fenti eredményekben csak az ayg
és az «p egyiitthatok tiinnek fel. Ezek alapjan azt mondhatjuk, hogy az aszimp-
totikus viselkedésre nincsenek hatédssal az egyenletes valasztashoz kapcsolodd Sy
és (1 paraméterek. Ezt a jelenséget a kovetkezOképpen magyarazhatjuk. Ha j
rogzitett és n elég nagy, akkor a j-edik csics régi csics a V,, ~ np; cstcs kozott.
Ezért a j-edik csics stlya és fokszama viszonylag magas a fiatal csicsokéhoz ké-
pest. Mivel sok fiatal csics van, ezért az egyenletes valasztasnak kisebb hatésa
van a j-edik cstcs sulyara és fokszamara.
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2.13. MEGJEGYZES. A 2.8. Kovetkezményt és a 2.9. Tételt osszevetve azt 14t-
hatjuk, hogy a j-edik cstcs stulyanak és fokszdmanak aszimptotikus aranya

Win,1,j] =« _

Din, j] ap

_ (N —1)P(Step NEW; és PA) + NP (Step OLD és PA) (2.20)
= (N — 1)P (Step NEW, és PA) ' '

A fenti ardny nem maés, mint a régi csicsok varhaté silynovekedésének és varhatéd
fokszamnovekedésének ardanya egy 1épés soran abban az esetben, ha a preferential
attachment szabaly szerint torténik a valasztas. Hasonl6 allitas igaz a maximalis
suly és a maximalis fokszam aszimptotikus ardanyara is. A 2.10. Tétel és a 2.11. Té-
tel felhasznaldséval lathatjuk, hogy W, /D, ~ a/a.

2.14. MEGJEGYZES. Jeldlje 7,, azon csticsok cimkéinek maximumat, amelyek a
maximélis sulyt elérik, azaz legyen

o = max{j : Win,1,j] = W,}.

Ekkor a 7,(w), n = 1,2,... sorozat korldtos majdnem minden régzitett w elemi
eseményre. Ez az allitas a 2.10. Tételnek és bizonyitasdnak egyszeri kdvetkezmé-
nye. Hasonlé allitas mondhaté ki a fokszamokra is.
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2.2. Bizonyitasok

Ezen fejezet célja a 2.1.2 fejezetben bemutatott eredmények igazoldsa. A bizo-
nyitasok soran a modellre vonatkozd részeredményeinket is ismertetjiik. Mivel az
eredmények foként a haromszoges modellre vonatkozd megfelel6 allitasok altala-
nositasai az N-pontos modellre, igy a bizonyitasok soran kovetjik Backhausz és
Mori (2012, 2014) gondolatmenetét és martingdlos technikdjukat alkalmazzuk.
Latni fogjuk, hogy a bizonyitasok soran a kombinatorikai problémak az altalanos
N-pontos modellre nehezebbek, mint azok az N = 3 esetben.

2.2.1. Egy rogzitett M-klikk sulyanak aszimptotikus visel-
kedése

A 2.7. Tétel bizonyitdsa. A bizonyitds 2 részbdl all. El6szor megmutatjuk, hogy
az allitds nemnegativ s j-vel teljesiil. Ezt kévetéen pedig azt latjuk be, hogy
vum,; 1 valészintiséggel pozitiv.

Legyen B,y1 = {Wn+1,M,j] = W(n, M, j] + 1}, ahol W[n, M, j] jeloli a
j-edik M-klikk silydt n 1épés utan. Azaz B, 1 azt az eseményt jeloli, hogy a j-
edik M-klikk az (n + 1)-edik 1épésben interakciéban vesz részt. A 1.3 alfejezetben
igazolt 1.13. Lemmaéaban megadtuk annak a valdszinliségét, hogy egy w sialyu M-
klikk az m-edik 1épésben részt vesz az interakciéban. Ezt felhasznalva kénnyen
lathatjuk, hogy annak a valészinlisége, hogy a j-edik M-klikk az (n + 1)-edik
lépésben részt vesz az interakciéban

(N — M)Wn, M, j] (") Win, M, j] ()

P71 Nont 1) +P1(1—T1)7(%) +Po7”07n_~_ 1 +po (1 —19) 7(%) =
. N

- W[:ff’]]aM + ]\f&)?)bM. (2.21)

Tekintstik azt az eseményt, hogy a j-edik M-klikk 1étezik n lépés utan. A fentiek
miatt ezen az eseményen

P(Bn+1|]:n) > au

> (2.22)

A (Bp,n € N) sorozat adaptalt az (F,,n € N) o-algebrak sorozatéra nézve. A
Borel-Cantelli lemma 4ltaldnositdsat alkalmazva (14sd Neveu (1975), Proposition
VII-2-6.) és a (2.22) als6 becslést felhaszndlva azt kapjuk, hogy

Win, M, j| — oo majdnem biztosan n — oo esetén. (2.23)

Vezessiik be az alabbi jeloléseket. Legyen j > 0 és 1 < M < N rogzitett
egész szam. Legyen I[n, M, j] annak az eseménynek az indikatora, hogy a j-edik
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M-klikk 1étezik n 1épés utan, azaz legyen

1, ha Win,M,j] >0,

I[n, M, j] = ,
0, ha Win,M,j] =0.

Legyen J[n, M, j] annak az eseménynek az indikdtora, hogy a j-edik M-klikk az
n-edik 1épésben sziiletett. Ekkor J[n, M, j| = I[n, M, j] — I[n — 1, M, j]. Minden
rogzitett pozitiv j, kI, M, 0 < j < [, 1 <k, 1 < M < N egész szam esetén
tekintsiik a kévetkez6 sorozatokat:

bn, M, k] = H (1 + Wk>_l , (2.24)

7
i=1

n—1 N . .
M -1
dfn, M, k. ) = = 37 bli +1, M K] )i>bM<W[Z’ k]_]1+k ) (2.25)
i=1 M

ennt = H(l——) . (2.26)

Lathatjuk, hogy mig a bn, M, k] és az e,y sorozatok determinisztikusak, addig
dn, M, k, j] Fp—1-mérhetd valébzim'ibégi V&'thozé minden 7, M k és J ebetén A

alakban adhatjuk meg.

n

Mk I'(1 k
b[n, Hz—i—aMk: ( +aM)

=1

I'(n+1)
I'(n+1+ank)

Ezért a I'-fliggvényre vonatkozé Stirling formuldt alkalmazva meghatdrozhatjuk
bln, M, k] aszimptotikus viselkedését. Igy azt kapjuk, hogy

bin, M, k] ~ bpspn " n — 0o esetén, (2.27)

ahol by = I' (1 + apmk) > 0, k és M rogzitett egész szdmok. Tovabba konnyen
lathato, hogy

en =bn, M, 1] ~ T (1 —ap)n*™, han— oo. (2.28)

A kovetkez6 lemmaban egy olyan martingalt vezetiink be, amely alapvetd
szerepet jatszik a 2.7. Tétel bizonyitasdban.
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2.15. LEMMA. Legyenek j, k,l,M,0<j <1, 1< M < N régzitett nemnegativ
egész szamok és legyen

Win, M,j]+k — 1

Zln, M, k, j,1] = (b[mM, k]( .

) +d[n,M7k,j]> I, M, j].

(2.29)
Ekkor (Z|n, M, k, j,1], Fn) martingdl n > 1 esetén.

c sz

lya pontosan 1-gyel n6, ha interakciéban vesz reszt. (2.21)-ben mar lattuk, hogy
annak a valdsziniisége, hogy a j-edik M-klikk részt vesz az interakciéban az
(n + 1)-edik 1épésben

Wn, M, j] (1)
b 2.30
ntl aM+N(‘]C;) M, ( )

feltéve, hogy a j-edik M-klikk létezik az l-edik 1épésben. Ezt felhaszndalva, n > 1

esetén
{(Wn+1M]}+k >I[l,M,j]}‘n}

Win, M, j] (ﬁ) Win,M,jl+ k-1
“‘“( <n+1 *N(Vn)”M))( )

M

(e )15

= I[l, M,j]N(?JVZ) bas (W[m J\ii] 1+ k— 1>+

+I[, M, j] (1 +aMk> (W[H,M,j] +k - 1>.

+1 k

Mindkét oldalt megszorozva bln + 1, M, k]-val azt kapjuk, hogy

E{b[n+ 1, M, k] (W[n+ I’Ai’j] Tk 1>I[I,M,j]|]-‘n} -

— I[L, M, j] ((W["’M’ﬂ k- 1)b[n,M, K] + dn, M, k, j] — dln + 1,M,k,j}> .

k
(2.31)
Felhasznélva, hogy d[n + 1, M, k, j] F,,-mérhetd, a bizonyitds kész. 0
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A 2.15. Lemma jeloléseit megtartva legyen Z[n, M, k, j, 1| = Z[n, M, k, j]I[l, M, j].
Tekintsiik most a (Z[n, M, k, j,1], F,) martingdlt, melyet a 2.15. Lemmdban ve-
zettiink be és legyen k = 1. Ekkor

Z[n,M,1,3,1] = (bn, M, 1|W[n, M, j] + d[n, M, 1, j]) I[l, M, j]. (2.32)

Az 4ltalanos modellben a csicsok szdmanak aszimptotikdjat az (1.23) egyenlettel
adtuk meg. Az N-pontos modellre, mint specidlis esetre kapjuk, hogy

V., = pin+o (n1/2+5) (2.33)

majdnem biztosan minden € > 0 esetén. b[n, M, 1] aszimptotikdjat (2.27) alapjan
mér ismerjiik. Ezt és (2.33)-at felhaszndlva pedig meghatérozhatjuk d[n, M, 1, j]
aszimptotikajat. Ekkor

n—1 (N)
dln, M, 1,5] = =Y " bli+ 1, M, 1] =2 by
i N ()
1 /N\ M! iy
~ e -—(apm+M)
o (M> NbMF(lJraM);z M (1+0(1)).

Mivel apr és M is pozitiv, igy d[n, M, 1, j] konvergens n — oo esetén és ezért a
Z[n, M, 1, j,1] martingdl alulr6l korldtos. Most megmutatjuk, hogy Z[n, M, 1, j,1]
korlatos differencidju martingal. A b[n, M, 1] sorozat csokkend, ezért
Hasonléan kapjuk, hogy
Zn,M,1,j] — Zn+1,M,1,5] <
()
b

= (bjn, M, 1] — bjn + 1, M, 1]) W[n, M, j] + b[n + 1, M, 1 <
(O, M) = b+ 1,24, 11) Wl M.l + o+ LM b

1 b
< b[n—Fl,M,l] (aM + NbM> <apy + WM

Tehét a Z[n, M, 1, j,1] martingdl alulrél korldtos és korlatos differencidju, ezért
Neveu (1975) VII-3-9. Allitasat alkalmazva azt is lathatjuk, hogy majdnem biz-
tosan konvergens n — oo esetén. Tovabba a Z[n, M, 1, j,1] folyamat definicija
miatt b[n, M, 1]W|n, M, j] majdnem biztosan konvergens a {W[l, M, j] > 0} ese-
ményen. Ezt, (2.23)-at és (2.27)-et felhaszndlva kovetkezik, hogy a 2.7. Tétel
allitdsa nemnegativ v j-vel teljesiil.

Most megmutatjuk, hogy var,; 1 valészinliséggel pozitiv. Ehhez a kovetkezo
lemmaban definialt szupermartingalt fogjuk felhasznalni.
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2.16. LEMMA. Legyenek j,k,M,0 < j <k, 1< M < N régzitett nemnegativ
egész szamok. A kovetkezd sorozat nemmnegativ szupermartingdl.

enMI[k7M7]] ..
— F, = 1,.... 2.34
(W[n,M,j]_l’ n ’ n j7]+ ) ( )

Bi1zoNYITAS. A 2.15. Lemma bizonyitdsdhoz hasonléan n > k esetén

I[k, M, ) _
E{W[n+1,M,j] _1’}"”} B

_ [ WIn, M, j] (ar) I[k, M, j)
_< n+1 aM—’_N(X}})bM) W[n,M,j]+

Win, M, j] () Ik, M5
o (e o)) s

[ Win, M, j] (ar) Ik, M,5]  I[k,M,j)
( n+1 a”HN(‘A’;)bM) (W[n,M,j] V[/[n,z\4,j}—1)+
I[k,M,j] aMI[k,M,j] I[l@M,j]

WM, -1~ (n+ )(W[n,M,j]—1)  W[n,M,j]—1

I[k, M, j] (1 aM). (2.35)

T WM, -1\ n+1

A (2.35) formula mindkét oldaldt megszorozva e, 41,p-mel a lemma 4llitdsa adé-
dik.

O

Tekintsiik az
(%% Ml[k, M,]] .
P bt S SR N & >
(W[n,M,j]l’ n)e M=

szupermartingalt, melyet a 2.16. Lemma&ban definidltunk. Mivel ez a szuper-

martingdl nemnegativ, ezért a szubmartingal konvergencia tételnek megfelel6-

en majdnem biztosan konvergens. lim;_, o I[l, M, j] = 1 majdnem biztosan, igy
€n, M

Wit =1 is konvergens majdnem biztosan n — oo esetén. Ezt és a (2.28) for-
mulat felhasznédlva kovetkezik, hogy ~vas ; pozitiv majdnem biztosan. 0
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2.2.2. Egy rogzitett csics fokszamanak aszimptotikus visel-
kedése

2.17. MEGJEGYZES. Mig egy rogzitett csiics silya barmely 1épés sordn legfeljebb
1-gyel nohet, addig egy rogzitett csiucs fokszamnovekedése 0,1,..., N — 1 lehet.
Ezért 0 < D[n,j] — D[n — 1,j] < N — 1 minden rogzitett j > 0-ra. Tovdbb4, egy
rogzitett csics fokszama nem véltozik azokban a lépésekben, amikor nem adunk
1j cstucsot a grathoz és a preferential attachment szabdly szerint sdlyaranyosan
valasztjuk ki az interakciéban részt vevo régi csicsokat.

2.18. LEMMA. Legyen j > 0 rogzitett egész szam. Ekkor n > k esetén

Win, 1, 4]

115,1,5) (Dl + o0 T

) < E{I[k,1,4]D[n+ 1,4)|F.} =

. . Win,1,;j
= I[k71a]] (D[’I’L,j} +al% +Tn> 5

ahol 0 < T, < (N — 1)&2.

BizonyiTAs. Tekintsiik az E{D[n + 1, j] — D[n, j]|F,} feltételes varhato értéket
feltéve, hogy a j-edik cstics 1étezik k 1épés utan. Minden olyan lépésben, amikor
a modell a preferential attachment szabdly szerint fejlodik, egy rogzitett csics
fokszama vagy 1-gyel né vagy pedig valtozatlan marad. Ezért a j-edik cstcs var-
haté fokszamnovekedése az (n + 1)-edik 1épésben PA vélasztds esetén aq Win.1],
Egyenletes vélasztds esetén egy rogzitett csics fokszdma legfeljebb (IV — 1)-gyel
néhet. Tovabba (2.21) alapjdn azt is ldthatjuk, hogy annak a valésziniisége, hogy
egyenletes valasztis esetén a j-edik cstcs fokszamnovekedése pozitiv, nem na-
gyobb, mint % Ezért a j-edik csics varhaté fokszamnovekedése az (n+ 1)-edik

lépésben egyenletes véilasztds esetén kisebb vagy egyenld, mint (N — 1)%. 0

A 2.9. Tétel bizonyitdsa. Tekintsiik most az alabbi korlatos valészintiségi valto-
z6t: pn, = %(D[n,j] — D[n —1,4]). A 2.17. Megjegyzés alapjan 0 < p,, < 1.
Neveu (1975) VII-2-6. Allitasanak alkalmas verziéjat alkalmazva (ldsd még Back-
hausz (2012), 2.4. Allitds), majd pedig a 2.18. Lemmat és a (2.14) egyenletet
felhasznalva kapjuk, hogy
Dln,jl = (N=1)Y pi~ (N=1)Y E(pi|Fio1) =
i=1 i=1

1717]] 1 aq
Z <O[1 +E_1> ~ m ")/17JTL (236)

feltéve, hogy a ]—edlk csucs létezik k 1épés utdn. Mivel limg_,o W[k, 1,j] =
majdnem biztosan, igy a tétel allitasa adddik. 0
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2.2.3. A maximalis sily és a maximalis fokszam aszimptoti-
kus viselkedése

Ebben a fejezetben célunk a cstcsokat jellemz& mennyiségek maximumaira vo-
natkozo 2.10. Tétel és 2.11. Tétel bizonyitasa.

Els6ként igazoljuk az alabbi lemmat, mely alapvetd szerepet jatszik a maxi-
malis suly aszimptotikus viselkedésének meghatirozasaban.

2.19. LEMMA. Minden régzitett nemnegativ egész k > 0, 1 < m < n esetén
legyen

. 1,j -1
Sim.n. k= E (b[n, 1, k] (W["’ ’J]i Tk )I[n, 1,j]) . (2.37)
j=m
Ekkor létezik olyan Cy, pozitiv konstans, hogy
Sim,n, k] < Cp Y j7". (2.38)
Jj=m

Bi1zONYITAS. A lemma allit4sdt k szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Legyen
el6szor k = 0. Ekkor

S[man70] = E(b[n,l,O]I[n,l,j]) -

-

I
3

J

n

:Zb[n,l,O] I[n,1,4]) ZIP’ [n,1,§j] >0)<n—m+1.
; =

Tegyiik most fel, hogy az 4llitas igaz (k — 1)-re. A 2.15. Lemma alapjan tudjuk,
hogy Z[n, 1, k, j, 1] martingal. Tovabba két martingdl kiilonbsége ismét martingal.
Ezért Z[n, 1,k, j, 1] definicidjaban I[l,1,j]-t J[I,1, j]-re cserélve Gjbél martingdlt
kapunk. Felhasznalva J[n,1,j] és Z[n,1,k,j,1] definicibjat, S[m,n, k]-t két tag
Osszegeként irhatjuk fel a kovetkezoképpen.

n

Slm,n, k] = ZE >N (ZIL 1k ) — din, 1k, §) JIL 1, 5] | =

l=y

=E ZZbllk (1,1,5] | +

Jj=ml=j

j=m l=j
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Az utolsé 1épésben azt hasznéltuk, hogy W (l,1,j) = 1, ha J[I,1, j] = 1. Adjunk
most fels6 korlatot a (2.39) formuldban szerepld két tagra. Kordbban mar lattuk,
hogy rogzitett k esetén a b[n, 1, k] sorozat csokkend. Ezért felhaszndlva, hogy
b[n, 1, k] aszimptotikajat (2.27) alapjdn mar ismerjiik azt kapjuk, hogy

ZZbllk 4] Sib[j,l,k]E zn:J[laLJ’] Zn:

j=m l=j j=m l=j3 j=m
(2.40)
A (2.39)-ben szereplé 6sszeg masodik tagjara az Osszegzés sorrendjének felcserélé-
sével, valamint felhaszndlva az I[i, 1, 7] és J], 1, j] indikatorok kozotti I[i, 1, j] =
ZLJ‘ JI,1, j] osszefliggést azt kapjuk, hogy

ZZ (1,1, k, 5] —d[n,1,k,4]) J[I,1,5] | =

j=m l=j

n—1 .
b[7’+ 1717k] D1
:E _——
(;n i L k-1 v,

) Wlii,L,jl+k—=2\WIi,1,5]+k—-1__ _ .
<
XE bli, 1,k 1]( b1 ) 1] Ii, 1,5] | <

j=m

+1,1,k Wi, 1,] +k—2\ ... . .
<k bli, 1,k — 1] I, 1
St (B sk (M
(2.41)
Az utolsé 1épésben azt haszndltuk, hogy % <k, ha I[i,1,j] > 0.
Adjunk most fels6é korlatot a (2.41)-ben szereplé varhaté értékre kiilon a
{Vi<Bllésa {V; > p”} eseményeken. A {V; > Bl } eseményen az indukcids

feltevést felhasznalva kénnyen adddik, hogy

P1 Zz . Wi, 1,j] +k =2\ . . .
5 pP1t - <
E MBH{WZ % }j:mb[7’717k 1]( k‘—l 1[7’717]] —

283 :
<=0, § jook=1), 2.42
=7 k—1 J ( )

j=m
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Itt T4 az A esemény indikatorat jeloli. Masrészrol, a {Vi < %} eseményen (2.27)-
et felhaszndlva azt kapjuk, hogy

1 o Wi Lj]+k—2\ . .
Y7 pr1i s Ly v 9 L9 S .
E Viﬁll{vK%}];nb[z 1,k 1}( o 1[i,1, 4] (2.43)

P1 ’L—’-]f—z a(k—1)
< Vi, < — E — E
BP{ < } bzlk ( k1 ) i~

1 — oo esetén. A fenti szdmitasok soran felhasznaltuk, hogy a csticsok szadma
barmely 1épésben legaldbb N. Tovabba Hoeffding exponencialis egyenlétlenségét
alkalmazva (14sd Hoeffding (1963), Theorem 2.) a kovetkezé felsé korlatot kap-

tuk: P{V; < 2} < 7%, ahol ¢ = pl . Ezért a (2.41), (2.42) és (2.43) formuldk
felhasznalasaval kapjuk, hogy

n n

E YD (dll 1,k 5] —dn1,k,4) JI,1,5] | <

j=m l=j

< kC®' Z o Z alk=1) < o) Z] . (2.44)

j =m

Itt azt alkalmaztuk, hogy (2.27) miatt b&tlkl ﬂ =0 (i™%), amint 7 — co. Végil,

(2.39)-et, (2.40)-et és (2.44)-et Osszegezve a bizonyitas kész. 0

A 2.10. Tétel bizonyitdsa. Legyen M[m,n] = max{Win,1,j] : —(N —1) < j <
m}, ahol 1 < m < n rogzitett egész szdm. A 2.8. Kovetkezmény miatt

I'( 14 a) lim n=*M[m,n] = max{y;; : —=(N —1) <j <m} (2.45)

n— oo

majdnem biztosan. A 2.15. Lemma bizonyitdsa alapjan az is lathatd, hogy az
alabbi folyamat szubmartingal:

b[n, 1, k] (W["’ 1“7]3 TR 1) = b[n, 1,k (W["’ 1"2 Tk 1>I[n, 1,j, n>j.

Legyen Q[m,n] = maxm,<;j<,W[n,1,j]. Ekkor 0 < W, — M[m,n] < Q[m,n].
Szubmartingdlok maximuma is szubmartingal, ezért

b[n, 1, k] (Q[m,n]}j k- 1), n >m,
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ugyancsak szubmartingdl. Nemnegativ szamok esetén a maximum az Osszeggel
feliilrdl becsiilhetd. Ezt és a 2.19. Lemmat felhasznalva kapjuk, hogy

E (b[n, 1,k] (Q[m’"]k+ b= 1)> < S[m,n, k] < C zn: jok, (2.46)

j=m
Mivel

n.1 11k m.n _
og(b[m,uQ[m,n})’“gWk!b[n,l,k](Q[ ! ]k+k 1), (2.47)

fgy azt lithatjuk, hogy a b[n, 1,1]Q[m, n] szubmartingdl korldtos L¥-ban minden
ka > 1-re. Igy ez a szubmartingal majdnem biztosan és L*-ban is konvergens
minden k > L esetén. Tovdbbé a (2.27) formulat, valamint (2.46)-ot és (2.47)-et
felhasznalva kapjuk, hogy

o0

k
E (lim sup (n”=*Q[m, n])) < k!Ckm Z gk, (2.48)

n—oo

A monoton konvergencia tételt alkalmazva

E < lim limsup (naQ[m,n])k> =0

m—00 no00
k> L esetén. Mivel Q[m,n] m névekedésével csokkend, igy

lim limsupn=“Q[m,n] =0 (2.49)

m—00 no00

majdnem biztosan. Ezért, mivel 0 < W, — M[m,n] < Q[m,n],

lim limsup (n=* W, — M[m,n])) =

m—00 noo

majdnem biztosan. Ebb&l és (2.45)-bol kovetkezik (2.17). Tovabbé (2.48) miatt
azt is lathatjuk, hogy p majdnem biztosan véges.

O

s sz

vetkezﬂ{, hogy D[n7 j] < (N l)W[n, 1, j}, hiszen egy interakcidban részt vevd
csucs fokszama legfeljebb (N — 1)-gyel nd. Ezért

max{D[n,j]: =(N—-1)<j<m} <D, <

<max{D[n,j] : —=(N —=1) <j <m}+max{(N — 1)Win,1,5] : m < j < n}.
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Mindkét oldalt megszorozva n~“-nal, majd pedig hatarértéket véve n — oo ese-
tén, a 2.9. Tétel felhasznildsaval kapjuk, hogy

1 (65)

—_— Y i — - <y <
maX{F(l—i—a) o i (N 1)j<m}

<liminf D,n~% < limsupD,n" ¢ <

n—0o0 n—00

1 (e5] . . —
< — 7 i —(N=-1) < N —1)lims «
_maX{F(l—l—a) a%’] ( )< <m}+( )limsupn=*Q[m, n]

n—oo
n — oo esetén. Ezért (2.49) felhasznédldsaval m — oo esetén a tétel allitasa adodik.
U






Osszefoglalas

Ezen disszertaciéban egy N csics interakcidjan alapuld véletlen graf modellt ta-
nulmanyozunk és az azt jellemz6 mennyiségek aszimptotikus viselkedését vizs-
géljuk. Az értekezésben bemutatott eredmények Fazekas Istvannal kézosek. A
dolgozat két részbdl all.

Az értekezés elején roviden Osszefoglaljuk a véletlen grafok elméletének a disz-
szertacid témajihoz kapcsolédd irodalmi elézményeit. Ezen irodalmi attekintés
nem teljes, a hangsilyt a dolgozatban vizsgalt véletlen grafhoz kapcsolédé mo-
dellekre és eredményekre helyezziik.

A disszertaci6 els6 részében (1. fejezet) egy N cstics interakciéjan alapuld
altalanos graffejlédési mechanizmust definidlunk és a folyamat eredményeként
1étrejové véletlen graf modellt tanulmanyozzuk (N > 3 rogzitett egész szédm).
Tovabba ismertetjiik és igazoljuk a modellre vonatkozé f6 eredményeinket.

Az 1.1. fejezetben megadjuk a vizsgalt véletlen graf modell matematikai de-
finici6jat. Legyen N > 3 rogzitett egész szam. Az egyszeriiség kedvéért egy N
csucsu teljes grafot a tovabbiakban N-klikknek fogunk nevezni. A graf fejlédését
minden lépésben N cstcs kolesonos interakcidja hatarozza meg. Ebben a modell-
ben N csics interakci6ja alatt azt értjuk, hogy az N cstcs k6zott minden (még
nem létez6) élt behtizunk és igy egy N-klikket kapunk. A vizsgilt modellben az
M-klikkeket (1 < M < N) stlyokkal jellemezziik. Egy M-klikk stlya azoknak a
lépéseknek a szamaval egyezik meg, amelyekben az adott M-klikk interakcidoban
vett részt. Ezért ebben a modellben minden csiicsot két pozitiv mennyiség, a
fokszama és a stlya jellemez. A kezdeti n = 0 id6pontban egyetlen N-klikkbdl in-
dulunk ki. Az evoluciés folyamat soran minden lépésben az el6z6 1épéstol fliggetle-
niil py, valészintiséggel egy 1j k-klikk csatlakozik a grafhoz (0 < k < N — 1), mely
N — k régi cstucesal 1ép interakcidba. Az 4j klikket meghatarozé csticsok k szama
egész értéki korlatos valdsziniiségi valtozd, melynek eloszlasa a modell paramé-
terei altal rogzitett. Amennyiben egy adott 1épés soran nem sziiletik 1j cstics és a
graf mérete valtozatlan marad (azaz k = 0), gy N régi cstics 1ép interakciéba. A
graf fejlédése soran az egyes interakciokban részt vevé régi csticsok kivalasztasara
két lehet6ségiink van. Tegyiik fel, hogy az n-edik lépésben k 1j cstcs csatlakozik

69



70 OSSZEFOGLALAS

a grafhoz. Ekkor, az el6z8 1épésektél fiiggetleniil, r, (0 < k < N — 1) valdszi-
niiséggel a preferential attachment szabaly szerint sulyardnyosan védlasztunk egy
(N — k)-klikket a mar 1étez6 és pozitiv sillyal rendelkezd (N — k)-klikkek koziil
az (N — k)-klikkek 6sszsilydnak megfeleléen, 1 — 7, valdszintiséggel pedig egyen-
letesen vélasztunk N — k régi csicsot. Az evoliciés folyamat soran el6fordulhat,
hogy olyan klikkek is keletkeznek, melyek nem egy a csicsaik kozotti interakeio
eredményeként jottek létre. Ezeknek a klikkeknek a silya 0 marad mindaddig,
amig az azt meghatarozé csicsok részt nem vesznek ugyanazon lépés soran az
interakciéban. Ebben a modellben egyenletes valasztds esetén mar 1étezd csticsok
kozott is keletkezhetnek 1j élek.

Az 1.2. fejezetben bemutatjuk a modellre vonatkozé {6 eredményeinket. Ve-
zessiik be az alabbi jeloléseket. Legyen

N-1
a= Z ap, ahol o = N]; kpkrk,
k=0
és legyen
N-—M (N—M)
apn = Z Qe N]il .
k=0 ( k )

Jelolje X (n,d,w) a w silyt és d foki csticsok szaméat n 1épés utdn, és jelolje

X(n,d,w)
v,

V. a cstucsok szaméat n 1épés utan. Az 1.2. Tétel az hanyados, azaz a

tétel allitasa a kovetkezo.

Legyen @ # . Rogzitett 1 <w és N —1<d<w(N —1) esetén a d foki és
w sulyd csucsok ardnya 1 valdszindséggel konvergens, amint a lépésszam n tart a
végtelenbe. A hatdrértékek rogzitett nemnegativ szamok, melyeket rekurziv modon
definidlunk.

Ezt kovetéen a modell skdlafliggetlenségére vonatkoz6 eredményeinket ismer-
tetjik. Megmutatjuk, hogy a vizsgalt modellben a stlyeloszlas, illetve bizonyos
esetekben a fokszameloszlas is skalafiiggetlen. Skalafiiggetlenség alatt azt ért-
jik, hogy a fokszdmeloszlés (illetve stilyeloszlas) aszimptotikusan hatvdnyrendben
cseng le.

A fokszameloszlas skdlafiiggetlenségének igazoldsa sordn megmutatjuk, hogy
a d fokiu csucsok aranya majdnem biztosan konvergdl valamilyen qq valdszintség-
eloszldshoz n — oo esetén. Tovdbbd a qq aszimptotikus fokszameloszldsra teljestil,
hogy qq ~ Cid=" walamilyen C1 és y1 pozitiv konstansokkal, amint d — oo,
azaz a qq sorozat aszimptotikusan hatvdnyrendben cseng le. Hasonléan, a sily-
eloszlas skdlafiiggetlenségének bizonyitisa sordn beldtjuk, hogy a w sdlyd csi-
csok aranya majdnem biztosan konvergal valamilyen q,, valdsziniiségeloszlashoz
n — oo esetén, ahol a q, aszimptotikus sulyeloszlds hatvdnyrendben cseng le,
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020z Qqy ~ Cow™72 walamilyen Cy és o pozitiv konstansokkal, amint w — oo.
(Lasd még Durrett (2007), Backhausz (2012), Backhausz és Mori (2012, 2014)
vagy van der Hofstad (2017).) Az itt szerepld v hatvanykitevt karakterisztikus
kitevonek nevezik, mely a legtébb modell esetében 2 és 3 kozotti értéket vesz fel.
Altalaban v € (2,00) teljesiil.

Az 1.4. Tétel a cstcsok silyeloszlasanak, az 1.5. Tétel rogzitett 2 < M < N
esetén az M-klikkek sulyeloszlasdnak skalafiiggetlenségérdl szol. Jelolje ged{A}
az A halmaz elemeinek legnagyobb kozos osztéjat. Egy a modell paramétereire
vonatkozoé feltétel teljesiilése esetén azt is megmutatjuk, hogy a vizsgalt véletlen
graf modell a szokdsos értelemben (azaz a fokszdmokra vonatkozéan) is skalafiig-
getlen. Errdl szol a 1.7. Tétel, melynek allitasa a kovetkezo.

Jelolje U (n,d) a d foki csicsok szamdt n 1épés utdn. Legyen ap > 0, o #
és tegyiik fel, hogy

ged{k|lax >0,k=0,...,N -1} =1.
Ekkor minden d > N — 1 esetén

U (n,d) o
Vi d

majdnem biztosan, amint n — oco. Tovdbbd

d — o0 esetén, ahol C pozitiv konstans. Azaz a d foki csiicsok ardnya 1 valdszind-
séggel konvergens n — oo esetén, tovabbd a hatdrértékek sorozata polinomidlisan
csokken, amint d — oo.

A karakterisztikus kitev$ értéke a csiicsok stlyai és fokszamai esetén meg-
egyezik.

A modellre vonatkozé fenti eredmények bizonyitasait az 1.3. fejezetben ismer-
tetjiik.

Az értekezés méasodik részében (2. fejezet) az 1. fejezetben vizsgélt véletlen
graf modell egy specidlis esetét, az N-pontos modellt tanulmanyozzuk. Legyen
tovabbra is N > 3 rogzitett egész szam és legyen 0 < pg < 1,0 < p; < 1,py =
--+ =pn—_1 = 0. Az N-pontos modell definicidja és evoliciés folyamata specidlis
esete az 1. fejezetben bemutatott altalanos modellének. A graf fejlédését minden
lépésben N cstics kolesonos interakcidja hatarozza meg. Ebben a modellben min-
den 1épésben vagy 1 14j csics csatlakozik a grafhoz, mely N — 1 régi csticcsal 1ép
interakciéba, vagy pedig nem sziiletik 1j csics és N régi cstics formal N-klikket.
Mindkét lehetséges 1épés esetén vagy a preferential attachment szabaly szerint
sulyardnyosan valasztunk egy (N — i)-klikket a mér 1étez6 és pozitiv sillyal ren-
delkez6 (N — i)-klikkek koziil, vagy pedig egyenletesen torténik az interakciéban
részt vevé N — i régi csics kivélasztdsa (1 = 0, 1).
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Az N-pontos modell Backhausz és Moéri (2012, 2014) haromszoges modelljének
altaldnositasa. Backhausz és Mori igazolta a haromszoges modell skélafliggetlen-
ségét a csucsok sulyaira és a fokszamokra vonatkozéan. Emellett meghataroztak
egy rogzitett csics sulydnak és fokszamanak, valamint a maximalis suly és a ma-
ximalis fokszam aszimptotikus viselkedését. A dolgozat ezen részében a harom-
szoges modellre vonatkozoé fenti eredményeket altaldnositjuk az N-pontos modell
esetére. Tovdbba meghatarozzuk egy rogzitett M-klikk sulydnak (1 < M < N)
aszimptotikus viselkedését is.

A 2.1.1. fejezetben réviden ismertetjitk az N-pontos modellt jellemz6 mennyi-
ségek, a stulyok és fokszamok skalafiiggetlenségérdl széldé eredményeket. Az N-
pontos modell skalafiiggetlensége az 1. fejezetben bemutatott &ltaldnos modell
skélafliggetlenségének kovetkezménye, igy az erre vonatkozd eredményeket bizo-
nyitas nélkiil ismertetjiik.

Ezt kovetéen a 2.1.2. fejezetben ratériink tovabbi, a klikkeket jellemzd su-
lyokra, a fokszdmokra, valamint a maximalis stulyra és a maximalis fokszamra
vonatkozé eredményeink ismertetésére. A 2.7. Tétel egy rogzitett M-klikk sulya-
nak aszimptotikus viselkedését irja le. A tétel allitasa a kovetkezd.

Jelolje Wn, M, j| a j-edik M-klikk sulydt n lépés utdn. Legyen j >0 és 1 <
M < N ragzitett egész szam. Tegyiik fel, hogy o > 0. Ekkor

W[TL, M? ]] ~ A/M,jnaM

majdnem biztosan n — 0o esetén, ahol yur; egy pozitiv valdsziniségi valtozo, ar
pedig a modell paraméterei dltal meghatdrozott pozitiv konstans.

Az M =1 esetben a 2.7. Tétel egy rogzitett csics sulyanak aszimptotikus vi-
selkedését adja meg (2.8. Kovetkezmény). A 2.9. Tételben egy rogzitett cstics fok-
szamanak aszimptotikus viselkedését irjuk le. Emellett a csticsokra vonatkozdan
a maximalis sily (2.10. Tétel) és a maximalis fokszdm (2.11. Tétel) aszimptotikus
viselkedését is meghatarozzuk.

A 2.8. Kovetkezményt és a 2.9. Tételt Osszevetve megadjuk a j-edik cstcs
sulyanak és fokszamanak aszimptotikus aranyat. Ez az ardny nem més, mint a
régi cstcsok varhaté silynovekedésének és varhatéd fokszamnovekedésének ardnya
egy lépés soran abban az esetben, ha a preferential attachment szabaly szerint
torténik a valasztds. Hasonlé allitas igaz a maximalis sily és a maximélis fokszam
aszimptotikus aranyara is.

Az N-pontos modellben egy rogzitett M-klikk (1 < M < N) sulydnak, egy
rogzitett cstics fokszamanak, valamint a cstiicsok esetén a maximalis stly és a
maximalis fokszam aszimptotikus viselkedésre nincsenek hatassal az egyenletes
valasztashoz kapcsolodo valdszintiségek.

A 2.2. fejezetben megadjuk az N-pontos modellre vonatkozé aszimptotikus
viselkedést jellemz& eredményeink bizonyitasait. A dolgozatban szerepld bizonyi-
tasok soran martingalelméleti eredményeket alkalmazunk.



Summary

In this Ph. D thesis we give the definition of a new evolving random graph model
based on the interaction of N vertices. Moreover, we examine the asymptotic
behaviour of the graph. The results presented in this dissertation are joint work
with Istvan Fazekas. The dissertation consists of two parts.

At the beginning of the Ph. D thesis we provide a partial overview of the
theory of random graphs focusing on the results and models related to our work.

In the first part (Chapter 1) we define and examine a new random graph
evolution mechanism which yields a general random graph model. We present
and prove our main results for this general model.

In Section 1.1, we give the mathematical definition of our model. Let N > 3
be a fixed integer. For the sake of brevity, a complete graph with N vertices
is called an N-clique. The evolution mechanism of the graph is based on the
interaction of N vertices. The interaction of N vertices means that we draw
all non-existing edges among them, so we obtain an N-clique. In this model
M-cliques (1 < M < N) have different weights. The weight of a given M-clique
describes the number of its interactions. Therefore in our model every vertex is
characterized by its degree and its weight, respectively. Initially, at time n = 0,
we start with N vertices which form an N-clique. During the evolution at each
step independently of the past with probability p, a new k-clique is added to
the graph (0 < k < N — 1) which interacts with N — k old vertices. Here k is an
integer-valued random variable with distribution determined by the parameters
of the model. At a step when we do not add any vertex (that is k£ = 0) and the size
of the graph does not change, then N old vertices interact. During the evolution
procedure, old vertices can be chosen according to the preferential attachment
rule or uniformly. However, instead of the original preferential attachment rule
we choose the vertices according to the weights of certain cliques. More precisly,
for the selection of the interacting old vertices there are two possibilities at each
step. Assume that at the nth step k new vertices are added to the graph. On
the one hand, independently from the past with probability r; (0 <k < N —1)
we choose an (N — k)-clique from the existing (N — k)-cliques according to their
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weights. On the other hand, we select N — k vertices uniformly. Here we consider
only that complete graph to be a clique, which is constructed by the interaction
of its vertices. In our model new edges can be created between old vertices.

Our main results for the general model are presented in Section 1.2. Introduce
the following notation. Let

N —k
N

N-1
a:E a, where ap = PrTk,
k=0

and let N
—~ (M
ayr = Z Qe (N]il) .
k=0 k

Let us denote by X (n,d,w) the number of vertices of weight w and degree d
after n steps and let V,, denote the number of vertices after n steps.

Theorem 1.2 is about the almost sure convergence of the fraction
Theorem 1.2 states the following.

Let a # . For any fited w and d, 1 < w and N —1 < d < w(N —-1)
we have the ratio of vertices with weight w and degree d converges almost surely
as n — oo. The limits are fired non-negative numbers which are defined by a
recursive formula.

Then we turn to the scale-free property of our model. We show that the weight
distributions and under a certain assumption the degree distribution are scale-
free as well. Scale-free property means that the asymptotic degree (or weight)
distribution follow power-law.

We show that the ratio of vertices with degree d converges almost surely to
the degree distribution qq as n — o0o. Moreover, gz ~ C1k™7" as d — oo, where
C, and vy, are positive constants. Similarly, we show that the ratio of vertices
with weight w converges almost surely to the weight distribution q, as n — oo.
Moreover, q,, ~ Cok™72 as w — oo, where Cy and o are positive constants. That
is the asymptotic degree distribution qq (or the asymptotic weight distribution q,,)
has a power law tail. (See e.g. Durrett (2007), Backhausz (2012), Backhausz and
Moéri (2012, 2014) or van der Hofstad (2017).) Here the degree exponent -~ is
called the characteristic exponent. In most cases, the value of v is between 2 and
3. Usually v € (2,00).

We prove scale-free property for the degrees and the weights as well. In Theor-
em 1.4 scale-free property for the weights of vertices and in Theorem 1.5 scale-free
property for the weights of M-cliques, where 2 < M < N is a fixed integer, are
presented. Let us denote by gcd{A} the greatest common divisor of the elements
of the set A. We show that under some reasonable conditions our model is scale-
free in the usual sense. In Theorem 1.7, scale-free property for the degrees is
obtained. Theorem 1.7 states the following.

X(n,d,w)
Vn :
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Let U (n,d) denote the number of vertices with degree d after the nth step.
Let g > 0, o # g and assume that

ged{klay >0,k =0,...,N—-1} =1.

We have for anyd > N — 1,

almost surely as n — oco. Moreover,
(141
ug ~ Cd=(1+%)

as d — oo, where C' denotes a positive constant.

The characteristic exponents for the weights and the degrees of vertices are
the same.

The proofs are presented in Section 1.3.

In the second part of the dissertation (Chapter 2) we examine the N-interac-
tions model which is a particular case of the random graph model introduced in
Chapter 1. Let 0 < pg < 1,0 <p; <1,ps =--- =pn_1 = 0. The evolution of the
graph is based on the interaction of IV vertices. In the N-interactions model at
each step either a new vertex is added to the graph which interacts with N — 1
already existing vertices or the size of the graph does not change and N of the old
vertices will interact. In both cases the preferential attachment and the uniform
choice of old vertices are possible.

The N-interactions model is a direct generalization of the 3-interactions model
introduced by Backhausz and Méri (2012, 2014). Backhausz and Mori proved
power law weight and degree distributions of vertices in the 3-interactions model.
They determined the asymptotic behaviour of the weight and the degree of a fixed
vertex, as well as the limits of the maximal weight and the maximal degree. We
extend certain results of Backhausz and Moéri (2012, 2014) to the N-interactions
model. Moreover, we also consider the limiting property of the weight of a fixed
M-clique (1 < M < N).

In Section 2.1.1, we briefly summarize the results about the scale-free property
of the N-interactions model. We remark that the power law weights and degree
distributions in the N-interactions model are direct consequences of the scale-free
nature of the general model which is introduced in Chapter 1. Therefore in this
section the results are presented without proofs.

In Section 2.1.2, results about the limiting behaviour of the weights and deg-
rees in the N-interactions model are presented. The asymptotic behaviour of the
weight of a fixed M-clique is described in Theorem 2.7. Theorem 2.7 states the
following.
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Let W[n, M, j] denote the weight of the jth M-clique after n steps. Let j > 0
and 1 < M < N be fized integers. Assume that o > 0. Then we have

Win, M, j] ~ yar, ;0™

almost surely as n — oo, where vy ; 15 a positive random variable and aps is a
positive constant determined by the parameters of the model.

For M = 1, Theorem 2.7 describes the asymptotic behaviour of the weight
of a fixed vertex (Corollary 2.8). In Theorem 2.9, the asymptotic behaviour of
the degree of a fixed vertex is examined. Moreover, the limiting behaviour of the
maximal weight (Theorem 2.10) and the maximal degree (Theorem 2.11) are also
described.

By comparing Corollary 2.8 and Theorem 2.9, we have the asymptotic ratio
of the weight and the degree of the jth vertex is the ratio of the expected growth
of the weights of the old vertices to the expected growth of the degrees of the
old vertices during one step when the choice is done according to the preferential
attachment rule. Similar statement is true for the asymptotic ratio of the maximal
weight to the maximal degree.

We remark that in the N-interactions model the uniform choice parameters
have not influence on the asymptotic behaviour of the weight and degree sequ-
ences.

The proofs are listed in Section 2.2. The proofs presented in this dissertation
are based on discrete time martingale theory.
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