Filiggvényegyenletek és egyenletrendszerek
targyalasanak lehetdségei szakkoron

Ph.D. értekezés

Dalyay Pal Péter

Debreceni Egyetem
Természettudoményi Kar
Debrecen, 2003



Tartalomjegyzék

Bevezetés 1
1 Egy feladathoz kapcsolodé fiiggvényegyenletrendzser 5
1.1 A feladat és megoldoi kérdések . . . . . . . ... oL L. 5
1.2 Haromvaltozos fliggvény helyett egyvaltozos . . . . . . 6
1.3 Transzforméciécsoportok . . . . . . .. ..o 9
1.4 Orbit és transzverzalis . . . . . .. . ... ... .... 11
1.5 A (4) figgvényegyenlet-rendszer megoldasa . . . . . . 13
1.6 Egy megoldascsalad . . . . . ... ... 16
2 A Cauchy-egyenlet segitségével megoldhat6 feladatok 18
2.1 Egynehézfeladat . . . . ... ... ... ... ..... 18
2.2 Egy f(g(x)+y+f(y)) = ag(f(x))+by alaku fiiggvényegyenlet-
csalad . . . ... 23
2.3 Affin transzforméciok . . . . .. ... 27
2.3.1 Affin koordin&tak . . . . ... ... ... .. .. 27
2.3.2 Koordinatatranszformaciok . . . . . . ... ... 28
2.3.3 Az affin transzformaciok néhany tulajdonsaga . 30
2.3.4 Az affin transzformaciok jellemzése . . . . . . . 31

3 fof+a-f+b-idg+c=0 alaka fiiggvényegyenletek a

folytonos fiiggvények halmazaban 34

3.1 Egy versenyfeladat . . . . .. ... .. ... .. .... 34

3.2 Az (1) egyenlet megoldasaira vonatkozo altalanos ész-
revételek b#£OQesetén . . . . . . .. ..o 35
3.2.1 A megoldésok tulajdonsagai . . . ... ... .. 35
3.2.2  Linedaris megoldasok . . .. .. ... ... ... 40
3.2.3 Az (1) egyenlet megoldhatosaga . . . . . . . .. 41
3.2.4 A megoldasok létezési feltétele . . . . . . . . .. 44

3.2.5 A megoldasok iteraltjainak alakja . . . . . . .. 45



3.2.6 A 1,0 figgvényekrsl . ..o oo 45

3.2.7 Fixpontokrol . . . ... .. .. ... ... 48
3.3 Az (1) egyenlet megoldasa b # 0 esetén . . . . . . . .. 52
331 LA )\1 = )\2 = )\3 =1leset . ... ... ..... 52
332 ILAXN=XFA3=1leset ........... 54
333 ML AMNFI=N=Tleset . ... ..... ... 55

III./1. Az (32) fiiggvényegyenlet, 0 # u # 1 és ¢ =0 esetén . 57
II1./2. A (32) fiiggvényegyenlet, 0 # u # 1 és ¢ # 0 esetén . 60
3.34 IV. A )\1 7é A27 {)\1, /\2} N {O, 1} = @, )\3 =1 eset 84

4 Osszefoglalas 132
4.1 Bevezetés, célkittizések . . . . .. ..o 132
4.2 Egy feladathoz kapcsolodo fiiggvényegyenletrendszer . . 133
4.3 A Cauchy-egyenlethez kapcsolodo feladatok . . . . . . 133
44  fof+a-f+0b-idg 4+ c =0 alaku fiiggvényegyenletek

a folytonos fiiggvények halmazdban . . . . . . . .. .. 134

5 Summary 135
5.1 Introduction and objectives . . . . . .. .. ... ... 135
5.2 A system of functional equations . . . . . ... .. .. 136
5.3 Problems leading to Cauchy’s equation . . . . . .. .. 136
5.4 Functional equations of form fof+a-f+0b-idg+c =0

with continuous unknown functions . . . . . .. .. .. 137

Irodalomjegyzék 138

i



Bevezetés

A dolgozat, amint azt cime is mutatja, néhany olyan fiiggvényegyen-
letekre és egyenletrendszerekre vonatkozé téméval foglalkozik, ame-
lyek kozépiskolai szakkori tevékenység keretében is targyalhatok. Itt
elsGsorban a specidlis matematika tantervi 11.-12. osztalyban 1év6
tehetséges tanulok megcélzasara gondolok, vagy azokra a tanulokra,
akik kiilénbo6z6 versenyekre késziilnek. Tobbek kozott azokra is, akik
hazank szineit kiillénb6z6 nemzetkozi matematikaversenyeken képvise-
lik, olyanokon mint pl. a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia, Gillis-
Turdan Matematikaverseny, vagy a Nemzetkoézi Magyar Matematika-
verseny. Az emlitett versenyeken gyakran talalkozunk fiiggvényegyen-
letekkel (pl. 2001 tavaszan lebonyolitott 12. Gillis-Turan Matema-
tikaverseny els6 napi versenyének 3. feladata az f(f(z)) = = + f(x)
fiiggvényegyenlet folytonos megoldasainak meghatarozasa,) ezek koziil
néhanyat az utobbi években adottak koziil be is mutatok. KEzért is
tartom sziikségesnek a fliggvényegyenletek témakorével vald szakkori
foglalkozast. Igyekeztem a témak Osszevilogatdsaban azt szem elGtt
tartani, hogy azok érdekesek és a megszokott, kézismert témaktol elté-
réek legyenek és megoldasukhoz olyan otletekre legyen sziikség, ame-
lyek gyarapitjak a versenyeken résztvevs tanulok eszkoztarat. Mas-
részrél azt is kovettem, hogy azoknél a feladatoknal, ahol lehetGség
nyilott rdmutassak azokra a matematikai fogalmakra, amelyek a fela-
dattal kapcsolatba hozhatok. A harmadik fejezet egy olyan fiiggvény-
egyenlet csaldddal foglalkozik, amelybdl vett egyenletekkel a didkok
mar tobb versenyen is taldlkozhattak, illetve talalkozhatnak, ezért en-
nek targyalasa is indokolt. Ebben fejezetben sok 1j, de a kdzépiskola-
sok altal megérthetd bizonyitast mutatok be, ilyen példaul a megoldé-
sok létezési tétele. Kidolgoztam egy az eddigiektsl eltéré megoldasi
modszert, amit azonban inkadbb egyetemi hallgatoknak ajanlanék. Ezt
a modszert terjedelmi okokbdl csak III. eset végén szemléltetem, holott
eredménnyel alkalmazhato mindegyik olyan esetben is, ahol a megolda-



sok szdma végtelen.

Az els6 fejezet a KoMal egyik feladatdhoz kapcsolodik, amely ar-
rol szol, hogy egy adott tuladonsagokkal rendekezé haromvaltozos f
fiiggvény egy bizonyos értékét kell meghatarozni. A feladat megolda-
sat kozl§ szamban, a megoldas utani szerkeszt6i értékelés ramutatott
arra, hogy tébb tanuld kereste az adott tulajdonsaggokkal rendelkezé
fiiggvényeket is. Néhanyan talaltak egyet, egyikiik tobbet is, de nem az
Osszeset. Az elsé fejezet erre a kérdésre adja meg a valaszt. Egy fligg-
vényegyenletrendszerhez jutunk, amelynek megoldasa a szokasosnél
sokkal tobb érdekességet tartogat szamunkra. Parhuzamosan érintek
olyan fogalmakat, amelyek segitségével bévithetjiik a tanulok fiige-
vényegyenletekre vonatkozo ismereteit.

A dolgozat mésodik fejezete tobb olyan a Cauchy-féle egyenlethez
kapcsolodo probléméval foglalkozik, amelyek megoldésaval a tanulok
sok 1j otlettel és technikaval ismerkedhetnek meg. Az els6 alfejezet
egy N-jelzésti 1999-ben feladott KoMal. feladat megoldasat tartal-
mazza, amelynek megoldasat eddig nem kozolték és négy év utén ez
mar kevésbé valoszint. Szakkori megoldésa szerintem rendkiviil sok,
versenyeken jol hasznosithatd elemet hordoz magaban. A maéasodik
alfejezet egy az American Mathematical Monthly kozolt fiiggvénye-
gyenlet altalam felirt 4ltalanositasaval foglalkozik. Ez az altalanositas
azeért érdekes, mert kimenetelét illetGen joval tobb eset lehetséges, mint
az eredeti egyenletnél. Masrészrol azért tartom hasznosnak szakkdron
valo targyalasat, mert ennek kapcsan jol szemléltethetGk a Cauchy-
egyenlethez kapcsolodo szamitasi fogasok. A harmadik alfejezetben
egy Radd Ferenc tanér ur altal Kolozsvaron, a 80-as években tartott
el6adéson hallottakat irtam le. Az affin transzformaciok jellemzésérdl
van szO0. Azért tartom érdekesnek szakkoron valo targyalasat, mert
nagyon meghokkents, hogy hogyan jonnek be a fiiggvényegyenletek
egy geomatriai problémaba. Ugy érzem, hogy ilyen tipust témakkal
sokakban felkelthetjiik a matematika iranti érdeklédést.

A dolgozat harmadik fejezete az fo f+a- f+b-idg + ¢ = 0 alaki



fiiggvényegyenletek folytonos megoldésainak meghatarozaséval foglal-
kozik. T6bb okom is volt ennek valasztasara. Az egyik lehet az, hogy
az utobbi évek néhany jelentds nemzetkozi didk és fGiskolai matematika
versenyén ilyen alaku fiiggvényegyenletek is voltak a kitiizott feladatok
kozott. A masik viszont az volt, hogy ennek a fliggvényegyenletnek a
megoldasara sajat modszert dolgoztam ki Yves Carrier [1] dolgozata
elolvasasa utan. Ebben a cikk szerz6je az fof+a-f+b-idg =0
valos egyiitthatos fiiggvényegyenletet kielégité f : R — R folytonos
fiiggvények létezésének kérdését tisztazza, majd megadja a fiiggvény-
egyenlet folytonos megoldasainak halmazat néhény sajitos esetben.
A tobbi esetben csak arra utal, hogy bizonyos "kedvez§" tulajdon-
sagu fiiggvények meghosszabithatok az R-re egy folytonos megoldasig.
Ezen megjegyzésen elindulva sikeriilt az 6sszes esetet tisztaznom, sot
a cikk szerzgje altal targyalt eseteket is részben mas tuton tudtam
targyalni. Természetesen tevédott fel a kérdés, hogy mi tekinthetd
ebbdl Gj eredménynek akidr a megoldas modszerét illetGen is. Pales
Zsolt és Bogdan Choczewski professzor trak ajanlatara olvastam el
Seiji Nabeya [13] cikkét, amelybdl kideriilt, hogy az eredmények is-
mertek az altalanosabb fo f4+a- f +b-idg + ¢ = 0 egyenlet ese-
tében is, masrészrél viszont az altalam kidolgozott megoldasi mod-
szer, (amely kidolgozhato erre az altalanosabb egyenletre is) lényege-
sen kiilonb6z6 az ebben megadottol. A kiilonbség abbdl adddik, hogy
az altalam kidolgozott modszer két alkalmas, intervallumnak inter-
vallumra torténé névekvd raképezésébdl kiindulva szerkeszt meg egy
megoldast, az iteradltakban szereplg egyiitthato fliggvények tulajdon-
sagait kiaknazva, eltérGen a [13] cikkben megadott modszertsl. Ezt a
kiilonbséget szemléltetend6 adom meg mindkét modszert jelen dolgo-
zatom II1./2./0 és II1./2./0 alszakaszaiban, amelyek Osszevetésének
eredményeképpen fogalmaztam meg a 3.41. tételt. A tSbbi esetben
csak egy modszert szemléltetek, amely a [13] cikkben hasznalt modszer
néhany részletében torténd atdolgozasa. Mindig szemel6tt tartottam
azt, hogy a kozépiskolas anyagot jol ismerd szamara is megérthetéve



valjanak. Ez alol kivétel az a paragrafus (76. oldal), amelyben a sajat
modszeremet ismertetem, de mint emlitettem ezeket az eseteket letéar-
gyaltam az el6z8 modon is. A fiiggvényegyenlet folytonos megolda-
sainak létezésére vonatkozo tételek bizonyitasai a mar emlitett dolgo-
zatomban szerepld bizonyitasok atdolgozésai az ebben a dolgozatban
targyalt adltalanosabb esetre. Ezek a 3.2.3 és 3.2.4 alszakaszban talal-
hatok és kozépiskolasok szamara érthetdek.

A |9]-ben ugyan fliggvényegyenletiink egyes eseteinek targyalasa al-
talanosabb koriilmények kozott torténik, mint a jelen dolgozatban,
masrészrdl viszont fiiggvényegyenletiink nem minden megoldasi esete
sorolhatd a [9]-ben targyalt esetek valamelyikébe, amint ezt Seiji Na-
beya is megjegyzi idézett cikkében. Masrészrél a jelen dolgozat meg-
adja a megoldasok pontos felirdsanak modjat is és tobb esetben &bra
szemlélteti a megoldasfiiggvények grafikus képét, ezeket a dolgozat
végén 1éve fiiggelékben lathatjuk.

A megoldasok differencidlhatosaganak vizsgélatat a dolgozat terjedelmi
okokbol nem tekintette céljanak.

A harmadik fejezet célkitiizései koziil az emlitetteken kiviil még azira-
nyu torekvésemet emlitem meg, hogy letargyaljam a fliggvényegyenlet
megoldasanak minden lehetséges esetét a nem trividlis b # 0 esetben.

Ko6szonetnyilvanitas: Végiil szeretnék kdszonetet mondani téma-
vezetGimnek Dr. Németh Jozsef, Dr. Pales Zsolt és Dr. Pintér
Lajos tanar uraknak egyrészt, hogy segitettek a sziikséges irodalom
megtaldlasidban és annak beszerzésében, de legf6képpen dolgozataim
elolvasasaért és azokhoz fiizott észrevételeikért. Kiilon szeretnék ko-
szonetet mondani Dr. Lajké Karoly, Dr. Gat Gyorgy és Dr. Maksa
Gyula tanar draknak a szigorlati bizottsag tagjainak, akik elismerd
szavai erét adtak a kézépfokt angol nyelvvizsgara valo felkésziilésemhez
és annak sikeres letételéhez. Koszonet Dr. Nagy Karolynénak a Dékani
Hivatal el6ad6 asszonyanak tiirelmes eligazitasaiért.



1 Egy feladathoz kapcsol6do fliiggvényegyen-
letrendzser

1.1 A feladat és megoldéi kérdések

A KéMaL 2001/7 szamaban kozlik a B.3438. feladat megoldasat. A
pontos hivatkozas kedvéért megismételjiik a feladat szovegét:

B.3438. Az f(z,y,z2) fiiggvényre teljesiil, hogy barmely ¢ valos
szamra

fle+ty+t,z+t)=t+ f(x,y,2)
f(x7y7z) :f<y7x7z> :f(x7z7y)

Mennyi f(2000, 2001, 2002)7
A kozolt megoldashoz flizott megjegyzésekben utalas tortént arra,
hogy tobb tanul6 is foglakozott a feladat feltételeit kielégits fiigg-

vények létezésének kérdésével. A tanulok egy része megtalalta az
rT+yt+=z

flz,y,2) = fiiggvényt. Egy tanulé pedig egy egész fiig-
gvénycsaladot talalt, amely a kovetkezé fliggvényekbdl all:
N T
falw,y,z)=¢ @ta (y—z), ha y=z
y+a-(r—y), ha r=z
z4+a-(xr—2), ha r=1y

ahol a tetszéleges valos szam.

Természetes az a kérdés, hogy mi az (1) fiiggvényegyenletrendszer meg-
oldasa?

Ttizziik tehdt ki célul mindazon f : R3 — R fiigguények meghatdrozdsdt,
amelyekre fenndllnak az (1) osszefiggések!
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1.2 Haromvaltozos fiiggvény helyett egyvaltozos

Tételezziik fel, hogy az f fiiggvény a rendszer egy megoldasa. Az (1)
els6 két egyenletébdl kapjuk, hogy

£(0,0,0) =0- f(0,0,0) =0¢és f(x,x,2) =z + £(0,0,0) = z,

valamint x # y esetén

f(x,y,z):x+f(0,y—x,z—x)=x—|—(y—x)f(O,l,Z_x>

Yy—x

Vezessiik be a g(t) = f(0,1,t) fliggvényt, igy az el6z6 Gsszefiiggést a
kovetkezG alakban is irhatjuk:

z—x
= —x)- : 2
foa) ot -9 (220) )
Figyelembe véve azt, hogy a (1) harmadik egyenlete szerint az f(x,y, 2)
értéke fiiggetlen a valtozok sorrendjétél, ebbdl levezethetjiik a kdvet-
kez6 egyenlGséget is:

fed) = f2) =yt -9 (222)

Igy tehét x # y esetén az el6zd két Osszefiiggéshdl az

x+(y—$)-g(;_x) =y+(x—y)-g(z_y>

T —y

egyenldséget kapjuk. Ha ebben a t = S jelolést vezetjiik be, akkor
y—=x
Z —_—
1—t= i és az alabbi egyenl&séghez jutunk:
r—y

gt)+g(1—1t)=1, (Vt eR).

6



Mivel f(z,y,z) = f(x, z,y), a (2) szerint = # z esetén

fand) ot (= a) g (U220, )

z—XT

Ha y # x # z, akkor a (2) és (3) alapjan az el6z6ekhez hasonloan, egy
a g fliggvény altal kielégitett tjabb fiiggvényegyenletet kapunk:

s =9 (7). (vrer\ Q)

Most megmutatjuk, hogy az (1) egyenletrendszert kielégité haromval-
tozos fiiggvények meghatarozésa visszavezethets a

gt)+g(1—1t)=1, (Vt eR)
o0 =t-9 (7). (vreR\ @) W

fiiggvényegyenlet-rendszert kielégit6 egyvaltozos fiiggvények meghaté-
rozasara, és forditva. Pontosabban a két rendszer megoldésai kolcso-
nosen meghatarozzak egymast.

Azt mér belattuk, hogy az (1) egy f : R® — R megoldasabol kiindulva,
a (g(t) = f(0,1,t), (Vt € R)) képlettel, megadhatjuk a (4) rendszer
egy g : R — R megoldasat.

Ha H;-gyel jeloljiik az (1) rendszer megoldashalmazat és Hay-vel a (4)
fiigg-vényegyenlet-rendszer megoldashalmazat, akkor bevezethetiink
egy ® fiiggvényt a két megoldashalmaz kozott, amelyet a kovetkezGkép-
pen definidlunk & : Hy — Hay, ¢(f) = g, ahol g(t) = £(0,1,1).

A tovabbiakban azt fogjuk belatni, hogy egy ¢ : R — R fiiggvény
segitségével, amely kielégiti a (4) egyenletrendszert, megadhatjuk az
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(1) fiiggvényegyenlet-rendszer egy megoldasat. Legyen

$+(y—$)g S ,ha x#?J?
y—x
f(x,y,z): aﬁ+(z—x)-g y—  ha T4 2, (5)
zZ—X
x yha r=y==z2

Természetesen ez a definicié, csak akkor nem ellentmondésos, ha y #
x # z esetén az els§ és masodik sor formuldi ugyanazt az értéket
adjak. Ez viszont teljesiil a (4) masodik egyenlete miatt. Kénnyen
ellendrizhetd, hogy az (5)-ben definialt f fiiggvény kielégiti az (1) elss
két egyenletét. Méasrészrol

y+(x_y)g 7ha x#y,
r—y
, X, 2) = rT—y 6
fv.2,2) y+(z—y)g — cha  y#z, ©)
x ’ha aj:y:z‘

Ha = = y, akkor az f(x,y,2) = f(y,x, z) egyenlGség nyilvanvaloé. Ha
x # y, akkor f(x,y,z) = f(y,x,z) a (4) els6 egyenlete alapjin. Az
f(z,y,2) = f(z,2,y) egyenldség nyilvanval6 az f fiiggvény (5)-ben
megadott definicioja szerint. Tehat f(x,y,z) = f(y,z,2) = f(z, z,v),
vagyis barmelyik két valtozot feleserélhetjiik. Kovetkezik, hogy az (5)-
ben definialt f fiiggvény megoldasa (1)-nek.

Tehat itt is definidlhatunk egy ¥ : Hy — H; fliggvényt a VU(g) = f
megfeleltetéssel, ahol f a (5) képletekkel megadott fiiggvény. Kon-
nyen ellenérizhets, hogy tetszéleges f € Hy esetén W(®(f)) = f, és
tetszéleges g € Hy esetén ®(¥(g)) = g, ami azt jelenti, hogy a ® és W
fiiggvények egymas inverzei. Ezzel belattuk azt, hogy a H; barmelyik
fiiggvénye elgallithatd egy Ho beli fiiggvénybdl és forditva.

Miel6tt ratérnénk a (4) rendszer megoldasara célszerid egy algebrai

8



kitér6t tenni. Megemlitiink néhany olyan algebrai fogalmat, amelyek
alkalmasak a rendszer megoldasanak attekinthetébbé tételére.

1.3 Transzformaciécsoportok

Az algebrai strukturak kozott alapvetd helyet foglal el a csoport. Egy
kétvaltozos * miivelettel megadott (G, *) algebrat csoportnak neveziink,
ha eleget tesz a kovetkezs feltételek:

1° A mivelet asszociativ, azaz

(axb)xc=ax(bxc), (Va,b,c€ Q).
2° A (G-ben van egy e egység elem a x miiveletre nézve, vagyis
exa=axe=a, (VaeGqg).
3° A G-ben minden elemnek van inverze a % miveletre nézve, azaz
(Vae G)(Fd' € G):axd =d xa=e.

Matematikai tanulményaink legelején is taldlkozunk csoportokkal, pél-
daula (Z,+), (R,+), (RT,-) mind csoportok. A matematikaban fontos
szerepet jatszanak azok a csoportok, amelyek elemei egy halmaz 6n-
magaba valé bizonyos tulajdonsigu leképezései, a koztiik értelmezett
miivelet pedig a leképezések egymés utan alkalmazasa, azaz kompozi-
cidja. Egy X halmaz 6nmagaba val6 leképezéseit az X halmaz tran-
szformdcioinak, az X onmagara valo bijektiv leképezéseit pedig az
X permutdcidinak nevezziik. Az X halmaz permutacioinak halmazat
S(X)-szel jeloljiik. Két permutacié kompozicidja szintén permutacio.
A bevezetett algebrai fogalmak bévebb tanulmanyozasa végett lasd pl.
[8] és [15] jegyzeteket.



1. Példa A permuticiok halmaza a kompoziciora nézve cso-
port, azaz (S(X), o) ecsoport, ahol o a fiiggvényosszetevés (kompozicio)
miveletét jeloli. Valoban, a fiiggvényosszetevés asszociativ miivelet.
Ha e az X halmaz identikus leképezése, konnyen ellenérizhets, hogy
e € S(X) és tetszbleges f € S(X) esetén co f = foe = f, vagyis
e egységeleme S(X)-nek a kompoziciora nézve. Végiil, ha f € S(X),
akkor f-nek mint bijektiv fliggvénynek van inverz fiiggvénye, amelyre
fleS(X)és fof'=f1lof=¢, azaz az S(X) minden elemének
van szimmetrikusa a kompozicié miiveletére nézve. Ezzel allitasunkat
igazoltuk.

2. Példa. Tekintsik a X = R\ {0,1} halmazt, valamint a ko-
vetkez6 X — X bijektiv leképezéseket: ¢ : v +— x, 0 : x — 1 — 1z,

-1
H:xH—,a:xHx ,6:x»—>i,7:xr—> . Ekkor
T r—1 1—=x
croa:a:»—>1—a(x):x,HOQ:xH@:x,UOH:le—;:
r—1

, vagyis c oo = ¢, 0060 = ¢ és 0 0§ = «. Hasonld szdmola-
sol:f utan kapjuk, hogy foa = (3,003 = v és o~y = 0. Az el6z6
osszefiiggések alapjan a« =006, 3 =00 (c0f),y =00 (0o (c00))
és 0 = 0o (0o (fo(cob))). Allitasaink jobban nyomonkévethetsk
a fenti szamitasok alapjan konnyen elkészithetd "kompoziciotabla"
segitségével:

S RSN ESE NONEeRESNES
ONESHESH RS IS ol el
Q|0 || LR |H®
DI ™| Q| R [

LLI®|o ||| o0
2 RO [|Q ™| ™
RIS |®RIR|™|Q|Q




Ezek a szamitasok azt mutatjak, hogy az (S(X), o) csoportban a {0, 0}
halmaz altal szarmaztatott részcsoport éppen az altalunk felsorolt
permutaciokbol all, ugyanis a kapott eredmények alapjan lathato,
hogy a G = {¢,0,0, «, 5,~v} halmaz zart része S(X)-nek a kompozicio
miiveletére nézve, tartalmazza a csoport egység elemét és minden elem
szimmetrikusa is G-ben van. Megallapithatjuk tehat, hogy (G,o) egy
olyan csoport, amely X bizonyos transzformacioibol all.

1.4 Orbit és transzverzalis

Tegyiik f6l, hogy X egy halmaz és H az X bizonyos transzformaci6iboél
alkotott csoport a kompozicié miiveletére nézve; tegyiik fel azt is,
hogy H egységeleme az ¢ identikus leképezés. Ezen feltételek mindkét
példank esetén teljesiilnek. Ha z az X halmaz egy tetszGleges eleme,
akkor x H-ra vonatkozo orbitjanak nevezziik az X azon elemeinek hal-
mazat, amelyet megkaphatunk z-nek valamelyik H-beli leképezésénél
vett képeként, vagyis x-nek a H transzforméacié csoportra vonatkozo
orbitja nem mas, mint a 7 = {n(x)|n € H} halmaz. Mivel ¢ € H
kovetkezik, hogy x € 7.

Vizsgaljuk meg két orbit viszonyat! Ha x és y elemek orbitjainak van
egy egy kozos z elemiik, akkor van olyan 7, és 7, transzforméciéo H-
ban, amelyekre n;(x) = z és n2(y) = z. Mivel H csoport, 7y inverze
a kompoziciéra nézve, az 1, is H-ban van, igy az 1, " o is H-ban
1év6 transzformécio, de (n,' ony)(x) = ny ' (2) = v, tehat y € 7. Ezek
alapjan

§ = {EW)ls € HY = (€ (m(@)I¢ € HY € {¢()|¢ € H} = 7. Ha
x és y szerepét felcseréljiik hasonloan igazolhato, hogy T C 7, tehat
T = y. Ezzel belattuk, hogy két orbit vagy egyenld egymdssal, vagy
diszjunktak.

Az orbithoz szorosan kapcsolédo fogalom a tranzverzalis. Az X egy
részhalmazat tranzverzalisnak neveziik, ha minden orbitbo6l pontosan
egy elemet tartalmaz.
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Nézziik meg, mik az orbitok és transzverzalisok a két korabbi pél-
dankban! Az 1. példaban egyetlen orbit van, maga az X halmaz,
hiszen minden x,y € X-re van (altalaban nem is egy) olyan bijektiv
leképezés, ami z-et y-ba képezi. Igy az X barmelyik elemébél alkotott
halmaz egy transzverzalis.

Sokkal érdekesebb a 2. példa esete. Ha r egy valés szam és mind a
hat fiiggvény értelmezve van r-ben, akkor r orbitja, 7= {£(r)|€ € G}
legfeljebb 6 szambol all. Mivel minden valés szamnak az X = R\{0, 1}
halmazbol van orbitja, az orbitok szama végtelen.

Megmutatjuk, hogy a [2, +00) intervallum egy transzverzalis. A G-beli
fiiggvények folytonossaga és szigori monotonitasa a (2, 400) interval-
lumon felhasznalhaté az egyes fiiggvények értékhalmazanak meghata-
rozasara ezen az intervallumon, igy rendre

7 ((2,00)) = (=00, =17 (2. +06)) = (~L0): 02 +00)) = (0.3 )

0 (2, +00)) = (; 1) B2 400) = (1,2); = (2 +00)) = (2, +o0).

Ezekbdl leolvashato, hogy a (2, +00) intervallum minden elemének or-
bitja hatelemii halmaz, mivel a fentebb megadott értékhalmazok dis-
zjunktak és minden orbit a fenti halmazokbol pontosan egy elemet
tartalmaz. Tovabba az is nyilvanvalo, hogy a kapott értékhalmazok
barmely eleme, valamely (2, +00) intervallumbeli szam orbitjahoz tar-

tozik. A kimaradt —1, 2 2 szamok egy harom elemi orbitot alkotnak,

~ 1
ugyanis 2 = {—1, 3 2}. Ezzel azt is belattuk, hogy a [2, +00) egy tran-

szverzalis, hiszen minden orbit pontosan egy elemet tartalmaz ebbdl
az intervallumbol.
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1.5 A (4) fiiggvényegyenlet-rendszer megoldasa

A (4) egyenletrendszer els6 egyenletét a G csoportot alkoto fiiggvények
segitségével a kovetkezd alakban irhatjuk:

g(o(t)) =0o(g(t)) =1-9(), (7)

a méasodikat pedig

g (0(r)) = 90 ®)

t

alakban.
A G-beli miivelet segitségével a (7) és (8) felhasznalasaval kapjuk,
hogy:

g(a(®) =9 (0 Om) =a o) =1L @
e % g
gl& —9g
9(8) =90 () = =15 = =1 = -7 (0
t
011 =g (0 (o(0) = LA 190 oy

o(t) 1—t

A (7)-(11) Osszefiiggések azt mutatjak, hogy ha egy ¢t € X, (X =
R\ {0, 1}) pontban megadjuk g értékét, akkor megkaphatjuk g értékét
t orbitjanak minden pontjaban. Tehat ha definidljuk a ¢ fiiggvényt
egy transzverzélison, akkor az emlitett képletekkel a definicio kiter-
jeszthetd egész X-re. Nyilvan felvetddik a kiterjesztés ellentmondas
mentességének kérdése.

Ha a t orbitja hat elem, akkor akkor a (7)-(11) formulakkal megkapjuk
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g értékét ¢ minden elemére. Az a kérdés meriil fel, hogyha ¢ helyett, az
orbitjanak valamelyik elemére alkalmazzuk ezeket a definiciokat nem-e
kapunk ellentmond6 eredményeket. Ehhez eléséges az ellenérzést t-nek
0(t)-vel valo és t-nek o(t)-vel valo cseréje esetén elvégezni, mert amint
azt a 2. példaban lattuk, a tobbi permutacio a o és 6 permutaciokbol
elallithato. Ha t-t 0(t)-vel cseréljiik, akkor a (7)-bdl a (9)-t, (8)-bol a
(8)-t, (9)-bdl a (7)-t, (10)-bsl a (11)-t és forditva kapjuk meg, vagyis
nem lesz ellentmondés. Hasonléan gy6z6dhetiink meg az ellentmondés
metességrol a masik csere esetén is.

Ha az orbit harom elemt, akkor az orbit minden pontjaban kétféle
definici6 is van a fliggvényértékre. Ez torténik ¢t = 2 esetén. Mi is
helyzet valojaban? Mivel 3(2) = 2, igy a (10) Osszefiiggés alapjan
g(2) = 1-nek kell teljesiilnie. Ha viszont ez teljesiil, akkor a o(2) =
7(2) = —1 pontban a (7) és (11) képletek ugyanahhoz a g(—1) = 0

1
értékhez vezetnek, mig a a(2) = 60(2) = 3 pontban a (8) és (9) defini-

1 1
ciok is a g (§> =3 értéket adjak. Tehat

san=0.  g(3)=p  s@=-1 @)

Ezek az észrevételek azt jelentik, hogy ha a [2,+00) transzverzali-
son megadunk egy tetszéleges valos fiiggvényt, amely eleget tesz a
h(2) = 1 felételnek, akkor a (7)-(11) osszefiiggések segitségével h-t
meghosszabbithatjuk egy X-en értelmezett h fiiggvényig, amely ren-
delkezik ugyanazokkal a tulajdonsigokkal, amelyeket a ¢ fliggvényre
nézve a (7)-(11) egyenletek adnak meg. Ebb6l tébbek kozott az is
kivetkezik, hogy h kielégiti a (7) és (8) egyenleteket is minden ¢ € X
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esetén. Kz a fiiggvény a kovetkezs

( 11 - f;L ((0‘_11((252))) , hat € (—o0, —1]
— Y
h %9_%1)@) Z : : (01710}
o) " Y
ﬁl(t)a__lfgt()ﬁl(t)) ha te€ (217 2]
L h(t) st :ha t€[2,—’i—oc,>)

B 1 1
t
(1 — t) h m) s ha t (]., 2],
| D(t) ,ha  t€[2,+00)

Ha e fiiggvényt az egész R-re szeretnénk meghosszabbitani ugy, hogy
az kielégitse a (7) és (8) egyenleteket, ahhoz meg kell adnunk a fiigg-
vény értékét a t = 0 és a t = 1 pontokban. Mivel a (7) szerint
g(0) + g(1) = 1, kivetkezik, hogy a h fiiggvénynek az R-re valo kiter-
jesztése at = 0 ést = 1 pontokban csak 1 6sszegii értekekkel torténhet.
Ezek utan egy h : [2,+00) — R, h(2) = 1 feltételt teljesits fiiggvénytsl
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és egy valos v paramétertdl fiiggs ¢ fiiggvényhez jutunk:

h(t) ,ha teR\{0,1},
gt)=<2 1—v ,ha t=0, (13)
v , ha t=1.

Mivel 7 kielégiti a (7) és (8) egyenleteket kovetkezik, hogy a ¢ fiiggvény
kielégiti a (4) egyenletrendszert és a (4) minden megoldasa ilyen alaku.
Ezekbdl az (5) szerint kapjuk meg az eredeti (1) rendszer megoldasait.

1.6 Egy megoldascsalad

Végiil bemutatjuk a h : [2, +00) — R, h(t) = wt+1—2w alaku linearis
fiiggvény altal szarmaztatott megoldascsaladot, ahol w egy tetszélege-
sen valasztott valos szam. ElGszor a (13) alapjan meghatarozzuk a
h-hoz tartozo ¢ fliggvényeket:

w-t+w ,ha t € (—00,0),
1—w , ha t=0,
git)=¢ (1-2w)-t+w ,ha te(0,1), (14)
v , ha t=1,

w-t+1—2w ,ha te(1,+00),

majd az (5) szerint az (1) fiiggvényegyenlet-rendszer g-nek megfelels
megoldasait:

(

r+w-(y+2z—2z) ,ha <0,
y—z
y+v-(@-y) Lha o=z,
z—x
z4+w-(xr+y—22) ,ha 0< <1,
r+v-(y—x , ha Y=z,
ytw-(x+z-2y) ,ha > 1,
y—z
z4+v-(x—2) , ha r =y,

16



Ha v = 1 — w, akkor a megoldasok egyszeriibb alakot 6ltenek:

r4+w-(y+z—2z) ,ha (z—2)(y—2) <0,

Z_
= . -2 h 0< <1
f(x7fy’z) Z+w (.T‘i‘y Z) , Na y—a y
ytw-(z+z-2y) ,ha T >1,
y—x
(16)
1
Ha pedig w = 3 akkor a (16)-bol az f(x,y,z) = % fliggvényt

kapjuk, mig a

~~

15)-b6l az elsd részben emlitett fiiggvénycsaladot.
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2 A Cauchy-féle egyenlet segitségével meg-
oldhato feladatok

Ebben a fejezetben olyan feladatokat mutatok be, amelyek a A Cauchy-
féle egyenlet segitségével megoldhatok, de eltérnek a szokvanyos Cauchy-
egyenletre visszavezethets feladatoktol. A Cauchy-féle egyenletre vo-
natkozo alapismereteket ismertnek tekintjiik, elsGsorban az egyenlet
megoldasat a folytonos, illetve a monoton fiiggvények halmazéiban,
ugyanis ez kozépiskolai tankonyvekben is megtalalhato (lasd pl. dr.
Pintér Lajos specidlis matematika osztalyok szamara irt Analizis 1.
tankonyvének 214. oldalan).

2.1 Egy nehéz feladat

Itt egy a KoMaL nehezebb feladatok rovatdban kitiizott olyan fela-
dattal foglalkozunk, amelynek megoldasa a KéMal.-ban sohasem je-
lent meg és valészini, hogy mar nem is fog, mert a most megjelené
megoldasok sorszama mar ezét rég tullépte. Ez a kdvetkezd feladat:

N206. Hatarozzuk meg azokat az f : R — R folytonos fiiggvénye-
ket, amelyekre tetszéleges x,y valds szamok esetén f(zy) = f(z)f(y) +
f(—=2)f(—y)és f(x+y) < f(z)+f(y) teljesiil, tovabba f(1999) = 1000.
Ko6Mal,, 1999/3
Ennek megoldasahoz tobb olyan Gtletre és ismeretre van sziikség, amit
egy nemzetkozi versenyekre késziilg tanulonak jo elsajatitania. Nézziik
a feladat megoldasat!
Tetsz6leges x,y esetén az

fley) = f(@)f(y) + f(=2) f(=y) (1)

Osszefiiggésbdl kovetkezik:
flay) + f(=ay) = f(@) f(y) + f(@)f(=y) + f(=2)f(y) + f(=2)f(=y).
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Haa g: R — R fiiggvényt a g(z) = f(z)+ f(—=z) képlettel definialjuk,
akkor a g fiiggvény folytonos és az el6z6 egyenlGséget még igy is
irhatjuk:

g(xy) = g(x)g(y), Yo e R. (2)

Ha létezik xy € R—{0} gy, hogy g(zo) = 0, akkor g(z) = g <x10) g(xo) =
0, Yoz € R. Ha létezik xyp € R — {0} tgy, hogy g(zo) # 0, akkor
g(x) #0, Vo € R — {zo} és a (2)-bol kovetkezik, hogy g¢(1) = 1.
Ebben az esetben, ha = > 0, akkor g(z) = g(v/z)? > 0, ezért a
h(z) = In((g(e”)) képlettel egy h : R — R fiiggvényt definidlhatunk,
amely a (2) alapjan eleget tesz a kovetkezs Osszefiiggésnek:

h(z+y) = h(z)+ h(y), Yo,y € R. (3)

A h fiiggvény, mint folytonos fiiggvények Gsszetettje természetesen
folytonos. A (3) Cauchy-féle fiiggvényegyenlet, folytonos megolda-
sai homogén linearis fiiggvények. Tehat h(z) = Az alakt, innen
kovetkezik, hogy g (e®) = e, vagyis g(z) = 2%, Vo € RY ese-
tén.  Mivel g folytonos a 0O-ban és g(0) € {0,1} belathatd, hogy
csak A > 0 értékei johetnek szamitasba. A ¢ fiiggvény definicioja
értelmében g(—z) = g(z), ami azt jelenti, hogy ha A > 0, akkor
g(z) = |zI*, Yz € R, hapedig A = 0, akkor g(z) = 1, Vz € R. Tehat
a g : R — R paros és folytonos fiiggvényre a kdvetkezs lehetGségeket
kaptuk:

1° g(z) =0, Yx € R esetén.

2° g(x) =1, VY € R esetén.

3° g(z) = |z|*, VY € R esetén, ahol A € R*.

A kapott g fiiggvényekre meghatarozzuk a megfelels (1)-t kielégits f
fiiggvényeket:

1° Ha g(z) =0, Vz € R, akkor f(—z) = —f(x), Yz € R, igy a (1) a
kovetkezdképpen alakul: f(zy) = 2f(z)f(y) < 2f(xy) = 2f(x)2f(y),
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amely alapjan a ¢ fiiggvény meghatarozasahoz hasonléan a kévetkezs
paratlan folytonos f fiiggvényeket kapjuk:

a) f(r) =0, Va € R esetén.

b) Az f(x) = %, Vax € Rt eset, az [ fiiggvény folytonossaga alapjan
ellentmondasba {itkézik az f paratlansagabol szarmazo f(0) = 0 egyen-
16séggel, igy ebben az esetben nincs a kévetelményeket kielégits f fiige-
vény.

c) Minden A € R* esetén

—(=z)* , ha <0 1
f(x)zﬁ- 0 , ha z=0 zi-sgnx-m’\.
a? , ha >0
Ezek kozil az f(1999) = 1000 feltételt csak az utolsé csalad, valamely
fiiggvénye teljesitheti, ami A = B2900 agetén teljesiil is. Mivel ez eset-

In 1999

A
ben A > 1, Va,y € RT esetén kovetkezik, hogy (Ty) < 26

<I—L>A < ﬁ ahonnan (ﬁy)A + (ﬁ)A < 1, vagyis Vz,y € Rt-ra
teljestil az f(z+y) > f(x)+ f(y) egyenlStlenség, ami miatt ez a fligg-
vény sem teljesiti a feladat minden kovetelményét.

2° Ha g(z) = 1, Ya € R, akkor f(—z) =1 — f(z), Yo € R. Ennek
alapjan az (1) még igy is irhato: 2f(zy)—1= (2f(z) — 1) (2f(y) — 1),
ebbdl a g fiiggvény meghatarozasahoz hasonloan a kovetkezd folytonos
fiiggvényeket kapjuk:

a) Ha2f(z) —1=0, Vz € Rt akkor az f(—x)=1— f(z), Vx €R
Osszefiiggés alapjan az f(z) = 3, Va € R folytonos fiiggvényhez ju-
tunk.

b) Ha 2f(z) — 1 = 1, Vo € R, akkor f folytonossaga alapjan el-
lentmondasba iitkoziink az f(—z) =1— f(x), YV € R Gsszefiiggésbol
szarmazo f(0) = % egyenlGséggel, vagyis ez esetben nincs folytonos
megoldéas.

c) Ha pedig 2f(z) — 1 = 2}, Vo € R*, ahol A\ > 0, akkor az
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f(=z) =1—f(x), Vo € Ralapjan az f(z) = %—l—%sgnx‘|x|’\, VzeR
folytonos fiiggvényt kapjuk.

Ezek koziil az f(1999) = 1000 feltételt csak az utolsé csalad, valamely
fiiggvénye teljesitheti. Ez A = 1 esetén teljesiil is. Ekkor f(x) =
% + %x, Vo € R, amely tetsz6leges valds x,y esetén teljesiti az egyen-
16tlenséget is, vagyis a feladat egyik megoldasat kaptuk meg.

3° Ha g(z) = |z|*, V2 € R, ahol A > 0, akkor

f(=z) = |z|* = f(x), Vo € R, ezért az (1) igy alakul:

2 (wy) = oyl = (2/() = lal*) (2 () = lol")

amelybdl a fentiekhez hasonlé moédon a kdvetkezd folytonos fiiggvé-
nyeket kapjuk (a masodik eset itt sem vezet megoldashoz, ezért nem
is tiintetem fel):

a) f(x) = 12", Ve eR.

b) f(z) =3 |z + ssgna - |z, Va € R, ahol p > 0.

Az a) alpont fiiggvényei koziil az f(1999) = 1000 feltételt az teljesiti,
amelyre A = {22398 Ez viszont az 1°/c)-nél latottak miatt nem teljesiti
az f(x +y) < f(x) + f(y) egyenlStlenséget.

A b) alpont f fiiggvényeit tanulmanyozva, az f(1999) = 1000 egyen-
16ségbdl az

1999* + 1999 = 1999 + 1 (4)

egyenldséget kapjuk, amibdl indirekt iton az kovetkezik, hogy a A és
p pozitiv szamok csak 1-nél kisebbek lehetnek, tovabba az f(—2) <
f(=1) + f(—1) egyenlttlenséghél az kovetkezik, hogy 0 < A < p < 1.
Ha A = p, akkor a (4) egyenlséghdl, a A\ = iﬁ}ggg < 1 értéket
0 , ha z € (—o0,0]
2 , ha x € (0,+00)
az f(x +y) < f(x) + f(y) egyenl6tlenségnek is minden valos x,y ese-
tén. Valéban, mivel f novekvs és nemnegativ, ha pl. = < 0, akkor

kapjuk, amelyre f(z) = és ez eleget tesz
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r+y <y, ahonnan f(z +y) < f(y) = f(x) + f(y), tehat az egyen-
16tlenség fennall, ha = vagy y koziil legalabb az egyik nem pozitiv. Ha
pedig x és y is pozitiv, akkor kénnyen beladthatd, hogy f szigorian
konkav a [0,4o00) intervallumon, igy minden a € [0,+00) esetén az
x — hy(z) = W fliggvény szigortan csokkend a [0, +o0) \ {a}
halmazon, igy 0 < z < y = hy(z +y) < hy(0) = ho(y) < ho(x),
vagyis f(”ygz_f(y) < f(x);f(o), ahonnan f(z +y) < f(x) + f(y), ami
allitasunkat igazolja.

Ha pedig 0 < A < p < 1, akkor az f(z) = 3 |x!A—|—% sgna-|z/t, Ve eR
alaku fiiggvények nem tesznek eleget az f(z+vy) < f(x)+ f(y) egyen-
I6tlenségnek minden valés z,y esetén. Valoban, ha v = y = —22"~1
értékeket valasztjuk, akkor f(z + y) — f(z) — f(y) = f(=2%) —
Df(—22" 1) = 221 _ 92"n=1 _ A=) 1 9n®"~1) Tekintsiik a (0, 1)
intervallumon értelmezett = — @) = 221 — 222"~ megfeleltetés-
sel megadott valos fiiggvényt. Lathato, hogy ha z = y = —22"71,
akkor f(z +vy) — f(x) — f(y) = wn(A) — @a(p). Azt fogjuk igazolni,
hogy minden p € (0,1) esetén esetén, valaszthatoé olyan n pozitiv
egész, amelyre a ¢, fliggvény szigoruan csokkend legyen a (0, u] inter-
vallumon. Valoban ¢, derivaltja ), (z) = 2" ~Detn (2071 4 L — 1)
amely x-nek névekvs fiiggvénye, igy ha ¢/ (u) < 0, akkor ¢/ (z) <
0, Va € (0,u]. Mivel 1 —2¢71 > 0 és limy,_.o0 57 = 0 kivetkezik, hogy
letezik ng € Z* agy, hogy 2%0 <1 =201 ezért ¢ (1) < 0, aminek
kovetkeztében az el6z6 megjegyzések figyelembe vételével kovetkezik
hogy, ha 0 < A < u < 1, akkor az itt megvalasztott ng esetén @, (\) >
©no (1), ahonnan x = y = =221 esetén f(z +y) > f(x) + f(y),
vagyis fiiggvényiink nem megoldasa a feladatnak. Tehat a feladatnak
két megoldésa van, ezek:

i) f:R—-R, f(z) =1+ iz, Ve eR

ii)f:RHR,f(x)Z{J?A }ﬁZ igfo_fog

_ 1n1000
; ahol A = {400
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2.2 Egy f(9(z) +y + fy) = ag(f(x)) + by alaka
fliggvényegyenlet-csalad

Wu Wei Chao, California State University, Northridge, CA a MONTHLY
108 / 2001 dec. szamaban a kovetkezd feladatot kozolte:

Hatarozzuk meg azokat az f : R — R fiiggvényeket, amelyekre minden
valés x és y esetén

f@®+y+fy) =29+ (f(2))° ()

teljesil.
A feladatot a kovetkezdképpen altalanosithatjuk:

Legyen a és b két 0-t6l kiilonb6z6 valés szam és legyen g : R — [0, 00) egy
olyan paros raképezés (sziirjekcié), amelyre g(0) = 0 és amely a [0, c0)
intervallumon injektiv. Hatarozzuk meg azokat az f : R — R valés
fliggvényeket, amelyek minden val6s z és y esetén kielégitik az

flg(x) +y+ f(y) = ag(f(z)) + by (6)

egyenletet.

A tovabbiakban ezt az altalanosabb fiiggvényegyenletet fogjuk megoldani.
A g fiiggvény tulajdonsagai alapjan minden x,y € R esetén érvényes
a kovetkez6 ekvivalencia:

9(z) = g(y) < |z = [yl. (7)

Tételezziik fel, hogy f a (6) fiiggvényegyenlet egy megoldasa. Az y =
0, majd az x = 0 helyettesitésekkel a kovetkezs egyenleteket kapjuk:

flg(x) + f(0)) = ag(f(z)) Yz €R, (8)
fly+ f(y)) = ag(£(0)) + by Vy € R. (9)
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A (9) egyenlet alapjan belathatd, hogy f sziirjekcio. Tehat létezik
olyan valos zg, amelyre f(x¢) = 0. Figyelembe véve, hogy g egy paros
fiiggvény a (8)-bol kovetkezik, hogy g(f(—z0)) = g(f(xp)), majd a
(7) alapjan az, hogy f(—zo) = 0. A (9) szerint ag(f(0)) + bxy =
f(zo+f(x0)) = 08s ag(f(0))—bxo = f(—xo+f(—20)) = 0, amelyekbdl
kovetkezik, hogy zo = 0 és ¢g(f(0)) = 0 < f(0) = 0. Tehat fennall a
kovetkez6 ekvivalencia:

flz) =0 x=0. (10)

A (10) az that the equations (8) és (9) egyenleteket az kovetkezs két
egyenletté alakitja:

fl9(x)) = ag(f(z)) Vx € R, (11)
illetve
fly+fly) =by Yy e R. (12)

Ha x nemnegativ valos szam, akkor g : R — [0, 00) sziirjektivitasa
alapjan létezik z ugy, hogy g(z) = z. A (6) és (11) alapjan
fle+y+ fy) =ag(f(2)) +by = f(g(2)) + by = f(z) + by, gy

flx+y+ fly) = f(z)+ by Va,y € Randz > 0. (13)
Ha z olyan valos szam, amelyre bz > 0, a (13)-bdl az
flbz +z+ f(x)) = f(bx) + bz,
majd a (12)-bdl az
floz +a+ fz)) = flz + f() + flz + f(z))) = be + 0f (2)
egyenleteket kapjuk. Ezek kovetkezménye az
f(bx) =bf(z), ha bz > 0. (14)
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Teljes indukciéval bizonyitjuk, hogy

f(nbz) =nbf(x) Vn € Z*, ha bz > 0. (15)
A (14) szerint a (15)-beli egyenlGség igaz n = 1-re. Feltételezve, hogy
a (15)-beli egyenlGség fennall n = k esetén, ha bz > 0, akkor a (13) és
a (12

) Osszefiigésekbol

(kb+b+1Dax+ f(x)) =f((k+ 1)bx) + bz,
(kb+b+ 1D+ f(x)) =f (kbx +x+ f(z) + f(x + f(x))) =
=f(kbx)+b(z + f(x)) = (k+ 1)bf(x) + bz,

— =

amelyek alapjan a (15)-beli egyenléség fennall n = k + 1-re is. Tehat
a teljes indukcio elve alapjan a (15) igaz.
A (15) egy azonnali kovetkezménye az

f(nz) =nf(x) Vn € ZT,Vx € [0, +00) (16)

Osszefiiggés.

A tovabbiakban azt fogjuk igazolni, hogy f egy paratlan fiiggvény. A
(11) alapjan felirhato ¢ (f(—x)) = g (f(x)), majd (7)-bdl kiévetkezik,
hogy |f(—z)| = |f(z)|. Tételezziik fel, hogy f(—x) = f(z) és x # 0.
Vagyis f(—|z]) = f(|z]). A (12), (13) és (16) alapjan

bl| = f(lz] + f(|z])) = f2 | = |z + f(=|2])) =
= [2]x]) = ble| = 2f(|z]) — bla],

ahonnan f(|z|) = f(—|z|) = b|x|. Méasrészrol a (13) szerint
folal) = fF(f (=) = f(j2] = |2[ + f (= [z])) = f(jz]) = bla| =0

Ezekbdl a (10) alapjan kovetkezik, hogy = = 0, ami ellentmond felté-
telezésiinknek. Tehat ha x # 0, akkor f(—x) # f(x), mivel |f(—z)| =
|f(z)] a (10) figyelembe vételével kovetkezik, hogy

f(—=z) = —f(z) Yz € R. (17)
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A (16)- és (17)-bol kapjuk:
f(nz) =nf(x) Yn € ZNVNz € R. (18)
A (17) és (14) szerint
f(bz) =bf(x) Yz € R. (19)

Legyen ¢ = f(1). A (10) kovetkeztében ¢ # 0. A (18) alapjan l1épésrdl
lépésre kapjuk: f(n) =c-n, Vn€Z, f (L) =c-1, Vne (Z\{0})
és vegiil

L L +
f( )—c aneZ, Vn e Z". (20)

n

Most igazoljuk, hogy

flx+y+ fly) = flx) +by Vo,y e R. (21)

Ha x > 0 az Osszefiiggés a (13) kovetkezménye. Ha x < 0, akkor a (17)
szerint f(z+y+ f(y) = —f(—z—y+ f(-y) = —f(-2) + by =
f(z) + by, ami befejezi a (21) bizonyitéasat.

Ha a h : R — R fliggvényt a h(z) = x + f(x) képlettel definialjuk,
akkor a (21) és (17) szerint f(x) = f(—f(x)+z+f(x)) = —f(f(x))+bx
minden x € R esetén, vagyis h(f(x)) = bz, Vo € R. Tovabba a (21) és
(19) szerint minden z,y € Rera fenndll f(z+y) = f(z+h(f (¥))) =
f(@)+b-f(£) = f(z)+ f(y). Tehat az f fiiggvény kielégiti a Cauchy-
egyenletet:

flx+y) = f(x)+ fly) Vo,y €R. (22)

A g fiiggvény sziirjektivitasa és a (7) alapjan minden y > 0 esetén
letezik egy x # 0 gy, hogy g(x) =y, ami a (11) alapjan az af(y) > 0
egyenlGtlenséghez vezet, majd a (22)-bol kovetkezik, hogy f szigortian
monoton megoldasa a Cauchy-egyenletnek. Ha ¢ < x < ¢g, ahol
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q1,q2 € Q, akkor mivel az % - f fiiggvény szigortian monoton névekvd,
(af(1) > 0 miatt), a (20) alapjan kovetkezik, hogy ¢1 < - f(z) < go.
Ezek figyelembevételével felirhatjuk az x = sup{q € Q|¢ < z} < % .
f(z) < inf{q € Q|r < q} = x egyenlGtlenségeket tetszbleges = € R
esetén. Ha tehat f a (6) egy megoldasa, akkor f = c¢- idg alaki. Egy
ilyen alaki fiiggvény viszont csak akkor megoldésa egyenletiinknek,
ha teljesiilnek a b = ¢ + ¢2, és cg(x) = ag(cx), Vo € R feltételek.
Eszrevételeink osszegzéseként kijelenthetjiik a kovetkezs tételt:

2.1. Tétel. Ha a és b 0-tdl kiilonbézd valos szdamok és ha g : R —
[0,00) egy pdros sziirjekcid, amely injektiv a [0,00) intervallumon és
teljesiti a g(0) = 0 feltételt, akkor a (6) fugguényegyenletnek akkor
és csak akkor van megolddsa ha létezik olyan c valos szdm, amelyre
b= c+c? és fenndll cg(x) = ag(cx) Vo € R. Ha létezik az el6zé
feltételekt teljesité ¢ valds szdm, akkor a (6) megolddsa f = c- idg.

2.2. Megjegyzés. 1° Az eredeti fiiggvényegyenletet a (6)-bsl a = 1,
b=2¢és g(r) =2* Vr € R esetén kapjuk. Ebben az esetben ¢ =1 az
egyetlen valos szam, amely teljesiti a létezési feltételt.
2°Haa=1,b=2¢és g: R — [0,00) tetszbleges paros raképezés,
amelyre ¢g(0) = 0 és amely injektiv a [0,00), akkor a (6), egyetlen
megoldasa van ¢és ez f = idg.

3° A tételbsl lathato, hogy a (6) egyenletnek legfeljebb két megoldasa
van. Ha viszont b < —i akkor biztos nincs megoldésa.

2.3 Affin transzformaciok
2.3.1 Affin koordinatak

11. osztalyban szakkori tevékenység keretében foglalkozhatunk a derék-
szOgi koordinatarendszereken kiviil a ferdeszogi koordindtarendsze-
rekkel is, amelyeket szokas még affin koordinatarendszereknek vagy
paralell-koordinatarendszereknek nevezni. A megfeleld koordinatékat
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értelemszertien ferdeszogi, affin vagy paralell koordindtaknak nevez-
ziik. A egyszertiség kedvéért a sik esetét targyaljuk, habar allitasaink
megfel6it konnyd szerrel megfogalmazhatjuk a térben, illetve az n di-
menzios térben is. A Y sik egy affin koordinatarendszerét a sik egy
rogzitett pontja és a sik két linedrisan fiiggetlen vektora hatérozza meg.
Az O pont és u és v vektorok atal meghatarozott koordinatarendszert
roviden (O,u,v)-vel jeloljik. Ha P a ¥ sik egy tetszbleges pontja,
akkor mivel az u és v vektorok linearisan fiiggetlenek az opP helyvek-
tort (pontosabban az &altala meghatarozott szabadvektort, amit itt
ugyanigy jeloliink) egyételmten irhatjuk OP = zu + yv alakban.
Az el6z6 egyenlGségben szereplé x és y egyiitthatokat nevezziik a P
pont (O, u, v) koordinatarendszerre vonatkozo affin koordinatainak és
ezt a tényt a P(z,y)-nal jeloljik. Kénnyen belathato, hogy egy affin
koordinatarendszerben is egy egyenes egyenlete az + by + ¢ = 0 alak,
ahol a, b és ¢ olyan valos szamok, amelyekre |a| 4 |[b] > 0.

2.3.2 Koordinatatranszformaciok

Ha egy sikban két kiilonbozd affin koordinatarendszert tekintiink, ak-
kor azokhoz viszonyitva egy pontnak kétféle koordinatai lesznek ezek
kozott Osszefiiggéseket irhatunk fel.

Ha a X sik egy P pontjanak az (O,u,v) koordinatarendszerre vo-
natkozo koordinatai (x,y), mig az (O',u’,v') rendszerre vonatkozoak
(z',9'), tovabba u' = aju+ayv, v/ = bju+byv és az O’ pont (O, u,v)-
re vonatkozo koordindtai (o, %0), akkor OO’ = zqu + Yov, OP =
ru+yv és O'P = /v’ +y'v'. Figyelembe véve, hogy OP =00 +0'P
és az u és v vektorok linearisan fiiggetlenek, felirhatjuk a kévetkezs
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Osszefiiggéseket:

r = ax + by + xg

y = axr’ + by + o
tovabba az u’ és v’ vektorok line-
aris fiiggetlenségébdl az is kovet-

kezik, hogy # 0. Ezek az

ar b
az by
Osszefiiggések azt mutatjak, hogy
0 5 a P pont egyik koordinatarend-
szerre vonatkoz6 koordindtaibol
abra 1: Koordinatatranszformacio meghatarozhatok a masik rend-
szerre vonatkoz6 koordinatai és forditva. Ezek az Osszefiiggések egy
lineéris koordinatatranszforméciot hataroznak meg. Pontosabban:

2.3. Definici6é. Ha X és ¥/ sikok, akkor egy 7: % — 3,

T { ¥ = @+ by +

, alaku leképezést linearis transzforma-

Y = ax+ by + Yo

cionak neveziink, ha teljesiil a # 0 feltétel.

aq bl
2 b?

Konnyen belathato, hogy egy lineéris transzformacio bijektiv és egye-
nest egyenesbe transzformal. Ezek a tulajdonsagok definialjak az affin
transzforméciot:

2.4. Definici6. Legyenek ¥ és Y/ sikok, egy ¥ — Y/ leképezést affin
transzformécionak neveziink, ha rendelkezik a kdvetkezd tulajdonsa-
gokkal:

1° bijektiv,

2° tetszoleges harom egy egyenesbe esé pontot ¥-bol a ¥’ harom egy
egyenesbe esG pontjaba képezi le.

Tehat a linearis transzformaciok affin transzforméciok. Természetesen
vet6dik fel az a kérdés, hogy a lineéris transzformacidokon kiviil van-
e még mas affin transzformacié? A valaszt erre a kérdésre az affin
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transzforméciok tulajdonsagainak rovid tanulményozésa utan fogjuk
megadni.

2.3.3 Az affin transzformacidék néhany tulajdonsaga

Az affin transzformaciok jellemzéséhez sziikséges tulajdonsagokat té-
telekbe foglaljuk:

2.5. Tétel. Egy affin transzformdcic hdarom nem eqy eqyenesre illesz-
kedd pontot hdarom nem eqy egyenesre illeszkedd pontba transzformdl.

Bizonyitas. Legyen A, B és C' harom nem egy egyenesbe esé pont
a X sikon és 7 : ¥ — Y/ egy affin transzformacié! Indirekt tton

% A

adbra 2:

bizonyitjuk a tulajdonsagot. Tételezziik fel, hogy a 7(A), 7(B) és
7(C) pontok egy e egyenesre illeszkednek. Az affin transzformaci6
definicidja alapjan kévetkezik, hogy az AB, AC és BC' egyeneseknek
a 7 trnszformacié altal alkotott képhalmazai ez e egyenes pontjaibol
alkotottak. Valasszunk egy olyan P pontot, amelyet a BC egyenes
elvalaszt az A ponttol és az AP és BC' egyenesek metszéspontjat je-
16lje Q! Tudjuk, hogy 7(Q) € e és 7(A) € e, igy az affin transzfor-
mécié definicidja szerint kovetkezik, hogy 7(P) € e. Tehat a BC' altal
hatarolt és az A ponttal ellentétes oldalon 1évé félsikot a 7 transzfor-
méacié e-be képezi le. Hasonld gondolatmenettel kovetkezik, hogy a
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P ponttal ellentétes oldalon 1évs, azaz az A pontot tartalmazo félsik
képhalmaza is az e egyenes része. Ezen allitdsok azt jelentik, hogy a 7
affin transzformécio a X sikot a Y’ sik egy egyenesének részhalmazaba
viszi, ami ellentmond 7 bijektivitasanak. Tehéat feltételezésiink hamis,
ami igazolja a bizonyitand6 tulajdonsagot. &

2.6. Kovetkezmény. Ha 7 : ¥ — Y’ affin transzformacio, akkor
igazak a kovetkezd allitasok:

1° 77! szintén affin transzforméacio.

2° Ha e a ¥ sik egy egyenese, akkor 7(e) a ' sik egy egyenese.

Ezen észrevételek alapjan igazolhatjuk a kovetkezd tételbe foglalt tu-
lajdonséagot is:

2.7. Tétel. Ha 7 : ¥ — X' affin transzformdcid és e; és e a X
stk pdrhuzamos egyenesei, akkor T(ey) és T(e3) a X' sik pdrhuzamos
egyeneses.

Bizonyitds. Az 2.6. kovetkezmény alapjan 7(e;) és 7(ez) a X sik egye-
nesei. Ha ezek metszenék egymaést, akkor 7 nem lenne injektiv, ami el-
lent mondana tétel hipotézisének. Tehat a képegyenesek is parhuzamosak.

&

2.3.4 Az affin transzforméaciék jellemzése

Elérkezett az a pillanat, amikor megadhatjuk a valaszt, arra a kérdésre,
hogy létezik-e a lineéris transzforméciokon kiviil méas affin transzfor-
macio is, vagy sem.

Tekintsiink egy 7 : ¥ — > affin transzforméaciot. Legyen tovabba a X
sikban egy (O,u,v) egy affin koordinatarendszer és legyenek O—E1> és
O—E2> az u és v szabadvektorok O-bol kiindul6 reprezentansai ! Az af-
fin transzformécio 2.5. tételben megadott tulajdonséga alapjan a O’ =
7(0), E] = 7(E) és E} = 7(E,) pontok nem kollinearisak, tehéat az
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adbra 3:

ﬁ és O’—EQ> kotott vektorok altal meghatarozott u' és v’ szabadvek-
torok linearisan fiiggetlenek. Vezessiik be a ¥/ sikban az (O',u’, v’) af-
fin koordinatarendszert. Legyen P(z,y) a X sik egy tetsz6leges pontja
és M illetve N a P-bd6l huzott Oy-nal illetve Ox-szel egyallastu egye-
neseknek a megfelels masik tengellyel alkotott metszéspontjai (lasd a
3. 4brat), T ezeket kovetkezok szerint képezi : P +— P, M — M’ és
N +— N'. Mivel 7 az Ox tengelyt az O’z tengelyre képezi és az Oy
tengelyt az O'y’ tengelyre értelemszertien bevezethetjiik a f: R — R,
f(z) = pri(7(x,0)) és g : R — R, g(y) = pra(7(0,y)) fiiggvényeket.
Az affin transzformaciok parhuzamos egyeneseket parhuzamos egye-
nesekbe transzformalnak, igy az M', N’ és P’ pont (O',u’,v’) rend-
szerbeli koordinatai rendre M’'(f(x),0), N'(0,g(y)) és P'(f(x),g(y)).
Megjegyezziik, hogy altalaban (nem affin transzformécio esetén) a P’
koordinatai kétvaltozos fiiggvények lennének. Mivel 7 szerint (0,0) —
(0,0), (1,0) — (1,0) és (0,1) — (0,1), igy konnyen belathato, hogy
7(0) = g(0) =0, (1) = g(1) = 1.

Ha e egy olyan egyenes, amelyik nem egyallast az Oy tengellyel, akkor
egyenlete y = mx + n alakt, ahol m,n € R. Mivel 7 a parhuzamossa-
got megorzi, kovetkezik, hogy 7(e) a ¥’ sik olyan egyenese, amely
nem egyallasa az O'y tegellyel, vagyis g(y) = m/f(x) + g(n) alaku
egyenlgség all fenn. Figyelembe véve azt, hogy 7 a parhuzamossigot
megorzi kovetkezik, hogy m’' csakis m-tdl fiigg, vagyis m’ = h(m),
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ahol h : R — R. Tehat tesz6leges valos x,m és n esetén az f,g és h
fiiggvények kielégitik a kdvetkezd fiiggvényegyenletet:

g(mz +n) = h(m)f(x) + g(n). (23)

Ha x = 1 és n = 0, akkor (23) alapjan g(m) = h(m), Vm € R. Ha
x=m=1¢ésn =0, akkor (23)-b6l h(1) = 1 Osszefiiggést kapjuk. Ha
m = 1és n = 0, akkor (23)-bdl az f(z) = g(x), Va € R Gsszefiig-
géshez jutunk. Ha m = 1, akkor f(z +n) = f(z) + f(n), Vz,n € R
egyenlGséget, ha pedig n = 0 a (23) egyenletbdl az f(mx) = f(m)f(x),
Vm,x € R Osszefiiggést kapjuk. Tehat az f: R — R fiiggvény a ko-
vetkezd feltételeket teljesiti:

f:R—R bijektiv
flx+y)=flz)+ fly), Yo,y eR (24)
flx-y)=f(x) fly), Vz,y €R

Mivel f(0)=0 és f bijektiv, a (24) utolso feltételbsl lathatd, hogy
ha ¢ > 0, akkor f(g) = f(/€)? > 0. A (24) masodik Osszefiiggése
alapjan kovetkezik, hogy f(x+¢e) > f(z), Vz € R, vagyis f szigortan
noévekvs. A Cauchy egyenlet szigorian névekvs megoldasai f(x) = cx
alakuak, ahol ¢ > 0. Ezt a (24) utolso egyenletébe helyettesitve kapjuk,

/
hogy ¢ = 1, majd f(z) = z. Tehat 7 : 5, ~ % HaaY sikban mas

affin koordinatarendszert hasznalunk, akkor a koordinatatranszforma-
ci6 végrehajtiasa utan az affin transzformaciot a kovetkezo alaku egyen-
) ¥ =ax+by+c a; b
letekkel irhatjuk le: 7 : , ahol 0
! {ylza2$+52y+02 a 527'é ’
vagyis minden affin transzformécio linearis.
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3 fof+4a-f+b-idg+c=0 alaka fiiggvény-
egyenletek a folytonos fiiggvények hal-
mazaban

3.1 Egy versenyfeladat

A 2001 tavaszan lebonyolitott 12. magyar-izraeli, most mar a Gillis-
Turan Matematikaverseny nevet visel§ verseny elsé napi 3. feladata a
kovetkezd:

Hatarozzuk meg azokat a folytonos fliggvényeket, amelyekre minden =z
val6s szamra

[(f(@)) =z + f(z).

KéMal, 2001/5, 276. oldal
Ugyanez a feladat megjelent még B.3469. szammal, megoldasa meg-
talalhatdo a KoMaL 2001/9 szamaban 546. oldal, 26 megoldasbol
mindossze 5 megoldas ért el 5 pontot, 3 pedig 4 pontot a tobbi ez
alatt, szembetiing a 11 darab 0 pontos
Ez az eredmény is mutatja, hogy igény van e témanak targyalasara a
versenyekre valo felkésziilés alkalméval.
Szakkori tevékenységre a rendelkezésre allo id§ fliggvényében valogat-
hatunk a 3.3. alfejezet esetei kozott, hiszen mindegyikiik fiiggetleniil
targyalhato.
A dolgozat ezen fejezetében viszont a b = 0 egyszertibb esetet leszamitva,
minden més esetben az

fof+a-f+b-idg+c=0 (1)

fiiggvényegyenlet folytonos f : R — R megoldasainak meghatarozasat
ttizziik ki célul. Az (1) egyenletben a,b,c adott valés szamok, pon-
tosabban az egyenlet baloldalanak utols6 tagja és a jobboldalan sze-
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repld tag egy-egy konstans fliggvény. A tovabbiakban az R-en értel-
mezett valos fiiggvények halmazat F(R)-rel, a folytonos valos fiigg-
vények halmazat pedig C(R)-rel fogjuk jelolni. Ha E,F C R, akkor
az E halmazt F-be képezd fiiggvények halmazat F(FE, F)-fel, mig en-
nek a folytonos fiiggvényekbdl allo részhalmazat C(FE, F)-fel, bijektiv
(szigortian novekvd, szigortan csokkend bijektiv) fiiggvényekbdl allo
részhalmazat B (E, F)-fel (B »(E,F)-, B (£, F)-fel) fogjuk jel6lni.
A folytonos fiiggvények rendelkeznek a kozbiilsGérték tulajdonsagaval,
igy minden f € C(R) esetén az I = f(R) halmaz egy intervallum
(ami konstans fiiggvény esetén lehet esetleg egy pontbol allo is). Tet-
sz6leges f € F(R) esetén hasznalni fogjuk az inf f = inf{f(z) | z € R}
és sup f = sup{f(z) | x € R}, jeloléseket, amelyek természetesen az
R, (a kiterjesztett valos szimok halmaza), halmaz elemei, vagyis felve-
hetik a oo, vagy a —oo értéket is.

3.2 Az (1) egyenlet megoldasaira vonatkozo6 altala-
nos észrevételek b # 0 esetén

Ebben az alfejezetben az (1) egyenlet folytonos megoldasait fogjuk
tanulmanyozni, b # 0 esetén. Ha a sz6vegben masképp nem hanstly-
ozzuk, akkor "a fiiggvényegyenlet" kifejezés az (1) egyenletet, mig a
"megoldas" kifejezés, ha a szovegkdrnyezet nem mésra utalo, az (1)
fiiggvényegyenlet egy folytonos megoldasét fogja jelenteni.

3.2.1 A megoldasok tulajdonsagai

Az egyenlet megoldésainak néhany olyan egyszertd, de fontos tulaj-
donsagat fogalmazzuk meg a kovetkezd tételben, amelyekre gyakran
fogunk hivatkozni a tovabbiakban.

3.1. Tétel. Ha f : R — R megolddsa az (1) figgvényegyenletnek,
b # 0 esetén, akkor fenndllnak o kévetkezd tulajdonsdgok:
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Az f injektiv fligguény.

Ha f € C(R), akkor az f fliggvény szigorian monoton.
Ha f € C(R), akkor az f o f fiigguény szigorian névekvd.
Ha f € C(R), akkor a* > 2b.

Ha f € C(R), akkor az f figguény bijektiv.

o o o o o O

Ha f szigorian monoton, akkor f € C(R).

Bizonyitas. Rendre igazoljuk a tulajdonsagokat:

0 Az (1) még igy is irhato: (f +a-idg)o f = —b-idg —c. Ab#0
feltétel miatt a —b - idg — c fliggvény injektiv, ahonnan indirekt dton
belathato, hogy f is injektiv.

0 Abbol, hogy f € C(R) kévetkezik, hogy f rendelkezik a kozbiilss
értek tulajdonsagaval (lasd [14] 4.23. tételét). Tételezziik fel, hogy
f injektiv, de nem szigorian monoton! Ez azt jelenti, hogy létezik
Ty < 19 < 73 UgY, hogy f(r1) < f(x2) > f(x3), vagy f(x1) > f(z2) <
f(z3). Az els6 esetben a kozbiilsé érték tulajdonsiga alapjan arra
kovetkeztetiink, hogy fiiggvényiink, minden olyan A értéket, amely
max{f(x1), f(x3)} és f(xg) kozott van, az (x1,25) és (2, x3) inter-
vallumban is felvesz, ami ellentmond f injektivitdsdnak. Hasonl6an
jutunk ellentmondéashoz a méasodik esetben is. Ezzel indirekt tton
belattuk allitdsunkat.

U Ez a tulajdonsag azonnali kévetkezménye az el6z6nek, hiszen két
azonos értelemben szigoriian monoton fiiggvény Gsszetettje szigorian
novekvé.

0 A O alpont szerint f o f szigorian novekvs, masrészrél viszont, ha
f kielégiti az (1) egyenletet, akkor g = f o f fiiggvényre fennall a

gog+(2b—a®)-g+ b idg +c(1—a+b)=0 (2)
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egyenldség. A go g, g és a b? - idg fiiggvények szigorian novekvéoek,
igy az (2) egyenldség csak abban az esetben allhat fenn, hogy ha
2b—a? < 0.

0 Az (2) egyenlethdl kifejezziik a ¢ fiiggvényt a

g=(a®>—=2b)"' [gog+b® idg +c(l —a+b)

Osszefiiggést kapjuk. Az el6zé allitasokat figyelembe véve kovetkezik,
hogy mgmoog(x) = —00 68 :211320 g(z) = oo, ugyanakkor a g fliggvény
értékei az f fiiggvénynek is értékei, s mivel f, folytonossagabol ki-
folyolag, rendelkezik a kozbiilsé érték tulajdonsigaval is kovetkezik,
hogy f(R) =R, tehat fliggvényiink sziirjektiv is, azaz bijektiv.

[J Ha f szigorian monoton, akkor minden xy € R pontban rendelkezik
jobb és baloldali hatarértékkel és f(zo—) < f(zo) < f(xo+), vagy
f(xo—) > f(xo) > f(xo+), attol fiiggden, hogy fliggvényiink szigorian
novekvd, vagy szigorian csokkend. Ha létezne egy olyan zy € R pont,
amelyben f(zo—) # f(xo+), akkor az f fiiggvény e két hatarérték
kozott legfeljebb csak egy értéket vehet f6l, ami ellentmond f sziir-
jektivitasanak. Tehat f-nek nincsenek szakadaspontjai, vagyis folyto-

nos. &

Megjegyzés: A 3.1. tétel [0 alpontjanak bizonyitasdhoz hasonloan,
igazolhato, hogy ha I és J intervallumok, valamint f : I — J monoton
raképezés, akkor az f fiiggvény folytonos.

Iteralt fiiggvények. A 3.1. tétel szerint, ha b # 0, akkor az (1)
egyenlet minden folytonos megoldasa szigortian monoton és bijektiv,
tehat rendelkezik inverz fiiggvénnyel. Folytonos fliggvény interval-
lumot intervallumra képez (lasd [14] 4.22. tételét), igy ha szigorian
monoton, akkor tetszsleges € pozitiv szam esetén f([f~(yo)—¢, [~ (yo)+
e]) egy olyan intervallum, amelynek végpontjai az f(f~!(yo) — ) és
F(f1(yo) + ¢) kiilonbozé valos szamok, és amelynek yo bels6 pontja,
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vagyis az 1 egy kornyezete, tehat az f~! fiiggvény is folytonos. Ezen
észrevételeink utén létjogosultsdga van a kovetkezd definicionak.

3.2. Definici6. Ha f € C(R) egy bijektiv fiiggvény, akkor minden
n € Z esetén definialhatjuk az f fiigvény, f-nel jelélt, n-ed rendi
iteralt fiiggvényét:

i = f
flnt1l — f o fln] _ minden nezr esetén  (3)
fi = flEUo it minden n € (Z\Z*)  esetén.

3.3. Megjegyzés. A fenti jelolések alapjan f = idg. Teljes induk-
cioval az is igazolhato, hogy minden m,n € Z esetén fennall az

f[m+n] _ f[m] o f[n] (4)
Osszefiiggés.

Ko6nnyen belathato, hogy ha f € C(R) megoldasa az (1) egyenletnek,
b # 0 esetén, akkor az f fiiggvény iteraltjaira, minden n € Z esetén,
fennall az

rekurziv egyenlGség.

3.4. Tétel. Ha f € C(R) megolddsa az (1) egyenletnek, b # 0 esetén,
akkor tetszdleges n egész szdmra, az f fligguény n-ed rendd iterdltja
felirhaté, mint az 1 konstans figguény, az idg = f° azonos figgvény
és az f = fW fiiggény linedris kombindcidja, vagyis létezik an, by, ¢, €
R dgy, hogy

=g, Mgy, fOpe 1 (6)
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Bizonyitds. Az allitast teljes indukcidval igazolhatjuk. Az allitas tel-
jesiil m =0 ésn =1esetén. Ha k € Z és az allitas igaz n = k — 1-re és
n = k-ra, akkor az (5) alapjan teljesiil n = k + 1 is. Hasonloképpen,
ha az allitas igaz n = k + 1-re és n = k-ra, mivel b # 0, az (5) alapjan
kovetkezik, hogy teljesiil n = k£ — 1 esetén is. Tehat a teljes indukcio
elve alapjan allitdsunk igaz minden n € Z esetén. &

3.5. Megjegyzés. A (6) osszefiiggésben szerepls a,, b,, ¢, egyiitt-
hatok, csak akkor egyértelmiien meghatarozottak, ha az f fiiggvény
linearisan fiiggetlen az idg és az 1 fiiggvényektdl (a C(R)-ben mint R
feletti vektortérben), vagyis ha f nem linearis.

Az (5) osszefiiggéshbol azonnal kaphato egy homogén rekurziv Ossze-
figgeés is (n € Z):

frelt (e =1)- A = (a=b) - = b f =0, (7)
ennek karakterisztikus egyenlete:
NM4(a—1)-N=(a—0b)-A=b=0, (8)
amit {frhatunk
A=1)- (N> +a\+b) =0

alakban is. A karakterisztikus egyenlet egyik gytke 1, a masik ketts
pedig a

NM4+al+b=0 (9)

egyenlet gyokei.
Az eddig felsorolt tételekben az egyik feltételezés az volt, hogy f €
C(R) megoldasa az (1) egyenletnek, de arr6l még nem volt sz6, hogy
létezik-e egyaltalan ilyen megoldas. Erre ad részben valaszt a kovet-
kezd paragrafus.
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3.2.2 Linearis megoldasok

Megvizsgaljuk, hogy az (1) egyenletnek van-e linearis megoldasa. Tehéat
olyan f € C(R) megoldasokat keresiink, amelyek f(x) = uz + v alakt
képlettel értelmezhetdk, ahol u,v € R. Ha egy ilyen alaka fiiggvény
megoldasa egyenletiinknek, akkor minden x € R esetén fenn kell allnia
a kovetkez6 egyenlGségnek:

(u? + au 4 b)x +uv +v +av + ¢ = 0.
Ez ekvivalens a kévetkez6 egyenletrendszerrel:

w+au+b = 0
vlu+a+1)4+c = 0 °

Ennek a rendszernek, csak akkor lehet valos megoldasa, ha a (8) ka-
rakterisztikus egyenlet minden gydke valds, vagyis ha a? — 4b > 0.
Ez esetben jeloljiikk A\j- és Ao-vel a (9) egyenlet gyokeit. A Viete féle
Osszefiiggések szerint A\; + Ay = —a és A\ Ay = b. Ha e két gyok kozott
van 1-t6l kiillénboz6, akkor a (10) egyenletrenszernek is van valos meg-

(10)

oldasa. Ha Ay # 1, akkor (u,v) = (A, ﬁ) egy megoldasa egyen-
,—

letrendszeriinknek, illetve

fi(@) = M+ —=

N1 (11)

egy linearis megoldasa az (1) fiiggvényegyenletnek. Hasonloan adodik,
A1 # 1 esetén, az

fo(x) = Aoz +

c

12
N1 (12)
linearis megoldas is.
HahM=Xh=1& { Z_: _i és ¢ # 0, akkor nincs linearis megoldésa

az (1) egyenletnek.
Ha viszont A\; = Ay = 1 és ¢ = 0, akkor minden f(z) = x + v alaka
linearis fiiggvény megoldéasa egyenletiinknek.
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3.2.3 Az (1) egyenlet megoldhatésaga C(R)-ben

Felmeriil a kérdés, hogy ha egy (1) tipusu fliiggvényegyenletnek nincse-
nek linearis megoldésai, akkor lehetnek-e méas megoldasai C(R)-ben?
Ezt vizsgaljuk meg a kovetkez6 két paragrafusban.

Az (1) egyenletrsl, a = —2, b =1 és ¢ # 0 esetén. Azt mar lat-
tuk, hogy linearis megoldasa ebben az esetben nincs egyenletiinknek.
A kovetkezd tétel azt igazolja, hogy més folytonos megoldasa sincs.

3.6. Tétel. Az (1) egyenletnek, a = —2,b =1 és c # 0 esetén, nincs
megolddsa a C(R)-ban.

Bizonyitas. Tételezziik fel, hogy f € C(R) megoldésa az (1) egyenlet-
nek, az adott egyiitthatok esetén, vagyis

fE—2. fl 4 fOl e =, (13)

A 3.1. tétel O alpontja alapjan az f = 1 - (f& + f 4 ¢) fiiggveny
szigoriian monoton noévekvS. Ennek kovetkezménye, hogy rogzitett
r € Resetén a o[f, 2] : Z — R, o|f,z](n) = sgn (fI"+(x) — fIl(z))
fiiggvény allando.

A (13) egyenlgségbdl kindulva teljes indukcioval, tetszéleges n egész
szamra igazolhat6 az

flnttl gl 0y O 4 e — (14)
osszefiiggés. Mivel ¢ # 0, az (14)-bdl kovetkezik, hogy a

lim [/7(2) = /)] es tim (1) — )

n—oo

hatarértékek kiilonbo6zg el6leliiek, ami ellentmondéas azzal, hogy a o[f, x]

fiiggvény alland6. Tehdat a = —2, b = 1 és ¢ # 0 esetén, nincs
megoldasa az (1) fiiggvényegyenletnek a folytonos fliggvények hal-
mazaban. &
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Eddig belattuk azt, hogyha a karakterisztikus egyenlet gyokei valosak,

a=—2
akkor az (1) fiiggvényegyenletnek, az b= 1 esetet leszamitva,
c# 0

mindig van megoldasa a C(R)-ben.
A kovetkez§ paragrafus azzal az esettel foglalkozik, amelyben a karak-
terisztikus egyenlet gyokei kdzott nem csak valos szamok szerepelnek.

Az (1) egyenletrél, ha a>—4b < 0. Hasonl6 itt is a helyzet, mint az
el6z6 esetben, azaz a linearis megoldasok hianya egybeesik a folytonos
megoldasok hidnyéaval. Ezt fogjuk bizonyitani ebben a paragrafusban.
A 16 allitas bizonyitasa elGtt néhany jelolést vezetiink be és egy lemmat
bizonyitunk.

A 3.1. tétel O alpontjanak bizonyitasanal lattuk, hogyha f € C(R)
megoldasa az (1) egyenletnek, akkor f@ kielégiti az

2o By @b—a?) - fA4p? 0 cl—a+b) =0
egyenletet. Legyenek ennek egyiitthatoi a; = 2b — a?, by = b? és
c; = c(l —a+b). Ha az 2" fiiggvényre fennall az

£ fR gy O = (15)
egyenldség, akkor az 12" fiiggvény az
FE o f2 (2, —a2) - BT 02 O e (1= ay, + by) = 0

egyenletet elégiti ki. Vezessiik be a kévetkezs jeloléseket:

_ 2
(pt1 = 2b, — a;,

buss = 2 (16)
Cn+1 = Cn(l —an + bn)
A 3.1. tétel O alpontja szerint, ha b # 0, akkor az {a,},>1 sorozat

negativ szamokbol, a {b, },>1 pedig pozitiv szamokbol all. A kovetkezs
lemma megkonnyiti a fététel bizonyitasat.
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3.7. Lemma. Ha a {d,},>¢ sorozatot a dy = V2 és dpn =2 +d,
rekurzioval értelmezziik, valamint a negativ tagi {a,}n>1 €s a pozitiv
tagokbol dllo {b,}n>1 sorozatok eleget tesznek a (16) dsszefiiggéseknek,
akkor igazak a kivetkezd dllitdasok:

O A {d,}n>0 sorozat konvergens és limd,, = 2

O Minden 0 < k < n esetén fendll az |a,_i| > di\/bn_k eqyen-
[6tlenséy.

Bizonyitds. [1 Koénnyen igazolhato, hogy a sorozat szigorian mono-
ton novekvd és feliilrél korlatos, tehat konvergens. A hatarértéket a
rekurziv Osszefiiggésben torténd hatarramenetel utan kapott egyenlet-
b6l szamithatjuk ki.

O Az allitast k szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Ha n € Z™,
akkor a,;1 < 0 és b, > 0, tovabba az (16) alapjan kovetkezik, hogy
lan| > /20, vagyis allitdsunk fennall k = 0 esetén. Most tételezziik
fel, hogy az allitds igaz a k természates szamra és 0 < k+ 1 < n,
tovabba a, < 0, apx = 2b, g1 — a2, | 68 by = b2, |, ak-
kor |6Ln_k| > dk\/bn—k <~ afhkfl — 2bn—k—1 > dpby_p—1 & |an_k_1| >
114/ bn_r—1- A teljes indukci6 elve alapjan allitdsunk igaz minden
0 < k < n esetén. &

3.8. Kovetkezmény. Ha f € C(R) megoldasa az (1) egyenletnek és
b # 0, akkor az egyenlet egyiitthat6i, minden n € N esetén, kielégitik
az

a® > db (17)
egyenlGtlenséget.

Bizonyitds. Az egyenlGtlenség teljes indukcioval lathaté be. n = 0
esetén egyenlGtlenségiink megegyezik a 3.1. tétel [ allitasaval. Ha
n € ZT, akkor az 3.7. lemma szerint |a;| > d,_1v/b1, vagyis a* — 2b >
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dn_1]b|. Mivel d,,_; > 0 kovetkezik, a® — 2b > d,,_1b, ami ekvivalens a
bizonyitandé egyenlGtlenséggel. s

Most mar bizonyithato a paragrafus {6 eredménye:

3.9. Tétel. Ha az (1) fiiggvényegyenletnek van folytonos megolddsa,
akkor az eqyenlet egyiitthatoi kielégitik az a® —4b > 0 eqyenlétlenséget.

Bizonyitds. A (17) egynelGtlenség fennéll tetsz6leges n € N esetén, igy

a® > b lim d2,

n—oo

ami a 3.7. lemma els§ pontja figyelembe vételével, a bizonyitandé al-
litashoz vezet. &

3.10. Ko6vetkezmény. Ha az (1) fiiggvényegyenlet egyiitthatoira fen-
nall az a® — 4b < 0 egyenl6tlenség, akkor a fiiggvényegyenletnek nincs
megoldasa a C(R)-ban.

3.2.4 A megoldasok létezési feltétele

Az el6z6 két paragrafusban tisztaztuk, hogy melyek azok az esetek,
amelyekben megoldhaté egyenletiink a folytonos valds fiiggvények hal-
mazaban. Ezeket az eredményeket foglalja Ossze a kdvetkezs tétel.

3.11. Tétel. Az (1) egyenlet megoldhatdsiga az a,b,c € R egyiittha-
tok fiigguénye.

U Haa= -2 ésb=1, az eqyenlet akkor és csak akkor rendelkezik
megolddsokkal a C(R) halmazban, hogy ha ¢ = 0.

O Haa # —2, vagy b # 1, az (1) figgvényegyenletnek akkor és csak
akkor van megolddsa C(R)-ben, ha a* — 4b > 0.
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3.2.5 A megoldasok iteraltjainak alakja

Az {fI"},cz rekurziv sorozat tagjait kifejezhetjiik, a karakterisztikus
egyenlet gyokeinek segitségével. Pontosabb képet alkothatunk errél a
kovetkez6 tétel alapjan.

3.12. Tétel. Ha f € C(R) megolddsa az (1) eqyenletnek b # 0 esetén,
valamint A1, A €s A3 a (8) karakterisztikus egyenlet gyokei (A1, A2, A3 € C),
akkor igazak a kévetkezd dllitdasok:

O Ha A\, Ao, A3 kilonbiézdek, akkor létezik ¢,1,0 € C(R,C) gy,
hogy

fl= AP o+ A+ A0, YneZ (18)
O Ha M\ = Ay # A3, akkor létezik p,1,0 € C(R) gy, hogy

fl =20 o+t +AF-0, VneZ (19)

O Ha M\ = Xy = A3, akkor létezik p, 1,0 € C(R) gy, hogy
fRl= X o+ nAT - 02\ -0, Yn€Z (20)
Bizonyitds. A bizonyitas teljes indukcidval torténik mindegyik eset-
ben. Terjedelmi okok miatt lemondunk a részletekrdl. &

3.13. Megjegyzés. Ha a (8) karakterisztikus egyenlet gyokei valos
szamok, akkor a ¢, 1, 0 folytonos valds fiiggvények.

3.2.6 A ¢, 1,0 fiiggvényekrol

A 3.12. tételben szerepl§ fiiggvényeknek néhany érdekes tulajdonsagat
figyelhetjiik meg.
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3.14. Tétel. Ha f € C(R) az (1) egyenlet megolddsa, b # 0 esetén,
valamint Ay, Ao €s A3 a (8) karakterisztikus egyenlet gyikei (lehetnek
komplex szamok is), ¢,1,0 az 3.12. tételben leirt fugguények, akkor
tetszdleges © € R esetén, fenndllnak a kovetkezd dsszefiiggések:

U Ha A\, Ao, A3 kiilonbozdek, akkor

o(f(x) = Ai-o(x)
V(f(x) = Xo-tp(x) (21)
0(f(x)) = X3-0(z)

p(f(x) = M- (o) +1(x))
(f(z)) = >\1 () (22)
0(f(x)) -0(x)
O Ha M\ = Xy = A3 =1, akkor p,1,0 € C(R) és
e(f(x)) = »(@)+v()+0(z)
v(f(x) = d(@)+2-0(z) (23)

0(f(x)) = 0(z)

Bizonyitds. A bizonyitast arra alapozzuk, hogy egy Cramer-rendszernek
csak egy megoldasa van. Vélasszunk egy x valos szamot, és tekintsiik
az eseteket!

O A (18) szerint felirhatjuk a kovetkezd Osszefiiggéseket:

p(x) + )+ 0(z) = [Oa)
A o(x) + Az (@) + Ag - 0(x) = f1(2)
A p(@) + X5 p(x) + A5 - 0(a) = fP(z)
A o) + A3 d(@) + A - 0(x) = fP)(x)



amely els6 harom egyenletében x helyett f(z)-et irva, kapjuk:
p(f(@) +  o(f@)+  0(f(x) = fl(z)
A (f(2)) + A - o(f(2)) + A3 - 0(f () = fP(2)
A o(f(2) + A3 - 0(f(2) + A3 - 0(f () = fPl(x)

Ezek az egyenletek azt mutatjak, hogy
(Arp(), Aot (), Asb(x)) és (@(f(x)), ¥(f(x)), 0(f(x)))

szamharmasok is kielégitik az
u+ v+ w= fll(x)
M+ Ao + Asw = fB(2)
Ny + \v + Nw = fBl(2)
Cramer-rendszert, tehat egyenlGek.
00 Hasonloképpen a (19) sszefiiggések alapjan belathatd, hogy a

(A1) + (), My (), Asb()) € (o(f (), (S (), 0(f(x)))

szamharmasok is megoldésai az
u +  w= fl(z)
A+ M+ Aqw = fB(x)
Mu + 22030 + Mw = fBl(z)
Cramer-rendszernek, tehat egyenlGek.
O A (19) 6sszefiiggések alapjan belathato, hogy

(o(z) + ¥(x) + 0(x),¥(z) + 2 - 0(x), 0(x))
e (o(f(@)),(f(2)),0(f(x)))

u — i)
u+ v+ w= fl()
u + 2v + 22w = fBl(x)

is megoldasai az

Cramer-rendszernek, tehat egyenlGek.
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Az (1) egyenlet folytonos megoldasainak iteraltjai azért fontosak, mert
ha ismert az f fiiggvény viselkedése egy x valos szam és f(zg) kozott,
akkor f[ iteralt ismerete ugyanezen az intervallumon, megadja az
f fiiggvény viselkedését az f(xg) és fPPl(zg) kozitt és ez az eljaras
folytathato, mindkét irdnyba. A kérdés tehét az, hogy ily mddon
eljuthatunk-e az f fiiggvény egész R halmazon val6 értelmezéséhez,
vagy nem? Ezért tisztaznunk kell néhany problémat. Milyen f(xg) és
xo egymashoz viszonyitott helyzete, tovabba, hogy van-e hatarértéke
az { () }s1 és {f7(2)}s1 sorozatoknak?

Monoton fiiggvények-e az iteraltakat megadé formulékban szerepld
v, 1, 0 fiiggvények? Ezekre a kérdésekre valaszolunk a kovetkezs para-
grafusokban.

3.2.7 Fixpontokrol.

Elgszor tisztazzuk a fixpont fogalmat.

3.15. Definicio. Az x, valos szam fixpontja az f € F(R) fiiggvény-
nek, ha f(zq) = xo.

Az (1) egyenlet folytonos megoldésairdl lattuk, hogy szigortian mono-
ton fliggvények. Egy olyan I intervallumon, amelyen egy f € C(R)
megoldasfiiggvénynek nincs fixpontja fennall az f(z) > = Vo € I,
vagy f(z) < x Vx € I egyenl6tlenségek egyike. Ennek kovetkeztében,
mint latni fogjuk az {f"(z)},>1 és {f2"(2)},>1 sorozatok szigo-
rian monotonok lesznek. Arra a kérdésre, hogy az (1) egyenlet egy
f € C(R) megoldasanak melyek a fixpontjai, a kovetkezd tételben
részben valaszolunk.

3.16. Tétel. Hao 1 +a+b # 0 és f € C(R) az (1) egyenlet eqy
fixponttal rendelkezd megolddsa, akkor f-nek egyetlen fizpontja van, ez

a fixpont:
c

D
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Bizonyitas. Ha f(zo) = xo, és f megoldasa az (1) egyenletnek, akkor
Zo + axg + bxrg + ¢ = 0, ahonnan kovetkezik a bizonyitando allitas. &

Ko6nnyen belathato, hogy egy bijektiv f € F(R) fiiggvény fixpontja
iteraltjainak is fixpontja. A kovetkezd tétel szigortian monoton fiigg-
vények esetén ennél tobbet mond.

3.17. Tétel. Ha f € F(R), akkor igazak a kivetkezd dllitdsok:

O Ha az f fligguény szigorian novekvd, akkor rogzitet © € R esetén
aolf,x]: Z — R, olf z](n) = sgn (f"*(z) — f"l(x)) figgvény

dllando.

O Ha az f fiigguény szigorian csokkend, akkor rogzitet x € R esetén
aolf,z] : Z — R, olf,2](n) = (=1)"sgn (f"(z) — f(2))
fiigguény dllando.

Bizonyitds. Az allitasokat n szerinti teljes indukcidval igazolhatjuk.

[ )

3.18. Kovetkezmény. Ha x € R tetszéleges valos szam, akkor fen-
nallnak a kovetkez6 kijelentések:

O Ha f € C(R) szigortian névekvo az megoldasa az (1) egyenletnek,
akkor az {f"(z)},>1 és {fI7"(2)},>1 monoton sorozatok.

O Ha f € C(R) szigorian csokkens megoldasa az (1) egyenlet-

nek, akkor az { () }ns1, {/P" (@) }zr, {F72 (@)}, e
{2+l (2)},,51 sorozatok koziil, paronként az egyik névekvs, a
maésik pedig csokkend.

Az itt felirt monoton valds szam sorozatoknak van hatarértékiik, kérdés,
hogy konvergencia esetén mi lesz ez a hataréték.

3.19. Tétel. Ha az f € C(R) figgvény megolddsa az (1) egyenletnek,
akkor igazak a kévetkezd dllitdasok:
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O Ha az {f"(2)}n>1 sorozat konvergens, akkor hatdrértéke fiz-
pontja az f fligguénynek.

O Ha az {f57(2)}ns1 sorozat konvergens, akkor hatdrértéke fi-
pontja az f fligguénynek.

O Ha az {f2"(2)},>1 sorozat konvergens, akkor az {f2"+1(x)},1

is konvergens, hatdrértékeik az 2 fiigguény fixpontjai.

O Ha az {f72(2)},>1 sorozat konwvergens, akkor az { fI=2"1(z)} 51
is konvergens, hatdrértékeik az f figguény fixpontjai.

Bizonyitds. Allitasainkat rendre igazoljuk:

O Ha lim fI(2) = zy, akkor lim f"*+U(z) = z,, ugyanakkor f
folytonossagabol kovetkezik, hogy lim f(f"l(z)) = f(lim f"(z)) &
zo = f(xo).

O Ha lim f"(z) = 2y, akkor lim fI="*1(z) = x,, ahonnan f

n—oo

folytonossagabol kovetkezik, hogy lim f(fI="(z)) = f(lim fI="(z)) &

xo = f(x0).
0 Ha lim f"(z) = 20, akkor f folytonossagabol kivetkezik, hogy

n—oo

lim fP(2)) = lim f(fP"(z)) = f(lim fP"(z)) = f(zo).

n—0o0 n—oo n—oo

Az a tény, hogy zy és f(x) az f1 fiiggvény fixpontjai az O alpont
allitasabol kovetkezik.

0 Ha lim f=2"(2) = =z, akkor f folytonossigabol kovetkezik,
hogy lim f**!(2)) = lim f(f*(x)) = f(lim fI=2"(x)) = f(wo).
Az a tény, hogy zo és f(x) az f1 fiiggvény fixpontjai az O alpont
allitasabol kovetkezik. &
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3.20. Kovetkezmény. Ha az (1) fiiggvényegyenlet egyiitthatoi tel-
jesitik az |1 + a| # |b] feltételt, és az f € C(R) fiiggvény megoldasa az
(1) egyenletnek és x € R, akkor igazak a kovetkezd allitasok:

O A kovetkezd allitasok ekvivalensek:

O Az {f2"(2)},>, sorozat konvergens.
O Az {fBr+U(z)},>1 sorozat konvergens.

0 Az {f"l(z)},>1 sorozat konvergens.
O A kovetkezd allitasok ekvivalensek:

0 Az {f=%"l(2)},>1 sorozat konvergens.
O Az {fI=2n+U(z)},5, sorozat konvergens.

0 Az {fI="(x)},51 sorozat konvergens.

Konvergencia esetén, mindkét alpontnél, a sorozatok kézos hatarértéke
az f fiiggvény fixpontja.

Bizonyitas. 11 A 3.19. tétel O alpontja szerint, =[], valamint a
sorozatok zo, illetve f(xq) hatarértékei az f1? fixpontjai. Az egyiit-
thatokra megadott feltételbdl kovetkezik, hogy 14 2b — a? + b #£ 0,
vagyis a (2) egyenletet kielégits fI2 fiiggvénynek a 3.16. tétel sze-
rint egyetlen fixpontja van, igy f(zg) = xo. Ez azt jelenti, hogy az
xo barmely kornyezetén kiviil gy az {f2"(z)},>, sorzatbol, mint az
{fr+1(2)},>1 sorozatbol csak véges szami tag talalhato. Kovetke-
zik, hogy ugyanezt elmondhatjuk az {f(x)},>; sorozatrdl is, vagyis
emez is konvergens az xg-hoz. Tehat U=[U=[0=-11.

[ Az el6z6h6z hasonldéan bizonyithato, a 3.19. tétel [ alpontjanak és
a 3.16. tétel figyelembe vételével. &

Ezen elgkésziiletek utan hozzalathatunk az (1) fiiggvényegyenlet meg-
oldaséhoz.
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3.3 Az (1) egyenlet megoldasa a folytonos fiiggvé-
nyek halmazaban, b # 0 esetén

Azt lattuk a 3.12 tételben, hogy az iteréltak formulaiban fontos sz-
erepiik van a karakterisztikus egyenlet gyokeinek. Fzek koziil tudjuk,
hogy az egyik mindig 1, jeloljiik ezt Az-mal. A mésik ketts pedig a (9)
egyenlet gyoke, legyenek 6k i, Ao. Figyelembe véve azt, hogy ebben a
szakaszban b # 0 kovetkezik, hogy a karakterisztikus egyenlet gyokei
mind 0-to6l kiilonbozéek. A gyokok abszolutértékének egymashoz vis-
zonyitott helyzete alapjan tobb esetet kiilonboztetiink meg. Ennek az
alszakasznak minden részegysége, az (1) egyenlet egy esetének megol-
dasat mutatja be.

3.3.1 1. A )\1 = )\2 = )\3 =1 eset

Ebben az esetben az (1) fiiggvényegyenlet egyiitthatoi kozil a = —2
és b =1, igy a 3.8. tétel szerint, ha ¢ # 0, akkor a fiiggvényegyenletnek
nincs megoldasa a C(R)-ben.

Ha ¢ = 0, akkor egyenletiink a kovetkezé:

fof—2-f+idg =0. (24)
A megoldasok iterdltjait ebben az esetben a kiovetkezs tétel irja le.

3.21. Tétel. Ha f € C(R) megolddsa a (24) figguényegyenletnek,
akkor

ffl=p+n-9y, ¥Ynez, (25)

ahol
w =1id
{w:fﬂjidR (26)
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Bizonyitds. A 3.12. tétel [ alpontja szerint a megoldasok iteraltjait
ffl=p+n-¢p+n2-0, YneZ,
alakban irhatjuk, ahol ¢,, 0 az

@ = fO
)\190‘1‘ >\1¢+ )\19:]0[1}
Mo 20+ 22070 = 2

egyenletrendszer megoldasaval kaphatok meg. Az egyenletrendszert
megoldva A\ = Ay = A3 = 1 esetén, megkapjuk a

¥ idR)
c
Y = f_idR“‘i:f_idRa
c
0 = ——=0
2
fiiggvényeket. Ez igazolja a tétel allitasat. &

E tétel segitségeével igazolhatjuk, hogy a (24) fiiggvényegyenletnek a
C(R)-ben, csak linearis megoldasai vannak.

3.22. Tétel. A (24) fiiggvényegyenlet megolddshalmaza a C(R)-ben:
H={idg +k,| veER, és k,(r) =0,V € R}. (27)

Bizonyitas. Ha f € C(R) megoldasa a (24) fiiggvényegyenletnek, akkor
a 3.21. tétel szerint fP" = 4 2n 1), Vn € Z. Figyelembe véve, hogy
© = idg, és azt, hogy a 3.1. tétel O alponjtja alapjan az f12" fiiggvény
szigortian novekve, tetszéleges xy < xo esetén felirhatjuk a kovetkezé
egyenlGtlenségeket:

2 (2) < f27(25),Vn € Z 2EN
To — X1

2n

To — I

<W(a2) = Y(11) < ——, Vn ez’

3
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Ebbdl hatarramenetellel, ha n — oo, a (x1) = ¥(z2), vagyis a @
fiiggvény allando. Létezik tehat egy v € R ugy, hogy v = k,, ahol k,
az a konstans fiiggvény, amelyre k,(x) = v,V € R. A (26) alapjan
Y = f — idr kovetkezik, hogy f = idr + k,. Az a tény, hogy minden
f =1dgr + k, fiiggvény megoldasa egyenletiinknek nyilvanvalo. &

3.3.2 1II. A )\1 = )\2 7& )\3 =1 eset

Ha bevezetjiik az u = \; = Ay jelolést, akkor a = —2u és b = u?, tehat
ebben az esetben az (1) egyenlet a kivetkezd alakot olti:

fof—2u-f+u® idg+c=0, (28)
ahol 0 # u # 1. Az iteraltakat a kovetkez6 tétel irja le pontosan.

3.23. Tétel. Ha f € C(R) megolddsa a (28) fiigguényegyenletnek,
u#0 ésu+#1 esetén, akkor

frl =™ (p+n-)+0, ¥YncZ, (29)
amelyben
© = iléiR+ (u—cl)2’
v=—-(f=h), (30)
e
BRCEE

ahol fi(x) = uzx +

¢ 76 (28) egyenlet egyetlen linedris megolddsa.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 3.12. tétel [ pontjat, és megoldjuk az n =
0,1, 2 esetén kapot egyenletrenszert A\ = Ao = u és A3 = 1 esetén. &
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Az el6z6 paragrafushoz hasonléan kimutathaté, hogy ebben az esetben
is csak linearis megoldasai vannak a fiiggvényegyenletnek, itt azonban
csak egy ilyen megoldas létezik.

3.24. Tétel. A (28) figgvényegyenletnek, 0 # u # 1 esetén, a C(R)-
ben egyetlen megolddsa van, ez az
fl:R—>R,f1($):ux+u—i1 (31)

linedris fligguény.

Bizonyitas. A (28) fiiggvényegyenlet folytonos megoldasainak iteralt-
jait a 3.23. tételben megadott (29) formulaval fejezhetjiik ki, amely
©, 1,0 fiiggvényeit a (30) képletek irjak le. A 3.1. tétel O alponjtja
alapjan az f" fiiggvény szigortian névekvs, tehat tetszéleges ; < xo
esetén felirhatjuk a kovetkezs egyenltlenségeket:

f2rl(x)) < f27(25),Vn € Z &

& _%ﬂ@(m) < (@2) —P(a1) < %ﬂ@(:ﬁ% Vn € Z7*.

Innen n — oo szerinti hatarramenetellel, a 1 (z1) = ¥ (x) Gsszefiig-
gést kapjuk. Tehat a ¢ fiiggvény allando. A 3.14. tétel (22) Gssze-
fiiggéseinek figyelembe vételével ¢(f(x)) = u - (x), de ¢ allando, igy
U(f(x)) = (x), mivel u # 1 kovetkezik, hogy 1 = 0, vagyis az (30)
alapjan f = fi, ami igazolja a tétel allitasat. &

3.3.3 1III. A )\1 7£ )\2 = )\3 =1 eset

Bevezetjiik az u = \; jeldlést. Ebben az esetben a = —u — 1 és b = u,
tehat az (1) egyenlet a kdvetkezd alaku lesz:

fof—(u+1)-f+u-idg+c=0, (32)

ahol 0 # u # 1. A megoldésok iteraltjait a kovetkezd tétel jellemzi:
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3.25. Tétel. Ha f € C(R) megolddsa a (32) figguényegyenletnek,
uF#0 ésu+#1 esetén, akkor az f fligguény iterdltjai az:

fl=ur-p+p+n-0, ¥nez (33)

formuldval dllithatok eld, amelyben:

o= —=(f= ),
Y= (f ) +ids, (9
0 _ c

u—1

ahol fi(x) =x + ‘

@ (1) egyenlet egyetlen linedris megolddsa.

u —_

Bizonyitdas. Alkalmazzuk a 3.12. tétel I pontjat, és megoldjuk az
iteraltak (33) alakjabol szarmazo

o+ = 1
u-p+y+ 0= fU (35)
oo+ +2-0=fP

egyenletrenszert. &

Az iteraltakat elGallito formulaban szerepls ¢ és ¢ fiiggvények, |u| #
1 esetén, monoton fiiggvények. Ez az észrevétel a tovabbiakban az
egyenlet megoldasédnal hasznosnak bizonyul.

3.26. Lemma. Ha f € C(R) megolddsa a (32) figguényegyenletnek,
u#0 és |u| # 1 esetén, akkor az f figgvény iterdltjait elédllitc (33)
formuldban szerepld ¢ és 1, novekvd fiigguények.

Bizonyitds. Mivel |u| # 1, az {u"},>1 és {4 "},>1 sorozatok koziil
az egyik konvergal 0-hoz. Ha f € C(R) megoldéasa egyenletiinknek,
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akkor fI?"l szigortian novekvs, vagyis ha x; < my, akkor fP7(z)) <
f27(25),¥n € Z, ami ekvivalens az u®" - (p(x1) — p(22)) + ¥(z1) —
P(xe) < 0,Vn € Z, illetve a o(x1) — p(x2) + u 2" - (Y(x1) — Y(22)) <
0,Vn € Z egyenlGtlenségekkel. Ezekbsl n — oo, vagy n — —o0
szerinti hatarramenetellel a ¥(z) < ¥(xg) és @(x1) < p(z3) egyen-
16tlenségek adodnak, tehat a ¢, 1) novekvé fliggvények. &

A fiiggvényegyenlet megoldésat 1ényegesen befolyasolja az a tény, hogy
c =0, vagy sem. Ezeket az eseteket kiilonvalasztva tanulmanyozzuk.
ElGszor a ¢ = 0 esetet vizsgaljuk.

III./1. A (32) fiiggvényegyenlet, 0 # u # 1 és ¢ = 0 esetén

Két alesetiink van:

0 Az u # —1 aleset A 3.26. lemma szerint a (33) formula ¢,
fiiggvényei novekvek. A ¢ =0 és |u| # 1, igy a (33) alapjan lathato,
hogy az { f")(2)}n>1 és {fI7(2) }n>1 sorozatok koziil az egyik konver-
gens ¢és hatarértéke (). A 3.19. tétel szerint a ¥ (z) fixpontja lesz az
f fiiggvénynek, vagyis

fW(2) = v(x) < u-o((r)) + () = P(z),

de mivel o+ = idg, belathato, hogy ¥ (¢(z)) = ¥ (z) és p(¢(z)) = 0.
Legyen « = inf (¢/(R)) és § = sup (¢(R)), amelyek nem foltétleniil
végesek. A 1) fiiggvény folytonos, tehat ¢ (R) intervallum, igy a kovet-
kez6 lehetGségek allnak fenn:

O Ha ¢(R) = R, akkor f = idg, ami nyilvanval6an megoldés. Legyen
H, = {idr} az itt kapott megoldashalmaz.

0 Ha a € R és § = oo, akkor mivel a v fliggvény névekvds, barmely
x < aesetén, P(z) = a és p(r) =z — a. Az f fiiggvénynek sziikség-
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szertien

f(x):{u.(x;oz)+oz :EZ zig (36)

alakinak kell lennie. Az ilyen alaku fiiggvények, csak u > 0 esetén
bizonyulnak megoldasnak. Jeloljiik Hy-vel a (36) alaku fiiggvények
halmazat.

0 Ha o = —o0 és 0 € R, akkor, mivel a ¢ fiiggvény névekvs, barmely
x > (3 esetén, Y(z) = B és p(x) = x — B. Az [ fiiggvénynek sziikség-
szerien

x yha =<
f@):{u-(x—ﬁ)w ha >3 (37)

alakunak kell lennie. Az ilyen alaku fliggvények is, csak u > 0 esetén
bizonyulnak megoldasnak. Jeloljiik Hs-mal a (37) alaka fiiggvények
halmazat.

0 Ha a,8 € R,a < 3, akkor mivel a ¢ fliggvény novekvs, minden
r < a esetén, P(r) = aés p(r) = r — «, és minden = > [ esetén,
W(x) = és p(x) =z — (. Ekkor az f fliggvény csak

u-(r—a)+a ,ha o<«
f(z) = x yha a<z< g (38)
u-(r—0)+p0 ,ha x>0
alaki lehet. Ezek a fiiggvények szintén, csak u > 0 esetén lesznek
megoldasok. Jeloljiik Hy-gyel a (38) alaku fiiggvények halmazat.
0 Ha a = (0 € R, akkor ¢(x) = a és p(z) = x — a, Vx € R esetén, igy
az f fiiggvény

flz)=u-(x—a)+a,VreR (39)

alaki. FEzek a lineéris fiiggvények tetszéleges u # —1,0,1 esetén
megoldasok. Végiil legyen Hs a (39) alaku fiiggvények halmaza.
El6z6 megéllapitasainkat dsszefoglalva, kijelenthetjiik a kovetkezd tételt:
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3.27. Tétel. A (32) figgvényegyenlet folytonos megolddsainak hal-
maza, ¢ =0 és 0 # |u| # 1 esetén:

H— HiUHs5 ,ha u <0
o H1UH2UH3UH4UH5 ,ha u >0

Ebbdl a tételbdl azt lathatjuk, hogy a megadott feltételek mellett a
(32) fiiggvényegyenlet szigortian csokkend megoldasai, csak u < 0 ese-
tén léteznek és ezek a Hs halmaz linearis fiiggvényei. Ezzel az els6
alesetet lezartuk.

0 Az u= —1 aleset A (32) egyenlet u = —1 esetén az
fof=idg (40)

alakot 6lti. Az egyenlet folytonos megoldasai szigoriian monoton fiigg-
vények.

OHa f € C(R) szigortian monoton névekvs megoldéasa egyenletiinknek,
akkor f(z) <z < f(f(x)) < f(x) & x < f(x), ami azt jelenti, hogy
f = 1idgr. Tehat egyenletiink szigortian monoton novekvé megolda-
sainak halmaza: H,,, = {idg}.

00 Ha f € C(R) szigortan monoton csokkens megoldasa a (40) fiige-
vényegyenletnek, akkor $1imoo [f(z) —x] = o0 és xhrgo [f(z) —x] = —oc0
miatt, az f fiiggvénynek pontosan egy fixpontja van. Ha ez a fix-
pont «, akkor az f((—o0,al) = [a, 00), vagyis f lesziikitése a (—oo, &/
intervallumra egy szigorian csokkend folytonos fiiggvény, amelynek
értékhalmaza az [, 00) intervallum, tehat a g : (—o0,a] — [a, 00),
g(x) = f(x) lesziikitéssel, amely egytttal bijekcio is, az f fiiggvényt a
kovetkezGképpen fejezhetjiik ki:

ro={ S0, e s )
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Az f € C(R) fiiggvény (41) alakja nem csak sziikséges feltétele annak,
hogy megoldasa legyen a (40) fiiggvényegyenletnek, hanem elégséges is.
Pontosabban, tetszéleges a € R és tetszéleges g : (—00, a] — [, 00)
folytonos bijekcio esetén (ennek a feltételnek konnyen belathatod ko-
vetkezménye a g(a) = g7'(a) = a egyenldség is), a (41) formulaval ér-
telmezett f fiiggvény megoldasa egyenletiinknek. Tehat egyenletiink
szigorian csokkené megoldasainak halmaza:

Hsees = {f € C(R) | f (41) alakd, a € R, g € B ((—0o0, ], [, 00))}

A kovetkezd tétel Osszefoglalja a masodik alesetben tett megallapita-
sainkat:

3.28. Tétel. Az (32) figgvényegyenletnek, ¢ = 0 és u = —1 esetén,
a kdvetkezd folytonos megolddsai vannak:

U Egyetlen szigorian novekvd megolddsa az idg.

O Szigoridan csokkend megolddsai, tetszéleges o € R és g : (—o0, o] —
[, 00) folytonos bijekcic esetén, (41) alakban irt f figguények.

A (32) fiiggvényegyenlet megoldasai olyan bijekciok, amelyek egyen-
16ek inverz fiiggvényeikkel, ezek grafikus képe szimmetrikus az elsé
szogfelezdre nézve.

A kovetkezs paragrafusban ratériink egyenletiink, ¢ # 0 esetben torténd
vizsgalatara.

III./2. A (32) fiiggvényegyenlet, 0 # u # 1 és ¢ # 0 esetén.

Ebben az esetben mindenekel6tt megallapithatjuk, hogy ha f € C(R)
megoldasa a (32) fiiggvényegyenletnek, akkor f egy fixpont nélkiili
szigorian monoton folytonos raképezése R-nek onmagara. Ez maga
utan vonja, hogy f csak szigoruan noévekvs lehet. Ha u # —1, azaz
|u| # 1, akkor alkalmazhato a 3.26. lemma, igy a (33) formula ¢ és v
fiiggvényei névekvéek.

Harom alesetet fogunk vizsgalni:
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0 Az u < 0, u # —1 és ¢ # 0 eset A méar emlitett |u| # 1,
feltétel kovetkezményeit hasznalhatjuk. Ha f € C(R) megoldasa a
(32) egyenletnek, akkor f szigortan névekvs, ¢ pedig névekve fiigg-
vény. A 3.14.tétel O alpontja szerint ¢(f(z)) = u - @(x). A ¢ # 0
feltételbsl kovetkezik, hogy f € C(R)-nek nincs fixpontja. Belat-
hato, hogy az f — idr fliggvény elGjeltarté az egész R-en, aminek
az a kovetkezménye, hogy tetszdleges x € R esetén, az {f"(z)},>1
sorozat szigorian monoton és nem korlatos (nem lehet konvergens,
mert a 3.19. tétel szerint, a véges hatarérték fixpontja lenne f-nek).
Abbodl, hogy a ¢ fiiggvény novekvs arra kévetkeztethetiink, hogy a
{o(f"(2)}ns1 = {u"p(x)}n>1 sorozat monoton. Negativ u esetén
ez, csak akkor lehetséges, hogyha o(z) = 0. Mindez tetsz6leges x-re
érvényes, igy ¢ = 0. A 3.25. tétel (34) Osszefiiggese alapjan kovetke-

zik, hogy f = fi1, ahol fi(z) = = + %,Vm € R. Tehat fennall a
U —

kovetkezd tétel:

3.29. Tétel. A (32) figgvényegyenletnek u < 0, u # —1 és ¢ # 0

esetén, egyetlen folytonos megolddsa az fi(z) = x + Ll,‘v’x e R.
u —

linedris fiigguény. Az egyenlet megolddshalmaza H = {f1}.

O Az u= —1és c# (0 eset Egyenletiink ebben az esetben
fof—idg+c=0, (42)

alaka. Mar lattuk, hogy ha f € C(R) megoldasa az fiiggvényegyen-
letiinknek, akkor az f szigortan névekvs és az {fI"(z)},>1 sorozat
szigoriian monoton. Ez utobbi allitas kovetkezmeénye, hogy tetszéleges
x valos szam esetén az f(z) —x és az f(f(x)) — z kiilonbségek azonos
elgjeliek, vagyis ha ¢ < 0, akkor f > idg, ha pedig ¢ > 0, akkor
f < idg.

Masrészrél az is észrevehetd, hogy a h = f — idg fliggvény periodikus,
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periédusa T = |c|. Valoban, ha x € R, akkor

azaz T = |c| peribdusa a h fiiggvénynek. Ezen észrevétel alapjan
elegendd a fliggvény megoldasat csak egy |c| hosszusagi intervallumon
megszerkeszteni. Valasszuk el6szor a ¢ < 0 esetet! Ekkor f(x) >
x,Vxr € R esetén. Ha rogzitiink egy z( valos szamot, akkor

o < x1 = f(x) < f(f(20)) =22 =20 — C.

Az f fiiggvény [z, x5] intervallumon felvett értékeit leirhatjuk az [xg, 1]
intervallumon felvett értékei segitségével, ha x € [xq,x5], akkor mivel

az f folytonos és injektiv, létezik az [zq,x;] intervallumban pontosan

egy t valos szam, amelyre f(t) = x, ez természetesen az f~1(x), igy

f@) = f(f(f ) = fH(x) —c

Ezen észrevételeink utan, megoldhatjuk, a (42) fiiggvényegyenletet a
folytonos fiiggvények halmazaban.

3.30. Tétel. Ha a (42) egyenletben ¢ < 0, akkor igazak a kivetkezd
dllitasok:

0 Haxg < 21 < Ty = x9 — C €8 g : [wo, 1] — [11, 2] egy szigorian
novekvd bijekcio, akkor a g : R — R,

i(x) = g(x +nc) —nc , ha x € [xg —ne,zy —ne),n € Z
g = gz +nc)— (n+1)e, ha x € [x1 —ne,xy —ne),n € Z
(43)

fligguény folytonos megolddsa a (42) egyenletnek.
O Forditva, a (42) egyenlet minden f € C(R) megolddsa (43) alaki.
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Pontosabban, ha eqy xo € R esetén x1 = f(xg), xe = xo — ¢, tovabbd a
g ¢ [xo, 21] — [w1, 2] fligguényt a g(x) = f(x),Va € [xg, 21] Gsszefig-
géssel értelmezziik, akkor f = g.

0 A (42) figgvényegyenlet megolddshalmaza C(R)-ben, adott xq € R
esetén, a kovetkezd:

H={g|x1 € (xo,20—¢),9 € B ([, z1], [x1,20 — ])} .

Bizonyitds. Rendre igazoljuk allitasainkat:

0 A 3.1. tétel utan tett megjegyzés alapjan a g és g~ ! fiiggvények
folytonosak, mint intervallumnak intervallumra torténd szigoriian mono-
ton raképezései. Ebbdl belathato, hogy a g fiiggvény folytonos az

U [(zg — nc,xy — ne) U (x; — ne, zo — ne)|
neZ

halmazon. Vizsgaljuk g folytonossagat a hidnyz6 pontokban!

g((zo — nc)+) = g(xo+) — nc = g(wo) — nc = g(wg — ne),
§((xo —nc)—) = g~ (x2—) — nc = g(xo) — ne = §(xo — nc),

azaz ¢ folytonos az x(— nc alakt pontokban, tetszéleges n € Z esetén.

§((~$(1 - ”C)ﬂ;) =g N r1t) = (n+1)c=g " (z1) = (n+1)c=

= g(x1 — nc),

g((z1 —ne)—) = g(o1—) —nc = g(x1) —nc =g H(x1) — (n+ 1)c =
= (21 — nc),

tehat g folytonos minden x; — nc alaka pontban, ahol n € Z. Ezzel
belattuk, hogy g folytonos az egész R-en. Tovabba:

(go fl)(
{ g (l‘—i—nc))—(n+1)c,hax€[xo—nc,xl—nc),nEZ
g(g7 (x +nc)) — (n+1)c, ha x € [1; — nc, 19 —nc),n € Z
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vagyis g megoldasa a (42) fiiggvényegyenletnek.

0 Ha f € C(R) megoldasa a (42) fiiggvényegyenletnek, és ¢ a tétel
méasodik alpontjaban leirt lesztikitése az f fliggvénynek, akkor az ebbdl
szarmaz6 ¢ megoldasara egyenletiinknek és a h : R — R, h(z) =
f(z) — x fiiggvényre fennallnak a kovetkezd Gsszefiiggések:

i) = f(z +nc) —nc ,haz € [xg —ne,zy —ne),n €Z
= fHx+nc)—(n+1)c, haz € [r; —nc,xy —nc),n € Z
= f(x+nc)—nc= f(r+nc)— (x+nc)+x=h(xr+nc)+z=

= h(z) + = = f(2),

ami igazolja a tétel allitasat.
0 Az el6z6 két alpont alapjan adodik a megoldashalmaz is. s

A (42) figgvényegyenlet megoldasat ¢ > 0 esetén teljesen hason-
loan targyalhatjuk, de egyszertibb az ¢ < 0 esetre torténd vissza-
vezetése, ugyanis konnyen belathato, hogy ha f € C(R) megoldasa
egyenletiinknek, akkor a 3.1. tétel U alpontja alapjan az f fiiggvény
invertalhato, igy fennéll a kévetkezd ekvivalencia:

fof—idg+c=0s flof ' —idg—c=0.

Ez azt jelenti, hogy f~! egy olyan (42)-as alaka egyenlet megoldésa,
amelyben a szabadtag negativ, vagyis egy olyan egyenleté, amelynek
megoldasat a 3.29 tétel irja le. Ha H(c)-vel jeloljiik a (42) fiiggvénye-
gyenlet megoldashalmazat c szabadtag esetén, akkor

H(—c)={f"'If € H(o)}.

Itt is megjegyezhetd, hogy a megoldashalmaz szamossaga megegyezik
a kontinuum szamossagaval.

Az 4. abra a (42) fliggvényegyenlet egy olyan ¢ megoldasanak grafikus
képét mutatja be, amelyet ¢ < 0 esetén, egy g : [xo,z1] — [1,x9]
szigortan novekvs bijekcio, (43) képletekkel megadott, meghosszab-
bitdsaval nyeriink.
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O AO0<u#16ésc#0 aleset A (32) fliiggvényegyenlet foly-
tonos megoldasai ebben az alesetben is szigortan noévekvd, fixpont
nélkiili bijekciok, tovabba az |u| # 1 feltétel miatt, a 3.26. lemma
szerint az iteraltakat megado (33) formuldban szerepls ¢ és 1) fiigg-
vények novekvd fiiggvények, amelyek kielégitik a (34) sszefiiggéseket.
A kovetkezd lemma az f, ¢ és ¢ fiiggvények egyéb tulajdonsagait is
megadja.

3.31. Lemma. A 0 < u # 1 és c# 0 esetén, a (32) figguényeqyen-
let egy f € C(R) megolddsihoz tartozé ¢ és i fiigguények monoton
novekvdek és eleget tesznek a kovetkezd dsszefliggéseknek:

(U e e
0-(f(z)—2)>0, VzeR (45)
0-(f—fi) =0, (46)

aholfﬂx)zx#—ﬁ, VzeR, és 6 = uir
min (u, 1) < w <max(u,1), Vo Ay v,y €R. (47)

Bizonyitdas. A (44) Osszefiiggések a 3.14. tétel O alpontjanak kovet-
kezményei. Ezek koziil a masodik Gsszefiiggésbdl, teljes indukcioval,
kovetkezik, hogy

V(" (x)) = () +nb, Yo eR. (48)

Az f fixpont nélkiili szigorian névekvé megoldasa a (32) fiiggvénye-
gyenletnek, igy a 3.17. tétel és kovetkezménye alapjan belathato, hogy
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az { f"l(x) } ez sorozat szigortian monoton, ezért léteznek a lim fI"(z)

n—oo

¢és lim f"l(x) hatarértékek. Ezek egyike sem véges, mert ellenkezd

n——0oo

esetben a 3.19. tétel szerint létezne fixpontja f-nek, ami mint lat-
tuk nem lehetséges, vagyis az egyik hatarérték oo, a méasik —oo. A
o fiiggvény novekvd, ezért a {¢ (f1")(x)) }nez sorozat, az { fI"(z)},ez
sorozattal azonos értelemben monoton. A (48) alapjén lim ¢ (f™(z))
f-00és lim v (f[”] (z)) = —6 - 0. Ezek az egyenldségek, csak akkor
allhatnak fenn, ha lim f"l(z) = 0. oo, illetve lim fI(z) = -6 - o0,
ami nyilvan azt jelenti, hogy 6 - (f(x) — x) > 0, ez viszont ekvivalens
a (45) egyenlGtlenséggel.

Az (44) els6 Osszefiiggésebdl levezethets az

o (fM(x)) =u" - p(x) (49)

Osszefiiggés. Ebbdl u > 1 esetén kovetkezik, hogy lim ¢ (f[”](x)) =

0, mivel ¢ noévekve fiiggvény ez azt jelenti, hogy ¢ > 0, ha 6 > 0,
illetve ¢ < 0, ha § < 0. Hasonl6an gondolkozhatunk a (48)-bol kiin-
dulva, 0 < u < 1 esetén is, amely esetben lim ¢ (f["} (x)) =0, igy a
kovetkeztetések felcserélédnek, azaz ¢ < 0, %ao; > 0, illetve ¢ > 0, ha
0 < 0. Tehat O(u—1) - > 0, ami ekvivalens a (46) egyenlGtlenséggel.
A (33) szerint f = u-@p+1+60 és p+1) = idg, ezek alapjan, ha x # y,
akkor

f@) =1y _ o) —ely) | vl) —vy)
T—y T =1y r—y

mivel a ¢ és ¢ fliggvények novekvek

Y(r) —Y(y)

p(r) — p(y) o 0. & >0

r—y r—y

66



igy

f(:vi - i(y) > min(u, 1) - (90(92 - j(y) N zb(iv; - ;D(y)>
fl) — fly) _ max(u, 1) - (@(1’) —oly) | vl) - w@))
x—y x—y T =y
Masrészrol, viszont
plo) = ely)  v@) =¥y

r—y r—Y

amelyet az el6z6 két egyenlGtlenségbe helyettesitve, a (47) Osszefliggést
kapjuk. &

A 3.31. lemma (46) Osszefiiggése azt jelenti, hogy az fi fliggvény
Gy, grafikusképe, elvilasztja az f fliggvény Gy grafikus képét az els6
szogfelez6t6l. Tovabba az is észrevehetd, hogy a (45) osszefiiggés ko-
vetkezik a (46) Osszefiiggésbdl, hiszen (46) <= 6 - (f(z) —x) > 6%

Az aleset fGtételének megfogalmazasa elGtt vezessiink be egy, a tovab-
biakban is gyakran hasznalt jelolést!

3.32. Jelblés. Ha x és vy kilonbizd valds szamok, akkor jelolje I[x,y]
az dltaluk meghatdrozott zdrt intervallumot. Hasonld jelélést vezetiink
be a tébbi x és y végponti intervallumra is, az aldbbiak szerint:

ly, x T >y

Iz,y) = { Ewa]
- { 59 e 2y

Y, x>y

8
<

I, y] = {[;E,y% ,ha o<y
)

, ,ha <y
,ha T >y (50)
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Ha megvizsgaljuk a (32) fiiggvényegyenlet egy f folytonos megoldésa-
nak szerkezetét, 0 < u # 1 és ¢ # 0 esetén, akkor belathat6, hogy
egy rogzitett xqg € R esetén, az [ Osszes értékeit leirhatjuk az f
fiiggvénynek az I[xq, f(zo)] intervallumon felvett értékei segitségével.
Ennek részletesebb kifejtéséhez, legyen z, = fM(z), V n € Z. A
3.31. lemma bizonyitasanal lattuk, hogy az {z, },cz sorozat szigorian
monoton és a lim x, és lim x, hatarértékek egyike —oo, a masik

n—oo n——0oo

pedig oo. Kovetkezésképpen az R felirhaté diszjunkt intervallumok
uni6jaként és definialhatjuk az f, fiiggvényeket az aldbbiak szerint:

U Irp,zh0) =R, (51)

nezZ

f) - Lwo, 21] = 1[@n, Tpg], fin)() = frl(x), Yo e Izg, 1], (52)

Az f, fiiggvény szigorian novekvd, folytonos bijekcio, amelynek értékeit
megadhatjuk az f fliggvény I[x¢, z1] intervallumon felvett értékei segit-
ségével, a (33) és (34) osszefiiggések alapjan. Az f fiiggvény értékét
egy tetszbleges * € R pontban kifejezhetjik az fj,, n € Z fiig-
gvényekkel. El6szor belathato, hogy pontosan egy n € Z egész szam
létezik azzal a tulajdonsaggal, hogy x € I[x,, z,1). Méasodszor

f@) = (o f7) (@) = (fusyo ff) (@) (53)

Ahhoz tehat, hogy az egyenlet egy megoldasat felirhassuk, azt kell
kitalalnunk, hogy milyen legyen az fj) fiiggvény. Erre lattunk néhany
sziikséges feltételt a 3.31. lemmaban, amelyek egy része elégségesnek
is bizonyul.

3.33. Tétel. A (32) figguényegyenletre 0 < u # 1 és ¢ # 0 esetén
érvényesek a kovetkezd dllitdsok:
O Ha f € C(R) megolddsa a fiigguényegyenletnek, akkor f eleget tesz
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a (46) és (47) dsszefiiggéseknek.
U Forditva, ha tetszéleges xy € R esetén, az x1, 2o valds szamokat gy
valasztjuk meg, hogy eleget tegyenek a

(= i) 20, -

xo = (u+ 1)z —uxg — C

dsszefiggéseknek, ahol fi(x) = = + Ll’ Vax € R, és ha tovdbbd
u _—

feltételezziik, hogy g : I[xg,x1] — I]x1, 2] egy szigorian névekvd bi-
jekcio, akkor definidlhatjuk az {xy}nez sorozatot, és a gy, figguényeket
az alabbiak szerint:

u" —1 nc
Ty = ($1—f1(330))+x0+ﬁ’ VnezZ
9in] : [[$0,l’1] — [[xmanrlL (55)
u” —1 nc
() =2 (gl) — i) a4

Az {x, nez sorozat szigorian monoton és \J I, Tni1) = R.
nez
Ha g eleget tesz a

) < g9(r) — g(y)

< max(u, 1)7 Va 7é Y, x,y € [[:Uwal]'
r—y

(56)

min (u, 1

egyenldtlenségeknek, akkor a gpn) fiigguények bijekciok, és a

§:R—R§(2) = (gpsyogy]) @), Vo € [[an,aun) n€Z (57)
fiigguény folytonos megolddsa a (32) fiigguényegyenletnek. A g eqyediili

olyan folytonos megolddsa egyenletiinknek, amely a g meghosszabbi-
tdsa.
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O A (32) fuggvényegyenlet minden f € C(R) megolddsa elddllithato
a U alpontban leirt modon, eqy alkalmasan vdlasztott bijekciobol kiin-
dulva.

O A fiigguényegyenlet megolddshalmaza, régzitett xo € R esetén, a
kovetkezd alakban irhato:

H={g|g€B,{[xy,x],I[x1,25]), és teljesiilnek az (54) és (56) felt.}

3.34. Jelolés. Ha g : D — R, ahol D C R, eqy tetszdleges valos
fligguény, jeloljik H(g)-vel a kévetkezd fiigguényt:

H(g) :(D x D)\ {(z,z) |z € D} = R,

H(g)(zy) = 2L =9

, Ve #y,z,y €D.

A 3.33. tétel bizonyitisa: Rendre igazoljuk a tétel allitasait:
U Ez az allitas a 3.31. lemma egy része.
O El6szor kimutatjuk, hogy az {x, }nez sorozat az (54) feltételek mel-

¢ ] jelolést. Az

lett szigoriian monoton. Hasznélni fogjuk a 6 =
(55) formulabol kiindulva azonnal kovetkezik az
Tyl — Tp —O0=0u"- (21 — 29— 0)

osszefiiggés, amelybdl az (54) els6 Gsszefiiggése szerint 0 - (41 — z, —
0) > 0 egyenlStlenséget kapjuk, és ennek kovetkezmeénye 6 - (w1 —
x,) > 0, Vn € Z, azaz sorozatunk szigorian monoton. Lathato az

(55) formula alapjén, hogy lim z,, = 6-00 és lim =z, = —0-0c0, tehat
U I[zn, zn) =R
nez

A gy, fiiggvény bijektivitasa az (56) egyenlStlenségek alapjan igazol-
hato. Az (56) ekvivalens a kovetkezd két egyenlGtlenséggel:

H(g)(z,y) =1 u— H(g)(v,y)
u—1 - u—1

0,

Z 07 Va ?é Yy, T,y € I[$07$1].
(58)
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Az (55) Osszefiiggésbol szarmazik a kovetkezs két Osszefiiggés:

H(gp)(z,y) =1  H(g)(z,y) —1

_ >0,
ut — H(Q[n])(*T?y) _ u— H(Q)(may) >0
ur — 1 u—1 -

tetszGleges x # y, x,y € I[xg, x1] esetén.
Az (59) egyenlGtlenségek egyik kovetkezménye az, hogy

H(gp)(z,y) = min(u", 1) > 0,

vagyis a g, fliggvény szigortian novekvs, tehat injektiv. Masrészrdl
az (b4) és (55) Osszefiiggések alapjan g, (xo) = Ty, gin)(®1) = Tpgq €8
gpn) folytonos fiiggvény, amelyekbdl az injektivitas figyelembe vételével
kovetkezik, hogy g, bijekcio.

Végiil azt igazoljuk, hogy g megoldasa a (32) fiiggvényegyenletnek. Ha
x € Iy, Tpy1), akkor

(gog)(x) = (g[n;ﬂ o g[;il] © Glnt1) © Gy~ )(2) = (g2} © g ) (@) =
T [0 (00 @) — @)~ 6] + g @)+ (0 4206
g(x) = (9[n+1] © g[n )

(s
n+1 (x)

2 [0 (01 @) — @)~ 6] + g @)+ (4 1)6
x—<g[n]og[n;><>

= [0 (50 @) — it (@) — 6] + g} ) + 6

Ezen osszefiiggések alapjan

(gog) — (u+1)g(x) +ux +c=
- [un-‘ﬂ -1 un-i—l -1 u" — 1:|




vagyis g megoldasa egyenletiinknek. A gy, fiiggvények és inverzeik
folytonosak, igy g is folytonos minden I(z,, x, 1) alaka intervallumon.
A g, fiiggvények és inverzeik folytonossagat figyelembe véve:

glznt) = (g[n+1] °© g[n]f) (Tnt) = (g[n+1] o g[n]fl) (Tn) = Tpya,
~ _ -1

G(@n=) = (g © gn-1 ") (Tn=) = (g © Gn-17") () = Tn11,
g(-rn) =Tnp+1,

ami igazolja ¢ folytonossagat a hianyzé x,, pontokban is. Azt a tényt,
hogy nincs tébb olyan folytonos megoldasa a (32) fiiggvényegyenlet-
nek, amely a g fliggvény meghosszabbitésa, a [J alpont bizonyitasanal
igazoljuk.

0 Ha f € C(R) megoldasa a (32) fliggvényegyenletnek, akkor a
3.31. lemma szerint az x¢, 1 = f(20), 72 = fP(my) valos szamok
eleget tesznek az (54) feltételeknek és a

g : Ixo,x1) = Iz, 22|, g(z) = f(x), Vo € I|xg, 1]

fiiggvény szigortian monoton névekvd bijekcid és a 3.31. lemma sze-
rint teljesiti az (56) feltételeket is, vagyis az el6z6 alpont szerint g
folytonos megoldasa egyenletiinknek. Erre a ¢ fliggvényre koénnyen
beldthato, hogy gpn, = " ezért a § fiiggvény definicioja szerint, ha
x € Iz, Tpi1), akkor

§(@) = (g 0 g5 ) (@) = (£ 0 1) (2) = (),

tehat g = f. Ezzel azt is igazoltuk, hogy egy az (54) feltételeket tel-
jesitd (xg,x1,x2) szamharmas és egy ezekhez tartozo g : I|xg,z1] —
I[xq, x9] szigornan névekvs bijekcio esetén, egyetlen olyan folytonos
megoldasa van a (32) fiiggvényegyenletnek, amely meghosszabbitasa a
g fiiggvénynek.

0 A megoldésok halmazat megado képlet az el6z6 alpontok kovetkez-
ménye. [ 3
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A 5. dbra egy (32) tipusi egyenlet egy megoldasat mutatja be.

A 3.33. tétel leirja a harmadik alesetben is az egyenlet folytonos meg-
oldasait. Itt is megjegyezhetjiik, hogy a megoldasok halmazanak szé-
mossaga megegyezik a kontinuum szamossiagéval. Ennek bizonyitasa
hasonl6 az el6z§ szdmossagra vonatkozo allitas bizonyitasahoz. Pon-
tosabban az is belathato, hogyha az (x, z1) szaimparra az (54) egyen-
16tlensége szigor, vagyis a 0-(x;—xo—0) > 0 teljesiil, akkor 0 < u # 1
és ¢ # 0 esetén a (32) fliggvényegyenlet azon megoldasainak halmaza,
amelyekre fennéll az f(xg) = z; feltétel, kontinuum szamossagia. A
masik lehetGséget a kovetkezd tétel jellemzi:

3.35. Tétel. Ha f € C(R) megolddsa a (32) figgvényegyenletnek,
0<uz#1ésc+#0 esetén, és az (xg, 1) szampdrra v1 —xg— 60 =0 és
f(xo) = x1, akkor [ = f1, azaz f(x) =x+60, Yz eR.
Bizonyitas. A (33), (34), (44) osszefiiggések alapjan belathato, hogy
fl@)—z—0=(u—-1) ¢(z), VR,
majd
fotl g g =y (f —idg — 6).

Ha {2, ez = {f™(20)}nez, akkor a 3.18. és 3.19. tételek alapjan
belathato, hogy a lim z, = 60-00 és lim =z, = —0-00. Mésrészrdl, az

emlitett Gsszefiiggések szerint a feltételbdl kévetkezik, hogy ¢(z,) =
0, Vn € Z, ami ¢ monotonitidsa alapjan, a ¢ = 0 Osszefiiggéshez
vezet. Tehat

flz)—x—0=0, Vx eR.
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Tehetiink még néhany észrevételt a megoldéasokkal kapcsolatosan. Min-

den f € C(R) megoldas esetén léteznek a lim /() (@)

n—oo €T n——oo €T

hatarértékek. Valoban, ha rogzitiink egy xy € R pontot, és bevezetjiik
az {2, Ynez = {1 (20) }nez sorozatot, akkor tetszdleges € I[x,, Tpi1)
és n € 77T esetén felirthaté a kovetkezs osszefiigges:

,illetve a lim

f 2 UEIE) = @) + £
TS (R () — FE(f () + )
=0 . (60)
(fErt(z) — fomi(2) — 0) ;)ui + (n+1)0 + frl()

(Fom(a) = F(@) = 6) 5w+ b+ F0)(a)

i=0

Ha létezik = € R agy, hogy f(x) —x —60 = 0, akkor a 3.35. tétel szerint
f—idg — 0 =0, igy:

lim _f(m) = lim _f(x)

=1

T—o0 I r——00 I
Ha f(z) —x — 60 #0, Ya € R, akkor a (60) alapjan,
lim _f(w) =

z—f0oco I
(F () — fr () — 6) S + (n+ 1B + f71(2)
= lim = =

TR () — <>—e>2w+ne+ﬂ ()

e e @) @ -+ K00+ o)
T et p(f(x >><un—1>+ne+ﬂ*nl<x> -
u, ha u>1
1, ha O<u<l1
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ahol figyelembe vettiik, hogy fI="l(x) € I[xg,2,), ami maga utin
vonja, hogy ha x — 6 - oo, akkor n — oo, és azt, hogy a ¢ folyto-
nos fiiggvény korlatos az I[xg, z1] kompakt intervallumon.

Haxz € I[x_,,x_py1) ésn € ZT, akkor az

f@) (@) (1) — (0= )8 + ()
. PP (= D)~ b+ fil(z)

Osszefiiggés alapjan, az el6z6ekhez hasonloé gondolatmenettel kapjuk a

M:{l, ha u>1

u, ha O<u<l1

(61)

lim

rz——60c0 T
hatarértéket is. Ezen véges hatarértékek létezése felveti a megoldas-

fiiggvények aszimptotiinak vizsgalatat. A szamitasok elvégzéséhez, a
(33) és (34) alapjan felirhatok az

f(x) —ux:—(u—l)-w(f[_"}) —nc+0
flz) —z=u"(u— 1)-<p(f[_"}) +0

Osszefiiggések, amelyekbdl

27l_i)rpnoo (f(x) —uzx) = —c-o00, ha u>1
:U—le%OO (f(x) —z) =86, ha u>1
JCl_i)renoo(f(x)—a:) =0, ha O<u<l1
x_l)iflzoloo(f(x)—ux) = - 00, ha O<u<1

Megallapithato tehat, hogy mindig —c-oo-ben van aszimptota és ez az
y = x + 6 egyenletd egyenes, azaz y = fi(z), a masik oldalon pedig
nincs.
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00 Egy maéasik mdédszer A tovabbiakban megmutatjuk, hogy bi-
zonyos értelemben tetszéleges névekvd raképezésekbdl kiindulva is el-
juthatunk a (32) fliggvényegyenlet megoldasaihoz. Bevezetjiik a ko-
vetkezd jeloléseket.

3.36. Jelblés. Ha EUF C R, akkor a h : E — F ndévekvd (illetve
csokkend) raképzések (szirjekciok) halmazat az SM , (E, F) (illetve
SM-_(E, F)) szimbolummal fogjuk jelolni.

A 3.1. tétel utani megjegyzés alapjan, ha E és F intervallumok, akkor
SM ,(E,F)USM-~_(E,F) C C(E,F). A kbvetkezs tétel pontosan
megadja, hogy bizonyos névekvd raképzésekbdl hogyan juthatunk az
(32) fiiggvényegyenlet egy megoldéséhoz.

3.37. Tétel. Ha a (32) figgvényegyenlet egyitthatoi teljesitik a
0 < u # 1 ésc # 0 feltételeket, ha az s,t € R és c-s > 0,

valamint ©o = s+t és vy = us+t+06, 0 = ¢ T tovdbbd ha
u —

©* € SM »(I[xo, x1], I[s,us]) és p* € SM » (I[xg, 1], I[t,t + 0]) tet-

szdleges olyan novekvd rdképzések, amelyekre x : I]xg, x1] — I[zo, x1],

X = ¢+ fiigguény szigorian novekvd, akkor

i) A x figguény bijekcid és a @ = p* o x ™! ésh = * o x7t fiiggué-
nyek, olyan folytonos novekvd fiigguények, amelyekre (p+1)(x) =
z, Y € I[zg,x1].

i) Ha minden n € Z esetén, x, = u"s +t + nb, akkor az {x,}nez

sorozat szigoruan monoton €s nlggo T, = 0-00, nErPoo T, = —0-00,
valamint U I[zy, xh1) =R
nez
iwi) Minden n € Z esetén, az
fin) : [0, 21]) = I, Tnia), Jm (@) =u" - p(x) +Y(z) + nb

figguény szigorian névekvd bijekcio.
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iw) Az f : R — R figgvény, amelyet © € I[x,, x,11), n € Z, ese-

tén az f(z) = (finty © f[n]_l) (x) képlettel értelmeziink, folytonos
megolddsa a (32) figgvényegyenletnek.

Bizonyitds. ElGszor vegyiik észre, hogy ha s = 0, akkor ¢* = 0, ha
pedig s # 0, akkor (us—s)-(x1—x9) > 0, igy mivel ¢* névekvs raképzés
kovetkezik, hogy ¢*(z¢) = s és ¢*(x1) = us. Hasonloképpen 6 - (x; —
xo) > 0, s igy ¥*(xg) =t és Y*(x1) =t + 0. A p* : I[xg, x1] — I[s, us]
és * 1 I[xg,x1] — I[t,t + 0] monoton fiiggvények intervallumnak
intervallumra vett rdképzései, igy a 3.1. tétel utdni megjegyzés szerint
folytonosak.

i)

ii)

iii)

A y fiiggvény szigorian névekvs tehat injektiv, mivel folytonos és
X(xg) = s+t = xg, valamint y(z1) = us +t + 0 = x; kivetke-
zik, hogy intervallumot intervallumra képez, igy a monotonitast
is figyelembe véve kovetkezik, hogy x(I[zo,x1]) = I[xg,x1], azaz
fiiggvényliink sziirjektiv is s igy bijekcio. Masrészrol:

(e +9)(@) = ((¢* +¢")ox ) (z) = (xox ) (z) =, Vo €
I[xg,x1] A p és 1 fiiggvények is monoton névekvs raképzések, és
mivel 0sszegiik bijekcié megjegyezhetd, hogy minden olyan inter-
vallumon, ahol a két fiiggvény egyike allando, ott a masik fiigg-
vény szigorian novekva.

A sorozat szigortian monoton, mert 6-(x, 1 — x,) = u™-c-s+6% >
0, minden n € Z esetén. Ha s = 0, akkor a tovabbi allitasok
nyilvanvaléak. Ha s # 0, akkor kiilon vizsgalva az u > 1 és
0 < u < 1 eseteket igazolhatjuk allitasainkat.

Az fl)  I[zo, x1] = I[Tn, Tng],  fi(x) = 0" - @(x) + ¥(z) + nb
fiiggvény szigorian névekvs, hiszen a ¢ és ¢ fiiggvények névekvs
fiiggvények, és ha egy intervallumon az egyik allando, ott a masik
szigortian novekszik. Az f, fiiggvény folytonos is, mint folytonos
fiiggvények linearis kombinacidja.
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Végiil 1athato, hogy:

T (o) = 2n,
S (1) = u" - (1) + P(x1) + 10 = u" s+ xg+ (n+1)0 =241,

tehat az fp,) fiilggvény az I[xg, 1] intervallumot az Iz, ¥,41] in-
tervallumra képezi. Kovetkezésképpen az [, fiiggvény szigortian
novekvé bijekcio.

iv) Ha x € Iz, Tpy1),n € Z, akkor

[fof—(u+1)f4+u-idg](z) =

= [(finre) = (1) - flpsry +u- fing) © fin~'] (@) =
=(1—u)-0=—c,

vagyis fof—(u+1)-f4+u-idg +c=0. A ¢ és ¢ fliggvények
folytonosséga alapjan kovetkezik az f, fiiggvények és inverzeik
folytonossaga, ahonnan f folytonossaga minden (z,,z,1) alakt
intervallumon. Masrészrél

f(l'n‘i‘) = (f[n-i—l} © f[n]_l) (xn"i_) = f[n+1] ('T0+) = Tn41,
f@n=) = (fig © fineny ™) (@n=) = fiy(@1—) = [l (1) = Tpp1,

f(xn) = Tnp+1,

mely egyenlGségek igazoljak f folytonossdgat a hidnyzé x, pon-
tokban is.

&

3.38. Jelblés. Ha az (32) figguényegyenlet egyiitthatdi teljesitik a

0 <u#1ésc+#0 feltételeket, ha J = I]0,c¢ - 00) x R és minden
(s,t) € J esetén RP(s,t)-vel jeldljik azon rdképzéspdrok halmazdt az
SM ,(I[s+t,us +t+ 0], I[s,us|)xSM »(I[s +t,us +t+ 0], I[t,t + 0])
halmazbol, amelyek Gsszege szigorian novekvd.
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Tovdbbd jelolje @ U RP(s,t) — H azt figgvényt, amely egy
(s,t)ed
(p*, %) pdrnak az U RP(s,t) halmazbol, a 3.87. tételben leirt f
(s,t)ed
megolddsfiigguényt felelteti meg, tehdt ®(p*,¢v*) = f.

Ezzel a jeloléssel roviden jellemezhetd a (32) fiiggvényegyenlet folyto-
nos megoldasainak H-val jelolt halmaza.

3.39. Tétel. Ha a (32) figgvényegyenlet egyitthatoi teljesitik a
0 <u # 1 ésc # 0 feltételeket, akkor a fligguényegyenlet minden
folytonos megolddsa elddllithato a 3.37. tételben leirt modon. A fiigg-
vényegyenlet megolddshalmaza:

H={2(" ") [ (s, 1) € J: (", ¢7) € RP(s,1)}.

Bizonyitis. Ha f € C(R) megoldasa egyenletiinknek 0 < u # 1 és
¢ # 0 esetén, akkor a 3.25. tétel szerint az f fiiggvény iteraltjait a (33)
formulaval allithatjuk els, amelyben a ¢, ¢ és 0 fiiggvényeket a (34)
képletekkel kaphatjuk meg. A 3.26. lemma szerint a ¢ és 1 fiiggvények
névekvéek, mig a 3.31. lemméaba foglalt (46) egyenlStlenség szerint
¢+ @ > 0. Ha rogzitiink egy zo valos szamot és x1 = f(zo), akkor
s = p(xg) és t = 1p(xg) valos szamokra fennallnak a

c-s>0,
zo = ¢(20) + Y(w0) = s + 1,
r1=u-p(xg) +Y(xo) +0 =us+t+06

Osszefiiggések, valamint a ©* : Ixg, 1] — I[s,us|, ¢*(z) = p(z) és
U I |xg, x] — I[t, t40], v*(x) = ¥ (x) fiiggvények novekvs raképzések,
amelyek Osszege x : [[xo, 1] — I[zxo, 21], x(z) = x szigortan novekve.
Konnyen belathato, hogy az itt felsorolt fiiggvényekhez rendelt fi,
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fiiggvényekre fennall az fi,)(z) = fI")(x), Va € I[xg,x1] egyenldség,
minden n € Z esetén. Ha tehat x € Iz, x,41),n € Z, akkor

F(@) = (F 00 f07) (@) = (fpay © fin ™) (@) = @(0", 47 (@),

azaz f = ®(p*,0").
A "H-t megadé Gsszefiiggés az elGzGek természetes kdvetkezénye. s

Megallapithato, hogy ha (s,t) € J és (¢*,¢*) € RP(s,t), valamint
T € B (I]xo, 21], I[zg, x1]) , ahol g = s+t és x1 = us + t + 60, akkor
O(p* %) = P(p* o, 0" o 7). A (¢*,9*) parhoz rendelt y fiiggvény
is szigortan névekvs bijekcio, azaz x € B (I[xg, 1], [[xo, x1]), igy
ha o = p* o x! és ¢ = ¢* o x71, akkor ®(p*, *) = P(p,1). Az

U RP(s,t) halmazban bevezethetjiik a ~ relaciot a kovetkezskép-

(s,;t)ed
pen:

3.40. Definicié. A (p1,11), (¢2,12) € U RP(s,t) parok esetén a
(s,t)ed

(p1,11) ~ (p2,19) relacio ekvivalens azzal, hogy létezik olyan (s,t) €

J, amelyre (1,11), (@2, 02) € RP(s,t) ésaz xg = s+t és xy = us+t+60

valos szamokra létezik egy 7 : I[xg, x1] — I[xg, 2] szigorian novekvs

leekCI()7 amelyre ((1017 wl) = (302 oT, ¢2 © 7—)'

Konnyen igazolhato, hogy a bevezetett relacié reflexiv, szimmetrikus

és tranzitiv, vagyis ekvivalencia relacio. ElG6z6 észrevételeink alapjan,

ha (p1,91) ~ (p2,102), akkor ®(p1, 1) = P(p2,¢2).

Ha xo rogzitett valos szam és x teljesiti a 0 (x; —xo—0) > 0 feltételt,
1 — T — 0

akkor az s = 1 valos szamra fennall a ¢-s > 0 egyenlGtlenség,
u p—
x1 —uxy — 0 )
és t = —% esetén minden (p*, ") € U RP(s,t) parra
u —

(s,t)ed
az [ = ®(p*,1¥*) olyan megoldasa fiiggvényegyenletiinknek, amelyre
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f(zo) = x1, s6t a 3.39. tétel bizonyitasa alapjan lathato volt, hogy

minden olyan f € C(R) megoldés, amelyre f(zo) = x1, elgallithato

f = ®(g*, ¢*) alakban, ahol (p*,¢*) € | ] RP(s,t) és (s,t) az itt
(s,t)ed

1'1—33’0—9

bevezetett valos szampar. Az s = egyenldség kocsondsen

egyértelmi megfeleltetést valosit meg az s € I]0, ¢c-00) és azon z; valos
szamok kozott, amelyekre fennall a - (x; —z9—60) > 0 egyenlGtlenség.
Ez azt jelenti, hogy ha s bejarja az I[0, ¢ - co) intervallumot, akkor
bejarja mindazon értékeket, amelyeket a fiiggvényegyenlet megoldésai
felvehetnek az xo-ban. Eszrevételeinknek az a kovetkezménye, hogy
a d fliggvény U RP(s,zo — s) halmazon felvett értékeinek hal-
s€I]0,c-00)

maza megegyezik az (32) fiiggvényegyenlet H folytonos megoldasainak
halmazaval.

Legyen k : U RP(s,z9 — s) — U RP(s,zo — s) /
s€I[0,c00) s€I[0,c00) ~
a faktorizacio kanonikus raképzése, mivel a ¢ fiiggvény kompatibilis

az ~ relacioval, a faktorhalmazon & (k(p*, %)) = ®(p*, ") képlet-
tel fiiggvényt értelmezhetiink, vagyis ha ¢ : U RP(s,xg—s) —
s€I]0,c00)

U RP(s,t) az azonos siillyesztés, akkor a kovetkezd diagram kom-

(s,)ed
mutativ:
U RP(s,29 — 5) —— U RP(s,z9 — s) /
s€I]0,c00) s€I[0,c00) ~
| o
U RP(s,t) — H
(s,t)ed
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Kimutathato, hogy a o: U RP(s,xg — s) / — 'H fligg-
s€1]0,c00) ~
vény bijekcio. Azt mar lattuk, hogy raképzés. Tételezziik fel, hogy

~ ~

© (r(p1,91)) =@ (K2, ¢2)) = [.

Igy tehat (¢1,11) € RP(s1,m0—51), c-81 > 0, és 21 = us; +x9— 5, +0,
esetén ¢ € SM , (I[xg, 1], I]s1,us1]) ,

Y1 € SM (I, 21, I[wg — 51,70 — 81 + 0]) gy, hogy x1 = @1 + 1 :
I[xg,x1] — I[xg,x1] szigortan névekvs bijekcio, amelyekre f(z) =
wpr (x17 1)) + U1 (x17H=x)) + 0, Yo € I[xg,x1], gy f(zo) = x1 €8
(pa,12) € RP(S9,x9—82), ¢S5 > 0,88 21 = use+x9—S2+0, esetén ¢y €
SM (I, z1), I[s2,uss]) , 2 € SM » (1[0, 21, I[xg — 52,20 — 52 + 0])
agy, hogy xo = o + 1y : I[xg, 21] — I[0, 21] szigortan névekvd bijek-
ci6, amelyekre f(z) = ups (x27'(2))+¢1 (X2~ '(2))+0, Va € I[xo, 21,

igy f(xo) = 21. Belathato, hogy x1 = 21, és mivel i H #0,a

o+o=x
uo+o=f(x)—40

egyenletrendszert kielégit6

(1 (xa M=), 1 ™' (@) és (g2 (xa (), ¥ (X2~ (2)))

szamparok egyenlGek, minden x € I[xg, z1] esetén, kovetkezik, hogy
(¢1,91) = (802 ox2 lox1, Y0 X2 o X1) )

vagyis (1,%1) ~ (p2,12), tehat k(p1,Y1) = K(p2, 1), ami igazolja,
hogy ® injektiv is. Igazoltuk tehat, hogy d bijekcio.

A bizonyitasbol kideriilt, hogy egy ekvivalencia osztalyon beliil pon-
tosan egy olyan par van amely fiiggvényeinek Gsszege az identitas, azaz
ha (¢*,9*) € BP(s,t), akkor a (¢*,9*) ekvivalencia osztalyan beliil
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a (p,9) = (¢ o (¢" +¥") 7% o (p* + ")) paros egyértelmen
meghatarozott, ¢ + ¢ = idig, e, (0,9) € BP(s,t) és (p,1)) ~
(", ¥%).

Ezen észrevételek utan a 3.33. tétel és a 3.37. tétel allitasait Osszeha-
sonlitva, egy fiiggvényekre vonatkozé érdekes tételt fogalmazhatunk
meg.

3.41. Tétel. Ha uy,us € R, uy < ug és f : D — R, ahol D C R,
akkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
O Az f fiigguényre érvényes a kivetkezd egyenldtlenség:

uy < H(f) < us,
(ldsd a 3.54. jelolést)
U Tetszdleges 0 € R esetén, létezik o, és ) két egyértelmiien meghatdrozhato,
novekvd valds fiigguény, gy hogy osszegiik az identitds, és f = uy-p+

Bizonyitds. Elészor igazoljuk, hogy [=-[1. Tetsz6leges 6 € R esetén

1

{<P+¢:@'d,3 et
=

up +uy = f -0 b = (f —wi - idp — 6)

U2 — U1

Tehat 1éteznek és egyértelmiien meghatarozottak a ¢ és v fliggvények,
amelyekre fennall a rendszerbe foglalt két 6sszefiiggés és az [ figyelem-
bevételével

H(p) = 2 ) 5
U2 — U

) = T =t s,
U2 — U

azaz @ és 1) novekvd fiiggvények, tehat igaz a 0.
A forditott implikacio bizonyitasdhoz tételezziik fel, hogy fennall a [!
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Akkor

H(f)_ul

{ H(‘P)"‘H(W:L = U — U7 :H(d))’
Ug — Uq ’
a O szerint H(p) > 0 és H(y) > 0, és kovetkezik az [. &

A III. eset minden lehetséges alesetét letargyaltuk, igy ratérhetiink az
egyenlet megoldasara a fennmaradt utolso esetben.

3.3.4 1IV. A )\1 7é )\2, {)\1, )\2} N {0, 1} 7£ @, )\3 =1 eset

Megemlitjiik, hogy A; és Ay a (9) egyenlet gyokei, ezért A\ +X\y = —a és
A Ay = b. Azt lattuk, hogy ha A, Ay ¢ R, akkor az egyenletnek nincs
folytonos megoldasa. A tovabbiakban feltételezziik, hogy a gyokok
valosak. Jeloljiik ezt a két valos gyokot wui- és wug-vel. Az alfejezet
cimfeltétele b # 0, ezért nyilvan wu; és us kiillonboznek 0-t6l. Esetiink
feltételei tehat: w; # wug és uj,us € R\ {0, 1}, fliggvényegyenletiink
pedig:

fof—(ur+us)- f+uuy idg +c=0 (62)

A linearis megoldasoknél lattuk, hogy ebben az esetben fiiggényegyen-
lettinknek két linearis megoldasa is van (esetleg méas megoldasok mel-
lett), ezek:

c
U2—1

fi:R—=R, fi(z) =wuz+

és fo : R —= R, fo(z) = ugx +
U,l—]_

A 3.12. tétel (18), valamint a 3.14. tétel (21) Osszefiiggése alapjan
kijelenthetjiik a kévetkez§ tételt:
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3.42. Lemma. Ha f € C(R) megoldisa a (62) figguényegyenletnek,
uy # ug; uy,ug € R\ {0,1} esetén, akkor az iterdltakat az

frl=u p+ul - p+60, YneZ (63)
képlettel dllithatjuk eld, amelyben
1
Y = (f - f2)7
Uq 1— U2
Y= (f = f1), (64)
uy — UQC
0 =— )
(Ul — 1)(UQ — 1)
tovabbd
O(f(x)) =up(x) , VzeR

Bizonyitds. Az allitdsok nagy része az emlitett tételek azonnali kovet-
kezménye. A (64) Osszefiiggéseket az az iteraltak egyenletébdl n =
0,1,2 esetén felirt egyenletekbdl alkotott egyenletrendszert megoldva
kapjuk. )

A kovetkezs monotonia tulajdonsédgok hasznosnak bizonyulnak a (62)
fiiggvényegyenlet megoldésanal.

3.43. Lemma. Ha [ € C(R) megolddisa a (62) figguényegyenletnek
lur] # |ug| és up,us € R\ {0,1,} esetén, akkor a (63) formuldban
szerepld ¢ és i fiigguények monoton névekvdek.

Bizonyitds. A (63) alapjan, n € Z esetén,
H(f®") = ui" - H(p) +u3" - H().
A 3.1. tétel O alpontja alapjan fP" szigortan névekvé, ezért

ui - H(p) +u3 - H(Y) >0, ¥n € Z.
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Ebbél el6szor u2m-nel osztva és n szerint vagy oo-, vagy —oo-be torténd
hatarramentellel kapjuk, hogy H(p) > 0, masodszor u3"-nel osztva és
a megfelel hatarramenetel utan adodik a H(v) > 0 egyenlGtlenség,
ami igazolja allitasunkat. s

3.44. Lemma. Igazak a kovetkezd dallitdsok:

O Ha a (62) figgvényegyenlet egy megolddsinak wvan fizpontja,

uy # uy €s up,uy € R\ {0,1,} esetén, akkor csak egyetlen egy van
c

(ur = D(up — 1)
O Ha uy # uy és up,ug € R\ {0,1,} esetén az uy és uy kozil legaldbb
az eqyik negativ, akkor a (62) fuggvényegyenlet minden f € C(R) meg-
c

és ez 0 = —

olddsdnak van fizpontja és ez 0 = —

(ur = 1)(us — 1)

O Ha 0 < Juy| < |ugl < 1 wagy 1 < |w| < |ug|, akkor a (62)

fiigguényegyenlet minden folytonos megolddsdanak van fizpontja és ez
c

= T D1

Bizonyitds. Rendre igazoljuk az allitdsokat:

O Mivel a feltételek szerint (u;—1)(uz—1) # 0, a 3.16. tétel alapjan be-

lathatd, hogy egy megoldas egyetlen lehetséges fixpontja a
c

0= — .

(u1 — 1)(U2 - ].)
O A masodik rész igazolasahoz tételezziik fel, hogy u; < 0és f € C(R)
egy megoldasa fiiggvényegyenletiinknek. Az f fiiggvény iteraltjait a
(63) képletekkel fejezhetjiik ki, amelyben a ¢ és ¢, a 3.42. lemma
szerint folytonos fiiggvények. Ha régzitiink egy xy € R pontot, ak-
kor a (65) formula szerint ¢(f(zo)) = w1 - p(xo), mivel ¢ folytonos,
letezik egy yo € I[xo, f(x0)] ugy, hogy ¢(ye) = 0. Tehat fI"l(yo) =
uly - ¥(yo) + 0. Feltételezhetjiik, hogy |us| # 1, hiszen, ha uy = —1,
akkor uy és uo szerepet cserélhetnek, mivel mindketts negativ. Ezen
feltételezés mellett az { " (yo) }nez sorozatnak, vagy az n — oo, vagy
az n — —oo szerinti hatarértéke 6, igy a bizonyitandé allitas a 3.19. té-
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tel és az el6z6 alpont kévetkezménye.

[0 Ha fennall az alpont feltételei koziil az egyik, akkor az {|ui|" },ez
és {|ua|" }nez sorozatok azonos tipustt monoton sorozatok, amelyek
hatarértéke is egyenl§ ha n — oo, illetve ha n — —oo. Ezek koziil azt
az esetet valasztjuk, amikor a hatarérték 0, majd alkalmazzuk a 3.19
tételt. &

Az uy és uy valos szamok abszolutértékének a 0- és 1-hez, illetve
egymashoz viszonyitott helyzetétdl fiiggen, tobb alesetet kiilonboz-
tetiink meg. Vannak alesetek, amelyekben csak fixponttal rendelkezs
megoldasok vannak, de lesz olyan is, amelyben ezek mellett fixpont
nélkiili megoldasok is léteznek. A legegyszeriibbek azok, amelyekben
az egyenletnek csak linearis megoldasai vannak, ezeket targyaljuk le
el&szor.

0 Az u; <0 <wug # 1, |ug| # |us| és u; < —1 < up < 0 alesetek

3.45. Tétel. Ha teljesil az uy < 0 < ug # 1 és |ug| # |ug|, vagy
up < —1 < ug < 0 feltételek egyike, akkor a (62) figguényegyenlet
folytonos megolddsainak halmaza a két linedris megolddsbol dll, azaz:

H:{fhfz}

Bizonyitds. ElGszor belathatod, hogy mivel mindkét esetben van negativ
gyoke a karakterisztikus egyenletnek a 3.44. lemma alapjan kovetkezik,
hogy a fiiggvényegyenlet minden folytonos megoldasanak 6 fixpontja.
Mindkét esetben |uy| # |us|, ahonnan a 3.43. lemma szerint a ¢ és ¢
fiiggvények novekvéek. Ha f € C(R) megoldésa a (62) fiiggvényegyen-
letnek, és f(0) = 6, akkor figyelembe véve a (63) formulakat n = 0,1
esetén a

p(0) = ¥(0) =0 (66)



értékeket kapjuk.
[J Ha f szigortian névekv6 megoldasa egyenletiinknek, akkor minden
iteraltja szintén szigortan novd, igy tetszéleges x # 0 és n € Z esetén,

f[2n+1]($) _ f[2n+1}((9) R _ |ul|2n+1 . 90(35) + |u2‘2n+1 ¢($)

z—0 z—0 >0

(67)

2n+1 ) . A ,,
"*l_vel valo osztas utan és a megfelel6 n — oo vagy

. x
n — —oo szerinti hatarértéket szamitva a % < 0 egyenlGtlenséget
x

ahonnan |u;|

kapjuk. Masrészrél lattuk, hogy ¢ novekvé fiiggvény, igy

A két egyenl6tlenség alapjan ¢ = 0, amelyb6l a (64) Osszefiiggések
szerint f = fo. Ha f szigorian csokkend megoldasa a (62) fiiggvény-
egyenletnek, akkor a (67) egyenlStlenség forditott iranyd, amelybdl

b(x)

egyenl&tlenséget, majd ezt Osszevetve, azzal, hogy v noévekvés, adodik,
a1 =0, vagyis a (64) alapjan a f = fi.

0 Ha uy és ug is negativ szamok, akkor a (62) egyenlet alapjan belat-
hato, hogy minden folytonos megoldas szigorian csokkens. Az fo f
fiiggvény viszont szigortian novekvd és kielégiti a (2) fliggvényegyen-
letet, mivel (1 —u?)(1—u2) # 0 a 3.16. tétel szerint egyetlen fixpontja
van. A 0 az fP fiiggvénynek is fixpontja, igy nyilvan ez az egyediili
fixpont. Az f1@ — idp fiiggvény folytonos és egyetlen zérushelye a 6,
igy a (—o00,6) és (0, 00) intervallumokon elGjeltarto.

Ha z € (0,00), akkor f"l(z) > 0, Vn € Z igy mivel a 3.18. tétel
szerint az { f2"}, 5, és {fI72"1},,5, sorozatok kéziil az egyik csokkend,
kovetkezik, hogy az a sorozat konvergens is.

2n+1

|ug| ™" -vel valo osztas utan az el6z6hoz hasonléan kapjuk a <0

88



i) Ha az els6 sorozat kovergens, akkor

U2

o) = up? - f20(z) (—) () + 0,

Uy

és n — oo szerinti hatarérték kiszamitasaval kovetkezik, hogy
o(x) = 0, amelybdl a (64) Osszefiiggések alapjan adodik az

f(z) = fo(x), Vo € (0,).

ii) Ha a méasodik sorozat konvergens, akkor

2n
bla) = ug? - () (“—) o) w6,

U2

igy n — —oo szerinti hatar kiszamitasaval a ¢(x) = 0 egyen-
16séget kapjuk, ahonnan a (64) alapjan

f(x) = fi(z), Vz € (0,00).

Ha z € (—00,0), akkor fI?"l(z) < 0, Vo € Z és hasonld gondo-
latmenettel az

f([E) = fl(x)v Vi e (_OO’9>’
vagy
f(x) = fa(z), Va € (—o0,0)

kovetkeztetésre jutunk. Tehat a (62) fiiggvényegyenlet minden f €
C(R) megoldasa

fi(z), ha x € (—00,0),
J(z) = { fi(z), ha x€lf,00), (68)
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alaki, ahol 4, j € {1,2}. Az f fiiggvény szigortan csokkend, igy az
fof—<U1+UQ)'f—|—U1U2'idR+CIO

egyenl@ség csak akkor fog teljesiilni, ha ¢ = j. Tehat ebben az esetben
is csak linearis megoldasai vannak egyenletiinknek. s

A kovetkez§ esetben a két linearis megoldéson kiviil, még szakaszon-
ként linearis megoldasaink is lesznek.

O Az {uy,us} = {u,—1}, —1 # u < 0 aleset Egyenletiink ebben
az alesetben

fof—(u—1)-f—u-idg+c=0 (69)

alaki. Folytonos megoldasai szigortian csokkendek. A 3.43 és 3.44. lem-
mak szerint a fiiggvényegyenlet minden folytonos megoldasanak van

fixpontja, ez 0 = , tovabba a ¢ és ¢ monoton néves fiiggve-

2(u—1)
nyek. Az iteraltakat n € Z esetén, az

FU = o (<140

képletekkel allithatjuk els. Az {f?"(x)},cz sorozat szigorian mono-
ton és mivel |u| # 1 az { f?")(2)},>1, vagy az {fI72")(2)},,>1 sorozatok
egyike konvergens és hatarértéke ¢ (z) + 0, ami a 3.19. tétel szerint
fixpontja az f? fiiggvénynek, vagyis tetszdleges = € R esetén

fPL W (x) + 0) = () + 0 (70)

A ¢ fiiggvény (65) multiplikacios tulajdonsagat és a (70) Osszefliggést
hasznalva

o ([P () +0)) = o(¥(x) + ) & u? - p(ih(z) + 0) = e(v(x) + ),
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azaz

p((x) +0) =0, (71)

vagyis a @ fiiggvény a ¢ + 0 fiiggvény értékhalmazan egyenls a zérus
fiiggvénnyel. Ha a ¢ + ¢ + 6 = idg relaciot is figyelembe vessziik, ak-
kor belathato, hogy a ¢ + 0 fiiggvény lesziikitése sajat értékhalmazara
az azonos fiuggvény. A 1 fiiggvény folytonos, tehat az R-en felvett
értékeinek halmaza egy [ intervallum. A ¢ fiiggvény (65) multiplika-
cios tulajdonsaga alapjan ¢(f(z)) = —(x), ami azt jelenti, hogy az [
intervallum szimmetrikus, vagyis ha o = sup I, akkor § =inf I = —q,
ahol 0 < a < oo. A 1h+0 fiiggvény folytonos, névekvs és a (0—a, O+a)
intervallumon identikus, igy

—a, ha r<0-—a,
Y(x)=¢ v—60, ha §—a<zx<0+a, (72)
«, ha x>0+ a,

és a w + 1 + 0 = idg Osszefiiggés alapjan

r—0+a, ha r<0-—a,
o(x) = 0 , ha f—a<z<0+q, (73)
r—60—a, ha x>0+ a,

Az iteraltak formuldjabol f=u- ¢ — ¢ + 0, vagyis

u-(r—0+a)+0+a, ha x<0-—a,
f(z) = 2-0—x ., ha 0—a<z<bO+a, (74)
u-(x—0—a)+60—«, ha x>0+,

Ellen6rzés utan ezek a fiiggvények mind folytonos megoldasnak bi-
zonyulnak. Vagyis igazoltuk a kovetkezs tételt:

3.46. Tétel. Ha —1 # u < 0, akkor a (69) figguényegyenlet folyto-
nos megolddsai mind (74) alakiak, ahol 0 < a < 00 és 0 = ﬁ
u —_—
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Forditva, minden (74) alaki fiigguény folytonos megolddsa figgvénye-
gyenletiinknek.

Konnyen belathato a kovetkezd:

3.47. Megjegyzés. Az fi(x) = ux — g és az fo(r) = —x + u—cl
képletekkel értelmezett linearis megoldasok is elGallithatok a (74) for-

mulak segitségével a = 0, illetve o = 0o esetén.

Az u < 0 feltétel sziikséges a (69) egyenlet (74) alakt megoldasainak

létezéséhez o > 0 esetén, ugyanis ellenkez§ esetben f nem lenne szi-
gortian monoton.

Az f és f, fiiggvények segitségével a (74) képlettel értelmezett megolda-
sokat a kovetkez§ alakban is frhatjuk:

filz)+a-(u+1), ha r<0—a,
flx) = fa(2) , ha d—a<z<0+a, (75)
filx) —a-(u+1), ha x>0+ a,

A 6. dbran lathatjuk a két line4ris megoldas és egy « > 0 valés szam-
nak megfelels, (74) képlettel megadott megoldés grafikus képét.

0 Az uy+us =0, 0 # |uy| # 1 aleset  Vezessiik be a u = |uy| = |ug|
jelolést! Feltételiink 0 < u # 1 alakban is irhato. Egyenletiink pedig

fof—u®idg+c=0. (76)

A 26. lemma szerint egyenletiink minden folytonos megoldasanak pon-

tosan egy fixpontja van, a 0 = . Az egyenlet két linearis meg-

w2 —
oldasa: fi(z) =u-(x —0)+ 0 és fo(x) = —u- (x — 0) + 0. Tovabba
megallapithato, hogy ha f € C(R) megoldasa a (76) egyenletnek, ak-

kor f(f(z)) =u?-(x—0)+80.
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A (76) fiiggvényegyenlet szigortan névekvd megoldasai.
Tételezziik fel, hogy f € C(R) szigortian névekvs megoldasa a (76)
fiiggvényegyenletnek, tovabba rogzitsiink egy xy pontot a (6,00) in-
tervallumboél és hasznaljuk az z, = f"(xq) jelolést! A 3.17. tétel O
alpontja szerint az {x,}necz sorozat szigoritan monoton. Az f szigo-
rian novekve és 6 fixpontja, igy 0 also korlatja sorzatunknak, ezért az
{Zy}n>1 és az {x_, },>1 sorozatok egyike szigoruan csokkend és konver-
gens, igy a 3.19. tétel alapjan hatarértéke éppen f egyetlen fixpontja,
a 0, a masik sorozat pedig tart a +oo felé. Tehat

| Zla, 20s1) = (6, 00) (77)

neL

A sgn (g — ) = sgn (x1 — xp) alapjan belathato, hogy u > 1 esetén
az {x,, fnez sorozat szigortan névekvs, mig 0 < u < 1 esetén szigorian
csokkend.

Ha u > 1, akkor 0 < xg < x1 < x9 és belathato, hogy az f fiige-
vény [xg,x1) intervallumon felvett értékei meghatarozzak a fliggvény
értékeit az egész (0, 00) intervallumon. Pontosabban, ha ¢ : [zg, x1] —
(1, 23], g(x) = f(x) az [ fliggvény [xq, 1] intervallumra vett bijektiv
lesziikitése, akkor a ¢ és inverz fiiggvényének segitségével kifejezhetjiik
az f fiiggvény barmely (0, 00) intervallumon felvett értékét. Valoban,
ha z € (0,00), akkor, mivel az {x,},ez sorozat szigorian névekvs
és fennall a (77) egyenldség, pontosan egy olyan n € Z létezik, ame-
lyre fenndll az © € [xo,, To,42) Osszefiiggés. Ha xo, < o < Zo,i1,
akkor f2"(zq) <z < fPl(z)) & 2o < f2(2) < 21 Hamgpy < 2 <
Tonyo, akkor f7(2)) < o < f2l(zy) & z; < f2(2) < 25. Ezek
figyelembevételével az f(x)-et a kiovetkezSképpen fejezhetjiik ki:

FE (g (f72 (@) ,h < [ <y
f(x) = { f[2n+§q}(g—1(f[f2n](x))) 7 h: i(l] < f[—Qn] < i2 (78)

Az fPr &g 1227 jteraltak értékei megadhatok az egyenlet egyiittha-
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toinak segitségével:
f2l(z)y =u> - (x —0) + 60 @) =u? (- 0)+ 0

Hasonl6 formuldk érvényesek 0 < u < 1 esetén is. Ezek a képletek
alkalmasak a (76) fiiggvényegyenlet szigorian névekvé megoldasainak
lefraséra.

A kovetkez6 lemma jellemzi azokat az f : (0,00) — (6, 00) folytonos
novekve fiiggvényeket, amelyek kielégitik az

fof—u?idpo)+c=0 (79)

fiiggvényegyenletet, ahol 0 = ¢ T Megjegyezziik, hogy a 3.1. tétel

w2 —
bizonyitasahoz hasonloan igazolhato, hogy a (79) fiiggvényegyenlet egy
f:(0,00) — (0,00) folytonos megoldasa szigortian monoton bijekcio.
3.48. Lemma. Ha u € RT \ {1} és ¢ € R esetén, 6 = 2C |

u —
h:(0,00) — (0,00) a h(z) = u?- (x — 0) + 0 képlettel értelmezett
fiigguény, akkor igazak a kovetkezd dllitdsok:
O Ha f:(0,00) — (0,00) szigorian névekvd megolddsa a (79) figg-
vényegyenletnek, valamint ha xy € (8,00), 1 = f(zg) és xa = h(xy),
akkor xy € I(xo,22), és a g : I[xg, 1] — I[x1,29], g(x) = f(z) képlet-
tel megadott figguényre, fenndll az

és

fla) = h (g(Rl=m(2))) W (2) € Iwg, 7)), neZ (80)
Rt (g~ (Rl (2))) Rl () € T2y, 20), n € Z
formula.

O Forditva, hogy ha xo > 6, xo = h(xg) és xy € I(xo,x2), valamint
g : Iz, x1] — I[z1, 2] egy szigorian novekvd bijekcio, akkor a (80)
formuldval megadott [ : (0,00) — (0,00) fligguény szigorian névekvd
folytonos megolddsa a (79) figgvényegyenletnek.
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Bizonyitas. O Tételezziik fel, hogy f : (0,00) — (0,00) szigortan
novekvs folytonos megoldasa az (79) fiiggvényegyenletnek, igy fo f =
h. Ha xy > 6, akkor 27N > 0= e > (, vagyis:
T — Zo L1 — Xo

sgn (xy — o) = sgn (ze — x1) = sgn (z3 — 1) = sgn (u? — 1),
tehat z;1 € I(xp,z2). Ha u > 1 a (80) megegyezik az (78) formulaval,
mig 0 < u < 1 esetén hasonlé moédon igazolhato.
0 Forditva, hl="(z) € I[xg, 1), n € Z esetén, g(hl="(x)) € I[xy, x).
h="l(z) € I[zy,22), n € Z esetén pedig g~ (h="(2)) € I[zg,z1).
Kovetkezik:

_ h[n+1]< _1( (h[_n]<x>>>> 7h[_n](x) € ][x07$1>7 n € Z
@) = { R (g(g HH (o)) A(a) € Tl o), e Z
= h(z), V€ (0,00),

vagyis f megoldasa a (79) egyenletnek. Figyelembe véve, hogy h bi-
jekcio kovetkezik, hogy f is az. Ha n € Z esetén bevezetjiik az

W (z0) , ha n =2k
=yl —
h"(z1) ,ha n=2k+1

valos szamokat, akkor az {z, },cz sorozat szigortian névekvs, ha u > 1
(& xog < 3), és szigornan csokkend, ha 0 < u < 1 (& x9 > x3).
A (80) szerint belathato, hogy f(z,) = x,11, Yn € Z, tovabba,
hogy f|rfen,eny.) SzZigortian névekvs és raképezi az [I|xy,z,41) inter-
vallumot az [z, 1,%,42) intervallumra, igy az {z,}necz sorozat szi-
gori monotonitasa miatt kovetkezik, hogy f is szigorian novs. Az
f:(6,00) — (0,00) szigortan monoton és intervallumnak interval-
lumra képezése, igy a 3.1. tétel utan tett megjegyzés alapjan folytonos.
Ezzel belattuk a forditott allitast is. &

A 7. 4bra a (79) fiiggvényegyenlet egy megoldéasat szemlélteti, ame-
lyet g : [xo,z1] — |21, 2] szigorian névekvs bijekeio a (80) formula
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szerinti meghosszabbitasdval kaptunk. Ha a 3.48. lemma [J alpontja-
nak jeloléseit hasznaljuk, akkor f(x1) — fi(xz1) = h(xg) — fi(x1) =
—u - (f(xo) — fi(zmo)), ami azt jelenti, hogy az y = fi(z) egyenes vagy
elvalasztja (xo, 1) és (r1,x2) pontokat, vagy mindkettd illeszkedik ré.
Ha f folytonos megoldéasa az (79) fiiggvényegyenletnek és (g, 1) ¢
Gy, akkor létezik x; € (x,x1) 0gy, hogy =) = f(z() = fi(xp),
valamint zf, = f(2]) = h(z)) = fi(fi(zg)) = fi(x)), ami azt jelenti,
hogy minden folytonos megoldas esetén valaszthaté dgy az x(, hogy
(20, 21), (x1,22) € Gp,. Egy ilyen megvalasztas esetén szerkesztettiik
abrankat. Masrészrdl azt is megjegyezhetjiik, hogy

f(f) =6 _ , fUf@) -0 flz) -6

=u és = ,

r—90 f(f(x)) -0 x—0

ami azt jelenti, hogy G; invaridns a (6, 60) kozéppontu és u* hanya-
dost hasonlésagi transzformaciora nézve. Ha megrajzoljuk az (zg, x1)
és (wo,r3) pontok kozotti gorbeivet, akkor ezt meghosszabithatjuk
mindkét iranyba az u? és u~? hanyadost és (6, 0) kézépponti hasonlo
transzformaltjaival stb. A ¢ bijekcio grafikus képe adja az (zg,x1)
6s (x1,x2) pontok kozotti ivet, mivel x € I[xy,xo] esetén f(zx) =
ff(fHx) =u? g x) — ¢, az (w1, 19) és (w2, 23) pontok kozotti
iv G,-bdl els6 szogfelezére vonotkozo tiikrozéssel, u? hanyadosu Oz
tengely meréleges affinitdssal és végiill —c egységnyi Ox tengelyre
merdleges eltolassal kaphatd meg.

3.49. Kovetkezmény. Legyen u € RT \ {1}, ¢ € R, tovabba 6 =
1 és h i (0,00) — (6,00) a h(z) = u? - (z — 0) + 6 képlettel
értelmezett fiiggvény! Ha xg € (0,00) egy rogzitett valos szam és
Ty = h(zy), jeloljik Blxg,zs]-vel azon g : I[xg,z1] — [z, 29, szi-
gorian novekvd bijekciok halmazét, amelyeknél z; € I(zo,x2), pon-
tosabban B[z, xs] = U B (I[zg, z1], I[x1, 22]). Jeldlje H .00

1 El(xo,xz)
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a (79) fiiggvényegyenlet szigortian névekvs megoldasainak halmazat!
A 3.48. lemma alapjan definidlhato a @, . : Blxo, 22] — H r(9,00) fligg-
vény, amely egy g : I[xg, x1] — I[x1, 2] szigorian névekvs bijekciohoz
a B[z, rs] halmazbol, az (80) formulaval megadott f fiiggvényt ren-
deli hozza, azaz ®,.(g) = f. A 3.48. lemma O alpontja szerint a @, .
fiiggvény sziirjektiv.

2

c
A kovetkezs lemma, (6 = . esetén ), kapcsolatot teremt az
w2 —

fof—u?id g +c=0 (81)

fiigggvényegyenlet szigortian novekve - és a (79) fiiggvényegyenlet szi-
gorian névekvs megoldasai kozott.

3.50. Lemma. Hau e R\ {1}, ceR és = %1, akkor 1gazak a
u —

kovetkezd dllitdsok:

O Ha 7 :(0,00) — (0,00) szigorian névekvd megolddsa a (79) figg-
vényegyenletnek, akkor a 7 : (—00,0) — (—00,0), 7"(x) = 20 —T1(20—
x) fiigguény szigorian névekvd megolddsa a (81) egyenletnek.

0 Ha v : (—00,0) — (—00,0) szigorian névekvd megolddsa a (81)
egyenletnek, akkor az v* : (—00,0) — (—00,0), v*(x) = 20 —v(20 — x)
fiigguény szigorian novekvd megolddsa a (79) figgvényegyenletnek.

O Fenndllnak a kovetkezd osszefiiggések: (%) =71 és (v*)* = .

Bizonyitds. A monotonitasra vonatkozé allitdsok nyilvanvaloak.

0 Ha x € (—o0,0), akkor 7*(7*(z)) = 20 — 7(7(20 — z)) = u* - (v —
0) + 0, vagyis 7* megoldasa a (81) fiiggvényegyenletnek. Hasonloan
igazolhato a [ allitas is. A [ Osszefiiggései azonnal kovetkeznek a 7*
és az v* fiiggvények definiciojabol. &

Ha az [ fiiggvény szigorian ndévekvé megoldasa a (76) fiiggvénye-
gyenletnek, akkor az f megfelelg lesziikitései megoldasai a (79) és
a (81) fiiggvényegyenletnek. Az allitas forditottja is igaz, vagyis a
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(79) és a (81) fiiggvényegyenletek szigortian névekvd megoldéasaibol
osszerakhato a (76) fiiggvényegyenlet egy megoldasa. A kovetkezd
tétel megadja a (76) fiiggvényegyenlet szigornan noévekvs megoldé-
sainak halmazat. A tételben hasznéljuk a 3.49. kévetkezményben és a
3.50. lemmaban bevezetett jelcléseket.

3.51. Tétel. Hau € R\ {1}, c € R, és 0 =

régzitink eqy xo € (0,00) valds szimot, és xo = u? - 1y — ¢, akkor
1gazak a kévetkezd dllitasok:

O Ha f € C(R) szigorian névekvd megolddsa a (76) figgvényegyen-
letnek, akkor létezik két szigorian nivekvd bijekcid: gy, ge € Blxg, 23]
tgy, hogy a T = ®,.(g1) és az v = Py .(g2) fliggvényekre fenndll a
kévetkezd formula:

c
PEREE tovdabba, ha
u E—

T(z) , ha z€(0,00)
flz) = 6 , ha r=10 (82)
v*(z) , ha z € (—o0,0)

O Forditva, ha g1,92 € Blxg, xa] és 7 = Oy (1), illetve v = D, (g2),
akkor a (82) formuldval megadott f figguény szigorian novekvd foly-
tonos megolddsa a (76) figguényegyenletnek.

O Az (76) egyenlet szigorian niévekvd megolddsainak H » halmaza
megegyezik a (82) formuldval megadott fiigguények halmazdval, ahol
7,0 € Oy (Blzo, z2]).

Bizonyitas. 0 Ha f € C(R) szigortian névekvs megoldasa a (76) fiigg-
vényegyenletnek, akkor mivel ¢ fixpontja f-nek kovetkeik, hogy f| 9,00
szigorian névekvs megoldasa a (79) fiiggvényegyenletnek, illetve f|_ g
szigortian novekvs megoldasa a (81) egyenletnek. A 3.49. kbvetkezmény-
ben lattuk, hogy a ®,. : Blxg,z2] — H .00 fliggvény sziirjek-
tiv. Mivel f|go0) € H +(6,00) s a 3.50. lemma alapjan (f‘(_oo,g))* €
H (0,50, kovetkezik, hogy 1étezik g1, g» € Blxo, z2] Ugy, hogy @, (g1) =
flio,00), illetve @y, (g2) = (f|(_oo,9))*. Az utébbibol a 3.50. lemma O
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alpontja alapjan az f|(_c0) = (Puc(g2))” egyenlSséget kapjuk, ezzel
igazoltuk a (82) formulat.
O A megadott feltételek mellett a 3.48. lemma és a 3.50. lemma fi-
gyelembevételével 7 megoldéasa a (79) és v* megoldésa a (81) fiiggvény-
egyenletnek. Ezek szerint

7(7(x)) = v’z — ¢, Vo € (#,00),
v*(v*(2)) = ulr — ¢, Yo € (—o0,0),

vagyis a (82) formulaval megadott f fiiggvényre igaz az
f(f(x)) =v*r—¢c, Yz ER

egyenlGség, ami igazolja, hogy f megoldasa a (76) fiiggvényegyen-
letnek. Az a tény, hogy f szigortan noévekvs kovetkezik a 7 és v*
fiiggvények szigori ndvekvd voltabol és abbol, hogy ha x < 6, akkor
v*(z) < 0, illetve ha x > 0, akkor 7(z) > 0. Az f megoldasa a (76)
fiiggvényegyenletnek, ahonnan kévetkezik, hogy f(R) = R, igy abbdl,
hogy szigoriian monoton is, kovetkezik folytonossaga, a 3.1. tétel utan
tett megjegyzés alapjan.

0 Ez a tény az el6z6 két alpont kévetkezménye. &

A (76) fiiggvényegyenlet szigortian csokkené megoldasai.
Ha f € C(R) egy szigortian csokkend folytonos megoldésa a (76) fiigg-
vényegyenletnek, akkor mint lattuk az aleset bevetGjében, fixpontja

0=— T és f(f(x)) =u?- (x —0) + 6. Jeloljiik ebben a szakaszban
u p—

h-val az f fiiggvényt, vagyis h(z) = u?-(x—0)+6. A h fiiggvény szigo-
rian novekve és egyetlen fixpontja 6. Rogzitsiink itt is egy zo € (6, 00)
pontot, és legyen z, = f"(z), ¥Yn € Z! A 3.18. kévetkezmény [
alpontja szerint az {xo, }nez és {Tan11 tnez sorozatok ellentétes értelem-
ben szigortian monotonok. Tovabba xa, = hl"(xy), igy az {@a, bnez
sorozatnak @ also korlatja. Hasonléképpen g, = k" (z,) és 21 < 6,
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igy az {Toni1 fnez sorozat 0 altal feliilrsl korlatos. Masrészrsl Al (z) =
u? - (x — 0) + 0, ami azt mutatja, hogy u > 1 esetén:

lim x5, =6, lim 9,1 =06,
n——oo N——00

lim x4, = +00, lim z9,41 = —00,
n—oo n—oo

illetve 0 < u < 1 esetén:

lim z,, =0, lim Topt1 =0,
n—oo n—

lim x5, = 400, hm Topt1 = —O0.
n——oo n——oo

Ezen megéllapitasok alapjan felirhatjuk a kovetkezs Osszefiiggéseket:

U Iz, Toni2) = (0, +00),
no Izon—1, Tons1) = (=00, 0). (83)

neE”L

Szintén igazolhato, hogy
f (I[$2n7$2n+2]) = ][$2n+1,$2n+3], / (I[$2n—1a$2n+1]) = I[$2n»$2n+2]'

Eszrevételeink osszegzéseként kijelenthets, hogy az f fiiggvény min-
den R\ {#} halmazon felvett értékét kifejezhetjiik a ¢ : I[xg,xo] —
I[zq,z3], g(x) = f(x) fiiggvény segitségével, amely tulajdonképpen az
f figgvény I[xg,xs] intervallumra torténd bijektiv lesziikitése. Pon-
tosabban, a (83) Osszefliggések alapjan, megallapithato, hogy min-
den x € R\ {0} esetén, pontosan egy n € Z létezik ugy, hogy
WS ][ﬂfgn, 5E2n+2) U [[$2n+1a $2n+3).
Ha x € I[xo,, Tania), akkor hl="l(z) € Iy, ) 1gy
fla) = ferl(f(F2l(a ))= (g(A=" (2
ha pedig = € I[z,41, x2n+3) akkor hl="
() =

f( ) f[2n+2] (f f[ 2n
Kovetkeztetéseinket tételbe foglalhatjuk:

hlr) ),
($) [$1,$3) 1gy
W (gt (A ().
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3.52. Tétel. Ha u € R+ \ {1} és ¢ € R esetén, = u2c—1
h:(0,00) — (0,00) a h(z) = u?- (x — ) + 0 képlettel értelmezett
fiigguény, akkor igazak a kovetkezd dallitdsok:

O Ha f : R — R szigorian csékkend megolddsa o (76) figgvény-
egyenletnek, valamint ha zo € (0,00), x1 = f(xo), ©a = h(z), €és
x3 = h(x1), akkor a g : Ilxg,zo] — I[xy, 23], g(x) = f(x) képlettel
megadott fiigguényre, fenndll az

RIM (g(h=ml(2))) JhE(2) € Iwo,m0), n€Z
flz)=X 0 x =0 (84)
Rt (g~ Y (h=r(2))) R () € Ty, 23), n € Z

és

formula.

O Forditva, ha xo > 0, x5 = h(xg), ©1 < 0 és x3 = h(xy), tovdbbd ha
g : I[zo, xo] — I]x1, 23] egy szigorian csokkend bijekcid, akkor a (84)
formuldval megadott f : R — R fiigguény szigorian csokkend folytonos
megolddsa a (76) figguényegyenletnek.

Bizonyitds. U Ez az alpont igazolast nyert a tétel elGkészitésében.

0 A megadott feltételek mellett, ha hl="!(2) € I[zg,z2), n € Z, akkor
g(h="(z)) € I[z1,23). A masik esetben, ha hl="(2) € [z, 23), n €
Z, akkor g~ H(h="I(2)) € I[xg, x3). Kovetkezik:

A (g (g(H @) W7 (a) € Hlao, ), e Z

f(f) =1 6 Sty B
A (g(g= (R (1)) A (2) € T2y, 23), nE€Z
— h(;c), VreR,

vagyis f megoldasa a (76) egyenletnek.

Figyelembe véve, hogy h bijekcid, az f o f = h Osszefiiggésbdl kovet-
kezik, hogy f szintén bijekcio.

Ha n € Z esetén bevezetjiik az

W (z0) , ha n =2k
Tn = k] _
h®(zy) ,ha n=2k+1
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valos szamokat, akkor az {a, fnez €8 {Ton11}nez ellentétes értelemben
szigortian monoton sorozatok. Mivel minden n € Z esetén, f(x,) =
Trt1 €8 flijz,,ans0) SZigortan csokkenden képezi ra az I[x,, T,12) in-
tervallumot az I[x,1,x,43) intervallumra, az {zo, }nez és {Toni1}tnez
sorozatok ellentétes értelemben vett szigori monotonitasa miatt ko-
vetkezik, hogy f is szigortian csokkend a (—o0,0) és a (6, 00) interval-
lumokon és egyiket a masikra képzi, s6t abbol, hogy 0 az f fiiggvény
fixpontja megallapithato, hogy f szigortian csokkend.

Az f : R — R szigorian csokkend és intervallumnak intervallumra
képzése, igy a 3.1. tétel utan tett megjegyzés alapjan folytonos. Ezzel
belattuk a forditott allitast is. [

Az 8. abra a (76) fiiggvényegyenlet egy szigortian csokkend megoldéasa-
nak konstrualasat szemlélteti. Az f(f(x))—fo(f(x)) = w-(f(x) — fo(x))
Osszefiiggés alapjan megjegyezhetd, hogy tetszéleges, de rogzitett, x €
R esetén az (f[”](x), f[”“](:c)) pontok, minden n egész szamra, vagy a
Gy, egyenes ugyanazon oldalan helyezkednek el, vagy mind illeszkednek
a Gp,-re. Ezen fiiggvények grafikus képe is invaridns a (6, 6) kozép-
pontti és u? hanyadosi hasonlosdgi transzforméciora nézve, vagyis
a tulajdonsag fennall a (76) fliggvényegyenlet minden megoldésara.
Végiil megemlitjiik, hogy a [ alesetben fiiggvényegyenletiinknek a
kontinuum szamossigéival megegyezd szamossagi megoldashalmaza van.
Eddig mind olyan aleseteket tanulmanyoztunk, amelyekben az wu; és
uy gyokok koziil az egyik negativ. Az lenne természetes, hogy merit-
siik ki a negativ gyokok eseteit, de mivel az u; < us < —1 és a
—1 < up < ug < 0 esetek targyalasiaban felhasznalhaté a kovetkezd
aleset, ezért eltériink a természetesebbnek t{ing uttol.

O Az 1 <u; <up és 0 < u; < us < 1 alesetek Tételezziik fel,
hogy f € C(R) megoldasa a (62) fiiggvényegyenletnek a cimfeltételek
valamelyikében. Abbol, hogy u;+us > 0 és ujus > 0 a (62) egyenldség
alapjan azonnal belathato, hogy az f fliggvény szigorian novekvs. A
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3.44. lemma harmadik alpontja szerint az [ fiiggvénynek pontosan

egy fixpontja van és ez 6 = — . Eddigi észrevételeink
(Ul — 1)(U2 - ].)

alapjan felirhatjuk az f((—o00,0)) = (—00,0) és f((0,00)) = (6,0)
egyenlGségeket. A 3.43. lemma szerint a (63) formulaban szerepls ¢
és 1 fiiggvények monoton novekviek. Tovabba a (63) Osszefiiggésbol
n = 0,1 és x = 0 esetén kovetkezik, hogy ¢(0) = ¥(0) = 0. Most
belathatjuk a kovetkezd lemmat:

3.53. Lemma. Ha 1 < u; < ug, vagy 0 < uy; < ug < 1, és f €
C(R), megolddsa a (62) figguényegyenletnek, akkor igazak a kivetkezd
dallitdsok:

O Ha fi(x) = wa + C s fo(z) = ugw + a (62) linedris
U9y — 1 Uy — 1
megolddsasi, akkor
(f(x) = fu(2)) - (f(2) = fa(2)) <0, V2 eR. (85)

O Teljesiilnek a kivetkezd egyenldtlenségek (lasd a 3.34. jelolést):
uy < H(f) < ua. (86)

Bizonyitdas. O Lattuk ¢ és ¢ novekvé fliggvények, igy minden x # 6
esetén:

>0 & p(2)y(z) 20,

ahonnan a (64) Osszefiiggések alapjan kovetkezik a (85).
00 A (63) alapjan fennallnak:

{ e+v+0 = idg :>{ H(p)+ H(y) = 1
U ptuy-p+0 = f uy - H(p) +up- H) = H(f)’
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ahonnan H(yp) és H(v) kifejezhetd, igy

H(f)— - H
By g 22BN o (1) = ) (H ) = wa) <0,
Ug — UL Uy — U1
ami igazolja a (86) egyenlGtlenséget. &

Az el6z6 lemma [ alpontjabol is kévetkeztethetiink arra, hogy ebben
az alesetben a (62) fiiggvényegyenletnek csak szigortian névekvs meg-
oldasai lehetnek. Ha f € C(R) megoldasa a (62) fiiggvényegyenletnek,
akkor az f((6,00)) = (6, 00) egyenlSség alapjan, az f fiiggvény bijektiv
lesztikitése a (6, 00) intervallumra, megoldasa a kovetkezd fiiggvénye-
gyenletnek:

ToT — (U1 +ug) - T+ Uy - idg ey + ¢ =0 (87)

Megjegyezziik, hogy az (87) fiiggvényegyenlet 7 : (0,00) — (6, 00)
folytonos megoldasai is rendelkeznek a 3.53. lemmaban szerepld (85) és
(86) tulajdonsagokkal. Ennek bizonyitasa majdnem azonos az emlitett
lemma bizonyitasaval.

Ha rogzitiink egy xo pontot az (6, c0) intervallumbol, és bevezetjiik az
r, = f"(x0), Vn € Z jeldlést, akkor az {w,},cz sorozat szigortian
monoton és alulrol korlatos a 6 altal, méasrészrél a lim x, és lim x,

n—oo n——0oo

hatarértékek egyike 6, a méasik pedig +oo, igy
U Tlzn, ng1) = (6, 00) (88)
nez
Megmutatjuk, hogy az f fiiggvény minden (6, 00) intervallumon fel-
vett értéke kifejezhets a g : I[zg, x1] — I[x1, 23], g(x) = f(x) szigo-
rian novekvs bijekcio értékeinek segitségével. Ha z € (0,00), annak
alapjan, hogy az I[z,,z,1) intervallumok diszjunktak, a (88) Gssze-
fiiggés miatt, pontosan egy n € Z létezik azzal a tulajdonsaggal, hogy
WS -[[x'rL>x7L+1)7 igy

flz) = frrifl(a) (89)
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Az fI" fiiggvény I[xg, ] intervallumot az I[x,,x,.1] intervallumra
képezi, ezért bijektiv lesziikitése az I[xg, 21| intervallumra a

Yln) + Ixo, 11] — Iap, Tnial, g[n]<x> = f[n] (z)

fiiggvény. Ez természetesen minden n € Z esetén lehetséges. A (63)
és (64) Osszefiiggések alapjan

L (folw) — g(2)) + —2— - (g(x) — fi(x)) +9,

Uz — Uy Uz — U1

gpmy(z) =

A (89) és az el6z6 Osszefiiggés szerint az [ fiiggvényt a kovetkez6képpen
fejezhetjiik ki:

-1

f(x) = g[nJrl}(g[n] (:L“)), Va € I[xnvxn+1)v n € Z, (90)

vagyis az f fiiggvény (0, co) intervallumon felvett értékei megadhatok
a g bijekci6 segitségével.

A kovetkez6 lemma bizonyos értelemben az el6z6 észrevételek fordi-
tottja.

3.54. Lemma. Ha 1 < u; < ug, vagy 0 < up < up < 1, és ¢ € R,
tovdbbd ha xy € (0,00) és az x1, T2 valds szamok telejesitik az

Ji(wo) < 21 < fa(wo),
(91)

i) :(U1 + Ug)[L‘l — U1UTy — C
feltételeket, és g : [xo, x1] — |21, 22], az uy < H(g) < uy egyenldtlen-
séget kielégitd, tetszdleges bijekcio, akkor a (87) figgvényegyenletnek
pontosan eqy olyan folytonos megolddsa létezik, amely a g fligguény
meghosszabbitdsa.

Bizonyitds. El6szor igazoljuk, hogy a (91) feltételeket teljesité xg, x4
és xo valos szamok esetén létezik olyan g : [zg, x1] — |21, 22| bijekcid,
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amely teljesiti az u; < H(g) < uy feltételt. Ehhez elégséges belatni az

Ty — T
u < 2 L < egyenl6tlenséget, mert akkor a linearis bijekci6 is
Tr1 — X
teljesiti a kért egyenlStlenséget. Valoban a (91) feltételek alapjan:
To — T uy — 1) - —
2 1_u1:(2 ) - (21 fl(ﬂ?o))z(),
T — X Tr1 — X
To — X uy — 1) - (xr1 — faolx
2w (D) b))
1 — I 1 — X

vagyis fennéll az emlitett egyenl&tlenség.
Most ratériink a lemma bizonyitédsara. Tetsz6leges n € 7Z esetén
bevezetjiik az

n n
Uy Ug

Ty —

(fa(wo) — 1) +

Uz — U1 Uz — U

(21 = filwo)) + 6, (92)

jelolest. Az (91) feltétel szerint az {z,}.cz sorozat tagjai a (6, 00)
intervallum elemei. Konnyen belathato, hogy az 1 < u; < uq, vagy
0 < up < ug < 1 feltételek mellett az {x,},ez szigortan monoton
(az elsG feltétel esetén szigortian novekvs, a masodikndl szigorian
csokkend), valamint a lim z, és lim x, hatarértékek egyike 6, a

n—oo n——oo
masik pedig +oo, aminek kovetkeztében fennall a (0, co) intervallum
(88) -ban megadott diszjunkt felbontasa.

Masrészrol a uy < H(g) < uy feltétel miatt a g bijekcid szigorian
novekvd és, mivel intervallumnak intervallumra képzése, folytonos is.
Ennek kovetkezményeként, minden n € Z esetén, az I[xg, 1] interval-
lumon a

uy

gpm)(z) = (folr) — g()) +

Ug — U U2 — U1

n
Uy

(9(x) = fi(z)) + 6,

képlettel, folytonos valos fiiggvényt adhatunk meg. A

n

n
U uy

~(ug — H(g)) +

Ug — U1 U — U

H(gp)) = ~(H(g) —w1) >0
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alapjan belathato, hogy g, szigortan novekvd, igy értékhalmaza az
T2y, Tpyq] intervallum, vagyis a gy @ I[xo, 21] — I[Ty, 544] fiiggvény
bijekcio. A 7 : (6,00) — (0, 00) fiiggvényt a (90) képlethez hasonld
formulaval értelmezziik:

7(2) = gt (g[;]l(x)), Vo € Iz, Tni1), n € Z. (93)

Mivel gjn41) és g szigortian névekvd folytonos bijekcidk, kovetkezik,
hogy 7 (I[xn, Tpi1)) = I[Tnt1, Tnya), illetve

7((0,00)) =T (U I[xTL?anrl)) = U T (I[zn, Tnt1)) =

nez nez
= U I2pqr, Tnyo) = U Iy, Tpia) = (0,00)
nez nez
Konnyen belathato, hogy a 7 fliggvény szigorian ndvekvs, ezért mivel
intervallumnak intervallumra képzése is, kovetkezik, hogy folytonos.
Most megmutatjuk, hogy a 7 fiiggvény megoldasa a (87) fiiggvénye-
gyenletnek. Valoban, ha x € I[x,, z,,1), akkor:
7(1(x)) — (w1 + uz) - 7(x) + vyusx =
=Gn+2 (9 () — (ur + 2) - g1y (g () + wrus - gy (g7, () =
n u% — (Ul + u2)u1 + UUo

—up - (falgp (@) = 9(gpy () +

(9(g5 (2)) = filggy (2))) +

Uy — (U1 + UQ)UQ + ULU2
+0-(1—u —ug +ujug) = —c,

n

Uz — U

ami igazolja allitasunkat. Koénnyen belathato, hogy ha = € I[xg,z4],
akkor 7(z) = g(x), vagyis 7 folytonos meghosszabbitasa a ¢ fiiggvény-
nek.

Végiil megmutatjuk, hogy a (87) fliggvényegyenlet egyetlen megol-
dasa rendelkezik azzal a tulajdonsiggal, hogy folytonos meghosszab-
bitasa g-nek. Tételezziik fel, hogy v folytonos megoldésa a (87) fiigg-
vényegyenletnek és v(z) = g(x), Yo € I[xg,z1]. Az v értelmezési
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tartomanya (6,00), és mivel v o v is értelmezett, fenn kell allnia az
v((0,00)) C (0, 0) relacionak. Masrészrél v iteraltjait a

n
Uy

- (fa() = v(2)) +

Ug — U1 Uz — U

(v(z) — fi(2)) + 0,
formulaval allithatjuk el, ahonnan kovetkezik, hogy
o"l(z) = gy (), Yo € Ilxg,z1] & v"(zg) = 2,, Vn€Z,
igy, ha x € I[z,.x,.1), akkor
v(@) = "W (@) = gy (g (@) = 7(2).

&

3.55. Jelolés. Ha uq,us, xg, 1, T2 valds szamok teljesitik a 3.54 lem-
maban megadott feltételeket, valamint a g : I[xo, x1] — I[x1, 2] bijek-
ciora fenndll az u; < H(g) < uy egyenldtlenség, akkor azt a folytonos
megolddsat a (87) fliggvényegyenletnek, amelyet g meghosszabbitdsdval
nyerink, ebben az alfejezetben g-vel fogjuk jeldlna.

3.56. Tétel. Ha 1 < u; < ug, vagy 0 < u; < ups < 1, ¢ € R,
c
0=— és xg € (6,00), akkor fenndll a kévetkezd dl-
(i~ Dy 1) 770 € (0200), abhor ]
litds: A T :(0,00) — (0,00) fiiggvény, akkor és csak akkor folytonos
megolddsa a (87) figguényegyenletnek, ha létezik x1 € [f1(x0), fo(zo)]
és eqy az uy < H(g) < ug feltételt teljesitd g : Ixg, 1] — I[xq,xs),

(ahol x5 = (uy + ug)xry — urusxy — ¢ ) bijekcid, amelyre ™= g.

Bizonyitds. Tételezziik fel, hogy 7 folytonos megoldasa a (87) fiigg-
vényegyenletnek. Az x1 = 7(x9) és g : I[xg, 1] — I[x1, 23], g(x) =
7(x) esetén a 3.53. lemma bizonyitédsdhoz hasonléan igazolhato a fel-
tételek sziikségessége. A feltételek elégséges voltat lattuk a 3.54. lem-
maban. [ 3
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Kapcsolat teremthet a (87) és a
ToT — (ur +ug) T+ Uy - id(—p) + ¢ =0 (94)
fiiggvényegyenlet megoldésai kozott.

3.57. Lemma. Ha 1 < u; < ug, vagy 0 < ug < ug < 1, és ¢ € R,
c

tovdbbd ha 0 = — , akkor igazak a kovetkezd dllitdsok:
(U,l — 1)(U2 —1

0 Ha 7 : (0,00) — (6,00) megolddisa a (87) figgvényegyenletnek,
akkor az 7" : (—00,0) — (—00,0), 7"(x) = 20 — 7(20 — x) fiiggvény
megolddsa a (94) egyenletnek.

0 Ha v :(—00,0) — (—00,0) megolddsa a (94) egyenletnek, akkor az
v* 1 (—00,0) — (—00,0), v*(z) = 20 — v(20 — =) megolddsa az (87)
fiigguényegyenletnek.

O Fenndllnak a kovetkezd osszefiiggések: (%) =1 és  (v*)" = .

Bizonyitas. 0 Ha x € (0, 00), akkor
(1" (x)) =20 — 7(7(20 — ) = (u1 + ug) - 7" — UuLT — C.

Hasonl6képpen igazolhatd a [ alpont is, mig a [l azonnal kovetkezik
a 7" és v* fiiggvények definiciojabol. )

Az el6z6 eredmények segitségével megadhatjuk a (62) fiiggvényegyen-
let folytonos megoldasait.

3.58. Tétel. Ha 1 < up < ug, vagy 0 < uy < ug < 1, és ¢ € R,
tovdbbd ha xy € (0,00), akkor igazak a kévetkezd dllitdsok:

O Ha f € C(R) megoldisa a (62) figguényegyenletnek, tovibbd ha
T = flio,0) €5V = fl(—cc), akkor T és v* folytonos megolddsai a (87)
fiigguényegyenletnek.

O Forditva, ha T és v folytonos megolddsai a (87) figgvényegyenletnek,
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akkor

T(z) , ha z€(0,00)
flz) = 6 , ha =10 (95)
v*(z) , ha x € (—o0,0)

folytonos megolddsa a (62) figguényegyenletnek.

Bizonyitds. O Ha f € C(R) megoldasa a (62) fiiggvényegyenletnek, ak-
kor mivel f szigordan novekvé és 6 fixpontja kovekezik, hogy
f((0,00)) C (0,00) és f((—00,0)) C (—00,0), igy T megoldasa a (87)
fliggvényegyenletnek, mig v megoldasa a (94) egyenletnek, ahonnan a
3.57. lemma szerint kévekezik a tétel allitasa.

O A (87) fiiggvényegyenlet minden folytonos megoldasa szigoruan
novekvs tovabba az {71"(z¢)}nez e {vI"(z0)}nez sorozatok szigo-
rian monoton sorozatok, és mivel 7(xg),v(xo) € [f1(x0), fo(x0)], ko-
vetkezik hogy a két sorozat azonos értelemben szigortian monoton,
igy nhrgo M (zy) = nhrgo vl (zo) s nlimoo M (zy) = nlimoov[”] (o). A
hatarértékek egyike 6, a méasik pedig +o00. Ezekbdl kovetkezik, hogy
ii_}rr;dx) = 9161_{% v(z) = 6, ahonnan il_)ﬁév*(x) = 0, azaz a (95) kép-

x>0 >0 x<6
lettel értelmezett f fliggvény folytonos. Az a tény, hogy megoldasa

a (62) fiiggvényegyenletnek, azonnali kévetkezménye annak, hogy 7
megoldasa a (87) fiiggvényegyenletnek, mig v* a (94) egyenletnek. &

0 AO0<u <1< uy aleset Ha f € C(R) megoldasa a (62)
fiiggvényegyenletnek ebben az alesetben, akkor az egyenlet alapjan
azonnal lathato, hogy f szigorian novekvs. Ervényesek a 3.42. tétel

és a 3.43. lemma allitdsai. A 3.44. lemma alpontja szerint, ha f-nek
c

(ur = 1)(uz — 1)
hat, hogy nincs fixpontja a megoldasnak. A két linearis megoldas, az

van fixpontja, ez 0 = — , de természetesen elGfordul-
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fi) = uy - (x —0)+ 0 és az fo(x) = uy - (x — 0) + 0, nyilvan fix-
ponttal rendelkezé megoldasok. A kovetkezd szakaszban a fixponttal
rendelkez6 megoldasokat fogjuk meghatarozni.

A (62) fiiggvényegyenlet fixponttal rendelkezé megoldasai
a cimfeltétel esetén. Ha f € C(R) fixponttal rendelkezé megoldésa
a (62) fiiggvényegyenletnek, akkor x > 6 esetén az { fI"/(z)},cz sorozat
szigorian monoton és 6 altal alulrdl korlatos, mivel a nlgl(‘)lo fl(x) és

lim fI(x) hatarértékek egyike véges, ez a 3.19. tétel szerint f-nek

n——0oo

fixpontja, vagyis 6. Masrészr6l lim uf = lim wy = 0és lim uj] =

n—oo n——00 n——0o0o

lim uj = oo, tovabbé a (63) szerint

n—oo

fra) = ui - p(e) +up - () +0,
vagyis az el6z6 allitas csak gy lehetséges, hogy ¢(x) = 0, vagy ¥ (z) = 0.
Ugyanakkor, mivel # fixpontja f-nek kovetkezik, hogy ¢(0) = ¢(0) =
0. A 3.43. lemma szerint a ¢ és ¢ fiiggvények névekviek, igy vagy
p(t) =0, Vtelf,z], vagy (t)=0, Vtelb,z],

amelyek a o(z) + (x) = x — 0 feltétel miatt egyszerre nem teljesiil-
hetnek. Ennek az a kévetkezménye, hogy

p(x) =0, Vo €[f,00), vagy o(z)=0, Vo€ b, o0),
ahonnan a (64) sszefiiggések alapjan
f(z) = filz), Yz €[l,00), vagy [(z)= folx), Vo€ [f 00).

Azonos gondolatmenettel kapjuk, x < 6 esetén, a kivetkezGket:
f(z) = fi(x), Vo € (—00,0], vagy f(x)= fo(z), Vo € (—0,0].
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Tehat a fixponttal renedelkezd f € C(R) megoldasnak a kovetkezd
alakinak kell lennie:

fi(x) ,ha z€ (—o0,6),
flz) = { fi(x) ,ha z€lf 00), (96)

ahol 7,5 € {1,2}. Konnyen ellenérizhets, hogy az i és j indexek tet-
sz0leges megvalasztésa esetén a (96) alaku fiiggvények folytonos meg-
oldasai a (62) fiiggvényegyenletnek. Tehat fiiggvényegyenletiinknek a
0 <wup <1< uy feltétel mellett ez a négy fixponttal rendelkezé meg-
oldasa van.

A (62) fiiggvényegyenlet fixpont nélkiili megoldasai a cim-
feltétel esetén. Haaz f € C(R) fixpont nélkiili folytonos megoldésa
a (62) fiiggvényegyenletnek, akkor az f(x) — x kolonbség el§jeltartd az
egész R-en, aminek az a kovetkezménye, hogy az {f"(x)},ez sorozat
minden x € R esetén ugyanolyan tipusa szigoriian monoton sorozat.
A fixpont hidnya azt jelenti, hogy a TLILH;O fil(z) és ngmoo f"(z) ha-
tarértékek egyike sem véges, tehat az egyik —oo, a masik pedig o0,
vagyis

lim f(z) = lim fPM(y) = «, Va,y eR,

L e (97)
lim fM(z)= lim fP(y)=—a, Vz,y R,

ahol a a 400, vagy —oo kiterjesztett valos szdmok egyike. Ezen
megallapitasok alapjan igazolhatjuk a kiévetkezd lemmét, amely fix-
pont nélkiili megoldasok néhany tulajdonsagét tiinteti fel.

3.59. Lemma. Ha f € C(R) egy fizpont nélkili megoldisa az (62)
fiigguényegyenletnek, 0 < uy < 1 < uy esetén, akkor igazak a kévetkezd
allitdsok:
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U Teljestil a kévetkezd egyenldtlenségek kézil az eqyik:

f(z) <min{fi(z), fo(x)}, Yo €R,
vagy (98)
f(z) <min{fi(z), fo(x)}, Yz eR.

O A H(f) figgvény korldtos:

U Ha régzilyik az xo valds szdmot és minden n € Z esetén x, =
M (z0), akkor az {x,}nez sorozat szigorian monoton és

U Tlzn, 2ns0) = R. (100)
nez
Bizonyitds. O A lim v} = lim uj =0¢és lim u} = lim uj = oo

hatarértékek és a (63) figyelembevételével belathatjuk, hogy a (97)
csak gy lehetséges, ha o(x) - (x) <0, YV € R, vagyis a (64) szerint
fennall az

(f(x) = fi(x)) - (f(z) — fo(x)) >0, Yz eR

egyenlGtlenség, ahonnan az f, a min{ f1, fo} és max{ fi, fo} fiiggvények
folytonossaga alapjan kovetkezik a lemma allitasa.

U Ennek bizonyitasa azonos a 3.53. lemma [] alpontjanak bizonyitasa-
val.

0 Lattuk f-nek nincs fixpontja és f szigortian névekvd, igy sorozatunk
szigortian monoton. A (97) alapjan a nh—{EO T, és lim =z, hatarértékek

n——00

egyike —oo, a méasik pedig +oo, ahonnan kovetkezik a (100) Osszefiig-

gés. &
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Itt is az el6z6 alesethez hasonloan belathato, hogy a ¢ : I[xg, 21| —
I[xq, 23], g(x) = f(x) fliggvény szigorian névekvs bijekcio, és ennek
segitségével kifejezhets az f fliggvény minden értéke. Ezen észrevéte-
lek alapjan megfogalmazhatjuk a kovetkezs tételt:

3.60. Tétel. Ha 0 < u; <1< uog, ¢,xg € R é€s az x1, x9 valds szamok
teljesitik a kovetkezd feltételeket:

z1 > max{fi(zo),f2(x0)} wvagy x1 <min{fi(zo), fo(o)}
Ty = (Ul + Ug)l’l — U1UTy — C

(101)

akkor tetszdleges g : I[xg, x1] — I[z1,22), az uy < H(g) < ug feltételt
teljesitd bijekcid esetén, létezik pontosan eqy 7 € C(R) fixpont nélkiili
megolddsa a (62) figguényegyenletnek, amelyre 7(z) = g(x), Vz €
I[{L’(), Il] .

Bizonyitds. ElGszor igazoljuk, hogy ha xg,z; és zo eleget tesznek a
(101) feltételeknek, akkor létezik olyan ¢ : I[zg,z1] — I[xy1,x2] bi-
jekcio, amelyre teljesiil az u; < H(g) < uo feltétel. Ehhez elégséges
To — T

belatnunk, hogy fennall az u; < < uy egyenlGtlenség, mert ez

1 — X
esetben a linearis bijekcio is teljesiti a feltételt.Valoban, a (101) els6
része alapjan:

— 1)z —
T2l (U = 1) - (21 =~ fi(®0)) _ 0
T1 — Zo I — To

_ 1) (2 —
T2l (u1 = 1) - (z1 = fa(o)) <0,
T1 — o r1 — Zo

amelyekkel belattuk egyenl6tlenségiinket és igy az ohajtott tulajdon-
sdgi g bijekciok létezéset is. A tétel bizonyitashoz vezessiik be a (92)
formulaval értelmezett {x,},cz sorozatot. Az

uf(ug — 1)

ul(ue — 1
TIpyl — p = ——————— (fQ(IO) - .7}1) 2<27)
Ug — U1 Uy — U1

(z1 = fi(20))
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osszefiiggés alapjan kovetkezik, hogy az {x, }nez szigoruan névekvd, ha
x1 > max{ fi(xo), f2(xo)} és sz. csokkend, ha x1 < min{ fi(xo), fo(zo)}.
Fiiggetleniil, hogy melyik esetben vagyunk a (92) formula alapjan be-
lathato, hogy a lim x, és lim =z, hatarértékek koziil az egyik —oo,

a méasik pedig +oo, ezért )
U Iz, 200) = R. (102)
nez

Az uy < H(g) < wug feltételt teljsité ¢ bijekcid szigortan névekve
és, mivel intervallumnak intervallumra képzése, folytonos is. Fzért
minden n € Z esetén, a

n
Uy

g (%) = - (fa(x) — g(2)) +

Ug — U1 Ug — U1

n
Uy

(g(x) = fi(x)) + 0

képlettel az I[xq, x1] intervallumon folytonos valés fiiggvényt adhatunk
meg, amely a

uy uy
(us — H 2
e (ua = H{g)) +

H(gp) = -(H(g) —u1) >0

egyenltlenség miatt szigorian novekvs is, igy értékhalmaza az
I{gpm)(%0), gy (1)) intervallum. A (92) alapjan lathato, hogy gpm(xo) =
T Mivel fo(z1) —g(21) = ui-(fa(zo) —21) és g(a1) — fi(21) = ua- (21—
fi(20)), a g képlete alapjan belathato, hogy gp (1) = ®p4q1. Tehat
a g fiiggvény értékeinek halmaza az I[x,, 2,11 intervallum, kévet-
kezik, hogy a gy, : I[xo, x1] — I[@n, Tnq] fliggvény szigorian novekvs
bijekcio.

Az {x, }nez sorozat szigortt monotonitasabol és a (102) egyenlGségbdl
kovetkezik, hogy minden z € R esetén pontosan egy n € Z létezik
ugy, hogy fennalljon az x, € I|x,,x,,1) Osszefliggés. Ennek alapjan
definidlhatunk egy 7 : R — R fiiggvényt a kovetkez6 formulaval:

T(2) = gt (g[;}l(x)), Vo€ Iz, thi1), n € Z. (103)
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Mivel gj,41) és gjn) szigortian névekvé folytonos bijekciok, kovetkezik,
hogy 7 (I[n, Tnt1)) = I[Tpi1, Tnia), illetve gy, képlete alapjan:

T(R) =7 (U ][xn,xn+1)> = J 7z, 2011)) =

nez ne’

= U IZni1, Tpgo) = U Iz, 2y1) =R

ne” neL

Konnyen belathato, hogy a 7 fliggvény szigorian névekvs, ezért mivel
intervallumnak intervallumra képzése is, kovetkezik, hogy folytonos.
Igazoljuk, hogy a 7 fiiggvény megoldéasa a (62) fiiggvényegyenletnek.
Valoban, ha x € I[z,, 2,41), akkor g, képlete szerint

(1)) — (11 + uz) - 7(2) + wruge =
=0[n+2] g[n]l( )) (ul + UQ) " Jin+1] (g[;}l(x)) + urug - gin] (g[;]l(x)) =
gy T ) U ) (oo (a))) +

U2 — Uq
o us — (ug + ug)ug + ugug - —
pon. 2 — (9(g,] () = filgy) (@) +
U2 U1q
—|—9'(1—U1—U2+u1u2) = —¢,

ami igazolja allitasunkat. Ellendrizhetd, hogy ha x € I[zg, x1], akkor
7(x) = g(z), vagyis 7 folytonos meghosszabbitasa a ¢ fiiggvénynek.
Végiil megmutatjuk, hogy egyetlen megoldasa a (62) fiiggvényegyen-
letnek folytonos meghosszabbitasa g-nek. Tételezziik fel, hogy v foly-
tonos megoldasa a (62) fiiggvényegyenletnek és v(x) = g(x), Vz €
I[xg, 1. Az v iteraltjait a

uy uy

(v(z) = fu(z)) + 0

- (falz) = v(2)) +

Uz — W U — W

vlPl(z) =

formulaval allithatjuk el6, ahonnan koévetkezik, hogy

o(2) = gy (2), Yo € I[wg, 1] & v"(wg) =2, VneZ,
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igy, ha « € I[z,.x,.1), akkor

o(2) = VW () = gy (g7 () = 7(a).

Vagyis a tételben megadott feltételek mellett, egyetlen folytonos meg-
oldasa a (62) fiiggvényegyenletnek meghosszabbitasa a ¢ fiiggvénynek
és ez a T fliggvény. )

3.61. Jelolés. Ha 0 < u; < 1 < wug, valamint a c,xg, x1,Ts valos
szamok eleget tesznek a (101) feltételeknek, akkor eqy g : I[zo, 1] —
Iz, xs], az uy < H(g) < ug feltételt teljesitd bijekcid folytonos meg-
hosszabbitdsa itjan nyert megolddsdt a (62) figguényegyenletnek g-vel
Jelolyik.

A 3.60. tétel jeloléseivel g = 7. A 10. abra a g fiiggvény szerkesztési
modjat mutatja be.

3.62. Megjegyzés. Ebben az alesetben is megéllapithato, hogy ha 7
folytonos megoldasa a (62) fiiggvényegyenletnek, akkor 7* : R — R, a
() = 20 — 7(20 — x) képlettel megadott fiiggvény szintén folytonos
megoldésa az egyenletnek, fiiggetleniil attol, hogy van fixpontja, vagy
sem az adott megoldasnak, tovabba fennall a (7%)* = 7 Osszefiiggés.
Ezeknek bizonyitasa azonos a hasonl6 tartalommal megfogalmazott
lemmaék bizonyitésaval.

Végiil osszefoglaljuk az aleset eredményeit: Ha 0 < w3 < 1 < wug,
akkor a (62) fiiggvényegyenlet folytonos megoldasainak halmaza, a
‘H halmaz, tartalmaz négy fixponttal rendelkezé megoldast is. Ezek
alkotjak a H, halmazt. A fixpont nélkiili megoldasok halmazat H sp,-
nel jeloljiik. Ennek egy része olyan 7 megoldésokbdl all, amelyekre
fennall a 7 > max{ f1, fo} egyenl6tlenség, ezt Hi-gyel jeloljiik, a masik
része olyan v megoldasokbol all, amelyekre v < min{ f1, fo}, ezt Ha-vel
jeloljiik. Belathato, hogy fennall a kdvetkezd ekvivalencia:

T > max{fi, fo} © 7" < min{fi, fo},
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ami azt jelenti, hogy Hs = {v € C(R)|v* € H;}. Tehat

Hipn ={7|T € H1 V1" € H1} és H="Hys UHspn.

O Az u; < us < —1 és —1 < u; < up < 0 alesetek A cim-
feltételek mellett a (62) fiiggvényegyenlet folytonos megoldasai szigo-
rian csOkkendek. A 3.44. lemma harmadik alpontja szerint minden
folytonos megoldasnak egyetlen fixpontja van, amit 6#-val jeloltiink.
Létezik két linearis megoldas, az fi(x) = uy - (x — 0) + 0 és fo(x) =
ug - (x — 6) + 0. Ebben az alesetben is érvényesek a 3.42. tétel és
3.43. lemma é&llitasai. Ebben az alesetben is megéllapithaté az f
folytonos megoldasok és a linearis megoldasok egymashoz viszonyi-
tott helyzete, itt is belathatoé a H(f) fiiggvény korlatossaga. Ezekrdl
sz01 kovetkezd lemmank.

3.63. Lemma. Ha u; < us < —1, vagy —1 < uy < uy <0, és f €
C(R), megolddsa a (62) figguényegyenletnek, akkor igazak a kivetkezd
allitdsok:

O Ha f1 és fo a (62) linedris megolddsai, akkor

(f(x) = fi(2)) - (f(2) = fo(2)) <0, V2 eR. (104)

U Teljesiilnek a kdvetkezd egyenlidtlenségek:
w < H(f) < us. (105)
Bizonyitds. Azonos a 3.53. lemma bizonyitasaval. &

Egy megoldas altal teljesitett sziikséges feltételek elemzése az el6z6
esetekhez hasonloan végezhets el. Itt is a (104) és (105) feltételeket
teljesité megfelelGen kis intervallumon definialt szigorian csékkend
bijekcié folytonosan meghosszabbithato a (62) fiiggvényegyenlet egy
megoldasaig, ezt fogalmazzuk meg pontosan a kévetkezd lemmaban.
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3.64. Lemma. Ha u; < us < —1, vagy —1 < u; < uy <0,ceR
és xo € (6,00), valamint az x1, s és x3 valds szamokat gy vdlasztjuk
meg, hogy eleget tegyenek a kovetkezd feltételeknek:
Ji(wo) < 1 < fo(wo)

o =(Uup + Ug) T — U UTy — C (106)

I3 :(u1 + U2)$2 — U1UT1 — C
akkor tetszdleges g : I[xg, xo] — I[z1, 23], az uy < H(g) < ug feltételt
teljesitd bijekcio esetén létezik eqyértelmiden meghatdrozott f folytonos

megolddsa a (62) figgvényegyenletnek dgy, hogy f(x) = g(z), Vo €
Iz, xs]|. Ezt az f figguényt g-vel fogjuk jelolns.

Bizonyitds. Vezessiik be tetsz6leges n € Z esetén az

(fo(wo) — 1) + (21— fizo)) + 6 (107)

Uz — Uy Uz — U1

n n
Uy

Tp —

jelolést. Konnyen ellenérizhetd, hogy n = 0,1, 2, 3 esetén a sorozat tag-
jai rendre megegyeznek az lemma szévegében megadott xg,x1, o, 3
valos szamokkal. Megmutatjuk, hogy az {za,}nez s az {Tani1}nez
ellentétes értelemben szigorian monoton sorozatok. Valoban:

_M _ M(zl—ﬁ(zo))v

(108)

vagyis a (104) alapjan, az {xs,}nez sorozat szigortan névekvs, ha
uy < ug < —1, és szigortan csokkend, ha —1 < uy < ug, az {Ta41 tnez
sorozat pedig forditva ... Az (107) formula szerint a lim z, és lim z,

n—oo n——0oo

hatarértékek egyike létezik és egyenld f-val, ezért az emlitett soroza-
tok ellentétes szigori monotonitasa alapjan xo, 1 < 0 < x9,, Vn € Z.
Osszegezve eldz6 észrevételeinket, ha u; < us < —1, akkor

lim oy, =0, lim 9,41 =6,
n——oo n——oo

lim z9, = +00, lim z9,41 = —o0,
n—oo n—oo
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illetve, ha —1 < uy < uy < 0, akkor:

lim x5, =0, lim g, =0,
n—oo n—oo

lim o, = +00, lim Topt1 = —OQ.
n——oo n——oo

Ezen megallapitasok alapjan felirhatjuk a kovetkezs Osszefiiggéseket:

U Iz, T2p12) = (0, +00),

neZ (109)

U Iwon 1, Tons1) = (—00,0).

nez
Most igazoljuk, hogy létezik olyan ¢ : [[xg,zs] — I[xq,x3], bijek-
cio, amelyre teljesiil az u; < H(g) < wug feltétel. Az (108) sze-
T3 — X1 . Au1 +BU2

rint alakd, ahol A és B nem lehetnek ellen-

o — X N A -+ B
tétes eljeltiek és legalabb egyikiik 0-t6l kiilonb6z6, kovetkezik, hogy
T3 — I . . . .. s
up < < us. Ez viszont azt mutatja, hogy a linearis bijekcio

To — X
eleget tesz a kivant feltételnek.
A bizonyités kovetkezo része a megoldasfiiggvény megszerkesztése lesz.
Az uy < H(g) < uy feltétel alapjan a g : I[xg,xo] — I[z1, 23] fligg-
vény szigortian csokkend bijekcio, és mivel intervallumnak interval-
lumra képzése, kovetkezik, hogy folytonos is, valamint g(zg) = z és
g(xa) = x3. Tetszbleges n € Z esetén a

n n

Uy Uy
n e . — : - 97
01(2) = - (fale) = 9(a)) + —2— - (g(0) = fi(@) +
(110)
formula egy folytonos valos fiiggvényt definial. Masrészrél
u2n u2n
H(gpn) = ———(us — H 2 . (H(g) — >0
(o) = = - (12 = H()) + 2 (H(g) =) >0,
N u2n!
H(gpzn+1) = . (uz — H(g)) + m—— (H(g) —w)) <0,
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ami azt mutatja, hogy a g, szigorian novekvs, mig gpp,41) szigortian
csokkend. Tovabba nyilvanvalo, hogy gjn)(zo) = 2, Vn € Z, és mivel

o) — g(a2) = uf - (fa(o) — g(x0)),
9(x2) — fr(w2) = u3 - (9(w0) — f1(20)),

kovetkezik, hogy gp(v2) = Tnie, Vn € Z. Ezek alapjan belathato,
hogy a g : I[xo, x2] — [y, Tpqe) fiiggvény szigordan monoton bi-
jekcio (n6ovekvd, ha n paros és csokkend, ha n paratlan). Most definiél-
hatjuk az f fiiggvényt. Ha = # 0, akkor a (109) alapjan pontosan egy
n € Z létezik gy, hogy x € I[x,, T,.2), igy az alabbi definicionak van
értelme:

—1

f(z) = { Iin+1)(9p (7)), ha @ € Xy, Tnin), NEZL

0, ha xr=40 (111)

A g fiiggvények tulajdonsigaibol azonnal kévetkezik, hogy tetszéleges
n € Z esetén fennallnak az alabbi egyenlGségek:
J U[w2n, Tony2)) = I[Toni1, T2nys), f Uw2n-1,T2n11)) = I[Ton, Tont2)-

Tovabba a (109) Osszefiiggések alkalmazasaval kapjuk:

7((6,00)) = f (U f[xzn,x2n+2>> = U £ Ulran, w2ns2)) =

neZ nel

= U 2241, T2py3) = (—00,0),

ne’l

f((=00,0)) = f (U ][xzn—hxznﬂ)) = U fUlzan1,20000)) =

nez neL

= U I[xo,, Toni2) = (0, 00),

ne”L

tehat f(R) = R. Masrészrél viszont a f fiiggvény definiciojabol kovet-
kezik, hogy f szigortian csokkené minden I[z,, z,2) alakd intervallu-
mon, figyelembe véve az el6z6 egyenlGségeket és azt, hogy az {xap }nez
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és {Tan11}nez ellentétes értelemben szigortian monoton sorozatok, ko-
vetkezik, hogy az f fliggvény szigortian csokkend. Az emlitett tulaj-
donsagokbol belathato, hogy f folytonos is.
Igazoljuk, hogy f megoldasa a (62) fiiggvényegyenletnek. Valoban,
tetsz6leges © € [z, Tpio) és n € 7 esetén:

f(f(z) = (ug +ug) - f(x) +uus -z =
=Gn+2] (9] () — (ur + u2) - gpy1y (9] () + wrtiz - gy (g, (7)) = —c.

Tehat f folytonos megoldasa a (62) fiigggvényegyenletnek. Az is azon-
nal belathato, hogy f(x) = g(x), Va € I[xg, xs].

Végiil tételezziik fel, hogy h € C(R) is folytonos megoldésa a (62)
fiiggvényegyenletnek és h(x) = g(z), Vo € I[xg, x2]. Azonnal lathato
az iteraltak formulaja alapjan, hogy Al"l(x) = gm)(x), Vo € I[xg, x],
ahonnan, ha z € I[x,,x,.2), akkor

ha) = BB (2)) = (9] () = F(a),

vagyis egyetlen folytonos megoldasa egyenletiinknek meghosszabbitéisa
a g fiiggvénynek, és ez az altalunk szerkesztett f fiiggvény. s

A 11. abra egy ¢ szakaszosan linearis bijekcié folytonos meghossz-
abitasat szemlélteti.

A kovetkezd tétel jellemzi a (62) fiiggvényegyenlet folytonos meg-
oldasait uy < us < —1, vagy —1 < u; < ug < 0 esetén.
3.65. Tétel. Ha uy < us < —1, vagy —1 < u; < uy < 0, ¢ € R,
0=— (0 = 1)C<u2 Y és xo € (0,00), akkor fenndll a kovetkezd dl-
litds: Az f : R — R fiigguény, akkor és csak akkor folytonos megolddsa
az (62) fugguényegyenletnek, ha létezik x1 € [fi(xo), f2(x0)] €s egy az
wy < H(g) < uy feltétell teljesitd g : I[xg, xo| — I[x1,x3] bijekcid, ahol
o = (ug + u2)xy — uugzo — ¢ €s w3 = (U + Uz)To — UULT] — C
gy, hogy f = g.

122



Bizonyitds. A feltételek elégséges voltat lattuk a 3.64. lemmaéaban. Iga-
zoljuk a feltételek sziikségességét. Tételezziik fel, hogy f € C(R) meg-
oldasa egyenletiinknek és legyen =7 = f(xo), xo = f(z1) és 3 =
f(x)! Legyen tovabba g : I[xg, x| — I[xy, 23], az f fiiggvény bi-
jektiv lesziikitése az [[xg,xs] intervallumral A 3.63. lemma alapjan
lathatjuk, hogy mindezek teljesitik a 3.64. lemma feltételeit, igy f =

g s

Ezzel a (1) fiiggvényegyenlet megoldasanak minden esetét kimeritet-
tiik.

Az (1) fiiggvényegyenlet természetesen jelenik meg, ha példaul azo-
kat az egy valtozos fiiggvényeket szeretnénk meghatirozni, amelyek
grafikus képe invarians a koordinata sik affin transzformécioira nézve.
A dolgozat eredeti valtozatiban ez probléma és megoldasa kiilon fe-
jezetként szerepelt, de terjedelmi okok kimaradt. Végiil azzal zarnam,
hogy a harmadik fejezetet a teljesség kedvéért irtam ebben az alakban,
de mint méar emlitettem az egyes alpontok fiiggetlenek egymastol és
azokbol valogatva a hasznélt technikakat jol lehet szemléltetni.

A mellékelt d4brak kovetkeznek.
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abra 4: A (42) egyenlet egy ¢ : [xg, 1] — [x1, 23] bijekcidhoz rendelt
megoldasanak (és inverzének) grafikus képe
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gfl, -

(0.5, 3)
e Az fof—-3-f+2-idg+2=0
egy szakaszonként linearis megoldasa

Ag:[o,6]— 16,10 =z
2z, ha x € [3,4)
9(r) = { r+4, hax € [4,6]
bijekciéhoz tartozo ¢
fiiggvény grafikus képe

abra 5: Egy (32) tipust egyenlet egy megoldasa
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(0 —«

fi(z) = ux —

fg(fE) = -+
a >0,

f (74) alakn
fiiggvény

<
29
c

u—1"

(0 +a,0—a)

abra 6: Egy (69) alaku egyenlet néhany megoldasa —1 # u < 0 esetén
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fa(x) :_—u~ (x—0)+46
h(z)= u*-(x—0)+40

g [wo, 21| — [21, 2] .
sz. novekvé bijekcio

fn) = (e =040 1g,:. g .,

Grs.

abra 7: A (79) egyenlet egy megoldaséanak grafikonja
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1Y gf'z-._ gh ._.-"gf1

g [zo,m1] = [w1,20] |
sz. csokkend bijekcio, (

TO(0,0) 5 - @3 TEL_T Lo T2 X4

abra 8: A (76) egyenlet szigorian cstkkens megoldasanak szerkesztése
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O<u <up <1
Y filz)=uy-(x—0)+0
fa(x) =ug - (x —0)+6
g [zo, 21] = [1, 73] ,
sz. novekvo bijekeio o gf2_._
ur < H(g) <y |

o
-
e
L
('-$07 :L‘l) gfl
9’6),
~10(0,0) Ty T3 Ty  Iq _ !

abra 9: A (87) egyenlet egy megoldasanak szerkesztése
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y G/ G

: O<u; <1<y

1 filx)=ur-(x—0)+0

[ fo(x) =ug- (x —0)+ 6

| g1 [0, 1] — [21, 2]

sz. novekve bijekcid
up < H(g) < up

2y |Ox1 o o 1 T T

abra 10: A (62) egyenlet fixpont nélkiili megoldasanak szerkesztése
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—“l<u; <uy <0

Y fu(w) =uy - (z—0)+0
A9 folx) =ug - (z —0) + 0
: g: [560,1'2] — [1'1,1'3]

w < H(g) < ug

N

: "m(l'mx?))

-

10 T Z1 TERLRs 2404 22T2 20 o

abra 11: A (62) egyenlet egy megoldasa, —1 < u; < uy < 0 esetén
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4  Osszefoglalas

4.1 Bevezetés, célkitiizések

A hazai és f6leg a nemzetkozi didk matematikaversenyeken feladott
nehéz fiiggvényegyenletek és fliggvényegyenlet-rendszerek sziikségessé
teszik a versenyz6 tanulok felkészitését ebbdl a témakdrbél is. A kdzép-
iskolasokhoz sz6l6 eddigi anyagokban szerepld fliggvényegyenletekhez
szeretnék e dolgozattal hozzatenni olyanokat, amelyek szerintem ne-
héznek bizonyultak az eddigi versenyeken, vagy amelyek megoldéasa ed-
dig sehol sem jelent meg, de a tanuldk igényt fogalmaztak meg ezekre.
Ilyen tipusi kérdésekkel foglalkozom az elsG fejezetben és a masodik
fejezet els§ két alfejezetében. A masodik fejezet masodik alfejezete
egy az American Mathematical Monthly 2001/Dec szaméaban kozolt
fx*+y+ fly) = 2y + (f(x))? alaku fiiggvényegyenlet egy, a jelen
dolgozat szerzgje altal adott és érdekesnek tartott altalanositasanak
bemutatéasaval foglalkozik. A méasodik fejezet utolsé alfejezete, ugyan
nem eredeti, de nem koézismert, ugyanakkor a fiiggvényegyenletek egy
latvanyos alkalmazasat mutatja be a geometridban, ezért mindenkép-
pen tanacsosnak tartom a kozépiskolai felkészitG programokba vald
beemelését. A harmadik fejezet az fo f+a-f+b-idg +c = 0 alakid
fiiggvényegyenletekkel foglalkozik, amelyek az utébbi években gyakran
jelentek meg rangos nemzetkozi didkversenyeken, mint pl. a 2001. évi
Gillis-Turan Matematikaversenyen, vagy az ugyanazon évi William
Lowell Putnam Matematikaversenyen. Az itt bemutatott anyagban
nagyrészt a szerzé megoldasai és bizonyitasai jelennek meg. A fejezet
targyalja a fiiggvényegyenlet megoldasi eseteit b # 0 esetén. Ez a
fejezet tartalmaz egy a szerzd altal kidolgozott megoldasi modszert
is, amely a dolgozat 76. oldalan jelenik meg, amelyben két megfelel
tulajdonsagokkal rendelkezé monoton fiiggvénybdl kiindulva jut el a
megoldéasig. A dolgozat ezen része csakis egyetemi hallgatok szint-
jén olvashato, viszont ezzel parhuzamosan bemutatott mésik modszer
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megérthetd olyan kozépiskolasok altal, akik kdzapiskolaban matema-
tikai analizist is tanulnak.

4.2 Egy feladathoz kapcsol6dé fiiggvényegyenlet-
rendszer

Az els fejezet a KoMaL egyik feladatdhoz kapcsolodik. Az anyag
egy a feladattal kapcsolatos tanulok altal megfogalmazott kérdésre
ad valaszt. A vilasz egy fiiggvényegyenletrendszerhez vezet, amely-
nek megoldasa soran bevezethetiink érdekes matematikai fogalmakat
is, olyanokat mint a transzformaciocsoport, egy elem adott transzfor-
maci6é csoportra vonatkozo orbitja stb. A fiiggvényegyenletrendszer
megoldasaval folytatodik a fejezet, felirjuk a fliggvényegyenletrend-
szer altalanos megoldésat, amelyben két paraméter van, az egyik egy
fiiggvény a masik egy valos szdm. Majd az elsé fejezet utolsé része egy
megoldascsaladot szemléltet.

4.3 A Cauchy-egyenlethez kapcsol6dé feladatok

Ez a fejezet harom részre tagolt. A els6 alfejezet a KoMal.-ban kozolt
N206. feladat megoldasat tartalmazza. A vélasztas azért esett erre,
mert a megoldas eddig nem jelent meg az emlitett folyoiratban és
valoszind nem is fog (1999-ben kozolt feladatrol van szo), viszont a
szerz6 szerint a feladat megoldésa rendkiviil tanulsagos, sok olyan es-
zkoz jelenik meg benne, ami egy versenyre késziilg tanulonak hasznara
lehet. A masodik alfejezet az f(g(z) +y + f(y)) = ag(f(x)) + by
alaku fiiggvényegyenletek egy csaladjaval foglalkozik. Az American
Mathematical Monthly egy fliggvényegyenletének a jelen dolgozat sz-
erzGje altal adott altalanositasarol van szo. Mig az eredeti feladatnak
egyetlen megoldasa van, az altalanositott egyenletnek a ¢ fiiggvény és
az a és b valos paraméteterek alkalmas megvalasztasa esetén lehet tobb
vagy kevesebb megoldasa is. Az itt bemutatott fiiggvényegyenletek
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megoldésa jo alkalom a Cauchy-egyenlethez vezetd technikak szemlél-
tetésére. A masodik fejezet harmadik alfejezete egy ismert, a szerzd
altal Rado Ferenc tanar ar egy kolozsvari elGadasan hallott anyag, ami
a sik affin transzformécioinak jellemzésével foglalkozik. A szerzd sze-
rint annyira latvanyos az a folyamat, amely soran tiszta geometriai
meggondolasokbol eljutunk egy fiiggvényegyenletig, hogy a kovetése
altal kapott élmény hozzajarul a tanulok érdeklgdésének felkeltésére a
téma irant.

4.4 fof+a-f+b-idgr+c =0 alakn fliggvényegyen-
letek a folytonos fiiggvények halmazaban

A dolgozat leghosszabb fejezete a cimben szerepld fiiggvényegyenlettel
foglalkozik. Az elsé alfejezet egy a Gillis-Turan matematikai versenyen
adott feladathoz fliz kiértékel§ megjegyzéseket, amelyek a szerzé sze-
rint a fliggvényegyenlet targyalasdnak sziikségességét huzzak ala. A
maéasodik alfejezet az egyenletre vonatkozé altalanos tudnivalokkal fog-
lalkozik. T6bbek kozott megemlitem a megoldasok egzisztencia tételét,
a megoldéasok iteraltjainak &ltalanos alakjat és a fixpontokra vonat-
kozo altalanos tulajdonsagokat. A masodik alfejezet eredmanyei sziik-
ségesek a harmadik alfejezet olvasidsahoz. A harmadik alfejezet sza-
kaszokra tagolodik. A szakaszok egymastol fliggetlentl olvashatok és
szakkoron is kiilon feldolgozhatok. Egy szakasz az egyenlet paraméterei
altal meghatarozott megoldési esettel foglalkozik. Vannak nagyon
egyszeriien kezelhetd esetek is, ezért szakkoron ezeket az egyszeriibb,
latvanyosabb eseteket tartom ajanlatosnak, mig a tobbit szelektiv mo-
don olvasmanyként bocsajthatjuk a tanulok rendelkezésére. A beve-
zetésben emlitett modszert kozépiskoldsoknak nem ajanlom. A téma
folytahato az affin transzforméciokra invarians grafikonu fiiggvények
meghatarozasaval, de erre terjedelmi okok miatt a dolgozat nem tér ki

134



5 Summary

5.1 Introduction and objectives

The difficult functional equations and systems of functional equations
that were given to secondary school students and university students
in international mathematical competitions in the past years need the
preparation of competitors for these themes. This paper presents some
functional equations and systems of functional equations to complete
the existent material for secondary school students helping the prepa-
ration for these competitions. The functional equations presented
there are selected on the criteria that they were very difficult and their
solutions have not been published, but the students have formulated
their curiosity for these problems. The first section and the first sub-
section of second section deal with such problems. The second subsec-
tion of second section studies a family of functional equations that are
generalizations of functional equation f(z%+y+ f(y)) = 2y + (f(z))?
published in the American Mathematical Monthly, 2001/Dec. The
third subsection of second section is not original, but is not a com-
mon knowledge and present a spectacular application of functional
equations. I consider that same themes give an impulse in the study
of mathematics and T think that it is a good idea to introduce it in
the secondary mathematical preparatory programs. The third section
deals with functional equations of form fo f+a-f+0b-idg +c=0.
Equations of this form were given in the Gillis-Turan Mathematical
Competition in 2001 and in the William Lowell Putnam Competition
in the same year. The presented proofs and solutions have been given
by the author of this thesis in majority of this section and are accessi-
ble for secondary students. All the situations of solving equation are
treated if the condition b # 0 is fulfilled. At the same time an origi-
nal method of solving this equation is presented on page 76, where I
construct a solution of the equation starting from two monotone func-
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tions with certain properties. This part is accessible only for university
students; the parallel presentation is accessible for secondary school
students as well who study mathematical analysis.

5.2 A system of functional equations

The first section is connected to a KoMal problem. The material
gives answer to a solvers’ question. The answer leads to a system of
functional equations. Solving this system we may introduce interest-
ing mathematical notions as transformation groups, the orbit of an
element relative to a transformation group etc. The section follows
with solving the system of functional equation and finally we give ex-
amples of solutions corresponding to a linear function and a value of
a real parameter.

5.3 Problems leading to Cauchy’s equation

This section is divided into three subsections. The first subsection
contains the solution of problem N206. published in K6MaL (journal
for secondary schools) in 1999. I have selected this problem because
its solution has not appeared up till now and it is not likely to ap-
pear either. On the other hand, solving this problem contains many
elements which are useful for students who are going to prepare for
competitions. The second subsection deals with a class of functional
equations of form f(g(z) +vy+ f(y)) = ag(f(x)) + by. This is a gener-
alization of functional equation appeared in American Mathematical
Monthly mentioned in introduction. The original problem has one
solution, whereas the generalized equation may have more or fewer
solutions. The third subsection deal with a known material which I
heard from professor Radé Ferenc at a symposium in Kolozsvar. This
theme is the characterization of affine transformations of the plane.
According to the author the process during which we can achieve a
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functional equation from a geometrical fact is so spectacular that the
experience results in an increasing interest in this theme.

5.4 Functional equations of form fo f+a-f+b-
tdgr + ¢ = 0 with continuous unknown functions

This is the longest section and deals with the functional equation of
title. The first subsection give remarks to a problem of mathematical
competition Gillis-Turén concluding that the studying of equations of
this form is necessary in the preparatory circles. The second subsec-
tion of section deals with the general properties referred to our equa-
tion. Among them I remark the theorem of existence of solutions,
the general form of iterates and generalities about the fixed points.
The results of the second subsection are necessary for reading of the
third subsection. The third subsection is divided into paragraphs that
are independent and may be read separately and may be independent
themes for preparatory circles. One paragraph is engaged in a case of
solving equation. There are very simple and interesting cases which
are recommended for study in preparatory circles, and the others may
be recommended for reading in a selective fashion. I do not recom-
mend the method mentioned in the introduction for secondary school
students. The theme may be continued with the determination of
functions with invariant graphs to an affine transformation, but the
size reasons do not permit it.

137



Hivatkozasok

[1] Carriére, Yves; Etude de I’écuation fonctionelle f(f(z))+sf(x)+
tr = 0, Revue de Mathématiques Spéciales, n°2., Octobre 1982

[2] Dalyay, Pal Péter; A figguényegyenletek, szakkiri tevékenység a
tandrjelolt és szakvezetd szemszdgébdl, Szakvezetsi vizsgadolgo-
zat, Sagvari Endre Gyakorl6 Gimnazium, Szeged, 1998

[3] Délyay, Pal Péter; A class of functional equations of form
flg(x)+y+ f(y) = ag(f(x))+ by, Octogon Mathematical Mag-
azine, kozlésre elfogadva

[4] Dalyay, Pal Péter; A KéMalL problem in a new view, Teaching
Mathematics and Computer Science, kozlésre benyijtva

[5] Dalyay, Pal Péter; Még egyszer a B.3438. feladatrol, KoMal., 52.
évfolyam 3. szam, Budapest, 2002. marcius

[6] Dalyay, Pal Péter; Simple proof of an existence theorem , Octogon
Mathematical Magazine, Vol 11 nr 2 / 2003

[7] Dalyay, Pal Péter; Két figguényekkel kapcsolatos nehéz feladat
Réacz Laszlo Vandorgyiilés-tovabbképzési dolgozat, 2000. jinius

[8] Jacobson, Nathan; Lectures in Abstract Algebra, Springer-Verlag,
New York, Heidelberg, Berlin, 1975

[9] Kuczma, Marek; An Introduction to the Theory of Functional
Equations and Inequalities, Cauchy’s Equation and Jensen’s In-
equality, Uniwersitet Slaski, 1985

[10] Kuczma, Marek; Functional Equations in a Single Variable, War-
sawa, 1968

138



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

Kuczma, Marek; Choczewski, Bogdan; Ger, Roman; [terative
Functional Equations, Cambridge University Press

Pintér, Lajos; Matematikar analizis 1., tankényv a specidlis
matematika osztdlyok szdmdra, Tankonyvkiadé, Budapest, 1998

Nabeya, Seiji; On the Functional Equation f(p+ qv +rf(x)) =
a+ bx + cf(x), Aeq. Math. Vol. 11, 1974

Rudin, Walter; A matematikai analizis alapjai, Mszaki Konyvki-
ado, Budapest, 1978

Szendrei, Agnes; Diszkrét matematika, Polygon jegyzetsorozat,
Szeged, 1996

Székefalvi-Nagy, Béla; Valos fiigguények és  fiigguénysorok,
Tankonyvkiad6, Budapest, 1981

Chao,Wu Wei; Problem nr.10908, Am. Math. Monthly 108, 2001

139



