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A doktori értekezés elozményei és célkitiizései

A disszertacidé az el6hivasos tanulds egyetemi matematikaoktatasban
valo  alkalmazhatésédgat, annak hatékonysagat vizsgdlja. A
témavalasztasban jelentds szerepet jatszott az az alltalanos tapasztalat,
miszerint a didkok tulnyomo tobbsége a megszerzett tudas jelentds részét
rovid idoén beliil elfelejti. Az egyetemi hallgatok meghatarozoé része olyan
tanulési stratégidkat alkalmaz, mint példaul a vizsga eldtti tombdsitett
tanulds, amelyekkel bar rovidtava sikereket el lehet érni, tartos tudast
anndl kevésbé. Ez nagy problémat jelent a matematika tanulasa esetén is,
ahol az alapvetd ismeretek hosszutavii memoridba vald rogzitése, onnan
torténd elohivasa kulcsfontossagu (Hopkins és mtsai, 2016). A
felsboktatasban  matematikat tanuld  hallgatok  koziil kiemelt
jelentdséggel bir a matematika tanarszakos hallgatok
matematikaoktatdsa. A matematikatandroknak nap mint nap kell a
matematika tudasukat hasznalni, elmagyardzni a tanuloknak a kiiloénb6z6
matematikai fogalmakat és eljarasokat (Ma, 2020). A matematika
tanarszakos hallgatok oktatdsakor éppen ezért célszerli lehet az egyes
kurzusokba olyan tanitasi-tanuldsi stratégidkat beépiteni, amelyek
elosegitik a megértést és megakadalyozzak a felejtést. A hosszatava
tudas kialakitdsanak egy lehetséges eszkdze az eléhivasos tanulds vagy
mas néven teszteléses tanulds. Az el6hivasos tanulas elnevezés az
el6hivast el6idézd tanuldsi modszereket foglalja magéaban (Karpicke és

Grimaldi, 2012). El6hivés alatt a tarolt emlékek memoriabol torténd
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visszakeresését, felidézését, valamilyen formaban torténd felhasznalasat
értjik. Az informacio elOhivasa mentalis erdfeszitést igényel. Ezen
eréfeszités révén torténik a tanulés. El0hivasi hatdsnak, vagy mas néven
tesztelési hatdsnak nevezziik azt a jelenséget, amikor a rovidtava vagy a
hosszutavii memoriabol torténd felidézés megvaltoztatja, erdsiti az egyén
emlékezetét a visszakeresett informacioval kapcsolatban (Rowland,

2014).

Az el6hivésos tanulds az utdobbi husz évben kertilt a kognitiv pszichologia
¢s a kognitiv idegtudomanyok kozponti kutatasi témajava. Az elmult két
évtizedben szamos tanulmény kimutatta, hogy az informacid
emlékezetbdl torténd aktiv felidézésével hosszabbtava tudasra tehetlink
szert, mint az anyag ujraolvasasaval (Rowland, 2014). Az elShivasos
tanulds mas, nem el6hivason alapuld tanuldsi modszerekkel szembeni
elényét tobb kisérletben kimutattdk. Egy kezdeti tanulasi fazist kdvetéen
az el6hivasos moédon megtanult informacidora a kisérleti alanyok
lényegesen jobban emlékeztek, mint példaul a masolassal (Carpenter és
mtsai., 2015), vagy uUjraolvasassal megtanult informaciora (Rowland,
2014; Roediger, Putnam, és Smith 2011). Az el6hivasos tanulés
hatékonyabbnak bizonyult az ,,6nmagunknak magyarazassal” (Larsen és
mtsai, 2013) vagy az informécié ) moddon torténd szervezésével,
gondolat-térképekkel torténd tanulassal szemben is (Karpicke és Blunt,
2011).



Az el6hivasos tanulas tobb teriileten bizonyitottan hatékony tanulési
modszer (Dunlosky és mtsai, 2013; Adeniji és Baker, 2023; Donoghue
¢s Hattie, 2021). A moddszer sikeresnek bizonyult szovegek
memorizalasanal (Roediger és Karpicke, 2006) és idegen szavak
tanulasanal (Keresztes ¢és mtsai, 2014). Emellett hatékony tanulési
modszer az altalanos ismereteket tartalmazo tények, vizuélis vagy térbeli
informaciokat tartalmazo tananyagok tanuldsa esetén (Carpenter és
mtsai., 2007) és készségek tanulasa esetén is (Donoghue és Hattie, 2021;
Rowland, 2014).

Az el6hivasos tanuldssal kapcsolatos kisérletek legnagyobb részét
laboratériumban végezték (Butler, Karpicke, és Roediger, 2007). Ezen
kisérletek tobbsége azt vizsgalta, hogy egy adott szovegre melyik
tanulasi modszerrel emlékeztek legjobban a didkok. Az eléhivasi hatast
vizsgalo kisérletek joval kisebb részét teszik ki az olyan kutatdsok,
amelyek nem laboratériumi koriilmények kozott, hanem valdodi
iskoldkban, egyetemeken, valds iskolai koriilmények kozott €s hosszabb
tdvon vizsgaltdk az el6hivasi hatast (Rawson €s mtsai, 2018). Az eddigi
eredmények azt mutatjak, hogy valos oktatasi kornyezetben is hatékony
eszkoze lehet a tanulasnak az el6hivasos tanulds (Dunlosky és mtsai,

2013).

Felmeriil a kérdés, hogy az el6hivéasos tanulas hatékony tanitasi-tanulasi
modszer-e a matematika tanulasa esetén. Valdés matematikaoktatasi

kornyezetben, kiillonosen a felséfokli matematika tanuldsdban az
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eléhivasos tanulas egy kevésbé vizsgalt kutatasi téma. Tovabbi
alkalmazott kutatasra van sziikség a tesztelés matematikaoktatasba valo

beépitésével kapcsolatban (Agarwal és mtsai, 2021).

Dolgozatom célja az el6hivasos tanulds alkalmazhatosaganak és
hatékonysaganak vizsgdlata az egyetemi matematikaoktatdsban.
Dolgozatomban az el6hivasi hatason alapulé tanulas egy formajat, annak
kozép- és hosszutavi hatasat kovetem nyomon matematika tanarszakos
hallgatoknak sz6lo Algebra és Szamelmélet kurzusok keretein beliil. Az
egyetemi algebra kurzusok és szamelmélet kurzusok oOriasi szerepet
jatszanak a hallgatok absztrakcios képességének fejlesztésében, a
matematika és a természettudomanyok kiilonb6zé részein beliili
kapcsolatok kialakitasaban, valamint a fogalmak mélyebb megértésében.
Szamos tanulmany kimutatta, hogy a tanuldoknak nehézséget okoz az
absztrakt algebra elsajatitasa (Veith és mtsai, 2022; Agustyaningrun ¢és
mtsai, 2021; Wasserman, 2018). Még ha a didkok 4t is mennek a vizsgan,
késObb nehezen emlékeznek a tanultakra. Dolgozatom célja
megvizsgalni, hogy a folyamatos elhivas segiti-e megértést és a
hossztavli tudds kialakitdsdt az absztrakt matematika terén. Az
eléhivasos tanuldsi modszert a hagyomanyos oktatdssal szemben és a
kidolgozott példdk mutatasa modszerrel szemben vizsgdlom. A
kidolgozott példak mutatasa modszer alatt ,.egy feladat elvégzésének
vagy egy probléma megoldasanak lépésrol lépésre torténd bemutatasat”

értjiik (Clark, Nguyen és Sweller, 2006, 190. o.).



Az értekezés ij tudomanyos eredményei, kovetkeztetések

Dolgozatom harom, az el6hivdsos tanulassal kapcsolatos publikacion
alapszik, az ezekben leirt eredményeket fejtem ki részletesen (Szabd és

mtsai, 2023; Muzsnay ¢és mtsai, 2024; Muzsnay és mtsai, biralat alatt).

Az elsé kutatdsban egyrészt azt vizsgaltuk, hogy kimutathato-e az
el6hivasi hatas a hagyomanyos oktatassal szemben komplex matematika
feladatok, szamelmélet feladatok megoldasi eljarasanak tanuldsa soran
elsdéves matematika tandrszakos hallgatok korében. A kisérletet egy
tényleges oktatasi kornyezetben — egyetemi szamelmélet kurzuson —
végeztik el komplex, magas szinti —matematika tananyag
felhasznalasaval. A kisérlet résztvevoi a kurzusra beiratkoz6 tanarszakos

hallgatok voltak.

A szakirodalom alapjan nem egyértelmii, hogy egyetemi matematika
tanulasa esetén kimutathato-e az el6hivasi hatds. Komplex anyagoknal,
feladatoknal és kovetkeztetési képességet igényld feladatoknal volt
amikor kimutathaté volt az el6hivasi hatas (Eglington és Kang, 2018;
Smith és Karpicke, 2013) és vannak olyan kisérletek is, ahol nem volt
kimutathaté (Tran €és mtsai, 2015; Leahy ¢és mtsai, 2015). A sajat
eredményeink azt mutatjak, hogy az el6hivasos tanulas jelentds elénnyel

rendelkezik a komplex, matematikai problémak megoldasa esetén is.

Kisérletiinkben a kisérleti csoport és a kontrollcsoport tanulasi folyamata

szinkronban volt egymassal: a két csoport ugyanazokkal a fogalmakkal,

5



ugyanazokkal a tételekkel és pontosan ugyanazokkal a feladatokkal
ismerkedett meg a félév soran. A két csoport viszont kiilonb6zo kezelést
kapott 13 héten at a gyakorlati 6rakon: a kontrollcsoport a gyakorlati 6rak
elején irt egy rovid tesztet az el6zd heti elmélet anyaghoz kapcsolddoan,
ahogyan az ezen a targyon hagyomanyosan szokas. A kisérleti csoportnal
a teszt az Ora végén volt, az aznapi gyakorlat anyagahoz kapcsoloddan.
Az oOra végi tesztek alkalmaval a didkoknak a gyakorlat soran megoldott
feladatokhoz hasonlé feladatokat kellett megoldaniuk, fel kellett
idéznilik az aznap tanultakat. Az ora végi teszt két feladatbol allt, amit a
kisérleti csoport tagjainak egyénileg, segitség nélkil kellett
megoldaniuk.

A kisérlet résztvevoi a félév elején irtak egy tesztet, amely az aktualis
matematikai tuddsukat, kompetenciajukat célozta felmérni. Ez a teszt
egyfajta viszonyitasi pontként, bementi tesztként szolgalt a kisérletben.
A kezelés végén — a szemeszter 13. hetében — pedig irtak egy, a
szamelmélet tananyaghoz kapcsolodo dolgozatot. A félévvégi
dolgozaton a kisérleti csoport szignifikdnsan jobban szerepelt,
ugyanakkor a félév elején ez a csoport rosszabb eredményt ért el a
bemeneti teszten. Az el6hivasos médszerrel tanul6 diakok a félévvégi
dolgozaton jobb eredményt értek el, mint a hagyomanyos modon
tanulo tarsaik, azaz kimutathato volt az el6hivasi hatas kozéptavon
komplex matematika feladatok, szamelmélet feladatok megoldasi

eljarasanak tanuldsa soran a hagyomanyos oktatassal szemben. A



kutatasban tovabba megvizsgaltuk, hogy vajon az el6hivasi hatas egyéni
kiilonbségektél fliggetleniil kimutathato-e komplex matematika
feladatok esetében. A szintfelmérd bemeneti teszt alapjan a didkokat
atlag alatti, atlagos ¢s atlagon feliili képességii csoportokra osztottuk. A
tesztelési hatas mind az atlag alatti, atlagos és atlagon feliili
képességili csoportokban megfigyelheté volt, egyéni matematikai

kompetenciatol fiiggetleniil kimutathato volt.

A maésodik kutatasban azt vizsgaltuk, hogy vajon hosszutavon is
megmutatkozik-e az els6 kisérletben leirt el6hivasos modszer pozitiv
hatasa. A kisérletet egyetemi szdmelmélet kurzuson végeztiik.
Kisérletiinkben a kisérleti csoport és a kontrollcsoport ugyanarra az
eldadasra jart, ugyanazokkal a fogalmakkal, ugyanazokkal a tételekkel és
pontosan ugyanazokkal a feladatokkal ismerkedett meg a félév soran. A
két csoport azonban kiilonbozd kezelést kapott 13 héten keresztiil a
gyakorlatok alatt: a kontrollcsoport a gyakorlati orak elején irt egy rovid
tesztet az el6z0 heti elméleti anyaghoz kapcsoloddan, a kisérleti
csoportot pedig az aznapi Ora végén tesztelték az aznapi gyakorlat

anyagahoz kapcsolodoan.

A kisérlet résztvevoi a kurzus kezdete eldtt, a szemeszter elején irtak egy
szintfelmérd dolgozatot, amely felmérte a didkok bemeneti matematika
tudasat, kompetencidjat. A kezelés végét kovetden harom honappal a
hallgatok szintén irtak egy dolgozatot. Az utodolgozat feladatai
hasonlitottak a félévvégi zarthelyi dolgozat feladataira. A bemeneti teszt
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eredményei alapjan a kisérleti és a kontrollcsoport nem kiilonbozott
egymastol, azonban az utoteszten a kisérleti csoport szignifikansan
jobban szerepelt a kontrollcsoportnal. Az el6hivasos mddszerrel tanuld
didkok harom honappal a félévvégi zarthelyi dolgozat megirdsa utan jobb
eredményt értek el az utdteszten, mint a hagyomanyos modon tanulo
tarsaik. Kimutathaté volt az eléhivasi hatas hosszitavon — harom
hénappal a félévvégi zarthelyi dolgozatot kovetéen — komplex
matematika feladatok, szamelmélet feladatok megoldasi eljarasanak
tanuldsa soran a hagyomanyos oktatassal szemben elsdéves

matematika tanarszakos hallgaték korében.

Végiil a harmadik kutatdsban az el6hivédsos tanulds egy forméjanak
hatékonysagat hasonlitottuk 6ssze a kidolgozott példak alkalmazasanak
egy modjaval absztrakt algebra kurzuson. A kisérletben a kdzéptavu,
szemeszteren beliili és hosszutavl, szemeszteren ativeld tudast
vizsgaltuk. A kisérlet résztvevdi az Algebra és Szamelmélet 2. cimil
kotelezo tantargyat felvevd matematika tanarszakos hallgatok voltak. A
félév soran hallgatdkat két csoportra osztottuk. A kurzushoz tartozo
gyakorlatot a hallgatok egy része a kidolgozott példak modszerével,
masik része pedig el6hivasos modon, a tananyag egy alkalommal,
kozvetleniil a tanulds utan torténd felidézésével tanulta. A két csoport
gyakorlati 6rdinak felépitése az 6ra utolso 5-10 percében kiillonbozott. A
kisérleti, el6hivasos csoport a gyakorlat utols6 néhany percében egy

rovid, két feladatbol 4&llo dolgozatot irt az aznapi Ora anyagéhoz



kapcsolédoan. Az oOra végi dolgozatok alkalmaval a didkoknak a
gyakorlat soran megoldott feladatokhoz hasonlé feladatokat kellett
megoldaniuk. A kontrollcsoportban az 6ra utolso par percében a kisérleti
csoport oOravégi dolgozatdnak a két feladata keriilt bemutatisra. A
gyakorlatvezetd ismertette a két feladat mintamegoldasat 1€pésrol
Iépésre, ami lehetdséget nyujtott a tanuloknak arra, hogy a

feladatmegoldasi sémakra 6sszpontositsanak.

A félév sordn a didkok tananyaghoz kapcsolodd tudasat,
problémamegoldd képességét két alkalommal mértiik: a szemeszter
hatodik hetében és tizenharmadik hetében egy-egy dolgozat segitségével.
Ezek a dolgozatok a kurzus anyagahoz kapcsolodo Osszetett, deduktiv
kovetkeztetési képességet igényld feladatokat tartalmaztak. A két
dolgozat eredményei alapjan kozéptavon nem volt kiillonbség a két
csoport tudasa és problémamegoldd képessége kozott — az elsé és a
masodik dolgozaton a kisérleti csoport ugyanugy teljesitett, mint a
kontrollcsoport. Azaz az eléhivasi hatas nem volt kimutathaté
kozéptavon — a félévkozi és félévvégi zarthelyi dolgozaton — komplex
absztrakt algebra feladatok megoldasi eljarasanak tanuldsa soran a
kidolgozott példak mutatisa modszerrel szemben matematika

tanarszakos hallgatok korében.

A kisérlet masodik felében az el6hivasos modszer €s a kidolgozott példak
modszerének a hosszutavu tudasra gyakorolt hatasara koncentraltunk. A

didkok Algebra és Szamelmélet 2. tananyaghoz kapcsolodd tudasat,



problémamegoldo képességét utodteszt segitségével mértiik. Az utdtesztet
a diakok 6t honappal a tananyaghoz kapcsolodo félévvégi dolgozat utan
irtak. A kisérlet eredményei azt mutatjak, hogy az el6hivasos modszer
alkalmazasa hosszutavon célszeriibb, mint a kidolgozott példakkal valo
tanulas. Az elohivasos moddszerrel tanulo diakok korabbi, a kurzus alatti
eredményiikh6z képesti teljesitménye szignifikansan jobb volt, mint a
kidolgozott példakkal tanuld csoporté. Azaz az el6hivasi hatas
kimutathat6 volt hosszutavon — 6t honappal a félévvégi zarthelyi
dolgozatot kovetden — komplex absztrakt matematika feladatok
megoldasi eljarasanak tanulasa soran a kidolgozott példak mutatasa

modszerrel szemben matematika tanarszakos hallgaték korében.

Megvizsgaltuk tovabba, hogy milyen mértékben felejtik el a tanulok
hosszitavon — 6t honappal a félévvégi zarthelyi dolgozatot kdvetden — az
absztrakt algebrat, egészen pontosan a polinomok témakort, amennyiben
eléhivasos, vagy a kidolgozott példdk mutatdsa modszerrel tanulnak. A
felejtés aranya tobb mint kétszererese volt a kontrollcsoportban,
mint a Kkisérleti csoportban. Az utdteszt eredményei alapjan a
kontrollcsoport tanuldinak tobb mint fele teljes mértékben
elfelejtette a tanult matematika anyagot. Ezzel szemben a kisérleti
csoportban a tanuloknak joval kisebb része, kevesebb, mint negyede

felejtette el a tanultakat.

Kutatasunk soran azt talaltuk, hogy az altalunk alkalmazott el6hivésos

modszer hatékony modja lehet a magasabb matematika tanuldsanak,
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problémamegoldasi képesség fejlesztésének ¢€s a hosszatavi tudas
kialakitdsanak, amelyet a tanarok viszonylag konnyen beépithetnek az
6ra menetébe. Eredményeink azt mutatjak, hogy a modszer mind atlag
alatti, atlagos és atlag feletti matematikai kompetencidval, tudassal
rendelkezd didkok szamara hasznos lehet. Eredményeink alapjan azt
gondolom, hogy a modszer egyetemi matematika kurzusokba valo

beépitése megfontolando.

Fobb hivatkozasok

Adeniji, S. M., & Baker, P. (2023). Effects of worked example on students’ learning
outcomes in complex algebraic problems. International Journal of Instruction, 16(2),
229-246. https://doi.org/10.29333/iji.2023.16214a

Agarwal, P. K., Nunes, L. D., & Blunt, J. R. (2021). Retrieval Practice Consistently
Benefits Student Learning: a Systematic Review of Applied Research in Schools and
Classrooms. Educational Psychology Review, 33(4), 1409-1453.
https://doi.org/10.1007/s10648-021-09595-9

Agustyaningrun, N., Sari, R. N., Abadi, A. M., & Mahmudi, A. (2021). Dominant
Factors that Cause Students’ Difficulties in Learning Abstract Algebra: A Case Study
at a University in Indonesia. International Journal of Instruction, 14(1), 847-866.
https://doi.org/10.29333/iji.2021.14151a

Butler, A. C., Karpicke, J. D., & Roediger, H. L. (2007). The effect of type and timing
of feedback on learning from multiple-choice tests. Journal of Experimental
Psychology: Applied, 13(4), 273-281. https://doi.org/10.1037/1076-898X.13.4.273

11


https://doi.org/10.29333/iji.2023.16214a
https://doi.org/10.1007/s10648-021-09595-9
https://doi.org/10.29333/iji.2021.14151a
https://doi.org/10.1037/1076-898X.13.4.273

Carpenter, S. K., Lund, T. J. S., Coffman, C. R., Armstrong, P. I., Lamm, M. H., &
Reason, R. D. (2015). A classroom study on the relationship between student
achievement and Retrieval-Enhanced learning. Educational Psychology Review, 28(2),
353 375. https://doi.org/10.1007/s10648-015-9311-9

Carpenter, S., Pashler, H., Rohrer, D, & Cepeda N., J. (2007). Enhancing learning and
retarding forgetting: Choices and consequences. Psychonomic Bulletin & Review,
14(2), 187-193. https://doi.org/10.3758/bf03194050

Clark, R. C., Nguyen, F., & Sweller, J. (2006). Efficiency in learning: Evidence-based
guidelines to manage cognitive load. San Francisco: Pfeiffer.

Donoghue, G. M., & Hattie, J. A. C. (2021). A meta-analysis of ten learning techniques.
Frontiers in Education, 6, 581216. https://doi.org/10.3389/feduc.2021.581216

Dunlosky, J., Rawson, K. A., Marsh, E. J., Nathan, M. J., & Willingham, D. T. (2013).
Improving Students’ Learning With Effective Learning Techniques. Psychological
Science in the Public Interest, 14(1), 4-58. https://doi.org/10.1177/1529100612453266

Eglington, L. G., & Kang, S. H. K. (2018). Retrieval practice benefits deductive
inference. Educational Psychology Review, 30(2), 215-228.
https://doi.org/10.1007/s10648-016-9386-y

Hopkins, R. F., Lyle, K. B., Hieb, J. L., & Ralston, P. A. (2016). Spaced retrieval
practice increases college students’ short-and long-term retention of mathematics
knowledge. Educational Psychology Review, 28(4), 853-873.
https://doi.org/10.1007/s10648-015-9349-8

Karpicke, J. D., & Blunt, J. R. (2011). Retrieval practice produces more learning than
elaborative studying with concept mapping. Science (New York, N.Y.), 331(6018), 772—
775. https://doi.org/10.1126/science.1199327

12


https://doi.org/10.1007/s10648-015-9311-9
https://doi.org/10.3758/bf03194050
https://doi.org/10.3389/feduc.2021.581216
https://doi.org/10.1177/1529100612453266
https://doi.org/10.1007/s10648-016-9386-y
https://doi.org/10.1007/s10648-015-9349-8
https://doi.org/10.1126/science.1199327

Karpicke, J. D., & Grimaldi, P. J. (2012). Retrieval-Based Learning: A perspective for
Enhancing Meaningful learning. Educational Psychology Review, 24(3), 401-418.
https://doi.org/10.1007/s10648-012-9202-2

Keresztes, A., Kaiser, D., Kovacs, G., & Racsmany, M. (2014). Testing promotes long-
term learning via stabilizing activation patterns in a large network of brain areas.
Cerebral Cortex, 24(11), 3025- 3035. https://doi.org/10.1093/cercor/bht158

Larsen, D. P., Butler, A. C., & Roediger, H. L., 3rd (2013). Comparative effects of test-
enhanced learning and self-explanation on long-term retention. Medical
education, 47(7), 674-682. https://doi.org/10.1111/medu.12141

Leahy, W., Hanham, J., & Sweller, J. (2015). High Element Interactivity Information
During Problem Solving may Lead to Failure to Obtain the Testing Effect. Educational
Psychology Review, 27(2), 291-304. http://www.jstor.org/stable/43548475

Ma, L. (2020). Knowing and Teaching Elementary Mathematics. In: Routledge eBooks.
https://doi.org/10.4324/9781003009443

Muzsnay, A., Zambo, Cs., Szeibert, J., Bernath, L., Szilagyi, B., Szabo, Cs. How do
testing and test-potentiated learning affect medium- and long-term knowledge in
abstract algebra? Bekiildve a “European Journal of Psychology of Education” cimii
Ujsagba

Muzsnay, A., Szabd, Cs., Szeibert, J. (2024) Retrieval practice — a tool to be able to
retain higher mathematics even 3 months after the exam. Annales Mathematicae et
Informaticae. 10.33039/ami.2024.05.002

Rawson, K. A., Vaughn, K. E., Walsh, M., & Dunlosky, J. (2018). Investigating and
explaining the effects of successive relearning on long-term retention. Journal of
Experimental Psychology: Applied, 24(1), 57-71. https://doi.org/10.1037/xap0000146

Roediger, H. L., 3rd, & Karpicke, J. D. (2006). The Power of Testing Memory: Basic
Research and Implications for Educational Practice. Perspectives on psychological

13


https://doi.org/10.1007/s10648-012-9202-2
https://doi.org/10.1093/cercor/bht158
https://doi.org/10.1111/medu.12141
http://www.jstor.org/stable/43548475
https://doi.org/10.4324/9781003009443
http://dx.doi.org/10.33039/ami.2022.12.009
https://doi.org/10.1037/xap0000146

science : a journal of the Association for Psychological Science, 1(3), 181-210.
https://doi.org/10.1111/j.1745-6916.2006.00012.x

Roediger, H. L., Putnam, A. L., & Smith, M. (2011). Ten Benefits of Testing and Their
Applications to Educational Practice. In Elsevier eBooks (pp. 1-36).
https://doi.org/10.1016/b978-0-12-387691-1.00001-6

Rowland, C. (2014). The effect of testing versus restudy on retention: A meta-analytic
review of the testing effect. Psychological Bulletin, 140(6), 1432-1463.
https://doi.org/10.1037/a0037559

Smith, M. A., & Karpicke, J. D. (2013). Retrieval practice with short-answer, multiple-
choice, and hybrid tests. Memory, 22(7), 784-802.
https://doi.org/10.1080/09658211.2013.831454

Szabo, C., Bereczky-Zambo, C., Muzsnay, A., Szeibert, J., & Bernath, L. (2023).
Investigating the efficacy of retrieval practice in university mathematics. Revista De
Educacion, 401(1). https://doi.org/10.4438/1988-592X-RE-2023-401-584

Tran, R., Rohrer, D., & Pashler, H. (2015). Retrieval practice: The lack of transfer to
deductive inferences. Psychonomic Bulletin & Review, 22(1), 135-140.
https://doi.org/10.3758/s13423-014-0646-X

Veith, J. M., Bitzenbauer, P., & Girnat, B. (2022). Exploring Learning Difficulties in
Abstract Algebra: The Case of Group Theory. Education Sciences, 12(8), 516.
https://doi.org/10.3390/educsci12080516

Wasserman, N. H. (2018). Connecting Abstract Algebra to Secondary Mathematics, for
Secondary Mathematics Teachers. In: Research in mathematics education. Springer
International Publishing. https://doi.org/10.1007/978-3-319-99214-3

14


https://doi.org/10.1111/j.1745-6916.2006.00012.x
https://doi.org/10.1016/b978-0-12-387691-1.00001-6
https://doi.org/10.1016/b978-0-12-387691-1.00001-6
https://doi.org/10.1037/a0037559
https://doi.org/10.1037/a0037559
https://doi.org/10.1080/09658211.2013.831454
https://doi.org/10.4438/1988-592X-RE-2023-401-584
https://doi.org/10.3758/s13423-014-0646-x
https://doi.org/10.3390/educsci12080516
https://doi.org/10.1007/978-3-319-99214-3

Q% . DEBRECENI EGYETE’M

Fis[as] EGYETEMI ES NEMZETI KONYVTAR

N (K ﬂ EGYETE M H-4002 Debrecen, Egyetem tér 1, Pf.: 400
@

Tel.: 52/410-443, e-mail: publikaciok@lib.unideb.hu

Nyilvantartasi szam:  DEENK/301/2024.PL
Targy: PhD Publikacios Lista

Jeldlt: Lampé-Muzsnay Anna

Doktori Iskola: Matematika- és Szamitastudomanyok Doktori Iskola
MTMT azonosit6: 10077202

A PhD értekezés alapjaul szolgal6 k6zlemények

Idegen nyelvi tudomanyos kézlemények hazai folyéiratban (1)

1. Muzsnay, A., Szabo, C., Szeibert, J.: Retrieval practice - a tool to be able to retain higher
mathematics even 3 months after the exam.
Ann. Math. Inform. Epub (-), 1-10, 2024. ISSN: 1787-5021.
DOI: http://dx.doi.org/10.33039/ami.2024.05.002
IF: 0.3 (2022)

Idegen nyelvi tudomanyos kézlemények kiilféldi folyoiratban (1)

2. Szabd, C., Zambo, C., Muzsnay, A., Szeibert, J., Bernath, L.: Investigating the efficacy of retrieval
practice in university mathematics.
401, 79-96, 2023. ISSN: 0034-8082.

DOI: http:/dx.doi.org/10.4438/1988-592X-RE-2023-401-584
IF: 1.4 (2022)

Tovabbi kézlemények

Idegen nyelvi tudomanyos kézlemények hazai folyéiratban (3)

3. Bereczky-Zambo, C., Szabd, C., Muzsnay, A., Szeibert, J.: Passing the exam and not mastering
the material in geometry.

CCENT
Ann. Math. Inform. 55, 189-195, 2022. ISSN: 1787-5021. /j\\k ‘ %
DOI: http://dx.doi.org/10.33039/ami.2022.12.009 ]{ = : ég;
¥ -
X & 4
IF: 0.3 \: ET ; *)
4. Szabo, C., Bereczky-Zambo, C., Muzsnay, A., Szeibert, J.: Students' non-develo ",/nt in Hig g}

school geometry.
Ann. Math. Inform. 50, 309-319, 2020. ISSN: 1787-5021.
DOI: https://doi.org/10.33039/ami.2020.12.004

N, NS M

{ e
d ~Lomelt S



M DEBRECENI EGYETEM
N ' 7‘ D E B R E c E N I EGYETEMI ES NEMZETI KONYVTAR

H-4002 Debrecen, Egyetem tér 1, Pf.: 400
EGYET E M Tel.: 52/410-443, e-mail: publikaciok@lib.unideb.hu

5. Muzsnay, A., Szabd, C.: Dressed up problems-the danger of picking the inappropriate dress.
Teach. Math. Comp. Sci. 15 (1-2), 77-94, 2017. ISSN: 1589-7389.
DOI: http://dx.doi.org/10.5485/TMCS.2017.043

Idegen nyelvi tudomanyos kdzlemények kiilféldi folydiratban (1)
6. Szeibert, J., Muzsnay, A., Szabd, C., Bereczky-Zambo, C.: A Case Study of Using Test-Enhanced
Learning as a Formative Assessment in High School Mathematics.
Int. J. Sci. Math. Educ. 21, 623-643, 2023. ISSN: 1571-0068.
DOI: http://dx.doi.org/10.1007/s10763-022-10264-8
IF: 2.2 (2022)

Idegen nyelv( absztrakt kiadvanyok (3)

7. Bereczky-Zambo, C., Muzsnay, A., Szeibert, J., Szabd, C.: Test-enhanced learning in studying
mathematics at secondary school and university.
In: Proceedings of the 43rd Conference of the International Group for the Psychology of
Mathematics Education (Vol. 4) /(Eds.) Graven, M., Venkat, H., Essien, A. & Vale, P, Minute
Man Press, Hatfield, Hatfield, 124-124, 2019. ISBN: 9780639821573

8. Bereczky-Zambo, C., Muzsnay, A., Szeibert, J., Szabd, C.: Testing the test: rethinking the levels
of understanding geometry based on maths students’ van hiele test results.
In: Proceedings of the 43rd Conference of the International Group for the Psychology of
Mathematics Education (Vol. 4) /(Eds.) Graven, M., Venkat, H., Essien, A. & Vale, P, Minute
Man Press, Hatfield, Hatfield, 10-10, 2019. ISBN: 9780639821573

9. Szabd, C., Muzsnay, A.: Efficiency of test-enhanced learning in teaching Number Theory.
In: Proceedings Of the 42nd Conference of the International Group for the Psychology of
Mathematics Education. Eds.: Ewa Bergqvist, Magnus Osterholm, Carina Granberg, Lovisa
Sumpter), University of Gothenburg, Gothenburg, 168, 2018, (ISSN 0771-100X.) ISBN:
9789176019061

A kozl6 folyoiratok 6sszesitett impakt faktora: 4,2 % ATCENT é
’ Q

A kozl6 folyoiratok osszesitett impakt faktora (az értekezés alapjaul szolgalo koz)ékﬁenyekre)
1 7 [ %

A DEENK a Jeldlt altal az iDEa Tudostérbe feltdltétt adatok bibliografiai és tudomany 'é;riai

ellenérzését a tudomanyos adatbazisok és a Journal Citation Reports Impact Factor li sta-:éta,pian \L';“}
elvégezte. = M -

Debrecen, 2024.05.24.



Short thesis for the degree of doctor of philosophy (PhD)

The role of retrieval practice in university
mathematics education

by Lampé-Muzsnay Anna

Supervisor: Dr. Csaba Szabd

UNIVERSITY OF DEBRECEN

Doctoral School of Mathematical and Computational
Sciences

Debrecen, 2024



Introduction and objectives of the doctoral thesis

The dissertation examines the potential benefits of retrieval practice in
learning mathematics at the university level, focusing on the knowledge
of pre-service mathematics teacher students. One of the main reasons |
chose this topic was the general experience that most of the students
forget a significant part of the acquired knowledge within a short period.
A considerable part of university students do not achieve long-term
knowledge, which can be a result of the learning strategies they use. This
is @ major problem in the case of learning and teaching mathematics,
where the retention of foundational knowledge is crucial (Hopkins et al.,
2016). Since mathematics teachers must explain their understanding of
mathematical concepts and procedures to students during instruction,
mathematics teachers need to have a well-connected deep understanding
of fundamental mathematics (Ma, 2020). Advanced mathematics, like
number theory and abstract algebra, serves to deepen and confirm more
rigorously the specific mathematical ideas secondary teachers will teach
(Wasserman, 2018). Pre-service mathematics teachers, therefore, have to
be taught in a way that promotes the understanding and the long-term
retention of mathematical concepts and the relationship between them. In
other words, in university mathematics courses the learning strategies
applied should prevent forgetting and enhance understanding and the
creation of long-term knowledge. A possible tool to increase further

retention is retrieval practice, the strategic use of retrieval to enhance
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memory (Roediger & Karpicke, 2006). Retrieval practice, also known as
testing, is a learning technique that involves recalling to-be-remembered
information from memory (Karpicke & Grimaldi, 2012). Retrieval
practice has been shown to enhance long-term retention when compared
to other methods of learning (Roediger & Karpicke, 2006; Karpicke &
Blunt, 2011). This retrieval-based benefit on long-term retention is
commonly denoted as the testing effect (Dunlosky et al., 2013; Rowland,
2014).

In the last twenty years, retrieval-based learning has become a central
research topic in cognitive psychology and cognitive neuroscience. Over
the last two decades, several studies have shown that actively recalling
information from memory can lead to longer-lasting knowledge than
rereading the material (Rowland, 2014). The advantage of retrieval-based
learning over other non-retrieval-based learning methods has been
demonstrated in several experiments. After an initial learning phase,
subjects remembered information learned by recall significantly better
than, for example, information learned by copying (Carpenter et al.,
2015) or rereading (Rowland, 2014; Roediger, Putnam, & Smith 2011).
Recalling the learned material has also been shown to be more effective
than learning by "explaining to oneself" (Larsen et al., 2013) or by
organizing information in new ways using mind maps (Karpicke & Blunt,
2011).



Retrieval practice has been shown to be an effective learning method in
several domains (Dunlosky et al.,, 2013; Adeniji & Baker, 2023;
Donoghue & Hattie, 2021). It has been shown to be successful in
memorizing texts (Roediger & Karpicke, 2006) and learning foreign
words (Keresztes et al., 2014). It is also an effective learning method for
learning general knowledge facts, visual or spatial information
(Carpenter et al., 2007), and skills (Donoghue & Hattie, 2021; Rowland,
2014).

Most of the experiments on retrieval practice have been conducted in the
laboratory (Butler, Karpicke, and Roediger, 2007). A large number of
these experiments investigated which learning method students used to
remember a given text best. There are relatively few experiments in this
field that investigated retrieval practice in non-laboratory settings, but in
real schools, universities, and over longer periods (Rawson et al., 2018).
The results so far show that retrieval-based learning can be an effective

tool for learning even in real educational settings (Dunlosky et al., 2013).

My thesis aims to investigate the applicability and effectiveness of
retrieval-based learning in university mathematics education. In the
dissertation, the effectiveness of a specific type of retrieval practice was
compared to traditional learning and studying worked examples in
Number Theory and Algebra courses concentrating on the medium and
long-term knowledge of pre-service mathematics teachers. By worked
examples we mean a ,,step-by-step demonstration of how to perform a
3



task or how to solve a problem” (Clark, Nguyen, Sweller, 2006, p. 190).
Number Theory and Algebra courses play a huge role in improving
students’ abstraction ability, making connections within different parts of
mathematics and science, and developing a deeper understanding of
concepts, such as formal calculations, introducing algebraic structures,
and understanding their behaviors. We believe that understanding algebra
at a higher level is essential for mathematics teachers. However, many
studies showed that students have difficulties learning abstract algebra
(Veith et al., 2022; Agustyaningrum et al., 2021; Wasserman, 2018).
Even if students pass their algebra exam, they have trouble remembering
the learning material later. My thesis investigates whether continuous
testing helps develop understanding and long-term knowledge in abstract
mathematics. As Agarwal et al. pointed out, more applied research is

needed in mathematics learning (Agarwal et al., 2021).

New scientific findings of the thesis, conclusion

My thesis is based on three publications we wrote on retrieval practice
(Szab¢ et al., 2023; Muzsnay et al., 2024; Muzsnay et al., under review).
In the dissertation, | present the findings of the three research in detail.

In the first study, we investigated whether the testing effect can be
detected when learning complex mathematics — number theory — tasks,
compared to traditional learning. The experiment was carried out in an
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actual educational setting — a number theory course — using complex,
high-level mathematics curricula. The participants of the experiment

were pre-service teacher students enrolled in the course.

Although retrieval practice has been shown to increase retention in
several learning environments, the effect of testing is not clear in learning
higher mathematics. The effect of retrieval practice when learning
complex material or tasks requiring deductive reasoning is not evident.
Numerous studies report that in the case of learning flexible procedures,
retrieval practice is no more effective than repeated studying (Leahy,
Hanham, & Sweller, 2015; Tran et al., 2015). However, some studies
have shown the effectiveness of retrieval practice when learning complex
materials, solving complex tasks, and tasks requiring deductive reasoning
(Eglington & Kang, 2018; Smith & Karpicke, 2013). Our results show
that retrieval practice is beneficial for solving complex mathematical

problems.

In our experiment, the experimental group and the control group were
introduced to the same concepts, the same theories, and exactly the same
tasks during the semester. The two groups, however, received different
treatment in the practical classes for 13 weeks: the control group wrote a
short test at the beginning of the practical sessions related to the previous
week's lecture, as is traditional in this course. For the experimental group,
the test was given at the end of the lesson, related to the material of the

practical session of the day. During the end-of-class tests, students had to
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solve problems similar to the ones they had solved during the practice
session. This way they had to recall what they had learned that day. The
end-of-class tests consisted of two tasks that the members of the
experimental group had to solve individually, without assistance, without

any external help.

All the participants wrote a test at the beginning of the semester to assess
their current mathematical knowledge and competence. This test served
as an input test. Also, students wrote a final test at the end of the
treatment, in the 13" week of the semester on number theory problems.
On this test, the experimental group performed significantly better, even
though at the beginning of the semester, this group scored lower on the
input test. The students who were taught using end-of-class tests scored
better on the final test than their classmates who were taught using the
traditional method. The testing effect could be detected as opposed to
traditional learning in the medium term in learning complex
mathematics tasks in the topic of number theory. In addition, the study
investigated whether the testing effect could be detected independently
of individual differences. In order to examine this question, we divided
the students into groups of below-average, average, and above-average
mathematical competence based on the input test they wrote at the
beginning of the semester. The testing effect was observed in all

groups, groups of below-average, average, and above-average



mathematical competence, it was detectable regardless of individual

mathematical competence.

In the second study, we investigated whether the positive effects of the
testing method described in the first study would be seen in the long term.
The experiment was conducted in a first-year number theory course. In
our experiment, the experimental group and the control group attended
the same lecture and were introduced to the same concepts, the same
theorems, and the same problems during the semester. However, the two
groups received different treatment during the 13 weeks of the exercises:
the control group wrote a short test at the beginning of the practice
sessions related to the previous week's lecture material, while the
experimental group was tested on the material of the given day at the end

of the practice sessions.

All the participants wrote an input test at the beginning of the semester.
This way their current mathematical knowledge and competence were
measured. Three months after the end of the treatment — after their final
test —, the students also wrote a test. This post-test consisted of tasks
similar to those of the final. The input test results did not show any
difference between the experimental and control groups, but the
experimental group performed significantly better than the control group
in the post-test. The students who studied using end-of-class tests
performed better on the post-test three months after the final test than

those who studied using the traditional methods. It means that the testing
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effect could be detected as opposed to traditional learning in the long
term, three months after the final test in learning complex

mathematics tasks on the topic of number theory.

Finally, in the third study, the effectiveness of worked examples and a
specific type of retrieval practice were compared in an abstract algebra
course concentrating on medium and long-term knowledge. Retrieval
practice and worked examples are both recommended as effective
methods for improving learning (Dunlosky et al., 2013; Adeniji & Baker,
2023). However, they lean on different underlying cognitive processes.
To see which method is preferable for the mid-term and the long-term,
we experimented with second-semester pre-service mathematics teachers
in the frame of the “Algebra and Number Theory 2” course. During the
semester we divided the class into two groups. One of the groups studied
the material using retrieval practice while the other one learned with
worked examples. These groups did the same exercises during the
practice sessions. However, there was a difference between the structure
of the two types of groups’ practice sessions in the last 5-10 minutes of
each session. At the end of the practice sessions, students from the
retrieval practice group wrote a test on the material learned on the given
day without any aid, or any external help. They got two open-ended
questions related to the topic of the given lesson. This way, they had to
retrieve immediately what they had just learned. The same two problems

were shown to the worked example group at the end of the class.
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However, in this group, the teacher solved these problems, not the
students — the solutions to the end-of-class test problems were presented
step-by-step by the teacher. This way, students could concentrate on the

solution pathway.

Students’ topic-related problem-solving skills were measured two times
during the semester: they wrote a midterm and a final test on the 6" and
the 13" week of the semester. This way we measured their medium-term
knowledge. These tests included complex tasks requiring deductive
reasoning skills related to the course material. Based on the results of the
two tests, there was no difference in the knowledge and problem-solving
ability of the two groups over the semester, in the medium term. The
experimental group performed as well as the control group on the first
and second tests. In other words, the testing effect could not be detected
in the medium term - in the mid-term and final exams - when
learning complex abstract algebra problems compared to studying

with worked examples.

In the second part of the experiment, we explored the long-term effect of
testing versus worked examples in learning abstract algebra by post-test
students wrote five months after their final test. Participants were those
pre-service teachers who participated in the first part of the experiment,
passed the course Algebra and Number Theory 2, and wrote all three
tests: the midterm, the final, and the post-test. We measured the long-

term effects of the two methods by a post-test. The post-test consisted of
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problems related to polynomials, a topic they studied in the course
Algebra and Number Theory 2. Based on our results, testing was more
beneficial in the long term than studying with worked examples. The
improvement of those students who learned algebra with testing was

significantly greater than that of the worked example group.

We also measured the forgetting rate of the two groups. The forgetting
rate was more than twice as high in the worked example group than
in the testing group. More than half of the students in the control
group - the group who learned with worked examples — forgot the
topic of polynomials. At the same time, in the experimental group, less
than a quarter of the students forgot the material. The forgetting rate
was more than twice as high in the worked example group than in the

testing group.

All in all, in our research, we found that the retrieval practice we used
can be an effective way of teaching higher mathematics, developing
problem-solving skills, and building long-term knowledge that teachers
can incorporate into their lessons relatively easily. Our results show that
the method can be beneficial for students with below-average, average,
and above-average mathematical competence and knowledge. Based on
our results, 1 believe we should consider integrating the method into

university mathematics courses.
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