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BEVEZETES

A hipercsoportok altalanos elméletének kidolgozasara az 1970-es években
keriilt sor (1dsd [Dun73|, [Jew75], [Spe75]). A hipercsoportok tulajdonképpen
olyan lokalisan kompakt terek, amelyeken a korlatos Radon-mértékek Banach-
algebrat alkotnak a mértékek kozti konvoliciéval, azonban a hipercsopor-
tok elemei kozott semmilyen hagyomanyos értelemben vett miivelet nin-
csen értelmezve. Szamos olyan eredmény létezik, amely altalanos algebrai
struktirakon értelmezett fiiggvényegyenletekkel kapcsolatos, 1991-ben jelent
meg példaul Székelyhidi Laszl6 monografidja a topologikus Abel-csoportokon
értelmezett konvolicié tipusu fiiggvényegyenletekrél ([Sze91]). Mivel a hiper-
csoportok ezen strukturak altaldnositdsai, igy ebben a konyvben sok olyan
problémakor targyalasara sor kertil, amelyekhez hasonldéakkal a disszertacio
is foglalkozik. Az értekezés célja kiillonbozo fliggvényegyenletek megoldasa
fontos specidlis hipercsoportokon, a dolgozat az elmult évek soran részben
Székelyhidi Laszléval kozosen, részben pedig egyediil folytatott kutatas e-
redményeit tartalmazza. A valdszintiségelméletben jatszott szerepiik miatt
nagy hangsulyt kapnak a momentum fiiggvényeket leird egyenletek.

A disszertacio harom részbdl all; az elso fejezetben rogzitjiik a jeloléseket,
leirjuk a hipercsoportok definiciéjat és a veliik kapcsolatos alapveto fogal-
makat, majd réviden ismertetiink néhany egyszerii konkrét példat hipercso-
portokra.

A masodik fejezet a diszkrét polinomidlis hipercsoportokkal foglalkozik.
Megadjuk, hogy ezeken a hipercsoportokon pontosan melyek az dltaldanositott
momentum fliiggvények. A spektralszintézis eszkozeit hasznalva leirjuk a szi-
nusz ¢és a koszinusz egyenlet megoldasait, majd a joval altalanosabb Levi—
Civita-egyenletet vizsgaljuk. Ramutatunk, hogy polinomialis hipercsoportok
esetén két kiilonbozo mddon is lehet konstans egyiitthatos linearis differen-
ciaegyenleteket értelmezni, és hogy ezek valéjaban nemkonstans egyiitthatés
egyenleteknek felelnek meg. Mindkét lehetséges értelmezés esetén megadjuk
a homogén differenciaegyenletek altaldnos megoldasat. Ezutan a tobbvaltozos
polinomialis hipercsoportok ismertetésére keriil sor, majd karakterizaljuk az
altalanositott momentum fiiggvényeket a tobbvaltozos esetben.

A harmadik fejezetben a Sturm—Liouville-hipercsoportok definiciéja mel-
lett néhany ismert tételt és példat frunk le, ezutan pedig megadjuk az alta-
lanositott momentum fiiggvények egyenletének megoldasait.
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1 HIPERCSOPORTOK

1.1 JELOLESEK, TERMINOLOGIA

Legyen X egy lokalisan kompakt Hausdorff-tér, az X-en értelmezett folyto-
nos komplex értékii fliggvények halmazat jelolje C(X). A kompakt tartéju
folytonos fiiggvények halmazat C.(X) jeloli, és C.(X) el6éll a

Co(X,K) ={f €Cc(X)|supp f C K}

terek unidjaként, ahol a K C X halmazok kompaktak. Ha ezeket a tereket
ellatjuk az egyenletes konvergencia topoldgidjaval, akkor C.(X)-en természe-
tes médon kapunk egy lokalisan konvex topoldgiat, ami a C.(X, K) topologi-
kus terek induktiv limesze. Azt mondjuk, hogy u egy komplex Radon—mérték
X-en, ha p folytonos linedris funkcionél C.(X)-en. Egy f € C.(X) fliggvény
w1 altali képére az aldbbi jeloléseket hasznéljuk:

u(h) = [ f@yauta) = [ rau

X 0Osszes komplex Radon—mértékeinek halmazat M(X)-szel jeloljik. X
osszes korldtos, illetve valészintiségi mértékeinek halmazat MO(X), illetve
M (X) jeloli. Azt a 0, € M'(X) mértéket, amire

0(f) = f(x)  (f €C(X)),

az x € X pontbeli Dirac-mértéknek vagy pontmértéknek nevezziik.

1.2 HIPERCSOPORTOK MERTEKALGEBRAJA

Egy K lokalisan kompakt Hausdorff-tér esetén azt mondjuk, hogy (K, *," )
hipercsoport, ha teljesiilnek az alabbi axiémék:

H1 Az MP(K) vektortéren adott egy x bindris mivelet (konvolicid),
amellyel (MP(K), +, ) algebra.

H2 Ha z,y € K, akkor 4, * 8, € M'(K) és supp(d, * d,) kompakt.

H3 Az (z,y) — d,%0, leképezés folytonos, ahol M (K) topolégidja a C.(K)
szerinti gyenge topoldgia.

H4 Az (z,y) — supp(d, * 0,) leképezés folytonos, ahol IC(K) topolégidja a
Michael-topolégia (lasd [Mic55]).
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H5 Egyértelmiien létezik egy olyan e € K elem, amelyre d.%d, = 0,%d. = I,
teljesiil minden z € K esetén.

H6 Létezik egy ¥ : K — K homeomorfizmus (involicid), amelyre minden
r € K esetén fenndll, hogy (zV)¥ = x, és valamely x,y € K elemekre
e € supp(d, * d,) pontosan akkor teljesiil, ha x = y".

H7 Bérmely x,y € K elemekre (0, * d,)" = d,v * d,v teljesiil, ahol egy
tetszbleges p € MP(K) mérték esetén uV az aldbbi médon definidlt:

LAf@MM@ﬂzlyuwdmw (f € C(K)).

Példdul, ha K egy lokalisan kompakt topologikus csoport, 0, * d, = 04y €s
rV = x7! akkor (K, x,”) hipercsoport. Valéban, a csoportmfiivelet
asszociativitasa miatt H1 teljesiil, a csoport egységeleme a hipercsoportnak
is egységeleme és e € supp(d, * 0,) = {xy} akkor és csak akkor teljesiil, ha

x =y~ !, tovdbba

(51 * 5y)v = 5(:011)—1 = 5y—1x—1 = 5yv * (va.
A hipercsoportok tehat tekinthetok a lokalisan kompakt csoportok dltaldno-
sitasanak, ahol a korlatos mértékek konvolicidja hasonléan miikodik mint a
mértékek Banach-algebrdja csoportok esetén. A konvolicié operator segit-
ségével hipercsoportokra is altalanosithatjuk a csoportok esetén természetes
moédon 1étez6 transzlacié fogalmat. Tekintsiink egy f € C(K) fiiggvényt, és

legyen x,y € K. Ekkor az f fiiggvény xz-szel valo bal- illetve jobb-eltoltja az
y pontban

Wﬂwzéjwﬂ%MM@, Eﬂwzéﬂ@ﬂ%MMd

A csoportokndl hasznalhat6 f(zy) kifejezés analdgidjaként bevezetjilk a T
eltolas operdtorral, vagy transzlacio operdatorral kapcsolatban az

ﬂHWZWWWZLﬂWWM%W)

jelolést, habar x * y onmagaban nem értelmezheto.

1.3 PELDAK HIPERCSOPORTOKRA

Kételemi hipercsoportok. Legyen 6 € (0, 1] és K = {0, 1}, ahol a 0 a hipercso-
port egységeleme lesz. Ekkor természetesen dg * dg = dg, 0 * 01 = 01 *dg = 01,
és az egyetlen nemtrivialis konvolicié pedig

(51 * 51 = 050 + (1 — 9)61
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Koénnyen lathaté, hogy ha az involucié az identikus leképezés, akkor (K, )
hipercsoport, és ha § = 1, akkor a Zs kételemii csoportot kapjuk.

Folytonos polinomidlis hipercsoportok. Legyen (P,)nen egy Jacobi-tipusi
polinom rendszer, vagyis az [ = [—1,1] intervallumon az
(1 — 2)2(1 + x)? silyfiiggvényre nézve ortogonalis rendszer, és tegyiik fel,
hogy a > 8 > —1,és B > —1/2 vagy o+ 8 > 0. Ekkor (P,)nen-nek létezik
az ugynevezett szorzat formuldja, azaz barmely x,y € I esetén létezik olyan
0zy € MY(I) mérték, amelyre

Po(x)Py(y) = / Po(2)dby(z)  (neN)

teljesiil, tovabba e = 1 esetén 6., = J,. Beldthatd, hogy ekkor (I, *) hiper-
csoport a 0, * d, = d,, konvoluciéval, tehdt ekkor

flx*xy) = /If(z) ddyy(2).

A hipercsoport karakterei éppen a P, polinomok n € N esetén. Az ilyen
hipercsoportok bizonyos értelemben véve dudlisai a megfelel6 diszkrét poli-
nomialis hipercsoportoknak, amelyekrol a kovetkezo fejezetben lesz sz6.

2 FUGGVENYEGYENLETEK POLINOMIALIS HIPERCSOPORTO-
KON

2.1 EGYVALTOZOS POLINOMIALIS HIPERCSOPORTOK

Legyenek (a,)nen, (Bn)nen és (7n)nen Olyan valds sorozatok, amelyekre fenn-
allnak az alabbi tulajdonsagok:

ar=0F0=0, 7% >0, 5,>0, a,y1>0 és a,+0p+7m=1

minden n természetes szdm esetén. Definidljuk a (P, )nen polinom sorozatot
ugy, hogy Py(z) =1, Pi(x) =z és

ajpn(x) = Oénpnfl<x) + 5npn(x) + WnPnJrl(x)

minden n > 1 egész és x valds szam esetén. FEkkor létezik olyan kom-
pakt tartéji m mérték, melyre nézve (P,)nen ortogondlis polinom rendszer
és léteznek olyan c(n,m, k) konstansok (linearizdcids egyiitthatok) minden
n, m, k természetes szam esetén, hogy

n+m

P,Pn= Y cnmk)P

k=|n—m)|
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Ha a linearizacids egyiitthaték nemnegativak, 6 = §,, és

n+m
Op * Opy, = Z c(n, m, k)o (n,m e N),

k=|n—m)|

akkor K = (N, x,") hipercsoport. Ismert, hogy egy (P, )nen polinom sorozat
altal generdlt K = (N, %) polinomidlis hipercsoporton az

/Ka(t) (9, % 0,)(t) = a(zr xy) = a(z) +aly)  (z,y € K)

figgvényegyenletet teljesitd additiv fiiggvények a(n) = ¢P! (1), n € N alakiak
valamely ¢ komplex szam esetén, illetve az

[ mO .5 8)(0) = mia+y) = miaymy)  (o.y € N),

egyenletet kielégit6 exponencidlis figgvények pontosan az m(n) = P,(\), n €
N fiiggvények valamely A komplex szam esetén.

2.2 MOMENTUM FUGGVENYEK EGYENLETE

Az dltalanositott N-ed rendid momentum figguények egyenletének altalanos
megoldasara vonatkozo tételiink a kovetkezo:

TETEL. Legyen K = (N, %) a (P,)nen polinom rendszer dltal generdlt poli-
nomidlis hipercsoport és A tetszéleges komplex szam. A @g, o1, ..., on + K —
C figgvények akkor és csak akkor alkotnak a po(n) = P,(\) exponencidlis
fligguény dltal generdlt dltaldnositott N -ed rendd momentum sorozatot (N, x)-
on, azaz akkor és csak akkor elégitik ki a

k

Pr(0s % 8y) = ) (I;) ei(@)er—i(y)  (z,y € K)

5=0
eqyenletet k =0,1,..., N estén, ha
pr(n) = (Poo f)M(0)

fenndll minedn € N és k=0,1,..., N esetén, ahol

f@) =394  (zec)

= !

co= A\ €scj, J=1,2,.. tetszbleges komplex szamok.
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2.3 SZINUSZ ES KOSZINUSZ EGYENLET

Tekintsiik valamely (N, *) polinomiélis hipercsoporton az

flnxm) = f(n)g(m) + f(m)g(n) (n,m e N)

szinusz eqyenletet, illetve az

f(nxm) = f(n)f(m) —g(n)g(m) (n,meN)

koszinusz egyenletet.

Polinomialis hipercsoportokra teljesiil a spektralszintézis és a spektrala-
nalizis (ldsd [Sze02]), ennek felhasznaldsdval bizonyitjuk az alabbi, szinusz
egyenlet megoldasait megadd tételt, és hasonld eredményiink van a koszinusz
egyenletre vonatkozoan.

TETEL. Legyen (N, %) a (P,)nen polinom rendszer dltal generdlt hipercso-
port és legyenek f, g : N — C figgvények, ahol f nem azonosan nulla. Az f
és g fugguények pontosan akkor elégitik ki a szinusz egyenletet, ha felirhatoak
az alabbi alakok valamelyikébe:

L f(n) =aP,(A),  g(n) =PFu(N)/2,
II. f(n) = a(Pn(/\1> - Pn(/\2))a g(n) = (Pn(/\l) + Pn(/\2>)/2,
I f(n) =bP,(\),  g(n) = Pa(N),

ahol a, b, N\, A1 és Ay tetszdleges komplex szamok.

2.4 LEVI-CIVITA-EGYENLET

Legyen K = (N,x) a (P,)nen polinom sorozat altal generalt polinomidlis
hipercsoport, és tekintsiik az

[z *y) =Zgi(i€)hi(@/) (r € K)

Levi—-Civita-egyenletet. Ekkor K-ra teljesiil a spektralszintézis és a spektrala-
nalizis, tovdabba ha V' egy n-dimenzids eltoldsinvaridns altere a C(K) linedris
térnek, akkor léteznek olyan my, ..., m; természetes szamok és Ay, ..., \g
kiilonbozd komplex szdmok, hogy my + --- + my, = n, és V-nek egy bdzisat
adjak az n — P,EJ)(Ai), 1=1,...,k, j=0,1,...,m; — 1 fiiggvények. Mivel a
spektralanalizis nemcsak polinomidlis hipercsoportokra teljestil, hanem pél-
ddul Sturm-Liouville-hipercsoportokra is ([SzV10]), igy a tételt dltalanosab-
ban is megfogalmazhatjuk, ha annyit tesziink fel a hipercsoportrél, hogy



2.5 DIFFERENCIAEGYENLETEK 7

C(K) véges dimenzids eltoldsinvaridns altereit olyan linedrisan fliggetlen ex-
ponencidlis monomok generaljak, amelyek el6allnak egy x +— ®(x, \) egy-
paraméteres exponencialis fliggvénysereg tagjainak derivaltjaiként. Mivel az
f eltoltjai altal generdlt 7(f) n-dimenzids eltoldsinvarians altér tartalmazza
a g; és a h; fliggvényeket i = 1,...,n esetén, igy léteznek /\1, ..., A\ komplex
szamok gy, hogy a 7(f) alteret generaljak az x + ®U)(z, )\l) fiiggvények
[=1,2,...,kés 7=0,1,...,m — 1 esetén, ahol ny + ny +--- +np = n. Az
ismeretlen fliggvényeket igy komplex egyiitthatdk Segitségével a kovetkez6
formaba frhatjuk:

k n;—1

=) £, 80,

=1 5=0
kE n;—1 k n;—1
=> > G oWz, N), hi(x)=> Y H oW(x,N).
=1 j=0 =1 j=0

Jelolje G és H azokat az n X n tipusu matrixokat, amelyek a g; és h; fligg-
vényekhez tartozé egyiitthatdk alkotnak: hat € {1,... , n}ést=mn; +---+
ni—1 + (7 + 1), akkor

Git = G;J» Hit = HlZJ
Eredménytink a kévetkezo:

TETEL. Az f,g;, hi : K — C fligguények akkor és csak akkor elégitik ki a
Levi—-Chvita-egyenletet, ha

H'-G=F,
ahol
Bt ...
2
F= B ,
B
a B! blokkmdtrizok | =1, ... k esetén az aldbbi n; x n; tipusi mdtrizok:
g JOTET R, e (=D (5= <m
r 0, ha (t—1)+(s—1)>mn

és F minden mads eleme zérus.

2.5 DIFFERENCIAEGYENLETEK

A differenciaegyenletek elméletében egy fliggvény n-nel valé eltoltja és az n-
szer vald eltolasa 1-gyel ugyanazt az eredményt adja minden n természetes
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szam esetén. Hipercsoportoknal azonban két lehetoség addédik differenciae-
gyenletek definidldsara ezen két kiilonboz6 értelmezés alapjan. Legyen (N, x)
a (Pp)nen polinom rendszer altal generdlt hipercsoport és vezessiik be a
Tfn) =Tif(n) = f(nx1) jelolést minden f : N — C és n € N esetén,
tovabba legyen T°f = f és TN f = T(T™ 7' f) minden N > 1 egész szdmra.
Tekintsiik a () komplex egytitthatos polinomhoz tartozé N-ed rendi konstans
egyiitthatés homogén linearis differenciaegyenletet:

QT)f =anTV f(n) + a1 TV f(n) + ... + agf(n) =0,

ahol N egy pozitiv egész, ag, ..., an komplex szamok és ay # 0. Az egyen-
let megoldéstere a Q(7) linedris operator nulltere, egy altér CN-ben, és
eltolasinvarians abban az értelemben, hogy ha f egy megoldas, akkor T f
szintén az. A kovetkezo tétel megadja az egyenlet Gsszes megoldasat:

TETEL. Legyen Q eqgy N > 1 foki komplex polinom, melynek gyokei a
A1, Ao,y A Kiilonbozé komplex szamok, \; multiplicitdasa l; 7 = 1,2,... k
esetén ésly +---+ 1, = N. Ekkor az f : N — C fiigguény pontosan akkor
megolddsa a Q(T)f = 0 egyenletnek, ha elddll az

ne—POO)  (G=12..,k); (=01,..,1-1)

fugguények linedaris kombindciojaként.

A masik értelmezési lehet6ség szerint tekinthetjiik az alabbi differenciae-
gyenletet:

anTnf(n) +an_1Ty-1f(n)+---+aof(n) =0,

ahol f : N — C ismeretlen fiiggvény, N egy pozitiv egész és ay, ..., ag kom-
plex szamok. Az aldbbi tételiink megmutatja, hogy a megoldéasteret hasonlo
fiiggvények generaljak, mint az el6z6 egyenlet esetén, de itt a hipercsoportot
generalé polinomoktdl is fliggeni fog a karakterisztikus polinom:

TETEL. Az f : N — C fliggvény akkor és csak akkor megolddsa az
egyenletnek, ha eloall az

ne POO)  (G=L2.,k); (=0,1,...,0—1)

fugguények linedris kombindciojaként, ahol Xy, Ag, ..., A\p kiulonbozé komplex
gyokei a

A= CLNPN<)\) + CLN71PN,1()\) + -+ CL1P1<)\) + ag

egyenletnek, és N\; multiplicitdsa l; minden j = 1,2,... k esetén.
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2.6 TOBBVALTOZOS POLINOMIALIS HIPERCSOPORTOK

Legyen K egy megszamlalhaté halmaz a diszkrét topologiaval ellatva, d egy
pozitiv egész és tekintsiik a d-valtozés komplex polinomok (@ ).ex halmazat.
Vezessiik be az alabbi jelolést minden n € N esetén:

K, ={z € K|deg@Q, < n},

tehat K, azon K-beli x elemek halmaza, amelyekre @), legfeljebb n-edfok.
Tegyiik fel, hogy {Q. |z € K,} egy bazisa a legfeljebb n-edfoki d-véaltozds
komplex polinomok terének. Ekkor minden z,y € K esetén a (),Q, szorzat
egyértelmiien felirhaté a

Qny = Z C(Q?, Y, w)Qw

weK

alakban, ahol ¢(x,y,w) komplex szamok. Egy (K, x) hipercsoportot akkor
neveziink d-vdltozos polinomidlis hipercsoportnak, ha 1étezik d-valtozos poli-
nomoknak olyan (Q,).cx halmaza, amelyre teljesiil az elébbi tulajdonsag, és
a konvolicié6 K-n az alabbi médon definidlt:

0y x 0y({w}) = c(z, y, w) (x,y,w € K).

Megjegyezziik, hogy egy d-valtozds polinomialis hipercsoporton az expo-
nencidlis fiiggvények m(x) = Q,(\) és az additiv fliggvények pedig a(x) =
Z?zl c;0;Qz(No) alakiak, ahol A\, c1,...,cq tetszéleges komplex szamok és
Ao a hipercsoport normalizalé pontja: Q.(N\g) =1, =z € K.

2.7 MOMENTUM FUGGVENYEK TOBBVALTOZOS POLINOMI-
ALIS HIPERCSOPORTOKON

Az egyvaltozos eset momentum fiiggvényekre vonatkozo eredményét altala-
nositjuk az aldbbi tételben tobbvaltozos polinomialis hipercsoportokra:

TETEL. Legyen (K,*) a (Qu)zex polinomok dltal generdlt d-vdltozds
polinomidlis hipercsoport. A ¢g, 1, ..., pn : K — C fligguények akkor és csak
akkor alkotnak eqy dltalanositott N-ed rendi momentum fligguény sorozatot
K-n, ha

pr(r) = (Qu 0 /)®(0)

fenndll minden n € N és k =0,1,...,N esetén, ahol f = (f1,...,fs) : R —
C? és f; legfeljebb N-ed foki polinom i =1,...,d esetén.
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3 FUGGVENYEGYENLETEK STURM-LIOUVILLE-HIPERCSOPOR-
TOKON

3.1 STURM-LIOUVILLE-HIPERCSOPORTOK

A Sturm-—Lioville-hipercsoportok neviiket a definidlasukhoz hasznélt Sturm-—
Lioville-operatorrdl kaptak, illetve onnan, hogy az ilyen hipercsoportok ex-
ponencialis fiiggvényei egy Sturm-Liouville-féle peremérték probléma meg-
oldésai. Egy A : Ry — R folytonos fiiggvényt Sturm—Liouville-figguénynek
neveziink, ha a pozitiv valés szamok R, halmazan pozitiv és folytonosan
differencidlhaté. Az A fiiggvényhez tartozd Ly Sturm—Liouville-operdtor

1 A, !
Laf=~—f"— Zf’

ahol f : Ry — R kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény. Ezek utan
bevezetjiik az [ differencidloperdtort a C*(R; x Ry ) téren az aldbbi médon:

ul(z,y) = (La)ouw(z,y) = (La)yu(z,y) =

A'(x) A'(y)
. _A2 _ 2
A K = (Ry,*) hipercsoportot Sturm-Liouville-hipercsoportnak nevezziik,

ha létezik egy A Sturm-—Liouville-fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy minden
olyan f fiiggvény esetén, amely egy pdros nemnegativ C>(R)-beli fliggvény
megszoritdsa Ro-ra, az uy : R — R,

up(z,y) = | fd(6z%6y) = fzxy)
Ro
fiiggvény kétszer folytonosan differencidlhato és kielégiti az alabbi parcialis
differencialegyenletet:
lfu] =0, Oyus(,0)=0 (v €R,).

Ez egyenértékii azzal, hogy us egyértelmii megoldasa az
A'(z) A'(y)
A(z) A(y)
O1u(0,y) =0, dpu(x,0) =0, wu(z,0) = f(z), u(0,y)=f(y)

peremérték feladatnak, ahol z,y € R,. Egy Sturm-Liouville-hipercsoporton
az m : Ry — C fiiggvény pontosan akkor exponencialis fiiggvény, ha

A'(z)
A(z)

aQU(xa y)a

m”(z) + m/(z) = dm(z), m(0) =1, m/(0) = 0,
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és az a : Ry — C fiiggvény pontosan akkor additiv fiiggvény, ha

teljesiil valamely A komplex szam és minden x € R, esetén. Mivel min-
den exponencidlis fliggvény egy sajatfiiggvénye a hipercsoporthoz tartozo
Sturm-Liouville-operatornak, és minden komplex szam sajatérték, igy a kom-
plex szamok és az exponencialis fliggvények kozott kolesonosen egyértelmii
megfeleltetés létesithetd, és létezik egy @ : Ry x C — C exponencidlis sereg
K-n.

3.2 MOMENTUM FUGGVENYEK EGYENLETE

Ebben az alfejezetben kimondjuk és bizonyitjuk a Sturm-Liouville-hipercso-
portok altaldanositott momentum fiiggvényeit megadé tételt.

TETEL. Legyen K = (Ry, xA) egy Sturm-—Liouville-hipercsoport és jelélje
® : Ry x C — C a hozzd tartozé exponencidlis sereget. A ¢ @ Ry — C,
k=0,1,...,N figguények pontosan akkor alkotnak egy N-ed rendi dltald-
nositott momentum figguény sorozatot K-n, ha léteznek olyan cy,cq,...,cN
komplex szamok, amelyekre

or(z) = 0f<1>(x, f(t)) ’t:O (x € Ry)

=Y o5 (em)
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INTRODUCTION

The general theory of hypergroups had been worked out at the 1970s (see
[Dun73], [Jew75], [Spe75]). Hypergroups are locally compact spaces on which
the bounded Radon measures form a Banach algebra with the convolution
of measures, but no operation is defined in the regular sense between the
elements. There are numerous results related to functional equations on gen-
eral algebraic structures, for example the monography of Laszlé Székelyhidi
was published in 1991 on convolution type functional equations on topolog-
ical abelian groups ([Sze91]). As hypergroups are generalizations of these
structures so that book includes a lot of discussions of problems similar to in
our dissertation. The dissertation contains the results of my research I have
obtained partly on my own and partly cooperated with Léaszlo Székelyhidi.
The aim of this dissertation is to solve different functional equations on var-
ious special hypergroups. We placed emphasis on equations which describe
moment functions because of their special role in probability theory.

The dissertation consists of three chapters. In the first chapter we fix the
notation, present the definition of hypergroups, some related basic facts, and
then some simple particular examples for hypergroups are shortly outlined.

The second chapter deals with discrete polynomial hypergroups. We de-
scribe the generalized moment functions of these hypergroups. Using the
tools of spectral synthesis we present the solutions of the sine and the cosine
equations, and then the more general Levi-Civita equation is investigated.
We point out that on polynomial hypergroups there are two different ways to
define linear difference equations with constant coefficients and in fact these
are equivalent to ordinary difference equations with nonconstant coefficients.
The general solution of the homogeneous equation in both cases are given.
After that we deal with polynomial hypergroups in several variables and we
characterize the generalized moment functions in this case.

The third chapter devoted to Sturm—Liouville hypergroups. Besides the
the definition and some known theorems and examples we give the solutions
of the equation of generalized moment functions.
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1 HYPERGROUPS

1.1 NOTATION, TERMINOLOGY

Let X be a locally compact Hausdorff space and denote C(X) the continuous
complex functions on X. The set of continuous functions with compact
support is denoted by C.(X). The space C.(X) is the union of the spaces

Co(X,K) ={f € Cc(X)|supp f C K},

where the subsets K C X are compact. If these spaces are equipped with the
topology of the uniform convergence than we get a locally convex topology on
C.(X) as the inductive limit of spaces C.(X, K). We said that u is a complex
Radon measure on X if p is a continuous linear functional on C.(X). For the
image of a function f € C.(X) by the measure p we use the notation

u(h) = [ f@yauta) = [ rau

The set of all complex Radon measures of X denoted by M(X). The set of
bounded, resp. probability measures on X will be denoted by M?®(X), resp.
M (X). The measure §, € M!(X) is called the Dirac measure or the point
measure at v € X if

0(f) = f(x) (€ Ce(X)).

1.2 'THE MEASURE ALGEBRA OF HYPERGROUPS

For a locally compact Hausdorff space K we say that (K, *," ) is a hypergroup
if the following axioms are satisfied:

H1 There is a binary operation x (convolution) on the vector space M°(K),
such that (M®(K), +, %) is an algebra.

H2 For all z,y € K, 6, x 6, € M'(K) and supp(d, * d,) is compact.

H3 The mapping (z,y) + d, 4, is continuous, where M*(K') has the weak
topology with respect to C.(K).

H4 The mapping (z,y) +— supp(d, * d,) is continuous, where K(K) is
equipped with the Michael topology (see [Mich5]).

H5 There exists a unique element e € K such that o, * 6, = 0, * d, = I,
for all z € K.
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H6 There exists a ¥ : K — K homeomorphism (involution), such that
(x¥)V =x for all z € K and for any =,y € K, e € supp(J, * d,) if and
only if x = y".

H7 For z,y € K, (6, % 0,)" = 0, * d,v holds, where u" is defined by
| r@de@ = [ s (7 eem)).

For example, if K is a locally compact topological group, d, * 0, = gy
and zV = z7! than (K, *,Y) is a hypergroup. Indeed, H1 holds by the
associativity of the group operation, the identity element of the group is also
the identity element of the hypergroup, e € supp(d, *d,) = {zy} if and only
if v =y ! and
(51 * 5y)v = (S(xy)—l = 5y_1x—1 = (5yv * (Szv.

Thus hypergroups can be considered as generalizations of the locally compact
groups where the measures convolve in a similar way to that in the Banach
algebra of measures on a group. The notion of translation, which exists in a
natural way in the case of groups, can be generalized for hypergroups by the

help of the convolution operation. Let us consider a function f € C(K) and
let x,y € K. The left, respectively the right translate of f by x at y are

— [ @0 8), Tt = [ 12)d6,0)00)

As an analogue of the term f(xy) we introduce the following notation

flasy) = /f A8, % 6,)(2),

however x * y has no meaning on its own.

1.3 EXAMPLES FOR HYPERGROUPS

Two-element hypergroups. Let 6 € (0,1] and K = {0, 1}, where 0 will be the
identity element of the hypergroup. Obviously dgxdg = g, dp*d1 = d1%dg = 1,
and the only nontrivial convolution is

(51 * 51 = 050 + (1 — 9)61

It is easy to see that if the involution is the identical function, than (K %)
will be a hypergroup and if # = 1, than we will get the two-element group
ZLo.
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Continuous polynomial hypergroups. Let (P,),eny be a Jacobi-type polyno-
mial system, that is an orthogonal system on the interval [ = [—1, 1] with
respect to the weight function (1 — z)*(1 + x)”, moreover let us suppose
that « > 8 > —1, and > —1/2 or a + > 0. Under these conditions
(P,)nen has a product formula, namely for all 2,y € I there exists a measure
0z € MY(I) such that

Po(x)Py(y) = / Po(2)db,y(z) (neN)

holds and if e = 1 than 6., = J,. It can be proved that then (I, *) is a

hypergroup with the convolution d, * §, = d,,, so then

flary) = /1 F(2) dby(2).

The characters of this hypergroup are exactly the polynomials P,, n € N.
In some sense these kind of hypergroups are the duals of the corresponding
discrete polynomial hypergroups which are the topic of the next chapter.

2 FUNCTIONAL EQUATIONS ON POLYNOMIAL HYPERGROUPS

2.1 POLYNOMIAL HYPERGROUPS IN ONE VARIABLE

Let (an)nen, (Bn)nen and (7,)nen be real sequences such that
ar=0Fr=0, 7, >0, 6,>0, a,y1>0 and a,+ 5, +7, =1

hold for all n € N. We define the polynomial sequence (P,),en by Po(z) = 1,
Pi(z) = x and

2P, (v) = o, P () + 8o Pu(x) + 0 Prsi () (n>1), (x €R).

In this case there exists a compactly supported measure 7 for which (P,),en
forms an orthogonal polynomial system and there exist constants c(n,m, k)
for all n, m, k natural numbers such that

n-+m

PP, = Z c(n,m, k)P.

k=|n—m)|

If these linearization coefficients are nonnegative, 5 = §,, and

n+m
O * O = Z c(n, m, k)o (n,m e N),

k=|n—m)|
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then K = (N,*,") is a hypergroup. It is known that on a polynomial hyper-
group generated by the (P,),en polynomials the solutions of the functional
equation

| a6, «6)(0) = ale ) = al) +alp) (e € K),

that is the additive functions have the form a(n) = ¢P! (1), n € N with some
complex number ¢, and the exponential functions satisfying

/K m(t) d(0, % 0,)(t) = m(z xy) = m(x)m(y)  (v,y €N)

are exactly the functions of the form m(n) = P,(A), n € N with some
complex number A.

2.2 EQUATION OF MOMENT FUNCTIONS

Our result on the solutions of the equation of the generalized moment func-
tions of order N is the following:

THEOREM. Let K = (N, x*) be the polynomial hypergroup associated with
the sequence of polynomials (P,)nen and A an arbitrary complex number.
The functions g, p1,...,on : K — C form a generalized moment sequence
of order N on K, that is the equation

k

or(6,%5,) =3 (’;) o@ors(y) (e K)

§=0
holds for k =0,1,..., N if and only if

pr(n) = (P o [)*(0)
foralln € N and k=0,1,..., N, where

f@)=3"94  (zec)

il
=0 /"

co =M andc;, 3 =1,2,... are arbitrary complex numbers.

2.3 THE SINE AND COSINE EQUATIONS

Let us consider on a polynomial hypergroup (N, %) the sine equation

f(nsxm) = f(n)g(m)+ f(m)g(n) (n,m eN)
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sine equation and the cosine equation

f(nxm) = f(n)f(m) —g(n)g(m) (n,m eN).

Based on the fact that spectral synthesis and spectral analysis hold for
polynomial hypergroups (see [Sze02]) we have the following theorem on the
solutions of the sine equation and a similar result for the cosine equation.

THEOREM. Let (N,x*) be the hypergroup associated with the polynomial
system (Pp)nen and let f,g : N — C are unknown functions such that f is
not identically zero. The functions f and g satisfy the sine equation if and
only if they can be written in one of the following forms:

L f(n) = aP,(X), g(n) = P,(N)/2,
I f(n) = a(Pu(A) = Pa(X2)),  g(n) = (Pu(A1) + Pu(X2)) /2,
I fn) = PN, g(n) = Pu(),

where a, b, A\, A1 and Ay are arbitrary complex numbers.

2.4 THE LEVI-CIVITA EQUATION

Let K = (N, ) be the polynomial hypergroup associated with the sequence
of polynomials (P, ),en. In this case spectral synthesis and spectral analysis
hold for K, and additionally if V' is an n dimensional translation invariant
subspace of C(K) then there exist natural numbers my, ..., m; and different
complex numbers Ay, ..., \; such that m; + --- + m; = n and the func-
tions n — PY(N), i = 1,....k, j = 0,1,...,m; — 1 form a basis of V.
Since spectral analysis holds not only on polynomial hypergroups but also
for example on Sturm-Liouville hypergroups ([SzV10]), our theorem can be
formulated more generally if only the fact is supposed that the finite di-
mensional translation invariant subspaces of C(K') are generated by linearly
independent exponential monomials which can be given as the derivatives
of the members of a one-parameter exponential family x — ®(z, A). Since
the n dimensional translation invariant subspace 7(f) generated by all the
translates of f contains the functions ¢; and h;, © = 1,...,n, so there ex-
ist complex numbers )\1, ..., A\, such that the subspace 7(f) is generated by
the functions z +— @) (x, /\l) l=1,2,....,kand 7 =0,1,...,n; — 1, where
ny +ng + -+ +ni = n. Thus the unknown functions can be written with
some complex coefficients in the following forms:

k n;—1

S 3 LX)

=1 5=0
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k n—1 k n—1
=1 j=0 =1 j=0

Let us denote by G and H the n x n type matrices which contain the coeffi-
cients of the functions g; and h;: if t € {1,...,n} andt =ny + -+ +n;_1 +
(7 + 1) then

Giu =Gy, Hy=H.

Our result is the following:

THEOREM. The functions f,g;, h; : K — C satisfy the Levi—-Civita equa-

tion if and only if

H'-G=F,
where

Bt ...

2
ol B ... .. ’

the block matrices B!, 1 = 1,...,k are type of n; X n; with

B! :{(‘“i““’MW ha (1 =1)+ (s 1) <m

and all the other elements of F' are zero.

2.5 DIFFERENCE EQUATIONS

In the classical theory of difference equations on the integers the translate
of a function by n and the translation of the function n-times by 1 give
the same result for all n in N. But in the case of hypergroups there are
two different ways for defining difference equations on the basis of these two
interpretations. Let K = (N, %) be the polynomial hypergroup associated
with the polynomials (P,),en and let us introduce the notation T f(n) =
Tif(n) = f(nx1) forall f: N — C and n € N, moreover 7°f = f and
TNf=T(TN71f) for each integer N > 1. Let us consider the homogeneous
linear difference equation of order N on the hypergroup K with constant
coefficients associated to the complex polynomial Q) :

QT f =anTY f(n) + an1 TV f(n) + ... + agf(n) =0,

where N is a positive integer, aq,...,ay are complex numbers and ay # 0.
The solution space of the equation is the kernel of the linear operator Q(7),
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hence it is a linear subspace of the function space CY. This solution space is
translation invariant in the sense that if f is a solution, then 7T f is a solution,
too. The following theorem gives us all the solutions of the equation:

THEOREM. Let Q be a complex polynomial of degree N > 1 with all
different complex zeros A\i, Ao, ..., A, where the multiplicity of \; is l;, j =
1,2,...,k. Then the function f : N — C is a solution of the equation
Q(T)f =0 if and only if it is a linear combination of functions of the form

n— PO0)  (G=12,...,k); (i=01,...,1—1).

On the other hand we can consider the difference equation
anTnf(n) +av_1Tn-1f(n) +---+aof(n) =0,

where f : N — C is the unknown function, N is a positive integer and
ay,...,aq are complex numbers. The next theorem shows that the solution
space is generated by functions similar to the previous case, but the character-
istic polynomial is different: it depends on the basic generating polynomials
of the hypergroup.

THEOREM. The function f : N — C is a solution of the equation if and
only if it is the linear combination of functions of the form

n—PY0\)  (G=1,2...k); (i=0,1,...,1[;—1),
where Ay, Ag, ..., A\ are different complex zeros of the polynomial
A CLNPN<)\) + CLN,1PN,1<)\) + -+ CL1P1<)\) + ag

and the multiplicity of \; isl;, j =1,2,... k.

2.6 POLYNOMIAL HYPERGROUPS IN SEVERAL VARIABLES

Let K be a countable set equipped with the discrete topology and let d be a
positive integer and let us consider a set (Q,)zecx of polynomials in d complex
variables. We introduce the following notation for any n € N:

K, ={x € K|deg@Q, < n},

that is the symbol K, denotes the set of all elements z in K for which the
degree of (), is not greater than n. Now we suppose that the polynomials @),
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with z in K, form a basis for all polynomials of degree not greater than n. In
this case for each z, y in K the product @, @, admits a unique representation

Qe @y = clz,y,w)Qu

weK

with some complex numbers ¢(x,y, w). A hypergroup (K, ) is called a poly-
nomial hypergroup in d variables or d-dimensional polynomial hypergroup if
there exists a family of polynomials (Q.).ecx in d complex variables satisfying
the above condition and such that the convolution in K is defined by

5,5 0,({w}) = clw,yw),  (w,y,w € K).

We remark, that on a polynomial hypergroup in d variables the exponential
functions have the form m(x) = Q,(\) and the additive functions have the
form a(x) = 2?21 ¢i0;Q.(No), where A, ¢y, ..., cq are arbitrary complex num-
bers and )g is the normalizing point of the hypergroup: Q.(\g) =1, = € K.

2.7 MOMENT FUNCTIONS ON POLYNOMIAL HYPERGROUPS
IN SEVERAL VARIABLES

The following theorem generalizes our result concerning the one dimensional

case to the case of several variables:

THEOREM. Let K be a d dimensional polynomial hypergroup generated
by the family of polynomials (Q)rex- The functions g, @1, ...,on : K — C
form a generalized moment sequence of order N on K if and only if

pr(r) = (Q 0 /)®(0)

holds for alln in N and for k =0,1,..., N, where f = (f1,..., f4) : R — C¢
such that f; is a polynomial of degree at most N fori=1,...,d.

3 FUNCTIONAL EQUATIONS ON STURM—LIOUVILLE HYPER-
GROUPS

3.1 STURM-LIOUVILLE HYPERGROUPS

The name of Sturm—Liouville hypergroups was given by the Sturm-Liouville
operator, which is used in their definition, moreover, the exponentials of these
hypergroups are the solutions of a Sturm-Liouville boundary value problem.
The continuous function A : Ry — R is called a Sturm—Liouville function,
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if it is positive and continuously differentiable on the positive reals. For a
given Sturm-Liouville function A we define the Sturm-—Liouville operator L 4
by

1! A, !
Laf=~—f"— Zf’

where f: R, — R is a twice continuously differentiable function. Using L4
we introduce the differential operator [ on the space C*(R, x R, ) by

Mul(z,y) = (La)ou(z,y) = (La)yu(z,y) =

— —0Fu(e.y) — S Ouutep) + OuCo.y) +

A hypergroup K = (Rg, *) is called a Sturm-—Liouville hypergroup if there
exists a Sturm—Liouville function A such that given any function f which
is the restriction for Ry of an even nonnegative function from C*(R), the
function uy : R — R defined by

82U(£L', y)

up(w,y) = | fd(0sx0,) = f(z*y)

Ro
is twice continuously differentiable and satisfies the partial differential equa-
tion
lug] =0, Oyup(z,0) =0 (x € Ry).
This is equivalent to that u; is the unique solution of the boundary value
problem

A(z) A'(y)
A(z) Aly)
d1u(0,y) =0, Oou(x,0) =0, wu(z,0)= f(z), u0,y)=f(y),

where z,y € R,.. On a Sturm-Liouville hypergroup the function m : Ry — C
is an exponential if and only if

a%U(ZL', y) + 81U(l'7 y) = 8§u(x, y) + aQU’(xa y)a

A'(x)
" ! _ — / —
m”(x) + e m/(z) = Am(x), m(0) =1, m/(0) =0
and the function a : Ry — C is additive if and only if

" A/(ZE) / o / o

holds for some complex number A and for all x € R . Since all the exponential
functions are eigenfunctions of the related Sturm-Liouville operator and all
the complex numbers are eigenvalues so there is a one-to-one correspondence
between the complex numbers and the exponential functions, and there exists
an exponential family ® : Ry x C — C on K.
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3.2 THE EQUATION OF MOMENT FUNCTIONS

In this subsection, we formulate and prove a theorem which gives the gener-
alized moment functions on a Sturm-Liouville hypergroup.

THEOREM. Let K = (Rg,*A) be the Sturm—Liouville hypergroup cor-
responding to the Sturm—Liouville function A with the exponential family
® : Ry x C — C. The functions ¢, : Ry — C, k = 0,1,...,N form a se-
quence of generalized moment functions of order N on the hypergroup K if
and only if there are complex numbers cy,cy,...,cny such that

or(z) = 8f<b(x, f(t)) ‘t:O (x € Ry)
and

=Y o5 (em)

J=0
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