CAS automata elméleti felhasznalasanak didaktikai kérdései

Maroti Gyorgy

1 Elézmények

A Maple nyitott architektirajanak jellemzd vondsa, hogy eljarasai a C nyelvii mag (kernel) kivételével a Maple sajat nyelvén
késziiltek, €s nagy résziik a felhasznalok altal fejlesztett csomagokban (package) talalhato. A rendszerhez eleddig fejlesztett csomagok

szama meghaladja a kilencvenet. Ezek szamat kivanta ndvelni az automata elméleti modellezést tdmogatoé aut csomag, bevonva ezzel
az automata elméletet a Maple-lel kezelhetd teriiletek korébe.

Mint minden Maple csomag, az aut is adatstrukturdk és azok létrehozasat, valamint a veliik valé kiilonb6z6 manipulaciokat tamogato
eljarasok Osszetartozo egylittese. Az aut szamos 0j adattipust vezet be, tobbek kozott a automaton tipust véges nemdeterminisztikus

automatakra, a deterministic és complete tipust determinisztikus illetve teljes automatakra, a regular tipust regularis kifejezésekre.
A csomag mintegy 35 eljarasa gyakorlatilag lefedi a klasszikus automata elmélet eredményeit a jol ismert automata konstrukcioktol, az
automatak minimalizicidjan és a regularis kifejezések egyszeriisitésen keresztiil a Kleene tételig, az automatdk analiziséig ¢és
szintéziséig. A 2500 feletti forrassorban teste 6ltd csomag 18 eljarasa segiti az automatak létrehozasat, a veliikk valé manipulaciot,
valamint a kiilonb6zd reprezentacidkban megjelend vizualizaciot. A regularis kifejezések kezelését 7 eljards, mig az automata
konstrukciokat tovabbi 8 eljaras tamogatja.

2 Célkitiizések és megvalodsitas

A jelen dolgozat célja megtalélni a valaszt két alapvetd kérdésre.
1. Hasznalhat6-e, és ha igen, akkor milyen modon, az aut csomag automata elméleti kutatasokban?

2. Hasznalhat6-e az aut csomag az automata elmélet oktatasanak segédeszkdzeként, és ha igen, melyek azok a didektikai
moddszerek, amelyek mentén a haladva a csomag megkonnyitheti az automata elmélet fogalmainak, tételeinek tanitasat és
segitséget nyujthat az automata elméleti problémamegoldas elsajatitasaban?

A kijelolt céloknak megfelelden a dolgozat harmas felépitést mutat. A dolgozat elsd, informatikai orientaltsdgu fejezete magat az aut
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csomagot mutatja be. A masodik, elméleti részben néhany, a csomag felhasznalasahoz kozvetleniil kotheté automata elméleti
eredmény bizonyitunk. Végiil a dolgozat egy matematika-didaktikai fejezettel zarul, ahol didaktikai modszereket dolgozunk ki az aut
csomag oktatasban valo hatékony felhasznaldsara.

Az csomag részletes, kimeritd ismertetése terjedelmi okokbol lehetetlen feladat, ezért elsd sorban annak hasznélatdra fokuszalunk,
mikdzben bevezetjiik a sziikséges automata elméleti fogalmakat és a dolgozatban hasznalatos jeldléseket. Nem torekedhetiink minden
eljaras atfogd bemutatdsara, mint ahogy nem torekedhetiink a bemutatandé eljardsok Gsszes opcidjanak ismertetésére sem. Amit
bemutatunk az nem mas, mint a csomag eljarasainak tipikus hasznalata.

crer

(részhalmaz konstrukcio, szorzat konstrukcié stb.), majd megvizsgaljuk a csomag konstrukcios motorjanak, a Compose eljarasnak az
algoritmusat és elvégezziik az algoritmus komplexitas vizsgalatat.

A CAS kutatasokban betdltott szerepének hasznossadga napjainkra mar evidencia. Mind az altalanos célu, mind pedig célfeladatokra
fejlesztett komputer algebrai rendszerek egyre szélesebb korben nyernek 1étjogosultsdgot a tudomanyos kutatas kiilonbozo teriiletein.
A dolgozatunk egyik célja éppen az, hogy az automata elméleti kutatisokat is felsorakoztassa ezen teriiletek sordba. Ennek

megfelelden a dolgozat méasodik része néhany az aut csomag hasznalatahoz kothet6é automata elméleti eredményt targyal.

Els6ként egy altalanos tételt bizonyitunk automata konstrukciok kompozicidira. Majd ratériink automatak iranyithatdésdganak
eldontésére Imreh és Steinby altal kidolgozott algoritmus implementalasanak targyalasdra. Megmutatjuk, hogy az automata irdnyito
tablajanak felhaszndldsdval az algoritmus alkalmassd tehetd az irdnyithatosag eldontése mellett irdnyitd sz6 meghatarozasara, sot
kommutativ automatak esetén minimalis hosszusagl iranyito sz6 eldallitasara is.

Az iranyito tdbla ismeretében lehetéség nyilik egy az iranyithatdo automatakhoz tarsitott automata bevezetésére, melyet H -
automatanak neveziink. Megmutatjuk, hogy a ! -automata iranyithatésiga az automata iranyithatésiaganak sziikséges és
elégséges feltétele. A M -automatak tobb bemend jellel 4m lényegesen révidebb iranyito szavakkal rendelkeznek. Nyitott kérdés, hogy
a M -automatak viszgalata milyen szerpet jatszhat az automatak iranyithatosaganak vizsgalataban.

A dolgozat utolso része targyalja az aut csomag oktatasban valo felhasznalasanak didaktikai kérdéseit. Részletesen elemezziik és
Maple-lel illusztraljuk a reprezentaciok oktatasban val6 hasznalatdra vonatkoz6 NCTM (National Council for Teaching Mathematics)
2000-ben kozzétett ajanlasdt megfogalmazd négyes szabalyt (Rule of Four). Ramutatunk a kiilonb6z6 reprezentaciok
tobbszorosségére, a reprezentaciok atfogalmazhatdosdganak és atjarhatosaganak fontossagara, a realisztikus reprezentacid kognitiv
hatékonyagot befolyasold szerepére. Végiil a javaslatot tesziink egy a négyes szabalynal altalanosabb didaktikai elv
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megfogalmazasara, melyet a tobbszords reprezentaciod elvének neveziink.

Az itt javasolt didaktikai elvek konkrét alkalmazasaként kidolgozunk két Maple munkalapot, egyet az automata elméleti fogalmak
tanitasara ¢és egy masikat az automataelméleti probléma-megoldas tanitasara. A mar jol bevalt didaktika elvek (aktivitas elve,
iranyitott felfedezéses tanulds, stb.) értelemszerii alklamazisa mellett javaslatot tesziink, és egyben példat is adunk a Maple
munkalapok didaktikai struktirajanak felépitésére.

3 A disszertacio tézisei

3.1 Automata konstrukciok kompozicioja

3.1.1 Definicio

51: [Al,X, S,Ql, Fl] ssa 52: [Ay X, 9, Qz’ F2] O=[AX,3 Q,F]

Tekintsiik a automatakat. Azt mondjuk, hogy a automata a
=1 & =2 automatakbol szorzat konstrukciéval keletkezik, ha
A=A x A
, Q-0 xQ,
o(d,a,x)=0(E,a,X o(=.,a, X
3. Béarmely & € A allapotra és X € X bemend jelre ( )=0(Ep 8, %) x 8(%, 8, ).

[1]
[1]

1

A ® automata kezddallapot halmaza 4ltal generalt részautomatajat a és 2 automatdk szorzat-automatajinak nevezzik és

L% %2 el jeldljiik.

3.1.2 Propozicio

A x A

: B, x B : : .
Az ! 2 minden ! 2 részhalmazara, minden X € X bemen jelre és minden WV € X # bemen szora

—

LoAGE x5 B, x B, = AE. B %) x A(E;BLX)

2 Ql X Qz _ A(E‘lﬁ Qla W) X A(Eza Qza W)

[1]

S

[1]
[1]

2. AT X W)
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3.1.3 Definicio

[1]

=, =[AX8.QuF 1

— —

,=[A,X,8,Q,F,]

Tegyiik fel, hogy a automatak allapot halmazai diszjunktak. Azt mondjuk, hogy a

O=[A X8 QF] qutomataa =1 és "~ automatékbol unié konstrukciéval keletkezik, ha
| A=A U A,
5 Q=Q, v Q,
o(d,a,x)=0(E,a,Xx a A d(d,a,x)=0(E,, a,x
3. Barmely & € A allapotra és X € X bemends jelre ( )= 8%, ) ha © © I, és ( )=8(5, )
h aeA
a )

[1]

—
—
—_—

I és 2 automatdk unié-automatajianak nevezziik és

A ? automata kezddallapot halmaza altal generalt részautomatajat a
HE U E

1T el jelbljiik.

3.1.4 Propozicio

Az " 4llaptohalmaz minden ' részhalmazara (' ), minden X € X bemend jelre és minden W € X % bemend szora
A(Z, U 2,B, U B,X)=A(E,,B,X) U A(E,,B,,X)
M b

=1,2

1

1

5 A(E, U E,Q v Q,,W)=A(E,,Q,w) U A(E,,Q,, W)

3.1.5 Definicio

®=[B, X35, 0Q,G] E=[AX,3,Q,F]

Azt mondjuk, hogy a automata a automatabol részhalmaz konstrukcioval keletkezik, ha

_nA
1. B=2

2. Minden beB allapotra és x e X bemend jelre (@, b, x) = A, b’X).

—_
=
—

A ? automata kezdéallapot halmaza altal generalt részautomatajat a = automata részhalmaz-automatajanak nevezziik és 2" = -

vel jeléljik.
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3.1.6 Definicio

) =2 =[A,X,0,Q,F = =[A,X06,Q,F . . A > A
Azt mondjuk, hogy a ! A Qi Fy] ésa 2 A, Q Fy] automatak izomorfak, ha 1étezik olyan ¢ : ! 2
ey ., ) a e , , (E,,a,X)a=0(E,, aa,X
bijekcio, hogy minden I 4llapotra és X € X bemend jelre (% ) (%, ).
3.1.7 Tétel
=) = = B .. = U E . .
Barmely ! és 2 automatara 2( ! X = ) izomorfa 2°( ! 2 ) automataval, vagyis a szorzat-automata részhalmaz-

automatdja izomorf az unid-automata részhalmaz-automatéjaval.

3.1.8 Kovetkezmény

[1]
[1]

1 2

Determinisztikus és automatara a szorzat-automata izomorf az unio-automata részhalmaz-automatéjaval.

3.2 Iranyithat6o automatak
3.2.1 Definicio

Azt mondjuk, hogy a w bemend sz6 Gsszefésiili a = determinisztikus automata a és b allapotait, ha A ( = La,W)= A ( = ,b,w). Haaz a
¢és b allapotokra 1étezik 6ket Osszefésiilé szo, akkor a-t és b-t dsszefésiilhetonek nevezziik. Végiil, ha a w bemend sz6 az Gsszes

—
(=)
e

allapotpart dsszefésiili, akkor w-t iranyité szonak nevezziik. Magat a
szava.

automatat pedig iranyithaténak mondjuk, ha létezik irdnyitd

3.2.2 Definicio

—

Tekintsiik a = automata kiilonbozd a és b allapotait és legyen
T(a,b)={p| peX * p Osszefésiili a-t és b-t, és p hossza minimalis}.

Képezziink ezekutan egy olyan két oszlopos tablazatot, melynek elsd oszlopaba azokat az [a,b] parokat irjuk, amelyekre T(a,b) nem

tires, az [a,b]-val jeldlt sor masodik oszlopaba pedig magat T(a,b)-t irjuk. A keletkezd tablazatot (ami megfelel a Maple tabla
DirTab _ =

adatstruktirajanak) jeloljiik = -vel, és nevezziikk a — automata iranyto tablajanak. Az [a,b]-vel jel6lt sor masodik oszlopéra a
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DirTab _
Maple szintaxisat kdvetve = [a,b]-val hivatkozunk.

3.2.3 Propozicio
n allapotl irdnyithat6é automata egy iranyitod szava az iranyito tabla ismeretében O(n) 1d0 alatt eléallithato.
3.2.4 Propozicio

Kommutativ automata esetén az automata az iranyito tablajanak ismeretében eldallithatd minimalis hosszisagu iranyito szo.

2
Imreh és Steinby 1955-ben publikalt egy O( " *m) idébonyolultsagn algoritmust determinisztikus automatak iranyithatosaganak
eldontésére. Az algoritmus alapétlete az alabbi észrevételeken alapul.

—
=
—

Legyen = automata és jeldlje uck, £) azon (a,b) parok halmazat, mely parok legfeljebb k hosszusagu bemend szoval

Osszefésiilhetdk. A definici6 alapjan vilagos, hogy a (0, £) , (1, £) , w2, ) , ... halmazok ndvekvo sorozatot alkotnak, vagyis

minden k természetes szamra uk,2) c u(k+1, ) . Tovabb4, nem nehéz belatni, hogy az a ¢sb allapototkat az xp sz6 akkor és

csak akkor fésiili 6ssze, ha a 5(8,X) g5, O b, x) allapotokat a P sz dsszefésiili. Ez alapjan a k=) kiszamitasara az alabbi

rekurziv formula adodik:

[1]

A O TR

—
—
—_—

2. HKk+LE) -k E) ypion {(a,b) | létezik X €% , amelyre ( 8(E,a,x), 8(E, b, x) ) eleme u(k, 2) ek }

Végiil, ha valamely k-ra wk,E)=p(k+1,2) , akkor wk, E) = (=) , ahol ME) a7 ssszefésiilhetd (a,b) parok halmaza.

—
=
—

Az eddig elmodottak szerint a = automata iranyithat6 voltanak eldontésére az alabbi eljaras adodik.

1. Allitsuk el6 rendre a n(0, =) , n(LE) , w2, 5) , ... halmazokat mindaddig, amig pk, E)=pk+1,2) legeldszor
teljesiil.

—_

2. Ha ekkor M k, E) = WE) ) az 0sszes ( a,b ) allapotpart tartalmazza, akkor = iranyithaté, kiilonben pedig nem.

Imreh és Steinby cikkiikben egy nxn-es logikai matrixot hasznalnak annak jelzésére, hogy az allapothalmaz i-dik és j-dik eleme
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—
-
—_—

Osszefésiilhetd-e. Célszerii azonban ehelyett egy bévebb informaciot hordozo adatstrukturat is valasztani, a = automata iranytd
tablajat, ami alkalmas a logikai matrix szerepének betdtésére, mikdozben hasznalata nem noveli az algoritmus idobonyolultsagat. Az igy
keletkezett eljarast nevezziik modositott Imreh-Steinby algoritmusnak.

3.2.5 Propozicio

2
A moédositott Imreh-Steinby algoritmus idSbonyolultsaga O(™ M ).
3.2.6 Propozicio

A modositott Imreh-Steinby algoritmus irdnyithatd automata esetén eldallitja az automata iranyité tabla;jat.

3.2.7 Tétel

2
A modositott Imreh-Steinby algoritmus O( mn= idékomplexitassal alkalmas az irdnyithatdsag eldontésére és irdnyitd szo
eldallitasara.

3.3 H_automatak

3.3.1 Definicio

—_
=
—

Legyen — automata, legyen tovabba

= a,b = D|rTab
W(=)={w | we X * 1étezik olyan == , amelyre w eleme a = [a,b] halmaznak}.

Legyen tovabba Y abécé, amelyre a |Y|=| W(E) | és ¢. Y>> W(E) kslcsonssen egyértelmil leképezés. Azt a ”( ) =

s Y, 0, E
[~ © s ] automatat, amelyre a S(WE)ay)=58E ay0) egyenldség minden a allapotra és y & bemeno jelre teljesiil
a = automatdhoz tartozo " -automatanak nevezzik.
3.3.2 Tétel

A = automata akkor és csak akkor iranyithato, ha WE) Lstezik és iranyithato.
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3.4 Reprezentaciok

A négyes szabalyként megfogalmazott didaktikai elv a NCTM 2000 standardok k&tott latott napvilagot, és azdta szamos didaktikai
témaju konyvben is publikacidban hivatkoznak ra. Az elv gyakorlati alkalmazasa tobbségében a kalkulus teriiletén valosult meg, s6t
bizonyos szerzok eleve a kalkulusra korlatozzak az elv megfogalmazasat.

A fliggvénytan valoban kellemes teriilet. A fliggvény helyettesitési értékeinek egy sorozata példat ad numerikus reprezentaciora, mig a
fiiggvény formulaval valé megadasa illetve grafikonja a szimbolikus ill. a grafikus reprezentaciot adja. A fiiggvénytulajdonsagok
természetes nyelven valdé megfogalmazasa pedig biztositja a leiro, verbalis reprezentacido megjelenését.

A négyes szabaly megfogalmazasa
"every topic should be presented numerically, graphically, symbolically and verbally"

azt sugallja, hogy a matematikai problémékat (mindegyiket!) négy kiilonféle modon, egy leird, egy szimbolikus, egy grafikus és egy
numerikus reprezentacioval célszerli, s6t melegen ajanlott reprezentalni.

Ugyanakkor egy adott matematikai fogalmat, problémat vagy jelenséget a négyes szabdlyban felsorolt reprezentaciok barmelyikével
altalaban tobbféle mddon is reprezentalhatunk. Tehat az egyes reprezentaciok nem egyértelmiien meghatarozottak, sét sokszor célszerti
tobb kiilonboz6 grafikus vagy éppen tobb kiilonbozé szimbolikus reprezentacidval segiteni a vizsgalt jelenség megértését. Lathato
tehat, hogy a négyes szabdlyban szereplé fogalmak (numerikus, grafikus, szimbolikus €s verbalis) valojadban nem egy-egy
reprezentaciot, hanem reprezentacid tipusokat hataroznak meg. A konkrét reprezentaciok e tipusok kiilonféle megjelenési formai.

Az egyes reprezentacids tipusok sok esetben toObbszordsen jelennek meg egy probléma vizsgalata sordn. Ennek megfeleléen szo6 sincs
négy kiilonbozd reprezentaciordl, legfeljebb négy kiilonbozd reprezentaciods tipusba tartozo reprezentaciok kelld szamu, néha csak egy-
kettd, néha akar ot-hat alkalmazéasardl. Ennek megfelelden célszertibbnek latjuk a négyes szabaly helyett a tobbszords reprezentacio
elvét hasznalni, melyet az alabbi formaban fogalmazhatunk meg. A matematikai problémakat, fogalmakat, jelenségeket ajanlatos
tobb, a vizsgalat targyara nézve realisztikus reprezentacioval szemlélhetni.

Ezek a reprezentaciok a konkretizalt, a grafikus, a szimbolikus és a verbalis reprezentacio tipusokbol keriilhetnek ki. A konkretizalt
reprezentacid tipus bevezetésével a négyes szabaly altalanositasahoz jutunk, mig a realisztikus reprezentaciokra vald szoritkozas
biztositja, hogy a targyalds soran felmeriilé reprezentaciok a vizsgalt matematikai fogalom, probléma, vagy jelenség szempontjabol
didaktikai ésszertiséggel birjanak, €s ily médon jaruljanak hozza a jobb megértéshez €s a targyalas nagyobb kognitiv hatékonysagahoz.
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3.5 Az automat elméleti fogalmak tanitasa

A véges allapotil gépek matematikai koncepcidjanak didaktikai megkozelitésen alapuld targyaldsanal a valé vilag példaibél indulunk
ki (Archimédeszi elv). A véges allapoti gépek intuitiv fogalmat hasznaljuk arra, hogy bevezessiik és implementaljuk a véges
szamos eljarasat hasznaljuk, am ezek mindegyikét fekete doboznak (black box) tekintjiik. Nem torédiink ugyanis azzal, hogy az egyes
eljarasok hogyan dolgoznak. Elegendd tisztaban lenni felhasznalasukkal, mivel ezeket az eljardsokat jelen targyaldsi szakaszban
kisérleti eszkdozokként hasznaljuk.

A didaktikai cél az absztrakcié folyamatanak megvilagitasa. A matematikai modell megalkotdsa soran olyan tisztdn matematikai
eszkozoket kell taldlnunk, amelyek alkalmasak arra, hogy leirjak a szekvencialis gépek Osszetevdit és mukodését. A munkat
tapasztalatgyiijtéssel kezdjiik. Az automata elméleti csomagot hasznaljuk arra, hogy tapasztalatokat gyiijtiink az altalanositott
atmenetfiiggvény muikodésérdl. Kisérleteink ravezetnek benniinket arra, hogy az Gsszetett fliiggvény képzése alkalmas eszkdz olyan
valdsdgos dolgok modellezésére, mint a bementi szalag és az olvaso fej. Folderitjiik az altalanositott &tmenetfiiggvény legfontosabb
tulajdonsagait, mely alapjan képesek lesziink formalisan definidlni a determinisztikus automata ¢és az altalanositott atmenetfliggvény
fogalmat, valamint a szavak és nyelvek felismerését. A tanuldsi folyamat végére teljes egészében megértjiikk az implementacio
miikodését, mely révén az eddig fekete dobozként miikodo eljarasok fehér dobozza vallnak (black box - white box).

Ezek utan folytatjuk az absztrakcié folyamatat. Az absztrakcid elsd lépésével szekvencidlis gépek intuitiv fogalméra alapozva
megalkottuk a determinisztikus automata fogalmat. Az absztrakcid kovetkezd 1€pésében erre a determinisztikus modellre alapozva
felépitjiik a nemdeterminisztikus automata fogalmat . Ugyantgy, mint kordbban, most is az induktiv eljarast hasznaljuk: kisérletezés,
az eredmények és megfigyelések formalizalasa, altalanositas és az j koncepcio bevezetése.

A kiindul6é pontunk a determinisztikus automata atmenet grafja, amely a determinisztikus viselkedésnek koszonhetden, bizonyos
specialis tulajdonsagokkal rendelkezik. Azt kérdezziik, hogy mi torténne, ha elvetnénk ezeket a tulajdonsdgokat, és megprobalnank
minden egyes iranyitott cimkézett grafot valamilyen képzeletbeli automata atmenetfiiggvényének tekinteni? Teljes egészében leirjuk
ennek a feltevésnek a kovetkezményeit. El6szor azt kell realizdlnunk, hogy megvéltozik az atmenetfiiggvény koncepcidja. Ez a
valtozas ugyanakkor azzal jar, hogy olyan 0j fogalmakat kell bevezetniink: lehetséges futasok halmazat futds helyett, lehetséges
allapotok halmazat az aktudlis allapot helyett. Folfedeziink egy a bemend szé feldolgozasat leird ujabb reprezentaciot, amelyet a
lehetséges futdsok fajanak neveziink. Hasonléan a determinisztikus esethez a kisérleteink végére mindent tudunk ahhoz, hogy
formalizaljuk a nem determinisztikus automata definiciojat. Didaktikai szempontbol nézve tehdt a nem determinisztikus
altalanositott a&tmenetfiiggvény fekete dobozabdl fehér dobozt készitiink.
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3.6 Az automata elméleti problémamegoldas tanitasa

A dolgozatban mintaként két hasonld karakterti feladatot oldunk meg. Mindkét feladatban egy-egy automatat kell talalnunk, ami
felismer egy-egy eldre adott nyelvet. A feladatmegoldéds sordn a papir-ceruzaval valé munka sordn eldszeretettel alkalmazott adaptiv
modszert hasznaljuk. Elindultunk egy olyan automatarol, amely felismert egy a megadotthoz kdzelalld, ahhoz "hasonld" nyelvet, majd
tobb 1épésben kisebb nagyobb valtoztatasokat végeztiink a keletkezé automatakon. Tessziik ezt mindaddig, amig nem eljutottunk a
feladat megoldasat szolgaltaté automatdhoz. Ez az eljaras végeredményét tekintve nem teljes automatdhoz vezetett az elsé esetben, és
nemdeterminisztikus automatahoz a masodik feladata megoldasa soran.

Altalaban azt mondhatjuk, hogy az esetek tobbségében a természetes emberi gondolkodés az automata elméleti feladatok megoldasa
soran nemdeterminisztikus illetve nem teljes automatdhoz vezet. Természetes viselkedés, hogy a feladat megoldasa szempontjabol
irrelevans allapotokat és atmeneteket mar nem tiintetjiik fel az automata atmeneti grafjan. Ennek kovetkeztében a keletkezd automata
nem lesz teljes. Ugyanakkor az irrelevans allapotok és az irrelevans atmenetek nem segitenek a keletkezd automata mitkodésének
megértésében, amely azt jelenti, hogy a teljes és determinisztikus automatak kognitiv hatékonysaga alacsonyabb.

Ami a determiniszmust illeti, azt mondhatjuk, hogy a tanulok altalaban elényben részesitik a szemléletesebb, ikonikus sikon hato
reprezentaciokat. Automatak esetén ez nem mads, mint az atmenet graf. Ebben a reprezentdcidban pedig az automata véletlen
valasztasokon alapulé miikodés modellje természetes egyszeriiséggel kezelhetd. A tanuloknak ugyanis nem kell mast tenniiik, mint
utakat keresni az 4tmenet grafban. Ezzel szemben a determinisztikus eset targyalasa szimbolikusan, algebrai eszkozokkel is megfeleld
kognitiv hatékonysaggal kezelhetd. Megallapithatjuk tehat, hogy egyrészt az automata mitkodésének kiilonbozé modelljeihez az egyes
reprezentaciokban jelentsen kiilonb6z6 kognitiv hatékonysag tarsul, masrészt a grafikus reprezentaciora alapuld problémamegoldas
oda vezet, hogy a tanulok kialakuldéban 1€vé kognitiv struktirdja sokkal kozelebb esik a nemdeterminisztikus modellhez, mind a véges
allapott gépek determinisztikus modelljéhez.

3.7 A Maple munkalapok didaktikai strukturaja

A tanulds id6ben zajlo folyamat megallasokkal, visszacsatolasokkal, visszalépésekkel, kisérleti fazisokkal tarkitva. A Kkisérletek
alapveto szerepet jatszanak a megfigyelés soran a tapasztalatok osszegyiijtésében. Az itt felmeriilé legnehezebb kérdés az, hogy
mennyi 1d6t kell tolteniink kisérletezéssel? Mas szavakkal azt is kérdezhetnénk, hogy hanyszor kell egy kisérletet megismételni
annak érdekében, hogy az osztalyban 1évé minden egyes tanuld képes legyen az eredmények felvdzolasara, a tapasztalt jelenségek
mogottes meghtzodo altalanos szabalyok megsejtésére €s azok formalizaldsara? A nehézség itt abban all, hogy az osztaly tanuldinak
felfogo képessége jelentdsen eltéréseket mutathat.

A valaszunk erre a kihivasra a CAS hasznalata. A Maple, mint barmelyik mas interaktiv CAS, lehetdséget ad a felhaszndlonak
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utasitasok adott sorozatanak tobbszori, ismételt végrehajtasara, mikézben a felhasznald a szamitasban résztvevo adatok mddositasat is
konnyedén elvégezheti. Minddssze a Maple munkalapok szerkezeti strukturalasa mellett be kell vezetniink a munkalapok didaktika
strukturalasat. A tanulok figyelmét fel kell hivni arra, hogy melyik a kezdépontja és hol a végpontja azoknak egymast kdvetd €s
logikailag Osszefiiggd Maple utasitdsoknak, amelyek alkalmasak egy jelenség valamilyen szempontii megfigyelésére, vagyis amelyek
kisérletet alkotnak. Ha a Maple eljarasainkat ¢s utasitdsainkat ugy szervezziik, hogy a kisérlet elsd utasitasa azokat az adatokat
tartalmazza, amelyektdl az adott kisérlet fligg, akkor ez az elsd utasitas egy PoP (Point of Practice) helyet definidl a tanulasi eljaras
folyamatdban. A PoP pontot tehat arra hasznaljuk, hogy meginditsunk vele egy kisérletet és segitsiink a tanuléknak abban, hogy
megtalalja azokat az adatokat, amelyeket megvaltoztathat a kisérletezés sordn. A kisérletet alkotd utasitdsok sorozatanak utolséd
parancsat EoP-vel (End of Practice) jeloljuk.

Ily mddon tehat a tanitasi anyagunk szadmos PoP-EoP part tartalmazhat, amelynek mindegyike egy-egy kisérlet elsé illetve utolsd
utasitasat jeloli ki. A kisérlet természetesen nem csak Maple utasitasokat és azok outputjait, hanem szdveges magyarazatokat,
értelmezéseket is tartalmazhat. Nem tiinik indokoltnak a PoP-EoP parok egymasba skatulyazasa, az atfedések pedig egyenen zavardak.
Eszerint azt is mondhatjuk, hogy Maple munkalapunk didaktikai struktirajat idegen PoP-EoP parok alkotjak. A kisérlet input
adatait a POP utasités tartalmazza. A kisérlethez tartozé utasitdsok sorozatat a tanulok annyiszor hajtjak végre, ahanyszor sziikségiik
van a kisérlet eredményeinek megértéséhez és az eredmények helyes interpretalasahoz.

4 Konkluzio

Torténetileg a természetes Utja a véges automata bevezetésének a determinisztikus automata matematikai modelljének megalkotasaval
tanulo tehat ezek alapjdn megtanulja, hogy hogyan kezelje a determinisztikus automatét algebrai eszkdzokkel, hogyan tudja leirni
annak miikodését, hogyan hasznalja az automatakat szavak felismerésére €s nyelvek elfogadasara. Ezek utdn a nem determinisztikus
automata bevezetése a determinisztikus automata fogalom altalanositasaként torténik. Ez a kezelés a szimbolikus reprezentacion épiil,
amely rendkiviil nehézz¢ teszi a nem determinisztikus automata miikodésének megértését. A nem determinisztikus automatak tanitdsa
valdban a komoly didaktikai kihivast jelent minden el6ad6d szamara.

Ugyanakkor azt lattuk, hogyha a grafikus reprezentaciot valasztjuk a szimbolikus helyett, akkor a nem determinisztikus automata
konnytivé és egyszerlien kezelhetdvé valik. Valdban a nem determinisztikus automata az intuitiv emberi gondolkodashoz kdzelebb
allonak bizonyul. Masrészt a nem determinisztikus automata exponencialisan tomorebb, mint a determinisztikus, amely azt jelenti,
hogy exponencialisan kevesebb allapotot illetve dtmenetet tartalmaz. Ez az egyszeriibb bels6 struktura megengedi, hogy egyszeriibb,
¢és vilagosabb kezelését adjuk a kiilonboz6 allitasok matematikai bizonyitasanak.
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1 Preliminaries

The main feature of Maple architecture is that except for its Kernel which was developed in C, all Maple procedures was developed in
Maple's own language, and most of them are located in different user defined packages. The aut package is a collection of Maple
procedures to create, manipulate, and investigate finite automata, acceptable languages and regular expressions. The package
introduces several new types like automaton for finite automata, deterministic for deterministic automata, regular for regular

expressions and others. The user is also provided with tools to work with these types of objects including the controlled and random
establishment of automata and/or execution of changes on their certain properties. For example we can easily add or delete states, input
signals or even transitions. The aut package offers more than thirty-five procedures and covers essentially the results of classical
automata theory from different automata constructions thought parsing and simplifying regular expressions to Kleene's theorem, the
analysis and synthesis of finite automata. The package which consists of more than 2500 source lines offers 18 procedures for creating,
manipulating and visualizing automata. Handling regular expression is aided by 7 procedures, while further 8 procedure provide tools
for different automata constructions.

2 Goals and realization

The main goal of this dissertation is to find answer for two basic questions
1. How can the aut package be used in automata theoretic research?

2. Can aut package be used as tool for teaching the results of automat theory, and which didactic methods can help the teachers
to effectively teach the notions and theorems of automata theory, and the students to learn automata theoretic problem solving.

according to these goals the dissertation consists of three parts. First part is an introduction to the usage of aut package. The second
part contains some theoretic results associated with the usage of the package. In the end the last part is didactic oriented, where we

work out didactic methods for the effective usage of aut package in teaching automata theory.

The detailed discussion of the package is impossible in the frame of a dissertation. For that reason we concentrate on the usage of the
package while we also introduce the basic notions and notations. We deal with the implementation of different notions, review the

different automata constructions (subset construction, product construction, etc.), next we describe the algorithm of the Compose
procedure, the construction engine of the package.
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In the second part of the dissertation we prove some automata theoretic result related by the usage of the package. First we prove a
general theorem on composition of automata constructions. Next we turn to the discussion of Imreh-Steinby algorithm and show that
by using the merging table instead of logical matrix the algorithm becomes capable to produce directing word within the same time
complexity.

The merging table of automata gives us the possibility to introduce an associated automaton for directable automata called M -
automaton. We show that the directablity of the associated " -automaton is necessary and sufficient condition of the directablity

of automaton. ! -automaton possess more input signal but much shorter directing words. It is open problem which role could M -
automaton play in the investigation of directability.

The last part of the dissertation deals with the didactic questions of the usage of aut package in the education. We analyze in details
and illustrate Rule of Four which was published among NCTM 2000 standards. We point out the multiplicity of representation and the
role of realistic representation in cognitive efficiency. In the end we propose a more general rule which we call the Rule of Multiple
Representations.

In the end as an application of the reviewed didactic rules we work out two Maple worksheets. One for teaching the notion of
automata theory, another one for teaching automata theoretic problem solving. Besides using the well known didactic principles,
like principle of activity, principle of guided experimental learning etc., we work out and give examples for the didactic inner structure
of Maple worksheets.

3 Theses

3.1 Composition of automata constructions

3.1.1 Definition

E,=[A,X,8,Q, F,]

= :[AlaananaFl] a ®:[A5X969Q5F]

Consider automata ! nd . We say automaton is created from
automata ! and 2 by product construction if

L A=A x A

, Q=Q xQ
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o(d,a,x)=0(E,a,Xx O0(Z.,a,Xx
3. Foreverystatea € AandinputsignalX e X ( )=8(E,8,X) x 8(E)a,X)

the equality holds.

The subautomaton generated by the initial states of P s called the product automaton of automata ' and ~ 2 and is denoted by
.:1 x .:42

[1]

3.1.2 Proposition

B B A
Forevery subset | =~ 2 of ' X "2 forevery signal X € X and input word W € X«
2 X)= A(Ela BI,X) X A(Eza Bzax)

3 A(El X Ez Q1 X Qz w) = A(El’ Q],W) X A(Ez’ Qz’ w)

and

3.1.3 Definition

[1]

E :[AI,X’ 65 Q]’ Fl] 2:[A2’ x’ 6, Qz’ Fz]

1

Suppose the set of states of automata ‘_ _ and are disjoint. We say automaton
®=[A X5 QF] is created from automata =1 and =2 by union construction if
A=A U A,
, Q=Q v Q
aeA | X € X 3(®d,a,x)=3(=,a,X) ifaeA

O(d,a,x)=0(=2,,a,X) .
3. For every state d ( )=8(&, )1f

and input signa
aeA

an

—

The subautomaton generated by the initial states of ® s called the union automaton of automata ' and 2 and is denoted
E U &
1 2

3.1.4 Proposition

B. A i
For every subset ' of ' ( =12 ), for every input signal X € X and input word we X
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| AE U E,B, UBLX)=AE. B, X) U A, B, X)

o AE W ELQ Y QW) =A(EL QW) W A(E, QW)

3.1.5 Definition
®=[B,X,5,Q,G]

—
=
—_—

We say automaton is created from automaton = = [A X, 8, Q, F] by using subset construction if

_NnA
1 B=2

beB 8((1), b, X)=A(E, b, X) holds.

2. For every state and for every input signal X € X the equality

— —
=
—

The subatomaton generated by the initial states of P s called the subset automaton of automata = and is denoted by 2" = .

3.1.6 Definition

o A —A

B o= A,X, 89 aF 11 1 1
=14 Q.- Fl a ! 2 bijection for which

and input signal X € X the equality

Automata are called isomorph if there exists

A O0(E,aXx)a=98(2,,au,X
for every state ! (% Ja=05(Eyaa )holds.

3.1.7 Theorem

For every automata ! and 2 the automaton 2/\( "2 is isomorph with automaton 2/(
of product automaton is isomorph with the subset automaton of product automaton.

I = UZE .
! ! 2), i.e. the subset automaton

3.1.8 Corollary

[1]

1

For deterministic automata and ~ 2 the product automaton is isomorph with the subset automaton of union automaton.

3.2 Directable automata
3.2.1 Definition
( =

We say the input word w merges states a and b if A ,A,W)= A ( 2 ,b,w). If there exists an input word which merges states a and b
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then these states are called mergable. In the end if the input word w merges all pairs of states then w is called directing word. The
automaton itself is called directable if there exists a directing word for it.

3.2.2 Definition

—

Consider two different states a and b of automaton = and let

T(ab)={p| pe X« , p merges a-t and b-t, and the length of p is minimal }.

DirTab_ =
The merging table = of automaton — is table (in Maple sense) which indices are pairs [a,b] for which T(a,b) is nonvoid,
DirTab_
while = [a,b]=T(a,b).
3.2.3 Proposition

One directing word of an n-state directable Automaton can be constructed from merging table in O(n) time.
3.2.4 Proposition

For commutative automata we can construct a minimal length directable word from the merging table of automaton.

2
Imreh and Steinby published an O( N™ %m) algorithm for deciding the directability of automata. This algorithm is based on the
following facts.

Z and denote the set of all pair ( a, b ) which can be merged by a word with length less than or equal to k by
K E) 1t is obvious that the sets (0> E) , r(L =) , w2, ) , ... form an increasing series, i.e. for every natural number k

wk,2) < wk+1

Consider automaton

»Z)  Furthermore it is easy to see, that the word xp merges states a and b if and only if the word p merges states
6(8,X) 4pg O b, x) . All this yields that the sets u(k, E) can be produced recursively by the following rules.

—
—

R O TR

[1]

€

= = X = = =
2. wk+1LE) - k=) union {(a,b) | there exists 2, for which ( 5(E, a,x), 8(E, b, x) ) belongs to u(k, E) }

In the end if for some k the equality uk, E)=p(k+ 1, E) holds then M K, 2)=u(=) , Where H(E) s the set of all mergable pairs.
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We have obtained the following procedure for the decidability of automata.

1. Produce the set M(0>Z) , n(L, E) , w2, &) , ... until rk, E) =k +1,2) 0145,
2. Now if M k, Z) (= wE) ) equals to the set of all pairs ( a,b ) then E s directable, or else not.

Imreh and Steinby used a logical matrix to indicate that states i and j are mergable. It turned out, however, that one should choose a
more informative data structure, namely the merging table of the automaton. We can do this without increasing the time complexity of
algorithm. Let us call the resulting procedure the modified Imreh-Steinby algorithm.

3.2.5 Proposition

2
The time complexity of modified Imreh-Steinby algorithm is O( ™ ™).
3.2.6 Proposition
In case of directable automata the modified Imreh-Steinby algorithm produces the merging table of automaton.

3.2.7 Theorem

2
The modified Imreh-Steinby algorithm decides the directability of automaton and also produces the merging table in time O( M "™ ).

3.3 On M -automata

3.3.1 Definition

—

Consider autonaton = and let

a,b = ) DirTab_
WXi)={w| WV € X *, there exist < = , fro which w belongs to = [a,b] }.

= = = =2,Y,8,2,E i
Consider alphabet Y for which |Y|=| W(E) | and let ¢, Y>W(E) bijection. Automaton WE) - [ ! 4757 for which
S(WE)ay)=8E ay¢) holds for every state a and signal yeY is called M -automaton associated to autonaton a =
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3.3.2 Theorem

—
=
—

Automaton — is directable if and only if H(E) exists and is directable.

3.4 Representations

Rule of Four, as a basic didactic principle, was formulated among the NCTM 2000 standards and since then it has been quoted by
numerous books and publications. Practically we can say it is accepted by the community of didactic experts. The usage of the Rule of
Four, however, has been realized mainly in the field of calculus, in fact certain authors restrict the wording of the principle to the
calculus itself.

Calculus is a pleasant field, indeed. A sequence of values of a function provides us with example for numeric representation, while the
formula and the graph of the function illustrate symbolic and graphical representations, respectively. In the end by wording the basic
features of the function on natural language we gain textual representation.

The wording of rule of four sounds as follows:
"Every topic should be presented numerically, graphically, symbolically and verbally."

This sentence evokes the impression that mathematical problems always have to be represented in four different manners. On the same
time a given mathematical notion, problem or phenomenon can be represented several different ways, which yields that the different
kinds of representations are far from being unique. As we will see later, in many cases it is practical to represent the investigated
problem by more than one graphical or symbolic representation.

As all of the great and deep principles the Rule of Four is realized in an extremely simple form. The need of its application compels the
user to rethink his/her notions concerning representations.

On the other hand in many cases the different representation types appear multiply in the course of the examination of a problem.
According to this instead of speaking of four different representations, we can speak only of the usage of a certain number of
representations belonging to four different types. This number varies problem to problem and can be only two, or as we have seen also
five or six.

It seems to be more suitable to use the notation of Rule of Multiple Representations instead of Rule of Four. This principle can be
formulated by using new notions introduced in this paper as follows. Mathematical topics should be represented by multiple
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representations being rational to the subject of examinations. These representations can belong to the concretized, graphic,
symbolic and verbal representation types.

By the introduction of concretized representation we obtain a generalization of Rule of Four, while the stipulation of using rational
representations only provides us with the didactic rationality of representation arising during the discussion of mathematical notion,
object or phenomenon. In this way the usage of representation like these contributes to better understanding and to a higher cognitive
efficiency of discussion.

3.5 Teaching notions of automata theory

The basic notions of automata theory are suitable to illustrate the usage of didactic rules. When discussing the didactic approach for
teaching the notion of automata theory we start from the real world, namely from intuitive notion of deterministic finite state machines
(Archimedes Rule) which proves to be enough for the implementation and the introduction of two representations of finite automata:
transition table and transition graph (Rule of Four). At this phase we use different procedures from Maple's automata theory package,
but we use them as black boxes. We do not care how these procedures work. It is sufficient to be aware of their usage, as we want to
use them only as experimental tools.

The didactic goal is to highlight the process of abstraction. In the course of building mathematical models we have to find pure
mathematical tools which are suitable to describe the constituent parts and the operation of sequential machines. We use the existing
implementation and gather experiences about how the generalized transition function works. We realize that the composition of
function is the suitable means to model real world things like input tape and reading head. We explore all fundamental features of
generalized transition function and this leads us to formulate the definition of deterministic automaton, the generalized transition
function and the concept of word and language recognition. By the end of this learning process we completely understand the
behaviors of the implementation which becomes white box from the initial black box.

Next we continue the process of abstraction. The first level abstraction built the concept of deterministic automaton from the intuitive
notion of sequential machines. The second level abstraction is used to build the notion of nondeterministic automaton from
deterministic one. As before we use the inductive method again: experiment, formulate the results of observations, generalize and
introduce the new concepts.

Our starting point is the transition graph of deterministic automata, which have a certain special property due to determinism. We ask
what would happen if we drop this property and tried to consider every directed-labeled graph as the transition function of an
"imaginary automaton". We completely explore the consequences of this assumption. First we realize that the concept of transition
function has to be changed. This change yields, however, that we have to introduce new notions such as the set of runs instead of run
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or the current set of possible states instead of current state when processing an input word. We discover another useful representation
of processing the input word called the tree of possible runs. Similarly to the deterministic case by the end of our experiments, we
know everything to formulate the definition of (nondeterministic) automaton. From didactic point of view we make the black box of
nondeterministic generalized transition function to be white box.

3.6 Teaching automata theoretic problem solving

As samples we solve two exercises of the same characteristic. In both cases we had to find automaton which recognizes a given
language. We reached the solution by using the adaptive method. We begun with an automaton which recognized a language being
related with the given language and we altered this automaton as long as we obtained the automaton required. This method led us to a
not complete automaton in the first case and nondeterministic automaton in the second case.

In general we can assert that in most cases the natural human thinking results in noncomplete and nondeterministic automata in
the course of automata theoretic problem solving. As for noncompletness the reason for this is that people are originally lazy. Yes,
we do not like needless work and prefer to reach the result with the most smaller effort. On the same time irrelevant states and
transition do not help us to comprehend the operation of resulting automata, which means the cognitive efficiency of complete and
deterministic automata is lower.

As for nondeterminism we can say that in general students prefer to use graphic representations which is nothing else than the
transition graph in case of automata. In this representation the operating model of automata based on casual choices can be handled on
a natural way. The student has nothing else to do than to find different paths within the transition graph.On the same time the
deterministic case can be handled cognitive effectively in symbolic representation on an algebraic way. So we can state that on the one
hand different models of the operation of automata own different level of cognitive efficiency, on the other hand the cognitive
structure of students seems to be closer to nondeterministic model of finite state machines than that of deterministic machines.

3.7 Didactic structure of Maple worksheets

Learning is a process, which runs in the course of time with stops, stepping back, feedback and experimental stages. Experiments play
fundamental role in observation, in gathering experiences. The most difficult question is how much time has to be spent for a certain
phenomenon to experiment with it. In other words how much time has an experiment to be repeated, so that every student in the
class be able to draw up the results of experiment and then suspect and formulate the general rule behind it. Student's comprehension
in a class may differ significantly.

Our answer for this challenge is based on the use of CAS. Maple, like every interactive CAS, allows users to repeatedly execute the
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same sequence of commands, while user can change the value of any data taking part in the calculation. What we have to do is to
introduce the didactic structure of Maple worksheets. We have to draw students' attention to the beginning and ending point of the
sequence of consecutive Maple commands which constitutes an experiment. If we organize our Maple worksheet in such a way that
the first command of the sequence always contains only the data which the experiment depends on then we obtain a Point of Practice
(PoP) in the course of learning process. PoPs are used to indicate the beginning of an experiment and help student to find out which
data have to be changed to obtain different output of the experiment. The last command of the experiment is called as end of PoP and
denoted by EoP.

In this way out teaching material may contain several PoP-EoP pairs each of which designate the first and the last command of an
experiment, whose input data can be found in the PoP command. An experiment can contain not only commands and their output but
also textual clarifications and hints. It is not desirable to encapsulate PoP-EoP pairs, while overlapping is confusing. Accordingly we
can say that the didactic structure of Maple worksheets is constituted by disjoint PoP-EoP pairs. The input data of experiment is
located in PoP command. The sequence of commands can be repeated by the students as many time as desired. This number may very
student by student.

4 Conclusion

Historically, the usual way for introduction the notion of finite automata is to begin with deterministic automata as the mathematical
model of finite state machines. The definition and the discussion is highly algebraic based on symbolic representation of automata.
First the students learn how to handle deterministic automata with algebraic tools how to describe their operation and how to use them
to recognize words and languages. After that the notion of nondeterministic automaton is introduced as a generalization of
deterministic case. This treatment is based on symbolic representation which makes the understanding the of nondeterministic
automata very difficult. The teaching of nondeterministic automata means serious didactic challenge for all lecturer.

On the other hand we have seen that if we choose graphical representation instead of symbolic one then nondeterministic automata
become to be easy and simple to handle. Indeed, nondeterminsitic automata turned out to be closer to intuitive human thinking. On the
other hand nondeterminsitic automata are exponentially succinct than deterministic ones which means exponentially less states and
less transitions. This simpler inner structure allows much simpler and clearer treatment of proofs of different statements.
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