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At heart, doing mathematics — whether pure or applied — is about sense-making.
(Schoenfeld, 2013, o. 26)

Bevezetés

Altalanos iskolai matematikatanarként gyakran tapasztaltam, hogy a tanulok
megrettennek, amikor betiik is megjelennek a tanérakon, hiszen annyira kilonbozik
a kordbban megszokott aritmetikai feladatok kinézetét6l. A Nemzeti Alaptanterv
(Magyar Kozlony, 2020) a matematika tanuldsanak legfontosabb céljai kdzott
megfogalmazza, hogy a tantargy fejlessze a tanuldk ,,szdvegértését, szovegalkoto és
absztrakcids képességét a matematika nyelvének és szimbdlumainak szdbeli és
irasbeli alkalmazasa soran” (p. 328). Ennek fontos része az algebra témakore,
amelyhez tobbek kozott absztrakcids képességre van sziikség, valamint a matematika
nyelvének, szimbdlumainak helyes hasznalatara. Az algebra bevezetése hetedik
évfolyamon torténik, ekkor ismerkednek meg a tanul6k a valtozdékkal, algebrai
tevékenységekkel, egyenletekkel és mar a szdveges feladatok egyenlettel vald
megoldasaba is bepillantast nyernek. Nyolcadik évfolyamon leginkabb mar a
szoveges feladatok kapnak kiemelt szerepet az algebratanulas soran.

A dolgozatban az aritmetikai-algebrai atmenet megkdnnyitése all a kozéppontban.
Hetedik és nyolcadik évfolyamon végeztiink ennek érdekében dizajn kutatast (A. L.
Brown, 1992; Burkhardt & Schoenfeld, 2003; Fowler és mtsai., 2023), melynek
sajatossdga, hogy a pedagdgiai gyakorlat és a kutatas kozotti folyamatos
kolcsonhatasokra épit, igy idealis olyan kutatasokra, amelyek nemcsak a tanitasi-
tanulasi folyamatok megértésére, hanem azok fejlesztésére is torekszenek. A kisérleti
Ordkat az értelemalkotd matematikatanulas elvei alapjan épitettik fel. Az
értelemalkot6 algebra (az angol irodalomban sense-making algebra) a konceptudlis
megértésre helyezi a hangsulyt, szemben az eljarasok algoritmikus elvégzésével. Ez
a megkozelités magaba foglalja példaul a kontextusba helyezést, a tobbféle
reprezentaciot, az altalanositast, az érvelést és a szocialis tanulast.

Hetedik évfolyamon az egyenletek bevezetése elotti tandrakra Osszpontositottunk,
amelyeken a tanul6k megismerkednek a valtozdkkal, helyettesitési értékkel, algebrai
tevékenységekkel. Problémaalapt kisérleti Orakat terveztink, melyek kozos
jellemzdje a problémak atélhetd kontextusba helyezése és az altalanositds. A
problémaalapu tandrakon a tanulok aktivak voltak, az érvelés és a szocialis tanulas
természetes modon jelent meg. A hetedik évfolyamon végzett dizajn kutatas célja az
volt, hogy a tanulok értelmet, jelentést kapcsoljanak a valtozokhoz, ne csupén a
hagyomanyos betii-aritmetikai problémahelyzetekben talalkozzanak veliik. A kutatas
soran megfigyeltiik az értelemalkotd algebra jellemzoit és kihivasait a hetedikes
tanulok korében. Felmértiik a hetedikes tanulok szimbolum hasznalatanak jellemzdit
¢s a tanuldi szimbolumhasznalat tanari tdimogatasainak lehetdségeit.
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Nyolcadik évfolyamon az egyenlettel megoldhatd szoveges feladatok témakoréhez
terveztiink kisérleti orakat. Az értelemalkoté algebra Osszetevoi koziil ezen tanorakon
leginkéabb a tobbféle reprezentacid jelent meg. Az érvelés és a szocialis tanulas ennél
az évfolyamnal is természetes mddon bontakozott ki a parmunka és az
osztalymegbeszélések alatt. A beavatkozds sordn az egyenletek felirdsanak
tdmogatasa volt a cél, amelyhez tobbféle reprezentacios lehetdséget tartunk a tanulok
elé. Egyes esetekben a reprezentacid ki is tudta valtani az egyenlet felirasat, de
altaldban annak segitésére szolgalt. A beavatkozas soran megvizsgaltuk, hogy a
kutatdsban részt vevd nyolcadikos tanulok milyen grafikus reprezentacios
készségekkel rendelkeznek egy konkrét abrdzolasi médra vonatkozdan, és hogyan
viszonyulnak a grafikus reprezentaciokhoz. Az ,.egyiittes munkavégzéses” tipusu
problémak esetében megvizsgaltuk, hogy mely tényezok befolyasoljak a tanulok
onall6 problémamegoldd stratégia valasztasat.

A nyolcadikos tanuléknal az 6nallé problémaalkotas és problémamegoldas kozotti
kapcsolatot is vizsgaltuk, kiegészitve egy korabban hatodik évfolyamon végzett
kutatést (Kovéacs és mtsai., 2023). A kutatasok soran a problémaalkotés és megoldas
sikeressége, illetve a tanulok matematika érdemjeggyel jellemzett teljesitménye
kozotti kapcsolatot is vizsgaltuk. A problémaalkotéas és -megoldas soran eléforduld
jellegzetes hibdk elemzésén keresztil a tanuldk szerkezeti és szemantikai
megértésébe is betekintést nyerhettiink.

A dolgozat els6é fejezetében elméleti attekintést adunk az algebratanitas magyar
vonatkozasar6l a Nemzeti alaptanterven és a hozza tartozé kerettanterveken
keresztll. Szakirodalmi attekintést nydjtunk az algebrai gondolkodasrol, illetve az
értelemalkotasrdl a matematikaban, és az algebra tanitdsaban-tanulasaban. A 2.
fejezetben a dolgozat kutatasi kérdéseit fejtjuk ki, mig a 3. fejezet a kutatds
maodszertanardl szél. A 4-7. fejezetekben a kutatas eredményei szerepelnek, az egyes
fejezetekhez szorosan kapcsolodé irodalmi leirasok a fejezetek elejére kerlltek. A 4.
és 5. fejezetben a hetedik évfolyamon végzett kutatas eredményeir6l szamolunk be,
az algebrai gondolkodasméd kezdeteinek jellemzGin és az algebrai gondolkodadsmod
sajatossagain keresztiil. Az eredményeket részben a (Ldocska & Kovéacs, 2022)
kdzleményben publikaltuk. A 6. fejezetben a nyolcadikos kutatas eredményei
szerepelnek, a grafikus reprezentaciok szerepére és a tanulok szimbolum hasznélatara
koncentralva. A fejezet a (Locska és mtsai., 2023) munka alapjan készilt. A 7.
fejezetben a tanuldi problémaalkotéssal foglalkozunk, nyolcadikos tanuldk esetében.
Az itt bemutatott eredményeket a (Ldcska, 2025) kozleményben ismertettik. A
dolgozatot a kutatas kovetkeztetéseinek @sszegzésével és a tovabbi kutatasi
lehetdsegek felvazolasaval zarjuk.



1.  EIméleti attekintés
1.1. Az algebra tanitasarol

A dolgozatban bemutatott kisérleti 6rak a 2020-2021-es tanévt6l a 2022-2023-as
tanévig tartottak, melyek a 2012-ben kiadott Nemzeti alaptantervhez és az ehhez
igazodd kerettantervhez készlltek!. A felmend rendszer miatt minden, kisérletben
résztvevo osztaly tanterve a kisérlet ideje alatt ezen okiratokhoz igazodott. A tanterv
valtozas ellenére az algebratanitasnak azt a megkdzelitését, amit a disszertacioban
bemutatunk, valtozatlanul érvényesnek gondoljuk. Sét, bizonyos vonatkozasokban a
2020-as valtozasok meger6sitik elképzelésiinket arrOl, hogy a tdlzottan formalis
jegyeket mutatd algebra tanitasrél el kell mozdulni a megértésen alapul tanitas felé.

Az algebratanitas a 2012-es Nemzeti alaptantervben az aldbbiak szerint jelenik meg.
A tanterv a matematikatanitas alapvetd céljai és feladatai kozott emliti, hogy a
tanulok megismerjenek kiillonb6zé modelleket, gondolkodasmodokat, modszereket
és leirasokat. Ezek koziil az adott problémanak megfeleléen, kiilonféle ismereteikre
tamaszkodva tudjanak 6nalldan valasztani a megoldasi lehetdségek koziil, példaul az
aritmetikai, algebrai vagy geometriai médszerek alkalmazaséval.

Alsé tagozaton, vagyis 1-4. évfolyamon méar megjelennek az algebrai ismeretek, a
Szamelmélet, algebra témakaérén beliil. Ebben a korosztalyban a matematikai széveg
leiraséra szimbolumokat hasznalnak, illetve az ismeretlent szimb6lummal jelélik,
majd kiszamoljak azt. Ezek a szimbolumok lehetnek kiilonb6z6 abrak, de el6fordul,
hogy betlivel torténik az ismeretlen jeldlése. A Kerettanterv az 1-2. évfolyamtdl
kezdve emliti a szimb6lumhasznélatot:

- Szimbo6lumok hasznéalata matematikai szdveg leirdsara, az ismeretlen
szimbdlum kiszamitasa. (1-2. évfolyam).

- Szimbo6lumok hasznéalata matematikai szdveg leirdsara, az ismeretlen
szimbolum kiszamitasa, ellen6rzés. (3-4. évfolyam).

A kovetkezd példa (1. abra) egy harmadikosok szadmara késziilt, kerettantervi
megfeleloséggel rendelkezd feladatgylijteménybdl valéd (Fiilop, 2020). A bemutatott
feladatban a szOveges probléma megoldasa nyitott mondat formajaban is megjelenik,
a keresett mennyiséget egy fekete haromszog jeloli. Ez a megoldasmod értelmezhetd
a korai algebrai gondolkodas eldkészitéseként, ugyanakkor az adott példaban a
szimb6lum didaktikai funkciéja nem valik teljesen explicitté. Mivel a feladat
aritmetikailag kozvetlendl is megoldhatd, a jeldlés a tanulok egy része szamara

1 A 2012-es NAT-hoz igazodé kerettantervek a
https://www.oktatas.hu/kozneveles/kerettantervek/2012 nat oldalon érhetdk el.
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tovabbi értelmezési lépést és megndvekedett kognitiv terhet jelenthet. A példa arra is
utal, hogy a korai szimbolumhasznalat és annak tanulast segitd szerepe erésen fiigg a
jelolés céljanak és hasznalatanak vilagos bedgyazasatol.
1. &bra
Korai szimb6lumhasznalat egy harmadikosoknak szant kényvben

A tovéabbiakban a szamfeladat helyett nyitott mondatot irj! Azt a szdmot, amit

nem tudsz, valamilyen abraval vagy betlvel jeldld!

Nandi perselyében 350 Ft volt. Mennyi pénze lett, ha 200 Ft-ot kapott a pa-
ajatol?
paj PR

Adatok: (é)'% \ } dsszesen: ?

Nyitott mondat: 350 Ft+ 200 Ft = A

Szamitas: 350 Ft + 200 Ft =550 Ft A =550Ft

Ellendrzés: Tébb lett-e a pénze? Mennyivel lett tobb? 350 Ft < 550 Ft
200 Ft

Vélasz: Nandinak 550 Ft-ja lett.

Altalanos iskola felsé tagozatan, 5-8. évfolyamon megjelenik az egyszerii algebrai
kifejezések helyettesitési értékének kiszamitasa, illetve az &sszevonas is.
Megismerkednek a tanulok az elséfoku egyenletekkel és egyenl6tlenségekkel. Az
egyenleteket lebontogatassal és mérlegelvvel is megtanuljak megoldani, és ellendrzik
is a munkajukat.

Kdzépfoku oktatasi intézményben, 9-12. évfolyamon részletesen megismerkednek az
algebrai kifejezésekkel végzett miiveletekkel, képesek lesznek els6foku,
tobbismeretlenes egyenletrendszert is megoldani. Foglalkoznak szdveges
feladatokkal, egyszerii négyzetgyokos, exponencialis egyenletekkel.

A 2020-ban kiadott Gj Nemzeti alaptantervhez (Magyar Kodzlony, 2020) illeszkedd
also tagozatos kerettanterv az algebratanitas elOkészitését tapasztalati, képi és
modellalkotasi folyamatként irja le. Alsé tagozaton a kerettanterv nem utal a
szimbolumok hasznalatdra (kivétel a mennyiségi viszonyokat kifejezd
szimb6lumok), viszont hangsulyosan jelenik meg a grafikus reprezentacio, mint
példaul a szakaszébra (2. dbra). A szdveges feladatok megoldasanal nem a keresett
mennyiség 6nallo algebrai szimbolummal val6 jeldlése és nyitott mondatba foglalasa
keriil el6térbe, hanem az Osszefliggések megfogalmazasa sajat szavakkal,
nyiljeldléssel vagy nyitott mondattal (Balassa és mtsai., 2022).

Az 5-8. évfolyamon 6nalloan is megjelennek a betiis kifejezések, ezt kovetden pedig
az egyenletek és a szOveges feladatok valtozatos formakban kerllnek elé. A
mindennapi €letbdl vett példaktol kezdve a gazdasagi, pénziigyi témaju szdveges
feladatokig. Az egyenlet megoldaséra itt sem csupan a mérlegelv jelenik meg, hanem
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példaul a kdvetkeztetés is. 9-12. évfolyamon kilon fejezetet kaptak az egyenletek,
egyenlétlenségek, egyenletrendszerek. Ehhez természetesen sziikség van az algebrai
kifejezésekkel végzett tevékenységekre is, gymint a szorzatta alakitasra, kiemelésre,
vagy épp a nevezetes azonossagok hasznalatara.

2. abra
Példa szoveges feladat megoldaséra a (Balassa és mtsai., 2022) tankényvbdl, 4. osztaly

v b b

A gylimolcsosben 475 kg almat és 148 kg szilvat -
sziireteltek. P
Mennyivel tobb az alma mennyisége, mint a
szilvatermés mennyisége?
475 kg
Adatok:

148 kg ?
Megoldasi terv: 475 kg - 148 kg =7

Becsiild meg a kiilonbséget szazasra kerekitett értékkel!
475 = 500 148 = 100
500 - 100 =400 B: 400

[rasbeli kivonassal szamold ki pontosan az eredményt! Ellenérizz irasbeli 6sszeadassal!

475 -« 8egyeshez, hogy 15 egyes legyen, kell 7 egyes. Leirom a 7-et az 327

-148 egyesek ala, az 1 tizest hozzaadom a kivonandéban a tizesekhez. +148

327 - 4tizes+1tizes=>5tizes, 5 tizeshez, hogy 7 tizes legyen, kell 2 tizes. 475
« 1szazashoz hogy 4 szazas legyen, kell 3 szazas.

Valasz: 327 kg-mal tobb az almatermés mennyisége.

1.2.  Algebrai gondolkodéas

Mi az algebra? Freudenthal (1977) kisérletet tett az iskolai algebra fogalmanak
tisztazasara. Ugy fogalmazott, hogy az osszefiiggések leirasanak és az eljarasok
altalanos megoldasanak képessége az algebra lényege. Ebben az ujszeri
perspektivaban az algebrat emberi kognitiv tevékenységnek tekintik. Kieran (2004)
szerint az algebra tébbdimenzids tevékenység, amely szdmos gondolkodasmddot
foglal magéba: a mennyiségek kozotti kapcsolatok elemzéseét, a strukturélis
kapcsolatok észrevételét, a valtozasok leirasat, elorejelzést és az altalanositast. Kieran
az algebrai tevékenységet a problémamegoldas, modellezés és indoklas-bizonyitasi
tevékenység altalanosabb keretében jeleniti meg. Szerinte a szimbdlumhasznalat
“letter-symbolic algebra” (p. 142) az altalanositas és a fliggvényszerli gondolkodas
segédeszkdze. Ezzel a felfogassal pedig athidalhatova valik az a szakadék, amely sok
esetben az algebra korai évfolyamokon vald bevezetése és a késébbi évfolyamokon
elvart algebrai gondolkodas kdzott keletkezik.

Az algebrahoz kothetd kettésséget Kaput (2018) mar a munkajanak cimében is
megjeleniti: Mi az algebra? Mi az algebrai gondolkodas? Ha az els6 kérdést nézziik,
ott az algebra 6nall6 tudasanyagként, kulturalis 6roksegként jelenik meg, amelyet az
iskolarendszer kozvetit. Ezt az Orokséget elsésorban a 9. szazad kornyéki arab
matematikdbol,  Al-Khowarizmi  munkéassagabdl  vezetik le, féleg az
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egyenletmegoldas tudomanyaként. A masodik kérdésnél, az algebrai gondolkodas
kifejezés mar emberi tevékenységet feltételez, amelynek 1étezése az emberektdl fligg.
Az algebra nem csupan egy statikus tudasanyag, hanem aktivan végzett tevékenység,
amely lehetdvé teszi a matematikai ismeretszerzést. Kaput szerint mindkét
megkozelités hasznos.

Munk4jaban az algebrai gondolkodésnak két o lépcséfokat emeli ki. Az elsd
1épcsofok (Core Aspect A (p. 10)) kdzponti fogalma az &ltalénositds, amelybe
beletartozik az altalanositas képessege, és az altalanositasok egyre szisztematikusabb,
konvencionalis szimbdlumrendszerekben vald kifejezése is. Vagyis a tanuldk
kezdetben a sajat er6forrasaikat, jellemzoen a természetes nyelvet hasznaljak, késébb
azonban attérnek a konvencionalis abrazolasi formakra. Az algebrai gondolkodas
kulcstényezdje a mintazatokban felismert szabalyszer(iségek altalanos kifejezése és
egyre formalisabb megjelenitése. Az aritmetikai miiveletek magasabb szintii
megértése, tulajdonsagaik tudatos alkalmazésa vezet el arra a szintre, amikor a
szamokon tulmenden is hasznaljak a tanulok az alapmiiveleteket. A kiillonbozo
reprezentacidk hasznalata (természetes nyelv, grafikus reprezentacié és szimbolikus
reprezentacio), és ezek kdzotti valtas, szintén fontos tényezdje a Kaput-féle elsé £6
aspektusnak.

Az algebrai gondolkodas masodik 1épcséfoka a szimbolumokkal végzett, miiveleti
szabalyokon alapuld, szintaktikailag iranyitott cselekvés (Core Aspect B (p. 10)). Ide
tartozik példaul az egyenletmegoldas, algebrai kifejezések azonos atalakitasa,
ekvivalens atalakitasok végrehajtdsa. A masodik 1épcsofok az elsére épiil, mikdzben
a tanuld egyre magabiztosabb lesz az alapmiiveletekkel és a hozzd kapcsolodo
jelolésrendszerrel, egyre jobban képes lesz a szimbdélumokkal végrehajtani azokat.

A Kaput-féle megkdzelités egyesiti az algebra kordbban megnevezett két identitasat,
vagyis az algebra kulturalis 6rokség, amely hagyomanyos szimbolumrendszerekben
és a megismerésre iranyuld emberi tevékenységekben fejezodik ki. Ez a két f6
aspektus Kaput szerint nem egyszerre alakul ki a tanul6kban, tanulmanyaik soran.
Mivel a szimb6lumokkal val6 helyes algebrai tevékenységek ismerete
elengedhetetlen a szimbélumok tudatos hasznélatéhoz, ezért a masodik 1épcséfok
szintje késObb alakul ki a tanuldkban, mint az elsd, vagyis az altalanositas.

Schoenfeld (2008) szerint az algebrai gondolkodas tobb részbdl tevodik dssze. (1) A
tanuloknak ismerni kell a kiilonb6z6 reprezentacios lehetdségeket, koztik a
szimbolikus reprezentaciot. (2) Fontos a flexibilitds, vagyis, hogy rugalmasan
tudjanak valtani ezen reprezentaciok kozott, az adott problémahelyzetnek
megfeleléen. (3) Elengedhetetlen az értelmes szimbolumhasznalat és a
szimbolumokkal helyes végzett algebrai tevékenységek, ha a feladat ezt sziikségessé
teszi. A korai algebra céljaként a tapasztalatszerzést nevezi meg. Az ekkor szerzett
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értelemszerz6 tapasztalatok segitik a tanulokat abban, hogy kialakuljon az algebrai
gondolkodasuk.

Mas szempontok alapjan Carraher és Schliemann (2014) szintén harom részre bontjak
az algebrai gondolkodast. Ezek a kovetkezok: (1) Az ismeretlenekkel vald operalés,
vagyis a mennyiségek kozotti kapcsolatot ujszerii moédon fejezik ki a tanulok, példaul
szimbdélumhasznalattal. (2) A valtozokban és azok kapcsolataiban valé gondolkodas.
A szerzOk ugy fogalmaznak, hogy a tanulok akkor is az algebrai gondolkodassal
foglalkoznak, ha nem hasznélnak valtozokat, de a valtozok, és a valtozok kozotti
kapcsolatokban gondolkoznak. Ehhez hasznalhatnak kilonféle reprezentaciokat is,
példaul egy egyszeriisitett pénztarcat rajzolnak, amelyben a pénzosszeg valtozo lehet.
Kiemelik, hogy fontos kiildnbséget tenni a valtozdk altalanos abrazolasa, és azon
abrézolasok kozott, amelyek egy konkrét ismeretlent jeldlnek. (3) Az algebrai
gondolkodas harmadik 0sszetevdje az algebrai struktira elismerése. Példaul altalanos
iskolai szinten ez gy nyilvanulhat meg, hogy amikor az egyenletekkel ismerkednek
meg a tanuldk, akkor a betiiket altalanositott szamokként kezelik, ezaltal a
miiveleteket Ugy kezelik, mint amelyek a szdmok egy adott halmazéara érvényesek.
Munkajuk végén kifejtik, hogy a korai algebra megismerésének sikeressége attdl
fugg, hogy a tanarok mennyire rugalmasan képesek mozogni az algebrai dbrazolasok
és a természetes nyelven, értéktablazaton, diagramokon Kkeresztil Kkifejezett
megjelenitések kdzott.

Mig Carraher és Schliemann (2014) a valtozok kiilonb6z6 reprezentacioit
hangsulyozzak a tanulasi folyamatban, addig Schoenfeld és Arcavi (1988) a valtoz6
fogalméanak sokféle hasznélatdt elemzik. A betiiket kiilonb6z6 matematikai
kontextusokban kiilonbozoképpen hasznaljuk. Egy betl, pl. “t” lehet fiiggvény
valtozoja, ismeretlen egy egyenletben, paraméter egy kifejezésben, tovabba t
hagyomanyos elnevezése az idének egy fizikai kontextusban. Azaz, szimbolum,
paraméter, név, azonositd, ures hely - néhany lehet6ség Schoenfeld & Arcavi szerint,
ha csupan egyetlen széval, vagy kifejezéssel szeretnénk megmagyarazni, hogy mik a
valtozdk. Leirasuk alapjan a valtozd olyasmit jelent, ami valdban valtozik, vagy ami
tobbféle értékkel bir. Eppen ezért a felsoroltak kdziil egyetlen sz6 sem fedi le teljesen
a valtozo jelentését. A valtozo sokszinli megnevezése és jelentése miatt a tanuloknak
is nehéz azonositani, hogy mikor melyik kifejezést hasznaljak. Schoenfeld és Arcavi
allaspontja szerint a tanuléknak nemcsak a formalis szabalyokat kell elsajatitaniuk,
hanem azt is meg kell tanulniuk, miként értelmezzék a kijelentéseket azok
kontextusaban. Tanarként érzékenyen kell reagélnunk erre a tobbféle hasznélatra,
hiszen a kifejezés kiillonbozé kontextusokban valo eltéré hasznalata megnehezitheti
a diakok szamara a megértést.

Arcavi (1994) egy tagabb perspektivabol vizsgalja az algebrai szimbdélumok
hasznédlatdt. Nemcsak azt hangsulyozza, hogy a valtozdk tobbféleképpen
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értelmezhetdk, hanem azt is, hogy a tanuloknak rugalmassdgot kell mutatniuk a
szimb6lumhasznalat és egyéb reprezentaciok kozott. Arcavi bevezeti a
szimbolumérzék fogalmat, amely az algebrai kifejezések értelmezésének és
hasznalatdnak mélyebb megértésére utal. A szerzé szerint a szimbolumérzék
magaban foglalja annak felismerését, mikor érdemes algebrai szimbdlumokat
hasznélni egy probléma megoldasdhoz, és mikor elénydsebb mas reprezentaciokat
alkalmazni. Ennek egy példaja, amikor a tanuldék egy probléméat kezdetben
szimbolikusan probalnak megoldani, de az algebrai tevékenységek bonyolultta
valnak, és ekkor egy alternativ, vizualis vagy aritmetikai megoldasi stratégiat kell
alkalmazniuk. A tanuldéknak nem csupdn a proceduralis szabalyokat Kkell
megtanulniuk, hanem értelmezni is kell a szimb6lumokat a kontextusukban. A
szimbolumérzék és az értelmes szimbolumhasznalat szorosan Osszefliggnek. A
szimbolumérzék annak a képessége, hogy a tanulok nemcsak formalisan
manipulaljdk a szimb6lumokat, hanem értelmezni is tudjak azokat a matematikai
helyzetekben. Az értelmes szimbdélumhasznalat pedig ennek a gyakorlati
megvalosuldsa: amikor a tanulok tudatosan és kontextusnak megfeleléen
alkalmazzak az algebrai szimbélumokat.

A matematikai gondolkodas fejlédése szempontjabol fontos, hogy a tanulok
felismerjék az algebrai kifejezések struktdrajat, és hogy az algebrai tevékenységek
mogott rejlo jelentést is megértsék. Példaul egy algebrai egyenlet megoldasa soran
nem elegendd a miitveletek mechanikus végrehajtasa, a tanuloknak észre kell vennitik
a kapott eredmény jelentését is. Osszefoglalva, akik elsajatitjak az algebrai
modszereket, gyakran nem érzékelik az algebrat a megértés, a kifejezés, az
altalanositasok kdzvetitése és a matematikai érvek felépitésének eszkozeként.

Friedlander és Hershkowitz (2020) beszdmolnak, hogy a tanuldknak sokszor
nehézséget okoz az algebra és az érvelés kozotti kapcsolat megteremtése. Harom
problémahelyzetet irtak le, melyek soran a tanuldk is felfedezhették, hogy az algebra
kapcsolodik mas matematikai témahoz, példaul a geometriahoz és az aritmetikahoz.
Ezen problémakkal foglalkozva a tanuldk felismerhették, hogy az algebra hatékony
eszkdz az altalanos mintak és dsszefliggések abréazolasara, illetve, hogy az algebrai
tevékenységek kilondsen alkalmasak egy felfedezett altalanos minta elemzésére. A
kitlizott problémak targyalasanal még az algebra el6tti szakaszban 1évo tanulok koziil
is sokan eljutottak az A&ltalanositds és az igazolas szakaszdba. Friedlander és
Hershkowitz szerint segitséget nydjthat, ha az algebrat 6sszekapcsoljuk a geometriai
és aritmetikai problémakkal, ezzel téve kevéshé absztraktta a szimbdlumokat.

Az algebrai szoveges feladatok megoldasa soran felmeriilé nehézségeket, a

matematizalas szemszogéb6l Jupri és Drijvers (2016) vizsgélta. Indonéz tanulok

teljesitményét figyelték meg egy digitalis matematikai kdrnyezetet hasznal6 kutatas

sorén, a szoveges feladatoknal a probléma kontextusa a valos életre és nem csupén a
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szamokra vonatkozott. Az eredmeények azt mutattak, hogy a tanulok f6 nehézségeit a
szoveges feladatok megértése okozta, valamint az egyenletek, sémak, diagramok
megfogalmazésa. Az eredmények a problémak megértése és a matematikai modellek
megfogalmazésa terén mutatkozd képességek hianyara utaltak. Ezt Jupri & Drijvers
az indonéz tanitasi hagyomanyokkal magyaraztak, mely soran a tanulok leginkabb
rutinszert algebrai feladatokkal talalkoznak, szovegesen megfogalmazott algebrai
problémékkal szemben.

Palatnik és Koichu (2017) az értelemszerz6 folyamat és a tanuldsi kornyezet
Osszefliggésére mutattak ra. Egy projektmunkat figyeltek meg egy kozépiskolai
tanulopar esetében. Felting volt a tanuldk elkotelezettsége a probléma irdnyaban,
melyet a szerzOk a megfeleld tanulasi kornyezet hatdsara irtak. Egyrészt a tamogatd
tanari kérdések biztositottak ezt, masrészt a projektmunka adta lehetoségek. A
tanulok hozzészoktak, hogy hosszu tavon foglalkozzanak egy problémaval, és 6nallé
felfedezéseket tegyenek. A tanulok értelemszerz6 folyamata algebrai tevékenységek
sorozatabol allt, mely soran a megfigyelt tanul6k négy fontos allomast érintettek: (1)
allitasokat fogalmaztak meg és igazoltak, (2) altalanositasokat tettek, (3) megtalaltak
az algebrai kifejezések mogott all6 miérteket, és (4) Osszefuggéseket tartak fel a
megfigyeléseik kozott.

Jelen dolgozatban az algebrai gondolkodason az altalanositasi tevékenységet, az
értelmes szimb6lumhasznalatot és a szimbolumokkal végzett algebrai tevékenységek
készségének egységet értjuk. Az Altalanositas kiilonbozé reprezentaciokkal is
torténhet, azaz térténhet szovegesen a tanulok természetes nyelvén, grafikusan, vagy
szimbolumok segitségével. Az altalanositas soran a tanulok elGszor szabalyokat
ismernek fel kiilonb6z6 mintakban, és ezeket szovegesen megfogalmazzak, majd
szimb6lumokkal is felirjak. Az algebrai gondolkodas része a tudatos
szimbd6lumhasznalat, amely soran az altalanos szabalyokat valtozok segitségével
fejezik ki. Ugyancsak ide tartozik a szimbolumokkal végzett miiveletek alkalmazasa.
Ennek soran a tanulék feltarjdk a mennyiségek kozotti kapcsolatokat, majd az
algebrai kifejezéseken kiilonboz6 atalakitasokat és miiveleteket végeznek. A fejlett
algebrai gondolkodas kialakitasa iddben hosszu folyamat, amely iddtartam
tanulofiiggé is. Az algebrai gondolkodas korai szakaszdban a kiilonbozo
reprezentaciok hasznalataval torténd altalanositas a jellemz0, amely idovel dtmegy az
értelmes  szimb6lumhasznalatba, és a szimbdélumokkal végzett algebrai
tevékenységekbe.

1.3. Ertelemalkotas a matematikaban
A matematikai értelemalkotés folyamatéat hosszd ideje vizsgaljak a kutatok (Kieran,

2007; Martin, 2009), de a kapcsolédd matematikatanitési szakirodalom nem tér ki
részletesen arra, hogy az értelemalkotas folyamata pontosan milyen komponensekbdl
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all, illetve hogyan valosul meg konkrétan a gyakorlatban (Palatnik & Koichu, 2017).
Schoenfeld (2013) a kutatasok addigi eredményeit 6sszegezve megéllapitja, hogy az
értelemalkotas folyamatanak empirikusan megalapozott kutatasa eddig nem szolgalt
kell6en atfogd eredményekkel. Ebben a fejezetben konceptualizaljuk a matematikai
értelemalkotast abban az értelemben, melyben a disszertacidban hasznaljuk. Ezt a
matematikatanitasi megkozelitést vizsgaljuk dizajn kutatasunkban. Empirikus
modszereken alapuld eredményeink pedig hozzdjarulhatnak a matematikai
értelemalkotasrol alkotott ismereteink boviiléséhez.

A fogalom értelmezéséhez a (Martin, 2009) munkat vesszik alapul, amely a
matematikai értelemalkotast igy emliti, mint ,,egy szituacio, kontextus vagy fogalom
megeértésének fejlesztését azaltal, hogy 6sszekapcsolja azt a meglévo tudassal” (p. 4).
Ebben a megkdzelitésben a matematikai értelemalkotds azt a folyamatot jelenti,
amelynek sorén a tanul6k a matematikai fogalmak koherens megértését alakitjak ki
azéltal, hogy az 0j ismereteket Gsszekapcsoljak a meglévé kognitiv kereteikkel.
Vagyis szamukra az Uj ismeret értelmessé valik, és ennek alapjan megalapozottan
tudnak érvelni. Ez magaban foglalja a matematikai gondolatok értelmezését,
rendszerezését és integralasat, ami a felszines memorizélas helyett a mélyebb
megértést segiti el6. Az értelemalkotod tanitasi megkdzelités azon az elképzelésen
alapul, hogy a megértés a matematikai feladatokkal val6 személyes foglalkozasbol
ered. Ellentétben all a mechanikus ismeretelsajatitassal, és azt hangsulyozza, hogy a
tanuldknak képesnek kell lennilik érvelésiik megmagyarazasara. Az értelemalkotas
¢s az érvelés Osszefonddasa dontd fontossagl, ahogy a tanulok matematikai
érvelésben vesznek részt - feltételezéseket tesznek, mintdkat tarnak fel és
kdvetkeztetéseiket igazoljak -, egyuttal fejlesztik az értelemalkotasi képességeiket,
ami lehetové teszi szamukra, hogy meglassak a fogalmak kozotti kapcsolatokat. Az
értelemalkotas egy kontinuumon zajlik, amely az informalis magyarazatoktél a
formalis matematikai kovetkeztetésekig terjed. Lehetévé teszi a tanulok szamara,
hogy felfogjak a matematikai eljarasok mogott rejlo jelentést, és elGsegiti a tanulasi
tapasztalataik relevancidjanak érzését. Az értelemalkotast el0segitd hatékony tanitasi
stratégiak kozeé tartozik a felfedezést igényl6 problémak bemutatasa, a tanulok kozotti
parbeszéd dsztonzése, valamint olyan tantermi kornyezet kialakitasa, amely értékeli
a kérdezést és az informalis érvelést. Emellett a valos osszefliggések beépitése
segithet a tanul6knak abban, hogy a matematikai fogalmakat az iskolan kivili élethez
kapcsoljak, ezaltal meger6sitve a matematika jelentdségét mindennapi
tapasztalataikban. Végsé soron az értelemalkotds célja a tanulok matematikai
kompetencidjanak és magabiztossaganak fejlesztése, és a kilénbozé teriileteken
felmeriild Osszetett problémak megoldasahoz sziikséges készségekkel valo
felvértezésik.
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A fentebbi meghatarozasbol kitiinik, hogy a matematikai értelemalkotas egy
erny6fogalom, amely tobb ismert és megalapozott tanulasi-tanitasi megkdzelitést is
magéaban foglal, igy az értelemalkotd matematikatanulas konstrukcidjara tobb elmélet
szintéziseként tekinthetlink. Megjelenik az aktiv tanulas elve (Polya, 1981), a sémak
szerinti tanulas (Skemp, 1971) és a problémaalapu tanulés (Savery & Duffy, 1995),
utdbbiba beleértve az érvelést (Toulmin, 2003) és a szocidlis tanulast (Vygotsky,
1978).

Az aktiv tanulds olyan tanuldsszervezési megkozelités, amelyben a tanulok
tevékenyen, magasabb rendli gondolkodasi feladatok (elemzés, szintézis, értékelés)
révén vesznek részt sajat tanulési folyamatukban, mikdzben a hangsuly a tapasztalati
uton torténd tudasépitésre és reflektiv gondolkodasra helyez6dik (Bonwell & Eison,
1991). Elméleti alapjat a konstruktivista pedag6gia adja, amely szerint a tanuldk
meglévd tudasukra épitve, sajat cselekvéseik és tarsas interakcioik révén alkotjak
meg Uj ismereteiket (Banfi & Korom, 2022; Piaget, 1970; Vygotsky, 1978). Az aktiv
tapasztalatokon alapulo ,,learning by doing” elvétdl egészen napjaink konstruktivista
megkdzelitéséig végigvonul, és Magyarorszagon is jelentdés hagyomanyokkal
rendelkezik. Ennek kiemelked6 példaja Varga Tamas Komplex Matematikatanitasi
kisérlete, amely jatékra, felfedezésre és 0nalld problémamegoldasra alapozva
hangsulyozta a matematika aktiv, élményszert tanitasat (Gosztonyi, 2016, 2019,
2020).

A problémaalapd tanulds (problem based learning) nem ©nmagaban a
problémamegoldasrol szol, hanem a megfeleld problémakat hasznalja a tudas és a
megértés ndvelése érdekében. Hmelo-Silver (2004) olyan pedagégiai médszerként
irta le a problémaalapu tanulast, amelyben a tanulék problémamegoldason keresztiil
tanulnak. Ez lehet6séget biztosit a tanuloknak arra, hogy felfedezzék az elsajatitott
tények és az adott probléma kozotti kapcsolatot. A jelen disszertacidban a
matematikatanitas kontextusaban a Kénya és Kovacs (2022) altal megfogalmazott
definiciot tekintjuk kiindulépontnak, amely (Csikos, 2010) megkozelitésére épul.
Eszerint a matematika tanulasa soran a tanuld problémahelyzettel szembesil, a
probléméaval val6 foglalkozéas soran érvel és kritikusan viszonyul sajat és tarsai
gondolatmenetéhez. Ez a megkdzelités a hangsulyt a kognitiv és szocidlis aktivitasra
helyezi. A problémaalapl tanulds hatékonysagat vizsgald és 6sszehasonlito
tanulmanyok &ltalaban egybehangzoan azt mutatjak, hogy ez a modszer hatékony
lehet a tudasanyag hosszabb tavi megdrzése és alkalmazasa szempontjabol (Yew &
Goh, 2016). A problémahelyzetek matematika 6rakon val6 hasznélatanak jotékony
hatéasairdl Friedlander és Hershkowitz (2020) megjegyezték, hogy egy hiteles, de nem
feltétlenlil hétkdznapi probléméaval val6 foglalkozéas noveli a tanulék motivacidjat a
tanoran. Az ilyen problémahelyzeteken keresztiil az algebrai készségek fejlesztése
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szinte természetesnek tiinik. A problémakkal parmunkaban vagy csoportmunkaban is
foglalkozhatnak, amely szintén pozitivan hat a tanulok motivaciojara és
teljesitményére. igy a tanuloknak lehetéségiik van arra, hogy taldlkozzanak a tSbbi
tanulo altal kiilonboz6 szinten végzett altalanositasokkal és indoklasokkal. A mintak
altalanositaésan és bizonyitdsan alapuld problémahelyzetek tehat segitenek
hangsulyozni az algebra matematikai érveléseknél bet6ltott szerepét.

Skemp (1971) szerint a sémak integraljak a meglévé tudast, és eszk6zként szolgalnak
Uj ismeretek elsajatitdsdhoz, a megértést pedig ugy definidlja, mint az Uj tudas
megfeleld sémdkba vald asszimilacidjat; ez kiillondsen relevans a matematikai
megértés kapcsan vizsgalt konceptudlis (fogalmi) és procedurdlis (eljarasi) tudas
kapcsolataban (E. M. Gray & Tall, 2020; Rittle-Johnson & Koedinger, 2009). Kénya
és Kovacs (2023) Star (2005) eredményeit megerdsitve hangstlyozzak, hogy a
sikeres problémamegoldashoz a mély konceptudlis és proceduralis tudas egyuttes
megléte szilkséges, és ezek sorrendisége nem egyértelmiien eldonthets. Gray és Tall
(1991) bevezették a ,,procept” fogalmat, amely egyszerre jelol folyamatot, fogalmat
és ezek koz0s szimbdlumat, kiemelve, hogy akik képesek szimbdlumokat rugalmasan
manipulalni, hosszu tavon sikeresebbek, mig a proceduralis szemléleti tanulok bar
rovid tavon eredményesek lehetnek, hamar akadalyokba Utkdznek az algebra elvont
fogalmaival szembesiilve.

1.4. Ertelemalkotas az algebra tanitasaban-tanulasaban

Dolgozatunkban a matematikai értelemalkotast az aritmetikai-algebrai atmenet és az
algebra korai tanitdsanak kontextusaban alkalmazzuk és vizsgaljuk. Az értelemalkot6
algebra az algebra tanulasanak és tanitasanak olyan megkdzelitése, amely a fogalmi
megeértést helyezi el6térbe, a pusztan mechanikus memorizalassal vagy az eljarasok
rutinszer(i alkalmazasaval szemben. Ez a megkdzelités tobb kulcsfontossagu elemet
foglal magaban, melyek tiikrozik a matematikai értelemalkotas f6bb elemeit. Palatnik
és Koichu (2017) megallapitjak, hogy az értelemalkotas folyamata algebrai
kontextusban generativ és transzformativ algebrai tevékenysegek sorozatabdl all.
Ebben az értelemalkotéasi folyamatban a tanuldk: (1) allitdsokat fogalmaznak meg és
igazolnak, (2) altalanositanak, (3) megtalaljak az algebrai objektumok mdogétt allo
mechanizmusokat, azaz mélyebb megértést nyernek arrél, hogy milyen alapvetd
matematikai elvek és logikai 6sszefliggések allnak a képletek mogott, és (4) képesek
osszekapcsolni és egységes keretbe foglalni az altaluk vizsgalt matematikai
reprezentéciokat, példaul képleteket, diagramokat, vagy szdmsorozatokat. Palatnik
& Koichu dolgozatabdl kiindulva, az értelemalkot6 algebra tanitasi beavatkozasunk
jellemzodit az alabbiak szerint foglaljuk dssze.

1. A kontextusba helyezés. A tanulok az algebra alapelemeivel megélhetd
problémakon keresztiil foglalkoznak, ami segiti 6ket abban, hogy az algebra
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jelentéségét tudatositsdk. Ez a tanulds kontextusban elve. A tudds nem
csupan absztrakt informécioként létezik; hanem a konkrét helyzetek és
tapasztalatok &ltal formalddik (J. S. Brown és mtsai., 1989). A megélhet6
szituaciok teremtésének fontos eszkdzének tartjuk a problémaalkotést
(Stoyanova & Ellerton, 1996)

2. Tobbféle reprezentacio: A megkozelités 6sztonzi a kiillonbozé reprezentalasi
formak hasznalatat, példaul természetes nyelven torténé megfogalmazas,
grafikus, numerikus és szimbolikus reprezentacio. Ez a rugalmassag lehet6vé
teszi a tanuldk szdmara, hogy a problémakat kiilonb6zé nézdpontokbol
kozelitsék meg, és intuitivan értelmezhessek azokat (Janvier, 1987).

3. Az éltalanositas: Az értelmes algebra eldsegiti, hogy a tanulok konkrét
példakbdl altalanositasokat és mintakat fogalmazzanak meg, ami az algebrai
gondolkodas egyik kulcsfontossagu szempontja. Ez az altalanositas formalis
algebrai jel6lés nélkiil is eléfordulhat (Schoenfeld, 2016).

4. Ervelés: Noha az érvelést kordbban gyakran a formalis bizonyitéssal
azonositottdk, és a matematikaoktatasban is hajlamosak voltak tulzottan a
formalis, deduktiv 1épésekre tdAmaszkodni (Hanna, 1989), valéjaban olyan
gondolkodasi mddokat es készségeket jelent, amelyek minden matematikai
tevékenység alapvetd részét kell, hogy képezzék. Az érvelés fejlodése tobb
1épcsofokon keresztiil torténik. Az elsd szint az empirikus érvelés, amely
intuitiv magyarazatok (preformalis érvelés) utjan vezet el a formalis, logikai
elvekre €piil6 bizonyitasig. Mindezek a szintek egyarant jelentdsek, ezért a
tanuloknak megfeleld idore van sziikségiik ahhoz, hogy az egyes szinteken
kialakitsak és megerdsitsék tudasukat, mieldtt magasabb szintre 1épnének.
Ezenkivil a tanulok képesek lehetnek az érvelési szintek kdzott valtani, akar
ugyanabban a kontextusokban is (Keazer & Menon, 2015). A kutat6k ma mar
ezt a folyamatot sokkal inkabb egy folytonos fejlédési kontinuumként
értelmezik az érvelés és a formalis bizonyitas kozott (Hanna & de Villiers,
2008).

Osszességében az értelemalkotd algebra tanitas-tanulas célja, hogy a tanulok az
algebra tanulasat aktiv, hasznos és hatékony emberi tevékenysegként éljék meg.
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2.  Kutatasi kérdések

RQ1: Az értelemalkoto algebra beavatkozas sordn milyen hatasa van a hetedik
osztalyos tanuldkra a kontextusba helyezésnek, milyen sajatossagai vannak az
altalanosités folyamatanak, és milyen kihivasok figyelheték meg a folyamat soran?

A kérdés vizsgalataban kitérlink arra, hogy az algebra bevezetésénél a kontextusba
helyezés és az altalanositas hogyan tAmogatja a tanulok algebrai gondolkodéasat, ezt
hogyan tudja segiteni a tanar. Elemezzik a didkok altalanositasi tevékenységének
megnyilvanulasait az értelemalkotd algebrai beavatkozas soran, és a tanuldk altal
ekkor hasznalt er6forrasokat. Megfigyeljik a tandri magatartds szerepét az
altalanositasnal és a valtozd bevezetésénél. Feltarjuk a tanari és tanuldi

Ve

kapcsolatban.

RQ2: Hogyan jellemezhetd a hetedikes tanulok szimbolumhasznalata, milyen
lehet6ségei vannak a tanarnak a tanul6i szimbdlumhasznalat timogataséban?

A kérdés elemzése soran feltarjuk, milyen lehetdségek vannak az 6sszefliggések
algebrai kifejezésekkel torténd felirdsdnak tanari tdmogatasara, valamint vizsgaljuk,
hogyan viszonyulnak a tanuldk a valtozok jelolésére hasznalt betiikhdz. Emellett
elemezzilk, hogy az algebrai tevékenységekkel kapcsolatos ismereteik elegend6ek-e
ahhoz, hogy azokat problémamegoldas soran készségszinten alkalmazzak. Azt is
megvizsgaljuk, képesek-e értelmezni a megoldast akkor, ha az a megszokott
numerikus eredmény helyett algebrai kifejezés formajaban jelenik meg.

RQ3: Milyen a nyolcadikos tanulok hozzaallasa a grafikus reprezentaciohoz, milyen
grafikus abrazolasi készségekkel rendelkeznek, és mely tényezok befolyasoljak az
autonom reprezentaciovalasztast?

A kérdes targyalasa sorén feltarjuk, a tanulok hozzaallasat egy addig ismeretlen
grafikus reprezentacidhoz, a letoltési savokhoz. Vizsgaljuk, hogy miként jelenik meg
ez a reprezentécié az 6nallé problémaalkotasukban és a hozzatartoz6 megoldasukban.
Emellett elemezziik, hogy a nyolcadikos tanuldk grafikus abrazolasi készségei
megfeleld alapot biztositanak-e a grafikus megoldasi modszer alkalmazésahoz az
»egyiittes munkavégzéses” tipusu feladatok esetében, Azt is megvizsgaljuk, hogy e
készségek szintje miként befolydsolja a probléméakhoz kapcsol6dd autoném
stratégiavalasztast.

RQ4 Milyen kapcsolat figyelheté meg a tanulok altal alkotott problémak szerkezeti
és szemantikai helyessége, a sajat problémédk megoldasanak eredményessége,
valamint a tanulék matematikai teljesitménye kdzott?
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A kérdés megvalaszolasa érdekében a tanulék matematikaban nyujtott teljesitménye
¢és az altaluk alkotott problémak mindsége kozOtti dsszefuggéseket vizsgéljuk. A
matematikdban nyujtott teljesitményt a kisérletet megel6zé félévi vagy év végi
matematika érdemjeggyel jellemezzik. Feltarjuk a problémaalkotas szinvonala és a
hozzéatartoz6 problémamegoldas eredményessége kozotti kapcsolatot. Emellett
elemezzilk, hogy a tanulok miként értették meg a tananyagot szerkezeti és
szemantikai szempontbol, azonositjuk a legjellemzobb hibakat, és megvizsgaljuk,
hogy a problémaalkotds mddszere alkalmas-e e kétféle megértés feltérképezésére.
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3. A kutatas modszertana
3.1. Dizajn kutatas mint médszertani keret

Burkhardt & Schoenfeld (2003) retrospektiv elemzésiukben azt allitjak, hogy a
pedagdgiai kutatdsok hatasa kicsiny, gyakran nem hasznosithatok az eredmények,
réadasul ezek a kutatasok nem tilsadgosan jol finanszirozottak. Anélkil, hogy
allitdsukat kritika nélkul a jelenleg fennall6 magyarorszagi helyzetre alkalmaznank,
érdemes megvizsgalni, hogy a szerzOk milyen okokat tarnak fel és milyen
perspektivat kinalnak cikkiikben. Ervelésik lényegét harom pontban lehet
osszefoglalni.

1. A pedagbgiai kutatdsok gyakran nem vezetnek kozvetlenil gyakorlati
elérelépéshez, bar hasznos informaciokat, betekintést és fejlesztési Otleteket
nyUjtanak. A kutatds hasznosabb lehetne, ha jobban kapcsolddna az oktatési rendszer
gyakorlati igényeihez.

2. Az oktatasbol nagyrészt hianyzik a gyakorlé szakemberek altal hasznalt eszkdzok
és folyamatok kutatason alapul6 fejlesztése, amely mas alkalmazott terlleteken
gyakori. A tényeken alapul6 ajanlasok szorosabb kapcsolatot jelenthetnek a kutatas
és a gyakorlat k6zott.

3. Sokkal szorosabban 6ssze kell hangolni az er6feszitéseket a kutatas, a tervezés, a
fejlesztés, az oktataspolitika és a gyakorlat kozott.

Osszefoglalva, az oktataspolitikai kérdéseket ezen a helyen nem érintve, a tanulési-
tanitasi folyamatba torténd hatékony beavatkozasoknal alapvetdé a kutatas és a
pedagogiai gyakorlat kolcsonhatasa. Gyakorld tanarként és egyidejiileg kutatoként is,
a kutatas és gyakorlat szinergidjanak megvalositasahoz a személyi feltétel adottnak
vehetd.

A pedagogiai kutatds és gyakorlat kozotti szakadék athidalasara Burkhardt és
Schoenfeld tobb lehetséges modellt is bemutatnak. Az Altaluk vizsgalt
megkozelitések kozil a dizajn kutatds (design research) egyszerre célozza a
pedagdgiai elméletek fejlesztését és az oktatasi gyakorlat innovacidjat. A kutatas és
a gyakorlat kolcsonhatasanak kiemelésével dizajn kutatasok eldsegithetik a
folyamatos fejlesztés kultarajat, és végsé soron nagyobb bizalmat épithet a
pedagdgusok korében a kutatasi eredmények irdnt. A dizajn kutatas sajatossaga, hogy
a pedagogiai gyakorlat és a kutatas k6zotti dinamikus interakciora épit, igy kiléndsen
alkalmas azokra a kutatasokra, amelyek célja nem csupdn a tanitési-tanulasi
folyamatok megértése, hanem azok aktiv fejlesztése is.

A szakirodalomban a design research és a design experiment széhasznalat egyarant
feltlinik, néha szinonimaként vagy nagyon kozeli értelemben (Kelly, 2003).
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Dolgozatunkban nem teszlink kildnbséget a két konstrukcié kozott és a ,dizajn
kutatas™ kifejezést hasznéljuk, mivel mindkét megkdzelités az oktatés fejlesztését
célozza, iterativ beavatkozasokon keresztil. A dizajn kutatds azon felismerésbol
indul ki, hogy az osztalyteremben végzett pedagogiai kutatdsoknal gyakorlatilag
lehetetlen egyetlen tényez6 (beavatkozas) kiemelése és hatasanak mérése, értékelése
(A. L. Brown, 1992). A dizajn kutatas olyan kutatasi paradigma, amely magaban
foglalja egy produktum vagy folyamat tervezését, fejlesztését és finomitasat a
megvaldsitds, megfigyelés, elemzés és Ujratervezés ciklusain keresztil. Az
oktatasban innovativ tanitasi modszerek, anyagok, szakmai fejlesztési programok és
értékelési feladatok létrehozéasara hasznaljék, azzal a céllal, hogy innovativ tanitasi
¢s tanulasi lehetéségeket teremtsenek (Swan, 2014). Csikos (2012)
megfogalmazasaban:

Diz4jn kiseérlet alatt egy innovativ tanulds kornyezet (mérnoki modszerekre
emlékeztetd) kialakitasat és ellendrzését értjiik, melynek soran az innovacio kisérleti
tanulméanyozasa megvalosul. A dizajn Kisérlet a napi élet egy szeletének elrendezését
(orchestration) jelenti, és ennek soran szamos, egymassal Osszefiiggd tényezo kap
szerepet (p. 47).

A dizajn kutatas f6bb fazisai McKenney és Reeves (2012) szerint:

Elemzés és feltaras: Ez a fazis magaban foglalja az oktatasi kontextus és az aktualis
problémak megértését, az érdekelt felek azonositasat, valamint a tervezési folyamatot
megalapoz6 meglévé szakirodalom és elméletek feltarasat.

Tervezés és Kkivitelezés: Ennek a fazisnak a célja az oktatasi beavatkozas -
produktum, folyamat, program vagy oktataspolitikai intézkedés - tervezése, a
prototipus megalkotasa és elsé megvalositasa az elemzési fazis alapjan.

Ertékelés és reflexio: A tervezés megval6sitasa utan ez a szakasz megvizsgalja
annak hatékonysagat, tanulsagokat von le az eredményekbdl, reflektalja, hogy mi
mikddott jol, illetve mi az, ami javitando.

Végrehajtas és terjesztés: Ez a rész magaban foglalja a megallapitasok és a
kidolgozott oktatasi beavatkozasok szélesebb korii terjesztését, biztositva, hogy a
sikeres tervek szélesebb korben elterjedjenek.

A dizajn kutatds harom f6 fazisa (Elemzés és feltaras, Tervezés és kivitelezés,
Ertékelés és reflexio) ciklikus jelleggel ismétlédik, a fejlesztés nem linearis médon
torténik, hanem iterativ jellege van. Példaul, egy ciklus értékelése és reflexidja
hatassal van a kovetkezd tervezési fazisra. Egy oktatasi beavatkozasban jellemz6
lehet, hogy az elsé ciklusban a tervezés még csak vazlatos, a megvalositas optimalis
koriilmények kozott zajlik, nagyobb kutatoi kontrollal, mig a késdbbi ciklusokban
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kutat6i beavatkozéas nélkil tanulmanyozzak a beavatkozas hatdsat olyan tanarok
kozott, akik nem vettek részt a tervezési fazisban.

A kutatds sordn nyert adatok kozé tartozhatnak a tandrai megfigyelések,
hangfelvételek, videok. A felhasznalokkal készitett kérddivek és interjuk. A korai
iteraciokban a megfigyelés domindns szerepet jatszik. Késobb azonban, a minta
méretének ndvekedésével kdzvetettebb eszkdzokre is sziikség van. A meghizhatdsag
javithat6 a tobb adatforrasbol szarmazo triangulacioval (Swan, 2014). A triangul&cio,
azaz az adatok tobb forrasbol valo gylijtése, vagy tobb elemz6 altali érékelése,
nemcsak a Kkutatds megbizhatosagat noveli, hanem segit az eltéré nézépontok
integral&saban is.

A dolgozat egészének moddszertani kerete a dizajn kutatas. A korabbi, hatodik
évfolyamon végzett vizsgalatra akciokutatasként utalunk, mivel abban a tanéri
gyakorlat kozvetlen reflexidja és modositasa volt hangsulyos. A jelen disszertacioban
targyalt hetedikes és nyolcadikos beavatkozasokat azonban egységesen a dizajn
kutatas ciklikus logikaja szerint értelmezziik.

3.2. AKkisérleti 6rak

Kutatdsunk magéaban foglal egy hatodikosok korében végzett akciokutatast a
problémaalkotas matematikadrakba torténé felhasznalasarol (Kovacs és mitsai.,
2023), ennek eredményeire részletesen azonban nem térink ki, de az Graszervezés
moddszerérdl nyert tapasztalatokat beépitettiik a 8. évfolyamon végzett kisérletbe. A
tovabbi kisérleti 6rakrol az 1. tablazat ad attekintést. A kutatasok két ciklusban
torténtek. A dizajn kutatas elveinek megfelelden az elsé ciklus megvaldsitasara
nagyobb kutat6i kontroll mellett a sajat iskoldmban kerllt sor, mig a masodik
ciklusban a kisérleti ordkat kiilsd iskolakban, és a sajat iskolamban mas tanar
bevonasaval is megval6sitottuk.

1. tablazat
Attekintés a kisérleti 6rakrol )
Vizsgalt Kisérleti 6rak  Vizsgalt Ertelemalkoto algebra Az érintett
évfolyam szdma tanévek megnyilvanuléasa kutatasi
osztalyonként kérdés
7. 4 2020/21 Kontextusba helyezés, RQ1, RQ2
2021/22 altalanositas, érvelés
8. 5 2021/22, Tobbféle reprezentacio, RQ3, RQ4
2022/23 érvelés, problémaalkotas

A Kisérleti Orék tervezése jelen dolgozat szerzdjének ¢és témavezetdjének
egylttmiikodésével jottek létre. A kutatas ciklusai utan mindig elemeztik a
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tapasztalatokat, és ha sziikségesnek lattuk, véltoztattunk az oratervben. Az elsd
ciklusban minden esetben a dolgozat szerzdje tanitott, tobb osztalyban.

Hetedik évfolyamon a kisérleti 6rak az algebra témakdrének elejére koncentral6dtak.
Amikor a tanulék megismerkednek az algebrai kifejezésekkel, tevékenysegekkel, de
még nem irnak fel egyenletet. A kutatas elso ciklusanak helyet ad6 iskolaban hasznalt
tankonyv alapjan, a dolgozat szerzdjének tanterve 28 Orat szant az algebra oktatasara.
A beavatkozasra az elsé tanitasi egységben (Algebrai kifejezések és miveletek
algebrai kifejezésekkel) kertlt sor, amelyre a tanterv 11 orat kulonitett el. Ebben a
tanitasi egységben négy kisérleti orat tartottunk. Az elsé kisérleti 6ra a 2. tantervi 6ran
valosult meg, amikor a tanulok még csak épphogy megismerkedtek az algebrai
valtozd és egyitthat6 fogalmaval. A masodik kisérleti 6rara a 6. éran kerllt sor,
amikor a tanulok mar ismerték a helyettesitési érték kiszamitasanak maédjat, és
képesek voltak egynemii algebrai kifejezéseket 6sszevonni. A harmadik kisérleti Ora
a 8. tantervi déran kerdlt sorra, miutdn megismerkedtek az algebrai kifejezések
szorzasaval és osztasaval. Az utolso kisérleti 6rara a 11. 6rén kerdlt sor, amikor mar
a kiemeléssel t0rténo szorzatta alakitast is ismerték a tanulok.

Minden kisérleti 6ra egy problémafelvetéssel kezdddik, amely probléma
magyarazatahoz algebrai kifejezésekre van sziikség. A kisérleti érak tervezésekor
fontos szempont volt, hogy minden 6ran megélhetd problémakon keresztiil
kontextusba helyezve jussanak el a tanulok az algebrai kifejezésekhez,
szimbdélumokhoz. Az érak célja volt tovabba, hogy a tanuldk szabalyokat ismerjenek
fel a kiillonb6z6 mintakban, melyeket utana altalanos formaban is meg tudnak
fogalmazni, vagyis az altalanositasi tevékenység tamogatasa. Az osztalytermi
megbeszélések soran pedig érvelésre is volt lehetdség, minden kisérleti 6ran. A
kontextusba helyezés, az &ltalanositds és érvelés az értelemalkotd algebra
megkdzelités alkotdelemei. Tananyag szempontjabdl a szamok valddi értékének és
helyiértékének elmélyitése is cél volt. Emellett tdrekedtlink arra, hogy a valasztott
problémak mdgott gazdag szakirodalmi tapasztalat alljon. A hetedikes kisérleti drak
Oraterveit a melléklet tartalmazza.

1. 6ra. Naptar-probléma (Huang és mtsai., 2014).
2. O6ra. Egyiptomi tortek-problémaja (T6thné, 2020).

3. 6ra. Szdmjegyek felcserélésével kapcsolatos problema (Friedlander & Arcavi,
2017).

4, 6ra. Otre végz6dd kétjegyll szamok négyzetének-problémaja (Kovacs Csongorné
és mtsai., 1988, 0. 30).

Nyolcadik évfolyamon a beavatkozasra, a szoveges feladatok egyenlettel torténd
megoldasanak témakdrénél keriilt sor. Erre az akkori nyolcadikos tanmenet 14 tanérat
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szant. A kutatas alaphipotézise azt volt, hogy a szoveges feladatok megoldasa
egyenlettel a tanulok egy részének problémat okozhat. Ezt a problémaét szerette volna
a beavatkozas orvosolni a kiilonbozd reprezentaciok hasznéalataval. Vagyis a tanuldk
a kisérleti 6rakon megismerkedtek olyan mdédszerekkel, amely segitségével akar
egyenlet nélkiil is meg tudtdk oldani a szoveges feladatot, vagy a megfeleld
reprezentacio segitséget nyujthatott az egyenlet felirasahoz. A problémak kiilénb6z6
reprezentéciojanak alkalmazésa tehat hid-ként is szolgalhatott a kisérletben. A hid
egyik oldalan az aritmetikai tapasztalatszerzés, a masik oldalon a szimbolikus
gondolkodas allt. Osszesen 6t-0t Kisérleti 6ra valdsult meg a nyolcadikos
osztalyokban, amelyek a tanmenet témaihoz alkalmazkodtak. A kisérleti orékat
mindig egy-egy gyakorld6 Ora kovette. Az oOrai feladatok ezlttal a sajat
gyakorlatunkbdl szarmaztak, mikdzben arra torekedtink, hogy a tanmenethez
illeszked6 feladatok egyben valodi problémaszituaciot is jelentsenek a tanulok
szamara.

1. 6ra Bevezet0 ora, egyszerii szoveges feladatok (*)
2. Ora Geometriai feladatok

3. 6ra Fizikai, mozgéasos feladatok

4. 6ra Kémiali, keveréses feladatok

5. 6ra Egyuttes munkavégzéses feladatok (*)

A dizajn kutatas egyik ismert sajatossaga, hogy az eredmények publikalasa gyakran
terjedelmi korlatokba iitkozik, ezért jellemzGen egy-egy reprezentativ példa
bemutatasa tekinthetd realisnak. Ennek megfeleléen a disszertacidoban is ezt a
megkdzelitést alkalmaztuk: nem a teljes kutatasi anyagot ismertetjiik, hanem annak
egy-egy jellemzo részletét emeljiik ki. A dolgozatban a nyolcadikos 6rak koziil a (*)-
gal jelolt kisérleti 6rék kerulnek bemutatasra, amelyek oOraterveit a melléklet
tartalmazza.

3.3. Minta

A kutatasban résztvevd tanuldok azonositoja egy négy szamjegyl kod, amelyben az
elsé szamjegy a tanuld évfolyamat jeloli. Példaul az S8114-es tanul6 a nyolcadik
évfolyam 114-es sorszdmd tanuldja.

Hetedik évfolyamon 6sszesen 157 didk (S7001-S7157) vett részt a kutatasban, ot
matematikatanar iranyitasaval (2. tablazat). A dolgozat szerzbje egyben az elsé
ciklusban résztvevo osztalyok (7A, 7B, 7C) matematika tanara is volt, egy debreceni
altalanos iskolaban. A kutatas masodik ciklusiba bekapcsolddott tovabbi két osztaly
az elso ciklusnak is otthont add debreceni iskolabol (7D, 7E), illetve két Kiskorosi
osztaly (7F, 7G).
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Az osztalyok kivalasztasa kényelmi mintavétellel tortént: az elsé ciklus a
szerz0 sajat osztalyaiban, a masodik ciklus onként csatlakozo kollégak
osztalyaiban zajlott. Az osztalyatlag a tanulok kisérletet megel6z6 matematika
érdemjegyeinek atlagat jelenti, melyet az osztdlyok matematikai
teljesitményének hattérjellemzdjeként hasznaljuk.

2. tablazat

A kutatasban résztvevo hetedikes tanulok
Osztaly Vizsgalt tanév Létszam Véros Osztalyatlag
megnevezése
TA 2020-21 25 Debrecen 4,64
B 2020-21 26 Debrecen 3,96
7C 2020-21 22 Debrecen 3,95
7D 2021-22 27 Debrecen 4,30
7E 2021-22 26 Debrecen 4,15
TF 2021-22 11 Kiskdros 3,27
7G 2021-22 20 Kiskdros 3,45

Nyolcadik évfolyamon ugyanazon osztalyok vettek részt a kutatasban, akik hetedik
¢vfolyamon (els6 ciklusban: 8 A,8B; masodik ciklusban 8D, 8E, 8F, 8G). Kivétel a
7C osztaly, akik nyolcadik évfolyamon mas matematikatanart kaptak, igy mar nem
tudtak részt venni. Azonban egy budapesti intézmény matematika tanara is
bekapcsolodott, és az altala tanitott egyik osztaly is részt vett a kisérleti érakon. (8H)
(3. tablazat). Osszesen 146 nyolcadikos tanul6 (S8001-S8146).

3. tblazat

A kutatasban résztvevé nyolcadikos tanulok
Osztaly Vizsgalt tanév Létszam Véros Osztalyétlag
megnevezése
8A 2021-22 25 Debrecen 4,44
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Osztaly Vizsgalt tanév Létszam Varos Osztalyatlag
megnevezése

8B 2021-22 26 Debrecen 3,77
8D 2022-23 27 Debrecen 4,52
8E 2022-23 26 Debrecen 4,00
8F 2022-23 10 Kisk6ros 3,40
8G 2022-23 20 Kisk6ros 3,45
8H 2022-23 12 Budapest 4,67

3.4. A kutatas korpusza

A Kkutatds soran oOsszegylijtott Orafelvételek, tanuldi munkak, tanari reflexiok,
hospitalasi naplok képezik a korpuszt. A kutatas elsé ciklusaban orafelvételre nem
volt lehetdség, igy azon orak esetében a tanuldi munkak, tanari reflexiok, illetve
pedagogus altal készitett hospitalasi feljegyzések biztositjak a triangulaciot. Az
orafelvételekrdl transzkriptek késziiltek, a tanuldéi munkékat (fiizetek vagy
feladatlapok) és a kézzel irt hospitélasi feljegyzéseket digitalizaltuk.
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4. Az algebrai gondolkodéas kezdetei
4.1. Bevezetés

Az absztrakcid, mint kognitiv képesség kiemelt figyelmet kap a magyar Nemzeti
alaptantervekben (2012, 2020) a 7-8. évfolyamon. Elvards a tapasztalatok
altalanositasa és az 0osszefliggések igazolasanak igénye is. A tanterv azt is
megkoveteli, hogy a tanulé formalizdlja a mindennapi probléméak matematikai
tartalmat, és betliket hasznaljon ismeretlen mennyiségek jelolésére. A
szimbolumokkal valé tanitds megkezdéséhez a ,betli-aritmetikdn” alapuld
proceduralis megkdzelités, azaz az algebrai kifejezésekkel végzett miiveletek
gyakorlasa definicidk és szabalyok alapjan, a magyar tankdnyvekben is jelen 1évo
hagyomanyos tanitasi stratégia (Csahdczi és mtsai., 2021, o. 59), Id. 3. abra. Az
alabbi, hetedikes tankonyvbdl szarmazé példa nem fedi a hetedikes tankdnyvben
megjelend algebrai feladatokat altalanosan.

3. abra
Hetedikes tankonyvben szerepld feladat. A feladat szovege: Végezd el az dsszevondsokat!

a 8-x—3+2-x+12)—-4-x+6=

b) 5 x-2)+(T+11-x)—3-x+2)=

c) 4-x—12)+(6-x+3-y)—(O+10-y)=

d 2-x+5-y)-@B-x-y+2-)+2-x-y—-5-x)=

Ebben a megkdzelitésben, az algebratanulas korai szakaszaban azonban kevesebb
hangsulyt kap az altalanositas és a szimbélumok értelmes hasznélata. A fejlesztési
célok és a korai algebra tanitdsanak gyakorlata kozotti ellentmondasok adtak
kutatasunk egyik motivacidjat. Ennek a helyzetnek a javitdsahoz sziikséges annak
tudatositasa, hogy az algebrai gondolkodas Iényeges eleme a szimbdlumok értelmes
hasznélata, amely a matematikai értelemalkotas meghatarozé megnyilvanulasa.

Szamos szerz6 a matematikai fogalom értelmezési folyamatat az eldzetes
ismeretekhez val6 kapcsolassal magyarazza (Scheiner, 2016). Palatnik és Koichu
(2017) megallapitottak, hogy az értelemalkotési folyamat sikeres megval6sitasanak
kritériuma, hogy a tanulok megfelelden elkotelezettek legyenek a feladatban, és hogy
a tanulasi kornyezet tamogaté legyen. E gondolatoktol inspirélva kutatasunk sorén a
hagyomanyos ,,betii-aritmetika” matematikai problémahelyzetekkel egésziilt ki, hogy
tdmogassa az altalanositasi folyamatot és a valtozok értelmes hasznalatét. A tanitasi
stratégiank fontos része az affektiv faktor, azaz, a tanulok az algebra tanulasi
folyamataban a lehet6 legkorabban megismerjék a szimbolizacio erejét. (A hetedikes
blokkot a kisérlet elsé szakaszaban ,,az algebra erejének” neveztiik.) Tovabba a
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problémaalapu tanitasi megkozelitéssel a kutatok célja egy tdmogatd tanulési
kornyezet megteremtése volt.

A hetedikesek korében egy négy kisérleti orabdl allo kutatas elsd kisérleti ordja és
annak tapasztalatai kerlilnek a fejezetben bemutatasra.

A fejezet az RQ1 kutatasi kérdés megvalaszolasahoz jarul hozza: Az értelemalkoto
algebra beavatkozas sordn milyen hatasa van a hetedik osztalyos tanul6kra a
kontextusba helyezésnek, milyen sajatossagai vannak az altalanositéas folyamatéanak,
és milyen kihivasok figyelhet6k meg a folyamat soran? A fejezet els6 tanitasi ciklusra
vonatkoz6 része a (Lécska & Kovacs, 2022) munkéban lett publikélva.

4.2. A naptarprobléma

A hetedikesek korében végzett kutatas els6 kisérleti orajan az an. naptarproblémat
allitottuk az 6ra kdzéppontjaba. A problémat a szakirodalom tébb helyen is targyalja,
mint az altalanositas 6sztonzésére iranyuld hatékony kezdeményezést (Cady &
Wells, 2016; Fitriana és mtsai., 2022; Friedlander & Hershkowitz, 2020; Huang és
mtsai., 2014). A szerzOk a tapasztalataik k6zott megfogalmaztak, hogy a naptarban
val6 mintakeresés kdzben a megfigyelések felallitasa és igazolasa természetes modon
tortént a tanulok részérdl. Egy ilyen tevékenység lehetdséget ad a kreativitas és a
kritikus gondolkodas fejlesztésére is. Az els6 Kisérleti Ora tervezését ezek a munkak
inspiraltak, amelyek a naptarakban talalhatd6 mintdk vizsgalatara, és az empirikus
érvelés deduktiv bizonyitas felé torténd fejlesztésére osszpontositottak. Az dra fontos
része egy buivésztriikk, melyhez (Chen, 2015) munkaja nyoman hasznaltuk a naptart.

4.2.1. AKisérleti 6ra felépitése

A Kisérleti 6rak tervezése a problémaalapd tanitasi megkdzelités elvét kovette. Ez azt
jelenti, hogy a tanul6k: matematikai problémakat elemeztek; az osztalytermi
beszélgetések soran lehetGség volt arra, hogy kritikusan reflektaljanak sajat és
osztalytarsaik gondolkodasara; az osztalytermi légkor batoritotta a tanuldkat
gondolkodasuk magyarazatara és indoklasara.

A tanulok az ora elokészité szakaszaban mintakat kerestek a 2020. decemberi
naptarban. A tanar el6szor az 1-9-17-25 atl6t vélasztotta ki (4. abra). Miutan
megallapitottdk, hogy a sz&mok a sorozatban 8-cal novekedtek, a tanuldok péarban
dolgoztak, hogy hasonlé mintakat fedezzenek fel. A mintakeresési feladat célja az
volt, hogy a tanulék megismerjék a naptar matematikai szerkezetét, amely a
mindennapi életbol mar ismeros.
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4. 4bra
ElsG hetedikes kisérleti ora, mintdik a naptarba

DECEMBER 2020 ] DECEMBER 2020

@Q|2|3|4|5]6s ,_/,_.727«3 ’”75_
7 |8 |(@))] 10|11 12]13 ;7 8 9 |,,:o 11 @ 13
14+ 15 16 @ 18 19 20 |14 4\75/ 17 Iﬁigf 19 | ‘26>
21 22 23 | 2¢ (@) 26 27 w;, B 2 23 z%;". 25 ;@/ 27 |

28 29 30 3t @{ 29 5 31 | X6 |

A tanoéra f6 része egy biivésztriikkon alapult. ,,Valassz egy szémot, amelynek van egy
jobb fels6 és egy bal als6 szomszédja. Ezutan mondd meg a harom szam 6sszegét, és
én kitalalom a kivalasztott szamot!” A triikkot a tanar mondta, 6 talalta ki a valasztott
szamot. A biivész tritkkjének feldolgozasa harom szakaszbol allt.

El6szor numerikus tapasztalatot szereztek a tanuldk, konkrét példakon keresztil,
vagyis a tanulé altal mondott 6sszeget és a kigondolt szamot (melyet a tanar helyesen
“kitalalt”) feljegyezték a tablara. A példa a 4. tablazatban lathat6. Az utolso oszlopot
uresen hagytak, mert az algebrai magyarazat soran oda kerlt fel az altalanos alak. A
numerikus tapasztalatszerzés fontos része, hogy a tanar egy id0 utan 4tadja a blivész
szerepét egy olyan tanulonak, aki gy gondolja, mar rajott a tritkkk miikodésére.

4. tablazat

Elsé hetedikes kisérleti ora, biivésztriikk magyarézata, numerikus tapasztalatszerzés és
altalanositas

Osszeg 27 36 75 24 3-n

Szam 9 12 25 8 n

Ezt kovette a szabaly megfogalmazasa: hogyan szamolt a biivész? A tanulok sajat
szavaikkal megfogalmazzak, hogy a tanar mindig elosztotta 3-mal a tanul6k altal
mondott 6sszeget, igy megkapta a gondolt szdmot. Példaul, ha a valasztott szam a 17,
akkor az 0sszeg

234+17+11=51=3-17.

A harmadik 1épés a szabaly magyarazata, amely két szinten tortént.
El0szor aritmetikai magyarazattal, amelyhez a triikkot megel6z6 mintakeresés adott
alapot. A mintakeresés soran megfigyeltek, hogy a trilkkben hasznalt atl6 esetében
egy szamsorozatot kapnak, amely mindig 6-tal novekszik. A kivalasztott szamhoz
képest tehat a jobb felsd szomszédja egy 6-tal kisebb szam, mig a bal als6 szomszédja
egy 6-tal nagyobb szam lesz. Az aritmetikai bizonyitas ez alapjan a kovetkezd, Un.
altalanosithaté példa
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23+174+11=(17+6)+17+ (17—-6) =3-17.

Ezt kovette az algebrai magyarazat, amelyhez mar bevezettek egy valtozét. A gondolt
szam lett n, igy a harom szam osszege: (n + 6) + n+ (n — 6) = 3 - n. Ekkor a
korabban felirt tAblazat is kiegészitésre kerult, az utolsé oszloppal.

A Kisérleti ora zarokove a tanulok problémaalkotasa volt. A tanuldk parmunkéban
talaltak ki a tanar altal bemutatott biivész triikkkhoz hasonld trikkét, a naptar
segitségével. Ha maradt id6, akkor ezeket a triikkoket is eljatszottak az
osztalytarsakkal.

Az utbteszt soran két kotelezd és egy valaszthatd feladatot kaptak a didkok (5.
tablazat). Az elsd és a masodik feladat kozel allt az oran szerepld naptarfeladathoz.
Ezt a két feladatot ugy valasztottuk ki, hogy az &ltalanositast igényelje, és kdnnyen
lehessen szimbolumok hasznalata nélkil érvelni. A harmadik feladatrdl viszont az
volt a feltételezés, hogy sokkal nehezebb szimbdélumok nélkil elmagyarézni.

5. tablazat
Elsé hetedikes kisérleti 6ra, az utdteszt feladatai

1. feladat N&ndi kivélasztott egy szdmot a
naptarban, majd Osszeadta a jobb és bal : e
szomszédjat. Az 0Osszeget megfelezve r 2 3 4 5 6 T
pontosan a kivalasztott szédmot kapta. 8 9 10 11 12 13 14
Szerinted ez mindig igaz, ha olyan szamot 5 ¢ ”,19 20 | 21
valaszt, aminek van jobb és bal szomszédja

is? Indokold!

MARCIUS 2021

22 23 24 25 26 27 28
29 30 31

2. feladat Csenge egy olyan szamot
valasztott a naptarbol, amelynek van also6 és
felsd szomszédja is. Osszeadta a két r 2 3 4 5 6 7
szomszédot, majd megfelezte az dsszeget. 8 9 10 12 13 14
Mit tapasztalt? Ez mindig igaz lesz, ha
olyan szamot vélaszt, aminek van also és
fels6 szomszédja is? Indokold!

MARCIUS 2021

15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28
29 30 31
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3. feladat Lacinak volt egy olyan trikkje, ,

hogy ha valaki elarulta harom, V alakban _ MARCIU_S 2021 e
megadott szam Gsszegét a naptarban, akkor {5 3 5 El 7
kitalalta a k6zépsé szamot. (Példaul, ha

valaki megmondta, hogy az 0Osszeg 22, 8 9 |10 1 13 | 14
akkor 6 tudta, hogy a kozépsé szama 12.) 15 16 17 18 19 20 21
De sajnos elfelejtette hogyan miikodott a o5 23 24 25 26 27 28

trikk. Segits neki!
29 30 31

4.2.2. Az elso ciklus tapasztalatai

Az dizajn kutatds els6 ciklusa 2020. decemberét6l 2021. marciusaig zajlott egy
magyar gyakorld altalanos iskolaban, a 7A, 7B, 7C osztalyokban. Az osztalyok
Osszlétszama 73.

A mintakeresési feladat soran a tanulok, az osztalytermi beszélgetések alatt tigyesen
megfogalmaztadk az észrevételeiket, a megfigyelt szabalyokat a sajat szavaikkal,
vagyis a természetes nyelvikén mondtdk el. S6t, az altalanositas folyamata is
természetes modon alakult ki a 7B osztalynal:

Tanul6 (S7046): Ez csak decemberre igaz, vagy van masik ilyen honap is?
Tanar: A decemberrel miért mikodik?

Tanulé (S7032): Hét szam van egymas mellett, vagyis hetek szerint vannak
elrendezve, tehat minden hdénapra igaz.

A buvésztriikk kdzben a tapasztalatokat felirtak a tablara, és aki rajott a triikkkre, az
lehetett a kdvetkez6 blivész. El6fordult, hogy a tanuld olyan dsszeget mondott, amely
nem oszthaté 3-mal. Ebben az esetben a tanar (vagy a didk, ha a tanar mar atadta a
biivész szerepét) felhivta a figyelmet a lehetséges hibara, és megkeérte a tanulét, hogy
szamoljon Ujra. Minden esetben a buvésznek lett igaza. Végiil a tanulok sajat
szavaikkal fogalmaztdk meg a szabdalyt, mi szerint harom szam 0Osszegét kellett
harommal elosztaniuk, hogy megkapjak az altaluk valasztott szamot.

A triikk miikodésének megbeszélésénél egy hibas analdgia meriilt fel. Tobb didk ugy
gondolta, hogy azért kell ha&rommal osztani az 6sszeget, mert harom szamot adtak
0ssze. A tanér kihasznalta ezt a helyzetet, és bevonta az osztalyt a hiba megvitatasaba.
A kovetkezd parbeszéd a 7A osztalybol szarmazik, bar a 7C osztalyban majdnem
ugyanez tortént.
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Tanar: Nézd meg az tlés mintékat a naptarban! (Ramutat a megfelelé mintara,
amelyet szdndékosan a tablan hagyott az 6ra elején.)

Tanulé: A hatos a kulcs.

Tanul6: Az egyik szam hattal kevesebb, a masik hattal tébb (mint a kivalasztott
szam).

Tanar: Irjuk le, amit mondott! Legyen példaul a gondolt szam 11. igy (11 —6) +
11+ (11 + 6) = 311 = 33. Mi torténik, ha a gondolt szam nem 11?

Tanuld: Barmi lehet.
Tanul6 (S7014): Legyen mondjuk x.

El6szor S7014 probalta megmagyarazni a szabalyt a természetes nyelvén, ami a tanar
altalanos példajan alapult. Az (x — 6) + x + (x + 6) = 3 - x deduktiv bizonyitassal
fejezték be.

A 7B osztélyban az altalanos példak utan S7046 javasolta, hogy a szamokat a, b, ¢, d
valtozokkal jeloljék, azaz a + b+ c =d. Bar a tanuloban felmeriilt a betik
hasznélatanak igénye, a szimbolumok kozotti dsszefliggéseket nem fejezte ki. A
tanulo tipikus hibaja megfelel6 alkalmat adott arra, hogy a tanar felhivja a figyelmet
arra az elvre, hogy a szimbdélumoknak ki kell fejezniik a szituacidébdl kivont
matematikai 0sszefuiggéseket.

Két osztalyban (7A, 7C) a diakok sajat biivészmutatvanyokat akartak késziteni.
Mindharom osztalyban természetesen meriilt fel az altalanositds igénye: maés
honapokban is alkalmazhatéak-e a sorozatok, mas iranyban, mas honapokban is
milkodik-e a blivésztriikk? A betlik és szimbolumok hasznalata a hdrom osztalybol
kettbben spontan modon, minimalis tanari iranyitassal tortént. A harmadik (7C)
osztalyban azonban tébb tanari Utmutatasra és kérdésekre volt szlikség.

Az utbteszteket a 6. tablazat szerint elemeztiik, kodoltuk.

6. tablazat
Elsé hetedikes kisérleti 6ra, az utoteszt kodolasa
Kad Leiras Meghatarozés
NA Nincs valasz A kovetkez6 elemek egyike: A tanuld nem nyujtott be

megoldast. Nincs magyarazat. A tanulé nem értette a
szdveget. A tanulé megprébalja megindokolni, de nem
ad relevans magyarazatot.

AR Aritmetikai szint A tanul6 csak néhany szdmmal végez relevans
szamitasokat.
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Kaod Leiras Meghatarozas

ALG Algebrai szint, A tanuld altalanosan és helyesen érvel, természetes
szimb6lum nélkdl nyelven, szimbdlumok hasznalata nélkdil

ALG+ Algebrai szint, Harom feltételnek kell teljesiilnie. (1) Egy szimbolum
szimbdlum egy szamot képvisel a konfiguraciéban. (2) A tanulo
hasznalataval helyesen fejezi ki a szamok kozotti 6sszefliggéseket,

és (3) a tanulo algebrai miiveleteket végez

A kovetkez6 példak illusztraljak az egyes kategoriakat.

NA (57012, 1. feladat): ,,Igen, ez igaz. Mert ha egy szamnak van egy bal és egy jobb
szomszédja, akkor mindkett6 paratlan vagy paros lesz, és ha két paratlan vagy paros
szamot Osszeadunk, és elosztjuk kettével, akkor mindig egész szamot kapunk.” Amit
a tanul6 ir, az 6nmagaban igaz, de nem magyarazza meg a tapasztalatot

AR (S7022, 1. feladat): A tanul6 csak egy konkrét esetre hivatkozik, és arra
kdvetkeztet, hogy a szabaly mindig érvényes (5. abra).

5. abra
Elso hetedlkes kisérleti ora, utoteszt S7022 tanul6 megoldasa, aritmetikai szint
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ALG (S7001, 1. feladat): "A szabaly azért érvényes, mert ha a valasztott szamnal
eggyel nagyobb és eggyel kisebb szamot adsz 6ssze, akkor mindig a valasztott sz&m
kétszeresét kapod." A tanuld helyesen fejezi ki a szamok kozoétti kapcsolatot
természetes nyelven; érvelése altalanos, de nem hasznal szimbolumokat.

ALG+ (S7004, 3. feladat): A tanuldé a V alak kozponti elemét a ‘z’ segitségével
abrazolta, helyesen hatarozta meg a masik két elemet (z-8, z-6), és helyesen végezte
el az Osszevonast (3z-14). A sziikséges szamot ezutan az Osszegb6l visszafelé
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gondolkodva hatarozza meg. A széveg: “Osszeghez hozza kell adni tizennégyet és el
kell osztani harommal.” (6. abra)
6. abra

Elsé  hetedikes  kisérleti  ora, utoteszt S7004  tanulo  megoldasa,  algebrai
szimb6lumhasznélattal
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Az utétesztek eredménye, amelyet 6sszesen 68 tanul6 toltott ki (7. tablazat):

7. tablazat
Elsé hetedikes kisérleti ora, utotesztek eredménye
Kaéd 1. feladat 2. feladat 3. feladat
NA 23 28 61
AR 6 5 0
ALG 25 23 0
ALG+ 14 12 7
Ossz 68 68 68

Az els6 feladatban 39 tanulé adott algebrai szintii (ALG és ALG+) valaszt, azaz az
0sszes tanul6 57%-a. A masodik feladatban is hasonl6 az eredmény, 52%, azaz a 68
diakbol 35 tanuld. Az 6sszes tanuld 21%-a hasznalt szimbolumokat érvelésének
kifejezésére (ALG+) az elsd feladatban, mig a masodik feladatban 18%-uk.

Az utéteszt egy véaratlan ltalanositasra is példat mutatott: S7015 irta: "Kdvetkeztetés:
ha egy szdm szomszédait dsszeadjuk (lehet masodik szomszéd, harmadik szomszéd,
negyedik szomszéd), mindig a sz&m kétszeresét kapjuk. Ez azért van, mert mindkét
szomszéd ugyanannyi kilénbséggel tér el a szamtol™.
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4.2.3. Az elsd és masodik ciklus egyiittes tapasztalatai

A kutatas két ciklusban zajlott. Az els6 Debrecenben, a 2020-21-es tanévben (7A,
7B, 7C), utana Kiskéroson és Debrecenben a 2021-2022-es tanévben (7D, 7E, 7F,
7G). Az els6 ora felépitése nem valtozott a két ciklus soran, csupan kiegészités tortént
az altalanositas megjelenésével kapcsolatban.

Az els6 tevékenység, vagyis a mintakeresés és szabalyfelismerés, minden naptéaras
oran gordilékenyen ment. Tobb tandr is azt tapasztalta, hogy az dsszes tanulénak
sikerilt a tanar altal bemutatott minta alapjan (példaul 1-9-17-25 &tl6) 6nalléan mas
mintat felfedezni a naptarban (ellentétes atlo, fiiggéleges vagy vizszintes minta,
kreativ megoldasok). Ezek alapjan a pedagogusok arra a kovetkeztetésre jutottak,
hogy a mintakeresés és szabalyfelismerés folyamata stabil alapot nyujt a tovabbi
tanulési tevékenységekhez, mivel a tanuldk 6nalloan is képesek voltak (j mintazatok
felfedezésére a naptarban.

Az elsé ciklus tapasztalata alapjan a kutatds masodik ciklusdban tudatosabban
épitettiik be az altalanositas szempontjat a tervezésbe. Az elsé ciklusban felmeriilt,
hogy csupan arra az egy hénapra igazak-e a megallapitasok (S7046). A tovabbiakban
a tanarok tudatosan figyeltek arra, hogy a tanulék spontdn médon felvetik-e ezt a
kérdést, és ha nem, akkor Ok iranyitottak ré a figyelmet. Ez a didaktikai beavatkozas
lehetdséget ad a tanuldk részére az érvelésre, amely az értelemalkot6 algebra egyik
fontos eleme. Magyarazatot adhat egyetlen tanul6 is, vagy osztalymegbeszélés is
kialakulhat, amely soran tébb tanuld is részt vesz az indoklasban. Ha az érvelésre a
tanulok részérdl nincs igény, akkor a tanar indokol. A magyarazathoz vezetd tanari
magatartast is megfigyeltiik, amely lehet neutralis, ravezetd vagy erésen iranyito. (8.
tablazat)

A tanari magatartas tipusok értelmezésénél (Rott, 2020) munkajat vettiik alapul. Rott
cikke alapjan az erésen iranyito, a neutralis és a stratégiakat hangstlyozo tanari
viselkedés az alabbi mddon értelmezhetd. Erdsen iranyitd tanari viselkedés esetében
a tanar szorosan iranyitja a diakok problémamegoldasi folyamatat, kevés teret hagyva
a didkok sajat gondolkodasanak ¢és stratégidinak. Ez kiillonb6z6 moddokon
nyilvanulhat meg. Példaul a tanar elére meghatarozza a probléma megoldasanak egy
helyes moédjat, és a didkokat ebbe az iranyba tereli. Masik jellemzd, hogy a tanar
részletekre bontja a problémat, igy a didkok gyakorlatilag nem is talalkoznak az
eredeti problémaval, csak kisebb, rutinszerti 1épésekkel. A neutralis tanari hozzaallas
azt jelenti, hogy a tanar nem befolyasolja kdzvetlenil a didkok gondolkodasat, és sem
egy meghatarozott megoldas, sem kiilonboz6 stratégiak hasznalata felé nem tereli
Oket. A stratégidkat hangstlyozo, vagy roviden ravezetd tanari viselkedés esetében a
tanar nem egy adott megoldast sugall, hanem kiilonb6z6 stratégiak kiprobalasara
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0sztonzi a diakokat. A tanar kiilonb6z6 megoldasi stratégiakat emlit anélkiil, hogy
egy adott megoldasi utat eldirna.

8. tablazat
Els§ hetedikes kisérleti ora, dltalénosités a hetedikes osztalyoknél

Spontan vagy tanari Tanari magatartas Ki indokol?
felvetés
A - - -
7B spontan neutralis tanuld
7C - - -
7D tanéri felvetés neutralis osztalymegbeszélés
7E tanéri felvetés neutralis osztalymegbeszélés
7F tanari felvetés erdsen iranyitott tanar
7G tanari felvetés neutralis tanulo

Osztalymegbeszélésre példa a 7E osztalynal elhangzott részlet.

Tanar: Mindegy, hogy melyik naptari honapot vetitettik volna ki? A marciusi
lehetett volna esetleg?

Tanul6: Nem, mert més napra esnek a datumok, és elcstsznak a sorozatok.

Tanar: Ki ért egyet Ndrival? (Korllbelul az osztaly fele jelentkezik) Kinek van méas
véleménye? Fruzsi?

Tanul6: Szerintem teljesen mindegy, mert egy héten ugyanlgy hét nap lesz, de a
szabalyok ugyanigy érvényesek lesznek.

Tanér: Ki az, aki Fruzsival ért egyet? (koriilbelil az osztaly fele jelentkezik) En is
Fruzsival értek egyet. Kérlek mondd el a hitetlenked6knek, hogy miért mindegy,
hogy melyik hénap naptarat nézzik.

Tanuld: Mert egy héten mindig hét nap van, és ezaltal teljesen mindegy lesz, hogy
milyen nappal kezdddik, a szadmtani sorozatok szabdlyai ugyanugy érvényesek
lesznek.

A tobbi osztalynal nem mer(lt fel spontan az altalanositas az 6ranak ezen pontjan.
Azonban tanari felvetésre a legtobb osztalyban szépen el tudtdk magyarazni a
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tanuldk. A dokumentacidbol kiderdl, hogy voltak mellékvaganyok az altalanositas
sordn. Egy tipikus hiba volt, ami két helyen is felmerult, hogy a tanulok a
megfigyeléseiket a naptari napok szamahoz kototték. Példaul, ha a 31 napos
december helyett a 28 napos februart nézzik, akkor a tanuldk szerint mar nem
teljestilnek rd a megfigyelt mintdk. Egy masik jelenség, amely egy osztalyban merilt
fel, hogy ha mas nappal kezd6dik a honap, akkor mar nem lesznek meg ezek a mintak.
Az osztalymegbeszélések soran azonban, a helyesen érvel6 gyerekek mindenhol
meggydzték kételkedd tarsaikat, hogy barmely honapot tekintve meglennének a
megfigyelt mintak, példaul a 7E osztély esetében a fent idézett részletben. Tobbszor
nonverbalisan, mutogatassal is magyaraztak a naptar szerkezetét.

A mintakeresés utan kovetkezett a biivésztriikk, ahol harom szam 0sszegébdl a tanar
kitalalta a kozépsé szamot. A vizsgalt csoportok mindegyikében felismerték a
gyerekek a szabalyt, és hamar at tudtak venni a biivész szerepét a tanartol.

“Levente iigyes matematikabol, de nagyon gatlasos, meégis vallalta a biivészkedést” -
tanari reflexio, 7F.

A Dbilivésztrikk magyarazatdnal szinte minden osztalyban el6jott az a hibas
gondolatmenet, hogy azért kell osztani harommal az 6sszeget, mert harom szamot
adtak 6ssze. Erre a spontan tanari reakciok hasonldak voltak, a tanari kérdések arra
irdnyultak, hogy barmely harom szam esetén teljesul-e. A lehet6ségek felmérése
soran konnyen el tudtdk vezetni a gyerekeket a naptar szerkezetéhez.

Az egyik osztalynal (7D) egy masik érdekes gondolat is felmerdilt, amely soran az
abduktiv gondolkodasra latunk példat. A tanar arrdl kérdezte a tanuldkat, hogy miért
kell elosztani harommal az 6sszeget ahhoz, hogy megkapjak a kivalasztott szamot.

Tanul6: Mert az 6sszeg a hdrom t6bbszorose.

Ha egy szam oszthaté harommal, akkor osszuk el! Gyakran helyes megfigyelésekbdl
erednek a jo sejtések az igazsagrol. A gyerekek pontosan ezt tették, megfigyelték,
hogy az 6sszeg mindig a harom tobbszorose és ebbdl kdvetkeztettek. Bar a megfigyelt
szabalyt nem magyarazza az észrevételilk, a hiba az indoklasban ez egy racionalis,
ésszer(l hiba (Ben-Zeev, 1998).

A blvésztrilkk altalanos magyardzatdhoz mar sziikségessé valt a szimbolum
bevezetése. A dokumentaciokban megfigyelhetd, hogy milyen volt a tanar
magatartasa, melynek koszonhetfen a gyerekek fejébdl kipattant az-az Otlet, hogy
“hasznaljunk algebrat”, irjunk be egy betiit (9. tdblazat).
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9. tdblazat
Elsé hetedikes kisérleti ora, valtozo bevezetése a hetedikes osztalyoknal

Tanari magatartas: Tanar mondja ki / tanulé ~ Tanari magatartas: n-6,
valtoz6 bevezetése mondja ki n+6 felirdsanal

7A  neutrdlis tanulo neutralis

7B ravezetd tanuld ravezetd

7C erésen iranyitd tanar ravezetd

7D neutralis tanulo neutralis

7E erésen iranyitd tanér erdsen iranyito

7F  erdsen iranyito tanar ersen irdnyito

7G erdsen iranyito tanuld erdsen iranyito

A hét megfigyelt 6rabol négy 6ran a tanuld mondta ki, hogy “ezt igy lehet felirni
algebrakeént, hogy a-3” (7D) vagy ,, legyen mondjuk x” (7A). Ezek koziil ketténél
neutralis maradhatott a tanar, de a legtobb esetben erds iranyitasra volt sziikség.

A szimb6lum bevezetése utan, a kovetkezo 1épés a szamok kozotti szabaly lejegyzése
volt (n — 6,n + 6). Ennél a résznél érzékelhetd volt, hogy az osztalyok kozotti
kiilonbségeket a tanar kompenzalta. Két oran ravezetd, harom osztalynal pedig erésen
iranyitd magatartassal.

A matematika tanarok szamara altalaban kihivast jelent a didkok motivalasa. Az
egyik legfontosabb tapasztalat, amelyet a naptaras 6rak nyujtottak, hogy rendkivil
motivalé volt a tevékenység. Ezt tlkrozik a dokumentumok is. Olyan didkok is
aktivak voltak ezen orakon, akiknek ritkan lendiil a magasba kezik.

Hamar észrevették, hogy mi alapjan tudok ,,biivészkedni’’. Ez a jdatékossdg is
hozzajérult ahhoz, hogy pozitiv éiményeket szereztek az 6ran. (Tanéri reflexio, 7D.)

A masodik feladat nagyon tetszett a gyermekeknek, mar a cime is ,, biivésztriikk”.
(Tanari reflexio, 7G.)

Osszegzésként szeretném megallapitani, hogy a tanuldk sokkal aktivabbak voltak a
szokottnal, jo otletek nemcsak j6 matekostol szillettek, vidaman vettek részt az éran.
(Tanari reflexid, 7E.)
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A triikk bizonyit4sa utan a tanar arra kérte a tanulokat, hogy 6k maguk, parmunkaban
fogalmazzanak meg hasonlé trikkot, a naptar mintait felhasznalva. Ez a tevékenység
az ora végére volt tervezve, igy sajnos nem maradt r4 minden osztalynal elég id6. De
néhéany probléma elhangzott széban, amelyet az oOrafelvételek rogzitettek. Gyakori
volt, hogy a tanulok az eredeti trikk mintajat alkalmazték, csak a masik iranyban,
ellentétes atlora.

Bal felsé, jobb alsé szomszédokat add 6ssze a kivdlasztott szammal! (S7077)

A harommal vald osztas itt ugyanigy mikodik, az 6sszegbdl konnyen megkapja a
kozépsd szamot. Tobb osztalynal eléfordult, hogy a vizszintes, vagy a fiiggdleges
mintat hasznaltak hasonloképpen. De néhény kreativ triikk is elhangzott.

Valassz egy szamot a tablazathol, és I6ugrasban (felulre jobbra, alulra balra)
menjiink tovabb. A harom szamot adjuk dssze!” (S7097)

A 161épés més osztalynal is felmerdilt, S7064 és S7072 kdzos munkajukra (7. abra) ra
is irtdk az altaluk kitalalt szabalyt, illetve a mellette lathatd naptaron szinekkel
jelolték azt. A szabaly magyarazatanal rajz is megjelenik.

7. 4bra
Elsé hetedikes kisérleti ora, kreativ tanuloi problémaalkotds a naptarban
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Az 6ra végén a tanuldknak valaszolniuk kellett, hogy mi tetszett nekik a legjobban,
vagy mit taldltak érdekesnek ezen a tanordn (8. abra). Harom vélasz volt a
leggyakoribb: a mintakeresés; a blivésztriikk; a sajat triikk kitalalasa. Ez a tapasztalat
alatdmasztja azt a megallapitast, mi szerint a problémaalkotas tébb pozitiv hatasa
mellett, még motivalo is lehet a tanulok szamara. A kovetkezé példak a tanuldk
névtelen kilépokartyair6l szarmaznak:
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8. &bra
Elsé hetedikes kisérleti ora végén tanuloi kilépokartyak
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4.3. Osszegzés, pedagogiai implikaciok

RQ1 Az értelemalkoté algebra beavatkozas sordn milyen hatdsa van a hetedik
osztalyos tanuldkra a kontextusba helyezésnek, milyen sajatossagai vannak az
altalanositas folyamatanak, és milyen kihivasok figyelhetdk meg a folyamat soran?

Friedlander és Hershkowitz (2020) megallapitasaival 6sszhangban a kutatas
megerdsitette, hogy a tanuldk szivesen €s megfelelden altalanositanak és érvelnek a
korai algebratanulasi szakaszban. Egy lehetséges j6 valasztas erre a folyamatra a
szakirodalombdl ismert naptarprobléma (Huang és mtsai., 2014). A matematikai
struktura egyszerli, Osszeadason alapul, igy a tanulok széles kore szadmara
hozzaférhetd problémak felvetésére hasznalhaté. Tovabba az a tapasztalt, hogy a
sejtések feltevése és igazolasa természetes modon torténik az ilyen tipust felfedez6
feladat segitségével. Ezen talmenden ez a kutatds megallapitotta, hogy a
problémaalapu tanitdsi megkozelités tdmogatta az altalanositasi és érvelési
tevékenységeket, jO teret biztositva az osztalytermi megbeszélésnek (Koénya &
Kovacs, 2022). Az altalanositas sok esetben nem egyéni tevékenységként, hanem a
csoportos diskurzus kovetkezményeként tortént. Az altalanositas kiinduldpontja a
tanari kezdeményezés mellett, a tanuldk kérdezése lehetett. A didkok az osztalytermi
diskurzusban természetes nyelvi eszkdzeikkel fejezték ki gondolataikat sz6ban, ami
megkdnnyitette az altalanositast. A szdveges megfogalmazas tdlstlya a tanulasi
ciklus végéig megmaradt az irasbeli munkaban. A kutatas els6 ciklusaban azonban a
tanulok mintegy 20%-a mar magabiztosan hasznalta a szimbdlumokat a
problémahelyzetekben is. A tanulasi kérnyezet ugyanazokat a folyamatokat segitette
eld, amelyet (Palatnik & Koichu, 2017) irtak le: a tanuldk allitasokat dolgoztak ki és
igazoltak, altalanositasokat tettek, miért-kérdésekkel foglalkoztak, és koherenciat
allitottak fel a feltart észrevételek kozott.
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A tanari magatartds minden megfigyelt 6ra esetében a tanulast tamogatta. A tanarok
alkalmazkodtak a tanuldk képességeihez, ellensulyoztak az esetleges hianyossagokat,
bizonytalansdgokat. A legtobb esetben neutralisan viszonyultak az osztalytermi
folyamatokhoz, majd, ha az nem hozta meg a vart eredményt, akkor ravezetd, olykor
erdsen iranyito kérdéseket tettek fel. Az altalanositds targyalasanal a neutralis tanari
magatartas tanuléi  kozléshez vagy osztalymegbeszéléshez vezetett. Az
osztalymegbeszélések, tanuldi parbeszédek fontossaga kiilon kiemelendd, ami az 1j
és izgalmas probléménak is az eredménye. Az értelemalkoté algebra természetesen
vezeti el a tanuldkat az altalanositashoz, de sziikség van a hozzaért6 tanari jelenlétre.
A vaéltozd bevezetésénél mar tobb osztalynal volt szikkség erésen iranyitd tanari
magatartasra. De igy is volt harom olyan osztéaly, ahol végul is a tanarnak kellett
kimondania, hogy vezessenek be egy valtozét. Hasonl6képpen a szamok kozotti
relaciok lejegyzésénél is csupan két osztalynal lehetett a tanar neutralis. Ennek
magyarazata lehet, hogy ez a kisérleti 6ra volt a masodik tanéra, ahol a tanulok
valtozokat hasznaltak. Az 6ran megjelené készségek pedig folyamatos érlelés soran
fejlodnek.

Az értelemalkot6 tanitasi stratégia visszajelzései pozitivak voltak. Habar a fejezetben
bemutatott naptaras ora volt az elsé ilyen tanora a kisérlet soran, mar az els6 6ra utan
érkeztek pozitiv visszajelzések mind a tanarok, mind a tanuldk részérdl. A tanarok
reflexiojukban kifejtették, hogy a tanuldk aktivabbak voltak az atlagosnal,
érdeklddést mutattak az ora témaja irant. Egy tanar megfogalmazta, hogy

Jo Otletek nemcsak j6 matekostol sziilettek. (Tanari reflexio, 7E.)

Egy hagyomanyos tanoran ritkan fordul eld, hogy egy probléma koré épiiljon fel az
egész tanora, igy Ujdonsdg volt a tanuldék szdmara. Az algebrai tanulmanyaik
legelején talalkoztak a naptarproblémaval, igy az algebra témakoréhez, sét, a
matematika egész vildgahoz is csatoltdk a pozitiv élményeket. A kovetkez6 példak a
tanulok névtelen kilépokartyai koziil szarmaznak (9. abra).

9. abra
Elsd hetedikes kisérleti ora végén tanuldi kilépSkartydk 2.
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A tapasztalatok és a visszajelzések alapjan az ilyen tipusu, problémaalapl tanérak
megfeleld koriilmények kozott beépithetok a tanitdsi gyakorlatba. Az atélhetd
kontextusba helyezett problémék gyakran hozzajarulnak ahhoz, hogy a tanuldk
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megfogalmazzak sejtéseiket, és elinduljanak az &ltalanositas, valamint az érvelés
iranyaba. A személyesen is atélhetd problémahelyzet sok esetben tamogathatja a
motivaciot, ezaltal a megértés folyamatat is. Ugyanakkor fontos szerepe van a tudatos
és rugalmas tanari jelenlétnek, amely a helyzethez igazodva segiti a tanulasi folyamat
alakulésat.
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5. Az algebrai gondolkodadsmod sajatossagai
5.1. Bevezetés

Az algebrai gondolkodas a matematikai gondolkodas egyik meghatarozo terilete,
amely talmutat a konkrét szdmoléasi eljarasokon, és a mintazatok, dsszefliggések,
valamint altaldnos szabalyok felismerésére és kifejezésére iranyul. Kialakuldsa
fokozatos folyamat, amely az aritmetikai tapasztalatokra épul, ugyanakkor Uj
szemléletmodot is igényel a tanuloktol.

Kilpatrick és mtsai. (2001) megfogalmazzak, hogy a matematikai gondolkodas
elengedhetetlen a fiatal amerikaiak szaméra, hiszen magahoz a tanuldshoz
matematikai gondolkodasra van sziikség. Megfogalmazzék, hogy a tanulok sokszor
nehéznek érzik az algebra tanuldsat, mert az szamukra teljesen eltér a korabban
megszokott aritmetikai feladatoktol. Megnevezték az iskolai algebra két fo
aspektusat. Egyrészt az algebra, mint az altalanossag és az absztrakcio szisztematikus
kifejezési modja szerepel, méasrészt mint szimb6lumok szintaktikailag iranyitott
transzforméacidja. Az algebra ezen szerepei vezetnek az iskolai algebra tovabbi
tevékenységéhez, mint példaul a reprezentacid, kiillonbozé szabalyalapu
tevékenységek, illetve az altalanositas és érvelés. Az iskolai algebra kdzéppontjaban
az algebrai kifejezések, valamint az egyenletek felirdsa és megoldasa all. Ezen
tevékenységek azonban olyan gondolkodasmaodot igényelnek, melyek az aritmetikai
gondolkodastdl jelentdsen eltérnek.

Kieran (2004) a teljesség igénye nélkil, 6t gondolkodasi sajatossagot nevez meg,
amelyek szlikségesek az algebrai gondolkodashoz.

- Az els6 ilyen sajatossag, hogy nem elég a szamszer(i valasz megadésara
dsszpontositania a tanulénak, az dsszefuiggésekre is oda kell figyelnie. Ez
vonatkozhat a szamok, adatok, miiveletek egymassal 1évé relacidjara,
Osszefliggéseire is.

- A masodik, hogy a miiveleteket és azok inverzeit is figyelembe kell venniiik
a tanuloknak, vagyis a visszafelé gondolkodast is el kell sajatitaniuk.

- Harmadik sajatossagként kiemeli Kieran, hogy nem elég a probléma
megoldasara koncentralni, hanem egyarant fontos a probléma szimbolikus
reprezentdlasa is. Az algebrai gondolkodads kontextusaban a probléma
reprezentélasa (abrazolasa) a probléma szimbolikus formaba valé leforditasat
jelenti, amely altaldban egy egyenlethez vezet, és algebrai atalakitasokkal
manipulalhaté és megoldhatd. Ez az abrazolas lehetdvé teszi a tanulok
szamara, hogy elemezzék a probléma szerkezetét, azonositsak az adatok és
ismeretlenek kozott fennallo relaciokat.

46



- A negyedik sajatossagot, mi szerint a betlikre és a szd&mokra egyarant
koncentralni kell probléma megoldéasa sorén, tovabbi harom részre bontja.
Egyrészt a betlik, melyekkel foglalkoznak, jelenthetnek valtozot, paramétert
vagy ismeretlent is, ezeket el kell tudni kiloniteni. Masrészt a tanulonak fel
kell ismernie, és el kell fogadnia, ha betli van a megoldasban. A megoldas
ilyenkor még befejezetlennek tiinhet a tanulok szadmara, ezért fontos ennek a
szemléletnek a kialakitdsa is. A harmadik gondolkodasmdd, amely még
ehhez a negyedik sajatossdghoz sorolhatd, az algebrai tevékenységek
értelmezése. Vagyis a numerikus kiértékelés helyett a tulajdonsagok
ismeretében tud kifejezéseket Osszehasonlitani, az egyenértékiiség
szempontjabol.

- Az 06todik sajatossdga az algebrai gondolkodasmodnak, melyet Kieran
megnevezett, az egyenloségjel jelentésének tobbféle értelmezése. Az
aritmetikai tanulmanyaik soran a tanul6k megszokjak, hogy az egyenldségjel
bal oldalan van egy miivelet, melynek megoldasa az egyenldségjel jobb
oldalara keril. Algebrai tanulmanyaik soran azonban megismerkednek az
egyenletekkel is, ahol az egyenldségjel mar mas szerepet tolt be. Itt az
egyenldségjel jobb oldalan, vagy akar mindkét oldalan is allhat miivelet.

Ezen 6t sajatossag kozul a masodik, harmadik és 6todik mar egyenletekhez, azok
felirasahoz, értelmezéséhez, megoldasdhoz kotédnek. Az elsé és a negyedik
sajatossag azonban mar rogton az algebrai tanulmanyok legelején eldkeriil, és
elemzésiinket ezek a sajatossagok fogjak iranyitani.

A fejezet hozzajarul az RQ2 kérdés megvalaszolasahoz (Hogyan jellemezhet6 a
hetedikes tanulok szimbolumhasznalata, milyen lehetdségei vannak a tanarnak a
tanuldi szimbolumhasznalat tAmogatasaban?).

5.2. Relaciok megfogalmazasa betiis kifejezéssel

A hetedikesek korében négy kisérleti 6rabdl allo kutatas valosult meg. Ezek kozil a
masodik — az egyiptomi tortek koré épiilé — Ora tapasztalatai keriilnek bemutatésra, a
relaciok betiis kifejezéssel vald megfogalmazasanak szempontjabol. A dizajn kutatds
elsé ciklusanak tapasztalatai alapjan nem volt valtoztatas ebben az Oratervben, a
masodik ciklusban is ugyanigy szerepelt. Az ora kozéppontjaban 1évo feladat
megfigyelésének fokuszaban az alabbi szempontok Alltak: megjelenik-e az
altalanositas illetve az algebrai magyarazat igénye, ki tudjak-e fejezni a tanulok
algebrai kifejezésekkel a két egymast kovetd természetes szam kozotti kapcesolatot.

5.2.1. AKisérleti 6ra felépitése

A megfigyelt feladat elején a tanulok 6nalléan dolgoztak, differencialt munkéaban. A
tanar elézetesen két csoportba osztotta a tanuldkat, matematikai teljesitményik
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alapjan. A csoportokat a tanar maga alakitotta ki, a tanulok tanulméanyi eredményei,
és korabbi orai munkajuk alapjan. Az Ulésrendben nem volt véltoztatés, a feladat
szempontjabdl lényegtelen volt, hogy milyen csoportba tartozék Ulnek egymaés
mellett. A gyengébb képességii csoportnak harom kivonast kellett elvégeznie (10.
tablazat):

10. tablazat

A gyengébb képességii csoport kivondsi feladatai a 2. hetedikes kisérleti ordan

6
7 6 _ 1
42 a2 a2

1 1 _ 11 10 _ 11-10 _ 1

10 11 110 110 110 _ 110
Az lgyesebb gyerekeknek gyakorlatilag ugyanezt kellett elvégeznie, csak konkrét
szamfeladat helyett az utasitasokat kellett kovetniiik: frj le két, egymdst kivetd,
egynél nagyobb természetes szamot, majd ird fel a szdmok reciprokat! Végul, a
nagyobb tortb6l vond ki a Kisebbet, és szdmold ki az eredményt. Végezd el ezt a
tevekenységet haromszor!

A differencialasnak ezt a modjat parhuzamos tevékenységnek nevezzik (Small,
2012). A megkozelités 1ényege, hogy a kiilonb6z6 képességli csoportok ugyanazt a
tevékenységet végzik, de kiilonb6z6 nehézségi szinten, ugyanakkor az
osztalymegbeszélés soran nem kilénilnek el a csoportok, a tanar olyan kérdésekkel
készll az osztdlymegbeszélésre, amelyet mindkét csoport képes megvalaszolni. A
fenti feladatot alkalmasnak tartjuk a parhuzamos tevékenységre, mert akar a miivelet
elvégzésének modjara, akar a megfigyelt szabalyszerliség megallapitasara iranyuld
kérdések csoportfiiggetlenek lehetnek.

Az 6nallé munka utdn parmegbeszélés kovetkezett, ahol az egymas mellett iilok
megbeszélték egymas kozott, hogy milyen észrevételeket tudnak tenni a feladat
kapcsan. Ezt a |épést osztalymegbeszélés kovette.

Az Ora tervezésekor tobb lehetséges tanuldi észrevétel is felmerdilt, igy a tanar
felkésziilt a szokatlan, kreativ megfigyelésekre is. A vart észrevétel azonban az volt,
hogy a megoldasnal a szamlalo mindig 1, a nevezd pedig a két eredeti szam szorzata.
Ekkor a tanar feltehette a kérdést, hogy vajon ez minden esetben teljesil-e.

Az altalanositas egy varhato 1épése, hogy a tanulok szélsGséges eseteket keresnek,
ennél a feladatnal akar nagyon Kicsi, akdr nagyon nagy szdmokat valasztva. Ezért
frontalisan megnéztek még egy példat, nagyobb szdmokat vélasztva. A frontélis
munkanal az (gyesebb csoportnak megadott lépéseket kovették. A nagyobb
szamokkal végzett példa utan ismét felmerilhetett a kérdés, hogy a megéallapitasaik
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barmely szam esetén teljeslilnek-e. Ekkor mar az algebrai feliras, bizonyitas volt
soron.

A feladat Ggy fogalmaz, hogy “Irj le két, egymdst kivetd, egynél nagyobb természetes
szamot”. Ezzel el is érkeztunk a Kisérleti éra egyik kulcs momentumahoz, amikor a
valtozdk kozotti relaciot kell megfogalmazni, a matematika nyelvén. Ha az egyik
szamot n betiivel jeloljiik, akkor a masik a rakovetkezo, az eggyel nagyobb szam,
vagyis n + 1.

5.2.2. Tapasztalatok

A megfigyelt hét osztaly koziul hatnal szinte ugyanigy zajlott ezen relacid felirasa,
konkrétan megjelent a valtozok tllzott hasznalata. A kovetkezé részlet a 7E osztaly
tanorajarol szarmazik, amely jol reprezentélja a 7A, 7B, 7C, 7D és 7G osztalyok
tandrajanak tapasztalatait is.

Tanér: Hogyan irjuk fol a kdvetkezd szamot, a mellette 1évot, a szomszédjat a
barmilyen szdmnak?

Tanul61: Eggyel nagyobb, mint egy a.

Tanuld2: b?

Tanar: Nem b. Az a-nak a szomszédja. Hogyan irjuk fel?
Tanul63: a + 1

Tanar: a + 1 [azaz] a szomszédja, nagyon jo! Szuper!

A tanar, mar az els6 kérdésnél, tobb kapaszkodot is adott a didkoknak. Egyrészt
elhangzott, hogy a ,kdovetkezd szam”. Ezzel a természetes szamok halmazara
emlékeztette a gyerekeket, és annak tulajdonsagaira, vagyis, hogy mindig tudunk
nagyobb természetes szamot mondani. A masodik kapaszkod6, a ,,mellette 1év6”
kifejezés volt, ami a természetes szamok szamegyenesen vald elhelyezkedését
idézheti fel a tanul6kban. A harmadik segitség ,,a szomszédja” kifejezés volt, ami a
didkok als6 tagozatos ismereteihez nyult vissza. Alsé tagozaton tanuljak az egyes,
tizes, szazas... szamszomszédokat, és azok képzését, amely ismeret a feladatban
adott relacié felirdasahoz is szikséges. Az osztadlymegbeszélésbe tébb tanuld is
bekapcsolodott. A Tanul6l és Tanuldé2 megszolalésa szinte teljesen egyszerre tortént,
nagyon halkan. A Tanuldél hozzaszélasa a relacid természetes nyelven vald
megfogalmazésa volt. Tanuld2 a rel&cid helyett azonban egy Gjabb valtozé felirasat
javasolta. A valtozok talhasznalata, a fent leirt hat osztaly mindegyikénél megjelent,
azaz éltalanosan azt tapasztaltuk, hogy a kezd6 algebra-tanuldk gyakran minden (j
mennyiséghez automatikusan Uj valtozdt rendelnek, anélkil, hogy figyelembe
vennék a mennyiségek kdzotti kapesolatot. Kulonféle kapaszkoddkat adtak a tanarok
az egyes Orakon, hogy ravezessék a tanuldkat a relacio kifejezésére. Egy érdekes
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példaerre, a 7C Oraja, ahol szintén feljott a tébb valtozd hasznalata, a és b formajaban.
Ezutéan a tanar kikototte, hogy nem hasznalhatnak masik betiit, valahogy az a-val kell

kifejezn
a2 gond
helyezte

i @ masik természetes szdmot is. Ekkor az egyik tanulénél felmeriilt az al és
olata. Erre reagalva a tanar inkdbb a két természetes szdm ko zotti kapesolatra
a hangsulyt, igy jutva el a kivant a + 1 felirasig. Konkrétan visszavitte a

képerny6t a frontalisan megvizsgalt példahoz, ahol nagyobb szamokkal végezték el
az instrukciokat. A teszt példanal a 2020 volt a valasztott szam, és az 6t kovetd 2021.
Itt az alap kérdés, hogy hogyan, milyen miivelettel lesz a 2020-bol 2021? A valasz
természetes nyelven torténd megfogalmazasa utdn matematikai jelekkel 1is
megfogalmaztdk a tanulok. Tanuloi megnyilvanulasok: ,, Eggyel nagyobb”,
,, Hozzdadtunk egyet ”. A 10. 4bran a S7073 tanulé munkéja lathato, a 7C osztalybol.

10. abra

S7073 tanul6 6rai munkdja, 2. hetedikes kisérleti 6ra

o o TR

Egyedl

ML Jo2d L Jo70 4

=

I CCS2GLOC | |GoRAL L0

f

a 7F osztaly 6rajan nem merilt fel a tobb valtozd hasznélata. Naluk a

természetes nyelven vald megfogalmazas utan a relaci6 matematikai felirdsa
jelentette a problémat.

Tanar: Akkor probaljuk meg altalanossagban felirni ezt hogy ez mindig igaz-e, vagy
hogy lehet ez az igazsag mindig. Prébalkozzunk vele. Azt mondta a feladat, hogy két
egymast kdvetd természetes szam. Azt nem tudjuk, hogy mi ez a szam, akkor azzal...
azt hogy jel6ljuk vagy mit mondjunk réla? Barmivel jelélhetem? Nem tudom
pontosan, hogy mi ez a szam. Akkor mit hasznaljak hozz4?

Tanuld: Betiit?

Tanar: Egy betiit hasznaljak! Altaliban ezeknél a természetes szamoknal, a
feladatokndl n betiit szoktak hasznalni. Azt mondjuk, hogy az egyik szdm legyen az
n. Nade mi legyen a masik szam? Azt mondta a feladat, hogy mindig egymast kovetd
szamok legyenek. Aron?

Tanulé: n

Tanar: Az az els6. Hogy lesz biztosan a kovets szam a masodik? Mondtatok, hogy
6, 7. Mondtuk, hogy 2, 3. Ha nem tudjuk, hogy az els6 mennyi, az n, akkor hogyan
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tudjuk kiszamolni bel6le, hogy mennyi lesz a masodik? Milyen viszony van abban,
hogy 2, 3? Hogy 5, 6? Hogy 10, 11? Heni?

Tanul6: Példaul mondunk 7-et, és ha visszajoviink, az n 6 lesz?
Tanéar: Behelyettesithetjiik az n 6-ra. Hogy lesz akkor bel6le 7? Ha az n 6 volt?
Tanul6: Hozzéadunk egyet.

Tanar: Akkor adjunk most is hozza egyet. A betlihdz, ha egyet hozzaadunk. Ha eddig
n volt, adjuk hozza az egyet. Akkor mi lesz bel6le? n... [felviszi a hangjat]?

Tanuld: n a masodikon?
Tanar:n..?n+ ...?
Tanul6: 1.

Tanar: Ugye, eggyel nagyobb leszz. n+1 lesz a masodik szam.

Ennél az osztalynal is, a tanar konkrét példakkal vezette ra a tanuldkat a szamok
kozotti relaciora. Az egyik tanul6 visszafelé gondolkodott, ugy prébalt meg rajonni a
két szam kozotti kapcesolatra. Ez egy joO irany volt, melyet a tanar is érzett, ezért tovabb
flizte a tanulé gondolatat. ,, Hogy lesz beléle 7? Ha az ‘n’ 6 volt? ” Mar nagyon direkt
a tanar kérdese, de ezzel sikerult eljutni a ket szam kozotti relacio természetes nyelven
val6 megfogalmazaséhoz. Egy tanuld kimondta, hogy ,, Hozzdadunk egyet”. Innen
mar konnyl lehet az ut, ha a gyerekek at tudjak irni a természetes nyelvrél
matematikai jelekre a miiveletet. Azonban ennél az osztalynal nem ez tortént, sot,
elindult egy masik irdny is. Felmer(lt, hogy a valtoz6t emeljék a masodik hatvanyra.
Hogy miért pont ezt mondta a tanuld, nem deriilt ki, valdsziniileg bizonytalan a
korabbi ismereteiben. Mivel helytelen volt az els6 valasz, igy a tanar még erdsebb
ravezetessel élt, hogy a tanuldknak mar csak egyetlen szdéval kelljen kiegésziteni a
megoldast.

5.3. A betii mint valtoz6

A hetedikesek korében végzett kutatas harmadik orajan keriilt megfigyelésre a betii
szerepe. Algebrai feladatoknal a betii jelenthet valtozot, ismeretlent vagy paramétert
is. Hetedik osztalyban a betli, mint valtozo jelenik meg a leggyakrabban.
Ismeretlenként nyolcadik osztalyban, paraméterként inkabb kdzépiskolaban
talalkoznak vele a didkok. A hetedikes kisérleti érak soran tehat valtozoként jelent
meg a betli.

A szimbdélum mint valtoz6 hasznélata szorosan dsszefligg a probléma szimbolikus
reprezentécidjaval, ezt egyutt vizsgaltuk. A szimbdlum bevezetését a feladatlap
tdmogatta, de a probléma szimbolikus reprezentacidjat mar énalléan kellett megadni.
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5.3.1. AKkisérleti 6ra felépitése

Az bra elején, egy gyors szobeli ismétlés utan a tablara vetitett instrukciokat kellett
kovetnitk a tanuloknak: 7 fel egy kétjegyii természetes szamot. (A két szamjegynek
kilénboznie kell egymastol!) Cseréld meg a szamjegyeket, majd ezt a szamot is ird
le, az el6z6 mellé. Vond ki a nagyobb szambdl a kisebbet! Végezd el ugyanezt még
haromszor, mindig kiilonbozé szamokat valasztva. Dolgozz a padtarsaddal kozdsen!
Hasonlitsatok dssze a kiilonbségeket, amiket kaptatok! Mit tapasztaltok? irjatok le!
Példaul, ha a kétjegyii szam a 25, akkor a szamjegyek felcserélésével 52-t kapunk. A
nagyobb szambol kivonjuk a kisebbet, vagyis 52-25=27. Tovabbi harom példaval
mar le lehet szlirni néhany megfigyelést, a kapott kiillonbségekre vonatkozoan. A vart
észrevétel, hogy minden kulonbség oszthatd 9-cel. Ezen felll az Ugyesebb
osztalyokban tanuloktdl felmertlhet az az észrevétel is, hogy a kiilénbséget 9-cel
osztva mindig az eredeti szamjegyek kildnbségét kapjuk. A fent leirt példa alapjan
27:9=3, ami pontosan a szamjegyek kulonbsége, 5-2=3. Ha ez az észrevétel nem
mertil fel spontan a tanulok részér6l, akkor a tandr irdnyitd kérdésekkel ravezeti a
tanuldkat. Ekkor kovetkezik az altalanositas és a bizonyitds. Minden esetben
mikddik ez a megfigyelés? Miért?

A frontalis megbeszélés utan a tanuldk differencidltan dolgoztak, feladatlapon. A
gyengebb képességti csoportba tartozo gyerekek helyiérték tablazataba egy valtozot
tettiink, az ligyesebb tanuloknak kettot. A helyiérték tablazathoz tartozé utasitasok
ugyanazok voltak, minden tanul6nal.

1. Melyik szamot irtam a helyiérték-tablazatba? ird fel helyiérték szerinti

t e t e

8 a b
0sszegalakban! és

2. Ird be a helyiérték-tablazatba a szamjegyek felcserélésével kapott szamot!
3. Melyik szam ez? ird fel helyiérték szerinti  Gsszegalakban!
4. Az els6 szambél vond ki a masodikat! Ird fel a kivonast!
Igy a feladat végén a gyengébb tanuloknak a (8 - 10 + a) — (10a + 8) kifejezést kellett
kapniuk, az ligyesebb csoportnak pedig (10b + a) — (10a + b) felirast.

A kutatas els6 ciklusaban részt vevé 7A, 7B és 7C osztalyoknal nehézséget okozott a
helyiérték tablazathoz tartozo utasitdsok végrehajtdsa. Ezt az aldbbi, tanéri
reflexiokbol kiragadott mondatok is alatamasztjak.

“A feladat mar a legelején elakadt, mert a legtébben nem ismertek fel a helyiérték
tablazatot, és a kivonast sem tudtak felirni.” - tanari reflexio, 7A
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“Nem tudom mit kell kivonni, mert itt csak betiik vannak.” - tanul6i megnyilvanulas,
7A

“A helyiérték szerinti dsszegalak is nehezen ment, nem biztos, hogy értették.” - tanari
reflexio, 7B

“Hol vannak a szamok?” - tanul6i megnyilvanulés, 7C.

Ezen tapasztalatok alapjan valtoztattunk az oraterven. A masodik ciklusban
megtartott Orak terve tobb helyen is valtozott. Ezlttal, a helyiérték-tablazat és a
helyiérték szerinti Gsszegalak ismétlése keriilt az dra elejére, ahol eldszor csak
szamok szerepelnek a tablazatban, majd szamok és valtozok vegyesen (11. abra). A
feladat a helyiérték szerinti dsszegalak felirasa volt. Az dsszegalak felirasa utan,
tanari iranyitassal behelyettesitést végeztek sz6ban vagy irasban.

11. 4bra
3. kisérleti ora bevezeté feladata a masodik kutatasi ciklusban, hetedik évfolyam
sz| t | e osszegalak
718 10 « 7 + 8
112 ]2 100 + 10 « 2 + 2
x | 7 10 e x +7
alb 10 ea+b
u|5|5[100«eu+10+5+5

A behelyettesités utan parmunkéban dolgoztak a tanuldk, akarcsak az eredeti
oratervben, koOvették a kivetitdn 1évo instrukciokat. Ezt kovetben azonban a
differencialt munka helyett egyénileg dolgoztak a 3. feladaton (12. abra), minden
1épés utan frontalis ellendrzéssel.

12. &bra
3. kisérleti 6ra 3. feladata a masodik kutatasi ciklusban, hetedik évfolyam
szam a szamjegyeket felcseréljiik | kiilénhség
sz |t | e | Osszegalak sz |t | e | dsszegalak
a |b
(a=b)

A feladat végén itt is meg kellett kapniuk a (10a + b) — (10b + a) kifejezést. Innen
algebrai tevékenységekkel a (10a + b) — (10b +a) =10a+b—-10b—-a=9a-9b=9(a
—b) kifejezést kapték, amely bizonyitja a korabbi megfigyeléseket.

53



5.3.2. Tapasztalatok

A masodik ciklus tapasztalatai a kovetkezOk voltak. A helyiérték-tablazat atismétlése
minden osztalyban hasznos volt, mert szinte minden osztalyban volt félreértés azzal
kapcsolatban, hogy mi is az dsszegalak. Az els6 példa, vagyis a 78 Gsszegalakjanak
frontélis megbeszélése utan a legtobb tanuld hibatlanul fel tudta irni a tablazatban
szerepld tobbi szam Osszegalakjat is. Egyediil a 7F osztalynal keriilt felszinre olyan
probléma, amely a helyiértékes irdsmdd megértésének hidnyéara utal.

Tanar: Probaljatok akkor a kdvetkezd szamot egyediil! A szazasok helyén all az 1-
es, tizesek helyén all a 2-es, és az egyesek helyén all ismét egy 2-es. Akkor mi lesz
ennek a szamnak az dsszegalakja? Ki az, aki ugy gondolja, hogy 6 tudja? Mit irtal
Attilam?

Tanul6:100-1+2-10+2

Tanar: ‘10 - 2’ legyen, ‘+ 2’. Ki az, aki ezt irta?
Tanulé: En azt, hogy 10 - 10

Tanar: ‘10 - 10’ Ez jo lesz? Marmint a 100 helyett?
Tanuld: Igen

Tanér: Az ugyanugy 100-at ér, csak egyszeriibb ugy, hogy ‘100 - 1°. Akkor most
probalkozzatok a kovetkezd harommal egyediil.

Ennél az osztalynal el6térbe kerllt, hogy tobb hetedikes tanuld van, aki meég
bizonytalan a helyiérték szerinti felirdsban. Ezen tanuloknak nyilvan nehezebb a
dolguk, ha algebrai kifejezésekkel taldlkoznak egy amugy is ingovanyos talajon.

Tanér: Ki az, akinek ‘10 - x + 7°-je van? Ugyes, jo!

Tanuld: Nekem 10 - 7°

Tanar: Az j6 lesz-e, hogy "10 - 7"? Ki tudna segiteni Aronnak, hogy mi a gond ezzel?
Tanul6: Hogy az x-et azt nem tudjuk.

Tanar: Az egy dolog, hogy az x-et esetleg nem tudjuk, bar 6 a tizesek helyén all. De
miért nem 10-szer hetet irhatok? Valaki segit? Elkezdtétek mondani Levente...

Tanul6: Az egyesek helyén van, nem a tizesek helyén.

Amikor bevezetjik az alaki érték, helyi érték, valodi érték fogalmakat 6tddik
évfolyamon, akkor a tanulok igazab6l nem latnak gyakorlati hasznat. Egy
procedurélis tudéds rogzul az otddikesekben, a helyiérték szerinti 0sszegalakkal
kapcsolatban, amit altalaban konnytinek itélnek meg. Ugyanakkor a szdmjegyekkel
kapcsolatos algebrai feladatoknal megkeriilhetetlen a helyiérték érté hasznalata,
amelyhez mar egy koncepciondlis tudas sziikséges, ezért mar nehéz a tanulok
szamara.
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Erdekes szempont lehet, hogy a helyiértékes feliras problémaja kapcsolatban van-e
az algebrai gondolkodassal. A kutatas tapasztalatai alapjan igen, a helyiérték helyes
kezelése az algebrai gondolkodas egyik ismérve.

A behelyettesités minden osztalynal jol ment, ahogy a ‘10a+b’ felirdsa is. A két szam
kuldnbségének felirasa azonban sok tanuldnél okozott probléméat. A 7G osztalynal
csupan négy parnak sikertlt felirni a killénbséget, pedig a paros munka soran a tanar
tobb gyereknek is segitett. A 7D és 7F osztalyokndl a tanar inkdbb a frontalis
irnyitast valasztotta a kilonbség feliraséhoz. A 7D osztalynal ez goérdilékenyen
ment, helyesen mondta el az els6 felszolitott tanuld. Ezzel szemben a 7F osztalynél
tobb megbeszélést igényelt a feladat.

Tanar: J6jjon a kiilonbség. Az elsé dsszegalakbodl kivonjuk a masodikat. Levente!
Tanul6: ‘ab - ba’

Tanar: Nézd csak, de az elsé az az volt, hogy ‘10 - a + b’, ugye? Akkor ezt kéne
ideirnunk, hogy ‘10 - a + b’ ¢ lesz az elsdé szam. Ebbdl kell kivonnunk a masodik
szamot. Hogy fog sz6Ini a masodik szam, mit irjak ide?

Tanulo: ‘10 -b+a’

Ebben az esetben a tanul6 elfeledkezett az algebrai kifejezések szorzésanak
jelolésérdl. A valtozok, illetve az egyiitthatok és valtozok kozott, a szorzésjel
elhagyhat6. Tehat az altala mondott ‘ab’ kifejezés valdjaban az ‘a’ és ‘b’ valtozo
szorzatat jelenti. A 7E osztalynal szintén felmerilt ez a gondolkodas, mert az
osztalyban két feladatlapon is megjelent a kovetkezé feliras (13. &bra).

13. &bra
S7106 tanul6 munkaja, 3. kisérleti 6ra 3. feladata, hetedik évfolyam
szam o  a sza'\mjegvt-z_k_éi?elcsém_k ! kiilonbség
i
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A feladatlapon lathaté a kivonas helyes levezetése, a megoldas dupla vonallal
alahtizva. Azonban a “kiilonbség” rublikaba az ‘ab - ba = 9(a-b)’ lathat6, haromszor
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aladhlzva. Olyan, mintha az ker(lt volna ra utolsoként a papirra, 6sszegzésként. A
tanul6 ezzel jelolte, hogy van egy kétjegyli szam, az *ab’, aminek ha felcseréljiik a
szdmjegyeit akkor a ‘ba’ szamot kapjuk. Ezek kiilonbsége pedig a kiszdmolt ‘9(a-b)’.
Egyéni jelolés is lehet a részérdl, azonban arra utal, hogy a tanulé nem latja a
kiilonbséget az ‘ab - ba’ és a ‘(10a + b) — (10b + a)’ kozott. Vagy lehet tigy gondolja,
hogy ez csupan az dsszegalak, nem maga a szam. Mint példaul a 72 esetén az
Osszegalak 10-7 + 2, de a kivonasnal mégis Ugy szamolunk, hogy 72-27, nem pedig
(10-7 + 2) - (10-2 + 7). Igy a tanuld automatikusan ‘ab’-t irt fel, mert a helyiérték
tablazatban ‘a’ szerepel a tizesek helyén és ‘b’ az egyesek helyén. Amit a tanul6 akart,
azt ab feliilvonassal (ab) szoktak jeldIni, ezt a jelolést azonban még nem ismeri.
Erdekes, hogy ez a jelolés csak az algebrai atmenet soran meriil fel el3szor, hiszen a
72-t sosem hazzuk felul, de nem is értlink alatta szorzast, 7-6-ot.

A betlik hasznalataval tehat valtoznak a jel6lési konvencidk. Vagyis az egymas utan
irt szamjegyek és az egymas utan irt betilk nem ugyanazt a jelentést hordozzak. Mig
a szamok esetében helyiérték szerinti felirasrol van szo, addig a betis kifejezéseknél,
a két vagy tobb valtozd szorzasat jelenti. Lényegében az alaki érték, helyiérték és
valddi érték 0sszekeverésérdl van szo.

A 7F osztaly esetében a negyedik kisérleti éran is felmeriilt ez a probléma. Az 6ra
felépitését a kovetkezo fejezetben targyaljuk, itt csupan egy megfigyelt jelenséget
mutatunk be. A feladat az volt, hogy irjanak fel altalanos alakban, helyiérték szerinti
Osszegalakban, egy 5-re végzodo, kétjegyli természetes szamot. Ehhez helyiérték
tablazatot készitettek.

Tanar: Akkor milyen alakba tudjuk ezt a szamot irni?... Ha a masodik szamjegye 5,
ez biztos hogy 5 lesz a végén, és mit irjak elé?... Ti dontitek, hogy milyen betiit
hasznaljunk.

Tanulé: k bettit

Tanar: Azt mondta a Szebi, hogy k betlit, 6 volt hangos. k5’ lesz. J8, akkor mennyit
ér ez a szam, hogy ‘k5’?

Tanul6: k-szor 5

Tanér: k-szor 5-6t fog érni?

Tanuld: Igen

Tanar: Melyik helyiértéken van a k betii?
Tanul6: Hat szerintem a tizes...

Tanar: A tizeseknél. Az 5-0s van az..
Tanuld: egyesek

Tanar: egyeseknél, akkor...
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Tanulé: 15
Tanéar: Melyik van a tizesek helyén, Szebi?
Tanul6: k

Tanér: A k, akkor a k-nak mennyi a valddi értéke?... ‘10k’. Emlékeztek a tablazatra,
amit multkor egyszer hasznaltunk? Na akkor nézzilk meg, tényleg, hasznaljuk Ujra
ezt a tablazatot...

A tanul6 problémajat itt az okozta, hogy a betiit tartalmazo felirdst nem tudjuk ugy
kiolvasni mint a szamot tartalmazot. Széban azt mondjuk, hogy ‘k5’, ami ebben a
forméban leirva valoban k-szor 5-6t jelentene, pedig jelen helyzetben 10k + 5 az
értéke. Nehéz ezt megérteni a tanuldknak, hiszen példaul a 35 kiolvasasat sem gy
mondjuk, hogy ,,10-szer 3 meg 5”, hanem harmincét.

5.4. Algebrai tevekenysegek

A kovetkezdkben a negyedik és egyben utolsé hetedikes kisérleti orak tapasztalatait
mutatjuk be, elébb az algebrai tevékenységek eértelmezése, majd a megoldas
vizsgalatanak szempontjabol. Az ora felépitése az alabbi vonalat kdvette, mindkét
kutatasi ciklus esetében.

5.4.1. AKisérleti 6ra felépitése

Az ora egy jatékos versennyel kezdddott, ahol sajat tanarukkal versenyezhettek a
diakok. A tanar kihivott egy dnként jelentkez6 tanulét az okostablahoz, amelyen mar
meg volt nyitva egy szamoldgép. A feladat az volt, hogy a tobbi tanulé6 mondjon
kétjegyli, 5-re végz06do természetes szamot, amit a tablanal allo diak a szamoldgépen,
a tanar fejben a masodik hatvanyra emelt. Az gy6zott, aki hamarabb megkapta az
eredményt. A szamolasok kozott cserélodhettek a szamologéppel szamold tanulok,
hogy barki 6sszemérhesse gyorsasagat tanaraval.

A jaték utan frontalisan megbeszélték, hogy vajon hogyan szamolt a tanar. Ehhez
szétvalasztottak helyiérték szerint a kétjegyli, 5-re végzddd szamokat, ¢és a
négyzetiiket is, a tizes helyiértéknél. Igy azt tapasztaltak, hogy a mondott szamok
négyzete mindig 25-re végzodik, a 25 el6tt allo egy- vagy kétjegyii szam pedig az
eredeti kétjegyli szam tizes helyiértékén allo szamnak és az 6t kovetd természetes
szamnak a szorzata. Példaul, ahol 7 all a tizesek helyiértékén, vagyis 7 - 8 = 56 lesz
a megoldasnal a 25 el6tt allo szam. A szabaly felfedezése utan, vagy épp annak a
megkdnnyitésére a diakok kitoltottek egy tablazatot (11. tablazat), egy “szabalygép”
mintajara. A gépbe a kétjegyll szamok tizes helyiértékén allo szamjegye keriilt be, és
a négyzetszam 25 el6tt allo szama jott ki. A tablazat célja a szabaly fogalmanak
erbsitése, illetve az altalanos alak felirdsanak megkonnyitése volt. A tablazat
kitoltésével megkaptak az ‘a(a+1)’ algebrai kifejezést.
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11. tablazat
Szabalygép a 4. kisérleti 6ran, hetedik évfolyamon
be |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 a

ki |2 6 12 |20 |30 |42 |56 |64 |90 | 110 | 132 | a(at+l)

Ezt kovette a magyarazat, a megfogalmazott szabaly bizonyitasa. El6szor fel kellett
irni az 5-re végz6do természetes szamokat helyiérték szerinti 6sszegalakban, ‘10a+5’.
Az bsszegalak felirdsaban helyiérték tablazat (12. tablazat) segitette a tanulokat,
melyet frontalisan toltéttek ki.

12. tablazat
Helyiérték tablazat a 4. kisérleti 6ran, hetedik évfolyamon
sz|t|e

alb

Ezt a kifejezést kellett a négyzetre emelni, elvégezni a szorzast, majd 6sszevonni és
kiemelni. A kisérletben részt vevo hetedikes osztalyok, a kisérleti ordk kozotti
matematika oOrakon megismerkedtek a felsorolt algebrai tevékenységekkel. A
negyedik, vagyis az utolsd kisérleti érara mar minden, a feladat megoldasahoz
szilkséges algebrai tevékenységgel talalkoztak. Igy jutottak el a 100a(a + 1) + 25
algebrai kifejezéshez, ami a feladat megoldasa volt. Az ehhez szlikséges Iépéseket a
13. tablazat foglalja dssze.

13. tablazat

Algebrai tevékenységek a 4. kisérleti 6ran, hetedik évfolyamon

Algebrai tevékenység Algebrai tevékenység
megnevezése

1. lépés hatvanyozas (10a + 5)? = (10a + 5) - (10a + 5)
értelmezése

2. lépés tobbtagu algebrai (10a + 5) - (10a + 5) = 100a? + 50a +
kifejezések szorzdsa  50a + 25

3. 1épés egynemii algebrai 100a? + 50a + 50a + 25 = 100a? +
kifejezések 100a + 25
0sszevonasa

4. lépés kiemelés 100a% + 100a + 25 = 100a(a + 1) + 25
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A maésodik 1épést, vagyis a tobbtagu algebrai kifejezések szorzasat teruletmodellel is
megoldhattdk a tanulok. A korabbi 6rdkon mar megismerkedtek vele, igy volt
tapasztalatuk a hasznalatdban. A modell lényege, hogy a tobbtagl kifejezések
szorzotényezoként egy téglalap két szomszédos oldalaként jelennek meg. A téglalap
teriletét a szomszédos oldalak szorzata adja. A 14. bran lathatd modon felosztjuk a
téglalap oldalait. Az igy keletkezd kis téglalapok teriiletének kiszamitasahoz mar csak
egytagl algebrai kifejezéseket kell szorozni egytagu Kkifejezésekkel. Példaul
‘10a-5=50a’.

14. abra

Teriletmodell toébbtagl algebrai kifejezések szorzasara, 4. kisérleti éra, hetedik évfolyamon

10a| 100a? | 50a

5 50a 25

10a 5

5.4.2. Tapasztalatok: algebrai tevékenységek értelmezése

A vizsgalt kisérleti 6rdkon, mind a négy lépésnél jelentkezett probléma, az egyes
osztalyokban. Volt olyan osztaly, ahol egy probléma mutatkozott meg, de volt, ahol
tobb 1épés is nehézkesen ment a tanuloknak. A kovetkezdkben ezen 1épések mentén
mutatjuk be az el6fordulo problémakat (14. tablazat).

14. tdblazat
Az el6fordulo nehézségek a 4. kisérleti oran
Algebrai tevékenyseg Osztalyok, ahol biztosan problémét
megnevezése okozott
1. 1épés hatvanyozas értelmezése 7D
2. 1épés tdbbtagl algebrai kifejezések 7D
szorzasa
3. 1épés  egynemii algebrai kifejezések 7A, TF
dsszevonasa
4. 1épés kiemelés 7A, 7G
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Az elsé 1épés nem is annyira algebrai tevékenység, mint a hatvanyozas, és annak
jelolésbeli értelmezése: (10a +5)? = (10a+5) - (10a+5). A 7D osztaly
esetében nehézséget okozott ez az Atirds, annak ellenére, hogy frontélisan
megbeszélték a négyzetre emelés fogalmat. A tanuld a ‘10a+5’ 6sszeg tagjait szerette
volna kilon-kilon a mésodik hatvanyra emelni. Ez a probléma csak ennél az
osztalynal keriilt felszinre, a tobbi osztaly esetében vagy elsbre helyes valaszt
mondott a felszolitott tanul6, vagy tanari bemondas volt.

Tanar: Mit jelent az, hogy a négyzeten van valami?

Tanul6: Hat 6, kétszer megszorozzuk a szamot 6nmagaval.
Tanéar: Tehat egy olyan szorzat, amelynek hany tényezdje van?
Tanuld: Kett6

Tanar: Kettd, és mind a két tényezdje. ..

Tanul6: Ugyanaz.

Tanér: Ugyanaz. Tehét akkor mit irjak fel Armin?

Tanulé: 100a...

Tanar: Varjal csak, még ne, el6szor bontsuk ki, j6?

Tanuld: Akkor az ‘10a+5 ¢, és akkor mindegyik a masodikon.

Tanar: De az ugy mar fel van... Ja, vagy gy érted, hogy mindegyik a masodikon?
Az nem j6.

Tanulé: ‘10a’-szor ‘10a’, meg 5-szor. ..

Tanar: Egyel6re irjuk mar le zardjelben. ‘(10a + 5)-(10a + 5)’ Erre gondoltam,
amikor mondtam, hogy irjatok fol. Ki irta ezt, hagy lassam? Nagyon jo, vannak
néhanyan, nagyon jo, 6rilok. Ez utdn mit kell csinalni?

A masodik 1épés a tobbtagl algebrai kifejezések szorzasa volt, melyet a legtébb
osztalyban frontalisan végeztek el, tertletmodell segitségével: (10a + 5) - (10a +
5) = 100a® + 50a + 50a + 25. Egyediil a 7E osztdlyndl nem keriilt €l a
tertiletmodell, ott a “minden tagot minden taggal” szabaly alapjan dolgoztak. Az els6
[épésnél is idézett 7D osztaly tanuldi 6nall6é munkaban végezték el a szorzést,
frontalis ellendrzéssel. A zardjeles szorzas felirasa utan kozvetleniil elhangzott egy
tanul6tdl, hogy 20a? + 10. A tandr ezutan atismételte a didkokkal a “minden tagot
minden taggal” szabalyt, illetve emlékeztette Oket, hogy teriiletmodellt is
hasznalhatnak. Az osztaly egybehangz6 véleménye viszont az volt, hogy inkabb nem
hasznaljak azt a modellt. Altalanos tapasztalat volt, hogy ez a reprezentaciovaltas,
habér segitene megérteni, de a gyerekeknek nem tetszik. Ennek oka lehet a modell
hatranya, hogy hidba ad magyarazatot, de nem bizonyit. Példaul negativ szamok
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esetén nem is miikddik. A tanulok a teriiletmodellel szemben elényben részesitik a
“minden tagot minden taggal” szabalyt, amely egy proceduralis tudast biztosit a
szamukra, a konceptualis helyett. A tertiletmodell bevezetése nem egy kisérleti éran
tortént, igy pontos feljegyzések nem szilettek réla. Azonban az biztos, hogy tébb
osztalynal is felmerlt, hogy mindenképpen sziikséges-e a tertiletmodellt alkalmazni.
“Ezt igy kell csindlni majd a dolgozatban?” “Nem elég csak kiszamolni?” Ezek a
kérdések arra utalnak, hogy plusz kognitiv terhelést jelent sz&mukra a
reprezentaciovaltas, illetve megelégszenek a proceduralis tudassal.

Az egyéni munka utani frontalis ellen6rzésnél, a 7D osztalynal ismét eldkertilt a
hatvanyozas értelmezésének problémaja, hidba volt mar zéardjeles szorzatként felirva
a mivelet.

Tanar: Akkor tessék mondani
Tanulo: '100a”2 + 25'
Tanulok kérusa: Nem!

Tanar: Gergd, mondtam, hogy jel6ljétek vonalakkal, hogy ha mashogy nem megy.
Aztan csak meg fogjuk nézni a teriiletmodellel is, hatha valakinek az lesz érthetébb.
Tessék mondani!

Tanulo: '100a’ a masodikon...

Tanar: Ugye, ezt a két tagot szoroztuk most 6ssze, tehat az lett... Igen?
Tanulé: Meg '50a'

Tanar: Nagyon jé!

Tanul6: meg '50a’, meg 25

Tanar: Nagyon jo! Kinek lett ez? Ugyesek vagytok!

A harmadik 1épés, vagyis az egynemii algebrai kifejezések 0sszevonasa két osztaly
kivételével (7A, 7F) hibatlanul sikerilt: ‘100a? + 50a + 50a + 25 = 100a% +
100a + 25.

A 7F osztaly esetében csupan egy figyelmetlenségrél volt sz0, mivel az egyébként
helyes dsszevonast felolvasé lany az kifejezés végére nem 25-6t mondott, hanem
elébb 50k’-t, majd ‘25k’-t. A hibajat azonnal javitotta, ahogy visszakérdezett a tanar.
A 7A osztaly esetében pedig 6sszevonas helyett, elsdként a hatvanyozas tlete mer(lt
fel. Ez a probléma is a hatvanyozas értelmezéséhez kotddik, mert a tanuld nem vette
figyelembe az algebrai kifejezések kozott allo miiveleti jelet.

Tanar: Akkor irjuk le, hogy amit felirtunk egyenld 100a? + 50a + 50a + 25 ?

Tanul6: nem lehet, hogy az ‘50a’-t zardjelbe irjuk és négyzetre emeljik?
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Tanar: JO helyen kapisgalsz, de nem szorzas van koztik.

Az utolso algebrai kifejezésekkel végzett tevekenység, amit a tanuldknak el kellett
végezniuk, az a kiemelés volt: 100a2 + 100a + 25 = 100a(a + 1) + 25. Volt
olyan osztély - példaul a 7E osztély - ahol ez gordulékenyen ment, elég volt egy kis
tanari ravezetés. De példaul a 7F osztalynal erds irdnyitasra volt sziikség. Nem vart
véalasz a 7A és a 7G osztalyokndl jelentkezett. Ezen osztalyoknal lépett fel az a
probléma, hogy a tanuld altal mondott kiemelés helyes volt, de nem felelt meg a
feladat céljanak. A 7G osztalynal példaul nem ‘100a’-t emelt ki a tanulo, hanem
‘10a’-t. A kiemelés helyes, de mégsem ideélis a feladat szempontjabol.

Tanér: Akkor mit kéne ezzel az dsszegalakkal csinalni?
Tanulé: Kiemelni

Tanar: Szorzatta alakitani, és erre a kiemelést hasznaljuk, igy bizony. Tehat akkor
lapozok és folirom, hogy 100a? + 100a. Ki vallalja a kiemelést?... Ki véllalja a
kiemelést?... JO, Imi? Mit tudunk kiemelni?

Tanul6: Hat hm, a '10a'-t
Tanar: Miért 10-et?
Tanulé: Hat hm... '100a’

Tanar: Mikor mind a kett§ 100-zal van megszorozva. Hat '100a'-t, igy bizony.
Nyitom a zardjelet, 100a?-ben a '100a'"?

Tanul6: Hat '1a’'

Tanér: Igy van, siméan 'a'-t irok. Es Martin, '100a'-ban a '100a"?
Tanulé: Az 1.

Tanar: Na azért. Meg 1.

Ehhez a lépéshez tehat mar nem elég a proceduralis tudas, szilkség van egy
problémamegoldo stratégiara, a visszafelé gondolkodasra is. Az 6ra célja egy szabaly
bizonyitasa volt, amelyhez a ‘100a(a+1) + 25’ alakot kellett megkapni. A ‘100a(a+1)’
szorzas elvégzésével, mivel ‘a’ egy egyjegyli szam, egy 100-zal oszthatd harom-,
vagy négyjegyll szamot kapunk, amelyhez hozza kell adni 25-6t. Mivel a szorzat 100-
zal oszthato volt, igy biztosan 25-re fog végzddni a végeredmény. A szorzatban
szerepld ‘a(a+1)’ pedig az ‘a’ szdm és a nagyobb egyes szomszédjanak szorzata.
Vagyis a kiemelés soran kapott alak magyarazza az 6ra elején megfogalmazott
szabalyt. Ha viszont ‘10a’-t vagy akar barmely mast emel ki a tanulo, akar 25-6t,
akkor nem fogja megkapni a vart kifejezést. Szikség van tehat a visszafelé
gondolkodéasra, amelyhez tudni kell, hogy milyen format szeretne megkapni a végén.
Ehhez viszont sziikséges a megoldas értelmezése is, ami a kdvetkezd alfejezet témaja.
Anélkiil, hogy ez a tudas meglenne, nehéz a tanuloknak megtalalni a megfeleld
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kiemelést. Es még nehezebb megérteni, hogy az altaluk mondott kiemelés habar
helyes, jelen probléménal nem a legjobb vélasztas.

5.4.3. Tapasztalatok: Betii a megolddsban

A ‘100a(a+1)+25" megoldas értelmezését is vizsgaltuk. Mivel a ‘100a(a+1)+25’
korantsem hasonlit a korabban, aritmetikai feladatoknal megszokott megoldasokhoz,
igy az ertelmezése is nehezebb volt a hetedikesek szamara. Az értelmezés
megkonnyitése végett, a kiserleti 6rak sorén a tanulok behelyettesitést is végeztek,
tetszOleges szamokkal, az algebrai magyarazat tobb 1épésénél is. Mar az
Osszegalaknal behelyettesitettek ‘a’ helyére valamely szamjegyet, hogy megnézzék a
‘10a+5 értékét. Majd ahol menet kozben a tanar sziikségesnek latta, kdzben is
végeztek behelyettesitést. A megoldas értelmezéséhez szintén kulcsfontossagu volt a
behelyettesités. Ezaltal értelmezték az algebrai kifejezéseket, valamint a
“szameredmény” miatt, az eljaras kozelebb allt a tanulok korabbi ismereteihez, hozza
tudték kapcsolni azt. Idézet a 7F osztaly 6rjabol:

Tanar: ...Na tegylink egy probat, tegylink egy probat! Miel6tt a Dani végképp
elalszik, mond nekiink egy 5-re végz4do, kétjegyli szamot. Probaljuk ki, hogy igaz
lesz-e.

Tanul6: 25

Tanar: Tessék? Mar megint? J6, legyen a 25, még mindig a 25. Danikam, akkor
neked most mar nagyon kell tudni, mert ezt méar kortlbelul 6tédszér mondjuk.
Mennyi az 'a'"?

Tanulé: 10
Tanar: Hat, ha 25-0t...
Tanulo: 2

Tanar: Na azért. Es azért, biztos ami biztos, visszalapozok, hogy mennyit kell
kapnunk eredményiil?

Tanuld: 625
Tanar: 625. J6, na akkor Dani, irjuk fol...

A 7D osztaly esetében a tanar a behelyettesités utan mindenképpen szerette volna, ha
a tanulok szdban is elmondjak a megoldas magyarazatat. Miel6tt feltette a kérdést,
emlékeztette a tanuldkat az alap problémara, vagyis az 5-re végz6do kétjegyii szamok
négyzeténél tett megfigyelésre. Az algebrai levezetés utdn megkaptdk a
‘100a(a+1)+25’ kifejezést, és ezt szeretnék most értelmezni.

Tanar: ...Miért magyarazat ez arra, hogy tényleg igy kell csindlni? Figyeljétek meg.
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Tanulé: Mert nem egy konkrét szamot irtunk, hanem egy algebrai kifejezést, ami
altalanosit.

Tanar: JO, igen, nagyon jo, de hogy itt ezt, ha megfigyeled ezt a kifejezést, akkor itt
van benne a magyarazat. Mondja el valaki ez alapjan.

Tanul6: Az egész kifejezést, vagy csak a szamokat?

Tanér: Eztitt. Lillal

Tanulé: Hat hogy mivel a négyzeten van a 10a, ezért azt tudjuk hogy 100 lesz.
Tanér: Hat most arra gondolok, hogy miért kapjuk, miért igaz az...

A tanar ezen a ponton ismét végig vezette, hogy mi volt az eredeti szabaly, és hogyan
jutottak el a végso algebrai kifejezéshez. Igyekezett a tanuldkat a valtozo magyarazata
felé iranyitani.

Tanuld: Hat mert az 'a' az igazabol a szazas helyiérték, vagyis a tizes...

Tanar: A tizes helyiérték ugye? Varjal csak egy Kicsit, a kiindulasunkbol. Tehat ugye
van a szam,..

Tanul6: Tehat az 'a' az, ami példaul a 2.

Tanér: Az 'a' az a szdm, ami az eredeti szamunkban a tizesek helyiértéken allt.
Tanulé: Es ahhoz kell hozzéaadni 1-et, és akkor az 3 lesz.

Tanar: Igy van, tulajdonképpen pontosan az, amirdl beszéliink. ..

A 7D ora részletébdl jol latszik, hogy a tanulok még az altalanos magyarazatnal is
visszanyullnak a behelyettesitéshez. A behelyettesités tehat egy biztos talaj a tanulok
szamara. Ha behelyettesitést végez, akkor gyakorlatilag egy aritmetikai feladatot kell
elvégeznie, amiben egy szamot kap megoldasként. Az itt kapott ‘100a(a+1)+25’
megoldas értelmezése mar absztrakt gondolkodast igényel, hiszen a valtozd
barmilyen szamot jelenthet. Es a 100-as itt mar nem a helyiértéket jeléli, hanem hogy
két nullara fog végzddni a szam. Ez pedig sok hetedikes gyereknek okoz nehézséget.

“A triikk magyarazatanal, a folyamatos proba-behelyettesitéseknek kiszénhetden
szinte mindenki, a legvégéig nyomon tudta kévetni a magyarazatot. Ugy vettem észre,
hogy méar az sikerélményt jelentett a tanuldknak, hogy nyomon tudtadk kovetni a
magyardzatot.” - tanari reflexio, 7A

Bar nem 6nall6 produktum, de az, hogy megérti a tanari magyarazatot, a tanar helyes
magyarazatanak koszonhetoen, ez az elsé 1épés az algebrai megértés felé.

5.5. Osszegzés, pedagogiai implikaciok

RQ2 Hogyan jellemezhetd a hetedikes tanulok szimbdélumhasznalata, milyen
lehet6ségei vannak a tanarnak a tanul6i szimbdlumhasznalat timogatasaban?

64



Az Altalanositas eszkozeként a tanulok a szélsOséges esetekben kezdtek el
gondolkodni, majd tanari irdnyitasra felmerdilt az algebrai kifejezések hasznélatanak
oOtlete is. A szamok, valtozok kozotti relaciok felirdsa nem egyszerii feladat a tanuldk
szamara. Jellemz6 a valtozok tulhasznalata, vagyis hogy minden feladatban szerepld
szamhoz kiilon betlit rendelnek.

A kivonas elvégzéséhez is szilkséges az Uj jeldlések ismerete, amely a kutatdsban
részt vevé didkoknal még hianyos volt. “Huha, itt azért latok tanacstalansagot. ” -
hangzik el a 7G osztaly tanaratol, amikor kérbemegy a tanulok kozétt, az 6nallo
munka soran. A tanécstalansag masik problémajat talan az okozta, hogy a kivonas
eddig mést jelentett a tanuloknak. Az aritmetikai feladatoknal egy kivonas ugy néz
ki, hogy az egyik szamot kivonom a masik szdmbdl, és a kilonbség egy harmadik
szam. A kivonast pedig fejben vagy irasban végzik el a tanuldk. De mivel a (10a+b)
és (10b+a) mar alapbdl nem a kordbban megszokott formaban irt szamok, igy ez
esetben nem mitkodik sem a fejszamolas, sem a kivonas irasban valo elvégzése. Arrol
nem is beszélve, hogy a kulénbség végképp nem lesz a korabban megszokott
formaban felirva. Ez a nehézség méar az algebrai gondolkodasmod Ujabb
sajatossagahoz vezet, vagyis, hogy mennyire fogadja el a tanuld, ha a valaszban
valtozd is szerepel.

A hetedikes tanulok nehezen értelmezik a megoldast, ha algebrai kifejezés is szerepel
benne a mar kordbban megszokott szam-eredmény helyett. Mivel csupan néhany
héttel kordbban ismerkedtek meg egyaltalan az algebrai kifejezésekkel, ezzel
Osszefliggésben pedig Uj jelolésekkel, algebrai tevékenysegekkel, igy értheté a
nehézség. A Kkisérleti 6rdn nagy hangsulyt fektettek a tanarok a folyamatos
behelyettesitésre, ami egy kicsit kdzelebb hozza a tanulok szdmara a korabbi
ismereteikhez. A behelyettesités utan egy egyszerli szamfeladatot kaptak, amit
kdénnyen meg tudtak oldani és egy megszokott szam-eredményt kaptak a végén.
Amikor viszont a végs6 megoldas, vagyis a ‘100a(a+1)+25" értelmezését kérték a
tanarok, problémaba utkdztek a tanulok. A legkdzelebb azon tanulok jutottak a
magyarazathoz, akik behelyettesitéssel probalkoztak. De sokan voltak, akik épp csak
kdvetni tudtdk az osztalytars vagy a tanar magyarazatat. Talan éppen ezért irtak
tobben az ora végén 1év6 kilépd kartyakra, hogy nem értették teljesen az 6rai anyagot
(15. &bra).
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15. &bra
Tanuloi kilépdkartya a 7B osztalybol, a 4. kisérleti ora végén, hetedik évfolyamon
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Az RQ2 kérdés elemzése soran megvizsgaltuk, hogy elégségesek-e a tanul6k algebrai
tevékenységekkel kapcsolatos ismereteik ahhoz, hogy egy problémamegoldas soran
készségszinten tudjak alkalmazni azt.

Algebrai tevékenységekkel rogton az algebrai tanulmanyaik elején megismerkednek
a tanuldk. A behelyettesitések utan csoportositjak az algebrai kifejezéseket, példaul
megtanuljak felismerni az egynemi kifejezéseket. Ezutan kovetkezik az egynemii
algebrai kifejezések dsszevonasa, majd az algebrai kifejezések szorzasa, osztasa, €s
végul a kiemelés.

A magyar tankonyvek és feladatgyljtemények nagy hangsulyt fektetnek ezen
algebrai tevékenységek gyakorlasara. Az ilyen feladatok altalaban egy-egy algebrai
tevékenység monoton elvégzésre koncentralnak. Ezen feladatoknal sokszor hianyzik
a mogottes tartalom, vagyis a szimbolumokkal tarkitott kifejezések nem tartoznak
semmihez, csupan az a feladat, hogy a tanulok elvégezzenek egy tevékenységet. A
sok, monoton gyakorlas célja, hogy elmélyiiljon az adott atalakitas.

A hetedikesek korében tervezett kisérleti 6rak célja az volt, hogy Ugymond
értelemmel ruhazza fel az algebrai tevékenységeket (értelemalkot6 algebra). Minden
ora ennek megfeleléen, problémaalapti 6ra volt. A kisérleti orak kozotti tanorakon
ismerték meg és gyakoroltak a tanuldk az algebrai tevékenységeket, a hagyomanyos
moédon. Az utolsd Kkisérleti 6ra idején mar az 6sszes sziikséges algebrai
tevékenységgel megismerkedtek. A tapasztalat azt mutatja, hogy habar a tanulok el
tudjék végezni az egyes tevékenységeket, azok értd, készségszintli hasznalatahoz
még nem elég kiforrott a tudasuk. Valoszinileg tobb idore és tobb problémahelyzetre
van sziikség ahhoz, hogy elmélyiiljon az 0j ismeret.

Megvizsgéltuk, hogy miként segitheti a tanar az 0Osszefliggések algebrai
kifejezésekkel torténd felirasat, illetve az algebrai kifejezések értelmezését az
algebrai tevékenységek soran és a megoldasban.
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Az Osszefiiggések algebrai kifejezésekkel torténd felirdsa folyaman a legfontosabb
Iépés szinte minden megfigyelt osztalynal az 6sszefliggés természetes nyelven vald
megfogalmazésa volt. Erre épitve lehetett tovabb vezetni a tanul6kat a matematikai
jelekkel valé felirashoz, hol kis kapaszkodokat adva nekik, hol erds ravezetéssel. A
konkrét szamokra val0 visszavezetés, azok kapcsolatanak megfigyelése segitette a
relacidk algebrai felirdsat. A sikeres felirashoz szlikséges tovabba, hogy a tanulok
magabiztosak legyenek a korabbi ismereteikben Ugy, mint a miiveleti tulajdonsagok,
vagy akar a hatvanyozas.

Az algebrai tevékenységek és az algebrai kifejezést tartalmazé megoldasok
értelmezésének tamogatasaban a behelyettesités sokat tud segiteni a tanuloknak.
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6. Segitség a szimbolumhasznélathoz szdveges feladatoknal
6.1. Bevezetés

A szbveges feladatok egyenlettel valé6 megoldasa a nyolcadikosok szamara mindig
nagy kihivast jelent. Ekkor hasznalniuk kell a hetedik év soran megismert algebrai
tevékenységeket, alkalmazniuk kell a mérlegelvet is. Az egyenlettel megoldhatd
szoveges feladatoknal a nehézség nem kizardlag az egyenlet megoldasaban
jelentkezik. Gyakran mar a szovegben szereplé mennyiségek €s relaciok azonositasa,
valamint ezek matematikai modellé alakitasa okoz probléméat (Jupri & Drijvers,
2016). Ezért a beavatkozasban a reprezentaciok elsddleges szerepe a szdvegben
szerepl6 kapcsolatok Iathatova tétele volt. A kovetkezOkben bemutatott kisérleti orak
célja pont ennek a nehézségnek az athidalasa, megkdnnyitése volt. A kisérleti érak
soran alternativ megoldasi modszereket hasznéltak a tanulok, példaul a probléma
grafikus reprezentacidjat. Az alternativ megkozelités nem valtotta ki minden esetben
az egyenlet felirasat, azonban meg tudta kdnnyiteni azt.

A nyolcadikosok korében végzett kutatasban, az egyenlettel megoldhaté széveges
feladatok témakdrén belil, 6t kisérleti 6ra valosult meg. A fejezetben az els6 és az
otodik kisérleti orat és azok tapasztalatait mutatjuk be. Az elsé o6ra egy bevezetd
alkalom volt, mely soran a tanul6k olyan széveges feladatokkal talalkoztak, melyeket
egyenletmegoldassal is meg lehetett oldani. Az 6todik, vagyis az utolso kisérleti 6ra
az egyiittes munkavégzés koré épiilt, ahol a problémaban 1évo szereplok egyiitt
teljesitettek egy bizonyos feladatot, igy gyorsabban elkésziltek vele.

A fejezet célja, hogy hozzajaruljon az RQ3 kutatési kérdés megvélaszolasahoz.
(Milyen a nyolcadikos tanulék hozzaalldsa a grafikus reprezentacidhoz, milyen
grafikus abrazolasi készségekkel rendelkeznek, és mely tényezdk befolyasoljak az
autonodm reprezentaciovalasztast?)

6.1.1. Szimbdélumhasznalat

A szimbo6lumok absztrakt jellege miatt, sok tanul6t megijeszthet az algebra
bevezetése a korai szakaszban (Friedlander & Hershkowitz, 2020). Schoenfeld
(2008) szerint az algebrai gondolkodas egyik alapvet6 pillére a szimboélumok célzott
hasznalatdnak képessége. Ebbe beletartozik a szimbdlumok 6nmagéban vald
szintaktikai hasznalata, illetve egy adott kontextusban val6 értelmes hasznalata,
amikor szimboélumok segitségével irjuk fel a relaciokat. Ugy gondolta, hogy a
szimbolumhasznélat tobb célt is szolgalhat, Ggymint az &ltalanositast, osztalyozast
vagy absztrakcios célokat. Freudenthal (1977) a szimb6lumhasznalatrol azt irta, hogy
a torténelem soran egyiitt fejlodott a mindennapi nyelvvel és mas kommunikacios
csatornakkal. A szimbolikus rendszer hatékonysaga attol fligg, mennyire kénnyen tud
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benne eligazodni a felhasznald, illetve milyen mértéki algoritmikus autonémiat tesz
lehetévé. Bastable és Schifter (2017) Ugy fogalmaztak, hogy az algebra tanulésa és
tanitasa kapcsan fennall6 legnagyobb probléma, hogy sok tanulé csupan a
szimbélumok manipuléalasanak szabalyait koveti, jelentés nélkiil. Ugy vélik, hogy az
algebra korai bevezetésének egyik célja pont az lenne, hogy a tanulok szaméra
segitsen értelmet adni az algebrai szimbolumoknak. Ramutatnak arra, hogy a
matematikatanulas folyamata nagyrészt az Otletekkel valo aktiv foglalkozasra épdil.
Bastable és Schifter osztalytermi gyakorlatokkal szemléltetik, hogy a tanulok a
konkrét aritmetikai allitdsoktdl az altalanosabb allitasok felfedezése felé mozdulnak
el. Legyen sz6 akar az Gsszeadas €s a kivonas tulajdonsagainak felfedezésérdl. Ezen
altalanositasokat nem formalis szimbélumokkal, hanem a természetes eszkdzeikkel,
osszefliggések megfogalmazasaval fejezik ki a tanulok. Az ekkor szerzett
tapasztalatokra lehet késobb épiteni az algebra formalis szimbolumainak hasznalatat.

Arcavi (1994) hasonloképpen ramutatott, hogy a szimbolumok megfelel hasznalatan
tul a tanuloknak azt is fel kell ismerniiik, hogy a szimbolikus jeldlések lehetové teszik
olyan 0sszefliggések bizonyitasat, amelyekre az aritmetika 6nmagéban nem
alkalmas. Ezt a belatast Arcavi a szimb6lumérzék egyik elemének tekinti. Masrészt
gy gondolja, hogy a szimbélumérzék magaban foglalja azt a tudast, hogy mikor kell
szimbolumokat hasznélni, és mikor kell elhagyni 6ket. Munkdjaban nem allitja, hogy
a szimbolumérzék sziikségszeriien magaban foglalja a hiba elkeriilését. Ebben az
esetben a szimbdélumérzék abbdl allna, hogy a problémamegold6 reflektal a
munkdjara, esetleg Ujra olvassa, ellenérzi az elvégzett 1épéseket, példaul egyszerii
behelyettesitést végez. Ezzel megbizonyosodhat a szimbolikus kifejezés
helyességérol.

6.1.2. Grafikus reprezentaciok szerepe

Ebben a fejezetben a grafikus reprezentacio kifejezést olyan kiilsé vizualis
reprezentacidkra hasznaljuk, amelyek a mennyiségek és relaciok szerkezetét teszik
hozzaférhetévé (Gagatsis és Elia, 2004). A kutatdsunkban hasznalt letdltési sdvok
segitségével a tanuloknak a szovegben szerepl6 relaciokat kellett megjelenitenilik.

A grafikus reprezentacio nem ismeretlen a magyar tanulok szamara, hiszen széveges
feladatok megoldéasara mar régebb 6Ota hasznaljak, kulondsen alsé tagozaton, illetve
5. és 6. évfolyamon. A Nemzeti alaptantervben a 7. és 8. évfolyamon is megjelenik a
grafikus reprezentacié az algebrai moddszerek tamogatasara, illetve alternativ
megoldasként azon didkok szamara, akik nem rendelkeznek a megfeleld szintl
szimbolikus algebrai ismeretekkel.

A grafikus reprezentécid elénye lehet, hogy szimbolikus algebrai ismeretek nélkul is
hasznalhatjak a tanulok, még az algebra el6tti szakaszban is. Fong és mtsai. (2006)
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tanulmanyukban arra a kérdésre kiséreltek meg valaszt talalni, hogy a modellmédszer
vajon valbban segiti-e az algebrai atmenetet vagy éppen akadalyozza azt.
Kutatasukban megfogalmazzak, hogy a modellmédszer és a szimbolikus mddszer
hasonl6 kognitiv terhelést jelent a tanuldknak, bar a szimbolikus médszer minden
esetben erGsebb aktivaciot eredményezett, mint a modellmodszer. Ugyanakkor
eredményeik szerint az alkalmas modellek segitségével konnyebben tudtak algebrai
egyenleteket létrehozni a tanulok. Ezért Ggy gondoljdk, hogy a grafikus
reprezentéciot hidként hasznalhatnak a tanarok a szimbolikus algebra tanitasa soran.

A grafikus és a szimbolikus megkdzelitések kognitiv terhelésével Ngu és mtsai.
(2014) is foglalkoztak. Kiegészitve az egységre valo kdvetkeztetés modszerével, a
szdzalékszamitas témakorében vizsgaltdk a tanuldk sikerességét. Eredményeik azt
mutattak, hogy az egyenlettel valé megkozelités l1ényegesen tobb helyes megoldast,
kevesebb meg nem probalt feladatot és hibat eredményezett, fliggetlendl attol, hogy
egyszerli vagy Osszetett feladatokrol volt szo. A grafikus mddszer mutatta a
legrosszabb teljesitményt a harom megkozelités koézil. Ennek okat a nagyobb
kognitiv terhelésben lattdk a kutatdk, mert a grafikus megkozelités tobb elem
integritasat kdvetelte meg a tanuldktdl, a megoldas 1épésein belll és kdzott.

6.2. Elsé kisérleti 6ra: az adatok relaciéjanak abrazolasa

Az elsO kisérleti 6ra soran, a szokasos szakaszabra helyett un. letdltési savokat
hasznalunk, S. Prediger tébb munkaja nyoman (Péhler & Prediger, 2015; Prediger és
mtsai., 2019). Azt vartuk, hogy az informatikai tapasztalatuk alapjan a rész és egész
viszonyanak ilyenfajta kifejezése értelmet ad a matematikai Osszefliggésnek. A
tanuldk szinte minden nap talalkozhatnak letoltési savokkal, példaul amikor egy
applikéciot toltenek le a telefonjukra. Az els6 nyolcadikos kisérleti 6ra 6ratervén nem
valtoztattunk az els6 ciklus utan.

A fejezetben bemutatott eredmények egy részét a (Locska és mtsai., 2023) munkaban
publikaltuk.

6.2.1. A Kkisérleti 6ra felépitése

Az elsé kisérleti 6ran egy feladatlapot kaptak a tanul6k, ahol parmunkaban
dolgozhattak az els6 feladaton. A feladatlap ravezette 6ket a probléma szévegében
szerepld adatok kapcsolatara, egymashoz valo viszonyara. A lapon szerepld 1épéseket
kovetve eljuthattak a megoldasig anélkil, hogy egyenletet kellett volna felirniuk.

1. feladat: Az &llatkertben minden &llatrol van egy informacids tabla, amelyen
szerepel az adllat témege. A feliratokat azonban kiradiroztam és egy fejtéroben
rejtettem el. (16. abra)
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A zebu 312 kg-al nagyobb tomegii, mint az antilop, és 220 kg-al nehezebb a térpe
vizilonal. A harom allat egyuttes tdmege 932 kg. Mennyi az &llatok témege kilon-
kalon?

16. dbra
Az 1. kisérleti ora, 1. feladatkitiizéséhez tartozo abra, nyolcadik évfolyam

Torpevizilo Antilop Zebu
Marmagassag 150 cm Marmagassag 120 cm Marmagassag 150 cm
Tomeg {:} Tomeg g} Tomeg {':}

A foglalkoztatd lap instrukcioi ehhez a feladathoz a kovetkezOk voltak. A helyes
valaszok kék szinnel jelennek meg, Id. 17. &bra.

A felsé téglalap a zebu tomegét szemlélteti, és elkészitettiik az antilop tomegét
szemlélteto letoltési savot. Ez csak egy vazlat, mert a letoltési savrol nem tudjuk
pontosan hol jar, hiszen nem ismerjiik az antilop tdmegét. A feladatod az lesz, hogy
keszitsd el a torpevizilo tomegeét szemléltetd letéltési savot, majd ird be a téglalapok
tiresen maradt részébe a feladatban szerepld szamok koziil a megfelelit!

17. &bra
Az 1. kisérleti Ora, 1. feladatdhoz tartoz6 letdltési savok, nyolcadik évfolyam

Zebu m
Antilop 7/// 312
vas JTTTTTI] 220

Hogyan magyaraznad el a letoltési savok segitségével, mit jelent a feladatban
szerepld 932 kg?

(A OV A = 932

A besatirozott részek egyuttes tomege.

Add meg, hogy a harom teljes téglalap egyutt mennyi tomeget ér!
932 + 312 + 220 = 1464 kg

A zebu tdmegével milyen kapcsolatban van a harom teljes téglalap egyuttvéve?
Harmada a zebu témege
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A fentiek alapjan mdr tudni fogod a valaszt a fejtorére. ird le a szamitasod!
1464 : 3 =488

zebu — 488 kg
antilop — 488 — 312 =176 kg
vizilé — 488 — 220 = 268 kg

A feladatlap 1épéseinek frontalis ellendrzése utan, az egyenlet felirasa is frontalisan
tortént, ugyanazon a feladatlapon (18. abra).

18. abra
Az 1. kisérleti 6ra, 1. feladatahoz tartozé szimbolikus feliras, nyolcadik évfolyam

Jen m 2 | Hely a betiknek |
Antilopy/// 312 X -312
Vizils r///////li 220 x - 220

X + (X - 312) + (X - 220) = 932
X+ X-312 +x-220 =932
3x—-532 =932

3x = 1464

X =488

A masodik feladat egy, az el6z6hoz hasonld, de mar nem iranyitott feladat volt. A
tandrat a tanulok ©6nall6 problémaalkotasa és annak megoldasa zarta. Ehhez a
kovetkezo utasitast kaptak a tanuldk a feladatlapon.

Készits az elozéhoz hasonlo fejtorot a tarsadnak az dllatok névjegykartydainak
segitségével! (19. abra)
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19. &bra
Az 1. kisérleti éra, tanul6i problémaalkotasanak kitiizéséhez tartozo dabra, nyolcadik évfolyam

Gorilla Varanusz Jegesmedve
Marmagassag 190 cm Hossz 300 cm Marmagassag 153 cm
Tomeg 180 kg Tomeg 189 kg Tomeg 448 kg

5000 db él beldle

Orrszarva Zsiraf Elefant
Hossz 385 cm Marmagassag 570 cm Marmagassag 490 cm
Témeg 2100 kg Tomeg 1928 kg Tomeg 5456 kg

55 km/h sebességgel fut

A tanuldk fele a gorilla, varanusz és a jegesmedve adatait kaptak, mig a masik fele az
orrszarvu, zsiraf és elefant adatait.

6.2.2. Tapasztalatok

Az elso6 orak tapasztalata alapjan nehéz volt a letoltési sdvok hasznalata a tanuldknak.
A 8F osztalynal még a szdvegértés is problémat okozott. Egy tanulé nem vette
figyelembe a teljes mondatot, csak egy részletét. A feladatban szerepld teljes mondat
a kovetkezo: A zebu 312 kg-al nagyobb témegii, mint az antilop és 220 kg-al nehezebb
a torpe vizilénal. Ehhez képest az alabbi hangzott el a tanéran.

Tanar: Melyik allat a nehezebb az antilop vagy a vizil6?
Tanul6: antilop
Tanulé: vizild

Tanar: Na, akkor most két rész van. Az antilop lesz a nehezebb? Mibél gondoljuk?...
Heni, miért a vizil6 lesz a nehezebb?... Nem tudjuk, hogy mennyi, de a szovegbdl,
ha kiszednénk. Hol Iathatd az, hogy a vizild lesz a nehezebb? Keresd meg ezt a részt.

Tanul6: Az antilop 220 kg-mal nehezebb, mint a térpe vizilo.

Tanar: Vigyazz, az a zebu lesz 220-al nehezebb. Es mit tudunk az antiloprol, a
zebuhoz képest?...

Tanul6: A zebu 312 kg-mal nehezebb
Tanar: mint az?

Tanulé: antilop.

Tanar: mint az antilop.

A szbveges feladatok megoldasahoz elengedhetetlen a jo szovegértés. A letdltési
savok az adatok lejegyzésére is jO modszer, egybdl lathatjuk az allatok tomegének
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egymashoz val6 viszonyat. Egy abra készitése soran - legyen az szakaszabra vagy
letdltési sav - meg kell figyelni a szoveges feladatban szerepl6 adatokat és relaciokat.
Egy jo abra alkotasanal tehat a tanulé kénytelen alaposan megvizsgalni a széveget,
ezaltal jobban megértheti a benne szerepld Osszefiiggéseket is.

A 8F osztalyndl maga a letdltési sav elnevezés is magyardzatra szorult. Habar a
szamitogép vagy a telefon esetében tudtdk értelmezni ezt a kifejezést, volt aki
nehezen kototte 6ssze a matematikai problémaval. A tanar szoban megbeszélte vellk,
hogy a feladatlapon lathato letoltési savok ugyanolyanok, mint amivel Ok is
taldlkoznak nap mint nap a szamitogép esetén. Kodzvetlen ezutan hangzott el a
kovetkez6 részlet:

Tanér: Es azt mondja, hogy a zebu tdmege az a teljes téglalap lesz. Ugy mondhatjuk,
hogy teljesen letdltédott mar, 100%-ban ott van. Ott van az antilopnak a téglalapja.
Miért révidebb az?

Tanuld: Mert nincs letdltve?
Tanar: Forditsuk at a matekra! Olvassatok el a szOveget.... Levente.

Tanulé: Mert a zebu 312 kg-mal nagyobb tomegili, mint az antilop.

A letoltési savok hasznalata 0j volt az osztalynak, igy érthet6, hogy magyarazatra
szorult. Elképzelhetd, hogy nehézséget jelentett a tanuloknak a letdltéseknél altalaban
megjelend szazalékos egységet Osszeegyeztetni a feladatban szerepld tomeg
meértékegységgel. A felszdlitott tanuld itt a letdltési sav teljes téglalapjat tekintette az
antilop teljes témegének. Igy, ha nincs teljesen besatirozva, akkor még nincs 100%-
ban letdltve az allat tomege. De ha ezt a logikat kdvette volna a tanuld, akkor harom
teljesen besatirozott letdltési savot kapott volna, amely nem tiikrozi az adatok kozott
1évo relaciokat. A letoltési sav elnevezés ezért zavard lehetett néhany tanulo szdmara,
plusz kognitiv terhelést jelenthetett. Tl erés az 6nallo jelentése ennek a kifejezésnek.

Tobb osztalynal - példaul a 8F osztaly esetében, - akkor is nehezen ment a letoltési
savok kiegészitése, ha frontalisan mar minden sziikséges dsszefiliggést megbeszéltek.
Elhangzott az 6ran, hogy a melyik allat a nagyobb tomegii és mennyivel, mégsem
tudtak hogy ezeket a szdmokat kell beirni a sdvok hianyzé részeibe. Egy pér volt az
osztalybdl, akiknek siker(lt beirni, nekik a tanar a feladat folytatasat javasolta. A
tobbiekkel frontalisan nézték meg, hogy miként kellett a szbveg alapjan kiegésziteni
a letoltesi savokat. Eloszor az antilop tomege mellett szerepld 312 kg-mot szerette
volna beirni a tanar, majd a vizilo mellett szerepl6 220 kg-mot. A vizilo tomegét jelzod
s&vot mar kordbban berajzoltak kdzdsen.

Tanar: Na nézzik! Mit mondtunk, hogy mennyi a kiilénbség a zebu és az antilop
kdzott? Szoveget kéne elolvasni.
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Tanulo: 312 kg (felolvassa a sz6vegb6l)

Tanar: Akkor mit irjunk ide be az antilop mellé?... Hat mennyi hianyzik az
antilopnak, hogy olyan témege legyen, mint a zebunak?... Aliz ismételd meg.

Tanulé: 312 kg

Tanar: 312 kg (beirjak a digitalis tablan). Mennyi hianyzik a vizilénak, hogy olyan
tdmege legyen, mint a zebunak?

Tanulé: 220
Tanar: Igy van.

A letoltési savba, az abraba nehezen irtdk be a tanuldk a szdmokat. Még ha meg is
értették a feladat sz6veg és a kdzos megbeszélés soran az adatok kozotti relacidkat,
akkor sem mertek beleirni az abraba. Ez a tapasztalat tébb osztalynal is megjelent.
Idegen volt a tanulok szamara a letoltési sdvok hasznélata, igy természetes modon
vonakodtak a hasznalatatol.

Reflexio 8A: “... teljesen 01j volt nekik a feladat kiilalakja és a nem mertek semmit
belerajzolni vagy beleirni a téglalapokba. Inkabb a lap szélén és aljan kezdtek el
szamolgatni a sajat gondolatmenetiik szerint. Az egész osztalyban egy lany volt, aki
értelmezni tudta az instrukciokat és berajzolta a vizild tomegét a letoltési savon.”

Tobb osztalynal el6fordult, hogy rogton egyenlettel akartak felirni a feladatot, habar
hivatalosan ezen a tanoéran taldlkoztak el6szor ilyen tipusu szoveges feladattal.
Leginkabb a 8H osztalynal volt jellemzd, hogy azonnal egyenletet akartak felirni. A
tanér tobb péarhoz is odament és kilon-kiilon probalta elterelni 6ket az egyenlettdl a
letdltési svok irdnyaba.

Tanar: Figyelj, azt szeretném, hogy kovesd az utasitast, ami itt van. Es megprobalnal

valaszolni azokra a kérdésekre, amik itt vannak, és eszerint a savok szerint prébald
mar meg.

Tanuld: Eldszor meg kell csinalni az egyenletet.
Tanar: Nem, nem, nem. Itt semmiképp sem kell egyenlet
Tanul6: Miért?

Tanar: Elészor 1égyszi valaszolj a kérdésekre és probald meg bejeldlni. J6, most
ahelyett, hogy azon gondolkodsz, hogy ez j6 vagy sem, prébald meg a savokat
nézegetni és a kérdésekre valaszolni. Itt van a kérdés, hogy hogyan tudnad
szemléltetni az antilopot? Mennyit tudsz ide beirni az ures helyre? Mennyi az a rész
amennyivel kevesebb? Hogyan tudndd a vizilovat lerajzolni ezekkel a kis
savocskakkal? Ezt probald meg megcsinalni.

Természetesen a Kisérleti 6rdkkal nem az volt a cél, hogy teljesen kizarjuk az
egyenlettel torténd megoldast. Pont az egyenlet felirasanak megkonnyitése volt a cél.
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Bizonyos esetekben egy jo grafikus reprezentacio és annak értelmezése akar
feleslegessé is tehette az egyenlet felirasat. Mindenesetre a Kisérleti 6rak célja az volt,
hogy a tanul6k megismerkedjenek egy mddszerrel, amelyet rugalmasan tudnak
hasznélni az egyenlettel megoldhaté szdveges feladatokndl. A fent lathatd részletnél
ezért is szerette volna az orat tarté tanér, ha az egyenlet felirasa helyett a letdltési
savokra koncentralnak el6szor a tanulok. Az adatok kozott 1évé kapcsolatok
felfedezése nélkil problémakba titkoztek a tanulok. A kovetkez6 kis részlet szintén a
8H osztaly 6rajabdl szarmazik:

Tanar: Ne hasznalj tobb ismeretlent, mert nem fogod tudni vele. Figyelj csak, az a
feladat, hogy olvasd el ezt és prébald meg eszerint ezekre a kérdésekre valaszolni.

Az adatok kozott 1évo kapesolatok nélkiil csak a tobb ismeretlen bevezetése marad.
Azonban ilyen egyenleteket nyolcadik osztalyban nem tudnak megoldani.

Erdekes észrevétel volt, hogy tobb osztalyban probalkoztak egyenletet felirni, hol
tobb, hol kevesebb sikerrel. Volt olyan tanuld, aki szépen meg tudta oldani
egyenlettel, de az igy probalkozok egy része elakadt az egyenlet felirasanal. Miért
probalkoztak vele mégis? A valasz valoszinileg a megszokott forma. Az
egyenletmegoldas egy jol tanulhato algoritmussal, a mérlegelvvel miikodik. Ha
megvan az egyenlet, onnan mar konnyen el tudnak jutni az ismeretlen
megvalaszolasahoz. Hetedik évfolyamon Altalaban olyan jol megtanuljak az
egyenletek mérlegelvvel torténé megoldasat, hogy a megszerzett proceduralis tudast
szivesen hasznalndk a szOveges feladatok esetében. Az egyenletmegoldast tehat
biztos talajnak érzik. Ezt az észrevételt tamasztja ald a 8E és a 8G tanarainak
reflexidja is.

Nehezen gondolkodtak a letdltési savokkal, automatikusan egyenlettel akartak
megoldani. Véglil is osszehoztuk. Az egyenlettel torténé megoldasnak nagyobb sikere
volt, talan mert abban gyakorlottabbak mar. (Tanari reflexié, 8E.)

Joval kézenfekvibbnek tiinik szamukra az algebrai modszerek és leirasok haszndlata.
(Tanéri reflexio, 8G.)

A tandrat zard, utolsé feladat a tanuldk 6nallé problémaalkotasa volt. Az alkotott
probléma szdvegét és megoldasat is le kellett irniuk. A probléma helyesnek mindsiilt,
ha a szovegezés érthet6 volt, a megoldashoz minden sziikséges adat szerepelt benne,
¢s az adatok megfeleltek a névjegykartyan szerepld adatoknak. Mivel az ora elején
1év6 fejtord mintajara késziiltek a problémak, igy a tanulok tobbsége csak az allatok
tomege koOzotti Osszefuggéseket irta le, nem irt kérdést a probléméba. Ezen
problémakat is helyesnek itéltuk.

A nyolcadik évfolyamon a 8A, 8B, 8D, 8E, 8F és 8G osztalyok jutottak el odaig az
6ran, hogy sajat problémat alkossanak. Osszesen 86 tanul6i probléma sziiletett. A 86
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tanuld kozil 71 tanuldnak 5 vagy 4 a matematika érdemjegye, mig 15 tanulénak 3
vagy 2.

A tanuldi problémdk vizsgalatakor feltiind volt, hogy sok olyan probléma sziiletett,
amely szerkezetileg helytall6, azonban aritmetikai hiba miatt helytelen. Példaul:

Osszesen 8484 kg. Orrszarvii 172 kg nagyobb tomegii mint a zsirdf. Elefant 3525 kg
kisebb mint a zsirdaf.” (S8116)

A hérom éllat tomege 6sszesen 9484 kg, nem pedig 8484 kg. llletve az elefant témege
3528 kg-mal tobb, mint a zsirafé, nem pedig 3525 kg-mal. Osszesen 18 ilyen
szerkezetileg megfeleld, de szamolasi hibas probléma sziiletett.

A 86 problémabdl 41 minden szempontbdl helyes probléma és 18 szerkezetileg
helyes, de szamolasi hibas. 27 olyan probléma jott létre, amely szerkezetileg
helytelen. Ezen problémaknal vagy hidnyosak a megadott adatok, igy nem lehet
kiszamolni az allatok témegét, vagy rosszul fogalmazott, zavaros a szoveg. Példa
szerkezetileg helytelen problémara:

A jegesmedve 259 kg-val nehezebb mint a varanusz, viszont a gorilla 9 kg-val
konnyebb mint a varanusz. Hany kg-k fejenként és mennyi pénzt kérnek a belépdért?
(S8020)

A sajat probléma megoldasi modszerének vizsgalatanal a helyes és a csak szamolasi
hibat tartalmazé problémakat egyutt kezeljlk, szerkezetileg helyesnek nevezve. A 86
problémabdl tehat 59 szerkezetileg helyes probléma, az alkotott problémak nagy
része tehat szerkezetileg helyes. A legtébb tanuld az éra elején megadott feladat
mintajara irt problémat. Az 59 tanulébdl 9-en lresen hagytak a probléma megoldasara
fenntartott részt, nem irtak oda semmit, de ennek okait sajnos nem tudhatjuk.
Eléfordulhat, hogy nem maradt ra ideje a tanulénak, de az is lehet, hogy nem tudott
hozzékezdeni. Az 50 tanulé koziil, akik mar irtak valamit a megoldashoz, 9-en
szamoltak csak abrat hasznalva (15. tablazat). Szintén 9 tanulé volt, aki abrat és
valamely szimbolikus jel6lést is hasznalt, akar egyenletet is felirt. 30-an csak
szimbolikusan gondolkodtak, nem készitettek &brat, mig 2 olyan tanuld volt, aki
kodvetkeztetéssel oldotta meg a sajat maga alkotta problémat.

15. tablazat
Szerkezetileg helyes tanul6i problémaalkotasok megoldasanak mddszere, 1. kisérleti éra,

nyolcadik évfolyam

Csak Abra és Csak dbra  Kovetkeztetés Ossz.
szimbolikus szimbolikus
30 9 9 2 50
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A problémak megoldasanak helyességét csak a minden szempontbdl helyes
probléméak esetében vizsgaltuk. (16. tablazat)

16. tablazat
Helyes tanuldi problémaalkotasok megoldasanak modszere, 1. kisérleti ora, nyolcadik

évfolyam

Helyes probléma megoldasa Helytelen vagy Helyes teljes Ossz.
befejezetlen megoldas
megoldas
Csak abra (jo vagy rossz) 5 4 9
Csak szimbolikus 10 8 18

Abra (j6 vagy rossz) és

szimbolikus 0 6 6
Egyik sem, csak szdmolas 0 2 2
Ossz. 15 20 35

A megoldasok vizsgalatakor felt{inG volt, hogy a legtobben grafikus segitség nélkil,
szimbolikusan prébalkoztak, de minddssze 8 olyan tanulé volt, aki hibatlan teljes
megoldast adott. A minden szempontbdl helyes feladatot alkotdk, és csak a
szimbolikus megoldassal probalkozo tanulok dsszesen 18-an voltak. Kozullk egy
tanuld volt, aki nem irt fel egyenletet, hanem megallt az 6sszefliggések szimbolikus
felirasanal. A tobbi 17 tanul6 egyenletet irt fel, amely kozil 4-en helytelen egyenletet
irtak vagy a megoldas soran hibaztak. 5 olyan tanul6 volt, akik habar helyesen irtak
fel az egyenletet és helyesen is oldottak meg, mégsem tekinthetd a teljes megoldasuk
helyesnek. Mert az egyenlet megoldassal véget is ér a feladatmegoldasuk, nem dertdil
ki melyik allat tomegét jeldlte az ismeretlen, se a tobbi allat témege. Ezért minddssze
8 olyan tanul6 volt, akik csak szimbolikusan prébalkoztak és eljutottak a sajat
problémajuk teljes, helyes megoldasaig.

Azon 9 tanul6 kozl, akik csak grafikusan kezdték el megoldani a probléméat volt két
tanuld, akik helytelen abrat készitettek.

S8005 “A vardnusz 300 cm hosszu. A jegesmedve hosszusaga 150 cm-rel tébb, mint
a gorilldé. A harom dllat hosszisaga osszesen 1250 cm.” (Matematika érdemjegye
4.) A megoldashoz készitett dbrak a 20. abran lathatd.
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20. dbra
S8005 tanul6 megoldasa a sajat problémaalkotasra, 1. kisérleti 6ra, nyolcadik évfolyam
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A probléma szévege minden szempontbdl helyes, habar a jegesmedve és a gorilla
hossza nem szerepelt a megadott névkartyakon, azokat a tanul6 irta hozza. A grafikus
megoldas elsé harom soran latszanak a problémaban megadott 6sszefliggések. A
jegesmedve hossza tolti ki a teljes téglalapot, vagyis az 6 hosszahoz viszonyitja a
tobbi allat hosszat. A gorilla hosszat jel6l6 letdltési savon helyesen dbrazolja a gorilla
hosszat és oda is irja, hogy “+150 cm = jegesmedve”. Hasonldan helyesen abrazolja
a varanusz hosszat, azonban mar nem irja oda, hogy mennyi sziikséges a letoltési sav
iires részébe ahhoz, hogy megegyezzen a jegesmedve hosszaval. Az abran szerepld
300 a varanusz hosszat jel6li, ami a probléma szdvegében is szerepel. A harom allat
egyuttes hosszat pedig egy ugyanakkora letoltési savval jeldli, mint a jegesmedve
hosszat. Tehat a tanuldé az allatok hossza kozotti osszefliggést helyesen tudja
abrazolni, legalabbis a jegesmedve és a gorilla kozott egészen biztosan, de az egyuttes
hosszt nem tudja értelmezni. A bevezetd feladatnal nem szerepelt olyan letoltési sav,
amelyen az allatok egydttes tdmege lett volna dbrézolva. A feladatmegoldas itt meg
is all, nem tud tovabb haladni a tanulo.

S8029: Az orrszarva 172 kg-mal nagyobb, mint a zsiraf, de 3356 kg-mal kevesebb,
mint az elefant. Osszesen 9484 kg-ok.” (Matematika jegye 5.) A megoldashoz
készitett abra a 21. abrén lathato.
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21. dbra
$8029 tanulé megoldasa a sajat problémaalkotasra, 1. kisérleti ra, nyolcadik évfolyam

A tanulé nem irta oda, hogy melyik téglalap melyik allat témegét jeldli. De a
megadott adatok alapjan az elsd letdltési sav a zsiraf tomegét jeloli, amelyhez 1928
kg van irva. A masodiknal 2100 kg szerepel, vagyis az a sav az orrszarvl tdmegét
jeldli. A harmadiknal pedig 5456 kg lathat6, ami az elefant megadott témege. Ezek
az adatok azonban nem szerepelnek a tanulé altal megadott problémaban, csupan az
elére megadott névjegykartydkon. A tanuld altal leirt egyik Osszefiiggés, hogy az
orrszarv(i 172 kg-mal nagyobb, mint a zsiraf. gy, ha az elsé téglalapot nézziik, akkor
helyesen bejelélte, hogy a zsiraf tomegéhez még 172 kg szlikséges, hogy teljes legyen
a letdltési sav. Azonban az alatta 1év6 téglalapban, ahol az orrszarvi tomege a teljes
téglalapot ki kellene, hogy toltse ez alapjan, hibas. A harmadik téglalapnal
valdszintileg az altala leirt masodik relaciot szerette volna jelolni a tanuld, vagyis,
hogy “Az orrszarvii... 3356 kg-mal kevesebb, mint az elefant.” 5456 kg az elefant
tdmege, de a jelolés szerint még 3356 kg-ra sziikség van ahhoz, hogy teljes legyen a
letdltési sav. Vagyis hibas az abra, nem tudja jel6lni a tanul6 az altala megadott
relaciot.

A harom allat tomege koziil a zsirafnak a legkisebb a tomege, 6t kdveti az orrszarva,
végiil az elefant. A legnagyobb tomegi allatnak kellene kitdltenie a teljes letoltési
savot, és az 6 tomegéhez kellene viszonyitani a masik két allat tomegét. A tanuld a
kozeépso allatot valasztotta, az orrszarvit, és ahhoz viszonyitotta a masik két allat
tdmegét. A zsiraf tomege kisebb, az elefanté nagyobb. A kisebb témeget még tudta
abrézolni, de a nagyobbal mar nem boldogult. Ha viszont az bran csak a besatirozott
részeket nézziik, akkor latszik, hogy a tanulé fel tudta allitani a rangsort az allatok
tomege alapjan. Az elsd besatirozott rész a legkisebb, vagyis a zsiraf, ezt koveti az
orrszarvu, amely besatirozott rész mar egy kicsit nagyobb, majd az elefant tomege,
ahol a besatirozott rész latvanyosan nagyobb.
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Ezen tanulok a matematika jegyiik alapjan a jobb eredményii tanuldk kdzé tartoznak,
hiszen S8005 érdemjegye 4, S8029 érdemjegye 5.

A csak grafikus megoldassal dolgoz6 tanuldk kézal 7 tanuldnak sikerilt helyes abrat
késziteni (17. tablazat). Egy tanul6 Kkivételével, akinek kdzepes jegye van
matematikabol, 6k is a jobb tanulmanyi eredmény tanulok kozé tartoznak. Helyes
megoldéast azonban csupan 4 tanul6 kapott kozulik. Volt tehat harom olyan tanulg,
akik helyes grafikus reprezentaciot készitettek, de nem jutottak el a megoldasig.

17. tablazat
A helyes abrat készité tanulék eredményessége, 1. kisérleti 6ra, nyolcadik évfolyam

Tanulé S8001 S8014 S8018 S8092 S8094 S8122 S8129
Erdemjegy 5 5 4 3 5 4 4

Megoldas  jo jo rossz  jo jo rossz  rossz

Az egyik ilyen tanulé mér a grafikus abrat sem fejezte be (S8018). Ameddig eljutott
az helyes, jol abrazolt egy relaciot, de ennél tobb nem szerepelt a papirjan. A masik
tanuld (S8129) elkészitette az abrat és beleirta a probléma szOvegében megadott
adatokat is, de szamolast nem végzett. A harmadik tanuld (S8122) helyes &brat
készitett, és eljutott odaig, hogy elosztotta az allatok 6ssztomegét 3-mal (22. abra).
De itt megallt, nem dertl ki a munkajabol, hogy tudta-e értelmezni a kapott
hanyadost, illetve a masik két &llat tomegét sem szamolta Ki.
S8122: Az elefant 3528 kg-mal nehezebb, mint a zsiraf és 3356 kg-mal nehezebb, mint
az orrszarvl. Az 9ssz tdmegik 9484.

22. 4bra
$8122 tanul6 megoldéasa a sajat problémaalkotasra, 1. kisérleti 6ra, nyolcadik évfolyam
A feladat megoldasa:
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6.3. Utolso Kkisérleti 6ra: Egyuttes munkavégzéses probléma

Az 6todik, egyben utolsd kisérleti 6ran az egytlttes munkavégzéses feladatokkal

ismerkedtek meg a nyolcadikos tanulok. Ezek a problémak tobb €16 vagy nem ¢€16

szerepldt foglalnak magukba, akik véltozatos kontextusban egyiittesen teljesitenek

feladatokat. Az ilyen tipusu feladatoknal mindig feltételezziik, hogy a munkéban részt

vevo felek kiilon-kulon és egyitt ugyanolyan sebességgel dolgoznak. Ha pedig egyutt
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dolgoznak, akkor mindig kevesebb id6 alatt végeznek, mintha kiilon-kilon
dolgoznénak. (https://nat2012.nkp.hu/tankonyv/matematika_8/lecke_04_005)

Az ilyen tipusu feladatok grafikus reprezentaciojahoz - az elsé 6rahoz hasonloan -
néhdny téglalap jelenik meg. A téglalap az elvégzenddé munkat reprezentdlja. Az
egyes teglalapokon kiilon-kilon be tudja jel6lni a tanuld, hogy az egyes szereplok
mennyi munkat tudnak elvégezni egységnyi idé alatt egyediil, majd egy ujabb
téglalapon egyesiti a szereplok altal, egységnyi id6 alatt elvégzett munkat.

6.3.1. A Kkisérleti ora felépitése
Az els6 6rahoz hasonloan, itt is egy feladatlapot kaptak a tanulok. Az elsd, bevezetd

feladatnal (A feladat) instrukciokat kaptak a grafikus reprezentacio elkészitéséhez,
majd frontélisan, tanari segitséggel felirtdk szimbolikusan, egyenlettel is a megoldast.

A feladat: Bob kecskéket, Kevin juhokat tart a gazdasagban. Egy szekér széna a
Juhoknak 3 hétre, a kecskéknek 6 hétre elegends. Bob és Kevin megegyeznek, hogy
kozosen hasznalnak fel egy szekér szénat. Hany hétre lesz elegendd a takarmany?

Az aldbbi instrukciokat kaptak a tanulok.

Al: A téglalap egy szekér szénat jelképez. Satirozd a téglalapot annak megfeleléen,
hogy egy hét alatt mennyi fogy el beléle! (23. abra)

23. abra

5. kisérleti 6ra, 1. feladatahoz tartoz6 minta megoldas, nyolcadik évfolyam

juhok kecskék egyutt

A2: Egy hét alatt egy szekér széna hanyad részét ették meg egydtt az allatok? % részét,
vagyis a felét.
A3: Az eredményed alapjan kovetkeztess arra, hogy hany hétre elegendo egy szekér

széna, és valaszolj a feladat kérdésére! Mivel a felét 1 hét alatt ették meg, ezért 2
hétre lesz elég a széna.

Eddig a tanulok parban dolgoztak, majd frontalisan ellendrizték a megoldast,
kiegészitették az aldbbi tablazatot (18. tablazat), felirtdk és megoldottdk az
egyenletet.
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18. tablazat
5. kisérleti 6ra, 1. feladatahoz tartoz6 tablazat megoldasa, nyolcadik évfolyam

egyedul 1 hét alatt | x hét alatt
(1 hét) (rész) (rész)
juhok 3 1 X
3 3
kecskék 6 1 X
6 6
x X _
Stz=1
2x X
—+==1
2X+X=6
3Xx=6

X = 2, vagyis 2 hétre elegendé a széna.

Az A feladatot egy hasonld gyakorld feladat kovette, ahol a didkok oOnall6an
dolgoztak majd frontalisan ellendrizték a megoldast. A frontalis ellenérzéskor
minden tanar szem el6tt tartotta, hogy a grafikus reprezentacio és a szimbolikus
feliras is megjelenjen.

A tanéran 1évé harmadik feladat (B feladat): Az Gszomedence az egyik csapon
keresztiil 3 ora alatt toltédik fel, a masik csapon keresztiil masfél ora alatt. Mennyi
id6 alatt telik meg a medence, ha mindkét csapot megnyitottuk (24. abra)?

24. &bra
5. kisérleti 6ra, 3. feladatahoz tartoz6 minta megoldés, nyolcadik évfolyam

l. csap Il. csap egyltt

A vélasz méar egy jo grafikus reprezentaciorol kénnyen leolvashaté: 1 6ra alatt.
A feladatot egyenlettel is meg lehet oldani (19. tablazat).
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19. tablazat
5. kisérleti 6ra, 3. feladatahoz tartoz6 tablazat megoldasa, nyolcadik évfolyam

egyedul (6ra) | 1 oOra alatt | x Ora alatt
(rész) (rész)
l.csap 3 1 X
3 3
Il.csap 1,5 E 2_x
3 3
Xy
3 3
X+2x=3
3xX=3

X = 1, vagyis 1 6ra alatt telik meg igy a medence.

6.3.2. Tapasztalatok

A grafikus reprezentaci6 ért6 hasznalatahoz elengedhetetlen, hogy a tanuldk grafikus
reprezentacios készségei a megfeleld szinten legyenek. Mivel ezen készségek nem
feltétlendl derllnek ki a matematika jegyiikbol, igy az A feladat Al és A2
részfeladataibol kovetkeztettiink ra, a konkrétan ilyen tipusu letoltési sdvos &brakra
vonatkozoan.

A tanulok altal készitett abrak vizsgalatakor a Pisa 2012 keretrendszert vettiik alapul,
amelyben az egyes kompetenciaelemeket a tanul6k munkajahoz rendeltiik hozza (20.
tablazat). A  PISA 2012  Kkeretrendszer =~ kompetenciaelemeit  nem
teljesitményszintekként, hanem az elemzési  kategoridk  kialakitasanak
kiindul6pontjaként hasznaltuk. Mivel a jelen vizsgalatban a tanulék nem kész
reprezentaciot értelmeztek, hanem maguk hoztak létre az &brat, a keretrendszert a
feladathelyzethez adaptaltuk.

20. tablazat
A Pisa 2012 keretrendszer a tanuléi abrak elemzéséhez

Elem Elem leirdsa a Pisa 2012 Az elem megjelenése a tanuld

keretrendszerben munkajaban
1 Valés informéciék matematikai A tanulé tudja értelmezni az 4&bréan
abrazolésa szerepld szamadatokat, legalabb
megkozelitdleg.
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Elem Elem leifraésa a Pisa 2012 Az elem megjelenése a tanuld

keretrendszerben munkajaban

2 Matematikai ~ fogalmak, tények, A tanulok helyesen &bréazolték a tortészt
eljarasok és érvelések alkalmazasa az abran.

3 Matematikai eredmények A tanuldok helyesen értelmezik az abrat,
értelmezése, alkalmazésa és tudnak kovetkeztetni az abrabol.
értékelése

Ha a tanul6é nem felelt meg az elsé elem kritériumainak, akkor az Al értékelése
helytelen. Ha a tanulé elérte az 1. elemnél megadott szintet, de nem teljesitette a
2. elemet, akkor az abra nem szandékos értékelést kapott. Ha azonban megfelelt a
masodik elemnél megadott kdvetelményeknek, akkor szandékos abranak mindsiilt
(25. abra).

25. dbra
Bal oldalon szandékos abra (S8029), kdzépen nem szandékos (S8007), jobb oldalon helytelen

abra (S8035); 5. kisérleti 6ra, 1. feladatahoz tartoz6 megoldasok, nyolcadik évfolyam

juhok  kecskék  egyitt juhok kecskék  egyiitt juhok kecskék  egyiitt

Az A2 kérdésnél adott valasz lehet helyes vagy helytelen. Az Al és A2 eredményei
alapjan a tanulok grafikus abrazolasi készségeik szerint, harom csoportba keriltek:
halado, kozepes, mérsékelt. (21. tablazat)

21. téblazat
Grafikus abrazolasi készségek szerinti csoportok, 5. kisérleti dra, nyolcadik évfolyam

Al szandékos Al nem szandékos Al helytelen
A2 helyes halad6 (H) kdzepes (M) mérsékelt (L)
A2 helytelen kdzepes (M) mérsékelt (L) mérsékelt (L)
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Az elsd feladaton 75 nyolcadikos tanuld dolgozott, akik koéziil 20 tanuld a haladd
csoportba Kertilt a grafikus abrézolasi képességei szerint. Szintén 20 tanuld kerilt a
kdzepes, illetve 35 tanuld a mérsékelt csoportba. Egyiranyl ANOVA vizsgéalat tortént
a csoportok altalanos matematika érdemjegyeinek Osszehasonlitasara a grafikus
abréazolasi képességek alapjan (26. &bra). Mivel a variancia homogenitasanak feltétele
teljestlt (a Levene-tesztben p>0,05), post hoc tesztként Tukey HSD-teszt kerilt
futtatasra. Az eredmények azt mutattak, hogy a mérsékelt csoport atlagpontszama
(&tlag = 3,6, SD = 0,98) szignifikansan alacsonyabb volt (p < 0,05), mint a kdzepes
(&tlag = 4,45, SD = 0,69) vagy a halad6 (dtlag = 4,30, SD = 0,80) csoport
atlagpontszdma. Masrészt a kdzepes €és a haladd csoportok atlagai hasonldak voltak
(p>0,05).

26. dbra

Altalanos matematika érdemjegyek és a grafikus abrazolasi képességek 6sszehasonlitasara,
5. kisérleti 6ra, nyolcadik évfolyam

5.0
4.5 -

4.0

Math. Grades

3.5+

3.0 -
I I I

H M L
Graphics Abilities

A csoportositads soran tehat 20-20 tanulé keriilt a magas vagy kozepes grafikai
reprezentacios készségii csoportba. Vagyis a tanuldknak koriilbeliil a fele lehet
potencialisan alkalmas egy probléma grafikai megoldasara. A matematika
osztalyzatukkal 6sszevetve az a tapasztalat, hogy a grafikai reprezentacios készségek
Osszefliggnek a tanulok osztalyzataval. A 4-5 tanul6k magas vagy kdzepes grafikai
reprezentacids készségekkel rendelkeznek, mig azon tanul6k esetében, akiknél ez a
készség alacsonyabb  szinten van, az osztalyzatuk is  gyengébb.
Egyszempontos ANOVA analizis szignifikdns kilonbséget mutatott a gyenge
grafikus készségii csoport és a tobbiek matematika osztalyzata kozott.
A kutatds kezdetén az alap feltevések kozé tartozott, hogy a grafikai megoldas a
gyengebb tanuldknak tudna segiteni az esetleges hidnyossagaikat ellensulyozni. Az
eredményekb6l azonban az allapithatd meg, hogy pont ezen tanuldok nem
rendelkeznek a megfeleld grafikai reprezentacios készségekkel.
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A B feladat 6nallé megoldasakor helyes vagy helytelen megoldast kapott a tanuld.
Igy a kimeneti valtozok binérisak (helyes vagy helytelen), logisztikus regresszio
elemzéssel vizsgalhatéak. A modell két elérejelzd valtozot hasznal: az altalanos
matematika osztalyzatokat (2-5) és a grafikus abrazolasi készségeket (halado,
kozepes, mérsékelt). A modell jelentds magyardzo erével bir, (y2(1, N = 75) =
13.117; p < 0.05). A B feladat megoldasaban elért sikeresség elorejelezhetdségének
szempontjabdl két fontos eredmény sziletett. Egyrészt a B feladatban elért
sikerességet elore jelezte a matematika osztalyzat (W (1) = 6.142; p < 0.05), masrészt
a grafikus abrazolasi készségek nem jelezték elére a B feladatban elért sikert (W(2)
= 1.615; p > 0.05). Tehat nincs statisztikailag szignifikans 0sszefiigges a grafikus
abrazolasi készségek és a B feladatban elért sikeresség kozoétt, de a matematika
jegyek megmagyarazzak az eredményt.

Ezen eredmények utan felmerilhet a kérdés, hogy vajon minden tanulé a szamara
megfelelé megoldasi stratégiat valasztotta-e, illetve, hogy mi minden befolyésolhatja
az autondm stratégiavalasztast.

A megoldasok vizsgalatakor harom csoportba keriltek a tanulék a
stratégiavalasztasuk alapjan. Az egyik csoportot a grafikus modellt alkalmaz6 didkok
alkottdk. Az egyiittes munkavégzéses feladatok soran a tanuldk jellemzéen
téglalapokbdl sszeallitott dbraval szemléltették a feladatban leirt helyzetet. Az egész
téglalap a szoveges feladatban szereplo elvégzendo teljes munkat jelképezte, amelyen
a tanuld részekre osztva rajzolta be a szereplOk altal egy id6egység alatt elvégzett
munkat. A masik csoportot azon tanulok alkottak, akik grafikus &bra nélkil, az
egységre valo kovetkeztetéssel talaltak meg a helyes megoldast (27. abra). Ezen
tanulok Osszeadtdk az idéegység alatt elvégzett munkat, ezzel megtudtak, hogy egy
idéegység alatt mennyi munkat végeznek el a szereplok egylittesen. A harmadik
csoportba azon tanul6k kerultek, akik szimbolikusan, egyenlet megfogalmazésaval
és megoldasaval jutottak eredményre (28. abra).

27. dbra
$8033 tanul6 megoldasa, 5. kisérleti 6ra, 3. feladat (B feladat), nyolcadik évfolyam
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28. abra
S8042 tanul6 megoldasa, 5. kisérleti ora, 3. feladat (B feladat), nyolcadik évfolyam
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22. tablazat

5. kisérleti 6ra, 3. feladat (B feladat) megoldasai, nyolcadik évfolyam

Szimbolikus Grafikus Kovetkeztetés Nincs Ossz.
stratégia
B feladat 16 8 6 11 41
megoldasa
helytelen
B feladat 23 8 3 0 34
megoldasa
helyes
Ossz. 39 16 9 11 75

A 22. tablazat a B feladat stratégia valasztasat, és annak eredményességét foglalja
0ssze. A harom megoldasi stratégia mellé kerult egy negyedik oszlop is. Ide keriiltek
azon tanulok, akik nem tudtak énalléan hozzakezdeni a feladat megoldasahoz, vagy
nincs felismerhetd stratégiajuk. Ezen tanuldk egyike sem kapta meg a helyes
eredményt.

Legtdbben, 39-en egyenlettel szerették volna megoldani a feladatot, de kdziliik csak
23 tanuldnak sikertlt. Gyakori hiba volt, hogy rosszul irtak fel az egyenletet, vagy a
megoldéas sordn algebrai szdmolési hibat vétettek. A grafikus megoldést joval
kevesebben vélasztottak, 16-an, akik kozll 8 tanuld helyes eredményt kapott.
Aranyos kovetkeztetéssel csak 9 tanuld probalkozott, akik kozul hdrman kaptak
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helyes eredményt. A grafikus megoldast tehat kevesen valasztottdk, holott az
egyenletben sokan voltak sikertelenek.

Tébb olyan tanulé volt, aki nem tudta megoldani a B feladatot, pedig az A feladatnal
helyesen valaszolt. Valdszinlileg 6k nem a szamukra megfeleld stratégiat
valasztottdk. llyen munkat készitett példaul az S8002 tanuld (29. &bra), aki az A
feladatot hibatlanul megoldotta, magas reprezentacios készségekkel rendelkezik, és
az &ltalanos matematika jegye 5. A B feladatnal helyesen hatarozta meg az egyseégnyi
id6 alatt elvégzett munkat, de nem tudta kikovetkeztetni a valaszt ezekbdl az
adatokbol, vagy nem tudott egyenletet felirni. Valdszintileg gondot okozott neki az x
valtozd %-dal valod szorzasa, mert az el6zO feladatokndl csak olyannal kellett
szorozni, ahol 1 volt a szamlal4. Vagyis algebrai hianyossagai vannak a tanul6nak.
Osszesen 8 tanulonal figyeltik meg ezt a jelenséget. Szamukra feltételezhetden
segitség lenne a grafikai reprezentacio, de mégsem azt valasztottak.

29. &bra

S8002 tanulé &braja az 5. kisérleti 6ra A feladatahoz és megoldésa a B feladathoz, nyolcadik
évfolyam
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Természetesen olyan tanul6 is volt, aki megtaldlta a szdmara megfelelo stratégiat.
Példaul az S8008 tanuld, aki mérsékelt reprezentacios készségekkel rendelkezik, és
megfeleld stratégiat valasztott. (30. abra)

30. &bra
S8008 tanul6 &braja az 5. kisérleti 6ra A feladatahoz és megoldasa a B feladathoz, nyolcadik
évfolyam
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A matematika jegye 4. Az A feladatban helyes ardnyos gondolkodasra és a tortek

kezelésére utal6 nyomok vannak, bar a kérdésekre adott valaszok helyesek, a tanul6

helytelen abrat készitett. A B feladatban a stratégiaja egyenlettel valé megoldas, a

megoldasnal az egyenlet feliras és a szimbolikus algebrai tevékenység is helyes. A
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mérsékelt grafikus reprezentacios készséggel rendelkez6k csoportjaban nyolc
hasonldan viselkedd tanul6 volt. Matematika jegyeik 3,3,3,4,4,5,5,5. Egy kivételével
mindegyikik hamis valaszt adott az A feladatban, de a B feladatot mindannyian
helyesen oldottdk meg egyenlettel.

Az eredmények vizsgalatakor feltiin hasonlosagot mutatott a 8G és a 8H osztalyok
teljesitménye a tanuldk grafikus készségeinek tekintetében, ugyanakkor a stratégia
valasztasuk jelentdsen eltért. Egyetlen tanuld sem tartozott a haladd csoportba, és
tobb mint fele a mérsékelt csoportba kerult. A 8H osztaly tiz tanul6ja kdzul hét
készitett dbrat a B feladathoz, ami joval tobb, mint a tobbi osztalyban. Ezenfelil a B
feladatban a sikerességi arany is magasabb volt, mint a tébbi osztalyban (60% a 8H
osztalyban). A 8H osztaly tanadra reflexidjaban megjegyezte, hogy a tanuldk
"ellendllasa" a grafikus megkozelitéssel szemben arra késztette, hogy ezt a megoldasi
madszert hangsilyozza a koztes feladat megbeszélése soran. A tanulék munkalapjai
a tanarral val6 egylittmiikodés erejét mutatjak, mivel alaposan kidolgoztak a koztes
feladatot abraval és részletes magyarazatokkal. Ezzel szemben a 8G osztalyban senki
sem valasztotta a grafikus megoldast, aminek az lehet az oka, hogy a koztes feladatot
nem dolgoztak ki grafikusan a frontalis megbeszélés soran, bar a 14 tanul6bol éten
rajzoltak abrat a koztes feladathoz. A grafikus megoldas megerdsitésének hianya az
oran feltehetden ahhoz vezetett, hogy a tanuldk elhanyagoltak a grafikus megoldast a
B feladatban. Ebben az osztalyban a B feladat megoldasa az atlaghoz kozeli (42,9%)
volt.

6.4. Osszegzés, pedagogiai implikaciok

RQ3 Milyen a nyolcadikos tanulék hozzaallasa a grafikus reprezentaciéhoz, milyen
grafikus abrazolasi készségekkel rendelkeznek, és mely tényezok befolyasoljak az
autondm reprezentaciovalasztast?

A nyolcadikosok kdrében végzett kutatés elsé kisérleti 6rajan, a bevezetd feladatnal
a tanulok eldszor talalkoztak a let6ltési savokkal, mint grafikus reprezentacioval. A
Kisérleti 0rdk tervezésekor azert esett a valasztas a letoltési sdvokra, mert a tanulok
ismerik, taladlkoztak vele a mindennapjaik sordn. Azonban nem vart
kovetkezményként 1épett fel a gyakorlatban, hogy tul erds a letdltési savokrol
kialakult képe a tanuloknak. A letdltés akkor fejezodik be, ha a sav teljesen be lesz
satirozva. Néhany tanulét megzavart, hogy az allat teljes tomegét egy nem teljesen
besatirozott sav jeldlte. Ennél a problémanal az allatok tdmege kozott fennalld
relaciok Kkerlltek A&brazoldsra, ezért a letdltési savok téglalapjai egyforma
hosszasaghiak voltak, azonban a satirozas kiilonbozé. A letoltési sav ismeretlen
reprezentécio volt a tanuldk szdméra, ezért a legtobben megprdobaltak kikerdlni a
problémamegoldas soran, még akkor is, ha az instrukciok azok hasznélatéara utasitotta
6ket. Félénken viselkedtek a tanulok, maguktdl nem mertek belerajzolni vagy beleirni
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az abraba. Tobben az utasitdsok helyett sajat Uton indultak el a feladat megoldasaval,
az észrevételeiket inkabb az &bra koré irtak, vagy a papir aljara. Gyakori volt, hogy
az ismeretlen reprezentacio helyett az ismerGs egyenlettel szerették volna megoldani
a feladatot. Azonban ez nagyon kevés parnak sikertilt, a tdbbiek nem boldogultak az
egyenlet felirdsaval. Habar a feladaton parmunkaban dolgoztak a tanuldk, sokan igy
sem tudtak értelmezni az utasitasokat.

A tanul6i probléma alkotasokndl az els6 feladat mintajat kovették a tanuldk. A
legtébben minden szempontbdl helyes problémat alkottak, de volt néhany szamolasi
hibas, illetve szerkezetileg hibas probléma is. A problémaalkotas ebben az esetben
kotott volt, hiszen a szilkséges adatokat is megkaptak a tanuldk, a mintaként szolgélo
fejtoré mellé. A sajat problémajuk megoldasanal els6sorban a korabbi
tapasztalataikra hagyatkoztak, vagyis egyenlettel oldottdk meg. Ugyanannyian
voltak, akik csak grafikus abraval kezdték el megoldani a sajat problémajukat, mint
akik a grafikus megoldas mellett egyenletet is alkalmaztak. A grafikus megoldasok
sikertelenségét egyrészt a hibasan vagy hidnyosan elkészitett abra okozta, masrészt a
megoldas befejezetlensége. Azon tanuldk, akik mindkét modszert feltiintették a
megoldasnal, mintaszeriien levezették azt, ahogy az els6 feladat esetében. Példaul az
S8082 tanuld esetében is jol lathatd, hogy kovette a bevezetd feladat felépitését, és
megoldotta grafikusan, majd egyenlettel is (31. abra).

S8082: A jegesmedve 268 kg-al nagyobb tomegii, mint a gorilla és 259 kg-al
nehezebb, mint a varanusz. Egyutt a tdmegik 817 kg. Mennyi az allatok témege
kalén-kalon?

Nem tudhatjuk, hogy az 6 esetében a grafikus reprezentacidé pontosan miért jelent
meg a megoldasaban. Lehet, hogy segitett az egyenlet felirdsaban, de az is lehet, hogy
tanari elvarasnak tekintette a tanuld. Minden olyan tanuld, aki minden szempontbol
helyes problémat alkotott, és a megoldas soran grafikus és szimbolikus mddszert is
hasznalt, megkapta a helyes eredményt. Azonban fontos észrevétel, hogy minden
ilyen tanulé 5 matematika érdemjeggyel, vagyis er0s matematikai alapokkal
rendelkezik.
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31. dbra
S8082 tanul6 sajat probléma megoldasa, 1. kisérleti éra, nyolcadik évfolyam
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A vizsgélt csoportban a tanulok 27%-a rendelkezett fejlett grafikus &brazolési
készséggel, ami lehetové tette szamukra a feladatok grafikus megoldéasat. Ezzel
szemben 46%-uk mérsékelt grafikus abrazolasi készséget tudhattak magukénak. A
kozepes grafikus reprezentacios készséggel rendelkez6 tanulok mintegy 60%-a tudott
abra segitségével megoldani egy feladatot, ha a feladatot iranyitottan oldottak meg.

Amikor szabadon vélaszthattak stratégiat, a tanulok 21%-a a grafikus megoldast
vélasztotta. A kvantitativ eredmények azt mutatjak, hogy a grafikus készségek nem
magyaraztak a stratégiavalasztast, amikor a tanul6 6nalldéan valaszthatott. Az 6nall6
stratégia valasztasban tehat mas lehetséges tényezok is szerepet jatszanak, példaul az
Onszabalyozas és a tanari kontroll hatasa. S6t, a kvalitativ elemzés azt mutatja, hogy
a tanari kontroll szerepe a stratégiavalasztast jelentésen befolyasolhatja. Ugyanakkor
a tanulok fejlett metakognitiv készségének szintén szerepe van, azaz a tanuldnak
tisztaban kell lennie a sajat készségeivel, er6sségeivel a szamara kedvezé stratégia
megvalasztasadhoz. Az énszabalyozés fontossagara utal az is, ha egy olyan tanuld, aki
jol tudja alkalmazni a grafikus megoldast, mégsem a grafikus, hanem az algebrai
megoldast valasztja, amiben nem biztos, hogy sikeres lesz. Ezzel szemben a grafikus
abrazolasban gyengébb képességekkel rendelkezd tanuldk gyakran valasztottak az
egyenletmegoldast, s6t a tanulok fele sikeres volt.

A tanitasi gyakorlat soran érdemes lehet a tanarnak egy kis id6t szanni az oran arra,
hogy elmagyardzza a letoltési savokon lathatd 6sszefiiggéseket, ha (j
reprezentécioként jelenik meg a tanéran. Szintén érdemes lehet a letdltési savok
kiegészitését kdzosen végezni a tanarral, mintat adva ezen reprezentécid hasznélatéra.
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Vagy egy rovid bevezetd feladatot késziteni ezen fejtord elé, amelyen letoltési savok
lathatok, és le kell olvasni az adatok kozotti relaciokat. A tapasztalatok arra utalnak,
hogy a grafikus megoldasokra forditott tanari figyelem segithet a tanuldknak abban,

hogy ©nhatékonysagot fejlesszenek a stratégiavalasztas helyes dontéseinek
meghozatalaban és javitsék a stratégiak hatékonysagat.
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7. Tanuldi problémaalkotas
7.1. Bevezetés

A dolgozat el6z6 fejezetében mar volt sz6 a tanuldi problémaalkotasokrol, az elsd
nyolcadikos kisérleti Ora tapasztalatai alapjan. Azonban a tanul6i problémaalkotasok
mélyebb vizsgalatara az utols6 nyolcadikos kisérleti 6ran kerult sor, melyet ebben a
fejezetben szeretnénk bemutatni. Ezen tapasztalatokat a (Locska, 2025) cikkben
publikaltuk.

A matematikai problémaalkotds, mint pedagogiai gyakorlat, lehetdséget biztosit az
aktiv, 6nallo felfedezésre és a tananyag mélyebb megértésére, igy természetes modon
kapcsolddik az értelemalkot6 algebra kisérletiinkhdz. A tanul6k szeretnek egymasnak
talalos kérdést vagy fejtorét is kitalalni, igy talan nem meglepd, hogy a matematikai
problémaalkotas is kozel all hozzajuk. Tanari szemmel nézve pedig tobb hasznos
hozadéka is van a tanul6k onallé problémaalkotasdnak és megoldasanak. A
problémaalkotas soran a tanulok onalldéan készithetnek matematikai problémat,
amely altal jobban belemeriilhetnek az adott tananyagba és mélyebben megérthetik a
tanult fogalmakat. A maguk altal készitett szoveges feladatoknal az adott fogalmakat
dsszekapcsolhatjak a mindennapi életiikkel, tehat valos élethelyzetben hasznalhatjak
azt. A matematika és a mindennapi élet kdzotti kapcsolat ilyen tapasztalasa ndvelheti
a matematika irant érzett pozitiv attitlidot, novekedhet a motivacié (Baro, 2022).
Emellett a tanul6i problémaalkotas soran a tanar informéaciot kaphat arrél is, hogy
hogyan értette meg a tananyagot a tanulé (Silver, 1994a, 2013).

A problémaalkotés ablak a tanulok matematikai megértésébe (Bevan & Capraro,
2021; Silver, 1994b), amely a matematika irant érzett attitiidbe is betekintést enged.
Silver gy fogalmaz, hogy a problémaalkotds nem csupan ablak, hanem tikor is,
amely megmutatja a tanulék matematikai tapasztalatainak tartalmat és jellegét.

Ellerton (1986) altalanos iskolas tanuldkkal végzett kutatdsaban azt a kdvetkeztetést
irta le, hogy 6sszefliggés van a tanulok altalanos matematika teljesitménye és az
altaluk alkotott problémak nehézségi szintje kozott. A jobb matematikai
teljesitménnyel rendelkezé tanulok nehezebb szamitasokat igénylé vagy tobb
mivelettel megoldhatd problémakat készitettek, mint a kevésbé jo képességi tarsaik.
A jobb képességli tanulok jobban teljesitettek az altaluk alkotott problémak
megoldasaban is. Ellerton tgy gondolta, hogy a problémaalkotas modszere hasznos
eszkoz a tehetséges tanulok tanulményozdsdhoz. Tobb kutatds megfogalmazta a
problémaalkotas motivalé szerepét a tandrak soran (Bar6 2022; Bevan & Capraro
2021). Bevan & Capraro szerint a problémak kontextusanak szabad megvalasztasa
novelte a tanuldk érdekldodését és onallosagat a problémak felvetése és megoldasa
irant. Az ilyen problémaalkotd tevekenységek ndvelhetik a tanulok matematika iranti
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érdekl6dését, és a sajat matematikai képességeikbe vetett bizalmat. Bonotto & Santo
(2015) ugy fogalmaznak, hogy a problémaalkotas eldsegitheti a kreativ gondolkodast,
mert a tanul6k eredeti és akar nyilt problémaékat is létrehozhatnak.

A tanuléi problémaalkotast Polya (1945) a problémamegoldas részének tekintette. Az
altala leirt megoldasi lépések méasodik részében (tervkészités) tobb kérdést is
megfogalmaz, amely segédfeladat készitésére biztatja a tanulot: “Nem tudndl
kigondolni egy konnyebben megkozelitheté rokon feladatot? Vagy éaltalanosabb
feladatot? Vagy specidlisabb feladatot?” Azaz Polya a problémamegoldéasi folyamat
részének tekinti a probléma varialasat.

Cifarelli és Sevim (2015) harom pontban foglaltdk 6ssze, hogy miért hasznos a
problémaalkotas folyamata a problémamegoldas soran. (1) A tanuldkat segiti az
eredeti probléma perspektivajanak kiszélesitésében, a probléma hatokdrének
kiszélesitésében. (2) A problémaalkotasi tevékenység, amely jobb konceptuélis
megértéshez vezethet, kiemeli a tanulok szamara ennek a tevékenységnek a
fontossagat. (3) A tanuldk aktivan figyelemmel kisérik és értékelik o&tleteik
hasznossagat a problémamegoldas megkezdésekor, és aktivan Gj kérdéseket és
problémakat vetnek fel, amikor sziikségesnek érzik.

A tanulok altal készitett problémak csoportos megbeszélése lehet6vé tette a tanulok
szdmara, hogy kiilonbozo tipustu problémakra reflektaljanak, és 0j lehetdségeket
fedezzenek fel, példaul a nyilt feladatokat (Bonotto & Santo, 2015). Ezen problémak
osztalytermi megbeszélése segitette a tanuldk kritikus gondolkodasat, mert a sajat
maguk altal alkott problémak vizsgalatakor, megoldasakor szabadabbnak érezték
magukat a tanul6k (Bonotto, 2013).

A tanitas miivészetének egyik Osszetevdje, hogy a tanitasi célokhoz illeszkedd
problémakat tudjon adni a tanar (Singer & Voica, 2013). A tanari problémaalkotas
lehetové teszi, hogy az adott osztalynal, tanulonal tapasztalt nehézségekre reflektalva
a nehézséghez illeszked problémat tarjon a tanulok elé.

A problémaalkotds modszerét két kutatdsban alkalmaztuk. El6szor hatodik
évfolyamon, majd nyolcadik évfolyamon, mas-mas aspektusbdl. Kontextusaban a
hatodikos kutatds az algebrai gondolkodast kdzvetlenlil megalapozd aritmetikai
készségekre, mig a nyolcadik osztalyban végzett kutatasra az értelemalkot6 algebra
program keretében Kker(lt sor, melynek egyik célja a program eredményességének
kvalitativ vizsgalata.

A problémaalkotds modszerét Ellerton (2013) Active Learning Framework (réviden
ALF) keretrendszere alapjan vezettiik be a tanorakon. Ennek egyik jellemzdje, hogy
a tandra soran a tanuléi aktivitas fokozatosan emelkedik, mig a tanari irnyitas ennek
megfelelden csokken, atalakul. Els6 Iépésben a tanar bemutat egy modellproblémat,
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amelyet frontélisan részletesen kidolgoznak. Ekkor a tanuldk inkabb megfigyelnek,
memorizalnak, befogadok maradnak. Ezt kdveti a gyakorld tevékenység, amely sorén
a tanuldi aktivitds ndvekszik, felhasznaljak, megismétlik a modellprobléma
megoldasanal megfigyelt [épéseket. A gyakorld feladatok utan a tanul6 kezdeményez
egy problémat, mely soran ismét ndvekszik a tanuldi aktivitds. A tanéri iranyitas
ennél a pontndl csokken, atalakul. A tanar feladata az osztalytermi feladatok
szervezése és felugyelete lesz. Az utolsé fazisban a tanar valasztja ki az osztalyszintii
megvitatisra megfeleld problémakat a tanulok altal alkotott problémék kdzal.
Ellerton 6sszesen hat fazisba rendezte az ALF 6rék osztalytermi tevékenységeit.
Kutatasunk soran atalakitottuk ezt a modellt tigy, hogy négy 6 fazisra osztottuk azt,
a 23. tablazat szerint, és ennek alapjan alakitottuk ki a kisérleti érak szerkezetét is.

23. tablazat

ALF 6rak osztalytermi tevékenységei
Modellprobléma Gyakorlas Problémaalkotas Probléma

megoldas

Uj ismeret A tanulok A tanulok a Az osztaly
feldolgozésa, tanar  példakat keresnek  modellel azonos megvitatja és
modellezi a és problémakat szerkezetil megoldja a
példakat, tanar oldanak meg a problémat alkotnak. tanuldk altal
felhivja a figyelmet  modell alapjan. alkotott
a tankdnyvre problémakat.

Cai és mtsai. (2015) jo zarotevékenységként tekintenek a probléma-alkotasra, amely
lehetové teszi a tanulok szamara, hogy megszilarditsak és kritikusan gondolkodjanak
a tanultakrol.

Egy akciokutatasban a hatodikosok kdrében vizsgaltuk, milyen eredményesen lehet
beépiteni a tanul6i problémaalkotast a tandrakba (Kovacs és mtsai., 2023). A
beavatkozas soran a tanuldi problémafelvetést vegyes képességekkel rendelkezo, 11-
12 éves tanulokbdl allo osztalyokban alkalmaztuk. A kutatas célja kett6s volt.
Egyrészt azt vizsgéltuk, hogy a tanulok képesek-e ezt a tevékenységet elézetes
tapasztalat nélkil is elvégezni, és a problémaalkotas sikeressége kapcsolatban van-e
a tanulok matematika osztalyzataival kifejezett matematikai készségeivel. Az
akcidkutatas egyik eredménye volt, hogy a problémaalkotds az ALF keretrendszer
alkalmazasaval nehézségek nélkiil beépithetd a tanoraba, akkor is, ha a tanuloknak
nincs eldzetes tapasztalata a problémaalkotasrol. A méasik eredmeny az volt, hogy a
problémaalkotas sikerességét és eredményessegét elére jelzi a tanulé matematika
érdemjeggyel jelzett matematikai teljesitményszintje, a gyengébb matematikai
teljesitményti tanulok a problémaalkotasban kevéssé sikeresek.
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Jelen disszertacioban részletesen a nyolcadik évfolyamon végzett Kkutatast
ismertetjuk. A nyolcadikos tanulok &ltal készitett problémak vizsgalatanak célja nem
csupan a tanuldk szintaktikai, szerkezeti megértésébe valé betekintés, hanem a
tanuldk szemantikai megértésébe is, felmérve, hogy képesek-e alkalmazni a tanult
problématipusokat sajat problémaik megfogalmazéaséara. A szerkezeti megértést azt
tikrozi, hogy a létrehozott probléma szévegében olyan szerkezeti elemek fordulnak-
e eld, amelyek lehetévé teszik a probléma megoldasat a tanult eljaréssal. A
szemantikai megeértést a probléma szemantikai helyessége alapjan lett értékelve, azaz,
hogy a megtanult matematikai modell alkalmazhat6-e a szévegben leirt helyzetre.

7.1.1. AKisérleti ora felépitése

A nyolcadikosok korében végzett kisérleti érak kozil az utolsd, az egylttes
munkavégzéses feladatokra épll. A kutatds els6 ciklusa utdn ezen tandra
felépitésében nem tortént valtozds. Az ora felépitésének elejét az el6z6 fejezetben
kifejtettlk, igy jelen fejezetben az dra zarokovét jelentd tanuldi problémaalkotasok
elemzéséhez sziikséges részeit mutatjuk be. Az 6ra az ALF paradigméat kovette,
vagyis egy modellprobléma kitlizésével €¢s megoldasaval kezdddott, majd gyakorlas
kdvetkezett tobb feladaton keresztil, végl sajat probléma megfogalmazasa, illetve
annak megoldasa volt a tanulok feladata. Az 6ra tervezésekor fontos szempont volt
az ALF tulajdonsaga, hogy a tanuldi aktivitds fokozatosan névekedjen. Amig a
modellprobléma megoldasa a tanar altal erdsen iranyitott volt, addig a
problémaalkotas és megoldas mar teljesen 6nall6 feladat.

Az ora tervezésekor a tanulok 0Onallé problémamegoldasat megeléz6 gyakorld
feladatokat gy alakitottuk ki, hogy azok Osszhangban legyenek a kdnyvekben
szerepl6 feladattipusokkal. Ennek alapjan a harom feladat harom kategoriat fedett le
(24. tablazat):

24. tablazat
Gyakorlo feladatok, 5. kisérleti 6ra, nyolcadik évfolyam

Feladat szovege Feladat tipusa

1. Bob kecskéket, Kevin juhokat tart a gazdasadgban. Egy szekér Kozds étkezés
széna a juhoknak 3 hétre, a kecskéknek 6 hétre elegendd. Bob és
Kevin megegyeznek, hogy kdzdsen hasznalnak fel egy szekér
szénat. Hany napra lesz elegend6 a takarmany?

2. A kozosen felépitett varat harman fogjak kitakaritani, mert szép Takaritas
korulmenyek kozott akarjdk a focimeccset nézni a tévében.
Kevin egyedul 3 6ra alatt takaritana ki a varat, Stuart szintén, Bob
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Feladat szovege Feladat tipusa

pedig két ora alatt. A mérkézés 55 perc mulva kezdddik.
Kitakaritanak-e addigra?

3. Az tszémedence az egyik csapon keresztiil 3 6ra alatt toltédik Medence
fel, a masik csapon keresztiil masfél ora alatt. Mennyi id6 alatt  feltdltése
telik meg a medence, ha mindkét csapot megnyitottuk?

7.1.2. Tapasztalatok

Mivel a tanuléi problémaalkotas a tandra zarékove volt, igy erre a fazisra nem minden
osztalyban jutott id6. Az eredményeket 5 osztaly (8A, 8B, 8D, 8F, 8G) 79 tanuldjanak
munkajara alapozzuk.

A tanulok nagyrészt bedltdztetett problémakat készitettek (Ambrus, 2014), melyek
szovegét kétféleképpen értékeltiik. Egyrészt szerkezeti, masrészt szemantikai
szempontbo6l. Egy szerkezetileg helyes problémanak tébb kritériumnak is meg kell
felelnie. A szdvegben kettd vagy tobb szerepld kell, hogy legyen. A munka-id6-
teljesitmény adatok koziil kettét meg kell adni, és a harmadikra kérdez ra a feladat.
Erre ellenpélda az S8063 tanulé munkaja, aki olyan adatokat ad meg a szévegben,
amelybdl nem lehet kovetkeztetni a szereplok teljesitményére, vagyis az egységnyi
id6 alatt elvégzett munkara.

,,Egy partiban 2 cukorka adagol6 van. Az egyik 2 6raig j6 de a masikkal egyutt 6
oraig. Mennyi ideig jo a masodik cukorka adagol6? ” (S8063)

Ugyanakkor szerkezetileg helyes lehet a probléma, ha valamelyik szereplénél nincs
meg ez az adat, de kiszdmithato a szerepl6k egyiittes teljesitményébdl.

,,»A medence harom csapon keresztiil toltheto. Az egyik csap 5 ora alatt, a mdasik 6 ora
alatt tolti meg egyediil. A harom egyiitt 3 ora alatt. Mennyi idd alatt tolti meg a
harmadik csap egyedul? ” (S8009)

A probléma szerkezeti helyességéhez kiszamithatonak kell lennie, hogy a
megnevezett folyamat hanyad részénél tart 1 oOra alatt. A kérdésnek az egyuttes
munkavegzésre kell vonatkoznia, illetve a sz6veg nem tartalmazhat olyan adatokat,
amely alapjan egyiitt hosszabb ideig tartana az adott tevékenység. Erre ellenpélda az
S8066 tanuldé munkaja.

., A kert virgait 0sszesen 3 Ora alatt 6ntdzi meg két csap. Az egyik csap 1,5 éra alatt
ontozi meg. Mennyi idé alatt ontdzi meg a masik csap?” (S8066)
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Szemantikailag akkor megfeleld egy probléma, ha olyan tevékenységet nevez meg a
tanul6, amelyet lehet egyiitt végezni, és amit ha egyiitt végeznek, rovidebb id6 alatt
késziilnek el. llyen példaul a takaritas, medence feltdltés, gylmdlcs hamozasa.
Ellenpéldaként hozhat6 a f6zés, a szellemi tevékenységek (versiras, tanulas) és az
egyéni sportok (futds, Uszas). Olyan tevékenység kell, hogy szerepeljen egy
szemantikailag helyes probléméban, amelynél az elvégzett munka, egy szerepld
esetén az idOvel egyenesen aranyos, tobb szerepld esetén a teljesitmények
Osszeadodnak. Vagyis a munkaban részt vevo felek mindig ugyanolyan sebességgel
dolgoznak, akar egyedul, akar egyltt végzik a munkat. Ellenpélda, ha két ugyanolyan
teljesitményti lovat fogunk be a szekér elé. Ekkor nem lesz fele annyi id6 az ut,
legalabbis bizonytalan, jéllehet az egyuttes munkavégzésnél tanult kiszamitasi mod
alkalmazhat6. Azonban a valos folyamatnak ez nem megfelel6 matematikai modellje.

A szemantikai helyességet csak a szerkezetileg megfeleld problémak esetében
vizsgaltuk. (25. tablazat)

25. tablazat
Példak tanuldi problémaalkotasokra, 5. kisérleti éra, nyolcadik évfolyam

Probléma szdvege és rovid elemzése Szerkezetileg Szemantikailag

, Bob, Stuart és Kevin bandnt gyijtottek a kézos helytelen
kosarukba ami 5 literes. Bob 1 6ra alatt 12, és Stuart
22 banant gyujtott. Hany banant gyiijtott Kevin, ha
a kosarba csak 116 banan fér be és Kevin kevesebb
mint 40% at gyijtotte?” (S8075)

Bob és Stuart teljesitménye meghatarozhaté. Kevin
teljesitményének, munkéjanak  kiszamitasahoz
nincsenek adatok (pl. mennyi id6 alatt gyiijtott Gssze
116 banant).

,,Kevin egy levest 1 6ra alatt készit el. Stuart 1 6ra  helyes helytelen
10 perc alatt, Bob 1 6ra 30 perc alatt. Hany 6ra alatt
készitik el ugyanazt a levest 3-man?” (S8105)

Az egyeéni teljesitmények kiszdmitasdhoz minden
adat megtalalhato, de a f6zés nem olyan
tevékenység, ahol a teljesitmények dsszeadhatok.

,Aron egyedill 3 Ora alatt takaritja ki a hazat. helyes helyes

Novére Eniko, 2 ora alatt. Egyiitt mennyi ido alatt
takaritanak ki a hazat?” (S8044)
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Probléma szdvege és rovid elemzése Szerkezetileg Szemantikailag

Az egyéni teljesitmények kiszamitasahoz az dsszes
adat rendelkezésre all, és ha egyitt dolgoznak, a
teljesitmények 0sszeadddnak.

A szerkezetileg és szemantikailag is helyes feladatok kontextusat eredetiség
szempontjabdl értékeltik. A fent leirt harom gyakorlati feladat szovege a kovetkez6
kategoriakba sorolhatok: k6zos étkezés, takaritas, medence feltdltése. Megvizsgaltuk,
hogy a feladatok szdvegei mennyiben térnek el ezektdl, kisebb vagy nagyobb
mértékben. Egy feladat kevéshé tért el, ha példaul folyadékkal teli medence helyett
poharat hasznaltak. Vagy csak a szdmok valtoztak a gyakorl6 feladathoz képest.
Példa a jelentdsen eltérd osszefiiggésre:

,Barni 2 ora alatt vagja le a fuvet kordmcsipesszel, Lilla 3 6ra alatt vagja le
korémcsipesszel. Egylitt hany 6ra alatt vagjak le.” (S8067)

Ha a tanul6 olyan probléméat készitett, amely mind szerkezetileg, mind
szemantikailag helyes volt, és ha a feladat kontextusa jelentdsen kiilonbdzott a
gyakorlé feladatoktol, ezen problémak ,,bator kontextusu” elnevezést kaptak.

Az 0nallé problémaalkotasok megoldasanak vizsgalatakor a 26. tablazatban
osszefoglalt kategoriakat hataroztuk meg.

26. tablazat
Tanul6i problémaalkotasok megoldasénak vizsgalata. 5. kisérleti 6ra, nyolcadik évfolyam

A probléma megoldasa Meghatérozas

nincs megoldas A tanuld Uresen hagyta a megoldas részt.

elvileg helyesen elkezdett, de nem befejezett Helyesen irja fel az egyenletet, vagy ha
kovetkeztetéssel akarja megoldani, akkor fel
tudja irni az egységet, de nem fejezi be a
megoldast.

elvileg helyes, de proceduralisan helytelen ~ Helyesen irja fel az egyenletet, vagy ha
kovetkeztetéssel akarja megoldani, akkor fel
tudja irni az egységet, de a tanul6 hibat vét a
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A probléma megoldasa Meghatarozés

mérlegelvvel, algebrai &talakitassal vagy
aritmetikai hibaja van.

elvileg helytelen Helytelendl irja fel az egyenletet, vagy ha
kovetkeztetéssel akarja megoldani, akkor
nem tudja helyesen felirni az egységet

elvileg és proceduralisan helyes Helyes megoldast kap a tanulé.

S8129 tanul6 altal készitett probléma szbvege szerkezetileg és szemantikailag is
helyes.

,,EQy medencét az egyik csapon keresztil 4 6ra alatt a mésik csapon 2 ora alatt
toltiink meg. Mennyi idé6 alatt toltédik fel, ha mindkét csap meg van nyitva.” (S8129)

A probléma megoldasa pedig elvileg helyes, de proceduralisan hibas (32. abra). A
tanuld helyesen kitolti a tablazatot, kezdve a megadott adatokkal, hogy egyedl
mennyi ideig tartana feltélteni a medencét az egyik, és a masik csapnak. Majd beirja
az egy idO6egység alatt, vagyis ennél a feladatnal az egy éra alatt elvégzett munkat.
Az egyik csap egy oOra alatt a medence ¥4 részét tolti fel, mig a masik csap az % részeét.
A kovetkezO oszlopban bevezet egy ismeretlent, amely segitségével fel tudja irni a
helyes egyenletet. Az egyenletmegoldas elsd harom 1épésénél helyesen hasznalja a
mérlegelvet. Eloszor kdzos nevezére hozza a egyenletben szerepld torteket, majd
mint a két oldalt megszorozza a nevezdvel, vagyis 4-gyel. Az egyenlet bal oldalan
helyesen végez 0sszevonast is. Azonban az utols6 Iépésnél proceduralis hibat vét,

mert %—et ir fel, g helyett.

32. abra
$8129 tanul6 sajat problémajanak megoldésa, 5. kisérleti 6ra, nyolcadik évfolyam
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S8021 tanulé munkdja szintén helyes szerkezeti €s szemantikai szempontbol is sot,
még a kontextusa is bator, hiszen jelentésen eltér a gyakorlo feladatoktdl.

Jozsi bacsi ugyanazt a fagyis kocsit 2 6ra alatt télti fel, mig Ferenc 30 perc alatt. Ha
koézosen dolgoznanak, hany masodperc alatt téltenék fel a fagyis kocsit? (58021)

A probléma megoldéasanal azonban tobb hibét is vét a tanuld (33. dbra). A tablazatot
helyesen kezdi el kitdlteni az altala megadott adatokkal, hogy egyedil mennyi ideig
tart az adott munka elvégzése. Itt egy helyes atvaltast is csinél, 30 perc = 0,5 dra. Az
egy oOra alatt elvégzett munkéanal helyesen megkapja, hogy ennyi id6 alatt Jozsi

S . . . . . . 1 .
bacsinak ¥ munkat sikerul elvégeznie, mig Ferencnek = munkat. Azonban a

kovetkezd oszlopban ismeretlen bevezetése helyett az idéegység kétszeresét szeretné

felirni. Jozsi bacsinal mar hibazik, mert 2-vel vald szorzas helyett egy bovitést végez

Pt amivel hamis eredményt kap. Hasonldan jar el Ferencnél is, itt is egy bovités

lathatd. Erdekes, hogy ezzel az oszloppal a megoldas tovabbi részében nem
foglalkozik, nem viszi tovabb az itt kapott szamokat. Egyenletet szeretne felirni, amit
helyesen kezd el, de hibazik, mert az egyenletnek csupan a bal oldalét irja fel. Az
egyenlet helyesen g + % = 1 lenne. Bar hianyos az egyenlete, mégis hasznalja ra a
mérlegelvet, de ismét hibazik. Ennél a Iépésnél még felirja az egyenletmegoldas
kovetkezd |épését, amit szeretne elvégezni, de nem halad tovabb. A hibasan felirt

egyenlet miatt tehat ez a megoldas elvileg helytelen, és proceduralis hibakat is
felsorakoztat.

33. 4bra
$8021 tanul6 sajat probléméjanak megoldésa, 5. kisérleti 6ra, nyolcadik évfolyam
J ' bl 20 LA
. » | 11
L, = 5| .

A tanulék altal alkotott problémak szévege esetében minden, fentebb meghatarozott
kategoria eldfordult. Volt szerkezetileg helytelen, szerkezetileg helyes, de
szemantikailag helytelen, és volt minden szempontbo6l helyes probléma is.

A 79 tanul6bdl 69-en készitettek szerkezetileg helyes problémat, melyek kdzul 61
probléma volt szemantikailag is helyes. 11 tanulé pedig mindezek mellett még
“bator” kontextust is alkalmazott. A tanulok nagy része (87,3%) tehat érti a probléma
szerkezetét, azaz a matematikai modellt proceduralis szempontbdl. A szemantikai
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rész még hianyos, nem tiszta a tanuloknak, hogy pontosan mely feltételeknek kell
megfelelnie egy szemantikailag is helytallo problémanak.

Az 06nalld  problémaalkotast megel6z6 gyakorld feladatok soran, a
problémaalkotasban, illetve a sajat probléma megoldasaban elért eredményeket
Osszehasonlitottuk a tanuldk &ltalanos matematikai teljesitményét kifejezd
osztalyzatukkal, azaz a kisérleti orat megel6z6 a félévi vagy év végi matematika
érdemjegyukkel.

A korabbi, hatodik évfolyamon végzett kutatds (Kovéacs és mtsai. 2023) egyik
tapasztalata az volt, hogy a jobb matematikai készségekkel rendelkezd tanuldk
sikeresebbek voltak a problémaalkotasban, a leggyengébb tanulok széméara a
problémaalkotas mddszere kevéssé hatasos. Ezért jelen kutatas problémaalkotasainak
vizsgalatanal a tanulok mintajabdl kivettiik a leggyengébb, vagyis az elégséges
teljesitményt nydjto tanuldkat, azaz azokat a tanulokat, akiknek a kutatast megel6z6
félévi vagy év végi matematika érdemjegye 2 volt. Ebben a redukalt mintaban a
szerkezetileg helyes feladatot alkotok, a problémaalkotast megel6zé feladatoknal
szignifikdnsan tobb pontot értek el. A gyakorlasban elért pontszdm és a
problémaalkotds szerkezeti helyessége kozott szignifikans, pozitiv kapcsolat
mutathatd ki (Spearman-féle rangkorrelécié: p = 0.269, p = 0.022, n = 74). A
korrel&cios egyutthatd értéke alapjan a kapcsolat gyenge-mérsékelt erdsségii. Azok a
tanulok, akik szerkezetileg helyes feladatokat alkottak, szignifikdnsan tébb pontot
értek el a gyakorlas soran, még az osztalyzat hatasanak kontrollalasa mellett is. Az
eredmény azt jelenti, hogy a problémaalkotast megel6z6 modellfeladat és a két
gyakorl6 feladat tdmogatta a feladat strukturajanak megértését a j06 matematikai
készségekkel rendelkezd tanulok esetében.

Ugyanakkor a szerkezetileg helyes problémat alkot6 tanulok koérében, az alkotott
probléma szemantikai helyessége nem korrelalt sem az 6rai feladatmegoldasban elért
eredménnyel (p = 0.006, p = 0.959, n = 65), sem az osztélyzattal (p = 0.115, p =0.363,
n = 65).

A kisérletben volt 2 olyan nyolcadikos osztaly (8A és 8B), akik korabban, hatodikos
korukban részt vettek az el6z6 részben bemutatott, problémaalkotast vizsgald
kutatdsban (Kovacs és mtsai., 2023). Az eredmények azt mutattdk, hogy nincs
Osszefliggés a korabbi tapasztalat és az alkotott problémak helyessége kozott (Fisher-
féle egzakt teszt: p = 1). Ez a tapasztat megerdsitette a korabbi kutatas tapasztalatat
(Kovécs és mtsai., 2023), hogy a problémaalkotéast az emlitett formaban és keretek
kozott batran lehet alkalmazni a tandrékon (27. tablazat).
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27. téblazat
Tanul6i problémaalkotasok a korabbi tapasztalat szempontjabol, 5. kisérleti 6ra, nyolcadik

évfolyam

Szerkezetileg Szerkezetileg Osszesen
helyes nem helyes
Van korébbi 35 5 40
tapasztalat
Nincs korabbi 34 5 39
tapasztalat
Osszesen 69 10 79

A tanulék altal alkotott problémak megoldasat is vizsgaltuk (28. tablazat). Elvileg
helyes, vagy helyesen elkezdett, de nem befejezett megoldast 6sszesen 36 tanuld
adott be. Helytelen megoldast dsszesen 18 tanulé készitett, amelyek kdzul 9 elvileg
helyes, és 9 elvileg helytelen. Ez utdbbi 9 tanul6 munkajat megnézve megallapithato,
hogy a procedurdlis tudas hidnya okozta a sikertelenséget, Ugy, mint az algebrai
atalakitasok vagy a mérlegelv. Volt, aki aritmetikai hibat vétett.

28. tablazat
Tanulok altal alkotott problémak megoldasa, 5. kisérleti 6ra, nyolcadik évfolyam

A probléma megoldéasa Tanul6k szdma
nincs megoldas 15

elvileg helyesen elkezdett, de nem befejezett 6

elvileg helyes, de proceduralisan helytelen 9

elvileg helytelen 9

elvileg és procedurélisan helyes 30

Osszesen 69

A matematika osztalyzatnak itt meghataroz6 szerepe volt a sajat feladatuk
megoldaséaban (p = 0.365, p = 0.002, n = 69). Meglepd, hogy a mar korabban emlitett
harom, a problémaalkotast megel6z6 orai feladat megoldasanak sikeressége nem
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befolyasolta a sajat probléma megoldéasat. Ennek a jelenségnek egy lehetséges oka,
hogy a probléma megoldasanal a tanulok a meglévo ismereteikre alapoztak, vagyis a
probléma megoldasahoz altaldnos matematikai miiveltségre volt sziikség. A sajat
probléma el6tti gyakorld feladatok mintat adtak a megoldashoz, amit a jobb
matematikai képességekkel rendelkez6 tanulok fel tudtak hasznalni, és a magasabb
matematikai ismereteiknek koszonhetden helyes eredményt kaptak.

Azoknak a tanuldknak a munkéjat, akik az eredeti kontextust alkalmaztak, kulon is
megvizsgaltuk. A hipotézis az volt, hogy ha egy tanulé olyan magabiztos, hogy a
gyakorld feladatoktol eltérd, teljesen 1j kontextust hozzon létre, akkor a
feladatmegoldasban is sikeres lesz. Azonban a tapasztalat nem ezt mutatta. A 11
tanulébdl csupan 7 adott helyes megoldast, egy tanul6 pedig nem készitett megoldast.
A 3 rossz megoldast adé tanulé kozil egy tanulé megoldasa elvileg és proceduralisan
is helytelen volt (a korabban bemutatott S8021 tanulé munkaja). A masik két tanul6
(S8127 és S8134) megoldasa elvileg helyes, de procedurdlisan hibds. A
problémaalkotas és a problémamegoldas koz6tti kapcsolat tehat nagyon 0sszetett.

Az egyik Usz6 2 6ra alatt (szik 4000 m, a masik 1,5 éra alatt. Hany perc alatt (sznak
Osszesen 4 km-t? (S8127)

34. dbra
$8127 tanul6 sajat problémajanak megoldasa, 5. kisérleti 6ra, nyolcadik évfolyam

[ X [ +]2 |5 |= LA ] —
g #= ' ~ d 4+ 1

2 % e
e —t

S8127 tanulé az egyenletet helyesen irta fel, vagyis elvileg helyes a megoldas
(34. &bra). Az egyenletmegoldas els6 1épésénél, ami a tortek kozos nevezdre hozasa,

hibazik. Helyesen boviti a % -ot, megkapja a % -ot, de az x valtoz6t mar nem viszi
tovabb.

Az egyik sziiretelokombajn 3 ora alatt szed le 1 hektar szolot a masik kombdjn pedig
2 Gra alatt szed le 1 hektart. 2-en egyitt hany dra alatt szedik le a 3 hektart? (S8134)
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35. dbra
$8134 tanul6 sajat problémajanak megoldasa, 5. kisérleti 6ra, nyolcadik évfolyam
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S8134 tanuld is helyesen irta fel az egyenletet, és a mérlegelvet is jol hasznélta
egészen az utolso lépésig (35. abra). Az 5x =6 lépés utdn mar csak a 49,2 perc

eredményt latjuk, de a mellékszamitasbol latszik, hogy hol hibazott. g helyettg

hanyadosat szamolta ki, és ezzel az eredménnyel szdmolt tovabb. Ezért ez a megoldas
is elvileg helyes, de proceduralisan hibas.

7.2.  Osszegzés, pedagogiai implikaciok

RQ4 Milyen kapcsolat figyelheté meg a tanulok altal alkotott problémak szerkezeti
és szemantikai helyessége, a sajat problémak megoldasanak eredményessége,
valamint a tanulék matematikai teljesitménye kdzott?

Az egyuttes munkavégzéses problémak struktdrajanak megértését tdmogattdk a
problémaalkotast megel6z6 gyakorld feladatok, illetve a modellfeladat. A gyengébb
tanuldknak azonban kevésnek bizonyult a gyakorlas, tébb ilyen tanulé alkotott
szerkezetileg helytelen problémat. Ezért a gyengébb tanuldk szamara az egyéni
felkészités lehet célravezetd, a probléma szerkezetének megértéséhez. Ennek
megvaldsitasa, a differencialt foglalkoztatas keretein beliil egy elkovetkezendd
kutatas targya lehet.

Sok tanul6 alkotott minden szempontb6l helyes problémat, de tébb olyan tanulé is
volt, aki szerkezetileg helyes, ugyanakkor szemantikailag helytelen problémat irt le.
A szemantikai helyesség nem korrelalt sem a tanuldk érdemjegyeivel, sem a gyakorld
feladatok soran elért eredményeikkel. Ebbdl azt a pedagogiai implikaciot sziirtiik le,
hogy a gyakorlo feladatok sordn nagyobb hangsulyt kell fektetni az egydttes
munkavegzés modelljére, szlikség van ellenpéldékra is. Szikséges, hogy a tanuldk
lassanak olyan problémat, amely szerkezetileg sem jO, és olyat is, amely
szemantikailag nem megfeleld. Ezzel boviilhet a 14tokortik, és jobban megismerhetik
a modell feltételeit, az ilyen tipusu feladatok felépitését is. A modell korlataira ra kell
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vilagitani, mert erdsitheti a tananyag mélyebb megértését. Ezaltal fejlodik a tanulok
kritikai gondolkodasa is.

A megoldasok vizsgalatakor kiderlt, hogy a megoldas sikeressége a tanuld altalanos
matematikai ismereteitdl fiigg. A problémaalkotdst megel6z6 tevékenységek
sikerességenek nem volt bejoslo szerepe.

A problémaalkotas sikeressége nem fliggott a korabbi tapasztalattdl. Azon tanuldk
eredményessegét, akik kordbban mar tobb alkalommal is foglalkoztak
problémaalkotéssal, sszevetve a tobbi tanul6 munkajaval megéallapithat6, hogy nincs
szignifikans kiilonbség. Tehat a problémaalkotast barmikor be lehet vinni a tandrakra.
A tanuldk altal alkotott problémék vizsgalataval pedig mélyebb betekintést nyerhet a
tanar és a kutaté a tanulék megértésébe (Silver, 1994). Fény deriilhet olyan
finomsagokra, amelyek egy hagyomanyos problémamegoldas sordn nem merilnek
fel. A problémaalkotas és a problémamegoldas kdzotti kapcsolat nagyon Osszetett. A
szerkezetileg és szemantikailag is helyes problémat alkotdk, akik a gyakorl6
feladattol is el mertek rugaszkodni, nem feltétlenil lesznek sikeresek a probléma
megoldasaban. A problématipus szerkezeti és szemantikai megértése tehat egyarant
fontos, és a problémaalkotds modszerével mindkettdbe bepillantast nyerhet a tanar.
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8. Kovetkeztetések és tovabbi kutatasi lehetoségek

Kutatasunkban az aritmetikai-algebrai &tmenet megkonnyitésének lehetGségeit
vizsgaltuk, az értelemalkot6 algebra megkdzelitésén keresztiil. Hetedik évfolyamon
problémaalapu kisérleti Orakat valositottunk meg egy dizjn kutatds keretében,
nyolcadik évfolyamon a tobbféle reprezentacio keriilt elétérbe az egyenlettel
megoldhat6 szoveges feladatok kapcsan. Hatodik és nyolcadik évfolyamon a tanuldi
problémaalkotasokat és megolddsokat is vizsgéltuk, a tanuldéi megértés
szempontjabdl. Most roviden 6sszegzést adunk az eredményekrol.

RQ1 Az értelemalkoté algebra beavatkozds sordn milyen hatdsa van a hetedik
osztalyos tanulokra a kontextusba helyezésnek, milyen sajatosségai vannak az
altalanosités folyamatanak, es milyen kihivasok figyelhet6k meg a folyamat soran?

A problémaalapt tanitasi stratégia, amely soran atélheté kontextusba helyezett
problémaval foglalkoztak a tanuldk, pozitiv visszajelzést kapott mind a tanarok, mind
a tanulok részérdl. A tanulok az atlagosnal aktivabban vettek részt a tandran, és
érdeklddést mutattak az ora témaja irant. A kutatas alatdmasztja a szakirodalomban
szereplo eredményeket, miszerint a tanulok a korai algebratanulds fazisaban szivesen
és helyesen Altalanositanak, érvelnek. Az Aaltalanositdés gyakran nem egyéni
tevékenységként, hanem a csoportos megheszélés eredményeként jott Iétre. Ekkor a
tanulok szoban, a természetes nyelvi eszkdzeikkel fejezték ki gondolataikat. A
szoveges megfogalmazas dominanciaja az irasbeli munkékban, a tanulasi ciklus
végéig fennmaradt. A tanari magatartas minden megfigyelt 6ran a tanulas
tdmogatésat szolgélta. A tanarok igazodtak a tanulok képességeihez, és kompenzaltak
az esetleges hidnyossagokat, bizonytalansagokat. Az értelemalkoté algebra
természetes modon segitheti a tanuldékat az altalanositads elsajatitasaban, de
elengedhetetlen a szakszer( tanari iranyitas.

RQ2 Hogyan jellemezheté a hetedikes tanulok szimbdlumhasznalata, milyen
lehet6ségei vannak a tanarnak a tanul6i szimbolumhasznalat timogatésaban?

A szamok és valtozok kozotti kapcsolatok felirasa kihivast jelenthet a tanul6k
szamara. Szinte minden megfigyelt osztalyban a legfontosabb Iépés az dsszefiiggés
természetes nyelven torténé megfogalmazasa volt. Ezt kovetéen a tanulokat
kdnnyebben tudtdk atvezetni tandraik a szimbolumokkal valo felirdsra. Az
algebraban hasznalt 0] jel6lési konvenciok eltérnek a tanulék korabbi, aritmetikai
tapasztalataitol. Példaul kordbban megtanultak, hogy mit jelentek a szamjegyek, ha
egymas utan irjak oket, de az algebrai kifejezéseknél ugyanez a jelolés mast jelent. A
tapasztalatok alapjan bar a tanulok képesek elvégezni az algebrai tevékenységeket,
az értd és készségszintli alkalmazasukhoz még nem elég fejlett a tudasuk. A hetedikes
tanulok szamara nehézséget jelenthet a megoldas értelmezése, ha algebrai kifejezés
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is szerepel benne. A behelyettesités jelentds segitséget nyujthat a tanuloknak az
algebrai megoldéas megértésében.

RQ3 Milyen a nyolcadikos tanuldk hozzaallasa a grafikus reprezentacidhoz, milyen
grafikus abrazolasi készségekkel rendelkeznek, és mely tényezok befolyasoljak az
autonom reprezentaciovalasztast?

Gyakori volt, hogy a tanulok az uj grafikus reprezentacié helyett az ismerds
egyenlettel szerették volna megoldani a feladatot, amivel viszont sokszor nem
boldogultak. A tanuldk sajat problémajuk megoldasanal leggyakrabban szintén az
egyenletekre tamaszkodtak. Azok a tanulok, akik a grafikus megoldast valasztotték,
és mégis helytelen eredményt kaptak hibas, vagy hidnyos abrat készitettek, esetleg
hianyzott a megoldas befejezése. Minden olyan tanul6, aki minden szempontbol
helyes probléméat alkotott, és a megoldas soran grafikus és szimbolikus modszert is
alkalmazott, helyes eredményt ért el. Fontos megjegyezni azonban, hogy ezek a
tanulok mind 5-6s matematika érdemjeggyel rendelkeznek, azaz er6s matematikai
alapokkal birnak.
A vizsgalt csoportban a tanuldk 27%-a rendelkezett fejlett, és szintén 27%-a kdzepes
grafikus abrazolasi készséggel, ami potencialisan lehetévé teszi szamukra a feladatok
grafikus megoldasat. Azonban a kutatéas kvantitativ eredményei azt mutatjak, hogy a
grafikus készségek nem magyaraztak a tanul6 6nallo stratégiavalasztast. Az 6nallo
stratégia valasztasban tehat mas lehetséges tényezok is szerepet jatszanak, példaul az
Onszabalyozas és a tanari kontroll hatésa.

RQ4 Milyen kapcsolat figyelheté meg a tanuldk altal alkotott problémak szerkezeti
és szemantikai helyessége, a sajat problémak megoldasanak eredményessége,
valamint a tanulék matematikai teljesitménye kdzott?

A hatodik évfolyamon végzett kisérletben harom f6 tényezd befolyasolta a
problémafelvetés mindségét, a tanulok matematikai képességei, a probléma
matematikai hattere, és a probléma kitlizésének moddja. A problémamegoldas
sikerességét illetden szintén harom jelenséget tartuk fel a kisérletben. Az els6, hogy
a jobb matematikai képességii osztalyokban a problémamegoldas sikerességét
befolyasold tényez6 az volt, hogy a tanuld6 a sajat problémajat vagy egy
osztalytarsdnak a problemgjat oldotta-e meg. A masodik jelenség az volt, hogy a
szbvegbe agyazott feladatokat sikeresebben oldottdk meg, mint a csak szamokat
tartalmazo feladatokat. VVégul, ebben a kisérletben a problémaalkotas minésége elre
jelezte a problémamegoldas sikerességét; a jobb problémaalkotok sikeresebbek
voltak a problémamegoldasban. Nyolcadik évfolyamon végzett kutatas alatdmasztja
a szakirodalombol ismert eredmeényeket, mi szerint a tanuldk &ltal alkotott problémak
elemzése révén a tanar és a kutatd alaposabb ralatast nyerhet a tanulok megértésére.
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A Kisérlet sordn sok tanulé minden szempontb6l helyes problémat alkotott, de
olyanok is akadtak, akik szerkezetileg helyes, de szemantikailag hibas problémat
fogalmaztak meg. A szemantikai helyesség nem mutatott dsszefiiggést sem a tanuldk
érdemjegyeivel, sem a gyakorl6 feladatokban elért eredményeikkel. A megoldasok
elemzése alapjan kider(lt, hogy a megoldas sikeressége a tanulo altalanos matematika
tudésatol fiiggdtt. A problémaalkotast megel6zd tevekenységek sikeressége viszont
nem befolyasolta eldre a végsd eredményeket.

A jovoben a nyolcadikos kisérleti 6rak, jelen dolgozatban be nem mutatott 6rainak
tapasztalatait szeretnénk elemezni a tanuldk reprezentaciéhoz vald viszonya és a
reprezentdciovalasztds szempontjabol. Ezen tanérak szintén az egyenlettel
megoldhato6 széveges feladatok koré épiilnek, melynek témai a geometriai feladatok,
a fizikai, vagyis mozgésos feladatok, illetve a kémiai vagy mas néven keveréses
feladatok. A kisérleti orak kozos jellemzéje, hogy a szimbolumoktdl eltérd
reprezentdcioval tamogattuk a tanul6i megeértést. Tovabbi lehetdség, hogy a hetedik
és nyolcadik évfolyamon végzett design kutatast tovabbi kutatési ciklusokkal
egészitsik Ki.
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9. Osszefoglald

Az aritmetikai feladatok utan sok tanulénak nehézséget okoz az algebrai kifejezések
értd hasznalata, hiszen a megszokott szam-feladatok helyett betiik is szerepelnek a
feladatokban. A dolgozat f6 célja az aritmetikai-algebrai dtmenet megkonnyitési
lehetdségeinek targyalasa, amelynek érdekében hetedik és nyolcadik évfolyamon
dizajn kutatas végeztiink (Burkhardt & Schoenfeld, 2003; Swan, 2014). A kisérleti
Orékat az értelemalkot6 algebra elvei szerint alakitottuk ki, mely a konceptuélis
megértésre Gsszpontosit, szemben az eljarasok algoritmikus végrehajtasaval.
Jellemzdje a probléma megélhetd kontextusba helyezése, a kiillonbdzo reprezentacios
formak hasznélata, az altalanositas, az érvelés és a szocialis tanulds (Palatnik &
Koichu, 2017).

Hetedik évfolyamon a problémaalapl tananyagfeldolgozas elveit kovetd orakat
terveztiink, melyek az algebra bevezetésénél, még az egyenlet el6tti tandrakon
tdmogatjak az algebrai megértést. Hetedik évfolyamon az RQ1 és RQ2 kérdésekre
kerestiink valaszt, a kutatéas folyaman.

RQ1 Az értelemalkot6 algebra beavatkozads soran milyen hatasa van a hetedik
osztalyos tanulokra a kontextusba helyezésnek, milyen sajatossagai vannak az
altalanositas folyamatanak, es milyen kihivasok figyelhetk meg a folyamat soran?

A problémaalapt tanitasi stratégia, amelyben a tanulok megélhetd kontextusba
helyezett problémakkal foglalkoztak, pozitiv visszajelzéseket valtott ki a tanarok és
a tanulok részérdl egyarant. A tanuldk aktivan részt vettek az orakon, szivesen és
helyesen végeztek altalanositast és érvelést, gyakran a csoportos megbeszéléseknek
kdszonhetden. A tanarok minden oran tamogattak a tanuldsi folyamatot, igazodtak a
tanulok képességeihez, és segitettek a hidnyossagok kompenzélasadban. Az
értelemalkoté algebra természetes modon segitheti az altalanositas elsajatitasat, de a
szakszer( tanari iranyitas elengedhetetlen.

RQ2 Hogyan jellemezheté a hetedikes tanulok szimbolumhasznalata, milyen
lehet6ségei vannak a tanarnak a tanuloi szimbdlumhasznalat timogatasaban?

A szamok és valtozdk kozotti kapcsolatok felirasa kihivast jelenthet a tanuléknak. A
megfigyelt osztalyokban a legfontosabb Iépés az Osszefiiggés természetes nyelven
torténd megfogalmazasa volt, amit kdvetden tanaraik konnyebben at tudtak vezetni a
tanuldkat a szimbolumok hasznalatara. Az algebraban alkalmazott G jeldlések
eltérnek a korabbi aritmetikai tapasztalatoktdl, ez nehézséget okozhat a megértéshen.
Bar a tanuldk képesek algebrai tevékenységeket végezni mire az egyenletekre kerdl
a sor, az érté alkalmazasukhoz még tobb gyakorlasra van sziikség. A hetedikesek
szdmara a megoldas értelmezése nehéz, ha algebrai kifejezés szerepel benne, de a
behelyettesités segithet a megértésben.

111



Nyolcadik évfolyamon az egyenlettel megoldhat6 szoveges feladatok témakoréhez
készitettlink kisérleti orakat, ahol leginkabb a kiilonb6z6 reprezentaciok alkalmazasa
volt hangsulyos. A dizdjn kutatds nyolcadikos 6rdihoz az RQ3 és RQ4 kutatasi
kérdéseket fogalmaztuk meg. Az RQ4 eredményeiben beszamolunk egy hatodik
¢vfolyamon végzett kutatds eredményeirél is, amely kapcsolodik a tanuloi
problémaalkotashoz.

RQ3 Milyen a nyolcadikos tanulok hozzaéllasa a grafikus reprezentaciohoz, milyen
grafikus abrazolasi készségekkel rendelkeznek, és mely tényezOk befolyasoljak az
autonom reprezentaciovalasztast?

A kisérleti 6rakon tobbszor eléfordult, hogy a tanulok az 0j grafikus reprezentacio
helyett az ismert egyenletekkel probaltak megoldani a feladatokat, amivel sokszor
nem boldogultak. A legtébb tanul6, a maga altal alkotott probléma megoldasanal is
egyenletekre tamaszkodott. Volt olyan tanuld, aki a grafikus megoldast valasztotta
egy probléma megoldéaséara, de hibas abrat készitettek, vagy nem fejezték be a
megoldast, ezért helytelen eredményt kaptak. Azon tanuldk, akik mindkét modszert
alkalmaztak (grafikus és szimbolikus megoldas), helyes eredményt értek el, de 6k
mind er0s matematikai alapokkal rendelkez6 tanulok voltak. A vizsgalt csoportban a
tanulok 27%-a rendelkezett fejlett grafikus készséggel, de a kutatas eredményei azt
mutatjdk, hogy a grafikus készségek nem befolyasoltdk az ©6nallé stratégia
valasztasat, amelyet mas tényezok, példaul az 6nszabalyozas és a tanari kontroll is
alakithatnak.

RQ4 Milyen kapcsolat figyelheté meg a tanulok altal alkotott problémak szerkezeti
és szemantikai helyessége, a sajat problémak megoldasanak eredményessége,
valamint a tanulék matematikai teljesitménye kézott?

A hatodik évfolyamos kisérletben harom tényez6 befolyasolta a problémafelvetés
mindségét: a tanulok matematikai képességei, a probléma matematikai hattere és a
kittizés modja. A problémamegoldas sikerességét harom tényezd hatdrozta meg: a
tanul6 sajat vagy osztalytarsa problémajat oldotta meg, sz6veges feladatot kellett
megoldaniuk (elébbiben sikeresebbek voltak a tanuldk), és a problémaalkotas
minésége (a jobb problémaalkotok sikeresebbek voltak a megoldasban is). A
nyolcadikos tanulok altal alkotott problémak elemzése megerdsitette, hogy a tanar és
a kutatd jobban megértheti a tanulok tudésat a tanul6i problémaalkotasokon keresztul.
Bar sok tanulé minden szempontbdl helyes problémat alkotott, voltak olyanok is, akik
szerkezetileg helyes, de szemantikailag hibas probléméat fogalmaztak meg. A
szemantikai helyesség nem fiiggott a tanuldk altalanos matematika tudasatol vagy a
problémaalkotast megel6z6 gyakorlati feladatokban elért eredményeikt6l. A
problémamegoldasok sikerességét a problémaalkotast megel6z6 tevékenységek
eredményessége nem befolyasolta, azonban a tanul6 matematikatudasatdl fliggott.
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Osszességében elmondhat6, hogy az aritmetikai-algebrai atmenetet a megélhetd
kontextusba helyezett problémak tandran valé targyaldsa tamogatja.
Problémamegoldas sordn a tanuldk sokszor a kordbban megismert egyenletekre
tdmaszkodnak a grafikus reprezentacioval szemben, hiaba van fejlett vagy kozepes
grafikus reprezentacios készségik. Ezen stratégiavalasztast az 6nszabalyozas és a
tanari kontroll is befolyasolhatja. A tanul6i problémaalkotasokon keresztill
betekintést nyerhetiink a tanulok megértésének finom szerkezetébe.
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10. Summary

After arithmetic, many students have difficulty understanding algebraic expressions
because these expressions use letters instead of the familiar numbers. The main aim
of this thesis is to discuss ways to facilitate the transition from arithmetic to algebra
by conducting design-based research in seventh and eighth grades. The experimental
lessons were designed according to the principles of meaning-making algebra, which
focuses on conceptual understanding rather than algorithmic implementation of
procedures. It is characterised by putting the problem in a tangible context and using
different forms of representation, generalisation, reasoning, and social learning.

In the seventh grade, we designed lessons following the principles of problem-based
learning to support algebraic understanding in the introduction to algebra before the
equation lessons. In grade 7, we sought to answer questions RQ1 and RQ2 during the
research.

RQ1 During the meaning-making algebra intervention, what is the impact of
contextualisation on seventh-grade students, what are the characteristics of the
generalisation process, and what challenges are observed during the process?

The problem-based teaching strategy, in which students engaged with problems in a
tangible context, elicited positive feedback from both teachers and students. The
pupils actively participated in the lessons, making generalisations and arguments
willingly and correctly, often through group discussions. Teachers supported the
learning process in all lessons, adapting to pupils' abilities and helping to compensate
for gaps. Sense-making algebra is a natural way of helping students to learn
generalisation, but skilled teacher guidance is essential.

RQ2 How can we describe the symbol use of seventh-grade students and what
opportunities do teachers have to support students' symbol use?

Writing down relationships between numbers and variables was challenging for
students. In the classes observed, the most important step was to formulate the
relationship in natural language, after which their teachers could more easily guide
students to use symbols. The new notations used in algebra differ from students'
previous experience with arithmetic, and those differences can cause difficulties in
understanding. Students can perform algebraic manipulations on equations, but they
need more practice to apply them meaningfully. For seventh graders, interpreting the
solution is difficult when algebraic expressions are involved, but substitution can help
with understanding.

We prepared experimental lessons in the eighth grade on word problems that can be
solved with equations, primarily emphasising the use of different representations.

114



RQ3: How do eighth-grade students relate to graphical representation, what are their
graphical representation skills, and what factors influence their autonomous choice
of representation?

In the experimental lessons, there were several instances of students trying to solve
problems using known equations instead of the new graphical representation, which
often failed. Most of the pupils also relied on equations to solve the problem they had
created themselves. There were some students who chose the graphical solution to
solve a problem but produced an incorrect graph or did not complete it, so they got
an incorrect result. The students who used both methods (graphical and symbolic
solutions) obtained correct results, but they were all students with a strong
mathematical background. In the study group, 27% of the students had advanced
graphical skills, but the results of the research show that graphical skills did not
influence students' autonomous choice of strategy, which may be shaped by other
factors such as self-regulation and teacher control.

RQ4 What relationship can be observed between the structural and semantic
correctness of the problems posed by the students, the success of solving their own
problems, and the students’ mathematical performance?

In the sixth-grade experiment, three factors influenced the quality of problem posing:
students' mathematical performance operationalized by mathematics grades, the
mathematical background of the problem, and the way the problem was posed. The
success of problem solving was determined by three factors: the student solved their
problem or a classmate's problem; they had to solve a word problem (students were
more successful when solving their own problem); and the quality of problem posing
(better problem posers were also more successful at solving). Analysis of the
problems created by the eighth-grade students confirmed that the teacher and
researcher can better understand students' knowledge through students' problem
posing. Although many students created a problem that was correct in all aspects,
there were also some students who formulated a problem that was structurally correct
but semantically incorrect. Semantic correctness did not depend on the students'
general mathematical mathematical performance operationalized by mathematics
grades or on their performance in the practice tasks preceding problem posing. The
success of problem-solving was not influenced by the success of the activities
preceding problem posing; it depended on the mathematical knowledge of the
student.

Overall, classroom discussion of problems in a tangible context supports the
transition from arithmetic to algebra. When solving problems, students often rely on
previously learnt equations rather than graphical representation, even though they
have advanced or intermediate graphical representation skills. Self-regulation and
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teacher control can influence this choice of strategy. Through student problem posing,
we can gain insights into the subtle structures of student understanding.
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Mellékletek

1. melléklet: Oraterv — 7.évfolyam, elsé kisérleti éra

Miiveltségi teriilet: Matematika
Tantargy: Matematika

Osztaly: 7.x

Az 6ra témaja: Ismerkedés az algebraval

Az bra cél-és feladatrendszere:

Fejlesztendo attitiid: A matematikahoz vald pozitiv attitiid erdsitése, 6nalléo gondolatok megfogalmazasanak és a matematikai érvelésnek a
tamogatasa. A matematikai szépségének és hasznossaganak felismerése.

Készségek, képességek: A problémaérzékenység, a kreativitas képességének fejlesztése. Rész-egész megfigyelésének képessége, szamolasi
készség alkalmazasa. Matematikai szokincs megfelel6 hasznalata, érvelési képesség, altalanositas erésitése. Az 6nallo és paros munkavégzéshez
szlikséges képességek fejlesztése.

Elérendé fejlesztési szint, tudasszint: Miiveletek kifejezése algebrai jelekkel, szoveg alapjan. Aritmetikai magyarazat utan az algebrai bizonyitas
megértése. Onallo munkavégzés, a megadott instrukciok alapjan.

Az 6ra didaktikai feladatai: Uj ismeretszerz6 ora, az algebrai kifejezések hasznalata

Tantargyi kapcsolatok: -
Felhasznalt forrasok:

- Huang, Prince and Schmidt: Exploration of patterns in a calendar. Mathematics Teacher. 108(5), 2015.
- Dr. Hajdu Sandor: Matematika 7. Gondolkodni jo! Mtszaki kiad6, Budapest, 2017.
- Soos Edit: Kompetencia alapu feladatgylijtemény matematikabdl 7. évfolyam, Maxim kiadd, Szeged, 2010.

Datum: 2021.

Megfigyelési szempontok (fokuszpontok): Fokusz a naptar feladaton:
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e Atanulok tevékenységét (szébeli megszolalasait, emocionalis megnyilvanulédsait) minél pontosan régziteni.

e Okozott-e ,,sokkot” a betli megjelenése?

1dé Az 6ra menete Modszerek Tanuléi Eszkdzok Megjegyzés
munkaform
ak
l. SZERVEZESI FELADATOK
2’ (2) Jelentés, hianyzdk beirésa. Ellen6rzés, Frontalis Interaktiv
Hazi feladat ellenérzése. megbeszélés tablan
Oraszam és cim felirasa a fiizetbe: Ismerkedés az kivetitem a
algebraval hazi feladatot
Il RAHANGOLODAS, ISMETLES
10° Naptéar — projekt: szemléltetés, Paros, Interaktiv Feladatlap (minden par kap
(12) Vegyél észre mintékat a 2021. szeptemberi/oktéberi tanari eléadas | frontélis te}blatl egyet): 4 aktualis havi naptéar
g s kivetitem a egy A4-es lapon, ahol
naptarban. munkaltatas ) o .
naptart. onalléan szineznek, a

Nézd csak milyen érdekes 1, 9, 17, 25 (beszinezni az
interaktiv tablan). Mi ebben az érdekes? (Vérhato vélasz: 8
a kiilénbség)

Tanari kérdés: Vegyél észre még érdekes sorozatokat a
naptarban! Parmunka. (Varhato valasz: horizontalis,
vertikalis, diagonalis sorozatok. Plusz kreativ megoldasok,
pl. 161épés)

megosztas
(interaktiv
tablan)

szabalyaik alapjan.

Ne felejtsd el a gyerekek
munkajat lefotdzni/szkennelni.
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Felvetddhet a kérdés: minden honapban igaz-e? Ezt
beszéljiik is meg, hogy miért. (A naptar ,,heti’” strukturaja
garantalja.)

Fennmaradhat a tablan egy bal alsé sarokbol a jobb felsd
sarokba tart6 sorozat, pl. 29, 23, 17,11, 5

SZEPTEMBER 2021

1 2 3 4 5

20 21 22 23 24 25 26

27 28 29 30

ISMERETEK RENDSZEREZESE, KIBOVITESE

10°
(22)

Szamkitalalos biivésztriikk:

Vélassz ki egy szamot a naptarbol gy, hogy legyen jobb
fels6 és bal als6 szomszédja. (Egy példa és egy ellenpélda
bemutatésa a tablan) ird le a szamot a fiizetbe!

Add 6ssze fejben a szamot a jobb felsd és bal also
szomszédjaval, majd ird le az 6sszeget a flizetedbe!

Mond ki az 6sszeget, kitaldlom a gondolt szdmot!

1. A krétés tablara irja a tanar (egymas ald) mit mond a

Szemléltetés,
megbeszélés

Frontalis,
egyéni

Krétas tablan a
tablazat, a
naptar
Kivetitve
marad az
interaktiv
tablan
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gyerek, mit valaszolt 6, és 3 utan mas is lehet a biivész. Ha
nem 3-mal oszthat6 a szam, akkor gondold Ujra, valahol
tévedtél. (4-5 tanulé szamat kitalalni.) PI.:

Osszeg | 27 39 75 24

Szam 9 13 25 8

2. Hogyan talalta ki a biivész a szamot? (Ismerjék fel a
szabalyt!)

10°
(32)

3. Ki tudna megmagyarazni? (“Tudni miért!”) -> pl
elmondja a sajatjat 6-tal nagyobb, illetve kisebb a szam
(Ha nincs 6nallo javaslat: konkrét szamra. PI. 23-ra 17 (6-
tal kisebb, miért is: visszautalas a sorozatra, akar ez a
példa fenn is maradhat, olyan szam), 29 (miért is: utalds a
sorozatra)

Aritmetikai magyarazat:

17+23+29 = (23-6)+23+(23+6) = 23-6+23+23+6 = 3-23
4. Algebrai magyarazat: Altalanosan, ha nem 23-bdl,
hanem n-bél indulunk ki: Most felirjuk betiivel ugyanezt
(n-6)+n+(n+6) = n-6+n+n+6 = n+n+n = 3-n: az 6sszeget
mindig 3-mal kell elosztani, hogy megkapjam a szdmot.

5. A téblazatba is beirjuk: 3n, n

Osszeg | 27 39 75 24 3-n

Problémameg
oldas

Frontalis

Az interaktiv
tablara,
egymas ala
keril az
aritmetikai €s
az algebrai
magyarazat,
kdzben a
naptar is
lathatd,
lekicsinyitve
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Sz&dm 9 13 25 8 n

6. Proba: 33 az dsszeg, mire gondoltam?

V. ISMERETEK ALKALMAZASA
8’ (40) | Készits sajat biivésztriikkot! (Az elébbi biivésztriikkk Munkaltatas Parmunka, A tanar figyeli a munkat, egy
mintajara talalj ki sajat biivésztriikkot, amivel majd sikeres par fogja bemutatni az
elkapraztatod a tobbieket! Meg tudod magyarazni a osztaly- osztalynak a biivésztriikkot.
triikkét?) megbeszélés
V. ERTEKELES
5’ (45) | Szodbeli értékelés, dicséret, kilépOkartya. Ertékelés Frontalis A6 méretli lap | A lehetéségeket kivetitjiik.

Reflexio: Hogyan tudnad befejezni a mondatokat?

Vilassza egy mondatot és azt fejezd be a kilép6 kartyadon.

Ha kimész az osztalybdl, tedd a tanari asztalra.
- Az 6ran az tetszett a legjobban, amikor....

- Nem tetszett az a rész, amikor...

- Erdekes volt, amikor...

- A mai 0rén azt tanultam, hogy...

a
gyerekeknek,
rajta a
megkezdett
mondatok,
hely a
befejezésnek.
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2.melléklet: Utoteszt a 7.évfolyam, elsé kisérleti ordaja utan, az elsé kutatasi ciklusban
MARCIUS 2021

1. Nandi kivalasztott egy szamot a naptarban, majd 6sszeadta a jobb és bal szomszédjat. Az 6sszeget
megfelezve pontosan a kivalasztott szamot kapta. Szerinted ez mindig igaz, ha olyan szamot valaszt, 15 16 17¢f18p19 20

aminek van jobb és bal szomszédja is? Indokold! 2223|2428 )26 |2

2. Csenge egy olyan szamot vélasztott a naptarbol, amelynek van alsé és felsd szomszédja is. Osszeadta a MARCIUS 2021
5 6

két szomszédot, majd megfelezte az dsszeget. Mit tapasztalt? Ez mindig igaz lesz, ha olyan szamot
a 9 10 @ 12 13

4
valaszt, aminek van alsé és felsé szomszédja is? Indokold!
15 16 17 18 19 20
5

22 23 24 2 26 27
29 30 31

Szorgalmi feladat:

Lacinak volt egy olyan triikkje, hogy ha valaki elarulta harom, V alakban megadott szam Gsszegét a naptarban, MARCIUS 2021

akkor kitalalta a k6zéps6 szamot. (Példaul, ha valaki megmondta, hogy az 6sszeg 22, akkor 6 tudta, hogy a k6z&éps6 L 5 EI
8 9 10 11 13

szdma 12.) De sajnos elfelejtette hogyan miikodott a triikk. Segits neki!
15 16 17 18 19 20

22 23 24 25 26 27
29 30 31
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3.melléklet: Oraterv — 7.évfolyam, masodik kisérleti 6ra

Miiveltségi teriilet: Matematika

Tantargy: Matematika

Osztaly: 7.x

Az 6ra témaja: Gyakorlas

Az oOra cél-és feladatrendszere:

Fejlesztendo attitiid: Eltéré néz6pontok elfogadasa, sajat gondolatok megfogalmazéasa. A matematika, mint 6sszefliggd rendszer sz€pségeinek
megismerése. A matematika mint kulturalis 6rékség bemutatéasa.

Készségek, képességek: Szamolasi készsegek fejlesztése. Mintafelismerd képesség, érvelési készségek fejlesztése. Egyéni és parmunkahoz
sziikséges készségek erdsitése. Szaknyelvi kommunikécid hasznalata. Elvonatkoztatas képességének fejlesztése.

Elérendé fejlesztési szint, tudasszint: Alapmiiveletek elvégzése a racionalis szamok kdrében. Egynemil €s kiillonnem algebrai kifejezések
magabiztos felismerése, egynemi kifejezések 6sszevonasa. Helyettesitési érték pontos kiszamitasa.

Az 6ra didaktikai feladatai: Meglévé ismeretek gyakorlasa.

Tantargyi kapcsolatok: térténelem
Felhasznalt forrasok:

- Dr. Hajdu Sandor: Matematika 7. Gondolkodni j6! Miiszaki kiadd, Budapest, 2017.
- Soos Edit: Kompetencia alapt feladatgyiijtemény matematikabol 7. évfolyam, Maxim kiado, Szeged, 2010.

Datum: 2021.

Megfigyelési szempontok (fékuszpontok):

- Hogyan magyarazzéak az eredményben az 1 szamlalét a tanulok?

- Megjelenik-e az algebrai magyarazat igénye?

- Konnyen megy-e az egymast kovetd természetes szamok felirdsanal, hogy n és n+1, vagy esetleg két kiilon valtozot vezetnének be?
(Eszreveszik-e, ki tudjak-e fejezni a kapcsolatot a két, egymas kovetd szam kozott?)
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1dé

Az 6ra menete

Modszerek

Munkaforma

Eszkozok

Megjegyzés

Szervezési feladatok

A tanulok két csoportra bontasa mar itt megtorténik (a
tanar altal preferalt modszerrel), de a csoportokat nem kell
elvalasztani az ulésrendben. A csoportok neve lehet mas
is.

5 (5)

Hazi feladat ellenorzés

5° (10)

Rahangolas

A Rhind papirusz kivetitése

Szerintetek honnan valo, és mikor keletkezett a kivetitett
mu?

Egyiptom, Kr. E. 2000 kdrnyékén. Anyaga papirusz. Az
egyiptomiak a papiruszt hasznéltak az iras rogzitésére. A
papirusz névényi rostokbol, elsésorban papiruszsasbol
készilt. Az egyiptomiak nagyon sok matematika ismerettel
rendelkeznek, és kiilondsen nagy becsben tartottdk azokat
az egynél kisebb torteket, amelynek szamlaléja 1.
Mondjatok ilyen torteket! (Példak.) Az ilyen torteket ma
egyiptomi torteknek, vagy egységtdrteknek is nevezziik.
Az egyiptomiak az egysegtortekkel nagyon ligyesen tudtak
szamolni, egy ilyen szamolasi trikkét most Ti is
felfedezhettek.

Otletborze,
tanari el0adas.

csoport

vetito

Alkalmazas
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5’ (15) Parhuzamos tevékenység két csoportban: Feladat- Onallé munka Interaktiv A tablan mind a két
megoldas, tabla, flizet csoportnak
Mézeskalics csoport (atlag alatti képességii tanulék) differencialas megjelenik a feladata,
Végezd el a kovetkezd miiveleteket! (Az atlag feletti egyértelmiien
1_1_3_2_1 tanuldk feladata elvalasztva.
2 3 6 6 6 nyitott, a s
1 1 7 6 . )
e =E——— == reciprokot és az
6 7 42 42 42 -
1_1_ 1110 _11-10_ 1 ossze:
10 11 110 110 110 _ 110 hasonlitast
onall6éan végzik)
Cukorpalca csoport (atlag feletti képességii tanulék)
2. irj le két, egymast kovetd, egynél nagyobb természetes &
szamot, majd ird fel a szdmok reciprokat! Végiil, a >
nagyobb tortb61 vond ki az kisebbet, és szdmold ki az “
eredményt. Végezd el ezt a tevékenységet haromszor! -
6’ (21) Hasonlitsatok dssze a padtarsatokkal a megoldasokat! Mit | Parbeszéd, Parmunkaban Interaktiv Az egymas mellett
tapasztaltok? Mit fedeztetek fel? iranyito megbeszélik, tabla, flizet 16 gyerekek nem
(3 perc parmunka, 3 perc megbeszélés) kérdesek majd frontélisan fontos, hogy azonos

Véarhato észrevételek

(az otletbdrzén elhangzott javaslatok felkertlhetnek a
tablara)

- a végeredmény szamlél6ja mindig egy

- a végeredmény nevezdje a nevezok szorzata

megbeszéljik az
észrevételeiket

csoportba
tartozzanak.

Felhivni a figyelmet,
hogy ne felejtsék el
bejeldlni (karikazni,
alahtzni, kiemelni)
az észrevételeket a
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flizetben. Irjak le
néhany széban is.

57 (26)

Vajon ezek mindig teljestinek, ha a feladatban 1-esek a
szamlalok, és a nevezdk egymas utani természetes
szamok?

Tegyink egy Ujabb probat!

A tanuldk tesznek néhény javaslatot, kdzdsen szamolunk.
Prébald meg megmagyarazni a felfedezést!

Vérhato valasz a tanul6 természetes nyelvén:

- a kdz0s nevez0 a nevezOk szorzata, a bovités utani
szamlalok pedig az eredeti nevezdk, amely koziil a
kisebbitendd eggyel nagyobb, mint a kivonando.

Kérdezés,
megbeszélés

Csoport-
megbeszélés

Hangozzon el a
magyarazat! Nagyon

figyelj!

5 (31)

Hogyan tudnank altalanosan felirni a tapasztalatot?

(Betiik hasznalataval. Csak akkor aruljuk el, ha nincs erre
utalo javaslat.)

Lépésenként haladunk, varjuk meg, mig a gyerekek
javasoljak a bettiket, foleg a masodik szamot. (Kifejezik-e
a szamok kdzott fennallo relaciot, vagy ) betiit
javasolnak?)

- két egymast kdvetd természetes szam: n és n+1
. 1,1

- ezek reciprokai: — és —
n n+1

" saz 1 1
- Osszehasonlitas: = > —
n n+1

Tanari kozlés,
iranyito
kérdések,
kérdve kifejtd
modszer

Csoport-
megbeszélés

Lehet6leg a tanar
csak az irnok szerepét
toltse be, a tanulok
mondjak.
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- kivonas:
1 1 n+1 n _ n+l-n _ 1
nn+) nm+1) n(n+l)

n n+l n-(n+1)

10° (41)

Az el6bbi megfigyelésiinket ugy is felirhatjuk, hogy
1 1 1

= +
n n+l nn+1)

Az egyiptomiak tetszdleges 0 és egy kozé esd tortet fel
tudtak irni kiilonb6z6 egységtortek dsszegeként. Neked
menni fog?

Alkalmazd az
1 1

=n+1+n(n+1)

1
n

Osszefuiggést! A masodik feladathoz kérhetsz
segitdkartyat, ha nem megy 6nalléan. (Onall6 munka kb. 6

perc)

1. Feladat:
2 1 1 1
sostsTst Tt
2. Feladat:
5
c=
3. Feladat

Probléma-
megoldas

Onallé munka
majd csoport-
megbeszélés

Segitd
kartyak

Mindharom feladatot
egyszerre kapjak meg
a tanulok, az elsé
feladanél a
segitséggel egyutt.

Az elso feladat csak a
képletbe torténd
behelyettesitést
kivanja meg. A
masodik feladat mar
stratégiaalkotést
kivan. Ha nem megy,
akkor az els6 1épést
aruljuk el. (Célszerti
lenne a segitdkartyas
megoldas, annak, aki
kéri.) A 3. feladatnal
mar feltehetéen az ¥2-
del val6 prébalkozast
onalléan is
megteszik.
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9 —

10
Megoldasok. (Lehetdség szerint ellendrizziink, akar
szamologéppel is az interaktiv tabla segitségével.)

1. Feladat:
2 1 1 1
5-5fsT5 T
Megoldas:
2 1 1 1 1 1
575757576730
2. Feladat
5_
6
Segitékartya:
5
6zt
Megoldas:
5 1 1
6273
3. Feladat
o=
Megoldas:
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Ertékelés

4’ (45)

Milyennek érezted ezt az 6rat?

Szavak lathatdak a tablan Gssze-vissza, a tanuldk
valasszanak ki egyet, kett6t vagy akar harmat, majd irjak
le a flizetiikbe. De lehet 6nall6 sz6 is. Néhany véleményt
meghallgatunk, indoklas is lehet.

szines, szlirke, csendes, zajos, izgi, unalmas, értettem,
elvesztem

Ugyesen dolgozé tanuldk kiemelése szoban, az osztalyban
szokasos jutalmazés

Ertékelés,
parbeszéd

Egyéni, frontalis

Interaktiv
tabla, fiizet

Flzetfotok az 6ra
utan!
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4.melléklet: Oraterv — 7.evfolyam, harmadik kisérleti ora, kutatas elsé ciklusa

Miiveltségi teriilet: Matematika
Tantargy: Matematika
Osztaly: 7.x

Az 6ra témaja: Gyakorlas

Az 6ra cél-és feladatrendszere:

Fejlesztendé attitiid: a tanul6 ismerje meg a matematikat mint az altalanositas eszk9zét, érdekes feladattal szerezzen pozitiv élményt.
Készségek, képességek: a szamolasi készség fejlesztése: helyiérték tablazat hasznalata; a matematizalas képességének fejlesztése: betiik
hasznélata az altalanositas eszkdzeként; indoklas-érvelés képességének fejlesztése: a tanuld képes legyen numerikus tapasztalatait
megmagyarazni. A szimbolikus-formalis nyelv hasznalata: egyszer(i algebrai atalakitas végzése.

Elérendé fejlesztési szint, tudasszint: A numerikus tapasztalat alapjan minta felismerését minden tanulétél elvarjuk. A szimbdélumok 6nall6
hasznalatat a jobb képességii tanuloktol varjuk el, a gyengébb képességii tanuloknal az elérendd cél a tanar magyarazatanak kovetése.

Az 6ra didaktikai feladatai: Meglévé ismeretek gyakorlasa.

Tantargyi kapcsolatok:
Felhasznalt forrasok:

- Dr. Hajdu Sandor: Matematika 7. Gondolkodni j6! Miiszaki kiadd, Budapest, 2017.
- Soos Edit: Kompetencia alapti feladatgyiijtemény matematikabol 7. évfolyam, Maxim kiado, Szeged, 2010.

Datum: 2021.

Megfigyelési szempontok (fokuszpontok):

- Megjelenik-e az algebrai magyarazat igénye?

1dé

Az 6ra menete Nevelési-oktatasi stratégia Megjegyzések
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Modszerek Tanuloi Eszkdzok
munkaformék
. SZERVEZESI FELADATOK
2’ (2) Jelentés, hianyzdk bejegyzése. Frontalis
1l RAHANGOLODAS, ISMETLES
5°(7) Hazi feladat ellenérzése, megbeszélése Ellen6rzés, Frontalis Interaktiv tabla
megheszélés
2°(9) Ismétl6 kérdések az eddig, algebra témakorben tanultakrol. | Kérdezés Frontalis
Pl.: Mit jelent az 6sszevonas? Hogyan szorzunk egytagu
algebrai kifejezést egytagu algebrai kifejezéssel?
1. ISMERETEK ALKALMAZASA
1’ (10) | Oraszam és cim felirasa: Gyakorlas Frontalis Interaktiv tabla,
flizet
3’ (13) | Az instrukciok megjelennek a kivetitén. Munkaltatés, Egyéni Interaktiv tabla, | Kdzbena

- Irj fel egy kétjegyii természetes szamot. (A két
szamjegynek kildnbdznie kell egymastol!)

- Cseréld meg a szamjegyeket, majd ezt a szdmot is ird le,
az el6zo mellé.

- Vond ki a nagyobb szambdl a kisebbet!

- Végezd el ugyanezt még haromszor, mindig kiilonb6z6
szdmokat valasztva.

strukturalas

flizet

differenciélashoz
tartoz6 feladatlapok
kiosztésa.

A csoport jele:
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B csoport jele:

2’ (15) - Dolgozz a padtarsaddal kdzésen! Hasonlitsatok Megbeszélés Parmunka Interaktiv tabla,
Ossze a kulonbségeket, amiket kaptatok! Mit flizet
tapasztaltok? Irjatok le!

3’ (18) | Frontalis megbeszélés. Kérdezés, Frontalis Interaktiv tdbla | Néhany példa
Vart megéllapitas: A kildnbség mindig 9 tobbszordse. A megbeszélés kivetitve a tablan.
kilénbség 9 és a szamjegyek kiilonbségének szorzata.

Miért? — Otletek megbeszélése.
5’ (23) | Differencialt munka, az algebrai magyarézathoz, Munkaltatas Egyéni Interaktiv tabla, | Véarhat6 kérdés:

feladatlapon.

A csoport (kevésbé erds tanuldk)

1. Melyik szamot irtam a helyiérték-tablazatba? ird fel
helyiérték szerinti dsszegalakban!

t e

8 a

8-10+a-1=8-10+a
2.ird be a helyiérték-tablazatba a szamjegyek
felcserélésével kapott szamot!

t e

feladatlapok

Melyik szam a
nagyobb? Hiszen
»a barmennyi
lehet. ..
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a 8

3. Melyik szam ez? ird fel helyiérték szerinti
Osszegalakban!
a-10+8-1=10a+8
4. Az elsé szambol vond ki a masodikat! ird fel a kivonast!
8-10+a-(10a+8)

B csoport (erésebb tanulok)
1. Melyik szamot irtam a helyiérték-tablazatba? ird fel
helyiérték szerinti dsszegalakban!

t e

b a

b-10+a-1=10b+a
2.ird be a helyiérték-tablazatba a szamjegyek
felcseréelésével kapott szamot!

t e

a b

3. Melyik szam ez? ird fel helyiérték szerinti
Osszegalakban!
a-10+b-1=10a+b
4. Az elsé szambol vond ki a méasodikat! rd fel a kivonast!
10b +a—(10a + b)
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5°(28)

Frontalis ellenérzés, megbeszélés.
A megbeszélés vegyesen zajlik, mind a két csoport figyel,
mindenkinek tudni kell valaszolni.

Kérdezés,
megbeszélés,
ellendrzés

Frontalis

Interaktiv tabla,
feladatlapok

2’ (30)

Zéarojelek felbontéasa, 9sszevonas
A csoport:
8-10+a—-(10a+8)=80+a—10a—8=72-9a

B csoport:
10b+a—-(10a+b)=10b+a—-10a-bh=9b-9a

Kérdezés

Frontalis

Interaktiv tabla,
feladatlapok

' 31

Hasonlitsuk dssze a két csoport megoldasat! Ha a két
megoldas megegyezik, akkor mennyi lehet a ,,b” az A
csoportnal?

Varhatd valasz:

Mivel 9-b =72, ezértb = 8.

frjuk fel ugy az A csoport megoldasat, hogy a kisebbitendé
is egy szorzat legyen, akar a B csoportnal!

Vaérhatd valasz:

72-92a=9-8-9a

Kérdezés,
magyarazat

Frontalis

Interaktiv tabla,
feladatlapok

2’ (33)

Kiemelés.

Mit vesziink észre mind a két csoportnal? Milyen
szorz6tényezot latunk mindkét sorban?

Vérhat6 vélasz: 9-est latunk.

Kiemelés a téglalap keriilletének példaja nyoman (2a+2b =
2(atb))

A csoport:

9-8-9a=9-(8-a)

Kérdezés,
szemléltetés,
magyarazat

Frontalis

Interaktiv tabla,
feladatlapok

A kiemelést még
nem tanultak, igy
tandri rvezetés
szlikséges.
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B csoport:
9b-9a=9-(b-a)

2’ (35)

Milyen tapasztalatokat sziirhetiink le ez alapjan?
Varhato valaszok:

- A kiilénbség mindig oszthatd 9-cel.

- A két szam kilénbsége a 9, és a két szamjegy
kilénbségének szorzata.

Kérdezés,
megbeszélés

Frontalis

2.

ERTEKELES

4 (39)

Exit card:
1. Hogy érezted magadat az 6ran?

2. Melyik allitas igaz rad a leginkabb?
a) Mindent értettem a mai 6ran.
b) A legtébb dolgot értettem a mai oran.
c) Sok dolgot nem értettem a mai 6rén.
d) Semmit nem értettem a mai dran.

3. Uzenet Orsi néninek:

Reflexio

Egyéni

Exit card-ok

A Kitoltés név
nélkal torténik.

HAZI FELADAT

1’ (40)

Algebrai manipuléciokat gyakorl6 feladat a
feladatgytijteménybol.

Frontalis
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5.melléklet: Oraterv — 7.évfolyam, harmadik kisérleti 6ra, kutatas masodik ciklusa

Miiveltségi teriilet: Matematika

Tantargy: Matematika

Osztaly: 7.x

Az 6ra témaja: Gyakorlas

Az 6ra cél-és feladatrendszere:

Fejlesztendé attitiid: a tanul6 ismerje meg a matematikat mint az altalanositas eszk0zét, érdekes feladattal szerezzen pozitiv élményt.
Készségek, képességek: a szamolasi készség fejlesztése: helyiérték tablazat hasznalata; a matematizalas képességének fejlesztése: betiik
hasznélata az altalanositas eszkdzeként; indoklas-érvelés képességének fejlesztése: a tanuld képes legyen numerikus tapasztalatait
megmagyarazni. A szimbolikus-formalis nyelv hasznalata: egyszer(i algebrai atalakitas végzése.

Elérendé fejlesztési szint, tudasszint: A numerikus tapasztalat alapjan minta felismerését minden tanulétél elvarjuk. A szimbélumok 6nallé
hasznalatat a jobb képességii tanuloktol varjuk el, a gyengébb képességii tanuloknal az elérendd cél a tanar magyarazatanak kovetése.

Az 6ra didaktikai feladatai: Meglévé ismeretek gyakorlasa.

Tantargyi kapcsolatok:
Felhasznalt forrasok:

- Dr. Hajdu Sandor: Matematika 7. Gondolkodni j6! Miiszaki kiadd, Budapest, 2017.
- Soos Edit: Kompetencia alapt feladatgyiijtemény matematikabol 7. évfolyam, Maxim kiado, Szeged, 2010.

Datum: 2021.

Megfigyelési szempontok (fékuszpontok):

- Megjelenik-e az algebrai magyarazat igénye?

1dé

Az 6ra menete Mddszerek Munkaforma Eszk6z0k Megjegyzések
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5 (5)

Oraszervezés, hazi feladatok ellendrzése

megbeszélés

csoport

5° (10)

A helyiértéktablazat ismétlése.
Feladatlap, 1. feladat

Az elsb sort kozosen oldjuk meg, a kdvetkezo négy feladatot a
tanuldék 6nalldan hatdrozzék meg a flizetben.

Ellenérzés. (Akinek mind a négy jo, az osztalyban szokasos
,,jutalmat”’ kapja.)

A megbeszéléskor a tanar rakérdez arra, hogy mennyi a harmadik
szdm értéke, ha x = 7, a negyedik szam értéke, haa = 2,b =5,
az 6todik szdm értéke, hau = 1.

Sz t e Osszegalak

7 10-7+8

100+ 10-2+ 2

10-x+7

a 10-a+b

u 5

x
[, ] o ~ N [ee]

100-u+10-5+5

feladatmegoldéas

egyéni

Feladatlap

A feladatlapba a
javitasokat javito
szinnel vezessék
at.

7 (17)

Feladatlap 2. feladat
Az instrukciok megjelennek a kivetiton.

- Irj fel egy kétjegyii természetes szamot. (A két szamjegynek
kilénboznie kell egymastal!)

Feladatmegoldas

mintakeresés

Egyéni, paros

Interaktiv
tabla és
feladatlap
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- Cseréld meg a szamjegyeket, majd ezt a szamot is ird le, az
el6z6 mellé.

- Vond ki a nagyobb szambol a kisebbet!

- Végezd el ugyanezt még haromszor, mindig kiilénb6z6
szdmokat valasztva.

Egy példat kozésen megcsinalnak, pl. 89. Ezutdn mindenki
egyénileg dolgozik. Parmunkaban ellendriznek és megbeszélik a
tapasztalatokat. irjak be a tapasztalatokat a feladatlapba.

Szam csere kilénbség

89 98 98-89=9

3°(20)

A tapasztalatok megbeszélése.
Vart megallapitas:

A kilénbség mindig 9 tobbszdrose.
A kilénbség 9 és a szamjegyek kiilonbségének szorzata.

Ha a masodik észrevétel nem keriil eld, akkor a tanar rakérdez.
(PI. Hogyan tudnad pontosan megadni, hogy a kiilénbség
hanyszorosa kilencnek?)

Mi lehet a jelenség magyarazata? — Otletek megbeszélése.

megbeszélés

csoport

Interaktiv
tabla

Néhany példa
kivetitve a tablan.
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A megbeszélést tereljiik abba az iranyba, hogy betiikkel az 6sszes

tapasztalatot egyszerre megbeszélhetjik.

3’ (23) Feladatlap 3. feladat. problémamegolda | egyéni feladatlap Valoszinlileg csak
Legyen a nagyobb szam tizes helyiértéki jegye ,,a”, az egyesek S a jobb kepess'ejgu
, s N . gyerekek tudjék
helyén pedig ,,b” all. Toltsd ki a feladatlapot! )
megoldani.
7’ (30) A harmadik feladat megbeszélése (a>b) Kérdve kifejtd csoport tabla

szam

a szdmjegyeket felcseréljuk

sz |t | e | Osszegalak

SZ

Osszegalak

alb 10a + b

10b + a

(10a+b)—(10b+a) =10a+ b —10b—a =9a —9b

=9(a — b)

Az eredmény alapjan magyarazzak meg a tapasztalatot.

Végezzenek konkrét behelyettesitést is.
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10° (40)

Tovabbi gyakorl6 feladat a tanmenetnek megfelelden, vagy az
¢l6bbi probléma felderitése, ha a szamot és a felcserélt szamot
nem Kivonjuk, hanem &sszeadjuk.

(10a +b) + (10b+a) =10a+ b+ 10b + a = 11a + 11b
=11(a + b)

A numerikus tapasztalatszerzésre ebben az esetben is keriiljon
sor. (A munkat végezhetik a feladatlapon.)

4’ (44)

Exit card:
1. Hogy érezted magadat az éran?

2. Melyik allitas igaz rad a leginkabb?
a) Mindent értettem a mai 6réan.
b) A legtdbb dolgot értettem a mai 6rén.
¢) Sok dolgot nem értettem a mai Orén.
d) Semmit nem értettem a mai éran.

3. Uzenet Kriszta néninek:

Reflexié

Egyéni

Exit card-ok

A kitoltés név
nélkil torténik.

1’ (45)

Ertékelés

Frontalis
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6.melléklet: Oraterv — 7.évfolyam, negyedik kisérleti 6ra

Miiveltségi teriilet: Matematika

Tantargy: Matematika

Osztaly: 7.x

Az 6ra témaja: Gyakorlas — 5-re végz6d6 szamok négyzete

Az Gra cél-és feladatrendszere:

Fejlesztendo attitiid: A matematika iranti pozitiv attitiid erésitése érdekes feladattal.

Készségek, képességek: Elvonatkoztatas képességének fejlesztése, algebrai gondolkodas megalapozasa. Mintafelismerd és érvelési képesség
fejlesztése, kritikai gondolkodas eldsegitése.

Elérendé fejlesztési szint, tudasszint: Algebrai kifejezések magabiztos hasznalata: egy szam ¢s a rakovetkez6 természetes szam kifejezése pl.: x
és x+1. Tobbtagu algebrai kifejezések szorzasa tébbtagu algebrai kifejezéssel.

Az 6ra didaktikai feladatai: Meglévé ismeretek gyakorlasa.

Tantargyi kapcsolatok: Technika és életvitel.
Felhasznélt forrasok:

- Kovécs Csongorné, Sz. Foldvari Vera, Szeredi Eva: Matematika 7., Tankényvkiadd, Budapest, 1980, 29-30-31. oldal
- Dr. Hajdu Sandor: Matematika 7. Gondolkodni j6! Miiszaki kiadd, Budapest, 2017.
- Soos Edit: Kompetencia alapt feladatgyiijtemény matematikabol 7. évfolyam, Maxim kiado, Szeged, 2010.

Datum: 2021.

Megfigyelési szempontok (fékuszpontok):

- Megjelenik-e az algebrai magyarazat igénye?

- Asszabalygépnél hogyan jutnak el az ,,a(a+1)” alakhoz? Milyen 6tletek meriilnek fel kozben?
- Sikeriil-e megértenitk, hogy a 10a+5 egy szam, helyi érték szerinti 6sszegalakban?

- Megértik a triikk miikddését az ora végére, vagy homalyos marad?
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1dé Az 6ra menete Mddszerek Tanul6i Eszkozok | Megjegyzések
munkaformak
5 Szervezési feladatok, hazi feladat ellendrzés csoport
5’ Verseny a szdmoldgéppel. Jaték egy-egy tanulé a | Interaktiv
(10) Egy tanul6 kijon a tablahoz, ahol meg van nyitva a tablanal tabla,
szamologép. Egy masik tanulo mond egy kétjegyti, 5-re krétas tabla
végzddo természetes szamot. A feladat az, hogy a tanul6 a
szamologéppel szamolja ki, amilyen gyorsan csak tudja, a
kétjegyli szam négyzetét. Ugyanigy ez a feladata a tanarnak
is, de a tanar fejben szamol. PI: 352 = 1225. Ezt 5 db
kétjegyli szammal is elvégzik, minden szamnal mas tanuld
van a tablanal (més versenyez).
A tapasztalatokat kdzben lejegyzik. Pl.
szam 35 65 25 95 42
négyzete 1225 | 4225 | 625 9025 | 2025
Ha valaki jelentkezik, hogy megprdbalja a fejben szamolast,
akkor adjunk ra lehetdséget.
2 A tanulok leirjak a tablan 1év6 szamokat, majd megbeszéljikk | Kérdezés, csoport Interaktiv
(12) az észrevételeiket. (Keressik a trikk 1ényegét.) megheszélés tabla, flzet

Varhato észrevétel: A négyzet mindig 25-re végz6dik

Hogyan kapjuk a 25 el6tt all6 szamot? A tizesek helyén allo
szamjegyet eggyel nagyobb szamjeggyel szorozzuk.
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5’ Magyarazzuk meg a szabalyt, miért miikodik a triikk? Otletborze, csoport Interaktiv
(17) et i e e ) e tabla, fizet
Hogyan tudnal altalanosan felirni egy 6tre végz6do kétjegyli | Kérdve-kifejtd
szamot? Otletborze: (10a+5). Készitsiink helyiérték-
tablazatot
sz t E
a 5
irjuk fel a szamot helyérték szerinti dsszegalakban!
10a+5
Proba behelyettesités: ha a=2, akkor 10 - 2 +5 =25
Ezt a szamot kell négyzetre emelni, azaz megszorozni sajat
magaval.
5’ (10a + 5)2 = (10a +5) - (10a +5) Magyarazat, csoport Interaktiv
(22) A négyzetre emelés az osztaly gyakorlatanak megfelel6en szemléltetés tabla,
torténjen. Ha biztosan tudjak a ,,minden tagot szorzunk krétés
minden taggal” szabalyt, akkor algebrailag. Ha a tabla, flzet

tertiletmodell alkalmazasaban jaratosak, akkor azt is
alkalmazhatjuk.
Terlletmodellel:

10a | 100a2 50a
5 50a 25
10a 5
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100a2 + 50a + 50a + 25 = 100a2 + 100a + 25
Proba behelyettesités: Ha a = 2, akkor 100 - 22+ 100 - 2 +
25 =400 + 200 + 25 = 625

3’ Végezziink kiemelést! Az els6 két taghol kiemelhet6 100a. Kérdezés, csoport Interaktiv
(25) 100a2 + 100a = 100a(a +1) megbeszélés tabla, flizet
Vagyis a négyzetszam 100 - a - (a +1) + 25
Proba behelyettesités: Ha a = 2, akkor 100 -2- 3 + 25 = 600
+ 25 =625
5 Visszacsatolas az ora elejére: Kérdezés, csoport fiizet,
(30) Mi torténik, ha haromjegyt, 5-re végz6do természetes megbeszélés interaktiv
szamokat néziink? A szdmot ekkor is felirhatjuk 10a+5 tabla,

alakban, csak most az a kétjegyt. P1. 325 =32-10 + 5. A
triikk ekkor is miikddik, csak nehezebb fejben kiszamolni a
25 elétt allo szamot. A 325 esetében a 25 el6tt 32 - 33 =
1056 fog allni, azaz

3252 = 105625

De néhany esetben konnyti. Pl. ki tudja fejben
meghatarozni?

(A vallalkozé tanuld, ha helyesen kiszdmolta fejben a
négyzetet, akkor kaphat piros pontot. A tarsak irasban
ellendrzik.)

1052 = 11025

2052 = 42025
3052 = 93025

krétas tabla
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1152 = 13225

10° Gyakorlo feladat a tanmenetnek megfelelden.

(40)

4 Tanuldi reflexio irasban, lizendkartyaval: Kérdezés, egyéni flizet,

(44) - Mi volt a legjobb az 6ran? reflexio interaktiv
- Mi volt a legrosszabb? tabla

r Tanéri értékelés.

(45)
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7.melléklet: Oraterv — 8.évfolyam, elsd kisérleti éra

Miiveltségi teriilet: Matematika

Tantargy: Matematika

Osztaly: 8.x

Az 6ra témaja: Szoveges feladatok egyenlettel val6 megoldasa

Az Gra cél-és feladatrendszere:

Fejlesztend attitiid: Onbizalom fejlesztése, 6nallé gondolatok megfogalmazasinak batorsaga. Mas nézdpont elfogadasa.

Készségek, képességek: A matematikai gondolkodas, a modellalkotés, a modellek érvényességi kérének eldéntése. A matematikai és a grafikus
reprezentacié készségének fejlesztése. Algebrai modszerek és leirasok hasznalata.

Elérendé fejlesztési szint, tudasszint: A szoveges feladatokban el6forduld adatok és dsszefliggések megfeleld értelmezése, ezek alapjan grafikus
reprezentacio, ,,letoltési savok™ elkészitése. Egyenlet felirasa és megoldasa a grafikai reprezentacio utan, hasonlé tipusfeladatok esetén.

Az 6ra didaktikai feladatai: Uj ismeret feldolgozasa, alkalmazas
Tantargyi kapcsolatok:

- Bioldgia
Felhasznélt forrasok:

- Nyiregyhazi Allatpark honlapjan talalhat6 informéciok

- Soos Edit, Maroti Laszloné (2017): Kompetencia alapu feladatgylijtemény matematikabol 8. évfolyam, Maxim Kiadd, Szeged

Datum: 2022.

1dé Az 6ra menete Nevelési-oktatasi stratégia Megjegyzések
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Modszerek Tanuloi Eszkdzok
munkaformé
k
I SZERVEZESI FELADATOK
3’ (3) | Jelentés, hianyzok beirasa. Frontalis Kivetito,
Oraszam és cim felirasa a flizetbe: Szdveges feladatok fuzet
1. RAHANGOLODAS, ISMETLES
5’ (8) | 1.Piros pont szerzé feladat: Kérdés, Egyéni, Kivetité,
a) Mekkora a valosziniisége, hogy egy dobokockaval 5-nél jutalmazas frontalis flizet
kisebb szdmot dobunk? (tért alakban add meg) 4/6 ellen6rzés
b) Hany liter viz fér el egy 1 méter magas, 4 m atmérdji,
henger alak( akvéariumba? 12560 liter
1. ISMERETEK RENDSZEREZESE, KIBOVITESE
2’ A foglalkoztat6 lap feladatanak elolvasasa. Megbeszélés Frontalis Kivetité, Fel kell hivni a figyelmet,
(10) Az éllatkertben minden allatrdl van egy informécidés tabla, flizet, hogy a ,,Hely a betiiknek”

amelyen szerepel az &llat tomege. A feliratokat azonban
kiradiroztam és egy fejtérében rejtettem el.

A zebu 312 kg-al nagyobb tomegii, mint az antilop és 220
kg-al nehezebb a torpe vizilonal. A harom allat egyuttes
tdmege 932 kg. Mennyi az allatok témege kilon-kialon?

Torpevizilé
Marmagassag 150 cm

Tomeg {:}

Antilop Zebu
Marmagassag 120 cm Marmagassag 150 cm

Tomeg {:} Tomeg {:}

foglalkoztato
lapok

részt hagyjak uresen!
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5 Foglalkoztaté lap instrukciét kdvetni. Parmunka Foglalkoztat
(15) A fels6 téglalap a zebu tomegét szemlélteti, és elkészitettiik 0 lapok

az antilop tomegét szemléltetd letdltési savot. Ez csak egy

vazlat, mert a letdltési savrol nem tudjuk pontosan hol jar,

hiszen nem ismerjik az antilop témegét. A feladatod az lesz,

hogy készitsd el a tdrpevizilo tomegét szemléltetd letdltési

savot, majd ird be a téglalapok tiresen maradt részébe a

feladatban szerepld szamok koziil a megfelel6t!

.

Hogyan magyaraznad el a letdltési savok segitségével, mit

jelent a feladatban szerepld 932 kg?

Add meg, hogy a harom teljes téglalap egyutt mennyi

tbmeget ér!

A zebu tdmegével milyen kapcsolatban van a harom teljes

téglalap egyiittvéve?

A fentiek alapjan mar tudni fogod a vélaszt a fejtorére. ird le

a szdmitasod!
3 Ellen6rzés: Kérdezés, Frontélis Kivetito,

1 m 2616 foglalkoztatd

(18) w0 1 egbeszélés | :Soi oztatd

vee L1111 220 |

Hogyan magyaraznad el a letdltési sdvok segitségével, mit
jelent a feladatban szerepld 932 kg?
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[ A+ A+ VI 2 LA = 932

A besatirozott részek egydttes tdémege

Add meg, hogy a harom teljes téglalap egytt mennyi
témeget ér!

932 + 312 + 220 = 1464 kg

A zebu tdmegével milyen kapcsolatban van a harom teljes
téglalap egyuttvéve?

Harmada a zebu tdmege

A fentiek alapjan mar tudni fogod a valaszt a fejtorére. ird le
a szamitasod!

1464 : 3 =488

zebu — 488 kg

antilop — 488 — 312 =176 kg

vizilo — 488 — 220 = 268 kg

3
(21)

Irjuk fel betiikkel!
Tanari kérdés lehet:
- Melyik adatot érdemes véltozdval eljeldlni?

Zebu Wm .
Antilop W/A X -312
Vizile ”’III” x=-220

- Mit tudunk a harom allat egydittes stulyarél? Hogy tudjuk
felirni ezt az 6sszefiiggést?

X+ (x-312) + (x - 220) = 932

- Végezziik el az egyenletet!

X+X—-312+x-220=932

3x-532 =932

3x = 1464

X =488

Megbeszélés,
kérdés

Frontalis

Kivetit6,
fuzet,
foglalkoztato
lapok
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- Mit jeldltiink x-szel, milyen adatot?
A zebu tdmegét.

Iv. ISMERETEK ALKALMAZASA
5 Feladatgytjtemény 74/1. Munkaltatas Egyéni Kivetitd, Az Ures letoltései sdvok
(26) Egészitsd ki a letoltési savot, majd ez alapjan szamold ki a feladatgytiijte | megjelennek a tablan.
mgoldast! mény
Jutkanak 230 Ft-tal kevesebb pénze van, mint Martanak. A
két lanynak dsszesen 1850 Ft-ja van. Hany forintjuk van
kaldén-kilon?
Marta |
Jutka |
2’ Ellendrzés: Kérdés, Frontalis Kivetitd,
(28) Tanul6 berajzolja a letdltési savot a tablanal. megbeszélés feladatgyjte
Marta | i meny
Jutka | [ 230 ]
Hogyan szamoltal?
A besatirozott rész 6sszesen 1850 Ft.
1850 + 230 = 2080
2080 : 2 =1040.
Vagyis Marta vagyona 1040 Ft, Jutkaé pedig (1040-230=)
810 Ft.
r irjuk az arba mellé betiikkel! Magyarazat Frontalis Kivetito,
(29) Mérta | | x feladatgyijte
mény
Jutka | [ 230 x - 230
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>
(31

irjuk fel egyenlettel és oldjuk meg az egyenletet!

X + (x-230) = 1850

2x — 230 = 1850

2x = 2080

x = 1040

Mivel x-szel Marta vagyonat jeloltik, igy meg is kaptuk a
valaszt.

Megbeszélés

Frontalis

Kivetito,
feladatgytjte
mény

-
(38)

A feladatlapok hatoldaldn mindenki talél egy feladatot.
Készits sajat fejtorét! A fejtord megoldasat is készitsd el!
Készits az el6z6hoz hasonld fejtordt a tarsadnak az allatok
névjegykartyainak segitségével!

A csoport:

Gorilla Vardnusz

Jegesmedve

Marmagassdg 190 cm Hossz 300 cm Marmagassag 153 cm

Tomeg 180 kg Tomeg 189 kg Tomeg 448 kg

5000 db él beldle

B csoport:

Orrszarvii Zsirdf Elefant

Hossz 385 cm Marmagassag 570 cm Marmagassag 430 cm

Tomeg 2100 kg Tomeg 1928 kg Tomeg 5456 kg

55 km/h sebességgel fut

Munkaltatas

Egyéni

Foglalkoztat
0 lapok

ERTEKELES

-
(39)

Dicséret.
Piros pont jar, ha jo a fejtord és jo a megoldasa is.

Ertékelés,
jutalmazas

Frontalis

Lapok beszedése, Ora utan
scannelése

VL.

HAZI FELADAT

-
(40)

Hazi feladat: FGY 74/2. és 75/3.
Készits hozza letdltési savot!

Frontélis
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8.melléklet: Feladatlap — 8.évfolyam, elsé kisérleti 6ra, A csoport

Az allatkertben minden allatr6l van egy informacios tabla, amelyen szerepel az allat tomege. A feliratokat azonban kiradiroztam és

egy fejtorében rejtettem el.

A zebu 312 kg-al nagyobb témegii, mint az antilop és 220 kg-al nehezebb a torpe vizilonal. Egyitt a tomegiik 932 kg. Mennyi az allatok

témege kilon-kulon?

Torpevizilé

Marmagasséé 150 cm

Témeg

Antilop
Marmagassag 120 cm

Toémeg %

Zebu
Marmagassag 150 cm
Témeg

A felsé téglalap a zebu tomegét szemlélteti, és elkészitettiik az antilop tomegét szemléltetd letdltési savot. Ez csak egy vazlat, mert a
let6ltési savrol nem tudjuk pontosan hol jar, hiszen nem ismerjiik az antilop tdmegét. A feladatod az lesz, hogy készitsd el a torpevizil6
tomegét szemléltetd letoltési savot, majd ird be a téglalapok iiresen maradt részébe a feladatban szerepl6 szamok koziil a megfeleldt!

[z

Zebu

Antilop

Vizilé

2

Hogyan magyaraznad el a letdltési savok segitségével,
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mit jelent a feladatban szerepl6 932 kg?

Add meg, hogy a harom teljes téglalap egyutt
mennyi témeget ér!

A zebu tdmegével milyen kapcsolatban van a
harom teljes téglalap egyiittvéve?

A fentiek alapjan mar tudni fogod a valaszt a fejtorore.
ird le a szamitasod!

Készits az el6z6hoz hasonlo fejtorot a tarsadnak az allatok névjegykartyainak segitségével!
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Gorilla
Marmagassag 190 cm

Témeg 180 kg

Varanusz

Hossz 300 cm
Témeg 189 kg
5000 db él belsle

Jegesmedve
Marmagassag 153 cm

Tomeg 448 kg

A feladat megoldasa:
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9.melléklet: Feladatlap — 8.évfolyam, elsé kisérleti 6ra, B csoport

Az allatkertben minden allatr6l van egy informacios tabla, amelyen szerepel az allat tdomege. A feliratokat azonban kiradiroztam és

egy fejtorében rejtettem el.

A zebu 312 kg-al nagyobb témegii, mint az antilop és 220 kg-al nehezebb a torpe vizilonal. Egyitt a tomegiik 932 kg. Mennyi az allatok

témege kilon-kulon?

Torpevizilé

Marmagasséé 150 cm

Témeg

Antilop
Marmagassag 120 cm

Toémeg %

Zebu
Marmagassag 150 cm
Témeg

A felsé téglalap a zebu tomegét szemlélteti, és elkészitettiik az antilop tomegét szemléltetd letdltési savot. Ez csak egy vazlat, mert a
let6ltési savrol nem tudjuk pontosan hol jar, hiszen nem ismerjiik az antilop tdmegét. A feladatod az lesz, hogy készitsd el a torpevizil6
tomegét szemléltetd letoltési savot, majd ird be a téglalapok iiresen maradt részébe a feladatban szerepl6 szamok koziil a megfeleldt!

[z

Zebu

Antilop

Vizilé

2

Hogyan magyaraznad el a letdltési savok segitségével,
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mit jelent a feladatban szerepl6 932 kg?

Add meg, hogy a harom teljes téglalap egyutt
mennyi témeget ér!

A zebu tdmegével milyen kapcsolatban van a
harom teljes téglalap egyiittvéve?

ird le a szamitasod!

A fentiek alapjan mar tudni fogod a valaszt a fejtorore.
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Készits az el6z6hoz hasonlo fejtorot a tarsadnak az allatok névjegykartyainak segitségével!

Orrszarva Zsiraf Elefant
Hossz 385 cm Marmagassag 570 cm Marmagassag 490 cm
Témeg 2100 kg Toémeg 1928 kg Témeg 5456 kg

55 km/h sebességgel fut

A feladat megoldasa:
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10.melléklet: Oraterv — 8.évfolyam, 6todik kisérleti 6ra

Miiveltségi teriilet: Matematika
Tantargy: Matematika

Osztaly: 8.x

Az 6ra témaja: Egyiittes munkavégzés

Az 6ra cél-és feladatrendszere:

Fejlesztend attitiid: Onbizalom fejlesztése, 6nallé gondolatok megfogalmazasinak batorsaga. Mas nézdpont elfogadasa.

Készségek, képességek: A matematikai gondolkodas, a modellalkotas, a modellek érvényességi korének eldéntése. A matematikai és a grafikus
reprezentacié készségének fejlesztése. Algebrai modszerek és leirasok hasznalata.

Elérendé fejlesztési szint, tudasszint: Az egyiittes munkavégzéses feladatokhoz képes legyen 6nélldan abrat késziteni, amely segiti a tablazat
kitoltését. A tablazat alapjan képes legyen 6nalldan egyenletet felirni és megoldani azt.

Az 6ra didaktikai feladatai: Uj ismeret feldolgozasa, alkalmazas
Tantargyi kapcsolatok:
- bioldgia
Felhasznélt forrasok:
- Soos Edit, Mardti Laszloné (2017): Kompetencia alapt feladatgyiijtemény matematikabol 8. évfolyam, Maxim Kiadd, Szeged
Datum: 2022.

A vizsgalat fokusza az 1, 2. és 4. feladaton van.
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1dé Az 6ra menete Nevelési-oktatasi stratégia Megjegyzések
Modszerek Tanuléi Eszkdzok
munkaforma
k
. SZERVEZESI FELADATOK
2’ (2) Jelentés, hianyzdk beirasa. Frontalis Kivetit, flizet
Oraszam és cim felirasa a tablara és a fiizetbe: Egyiittes
munkavégzés
Il RAHANGOLODAS, ISMETLES
3’ (5) Fejtord, 6nallo munka, frontalis megheszélés. Kérdezés, egyéni, Kivetitd, flizet | A kivetitén
megbeszélés frontalis megjelend kép

Gondolkozz és valaszolj!

Bob, Kevin és Stuart véarat épitenek. Bob két nap alatt, Kevin 3
nap alatt, Stuart 4 nap alatt épit fel egy varat. Elkészil-e egy nap
alatt a var, ha egylitt épitenek?

Megoldas:
A sargarész jeloli a Bob altal felépitett részt. Mert ha 6 két nap

alatt épiti fel, akkor egy nap alatt felépiti a felét a varnak. Stuart
munkajat jeloli a kék rész, ami a teljes var ¥a része. Igy a teljes

gyakorlatilag
megoldast ad a
kérdésre. A
tanuldk anélkil is
megoldhatjak, de
segitség is lehet.
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var ¥, része maradt Kevinre, aki egy nap alatt az 1/3 részét tudna
megeépiteni, vagyis végez az ¥a résszel el.

ISMERETEK RENDSZEREZESE, KIBOVITESE

37 (8)

Feladatlapok kiosztasa, 1. feladat.

Bob kecskéket, Kevin juhokat tart a gazdasagban. Egy szekér
széna a juhoknak 3 hétre, a kecskéknek 6 hétre elegendd. Bob és
Kevin megegyeznek, hogy kdzdsen hasznalnak fel egy szekér
szénat. Hany hétre lesz elegend6 a takarmany?

Onalléan dolgozz!
A téglalap egy szekér szénat jelképez. Satirozd a téglalapot annak
megfelelden, hogy egy hét alatt mennyi fogy el beldle!

juhok kecskék  egyitt

Egy hét alatt egy szekér széna hanyad részét ették meg egyiitt az
allatok?

Kérdezés

egyéni

feladatlap

Az 6néllé munka
végét egy cikk-
cakk vonal jelzi.
Eddig a vonalig
haladjanak a
didkok, uténa
osztalymegheszél
és.
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Az eredményed alapjan kdvetkeztess arra, hogy hany hétre
elegend6 egy szekér széna, és valaszolj a feladat kérdésére!

3 (11) | Osztalymegbeszélés. megbeszélés, Frontalis feladatlap, A tanuldk ekkor
Koz6sen dolgozunk tovabb szemléltetés kivetitd mar csak a Cikk-
A téglalap egy szekér szénat jelképez. Satirozd a téglalapot annak cakk vonal alatt
megfeleléen, hogy egy hét alatt mennyi fogy el bel6le! dolgozhatnak, a
felette 1évo
részhez nem
nyulhatnak!
|
juhok kecskék  egyutt
Egy hét alatt egy szekér széna hanyad részét ették meg egyiitt az
allatok? 3/6 részét, vagyis a felét.
Az eredményed alapjan kovetkeztess arra, hogy hany hétre
elegendd egy szekér széna, és valaszolj a feladat kérdésére! Mivel
a felét 1 hét alatt ették meg, ezért 2 hétre lesz elég a széna.
5’ (16) | Megoldas egyenlettel: A feladatlapon

egyeddl 1 hét alatt x hét alatt
(1 hét) (rész) (rész)
juhok 3 1/3 x/3

szerepld tablazatot
kdzbsen toltjuk ki.
Felirjuk és
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kecskék 6 1/6 x/6 megoldjuk az
,3_( +§ — egyenletet.
2X+X=6
3X=6
X = 2, vagyis 2 hétre elegendé a széna.
Iv. ISMERETEK ALKALMAZASA
5’ (21) | A kozosen felépitett varat harman fogjak kitakaritani, mert szép Kérdezés Egyeni feladatlap A feladatlap bal
korulmények kozott akarjak a focimeccset nézni a tévében. Kevin oldalan dolgoznak
egyedil 3 6ra alatt takaritana ki a varat, Stuart szintén, Bob pedig a tanuldk, az
két ora alatt. A mérkézés 55 perc mulva kezdddik. Kitakaritanak- ,,Onalléan” felirat
e addigra? alatt.
3’ (24) | Megoldas: Kérdezés, Frontalis feladatlap, A feladatlap jobb
Abréazolva: megbeszélés, kivetité oldalan, a
szemléltetés ,, KOzdsen
dolgozunk

Kevin Stuart Bob

Az adatok az &bra alapjan tablazatba rendezve:

egyedul (6ra)

1 6ra alatt
(rész)

X Ora alatt
(rész)

tovabb” részhez
kerul a feladat
helyes megoldéasa.
A bal oldalhoz ne
nyuljanak akkor
sem, ha hibas
szamolas van
rajta.
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Kevin 3 1/3 x/3

Stuart 3 1/3 x/3

Bob 2 Ya x/2

Egyenlettel folytatva:

*yryr_q

3 3 2
2X+2Xx+3x=6
7X=6

x =~ 0,86 vagyis 0,86 ora alatt végeznek egyditt.
0,86 - 60 = 51,6 vagyis 51,6 perc alatt vegeznek.
Vélasz: Igen, kitakaritanak a mérkézés elétt.

3’ (27) | 3.a) Az Uszomedence az egyik csapon keresztiil 3 dra alatt Kérdezés Egyéni feladatlap Ismét a feladatlap
toltédik fel, a masik csapon keresztiil masfél ora alatt. Mennyi id6 bal oldalan
alatt telik meg a medence, ha mindkét csapot megnyitottuk? dolgoznak a
tanulék.
3’ (30) | Megoldés: Kérdezés, Frontalis feladatlap, A feladatlap jobb
Abrézolva: megbeszélés kivetité oldaléra kerill a

l.csap  Il.csap  egyltt

A vélaszt méar az dbrar6l leolvashatjuk: 1 6ra alatt.
A feladatot tablazattal és egyenlettel is meg lehet oldani:

helyes megoldés.
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egyedul (6ra) 1 6ra alatt X Ora alatt
(rész) (rész)

I.csap 3 1/3 x/3
Il.csap 15 2/3 2x/3

Xy 2x _ 1

3 3

X+2x=3

3x=3

x =1, vagyis 1 ora alatt telik meg igy a medence.

8’ (38) | 4. A sajat feladatom. Kérdezes Egyéni feladatlap A tanulo készit
egy hasonlé
problémat és
megoldja azt.

3. ERTEKELES
1’ (39) | Dicséret, az 6raval kapcsolatos kérdések megbeszélése. dicséret Frontalis Kivetité
4. HAZI FELADAT
1’ (40) | Hazi feladat: A 3. feladat b) része lehet hazi feladat vagy Frontalis Feladatlapok

szorgalmi.

Az Usz6medence két csapon keresztiil tlthetd. Az egyik csap 3
oOra alatt t6lti meg a medencét, a két csap egyutt pedig 2 dra alatt.
Mennyi id6 alatt t61ti meg a medencét a masik csap?

Megoldas:

beszedése!
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egyedul (6ra) 1 6ra alatt 2 Ora alatt
(rész) (rész)
I.csap 3 1/3 2/3
Il.csap X 1/x 2/x
2421
3 X
2X + 6 = 3Xx

6 = x, vagyis a masodik csap egyedul 6 alatt téltené meg a

medencét.
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11.melléklet: Feladatlap — 8.évfolyam, 6todik kisérleti 6ra

1. feladat Név, osztaly:

Bob kecskéket, Kevin juhokat tart a gazdasagban. Egy szekér széna a juhoknak 3 hétre, a kecskéknek 6 hétre elegendd. Bob és
Kevin megegyeznek, hogy k6zosen hasznalnak fel egy szekér szénat. Hany hétre lesz elegendd a takarmany?

Onalléan dolgozz!
A téglalap egy szekér szénat jelképez. Satirozd a téglalapot annak megfeleléen, hogy egy hét alatt mennyi fogy el beldle!

juhok kecskék egyutt

Egy hét alatt egy szekér széna hanyad részét ették meg egyditt az allatok?
Az eredményed alapjan kovetkeztess arra, hogy hany hétre elegend6 egy szekér széna, és valaszolj a feladat kérdésére!

Ko6z0osen dolgozunk tovabb
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A téglalap egy szekér szénat jelképez. Satirozd a téglalapot annak megfelelden, hogy egy hét alatt mennyi fogy el beldle!

juhok kecskék  egyltt

Egy hét alatt egy szekér széna hanyad részét ették meg egyiitt az allatok?
Az eredményed alapjan kovetkeztess arra, hogy hany hétre elegendd egy szekér széna, és valaszolj a feladat kérdésére!

Megoldas egyenlettel:
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2. A kozosen felépitett varat harman fogjak kitakaritani, mert szép kdrulmények kozott akarjak a focimeccset nézni a tévében.
Kevin egyediil 3 6ra alatt takaritana ki a varat, Stuart szintén, Bob pedig két 6ra alatt. A mérkdzés 55 perc mulva kezdddik.
Kitakaritanak-e addigra?

Onalléan Ko6zosen dolgozunk tovabb

3. a) Az uszomedence az egyik csapon keresztiil 3 ora alatt tolt6dik fel, a masik csapon keresztiil masfél ora alatt. Mennyi id6
alatt telik meg a medence, ha mindkét csapot megnyitottuk?
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Onalléan Ko6z6sen dolgozunk

b) Az iszOmedence két csapon keresztiil tolthetd. Az egyik csap 3 ora alatt tolti meg a medencét, a két csap egyiitt pedig 2 Ora alatt.
Mennyi id6 alatt tolti meg a medencét a masik csap?

Onalléan Ko6zosen dolgozunk
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4. feladat Név, osztaly:

A sajat feladatom:

\
=\
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