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Bevezetés

Csaknem két évtizedes matematikaoktatasi multtal arrol szamol-
hatunk be, hogy a matematikatanarok minden remélt igyekezete
ellenére a matematikat tanulé atlagos iskolas axidmakkal kap-
csolatos fogalomalkotasa jelentésen elmarad — legalabbis az
oktaté altal megfogalmazott elvarastél. Tipikusan az torténik,
hogy a tanulé olyan tulajdonsagokat, feltételezéseket is adottnak
vél, amelyek a kiindulasul vett axiomarendszerben nem voltak
benne.

Hogy e téren példaval is szolgaljunk: nem egyszerlien arrdl van
sz0, hogy diak mondjuk kommutativként kezel egy miveletet,
mert természetesnek veszi, hogy a mlveletek kommutativak, s
ezzel szamolasi hibat ejt. llyen esetekben, amikor az oktaté fel-
hivja erre a figyelmet, ,ja persze” valasz érkezik, és a didk a hi-
bat készséggel kijavitja.

Példaul megteszi azt a 1épést, hogy (x +
)’ =x"+ 2xy +y°. Aztan, amikor felhivjuk
ra a figyelmét, hogy a targyalt kérnyezet-
ben a szorzas nem kommutativ, rogton
kijavitjia: (x + )’ =x" + xy + yx + )"

Ezzel szemben, ha példaul arrél van sz6, hogy kik a testvérek:
tudniillik egyazon édesapatol és édesanyatol szarmazé szemé-
lyek; nos, ennek a relacionak a tanulmanyozasakor altalanos
megddbbenést és elutasitast valt ki az a kdzlés, hogy mindenki
testvére sajat maganak. A hallgatoé tehat implicite él azzal a ki-
egeészitd feltételezéssel, hogy testvér csak masvalaki lehet.

A testvér ugyebar ekvivalenciarelacio, s
mint ilyen — reflexiv. Az oktatd kénytelen
ravezetni a hallgatésagot erre a relaciotu-
lajdonséagra, de a megutk6zést nem lehet
elkerdlni.

Ugyanilyen elutasitassal talalkozunk akkor is, amikor az ése (le-
Szarmazottja) relaciot vizsgaljuk. Senki sem hajlandé természe-
tesnek venni, hogy mindenki 6se sajat maganak. Amikor aztan a
legfiatalabb k6zos 6st keressuk egy rokonsag kimutatasa célja-



bol, érdekes eredményre jutunk: azért vagyok rokona apamnak,
mert van a nagypapa, aki a rokonsagot garantalja. Ez megmoso-
lyogtatd, s emiatt a hallgaté végulis beadja a derekat: elfogadia,
hogy apamnak és nekem legfiatalabb k6z6s 6sink maga az
apam. Lathatéan nem szigoru parcialis rendezésrél van sz6,
amelynek az esetében a hallgatéi elutasitas ismét a relacio refle-
xivitasa korul forog. A példakban személyek szerepeltek (testvé-
rek, 6sOk, leszarmazottak), emiatt a reflexivitds okozta meghok-
kenés igen erds. Nem feltétlentl okoz elutasitast példaul az a
kozlés, hogy minden természetes szam osztdja sajat maganak.
A szam elég absztrakt fogalom ahhoz, hogy a kodzlést a hallgato-
sag ugy fogadja mint szabalyt. Am a testvér olyan fogalom,
amelyrdl a hallgaté tudja, hogy mi, nem kell ahhoz szabaly, hogy
értse.

Hasonldképpen a reflexivitas okoz nehézséget az dse relacio ta-
nulmanyozasakor is. A hatareset benne van avagy nincsen ben-
ne a targyalt intervallumban, érvényességi korben — erre a kér-
désre igen eltérbéek a valaszok, és minden valaszado evidencia-
nak érzi a sajat valaszat. Ami azt illeti, a természetes nyelvi for-
dulatok nem segitik az analdgiak rogzilését. A szényeg faltol-fa-
lig ér: ez azt jelenti, hogy a sz6nyeg nem megy be a fal ala. De
az, hogy az Uzlet hétf6tél péntekig van nyitva, az igenis azt jelen-
ti, hogy az Uzlet hétfén is és pénteken is nyitva van. Elvalasztasi
rendszerek cimi fejezetinkben részben éppen ennek a kérdés-
nek az axiomatizalasi lehetéségeit igyekszunk koruljarni.

Szeretnénk nyomatékositani azon allaspontunkat, mely szerint a
matematikadidaktikai célok és megfontolasok hatékére nem ér
véget az altalanos- és kozépiskolai matematikaoktatassal. Meg-
gy6zbdésunk, hogy jelen dolgozatunkban ajanlott eszk6zdkkel
jelentés eredmények érheték el akar a felséoktatas bevezetd
studiumaiban is.

Jelen dolgozat harom teruleten végez axiomatikai vizsgalatokat.
Mindharom esetben didaktikai ajanlattételre vallalkozik: tanarok,
elbaddk szamara kinal megkozelitési lehetéségeket.

A harom terulet kdzul az elsével a mar emlitett Elvalasztasi rend-
szerek c. fejezet foglalkozik, amelyben Eukleidész posztulatuma-
ibdl kiindulva roégzitink egy sajat axiomarendszert, s megvizsgal-



juk, milyen geometria tanulmanyozasara ad lehetéséget ez a ki-
indulas.

Az axiobma és a posztulatum szd kozott
— bar ismerjuk annak torténelmi eltére-
seit — jelen 6sszefliggésben mar nem te-
szunk kilénbséget.

Figyelemreméltd, hogy egy ilyen egyszeri axidmarendszer mi-
lyen messzemend kovetkeztetések megtételére ad lehetbséget.
Ha adva van példaul egy sik egészkoordinataju racspontszerke-
zete, és szomszédosnak mondjuk azokat a racspontokat, ame-
lyeket Osszekotd szakaszon nincs racspont, azt kapjuk, hogy
egy-egy racspontnak végtelen sok szomszédja lesz.

Egy adott (¢, b) racspontnak (x, y) a
szomszédja, ha a — x és b-y egeészek
relativ primek. llyen (x, y) barmely (a, b)-
hez nyilvanvaldan végtelenul sok van.

Ugyancsak mély meggondolast fog jelenteni az a tavolsagfoga-
lom, amely két pont tavolsagat a kozrefogott pontok szamaval
hozza dsszefliggésbe.

Ebben a megvilagitasban azt kapjuk,
hogyha a teljes sik a racsszerkezettel
egyutt egyenletesen tagul, akkor a bar-
mely racsponton helyet foglalé megfigye-
16 ebbdl a tagulasbél nem vesz észre
semmit. (Hiszen a tavolodo racspont és a
megfigyel6 racspontja kdzotti kdzrefogott
pontok szdma nem novekszik.) Azt is
mondhatnank, hogy ha egy tagulé szoba-
ban Glink, de mi magunk is tagulunk, to-
vabba a keziinkben levé méterrud is tagul
(ami jelen esetben fontos: nyulik), akkor a
szobat mindig ugyanakkoranak meérjuk.
Edwin Hubble mégis észrevette a vilag-
egyetem tagulasat, amibdl az kdvetkezik,
hogy kell legyen egy abszolut, a tér tagu-
lasatol fliggetlen méterrudunk. Es csak-
ugyan van: ez a fény hullamhossza.



Fontos eredménynek érezzlk, hogy az axiomarendszer segitsé-
gével olyan didaktikai modellek bemutatasara nyilik lehetéség,
amelyek jo lehet6séget kinalnak a Dedekind- illetve a Cantor-féle
tulajdonsag vizsgalatara; ezeknek a fogalmaknak az elmélyitésé-
re — és végul demonstraljak egymastol valé fuggetlenségiket.

Ugyancsak jo terepet kinalnak a modellek a nyilt halmaz fogalma
tisztazasara; kiemelt jelent6séget kap ekkor az axiomarendszer
nyilt illetve zart alternativaja. Ugy véljiik, didaktikai szempontbdl
ertékesek a topoldgiai parhuzamok, és a véges modellek le-
szamlalasakor adodé szamelméleti problémafelvetések, megfon-
tolasok.

Mar a kicsi gyerek is szereti szétszedni karacsonyra kapott auto-
jat, minden apuka nagy bosszusagara. Az analizis iranti igény, a
deduktiv megkdzelités alapvetd a megismerési folyamatban. En-
nek a torekvésnek a vizsgalatara iranyitja a figyelmet a masodik
fejezet (Primek), amely algebrai strukturak tovabb nem bonthaté
épitékdveinek — primjeinek — felkutatasaban szolgal didaktikai
javaslattal. A primfogalom axiomatizalasaval annak nagyléptéki
kiterjesztését éri el, s matematikai eszkozt is ajanl a primek kuta-
tasanak céljara.

A Primek c. fejezet legjelentésebb didaktikai eredménye a fel-
bonthaté primeket tartalmazé egységelemes félcsoport bemuta-
tasa. A matematikadidaktikai irodalom a primtulajdonsagot és a
felbonthatatlansagot kvazi szinonimaként emliti; ennek a példa-
nak a fényében a két tulajdonsag eltérései — és ugyanakkor a
koztuk meglevé mély fogalmi és formai analégia is — elmélyul-
tebben tanulmanyozhato.

Akarcsak az els6 fejezetben, a masodikban is bemutatunk egy
téliink szarmazo algebrai strukturat. Ez — az un. HT-rendszer —
bizonyos, j6l ismert programozastechnikai fogalomnak, a karak-
terlancokon értelmezett head és tail figgvénynek nyuijt kitagitott
ertelmezési lehetéséget, mialtal hozzasegit azok megalapozot-
tabb megértéséhez; jelentéségét azonban a primek elballitasa,
leszamlalasa terén nyeri el: bemutatunk altala egy eszkozt,
amellyel primek a ,szorzas” mivelet ismeretében, mint e szor-
zasnak az atomjai (tovabb nem ,szeletelhetd” elemei) allnak elé.
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Végul hatékony atfogalmazasnak érezzik azt a definiciot, ame-
lyet a Primek fejezet végén az ikerprim fogalmara adunk, mellyel
az ikerprimek vizsgalata jelentésen kiterjeszthet6 a természetes
(avagy egész-) szamokénal altalanosabb strukturakra.

A Bevezetés elején leirt ellenérzés, amelyet a testvérfogalom
axiomatikus megkozelitése valt ki, kimondott paradoxonhatast
eredményezhet legalapvet6bb fogalmaink targyalasakor. Ezért a
harmadik (Ciklikus halmazok) fejezetben szemlgyre vesszik
legalapvetébb — a halmazelmélet felépitését célzé — axiomaink
némelyikét, hogy e vizsgalattal didaktikai utvonalat ajanljunk, és
néhany kapcsolddé terlletre ratekintve kutatasi témat is kinal-
junk.

Ebben — a harmadik — fejezetben az altalanos iskolai illetve
Szakkoéri foglalkozasok didaktikai kelléktaranak is nyujtunk kina-
latot, amint azt [0.1] cikklinkben részletesen is bemutattuk. A fia-
talabbak szamara is kdzkeletli és vonzé olyan fogalmakkal, mint
példaul a kdzdsségi portalok csoportjai, kdnnyebben tudjuk ma-
tematikailag is szigoru megvilagitasba helyezni halmazelméleti
alapfogalmainkat. (A cikk mindenre kiterjed6en bemutatja az el-
végzett kisérleteket, azok kiértékelésével egyutt, ezért ezeknek
bemutatasat jelen dolgozatban mell6ztik.)

A kulonbozd axiomaknak eleget tevé véges ,univerzumok” le-
szamlélasanak feladatkore, amelyet a ,bekorongozasnak’ elne-
vezett eljarassal interpretalunk komoly kihivast nyujthat akar a
fels6oktatasban is a matematikusképzés elsé évfolyama szama-
ra. Ugyanezek a problémak egyszersmind kivalé programozasi
feladatokat is kinalnak a programozdé / programtervezé matema-
tikusok képzése keretében; esetikben akar a magasabb évfolya-
mokon is.
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Jelolések

A dolgozatban alkalmazott sajat jeldléseket (pl. bontas) az elsé
el6fordulaskor bevezetjuk.

gUl TR

logikai ES

logikai VAGY, avagy a halmazjeldlés elhatarold jele
logikai NEM

logikai implikacié

logikai ekvivalencia

a szam abszolut értéke

A halmaz elemszama

A halmaz komplementere

az ureshalmaz

természetes szamok

pozitiv természetes szamok (ugyanigy pl. Q)
egészszamok

racionalis szamok

valés szamok

komplex szamok

A kvantorok, az unid, a metszet, a Descartes-szorzat mlveletek,
az eleme, nem eleme, halmaztartalmazasi és a hagyomanyos
egyenl6, nem egyenl6, kozelitbleg egyenld, kisebb, nagyobb
(vagy egyenld) relaciok jeldlése valamint a ,végtelen” szimbdlum
a szokasos.
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Elvalasztasi rendszerek

Bevezetés az 1. fejezethez

Motto: O azonban athaladt kézéttiik. ... 'V

Amikor az ETO (Egyetemes Tizedes Osztalyozas) kategoriai de-
finialasra kertilnek (ez a folyamat beérkezett javaslatok alapjan
egy nemzetkdzi kdzpontban torténik), akkor senki nem foglalko-
zik egyikkel sem azon gydjtemények kozul, amelyeket majd az
ETO segitségével fel fognak tarni. Vegyuk példaul az Orszagos
Széchényi Konyvtar tdbbmillié cimes gyljteményét! Ebben lehet-
nek olyan dokumentumok ,kdzel” egymashoz, amelyeket az
ETO ,tudorai” tavolra helyeztek, és persze forditva ugyanigy. (Az
ETO egy fa, amelyben a tavolsagot kézenfekvéen a két csomo-
pont kozotti ut hossza adja — ismeretes, hogy ez a mérték egy
faban metrikat ad.) Ugyanezeket a megallapitasokat tehetjuk a
természetesnyelvi targyszorendszerekkel kapcsolatban is; bar e
tezauruszok sohasem egyetemesek, és ezért ez a torzité hatas
némileg merseklodik.

E fejezet célja tobbrétli. Egyrészt arra teszlink kisérletet, hogy a
fenti munkamddszerrel ellentétben nem kivanjuk elére megmon-
dani, hogy egy gylijtemény (halmaz) bibliografiai leirasai (elemei)
kozott melyek vannak tavol illetve kozel; azaz nem egy a priori
kész metrikat akarunk alkalmazni a halmazra, hanem abban bi-
zunk, hogy a halmaz majd el6allitja sajat metrikajat. A munkahi-
potézis szerint a halmaz elemeinek tavolsaga (kdzelsége) maga-
bél a halmaz szerkezetébdl fakad: azok az elemek vannak egy-
mastdl tavol, amelyek kéz6tt sok egyéb elem talalhato, és azok
vannak kozel, amelyek kbzétt kevés. Hogy e definicionak értel-
me legyen, definialni kell a ,k6z6tt” fogalmat, azaz meg kell tudni
mondani, hogy két elem mikor fog kézre egy harmadikat.

Masrészt az is célunk, hogy az igy absztrahalt kérdés axiomati-
kai vizsgalatanak tanulsagait levonjuk. Az elvalasztas (kdzrefo-
gas) négy axiomaja t6link szarmazik abban az értelemben, hogy
mi valogattuk 6ssze éppen ezt a négyet. Az altalunk ,folytatas-
axiomanak” illetve ,keveredésaxiomanak” nevezett posztulatu-
mokat mar Eukleidész is kozli (majdnem pontosan ebben a for-
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maban’), majd kilénbdzd variansokkal dolgozott Pasch [1.2],
Dedekind [1.3] és Cantor [1.4]. A szimmetria a kdzrefogas fogal-
mahoz olyan evidens modon tartozik hozza, hogy az axidma ide-
vételét — ugy gondoljuk — nem kell indokolni. A legtobb ,fejfa-
jast” a nyilt illetve a zart rendszerek megkulonboztetése, azaz a
,hataraxiomanak” nevezett kovetelmény bevezetése okozza. Az
axiomatikai vizsgalat talan éppen e téren lesz a legérdekesebb.

Alapveté fogalomalkotas

Definicio (1)
Legyen A tetszbleges, nem Ures halmaz! Egy E <
A relaciordl azt mondjuk, hogy nyilt elvalasztasi
relacio, ha

E1NY (a,b,a) £ E (hataraxioma)

E2 (ab,c) € E = (c,ba) € E (a szimmetria axi-
maja)

E3NY Va b#aedFc ed: (abc) € FE (folytatas-
axioma)

E4NY (a,b,c) € E = (b,a,c) £ E (keveredésaxioma)

Szdéhasznalat:

A késbbbiekben, ha a ,nyilt” jelzét elhagyjuk, mindig nyilt elva-
lasztasi relaciot ertink alatta. Amikor majd zart elvalasztasi rela-
ciérol fogunk beszélni, a jelz6t mindig hasznalni fogjuk. E1NY,
E3NY és E4NY tulajdonsagot (axiomat) ezutan E1-gyel, E3-mal
illetve E4-gyel jeloljuk.

Jelolés:

A kényelem kedvéért a tovabbiakban az (a,b,c) € E tényt egysze-
rien abc-vel jeloljuk.

"L [1.9)!
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Széhasznalat:

Ha abc fennall, a kdvetkez6ket mondjuk: b elvalasztja a-t és c-t;
b a és c kozott van; a és ¢ kozrefogja »-t. Ha 4 halmaz felett E
elvalasztasi relacié adott, akkor rélunk, mint (4, E) elvalasztasi
rendszerrdl fogunk beszélni. EQy konkrét 4 és E esetén modellt
mondunk. Szdhasznalatunkban a modell elemszama (illetve
szamossaga) A elemszama (szamossaga). Amikor az E elem-
szamarol (szamossagaroél) beszélink, relacio-elemszamot
mondunk. Az ({a},©) modellt trivialis modellnek nevezzik.

Korollarium (1)

Az axidomarendszer egyszer( kovetkezménye, hogy
—Fa, b € A, hogy aab vagy abb fennallna. Tudniillik
aab eleve ellentmond E4-nek, masfeldl, ha abb, ak-
kor E2 miatt bba, ami ismét ellentmond E4-nek.

Korollarium (2)

Ugyancsak kovetkezik az axiomarendszerbél, hogy
abc = —ach; hiszen abc maga utan vonja cha-t (E2),
ami E4 miatt kizarja mind bca, mind ach fennallasat.

Lemma (1)

Legyen (4, E) elvalasztasi rendszerben 4| = n.
Ekkorn(n—1) <|E| <n(n—1)(n—2) /3.

Bizonyitas:

E3 miatt minden a, b #a € A parhoz kell lennie har-
masnak E-ben, ezért E elemszama nem lehet keve-
sebb, mint n(m — 7). E1 és Korollarium (1) kizarja,
hogy egy E-beli harmasban két egyforma elem le-
gyen, emiatt E elemszama legfolijebb nn — 1)(n — 2)
lehetne. Am E4 minden E-beli harmassal kizar a to-
vabbi lehetéségek kozul kettét, igy £ elemszama
nem lehet n(n — 1)(n — 2), hanem annak csak a har-
mada.
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Példak:

Egy algebrai struktura tanulmanyozasara legalkalmasabbak a
mar ismert illetve a véges modellek. Példak generalasa érdeké-
ben kimondunk két lemmat:

Lemma (2)

Bizonyitas:

Legyen A4 olyan teljesen rendezett halmaz, amely-
nek nincs se szuprémuma, se infimuma, illetve, ha
van, akkor ezek nincsenek 4-ban. Ekkor az

abc©a<b<c‘a>b>c

definicidval adott relacioé elvalasztasi relacio.

E1 a szigoru egyenl6tlenségek miatt fennall. E2 a
definiciobol nyilvanvalé. E3 biztositasahoz volt
szukséges kimondani, hogy 4 vagy ne legyen kor-
latos, vagy, ha igen, akkor ne tartalmazza torlédasi
pontjait; igy, ha pl. a < b, akkor mindig lehessen
egy b < c tulajdonsagu c elemet talalni. E4 az A tel-
jesen rendezett volta miatt ismét nyilvanvalo.

Széhasznalat:

A Lemma (2)-ben bemutatott elvalasztasi relaciot hagyoma-
nyos elvalasztasi relacionak fogjuk hivni, és H-val fogjuk jeldini.

Elvalasztasi rendszerek generalasa algebrai struk-
turak segitsegével

Lemma (3)
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Legyen G csoport a kdvetkez6 tulajdonsagokkal:
1. |G| > 1

2. VabeG:a=b =a=b

3. VabeG:a'=b=a=b



Bizonyitas:

4. G Abel-csoport

Az ilyen csoportot elvalasztasi csoportnak fogjuk
nevezni, és allitjuk, hogy az

abc < a #c, ac = b

definiciéval nyert relacioval G elvalasztasi rendszer.

E1 teljesul, mert aba-t a definicio kizarja, E2 teljesul,
mert G Abel-csoport. E3 teljesulése azt jelenti, hogy
az abx, azaz ax = b’ egyenlet minden a és b =a
esetén megoldhaté. Valéban, mert G csoport
x =a’'b’. Allitjuk, hogy ez az x mindig megfelel, tud-
niillik se nem 4, se nem b. Ha ugyanis a5’ = a, ak-
kor a° = b’, ahonnan G 2. tulajdonsaga miatt « = b
kdvetkezik, ha pedig b’ = b, ebbél azonnal a = b
kovetkezne. Végul belatjuk, hogy E4 is fennall: Te-
gyuk fel tehat, hogy abc és bac egyszerre teljesul
valamely a #b, b #c¢, ¢ #a harmasra! Ekkor ac = b’
és bc = a’ teljesiilnek, ahonnan c-re tAmaszkodva a
b’ = b'd’, amib8l &’ = b’ adddik. Ez viszont G 3. tu-
lajdonsaga miatt azt jelenti, hogy a = b. 1

Kovetkezmények:

1.

Elvalasztasi csoport nem lehet parosrendl. Valo-
ban, a véges Abel-csoportok alaptétele szerint pa-
rosrend( Abel-csoportban direkt oszté a kételem(
ciklikus csoport, amelyben az e egységelem melletti
a elemre &’ = e, midltal sériil az elvalasztasi csopor-
tok 2. tulajdonsaga.

. Elvalasztasi csoport rendje nem lehet oszthatdé 3-

mal. Valéban: ha egy véges Abel-csoport rendje
oszthatd 3-mal, akkor talalhaté benne 3-elem cikli-
kus csoport, mint direkt osztd, melynek elemeire
¥ = e all fenn, mialtal séril az elvalasztasi csopor-

tok 3. tulajdonsaga.

Elvalasztasi csoport rendje legalabb 5. Ha |G| = 1
lenne, akkor nem lenne benne a # ¢ tulajdonsagu
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Példak:

két elem, azaz nem adna elvalasztasi rendszert
(pontosabban csak trivialist adna). Az el6z6 meg-
fontolasok alapjan pedig lathato, hogy |G| nem le-
het 2, 3 és 4.

. (Z,+) — az egészszamok halmaza az 6sszeadas-

sal — elvalasztasi csoport.

. (0",) — a pozitiv racionalis szamok halmaza a

szorzassal — elvalasztasi csoport.

Az m-modulusu kongruenciak az dsszeadassal el-
valasztasi csoportot alkotnak, ha m paratlan, m nem
oszthaté harommal és m > 5.

Az m-modulusu kongruenciak szorzasa sohasem
alkot elvalasztasi csoportot. (Tudvalevé egyébként,
hogy a kongruenciak szorzasa csak akkor csoport
— az m = 0 Kivételével —, ha a modulus prim. Ha
m = 2, akkor a 3. Kdvetkezmény miatt nem lehet el-
valasztasi csoport, ha m > 2, akkor pedig egy k = 0
esetében -k (k-nak a kongruencia szerinti additiv in-
verze) mindig eltér 4-tél, ennek ellenére ¥ = (-k)°.)

Lathatd, hogy az elvalasztasi csoport fogalma a szamtani illetve
a mértani kozép altalanositasa csoportokra. A gondolatmenetet
folytatva az abc definicidjaban pl. az a’b = b’ kdvetelményt elhe-
lyezve egy sulyozott k6zéphez jutunk. Erre a kiterjesztési lehet6-
ségre vilagit ra a kovetkez6 lemma:

Lemma (4)
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Legyen R egységelemes gydri. A gydri additiv
egységelemét jeldlie 0, a multiplikativat jeldlje 1.
Ideiglenesen bevezetjuk azt az irasmddot, hogy a
gyurl elemeit félkovér karakterekkel irjuk: Legyen n
e N, és jeldlje na az a + a + ... + a n-tagu 0sszeget
R-ben. E jeldlés mellett jeldlje 0, 1, 2, ..., k,... a 01,
11, 21, ..., kI,... gyUrGelemeket. Ezeknek az elemek-



Bizonyitas:

nek a halmazat jel6ljuk L-lel. Megallapodunk abban,
hogy hai,j e N, i #j &il = j1, akkor a szobanforgo
gylrlelem jeléll a kisebbik természetes szamot va-
lasztjuk. Megemlitjuk, hogy L részgylrl R-ben; L le-
het véges vagy végtelen halmaz — ha R véges, ak-
kor nyilvanvaloan L is véges, de, ha R végtelen, ak-
kor L lehet véges is és végtelen is. Rogzitslink ez-
utan egy k € L elemet az alabbi tulajdonsagokkal:

— k nem bal oldali nulloszté

— k-1 sem bal oldali nulloszto

— K —ij nem bal oldali nulloszt6 semmilyen i, j
{1, 2, ... k— 1} esetén

(Innentdl a gylrdelemeket nem emeljuk ki félkdvér
szedéssel.) E rogzitett £ mellett vezessuk be a ko-
vetkez§ relaciot:

abc <a #c, €s Fi €{l, 2, ... k— 1}, ugy, hogy i nem
bal oldali nulloszté, k£ —i sem bal oldali nullosztd, és
(k — i)a + ic = kb. Amennyiben az igy nyert relacio
nem ures, ugy R elvalasztasi rendszer ezzel a rela-
cioval.

A bizonyitashoz elérebocsatunk két megjegyzést:

M1: I e L biztosan nem (bal oldali) nulloszt6 (ez
ugyanis /x = 0 < x = (0 miatt lehetetlen).

M2: Ha R nem kommutativ gylrQ, L elemei egy-
mas kozt akkor is felcserélhetbek, tudniillik: i
=iljl =ijl = jil =jlil = ji.

Most ratérunk a bizonyitasra:
E1 axioma kdzvetlenll teljesul a definicidbdl.
E2 teljesll, mert ha abc fonnall, akkor 7i € {1, 2, ...

k — 1}, ugy, hogy i nem bal oldali nulloszté, k& — i
sem bal oldali nullosztd, és (k-i)a + ic = kb. Ez
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utan j = k— i valasztassal: ja + (k—j)c = (k- j)c + ja
= kb; azaz cbha.

E3 axidma sérul, ha abx ,egyenletet’ a = b esetén
nem lehet megoldani x-re. Allitjuk, hogy az x = kb —
(k — 1)a valasztas minden esetben kielégiti az abx
.egyenletet’; tudniillik i-t /-nek valasztva (I. M1
megjegyzes):

(k— Da + 1(kb— (k- 1)a) = kb

Belatjuk, hogy az igy nyert x mindig megfelel, vagy-
is, hogy x nem lehet sem a, sem b, hiszen, ha:

kb—(k—1)a=a — és ekkor:
kb = ka (k nem bal oldali nulloszto)
b=a — amit kizartunk;

masrészt, ha:

kb—(k—1)a=b

(k—1)b—(k—1)a =0

(k—1)(a—b) =0 (k-1 nem bal oldali nulloszto)
a-b=20

a=>b — amit kizartunk;

E4 axidoma séril, ha abc mellett ach fennall (.
Korollarium (2)). Megmutatjuk, hogy abc és ach ki-
zarjak egymast. Tegyuk fel ugyanis, hogy abc és
ach, azaz:

(k—1i)a +ic=kb / -j (balrdl)
(k—j)a +jb = kc / -k (balrdl)

jk—i)a + jic = jkb
k(k—j)a + kib = Ic

k(k—j)a + j(k—i)a + jic = I’c (1. M2 megjegyzés)
Ka—kjia + jka — jia + jic = kK¢

jifc—a) =kK(c—a)

(K ~ij)lc—a)=0



Am feltettiik, hogy &’ — if nem bal oldali nulloszté, s
minthogy ¢ #a, ezért (K — ij)(c — a) = 0 nem lehetsé-
ges. [

Néhany megjegyzés a gyliriibol generalt elvalasztasi
rendszerre

— Nem mindig lehet alkalmas -t talalni. Ha pl. a
gylriben a + a = 0, (Boole-gydr(), akkor a 0, 1,
2, ... k ... elemek igy alakulnak: 0, 1, 0, 1, ...;
azaz L = {0, 1}. Ennélfogva, ha k = 1 (s igy nem
nullosztd), akkor £ — I = 0 (azaz nullosztd); al-
kalmas k tehat nincs.

— Ha viszont van alkalmas k, akkor alkalmas i
mindig van, tudniillik az i = / valasztas mindig
megfelel a célnak.

— Elképzelheté ugyanakkor, hogy csak egyetlen
alkalmas i van, hiszen pl. k£ = 2 rogzitése ese-
tén csakis az i = 1 valaszthato.

— Alkalmas k és i Iéte mar garantalja, hogy a rela-
ci6 nem lesz ures, tudniillik / és k£ + I mindig
kozrefogja i + 1-et (Iévén, hogy (k—i)l + itk + 1)
=k—itik+ti=ki+k=k(i+1)).

— Adott a és ¢ esetén (még, ha ¢ — a nem is 0),
nem biztos, hogy létezik alkalmas b. Ez azt je-
lenti, hogy nem barmely két elem fog kdzre har-
madikat, hanem csak bizonyosak. Ez a helyzet
azonban csak végtelen gylriben fordulhat eld,
hiszen véges gylriben minden elem vagy null-
oszté vagy egység, ezért k£ (Iévén, hogy null-
osztd nem lehet) egység. igy — minthogy alkal-
mas i, mint lattuk mindig létezik — adott a-hoz
és c-hez mindig lehet b-t talalni, tudniillik: 5 =
K'(tk=i)a + ic).

A legkisebb modell — és tovabbi modellek

Mekkora a legkisebb nem trivialis modell?
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A vélaszhoz vezet6 megfontolasokat félig-meddig mar megtettik
Lemma (3) kdvetkezményeinek targyalasakor. Most a gydri-mo-
dell fel6l nézve haladunk:

Ha valamilyen mod n maradékgylribdl szeretnénk generalni el-
valasztasi rendszert, hamar belathatjuk, hogy » nem lehet paros,
ugyanis ezekben a maradékgyirikben minden masodik elem
nullosztd, azaz alkalmas -t nem lehet talalni, hiszen, ha k£ nem
nullosztd, akkor k — 1 az lesz. Vizsgaljuk a mod 3 maradékgyarit!
Itt L =70, 1, 2}, ahol 0 és I nyilvan nem felel meg k-nak, de 2 sem,
mert 2° = ], és az ij szorzat is csak / lehet (hiszen mind i, mind j
eleve csak I lehet). A mod 5 maradékgylrlibdl k£ = 2 rogzitése
mellett adédik az alabbi modell, amely egyben a legkisebb nem-
trivialis modell’:

M1 ({a, b, c,d e}, {(a b, c) (a c e) (a d b),(a e d), (b a,e)), (b,
¢, d), (b, d a) (b e ) (c,ad)),(cb a)(de),(eb)@,a,
¢, (d b e)(dcb) e a) la,b) (e b d), (e c, a), (e d,
c)})

" Ezt az allitast bizonyitds nélkul kdézdljuk; de az Olvasé prébalgatassal
viszonylag konnyen meggy6z6édhet arrél, hogy kisebb modellt, illetve M1-gyel
nem izomorf 6telemi modellt nem lehet talalni.
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1.1. abra

A rajz értelmezése: Az 6tszdg keruletén minden elemet kdzrefog
a két szomszédja (igy tehat a-t b és ¢) valamint a két masodik
szomszédja (azaz megint a-t ¢ és d). (A vastagitott vonalaknak
megfelel6 elemharmasok az abrat megel6z6 felsorolasban félko-
vérek.)

A fenti modellt R(5, 2)-vel fogjuk jeldIni. (R(n, k) jeldljUk a mod n
maradékgylribél i régzitésével nyert elvalasztasi rendszert.)

M1-hez hasonlé tovabbi modellek készitheték: R(n, 2) mind meg-
felel6 modell, ha » nem oszthat6é se 2-vel, se 3-mal. (Ezt az alli-
tast mar bizonyitottuk akkor, amikor belattuk, hogy elvalasztasi
csoport rendje nem lehet oszthat6é se 2-vel, se 3-mal. Az R(n, 2)
additiv csoportja ugyanis elvalasztasi csoport. L. 17. 0.!)

Az illusztracié kedvéért megmutatjuk, hogy 1-t6l 100-ig mely n €
N-ekre, mely k-kal lehet R(n, k) elvalasztasi rendszert késziteni:

n A szbébba johetd k értékek
5] 2
712
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n A szdbba johetd k értékek
1112 |3|4

131213

1712 |31 4

1912|134 6

23 | 2| 3|4 6

25| 2

29|12 |3|4|5]|6 9

3112131415 9

351 2

3712 3|4]|5]|6 8

41 | 2|3 |4]5]|6 8

43 121314 |5]|6 9

47 |2 3|14 |5]|6 819

49 | 2

53|12 |3|4|5|6]|7]|38 10 12

55| 2

50|12 |3|4|5]|6]|7 9|10 12

61l |2 |3|4|5|6|7 10

65 | 2

67|12 | 3145|678 10 14
7112314 |5|6]7]|8 10 16
7312 (3145|678 12

77| 2

79123145678 12 15
83 |2 (3|4 |5|6|7|8|9]10]| 11|12 15
85| 2

89 |2 |3|4|5|6|7|8|9]|10 15 18
91 | 2

95 | 2

97 |2 | 314 |5|6|7|8]29 12 15| 16

Erdekes kérdés, hogy nem algoritmikus Gton (tehat valamilyen
zart algebrai alakban) hogyan lehet egy adott n-hez a megfelel6
k-kat megkapni.

Annak vizsgalata sem érdektelen, hogy milyen és mennyire éles
csak n-t6l fuggd felsé becslés adhaté a széba johet6 legnagyobb
k értékre. Erre vonatkozolag a kovetkezdt mondhatjuk: R(n, k) re-
lacio-elemszama n(n — 1)(k — 1), hiszen minden intervallumban
k- 1 osztépont van. Eszerint n(n — I)(k — 1) <nm -1)(n -2)/3,
ahonnan k <(n + 1) /3. Ez a becslés biztosan j0, és n = 5-nél és
n = 11-nél be is all, valamint n = 7-nél és n = 19-nél gyakorlatilag
beall, egyelére nem tudjuk, magasabb r-ekre van-e élesebb.
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Természetesen nem Allitjuk, hogy csak ezek a véges modellek
léteznek; a késdbbiekben be fogunk mutatni pl. 6-elemi modellt
is. (Meg fogjuk mutatni — I. Korollarium (7) —, hogy minden n >
4-re létezik n-elemi elvalasztasi rendszer.) Mindossze annyit alli-
tunk, hogy gyirikb6l a Lemma (4) szerinti médon lehet elvalasz-
tasi rendszereket generalni; véges gylrikbél pedig természete-
sen véges modellek keletkeznek — amelyek megkonnyitik az el-
valasztasi rendszerek tanulmanyozasat.

Megjeqyzés:

E generdlasi eljaras kapcsan felvetédhet
az a kérdés, hogy a véges testek —
melyek ugyszintén gydrik — nem
nyujtanak-e tobbletet a maradékgytrik-
héz képest; azaz nincsenek-e tovabbi
lehetéségek elvalasztasi rendszerek ge-
neralasara esetleg mas, alkalmas -k va-
lasztasaval. (A hangsuly ebben a kérdés-
ben a tovabbi alkalmas 4k fel-
bukkanasanak lehetéségén van.) A
valasz nemleges. Tudvalevé ugyanis,
hogy minden véges test ugy all el6, mint
egy primszamrendd maradékgylri (azaz
test) feletti valahany dimenziés algebra.
Egy ¢ =p"-rendli testben a p-rendi
primtest résztestként van jelen, és ezért
tartalmazza a multiplikativ egységelemet,
az [-et. Ennélfogva vilagos, hogy a ¢-
rendl testben a fent bevezetett L halmaz
{0, 1, 2, ..., p—1}, azaz a szbba johet6 i-k
ugyanazok, mint az R(p, k)-kban. (Ennek
megvilagitasara bizonyitas nélkul kozol-
juk, mert nyilvanvalonak érezzik, hogy
ha K,-nel jeldljuk azon ik halmazat,
amelyekkel R, k) elvalasztasi rendszer
generalhato, akkor K, = K, n K,.. Innen
rogton adodik, hogy K, = K, hiszen g =
p".) Eszerint pl. a 25-rendi testben
(GF(25)-ben) is csak a k = 2 valasztas jo-
het szoba, ugyanugy, mint a mod 25 ma-
radékgylrliben. (Mas kérdés, hogy a
GF(25)-bél k = 2 valasztasaval szarmaz-
tatott elvalasztasi rendszer szerkezete
mas lesz, mint R(25, 2)-é. Az ilyen
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szerkezet(i elvalasztasi rendszereket ké-
sO6bb, a szarmaztatott elvalasztasi rend-
szereknél targyaljuk.)

Méretkorlatok

Az E elemszamara vonatkozé korlatok (n(n — 1) < |E| <
nm-1)(n-2)/3 — 1. Lemma (1)) egyuttal tampontot nyujtanak a
kis elemszamu elvalasztasi rendszerek létezésére vonatkozdan
— anélkul, hogy prébalgatassal vizsgalnank éket:

n n(n - 1) n(n - 1) (n - 2)
/ 3

0 0 0

1 0 0

2 1 0

3 6 2

4 12 8

5 20 20

6 30 40

7 42 70

A tablazatbdl lathatd, hogy elvileg létezik az (& ©) modell, ezt a
definicioval zartuk csak ki, az ({a}, ©) modellt neveztik trivialis
modellnek, 2-, 3- és 4-elem( modell azonban elvileg sem létez-
het, mert a hozza szikséges relacié elemszamanak alsé korlatja
nagyobb, mint a fels6. A tablazat bizonyitani nem bizonyitja, de
erd6sen alatamasztja azt a prébalgatassal is ellendrizheté megal-
lapitast, hogy 6telem( modell csak egy van.

Tovabbi példak

M2 A talan legkézenfekvébb modell az egészszamok
halmaza (Z) a hagyomanyos kézrefogassal: (Z, H).

M3 HaR=(Z +, -, és k=2, akkor a kdvetkezd, gylri-
bdl generalt modellt nyerjuk: x és z fogja kdzre y-t,
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abban az esetben, ha x =z, paritasuk azonos, és y
egyenlé szamtani kdzepukkel.

M4  Bemutatunk egy elvalasztasi rendszert Z2? folott is:
(a, b) és (e, f) fogja kozre (c, d)-t, ha (e —a)(d — b) =
(f— b)(c — a), azaz (c, d) rajta van (a, b) és (e, f)
egyenesén, ésa<c<eésbh<d<fvagya>c>e
€sb>d>f azaz (c,d) az (a, b) és (e, f) pontok altal
meghatarozott szakaszon van.

A Dedekind- és a Cantor-féle tulajdonsag értelme-
zése

Definicio (2)

Azt mondjuk, hogy egy (4, E) elvalasztasi rendszer
megjeleniti a Dedekind-féle tulajdonsagot
(avagy: kielégiti a Dedekind-féle feltételt), ha

D1 BNC=D0&BUC=4A&B=z0&KC=T &K
(a, beB = —FceC:ach) &(a, b eC=—-F
c €B:ach)) =
(7d eA:(aeB&becCla=#d&b=d)=
adb)

Szavakkal: Ha van 4-nak olyan két részhalmazbdl allé diszjunkt
osztalyozasa, melyben a halmazok egyike sem ures, és nincs
egyikben sem olyan elem, amely a masikbdl kettét elvalasztana,
akkor van olyan d elem A-ban, amely barmely két, kulonb6z6
osztalyba esé elemet elvalaszt.

Széhasznalat:

Ha (4, E) elvalasztasi rendszer, és B és C A-nak olyan osztalyo-
zasa, amely kielégiti D1 premisszajat (azaz nincs egyikben sem
olyan elem, amely a masikbdl kettét elvalasztana), akkor azt
mondjuk, hogy ez az osztalyozas 4-nak Dedekind-féle feloszta-
sa (osztalyozasa vagy vagasa). Ha egy (4, E) elvalasztasi rend-
szer olyan, hogy nem lehet benne Dedekind-féle felosztast talal-
ni, akkor azt mondjuk, hogy (4, E) trivialisan teljesiti a Dede-
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kind-féle feltételt. Azt (azokat) az elemet (elemeket), amelynek
(amelyeknek) létezését a Dedekind-féle feltétel allitja, Dedekind-
féle ,,d”-elemnek (elemeknek) fogjuk nevezni.

Példak:

Tétel (1)

Bizonyitas:
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M1 olyan modell, amelyben nem lehet Dedekind-fé-
le felosztast talalni, mely modell ezaltal trivialisan
teljesiti a Dedekind-féle feltételt.

M2 olyan modell, amely nem trividlisan elégiti ki a
Dedekind-féle feltételt.

M3 és M4 olyan modellek, amelyek nem elégitik ki
a Dedekind-féle feltételt.

Ha (4, E) elvalasztasi rendszer nem ftrivialisan elé-
giti ki a Dedekind-féle feltételt, akkor A-ban egy
rogzitett felosztas mellett legfdljebb két Dedekind-
féle ,d” elem van.

D1 jeldléseit hasznalva allitjuk, hogy mind B-ben,
mind C-ben legféljebb egy Dedekind-féle ,d’-elem
lehet. Tételezzlik fol ugyanis, hogy pl. B-ben két
Dedekind-féle ,d”’-elem van: e és f. Legyen ekkor g
tetszbleges elem C-bol! Ezekutan fennall, hogy

— efg, mert ' Dedekind-féle ,d”-elem, és e és g
egyike sem f, és kulonboz6 osztalyokban
vannak;

—  feg, mert e Dedekind-féle ,d’-elem, és fés g
egyike sem e, és kulonb6zbé osztalyokban
vannak;

am ez ellentmond E4-nek. [



Definicié (3)

Példak:

Tétel (2)

Ha (4, E) elvalasztasi rendszerben a és b #a € 4
elemekre teljesul, hogy

—Jc €A :ach

akkor azt mondjuk, hogy a és b szomszédos ele-
mek. A viszonyt igy jeloljuk: a «» b.

Semmilyen R(n, k) elvalasztasi rendszerben
nincsenek szomszédos elemek (. errdl a
Lemma (3) bizonyitdsahoz fuzott 5. meg-
jegyzést a(z) 21. oldalon!)

A (7, H) elvalasztasi rendszerben (M2-es
modell) pl. 0 és 1 egészszamok szomszédo-
sak. (Z, H)-ban minden elemnek két szom-
szédja van.

Az M3-as (szamtani k6zepes) modellben a
paros szamok szomszédai a paratlan sza-
mok (és természetesen viszont): M3-ban
minden elemnek végtelen sok szomszédja
van.

M4 is olyan modell, amelyben minden elem-
nek veégtelen sok szomszédja van.

Ha egy (4, E) elvalasztasi rendszer nem trivialisan
teljesiti a Dedekind-féle feltételt, és egy adott oszta-
lyozas mellett két Dedekind-féle ,d”-elem van, ak-
kor azok szomszédosak.
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Bizonyitas:

Tétel (3)

Bizonyitas:

Definicié (4)

A Definicié (2) jeloléseit hasznalva legyen a B-beli
Dedekind-féle ,d"-elem d, a C-beli pedig e. Tegyuk
fol az allitassal ellentétben, hogy nem szomszédo-
sak, azaz 7b € A : dbe. E b elemnek valamelyik
osztalyba kell esnie, legyen pl. b € B. Nyilvan nem
lehet b = d, mert az ellentmondana Korollarium
(1)-nek. De, mivel d ,d"-elem, és b € B és e € C,
ezért bde, ami ellentmond E4-nek. Hasonloképpen
lathatd be, hogy b nem lehet C eleme sem. [

Ha (4, E) elvalasztasi rendszer, és 4-nak van Dede-
kind-féle felosztasa, akkor mindkét osztaly legalabb
haromelemd.

El6szor tegyuk fol az allitdssal ellentétben, hogy az
eddigi jeldléseket hasznalva pl. B egyelem(, és igy
B = {b}. EKkkor nyilvan C = 4 | {b}. Legyen ¢ C-nek
tetszéleges eleme. Am ekkor a Dedekind-féle fel-
osztas kovetelménye miatt nincs a C-nek olyan to-
vabbi, mondjuk d eleme, amellyel cbd lehetne —
ami ellentmond E3-nak.

Most tegyuk fel, hogy B = {b,;, b,}. Ekkor az el6bb

mondottak miatt cb;b, és cb,b; egyszerre fonnall,
ami ellentmond E4-nek. [

Valamely (4, E) elvalasztasi rendszerben a-b nyilt
intervallumnak nevezzik és (a, b)-vel jeldljuk az

(a, b) :={c eA|acb}

halmazt.

A definicié néhany egyszer( kdvetkezménye:
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Korollarium (3) (a,a) =&
Korollarium (4)  (a, b) = (b, a)
Korollarium (5) a©be(a, b)=O

Széhasznalat:
Ha a ,nyilt” jelz6t elhagyjuk, nyilt intervallumot értink alatta.
Definicié (5)

Valamely (4, E) elvalasztasi rendszerben a és b b-
n tali folytatasanak (félegyenesének) nevezzik

és ab-vel, vagy, ha az olvashatésag megkivanja,
a,b-vel jeloljuk az

ab ;={ced]|abc}
halmazt.
Definicio (6)

Ha (a, b) és (c, d) intervallumokra fonnall, hogy a e
(c, d) &b € (c, d), akkor azt mondjuk, hogy (c, d) tar-
talmazza (a, b)-t, és ezt a viszonyt igy jeloljuk: (a, b)
<(c, d).

Figyelem! Az intervallumtartalmazasra
szandékosan nem a c jelet alkalmaztuk,
nehogy azt a félrevezetd latszatot keltsuk,
hogy az egymast a Definicié (6) szerint
JLartalmazod” intervallumok egymast, mint
halmazok is tartalmazzak! A definiciobdl
ez nem kovetkezik. Az illusztracio
kedvéért képzeljuk el, hogy az egész-
szamok halmazan elvalasztasi rendszer a
kovetkez6: x és z egészszamok fogjak
kézre az altaluk meghatarozott szakasz
felez6pontjat, ha az egészszam, illetve
harmadold pontjaikat, ha azok
egészszamok. Ez — mint kdénnyen
belathaté — elvalasztasi rendszer. Ebben
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az elvalasztasi rendszerben (0, 12) = {4, 6,
8} és (4, 6) = {5}. Amint lathato, ¢4, 6) <
(0, 12), de nem igaz, hogy (4, 6) < (0, 12)
lenne.

Igazsag szerint még a < jel hasznalata is
félrevezetd. Az intervallumtartalmazas
ugyanis nem tranzitiv relacié. Legyen
ugyanis (4, E) = (Z, T), ahol T-t ugy
értelmezzuk, hogy x és :z egészek
kdzrefogjak harmadolo pontjaikat,
amennyiben azok egészek: xyz <x, 3,z €
Z &y =min(x, z) t klx—z| /3 k=1 2.
Amint az koénnyen lathatd, (Z, T)
elvalasztasi rendszer. Ugyanakkor ebben
a rendszerben pl. (12, 15) < (9, 18) < (0,
27), de —=((12, 15) <(0, 27)).

Ebben a felfogasban, ahol 4B egyenes

csupan {4, B} v (4, B) v AB v BA (a
feltl nyilrdl 1. Definicié (5)), nem teljesul
Pasch és Veblen 12.25-6s axiémaja (I.
[1.5] 186. o.!). Vegylk ujra azt a példat,
hogy x és z egészszamok fogjak kdzre az
altaluk meghatarozott szakasz felez6-
pontjat, ha az egészszam, illetve
harmadol6 pontjaikat, ha azok egészsza-

mok! Ekkor (0, 12) = /4, 6, 8}; 0,12 = {18,

24, 36) és 12,0 = (-24, -12, -6). Az egész
0—12 egyenes ezekszerint csak {-24, -
12, -6, 0, 4, 6, 8, 12, 18, 24, 36}. Masfeldl
viszont (4, 6) = {5}; 4,6 = {7, 8, 10} és

—_—

6,4 = {0, 2, 3}. Eszerint a 4—6 egyenes a
{0,2,3,4,5, 6,7, 8 10} halmaz. Vagyis 4 s
6 rajta van 0—12 egyenesen, de /2 nincs
rajta a 4—6 egyenesen .

" Példa arra, hogy két ponton tébb egyenes megy at.
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Definicié (7)

Azt mondjuk, hogy egy (4, E) elvalasztasi rendszer
teljesiti a Cantor-féle feltételt, ha

C1 (I(), 11, ]2, [n,... cVnelN: ],,+1 < ],,) 3(5’0
eA:VnelN:cel,)

Szavakkal: Ha létezik (4, E)-ben olyan végtelen intervallumsoro-
zat, amelyben minden el6z6 tartalmazza a kovetkez6t, akkor van
ehhez az intervallumsorozathoz egy olyan elem, amely az inter-
vallumsorozat minden tagjaban benne van.

Széhasznalat:

Cantor-féle intervallumsorozatnak nevezzik egy elvalasztasi
rendszerben intervallumok olyan sorozatat, amelyben minden
el6z6 tartalmazza a kovetkez6t. Ha egy elvalasztasi rendszer
olyan, hogy nem lehet benne C1 premisszajaban leirt interval-
lumsorozatot talalni, akkor azt mondjuk, hogy az elvalasztasi
rendszer trividlisan teljesiti a Cantor-féle feltételt. Barmely
R(n, 2) vagy (Z, H) példaul trividlisan teljesitik a Cantor-féle felté-
telt. (Q, H) nem teljesiti, mig (R, H) nem trividlisan teljesiti azt.

Megjegyzések:

Korollarium (3) miatt ha valamely (a, b)) a C1-beli
intervallumsorozat eleme, akkor a =b; s6t

Korollarium (5) miatt, ha valamely (o, b) a C1-beli
intervallumsorozat eleme, akkor a és » nem lehet-
nek szomszédosak; s6t

ha valamely (a, b) a C1-beli intervallumsorozat ele-
me, akkor |(a, b)| > 1.

Felmerulhet a kérdés, hogy van-e olyan véges mo-
dell, amely nem teljesiti a Cantor-féle feltételt. A va-
lasz pozitiv: pl. az R(43, 9) modell ilyen; ebben pl.
(2,7) <(0,9) <(2,7), am mivel (2, 7) = {0, 9, 16, 18,
25, 27, 34, 36} ugyanakkor (0, 9) = {1, 2, 3,4, 5, 6, 7,
8}, tehat a két intervallumnak, mint halmaznak a
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metszete Ures, ezért a Cantor-féle feltétel nem tel-
jesdul.

(Megemlitjik, hogy R(43, 9) 903 egymast
kélcsbndsen tartalmazd intervallumpart
tartalmaz, s a halmazelméleti metszet
mindegyik par estében lres —
leszdgezve természetesen, hogy a Can-
tor-féle feltétel nemteljesuléséhez egyet-
len metszet Ures volta is elegendd lenne.)

Hasonlo érdekl6désre tarthat szamot az a kérdés is, hogy van-e
olyan véges modell, amely nem trividlisan teljesiti a Cantor-féle
feltételt. A valasz kicsit bonyolultabb, mint az el6z6 kérdésre: eb-
ben az esetben minden lehetséges Cantor-féle intervallumsoro-
zatot meg kell vizsgalni abbdél a szempontbdl, hogy a benne sze-
replé intervallumok metszete nem ures-e. Ha az R(n, k) tipusu el-
valasztasi rendszereket vizsgaljuk, azonnal megallapithatjuk,
hogy csak a k > 3 esetek johetnek szdba, hiszen k£ = 2 esetén
minden intervallum egyelem, azaz nem is léteznek egymast tar-
talmazé intervallumok, mig £ = 3 esetén minden intervallum két-
elem(, azaz, ha (a, b) < (c, d) fonnall, akkor biztosan: (a, b) N (c, d)
= J— ami egyszerl kdvetkezménye E1-nek.

Egy véges elvalasztasi rendszerben nyilvan csak ciklikus Cantor-
féle intervallumsorozatot lehet talalni. A ciklus hosszara vonatko-
zban a kovetkez6 megfontolast tehetjik:

Képzeljuk el, hogy amikor egy (a, ¢) intervallumban elemeket ke-
resunk, az alabbi hozzarendeléssel valasztjuk ki az (a, ¢)-ben le-
v6 tartalmazott intervallumot:

(a,¢) > (K'((k—Da+c), kK'(a+ (k- 1))

Itt k' k (bal oldali) multiplikativ inverzét jeldli, mely akkor is 1étezik,
ha R nem nullosztomentes gyurd, tudniillik £ nem nulloszt6. Ezt a
-k

-1

k™ , e
leképezést R gylriben a [ | k“J matrix valdsitja meg,

1 0
mely 7 + k'T alakba irhatd, ahol 7 az egységmatrix — (0 J —
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és Ta(_
1

1
J matrix. / + kT hatvanyait vizsgalva a kdvetke-

z6kre jutunk:

(r+x'7) = i(},’jzh"’k"’r =i(}.ljk_iTi -

i=0 \ ! i=0 \ !

"R o (R L LG VN
1+Z( }k T'=1 +Z( } (~1)” dir=r Ly ,j(— k2 =
A =1 \! 2 T\

I- %T[(Zh: (’:j(— 1)"k"21) - 1J =1- %T((l — 2kt - 1)

i=0

A fenti atalakitasban kihasznaltuk, hogy 7 matrix minden matrix-
szal felcserélhetd a szorzés miveletben, illetve 7 alakban irtuk a
2 multiplikativ inverzét (ezt azért tehettiik meg, mert R(n, k) mo-
dellben n nem lehet paros). A most adott modszerrel egymas
utan generalt intervallumok ciklust képeznek, ha I + k'T valaha-
nyadik hatvanya I-vel egyenlé. Ez bekdvetkezik akkor, ha a fenti

formulaban a %T((l—zk"Y—l) tag eltlinik, vagyis, ha (I — 2k*)"

valamely -ra I lesz. I - 2k" nem lehet nullosztd’, azaz (1 - 2k)-
nek is lesz olyan hatvanya, amely R-ben egyenl6 I-gyel .

Megjegyezziik, hogy az I + k'T matrix k = 2 esetén szingularis,
ami egybecseng azzal, hogy egy R(n, 2) tipusu elvalasztasi rend-
szerben elvileg nem lehetnek egymast tartalmazé intervallumok.
Latnunk kell azonban azt is, hogy ezt a kizarast a matrix £ =3
esetén mar nem tukrozi. Tukrozi azonban azt a tényt, hogy pél-
daul az egészek gylrljében (azaz 0 karakterisztikaju gydriiben)
(1 —=2k")" semmilyen h-ra nem lehet I, hiszen ehhez 2k’-nek 0-
nak kellene lennie, ami lehetetlen.

A fenti gondolatmenet csak azt igazolja, hogy egy R(n, k) modell-
ben, ahol k > 3 lennie kell Cantor-féle intervallumsorozatnak, azt

"1-2kTésk-2 egyszerre nullosztok, és £ — 2 nem lehet nulloszté. Ezt az alli-

tast ezen a helyen csak azzal tdmasztjuk ala, hogy az R(n, k) modellben k nem

mehet nulloszté folé — I. ezzel kapcsolatban a Megjegyzést a 25. oldalon!
,Kis” Fermat-tétel.
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nem allitja, hogy annak hossza a most megtalalt #-val egyenlé.
Elképzelhetd, hogy egy igy generalt Cantor-féle intervallumsoro-
zat mar ismétli 6nmagat, és az ismétlés nélkuli intervallumsoro-
zat hossza h valamely osztojaval egyenlé.

Mindezekbdl arra a feltételezésre jutunk,
hogy véges gylriibél generalt elvalasz-
tasi rendszerben a Cantor-féle feltétel
nem ftrivialisan nem teljesulhet. Ha a
gylrl nullosztémentes (azaz test), akkor
a sejtés bizonyos alatamasztast kap.
llyenkor ugyanis a fenti eljarassal képzett
intervallumok vélhetéen bejarjak az
egész gylrit, azaz nem lehet olyan »
eleme a gydlrinek, amelyik mindegyikben
benne van; azokban az intervallumokban
nem lehet benne, amelyeknek b az egyik
hatéreleme — ezt a hatadraxidma kizarja.
Ez a felvetés tovabbi kutatasi iranyt in-
spiralhat.

Nem nullosztémentes gy(rikben rovidebb ciklusok is felléphet-
nek — (I — 2k’)" nem csak h = (n — 1) / 2 esetén lesz I, hanem
mar kisebb h-kra is —, igy elképzelhetd, hogy az intervallumok
egyéb, hatarpontként sorra nem vett elemeket tartalmazhatnak.

Elvalasztasi rendszerekbol szarmaztatott elvalasz-
tasi rendszerek

Definicio (8)

Legyenek (4, E) és (B, F) elvalasztasi rendszerek.
Ha B c A4 és F c E fonnall, akkor azt mondjuk, hogy
(B, F) elvalasztasi részrendszer (4, E)-ben.

Jelolés:

Ha nem okoz félreértést — és altalaban nem okoz — nem kulén-
boztetjuk meg a jeldlésben a relacié megszoritottjat a részrend-
szerben. Ha tehat (B, F) elvalasztasi részrendszer (4, E)-ben, ak-
kor (B, F) helyett (B, E)-t irunk; s ez utobbi irasmddban automati-
kusan E-nek B-re megszoritottjat értjuk.
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Példak:

— (Z, H) elvalasztasi részrendszer (O, H)-ban

— az M3 modell elvalasztasi részrendszer (Z, H)-
ban

— (Z, H) elvalasztasi részrendszer az M4 modell-
ben

Tétel (4)

Ha (R, E) az R gylribdél a Lemma (4) szerint gene-
ralt elvalasztasi rendszer, és [ (bal)ideal R-ben, ak-
kor (I, E) elvalasztasi részrendszer (R, E)-ben.

Bizonyitas:

Amikor E-rél annak megszoritottjara (£°) térunk at,
elhagyjuk E azon elemeit, ahol a Descartes-szorzat
nem mind a harom komponense szarmazik I-bél.
Nyilvanvald, hogy ezzel az eljarassal E1 és E4 axi-
oma nem sérulhet. Egyszerlen lathato, hogy E2 is
meg6rzddik, hiszen (a, b,c) € E’ < a, b, ¢ € 1, S,
mivel (c, b, a) € E ezért (c, b, a) € E’. Az elhagyasra
egyedul az E3 axidma ,érzékeny”. Be kell latnunk,
hogy ha a, b €1, akkor 7 ¢ € I, amellyel abc fonnall.
Lemma (4) bizonyitasa soran megmutattuk, hogy
adott a és b elemekhez a kb — (k— 1)a elem megfelel
kozrefogd c-nek. De mert a, b €1, ezért kb — (k— 1)a
el [

lllusztracidk Tétel (4)-hez:

— A paros szamok (P) idealt alkotnak Z-ben. Ha
az M3 modellt megszoritjuk P-re, ismét elva-
lasztasi rendszert ((P, H)) nyerunk.

— Az ottel oszthatd szamok idealt alkotnak a mod
25 maradékgylriben. Ha R(25, 2)-t megszoritjuk
rajuk, az R(5, 2)-vel izomorf elvalasztasi rend-
szert nyerunk.

"Az .zomorf’ fogalmat |. Definicié (12), 47. o.!
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— Az ottel oszthatd szamok idealt alkotnak a mod
35 maradékgylriben. Ha R(35, 2)-t megszoritjuk
rajuk, az R(7, 2)-vel izomorf elvalasztasi rend-
szert nyerlnk.

— A 11-gyel oszthatdé szamok idealt alkotnak a
mod 143 maradékgylriben. Ha R(143, 3)-at
megszoritjuk rajuk, az R(13, 3)-mal izomorf elva-
lasztasi rendszert nyerunk.

Definicio (9)
Legyen 4 tetszbleges, nem ures halmaz! Egy E
A’ relacioérél azt mondjuk, hogy zart elvalasztasi

relacio, ha

E2 (abc) € E = (c,ba) € E (a szimmetria axi6-
maja)

E3Z Va beAdFc=zbeAd: (abc) €E (folytatas-
axioma)

E4Z (@bc) € E & a # b = (bhac) ¢ E
(keveredésaxiéma)
Hogyha ezt a definiciét Definicié (1)-gyel 6sszevetjik, E1Z-t hia-
nyolhatjuk.
Epp ezért kimondjuk a kdvetkez6t:

Korollarium (6)

Ha (4, E) zart elvalasztasi rendszer, akkor
— Va e A 7b € A: aab

— Vb €A Fa €A abb

— aba = b =a

Bizonyitas:

— a korollarium elsé allitasa kovetkezik E3Z-b6l
— a masodik kovetkezik bba-bol és E2-b6l
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— aab-bél E4Z miatt kovetkezik, hogy aba nem all-
hat fonn, ha a =b. [

Tétel (5)
Ha (4, E) és (B, F) zart elvalasztasi rendszerek, ak-
kor (4 x B, G) zart elvalasztasi rendszer a kovetke-
z6 definiciéval:
((a, b), (c,d), (e,f) eG<= (a,c,e) eEX(b A f) eF

Bizonyitas nem szikséges, mert az allitas a definiciébdl nyil-
vanvalé.

lllusztracié Tétel (5)-hoz:

1.2. dbra Az (a, b) intervallum (4 x B, G) zart elvalasztasi rendszerben.

Jelolés:

A Tétel (5)-ben emlitett (4 x B, G) zart elvalasztasi rendszert
[(4, E) x (B, F)]-fel jeldljuk.

Tétel (6)
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Bizonyitas:

Jelolés:

Ha (4, E) és (B, F) nyilt elvalasztasi rendszerek, ak-
kor (4 x B, G) nyilt elvalasztasi rendszer a kovetke-
26 definicidval:

((a,b), (c,d), (e,/)) eG<= a=c=e& (b d,f) eF |
b=d=f&(ce cE| (ace cE&L(b df eF

E1 axioma akkor sérulne, ha (a, b), (c, d) €s (e, f) ko-
ziil barmely ketté azonos lehetne. Am, ha pl. (a, b)
= (¢, d), akkor a = ¢, amibdl mar a = ¢ = e is kdvet-
kezik, hiszen G-ben vagyunk. Am ekkor (b, d, f) € F
miatt b, d és f kozul semelyik kettd nem lehet
egyenlé. Hasonld a helyzet a masodik koordinatak-
kal is.

E2 teljesulése nyilvanval6 a definiciobdl.

E3 azt koveteli meg, hogy (¢, b) = (¢, d)-hez
lehessen megfeleld (e, )-et talalni. Ha a = ¢, akkor
e .= a, €s f-nek valasszunk egy elemet b és d alap-
jan F-bél. Ha a = ¢, akkor e-nek valasszunk egy
megfelel6 elemet E-bSl. A masik koordinata kiva-
lasztasa analdg.

Véqul, ha ((a, b), (c, d), (e, f)) azért talalhaté G-ben,
mert a = ¢ = e, akkor b, d és fkeveredését F kizarja.
A masodik koordinatak egyenlésége esetén hason-
16 a helyzet E-vel. Viszont, ha egyik koordinatan
sem egyenl6k az elemek, akkor a keveredést E és
F kulon-kulon is és egyuttvéve is kizarja. [

A Tétel (6)-ban emlitett (4 x B, G) nyilt elvalasztasi rendszert
(4, E) x (B, F))-fel jeldljuk.

Definicié (10)
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Példa:

Ha egy zart elvalasztasi rendszer relaciojabdl az
aab és az abb alaku elemeket elhagyjuk, annak
nyilt parjat nyerjik; ellenkezd iranyu hozzavétellel
a nyilt relacio zart parjat (megfeleléjét) kapjuk.

GF(25) a 25-elemi test. Mint korabban targyaltuk,
GF(25), mint gylr( k=2 valasztassal elvalasztasi
rendszer a Lemma (4) szerinti generalas révén. Ez
az elvalasztasi rendszer nem mas, mint (R(5, 2) x
R(5, 2)).

Definicio (11)

Jelolés:

Legyen (4, E) és (B, F) két elvalasztasi rendszer, és
legyenek a) € A és by € B kitintetett elemek. Felte-
telezhetjuk, hogy 4 » B = &, mert, ha nem, szétbe-
tlzzlk 6ket. Az

(A UB EUF U{(x,y,2),(zyx)|xedzeB yeAd
U B xyay | boyz } U {(x, ay z), (x, by, z), (z, ap X),
(z, bo,x) | x € A\ {ay}, z € B\ {by}} U {(ay, by, z),
(z, by, ag) | z € B\ {by}} U{(x, ay, by), (by, ap, x) | x € A
{ao}t})

rendszert az (4, E) és a (B, F) zart athidalasanak
nevezzuk. Szavakkal: A zart athidalasban hidféele-
mek szerepelnek. Minden kdzrefogas, amely a két
korabbi rendszerben megvolt, megmarad; a kulon-
b6z6 rendszerekbdl szarmazo elemek kozrefogjak
a sajat oldalukon talalhaté elemeket a hidféelemig,
a hidféelemeket, ha 6k maguk nem hidféelemek;
egy hidféelem pedig a masik rendszer elemeivel
kozrefogja a masik hidféelemet.

Az (4, E) és (B, F) alkotta zart athidalast /4, E)-(B, F)]-fel fogjuk

jeldini.
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Tétel (7)

Bizonyitas:

A zart athidalas elvalasztasi rendszert eredményez.

E1 fennall, mert az eredeti rendszerekben fennallt,
és nem hoztunk létre aba alaku harmasokat a hoz-
zavételnél.

E2 fennall, mert az eredeti rendszerekben fennallit,
és minden harmast szimmetrikusaval egyutt vet-
tlink fol.

E3-hoz az kell, hogy megoldhatdk legyenek az abx
alaku "egyenletek". Nyilvan csak aza € 4 & b € B
esetekkel (és a forditottakkal) merulhet fol ez a kér-
dés, mert (4, E) és (B, F) eredetileg elvalasztasi
rendszerek voltak. Nos,

— ha abx-ben b = by, akkor 7b; #by € B, és ez-
zel az elemmel a byb;x egyenlet megoldhato:
legyen egy megoldas b,. De abb, a definicio
miatt benne van az athidalasban;

— ha b = by, akkor a bybx megoldhatd B-ben, le-
gyen egy megoldas ¢, ekkor a definicié miatt
abc.

Az a € B & b € A eset hasonl6an lathato be.

E4 fonnall, mert az eredeti rendszerekben fonnallt,
és nem vettunk hozzajuk olyan harmasokat, ame-
lyek E4-et megsérthették volna (kizarolag aapb
illetve abyb alaku harmasok kertltek felvételre, ahol
acAésb eB. ]

lllusztracioképpen bemutatunk egy grafrészletet /R(S5, 2)-R(5, 2)]-
bél (1.3. abra):
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1.3. abra

Az abran ¢ és j a hidféelemek, rajtuk keresztil fut az 6sszes kdz-
refogas {a, b, ¢, d, e} és {f, g, h, i, j} részhalmazok kdzott. /R(S5, 2)-
R(5, 2)] relacié-elemszama 184, ami azt jelenti, hogy az athidalas
jelentésen megndveli a relacié-elemszamot (az eredeti relaciok
Osszesitett elemszama 40).

A példat azért mutattuk be, hogy lassunk véges modellt a Dede-
kind-féle vagasra. A vagas helyét az abran a szaggatott vonal
jelzi; a Dedekind-féle "d"-elemek ¢ és ;.

Megjegyzés a Dedekind-féle és a Cantor-féle feltétel vi-
szonyarol

A Dedekind-féle és a Cantor-féle feltételnek semmi kdzik sincs
egymashoz: barmelyik teljesiilhet vagy nem teljestlhet fliggetle-
ndl a masik teljestlésétél. Ennek szemléltetéseére tekintsuk az
alabbi példakat:

1. (O, H) nem teljesiti egyiket sem.
. (R, H) teljesiti mindkett6t.
3. [R(5, 2)-R(5, 2)] teljesiti a Dedekind-féle feltételt, de a
Cantor-féle feltételt nem.
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4. ({(1, 2) v (3, 4)}), H), ahol (1, 2) és (3, 4) hagyomanyos
értelemben vett nyilt valés intervallumok — teljesiti a
Cantor-féle feltételt, de a Dedekind-féle feltételt nem.

Tovabbi eszk6z6k elvalasztasi rendszerek generala-

sara

Tétel (8)

Bizonyitas:

Barmely elvalasztasi rendszer bévitheté egy elem-
mel.

Legyen (4, E) elvalasztasi rendszer, és legyen m ¢
A egy uj elem. Legyen ezenkivll a — a’ egy 4-n ér-
telmezett olyan fuggvény, amelynek maganak, ko-
bének és negyedik hatvanyanak egyarant nincs fix-
pontja. (llyen fuggvény mindig létezik, mert a legki-
sebb elvalasztasi rendszer telem(i’.) Ekkor E-hez
a kdvetkezd harmasokat vessziik hozza: Alljon fenn
ama’, a’ma, maa’’ €s a’’am minden a € A esetén.
Ekkor

E1 valtozatlanul fonnall, mert a figgvénynek nincs
fixpontja.

E2 és E3 kozvetlenil kovetkezik a konstrukciobol.

E4-hez be kell latni, hogy abc = — acb. Nyilvan
csak azokat az eseteket kell vizsgalni, amikor a, b
és ¢ kozul valamelyik m. Eszerint:

mbc = c=b""; mcb = b =7c", e kettébbl ¢ = ¢”’”,
amit kizartunk azzal, hogy a fluggvény negyedik
hatvanyanak nincs fixpontja.

" Az allitashoz tovabbi bizonyitast nem fliziink, mert magasabb szamossagok
esetében is nyilvanvalénak érezzik.
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amc =c=a’; acm =>mca = a =c’’, e kett6bobl ¢ =
¢’’’, amit kizartunk azzal, hogy a fuggvény kobének
nincs fixpontja.

abm = mba =a=>b""; amb = b =a’, e kettébol b =
b’’’, amit kizartunk azzal, hogy a fuggveény kobének
nincs fixpontja. [

Példak Tétel (8) tételhez:

— R(5, 2) bbvitése egy elemmel: Az Uj elem az 5, a
valasztott fUggvény 4-na 0 -1 -2 >3 >4 -
0 hozzarendelés (ennek csak az 6todik hatva-
nya az identitas, az alacsonyabb hatvanyoknak
nincs fixpontjuk), az M1 modellben bemutatott
relaciot a kovetkez6 harmasokkal bévitjuk: 051,
152, 253, 354, 450, 502, 513, 524, 530, 542 és
szimmetrikusaik.

— (Z, H) bévitése egy elemmel: Az Uj elem az m (¢
Z), a valasztott fuggvény az a - a + 1 (semelyik
hatvanyanak nincs fixpontja), az 0j harmasok
am(a + 1), (a + I)ma, ma(a + 2) illetve (a + 2)am
alakuak.

— (O, H) és (R, H) bovitése egy elemmel ugyan-
ugy torténik, mint (Z, H)-é.

— (C, H) elvalasztasi rendszert eddig nem emlitet-
tuk, bar kézenfekvé: x, y, z € C komplex szamok
esetén xyz, ha 7w e R:0<|w| <1:y=wx+
(I — w)z. (Erdemes talan kodzbevetni, hogy w
csak valos lehet, nem lehet imaginarius tagot is
tartalmazé komplex szam. Ha ugyanis ezt meg-
engednénk, akkor pl. 0, 1 és 0,6 + 0,8i komplex
szamokkal w = 0,4 — 0,8i illetve w = 0,4 + 0,8i va-
lasztassal a keveredésaxiomaba utkoznénk.)
Nos, (C, H) is ugyanazzal a formulaval bévitheté,
mint (Z, H).

Korollarium (7)

Tétel (8) kdvetkezménye: Minden n > 4 természe-
tes szamhoz létezik n-elemi modell.
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Jelolés:

Az (4, E) elvalasztasi rendszerhez egy elem hozzavételével nyert
elvalasztasi rendszert (4, E) + I-gyel, az ismételt eljarassal n
elem hozzavételével nyert rendszert (4, E) + 1"-nel fogjuk jeldIni.
(Az 1" tehat nem egyenld I-gyel, ez csak egy formalizmus.)

Néhany megjegyzés Tétel (8)-hoz és kdvetkezményeihez:

Ha egy flggvény negyedik hatvanyanak
nincs fixpontja, akkor négyzetének sem
lehet.

Ha (B, F) = (A, E) + 1 és |4| < oo, akkor |F|
= |E| + 4|A|. Emiatt az R(5, 2) + 1 modell
relacio-elemszama 40, az R(5, 2) + I’-é
pedig 64. Ez nyilvdn nem lehet izomorf
R(7, 2)-vel, mert e rendszer relacio-
elemszama 42.

Ha (4, E) véges modell, és |4| = n, akkor
|E| <n(n—1)(n—2)/3 (I. Lemma (1)). R(S,
2) eszerint ,maximalis” modell, hiszen re-
lacidja 20-elemd, ami a maximum.
Ugyanigy R(5, 2) + 1 is maximalis (40). Ez
a helyzet azonban ,romlik”, tudniillik az n-
elemd R(5, 2) + I modell relacidjanak
elemszama — amint az pl. teljes in-
dukciéval kénnyen belathaté — mar csak
2nn — 1) — 20, igy a modell ,telitettségi
, 6n(n—1)—60

, ami nullahoz tart.
n(n—1)(n-2)

aranya

Indokolt minimalisnak nevezni (4, E)-,
ha E-bél elem nem hagyhato el ugy, hogy
(4, E) elvalasztasi rendszer maradjon.
Nyilvanval6é, hogy az nm—1) relacio-
elemszamu modellek minimalisak. R(5, 2)
+ I, melynek relacio-elemszama 40,
azonban nem az, mert négy harmas
elhagyhat6é bel6le (parosaval elhagyva
Oket el6bb egy 38-elemii relacidhoz, majd
egy 36-elem( relacidhoz jutunk) ugy,
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hogy a kapott struktura elvalasztasi rend-
szer marad.

A minimalis rendszer fogalma természe-
tesen nem csak véges halmazok felett ér-
telmezhetb. Z felett pl. minimalis az M3
modell (felez6pontok). De Z felett nem
minimalis a negyedel6pontokkal alkotott
modell, hiszen belble elhagyassal nyer-
heté M3. Erdemes régziteni a tényt, hogy
k rogzitése mellett a Z gylrabél nyerhet6
modell minimalis, ha k prim, és nem mini-
malis, ha nem az.

Ertelemszer(ien a minimalis modell nem
minden esetben azonos a minimalis re-
lacio-elemszamu modellel. (n = 6 ese-
tén pl. az elvileg elérhetd legkisebb elem-
szamu relacio 30-elemi, am 30-elem re-
lacioval rendelkez6 modell nincs. A legki-
sebb relacid-elemszamu 6-elemi modell
relaciojanak elemszama 36.) Tanulma-
nyozandd, hogy a maximalis relacioé-
elemszamu modell (MREM) mindig
megkonstrualhato-e. (Példaul van-e olyan
7-elem( modell, amelyben a relacio
elemszama 70.) Ertelemszer(i maxima-
lisnak nevezni azt a relaciét, amelyhez
barmilyen harmast hozzavéve mar nem
adodik elvalasztasi rendszer. Ha az
MREM nem mindig konstrualhaté meg,
akkor a maximalis modell és az MREM
nem feltétlendl esik egybe.

Definicié (12)

(A, E) és (B, F) elvalasztasi rendszerek izomorfak,
ha 7f: A — B bijekci6 azzal a tulajdonsaggal, hogy

(@, b, c) €E < (fla), fib), flc) €F.
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Allitas:

Véges izomorf elvalasztasi rendszerek elemszama
és relacio-elemszama megegyezik. (Az allitas nyil-
vanvalé.)

Az ,Allitas” megforditottja nem igaz: vannak olyan véges, egyezé
elemszamu és relacid-elemszamu modellek, amelyek nem izo-
morfak. (L. errdl a (GF(25), 2)-r6l és az R(25, 2)-r6l szbél6 meg-
jegyzést a(z) 25. oldalon!)

Definicio (13)

Ha (4, E) és (B, F) elvalasztasi rendszerek, és f- A
— B flggveény olyan, hogy (a, b, ¢) € E = (f(a), f(b),
f(c)) €F, akkor azt mondjuk, hogy /' monoton.

Jelodlés:

Amikor ételemszer(, és nem okoz félreértést, akkor (a, b, ¢) € E
= (f(a), f(b), f(c)) € F helyett hasznalhatjuk az egyszeribb abc =
fla)f(b)f(c) jelolésmaodot is.

Megjegyzés és Széhasznalat:

Nyilt elvalasztasi rendszerek esetében a
monoton  fliggvények  egyszersmind
szigorian monoton flggvények, ezért,
ha nyilt elvalasztasi rendszerekrél van
sz0, a jelzét elhagyjuk. Zart elvalasztasi
rendszerek monoton leképezései
lényegesen eltérhetnek a nyiltakétol.
Barmely zart elvalasztasi rendszer mono-
ton médon leképezheté pl. az ({a}, {(a, a,
a)}) trividlis zart elvalasztasi rendszerre
az f(x) = a fuggvénnyel. Nyilt elvalasztasi
rendszerekben azonban érvényes a
kovetkez6

Allitas:
Ha (4, E) és (B, F) nyilt elvalasztasi rendszerek, és f:

A — B monoton leképezés, akkor f injektiv. (Bizo-
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nyitas: Tételezzuk fel, hogy 7a, b #a € A : fla) =
f(b). Ekkor E3 miatt 7¢ € 4 : abc, és, mert f mono-
ton, f{a)f(b)f(c), ami viszont ellentmond E1-nek.) To-
vabba ha f monoton, akkor (f(4), F) elvalasztasi
részrendszer (B, F)-ben. (Hiszen barmely x, y #x €
B-hez megkereshetd az az a, b #a € A, amelyekre
fla) = x és f(b) =y, ezekhez F ¢ € A : abc, ezért
(B, F)-ben xyf(c) fennall.)

Fenti megfontolasainkkal bebizonyitottuk a kovetkez6t

Tétel (9)

Példak:

(A, E) és (B, F) (nyilt) elvalasztasi rendszerek akkor
és csak akkor izomorfak, ha kdlcsénésen monoton
modon leképezheték egymasba (mas széval egy-
mas monoton képei). (A szukségesseég nyilvanvalo,
az elégségességet most bizonyitottuk.)

— (P, H) monoton képe (Z, H)-nak, a leképezés pl.
az f(n) = 2n, (Z, H) monoton képe (P, H)-nak, a
leképezés pl. a g(n) =n /2. (P, H) és (Z, H) izo-
morfak.

— (Z, H) monoton képe 6nmaganak (Q, H)-ban, a
leképezés pl. az f(n) =n, és (Z, H) csakugyan
részrendszer (Q, H)-ban. (Megjegyzend6, hogy
(7, H) és (0, H) kozott izomorfizmus nem léte-
sithet6; pl. azért nem, mert (Z, H)-ban vannak
szomszédos elemek, (Q, H)-ban viszont nincse-
nek. (Z, H) tehat valodi monoton kép (Q, H)-ban,
amellyel nem izomorf.)

— Nem feltétlendl all fenn, hogy a koélcséndsen
monoton képek valasztott fliggvényei egymas
inverzei. Az els6 példaban pl. f(n) = 2n + 2 is all-
hatott volna, s ekkor f’ =g, az izomorfizmus en-
nek ellenére fonnall.

— M4 modell és (Q, H) nem izomorfak.

— Legyen 4, = 7 xN". Ertelmezziik 4,-on a kdvet-
kezé ekvivalenciarelaciot: (a, b) = (¢, d) < (a, b)
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Definicié (14)

=n(c, d) (n e N'), ahol n(c, d) a vektor szorzasa
skalarral. Az O ekvivalenciaosztalyt reprezental-
ja (a, b), ha |(a, b)| < |, y)| V (x, y) € O; ahol
|(a, b)| jeldli a vektor hosszat. A reprezentansok
halmazat jeloljuk 4-val. Ezutan 4-ban (a, b) és
(c, d) fogja kozre (e, f-et, ha a Z* sikon a
(0, 0)(a, b) és a (0, 0)(c, d) félegyenes kozrefogja
(0, 0)(e, /) félegyenest. Jeldlje ezt a relaciot K.
Az igy definialt (4, K) elvalasztasi rendszer, és
izomorf (Q, H)-val. Az izomorfizmust a kdvetke-
z6 monoton leképezés valositia meg: (a, b) —
a/b.

Legyen R a Lemma (4) szerinti gydrQ, és legyen
g € R nem bal oldali nulloszt6, konstans gyUraG-
elem. Ekkor az a — ga (Va € R) leképezés mo-
noton, hiszen valahanyszor abc, azaz (k - i)a + ic
= kb, mindannyiszor (k — i)qa + iqc = kqb, azaz
(qa)(gb)(qc). Véges gylrikben a monoton leké-
pezés (tekintve, hogy ¢ invertalhatd) egyszers-
mind izomorfizmus is, vagyis ekkor az a — qa le-
képezés a gylrit és ezzel egyutt az elvalasztasi
rendszert onmagaba viszi. Végtelen gyiriknek
lehet dnmagukkal izomorf valédi részhalmazuk,
ilyenek a végtelen gydrik idealjai, amilyen P is
Z-ben. (Erdekes lehet az az észrevétel, hogy P
nem egységelemes gylrl, P-ben tehat a
Lemma (4) szerinti eljarast nem lehetne — bet
szerint — lefolytatni. De (P, H), mint (Z, H)
monoton képe kézenfekvd modon mégis el6all.)

(A, E) és (B, F) elvalasztasi rendszerek egyszeri
unidja az (4 U B, E UF) rendszer.

Megjegyzés és Példak:

Elképzelhetd, hogy (4, E) és (B, F) elvalasztasi
rendszerek egyszerl unidja maga is elvalasztasi
rendszer. Trivialis példa az az eset, amikor egyikuk
elvalasztasi részrendszer a masikban, ilyenkor az
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Tétel (10)

Bizonyitas:

unié a masik. Vannak azonban nemtrivialis példak
is. igy, ha Z(k)-val jeldljiik a Z gyiribl a Lemma (4)
szerint k rogzitése mellett nyert elvalasztasi rend-
szert, akkor minden Z(k;) v Z(k,) elvalasztasi rend-
szer, sOt:

Uz =(7Z 1)

Ellenérzéssel belathato, hogy pl. R(11, 2) UR(11, 3)
ugyszintén elvalasztasi rendszer, és gylribdl ge-
neralt elvalasztasi rendszerek esetén igaz a kovet-
kezb

Ha (R, E) és (R, F) az R gylrib6l a Lemma (4) sze-
rint k; illetve k, rogzitésével generdlt elvalasztasi
rendszerek, akkor egyszer( unidjuk akkor és csak
akkor elvalasztasi rendszer, ha k;k; — ij nem bal
oldali nulloszté semmilyeni {1, 2, ... k;—1} ésj €
{1, 2, ..., k,— 1} esetén. (Specialisan, ha R(n, k),
R(n, k) elvalasztasi rendszerek, akkor uniojuk akkor
és csak akkor az, ha k;k, —ij relativ prim n-hez min-
denie{l 2, .. ki—1}ésje{l 2, .., k,— 1} ese-
tén.)

Az unié miveletére csak a keveredésaxioma érzé-
keny. Tegyuk fol, hogy az unié a keveredésaxiéomat
megserti. Ez nyilvan csak ,keresztbe” képzelhetd el,
azaz, ha talalhatdé olyan a, b és ¢, amelyekre abc
R(n, k;)-ben és acb R(n, k;)-ben. (Ugyanabban a
rendszerben nem sérulhet a keveredésaxioma, hi-
szen R, k;), i = 1, 2 maguk elvalasztasi rendsze-
rek.) Vagyis feltételezéslink szerint alkalmas i és j
mellett:

(k; —i)a +ic = kb
(k;—j)a + jb = kxc
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A Lemma (4) bizonyitasaban hasznalt eljarashoz
hasonlé atszorzas, 0sszevonas és rendezés utan
(kik; — ij)(a — ¢) = 0 adodik, amib8l — mivel a #c¢ —
annak kellene kovetkeznie, hogy (k;k, — ij) bal oldali
nullosztd; am ezt kizartuk. Azaz a keveredésaxio-
ma nem sérulhet. [

Kovetkezmények:

— A Tétel (10) bizonyitja a | JZ(k) = (Z H) formu-
k=2

lat is, amelyet az el6bb bizonyitds nélkil k6zol-
tunk. (Z-ben nincs mas nullosztd, csak a 0, és
kik, —ij nem lehet 0, hiszen i < k; ésj <k,.)

— A Tétel (10) egy érdekes kdvetkezménye, hogy
ha R(n, k;) €s R(n, k) elvalasztasi rendszerek, és
k, + k, —Lnko(k,,k2)>nT+l, akkor 7i,j: 1 <i<
ki, 1 <j <k, : Lnko(kik, —ij,n) > 1. (Az Lnko fUgg-
vény a két szam legnagyobb kdzos osztojat je-
lenti.) Ez az allitds abbdl kovetkezik, hogy
R(n, ki) U R, ky relacio-elemszama
nm-1)(k; +k, — Lnko(k,k;) — 1), és a relacio-
elemszamra vonatkozé folsé becslés miatt

K, +k, — Lnko(k, k,)<"L adédik. Ha tehat ez

nem teljesul, akkor az unié nem lehet elvalasz-
tasi rendszer, am ekkor kell, hogy legyen olyan
alkalmas i és j, amellyel k;k, — ij nem relativ
prim n-hez .

A fenti kdvetkezmény szerint az alabbi tablazatban megadjuk,
hogy az els6é 100 n-re mely k-kal lehet uniét képezni, azaz, me-

' Megjegyezzuk, hogy ezt az éllitast elsé ranézésre ,nehéz elhinni”. Az em-
bernek az a becslése, hogy k; ~k, ~#n /6. Feltételezve, hogy n primszam, i és
j barmilyen kicsi is, k;k, - ij ~n’ / 36. 36-nal kisebb primszamok esetén ez var-
hatéan kisebb, mint n, azaz — varakozasunk szerint — relativ prim n-hez. Az
allitas azon feltétele azonban, hogy R(n, k;) és R(n, k;) maguk is elvalasztasi
rendszerek, elegendéen erés ahhoz, hogy az allitas igaz legyen.
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lyek azok a k; és k, szamok, amelyekkel Rn, k;) « R(n, k;) elva-

lasztasi rendszer lesz:

[n]]

A szbba johetdé k;-k, parok

[11]2 és 3, 2 és 4 |

oo es 5 |

[17]2 és 3, 2 és 4, 3 és 4 |

[19]2 és 3, 2 és 4, 2 és 6, 3 és 4, 3 és 6 |

[23]2 és 3, 2 és 4, 2 és 6, 3 és 4, 3 és 6 |

202 és 3, 2 és 4, 2 és 5, 2 és 6, 2 és 9, 3 és 4, 3 és

___5, 3 és 6, 3 és 9, 4 és 5, 4 és o

312 és 3, 2 és 4, 2 és 5, 2 és 9, 3 és 4, 3 és 5, 3 és

o, 4 és 5

37|2 és 3, 2 és 4, 2 és 5, 2 és 6, 2 és 8, 3 és 4, 3 és
5 3 és 6, 3 és 8, 4 és 5, 4 és 6, 4 és 8, 5 és 6, ©

___és 8

412 és 3, és 4, 2 és 5, 2 és 6, 2 és 8, 3 és 4, 3 és
5, 3 és 6, 3 és 8, 4 és 5, 4 és 6, 4 és 8, 5 és 6, 5

___és 8

[43|2 és 3, 2 és 4, 2 és 5, 2 és 6, 2 és 9, 3 és 4, 3 és
5 3 és 6, 3 és 9, 4 és 5, 4 és 6, 4 és 9, 5 és 6, ©

___és 9

472 és 3, 2 és 4, 2 és 5, 2 és 6, 2 és 8, 2 és 9, 3 és
4, 3 és 5, 3 és 6, 3 és 8, 3 és 9, 4 és 5, 4 és 6, 4

___és 8, 4 és 9, 5 és 6, 5 és 8, 5 és 9

53|2 és 3, 2 és 4, 2 és 5, 2 és 6, 2 és 1, 2 és 8, 2 és
10, 2 és 12, 3 és 4, 3 és 5, 3 és 6, 3 és 7, 3 és 8, 3
és 10, 3 és 12, 4 és 5, 4 és 6, 4 és 7, 4 és 8, 4 és
10, 4 és 12, 5 és 6, 5 és 7, 5 és 8, 5 és 10, 6 és 7,

| |l6 és 8, 6 és 12, 7 és 10, 7 és 12, 8 és 12

5oll2 és 3, 2 és 4, 2 és 5, 2 és 6, 2 és 1, 2 és 9, 2 és
10, 2 és 12, 3 és 4, 3 és 5, 3 és 6, 3 és 7, 3 és 9, 3
és 10, 3 és 12, 4 és 5, 4 és 6, 4 és 7, 4 és 9, 4 és
10, 4 és 12, 5 és 6, 5 és 7, 5 és 9, 5 és 10, 6 és 7,

___6 és 9, 6 és 12, 7 és 10, 9 és 10

61|2 és 3, 2 és 4, 2 és 5, 2 és 6, 2 és 7, 2 és 10, 3 és
4, 3 és 5, 3 és 6, 3 és 7, 3 és 10, 4 és 5, 4 és 6, 4
és 7, 4 és 10, 5 és 6, 5 és 7, 5 és 10, 6 és 7, 6 és

o

67)2 és 3, 2 és 4, 2 és 5, 2 és 6, 2 és 1, 2 és 8, 2 és
10, 2 és 14, 3 és 4, 3 és 5, 3 és 6, 3 és 7, 3 és 8, 3
és 10, 3 és 14, 4 és 5, 4 és 6, 4 és 7, 4 és 8, 4 és
10, 4 és 14, 5 és 6, 5 és 7, 5 és 8, 5 és 10, 6 és 7,

___6 és 8, 6 és 10, 6 és 14, 7 és 8, 7 és 14, 8 és 10
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A szdbba johetdé k;-k, parok

[n]

2 és 3, 2 és 4, 2 és 5, 2 és 6, 2 és 7, 2 és 8, 2 és
10, 2 és 16, 3 és 4, 3 és 5, 3 és 6, 3 és 7, 3 és 8, 3
és 10, 3 és 16, 4 és 5, 4 és 6, 4 és 7, 4 és 8, 4 és
10, 4 és 16, 5 és 6, 5 és 7, 5 és 8, 5 és 10, 6 és 7,
6 és 8, 6 és 10, 7 és 8, 7 és 10, 7 és 16, 8 és 16

73|12 és 3, 2 és 4, 2 és 5, 2 és 6, 2 és 7, 2 és 8, 2 és
12, 3 és 4, 3 és 5, 3 és 6, 3 és 7, 3 és 8, 3 és 12, 4
és 5, 4 és 6, 4 és 7, 4 és 8, 4 és 12, 5 és 6, 5 és 7,
5 ¢és 8, 5 és 12, 6 és 7, 6 és 8, 6 és 12, 7 és 8, 8 és
12

79112 és 3, 2 és 4, 2 és 5, 2 és 6, 2 és 7, 2 és 8, 2 és
12, 2 és 15, 3 és 4, 3 és 5, 3 és 6, 3 és 7, 3 és 8, 3
és 12, 3 és 15, 4 és 5, 4 és 6, 4 és 7, 4 és 8, 4 és
12, 4 és 15, 5 és 6, 5 és 7, 5 és 8, 5 és 12, 5 és 15,
6 és 7, 6 és 8, 6 és 12, 7 és 8, 8 és 12, 8 és 15

83|12 és 3, 2 és 4, 2 és 5, 2 és 6, 2 és 7, 2 és 8, 2 és
9, 2 és 10, 2 és 11, 2 és 12, 2 és 15, 3 és 4, 3 és 5,
3 és 6, 3 és 7, 3 és 8, 3 és 9, 3 és 10, 3 és 11, 3 és
12, 3 és 15, 4 és 5, 4 és 6, 4 és 7, 4 és 8, 4 és 9, 4
és 10, 4 és 11, 4 és 12, 4 és 15, 5 és 6, 5 és 7, 5 és
8, 5 és 9, 5 és 10, 5 és 11, 5 és 12, 5 és 15, 6 és 7,
6 és 8, 6 és 9, 6 és 10, 6 és 11, 6 és 12, 7 és 8, 7
és 9, 7 és 10, 7 és 11, 8 és 9, 8 és 10, 8 és 12, 8 és
15, 10 és 12, 10 és 15, 11 és 15

89|12 és 3, 2 és 4, 2 és 5, 2 és 6, 2 és 7, 2 és 8, 2 és
9, 2 és 10, 2 és 15, 2 és 18, 3 és 4, 3 és 5, 3 és 6,
3 és 7, 3 és 8, 3 és 9, 3 és 10, 3 és 15, 3 és 18, 4
és 5, 4 és 6, 4 és 7, 4 és 8, 4 és 9, 4 és 10, 4 és
15, 4 és 18, 5 és 6, 5 és 7, 5 és 8, 5 és 9, 5 és 10,
5 és 15, 6 és 7, 6 és 8, 6 és 9, 6 és 10, o6 és 18, 7
és 8, 7 és 9, 7 és 10, 7 és 18, 8 és 9, 8 és 10, 8 és
15, 9 és 15, 9 és 18, 10 és 15

972 és 3, 2 és 4, 2 és 5, 2 és 6, 2 és 7, 2 és 8, 2 és
9, 2 és 12, 2 és 15, 2 és 16, 3 és 4, 3 és 5, 3 és 6,
3 és 7, 3 és 8, 3 és 9, 3 és 12, 3 és 15, 3 és 16, 4
és 5, 4 és 6, 4 és 7, 4 és 8, 4 és 9, 4 és 12, 4 és
15, 4 és 16, 5 és 6, 5 és 7, 5 és 8, 5 és 9, 5 és 12,
5 és 15, 5 és 16, 6 és 7, 6 és 8, 6 és 9, 6 és 12, ©
és 15, 6 és 16, 7 és 8, 7 és 9, 7 és 12, 8 és 9, 8 és
12, 8 és 15, 8 és 16, 9 és 15, 9 és 16, 12 és 15, 12
és 16

Erdekes lehet az a tény, hogy mig (Q, H) (Z, H)

-hoz hasonldéan

eléallithatd megszamlalhaté szamossagu ,k-as” osztopontos el-
valasztasi rendszer egyesitéseként, (R, H) mar nem. (Ha ugyan-
is p/q, r/s és t/u racionalis szamok, amelyek a hagyomanyos érte-
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lemben kozrefogjak egymast, akkor pl. £ = pus — tqs €s i = pus —
rqu valasztassal /s, mint a p/g és t/u kdzotti k-as” osztdpont
jelenik meg. Ha viszont pl. /, V2, 2 valés szamokat tekintjuk,
akkor nem léteznek olyan & és i egészek, amelyekkel (k—i)l +i2

= k2 lenne.)

Nyilt halmazok

Az alabbi gondolatmenet az elvalasztasi rendszerek és a topolo-
giak kapcsolatanak vizsgalatat célozza:

Definicié (15)

Legyen (4, E) elvalasztasi rendszer, és legyen L <
A. Azt mondjuk, hogy L gyengén nyilt halmaz
(4, E)-ben, ha Vb €L Fa, c €L : abc.

Definicié (16)

Legyen (4, E) elvalasztasi rendszer, és legyen W <
A. Azt mondjuk, hogy W erésen nyilt halmaz
(4, E)-ben, ha Va, b=a e WFc € W: abc.

Példak:

— Az Ures halmaz (©) gyengén nyilt halmaz.

— A gyengeén nyilt halmaz (4, E)-ben.

— Ha (B, F) elvalasztasi részrendszer (4, E)-ben,
akkor B gyengén nyilt halmaz (4, E)-ben.

— A fenti megallapitas forditva nem érvényes: a
gyengén nyilt halmazok nem feltétlenul alkotnak
elvalasztasi részrendszert egy elvalasztasi
rendszerben. {a, b, ¢, d} példaul gyengén nyilt
halmaz M1-ben, de nem elvalasztasi részrend-
szer.

— Az Ures halmaz (©) er6sen nyilt halmaz.

— Ha a € 4, akkor {a} er6sen nyilt halmaz (4, E)-
ben.

— A erBsen nyilt halmaz (4, E)-ben.
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— Ha (B, F) elvalasztasi részrendszer (4, E)-ben,
akkor B erésen nyilt halmaz (4, E)-ben.

— A fenti megallapitas forditottja is érvényes: Ha
W erb6sen nyilt halmaz (4, E)-ben, akkor (W, E)
elvalasztasi részrendszer (4, E)-ben. (A bizonyi-
tast az Olvasoéra bizzuk.)

Széhasznalat:

Az Ures halmazt trivialis gyengén nyilt halmaznak hivjuk. Az
ures halmazt és az egyelem(i halmazokat trivialis er6sen nyilt
halmazoknak fogjuk nevezni. Lathatd, hogy a nemtrividlis eré-
sen nyilt halmazok egyuttal gyengén nyilt halmazok is.

Jelolés:

Tetszbleges X elvalasztasi rendszer gyengén nyilt halmazait
£(X)-szel, er6sen nyilt halmazait "/(X)-szel jeldljuk. Ha maga az
elvalasztasi rendszer (4, E) alaku a jeldlésben, akkor a dupla za-
rojel helyett csak egyet alkalmazunk, pl.: £(4, E). A gyengén nyilt
halmazok osztalya a definiciébdl konnyen lathatd médon zart az
uniéra — ezt mondja ki a

Tétel (11)

Legyenek L, € £(X) gyengén nyilt halmazok, ugy,
hogy o € J tetszbleges indexhalmaz eleme. Ekkor

ULa € L(X).

aed
Bizonyitas nem sziikséges, mert az allitas nyilvanvalo.
Lemmak nyilt halmazokra:

— L1: Ha L e £(X) nem trividlis gyengén nyilt hal-
maz, akkor |L| > 3. (Kevesebb elemmel a keve-
redésaxiomaba Utkéznénk.)

— L2: Ha W e w(X) nem trivialis er6sen nyilt hal-
maz, akkor |W| > 4. (Lévén, hogy az erésen nyilt
halmazok maguk is elvalasztasi rendszerek.)

56



— L3: Legyen a kovetkezbkben (R, E) az R gylri-
bdl generalt (egyik) elvalasztasi rendszer. Ha
Lef(RE),ésL+d:={+dlxel} deR, ak-
kor L +d € L(R, E). (Bizonyitas: (1) Egyértelm,
hogy |[L +d| =|L|. (2)bel+dsb=b"+4d:
bel & Fa’,c’ el :abc < (k—-ia +ic’ =
kb’. Ezért: a = a’ + d és ¢ = ¢’ + d mellett
(k-i)(a’ +d) +i(c’+d)=(k—-ia +kd—id+ic +
id =kb" + kd = k(b” + d) = kb, ami azt jelenti,
hogy abc.)

— L4:HaL e LR E), és Lp := fxplx e L}, p R,
ugy, hogy p nem nulloszté R-ben, akkor Lp e
L(R, E). (Bizonyitas: (1) azért, mert p nem null-
oszto; (2) az L-beli egyenléséget kell p-vel szo-
rozni.)

— L5-6: MR, E) is invarians az eltolasra és a nem
nullosztéval nyujtasra. (A bizonyitasok teljesen
hasonléak, mint L3-4-nél.)

— L7: Ha I ideal R-ben, akkor /I és az I szerinti
mellékosztalyok elvalasztasi részrendszerek
(R, E)-ben. (L5-6 és a Tétel (4) kbvetkezménye.)
lllusztracid L7-hez: A paratlan szamok is elva-
lasztasi részrendszert alkotnak (Z, H)-ban.

Szemben a gyengén nyiltak esetével, az
erésen nyilt halmazok uniéja nem feltétle-
ndl erésen nyilt halmaz: Ha a, b #a € 4,
akkor {a} és {b} er6sen nyilt halmazok (4,
E)-ben, de {a, b} nem az.

Abbdl, hogy B, és B, gyengeén ileltve er6-
sen nyilt halmazok (4, E)-ben, nem kodvet-
kezik, hogy B; n B, is gyengén illetve er6-
sen nyilt halmaz (4, E)-ben. Az ellenpél-
dak a kovetkezdk: Legyen (4, E) a sik a
hagyomanyos kozrefogassal, és tekint-
stink két egymast metszd, de nem egybe-
es6 egyenest a sikon. Vilagos, hogy az
egyenesek gyengén nyilt halmazok, de
metszetik egyelemi, és egyelemi hal-
maz nem lehet gyengén nyilt halmaz. A
masik példa: 4 legyen ismét a sik, és a és
¢ pontok fogjak kdzre b-t, hogyha az abc
haromszbégben b-nél tompa szdg van.
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(Kénnyen ellendrizhetd, hogy az igy defi-
nialt rendszer elvalasztasi rendszer.) Eb-
ben a rendszerben a (hagyomanyos érte-
lemben) nyilt félkérok, tehat az olyan fél-
koérivek, amelyekhez az atmérd végpont-
jai nem tartoznak hozza erésen nyilt hal-
mazok. Amennyiben két ilyen félkor két
pontban metszi egymast, a keletkezett
metszet kételem(i, ezért nem lehet er6-
sen nyilt halmaz.

Gyengén nyilt halmazok az R(n, k) rendszerekben

Az egyszeriiség kedvéért csak a 4-elemi gyengén nyilt halma-
zok kérdését, és ezen belll azt az esetet vizsgaljuk, amikor a
mod n maradékgylri test (azaz n primszam).

Legyen a munkahipotézisink az, hogy rogzitink egy (a, b) part,
és keressuk {qa, b, ¢, d} gyengén nyilt halmazokat. Definicié (15)
szerint. Legyen az e szempontok figyelembevételével nyert meg-
oldasok szama adott n és k mellett fy(n, k). Ekkor az R(n, k) elva-
lasztasi rendszerben talalhaté 4-elem gyengén nyilt halmazok
szama:

n(n—=1) f,(n.k)
i :

Az alabbi tablazatban megadjuk n és k értékeire (n < 100), hogy
az illeté R(n, k) elvalasztasi rendszerben hany 4-elemi gyengén
nyilt halmaz van:

A szbéba johetd k értékek

2 13 ]141]5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

11 55 55

13 39

17 340

19 171 855

23 1265

29 609 0! 1421

31 465 1860

37 666[1665 1998

41 410] 820 820

43 1806

47 1081

53 2067| 4134 13780 4823

59 1711 3422 3422 8555

61 4575[3660
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n A széba johetd k értékek

2 131415 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

67 2211]11055 0! 15477

71 2485 2485 22365

73 2628| 6570 18396

79 3081 3081 9243 18486

83 17015 0!] 3403 3403 44239

89 9790[{23496 0! 23496 52866

97 6984 23280 51216|18624

A tablazatban szerepl6 ,0!"-ek arra hivjak fel a figyelmet, hogy
ott az R(29, 6), R(67, 10), R(83, 10) illetve az R(89, 10) elvalasztasi
rendszerek léteznek ugyan, de nincs bennuk 4-elemd gyengén
nyilt halmaz — ami elég meglepd, mert kisebb és nagyobb & ér-
tékek is vannak, amelyekhez talalhatok ilyen halmazok. (Egyel6-
re nem ismerunk zart formulat az f,(n, k) kifejezésre; ez adna
meg az R(n, k)-ban h-eleml gyengén nyilt halmazokra vonatkozo
egyenletrendszer megoldasainak szamat.)

Annak az esetnek megvilagitasara, amikor a mod n maradékgya-
ri nem test, tekintsuk az R(141, 3) elvalasztasi rendszert. Iit a
gylrdben, 11-gyel oszthaté szamok idealt alkotnak, amely a
Tétel (4) értelmében elvalasztasi részrendszer. A faktorgyiri
11-elemi, amely mar test. Az ideal izomorf R(13, 3)-mal, melyben
39 négyelemi gyengén nyilt halmaz van. Mivel a gyengén nyilt
halmazok osztalya zart az eltolasra (I. L3-as lemma az el6z6 ol-
dalon!), az idealban és a 10 mellékosztalyban 6sszesen 11 - 39
négyelemi gyengén nyilt halmaz van. Az R(11, 3)-mal izomorf
ideal felsl megkdzelitve 13 - 55 adodik. igy R(141, 3)-ban dssze-
sen 11 - 39 + 13 - 55 = 1144 négyelemi gyengén nyilt halmaz
van. (A példa ravilagit arra, hogy hasonlé esetekben hogyan le-
het a négyelem( gyengén nyilt halmazok szamat meghatarozni.)

Egyenesek
Definicié (17)

Legyen (4, E) elvalasztasi rendszerben a, b za € A
két elem! A mar korabban bevezetett intervallum-
és félegyenes-jeldlést folhasznalva (I. Definicio (4)
és Definicié (5)) definialjuk

k,(a,b) = {a,b} UabU(a,b)
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halmazt valamint

kya(a,0)= | wo @)

x,yek, x,yek,

halmazokat. Az
e(a,b) = Uk,, (a,b)
n=1

halmaz neve: az a és b elemek egyenese.
Példak
1. Az R(5, 2) elvalasztasi rendszerben 07 ={2}, ...

2. A (Z, H) elvalasztasi rendszerben O_i ={n>1|ne
Z, ...

3. A (Z, H) elvalasztasi rendszerben 07 ={n>2|n
ELY, ...

4. Az M4-es modellben ¢e((0, 0), (1, 0)) ={ (n, 0) | n €
Z}, ...

5. Tovabbi példa egynél tobb egyenest tartalmazo el-
valasztasi rendszerre a GF(25)-b6él, mint gylribdl a
k = 2 elemmel a Lemma (4) szerint generalt elva-
lasztasi rendszer. Ebben harminc egyenes van
(mert minden ponton 6 egyenes megy at és minden
egyenesen 5 pont van, tehat 25 - 6 / 5 = 30 egye-
nes van). (L. errdl kicsit részletesebben [1.8]!)

Az 1. fejezet tézisei

o Az Eukleidésztél szarmazd geometriai posz-
tuldatumrendszer alapvetéen meghatarozza a
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vilagrol alkotott fogalmainkat. Ezek a posztu-
latumok a 2300-éves didaktikatorténetben el-
mélyultek és rogzdédtek, ezaltal dontéen be-
folyasoljak a térrél és a térbeli dolgok el-
rendezédésérdl kialakitott szemléletiinket.
Eppen a megszokas tesz feliilletessé, az ok-
tatas, a matematikatanitdas természetes
egyik igénye tehat az kell legyen, hogy meg-
szokott ismereteinket Ujragondoljuk, illetve a
matematikat tanuldkkal ujragondoltassuk.
Ennek a didaktikai célnak a leginkabb meg-
felel6 megkdozelitési mod az axiomatika.
Bolyai korszakalkoté gondolati Iépése, a ma-
radék axiomarendszer bevezetése teret
nyit annak megvilagitasara, hogy bizonyos
kovetelmények elhagyasaval milyen ,uj, mas
vilag” tarulhat fel a geometriat tanul6 elétt.
Ebben a fejezetben a Bolyai szabta iranyt
kovetve egy télunk szarmazd uj szempontu
(mértékmentes) axiomarendszert mutatunk
be. Az ebben foglalt axiomak kovetkezmeé-
nyeinek néhany rovidebb iranyban tortént
kOvetkezetes végigvitelével az axiomatikus
gondolkodas szamara kivanunk studiumot
teremteni.

Ennek soran bemutatunk eljarasokat az alta-
lunk felfektetett axidmarendszernek eleget
tev6 — elvalasztasi rendszernek nevezett
— algebrai struktira generalasara, megle-
vOkbdél torténd szarmaztatasara.

Didaktikai szempontbdl jelentésnek érezzuk
azokat a modelleket, amelyek megvilagitjak
a Pasch-Veblen-axiémarendszer tobb axi-
omajanak indokoltsagat.

Az igy bevezetett apparatussal vizsgaljuk a
Dedekind- illetve a Cantor-féle tulajdonsa-
got; a Dedekind-féle vagas feltételeinek ele-
get tevd pontrendszerek esetében kimon-
dunk néhany darabszamra vonatkozo tételt.
lllusztraljuk, hogy a fenti két tulajdonsag fug-
getlen egymastol.
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A nyilt és a zart elvalasztasi rendszer
megkulonboztetésével ramutatunk az axio-
matikus targyalas didaktikai erejére, az axio-
mak korében végbevitt csekély valtoztatas
messze hato kovetkezményeire.

Fogalmi elmélyitést szolgal a ponthalmazok
nyiltsaganak vonatkozasaban a gyengén il-
letve erésen nyilt halmazok megkulonbdz-
tetése. Ezen halmazosztalyokat érintéen ki-
mondunk néhany lemmat.

A kozrefogas fogalmanak axiomatizalasaval
az intervallum, a félegyenes illetve az
egyenes fogalmanak megragadasara nyilik
lehet6ség. Ezeknek a didaktikai lépéseknek
a megtételére nyujtunk példakat. Az iroda-
lomjegyzékben feltlintetett eléadasokban és
prezentaciokban magunk is alkalmaztuk mar
ezeket a lehet6ségeket.



Primek

Bevezetés a 2. fejezethez

Mottd: Han betii van a bibliaba?
Amennyi az abécébe. 21

Az emberi megismerés, tanulas egyik utja, iranya, megkozelitési
modszere a dedukcio. Deduktiv moédon gondolkodik az, aki az
Osszetett strukturak viselkedésébdl, megnyilvanulasaibdl azok
belsé dsszetevdire, épitbelemeire kivan kovetkeztetni. Nyelvé-
szek allitjak, hogy a deduktiv gondolkodasmdéd a kisgyermekkori
nyelvtanulas sajatja, €s minden bizonnyal jelen van minden tanu-
lasi folyamatban. Ebben a fejezetben a matematikai primfogalom
megkozelitésén keresztul mutatunk be olyan iranyokat, amelyek-
kel gondolkodasunk eme utvonala demonstralhatd, megvilagit-
hato, sét, reményeink szerint be is gyakoroltathato.

Mindenekelétt arra iranyitjuk a figyelmet, hogy az érintett terulet
terminolégiaja korantsem roégzilt, az elnevezések, a definicidk
valtakoznak, mégpedig oly mddon, hogy még az is elképzelhet6,
hogy fogalmai zavart is okozhatnak. Lassunk néhany példat!

o Nem feltétlenul vilagos akar még egyetemi hall-
gaténak sem, hogy a ,primszam” és a ,térzs-
szam” k6zott mi a kildnbség, ha van kilénbség
egyaltalan.

e A leggyakrabban elhangzé (sokszor bevallottan
fellletes) definicié ugy hangzik, hogy primszam
/ torzsszam (a tovabbiakban maradunk az eléb-
bi elnevezésnél) az, amelynek ,7-en és 6nma-
gan kivil nincs mas osztoja’. Azt, hogy a szo6-
banforgd szamkor a természetes szamok hal-
maza, az eldéado altalaban beleérti a mondani-
valdba, de gyakran elmulasztja emliteni. Vegyuk
észre, hogy e szerint a definicid szerint az 1
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primszam’. Bizonytalansagot jelenthet ennek a
definicionak az alkalmazasa akkor, amikor nincs
1-es (I. paros szamok), vagy a hallgaté még
nincs annak az ismeretnek a birtokaban, hogy
az 1-es voltaképpen micsoda (ti., hogy egység-
elem).

Hogy az 1-et kikiszobdlje, a didaktikai ,trukk” a
fenti helyett a ,pontosan két osztéja van’ fordu-
lat alkalmazasat javasolja. Ennek a megoldas-
nak a kovetkezetes tovabbvitele az egészsza-
mokra térve a ,pontosan négy osztdja van” defi-
niciét eredményezi. Az osztok szamaval vald
,ugyeskedés” reménytelenségét mutatja viszont,
hogy példaul valamely halmaz részhalmazainak
esetében, ahol a mivelet legyen mondjuk a
metszet egy elemnek akar végtelen sok osztoja
is lehet.

Tovabb bonyolitia a vizsgalatot az a helyzet,
amikor valamely elemnek egyaltalan nincs osz-
téja. Valahogyan a mdiveletekkel kapcsolatos
szemléletink készpénznek veszi, hogy a szor-
zétabla komplett abban az értelemben, hogy az
algebrai struktura alaphalmazanak minden ele-
me megtalalhaté benne. Még visszatérunk arra,
hogy a paros szamok halmazat modellként al-
kalmazzuk, most csak megemlitjik, hogy ezt a
kitin6 és egyszer( terepet az algebra tanitasa
milyen méltatlanul mellézi. Jelen esetben ez a
halmaz j6 példa arra, hogy szorzat csak 4-gyel
oszthaté paros szam lehet, vagyis a 2, 6, 10...
stb. paros szamok soha nem allnak elé szorzat-
ként.

Végul didaktikailag indokolatlannak érezzuk,
hogy a prim / felbonthatatlan fogalmat csak gyi-
rikornyezetben emlitjuk elészér. A fogalom jo-

" Megemlitendd, hogy nyomos érvet még nem hallottunk azzal szemben, hogy
az 1 primszam legyen. Az 1 jelenléte nem veszélyezteti az egyértelmi faktori-
zaciot, mint ahogyan a szorzatok tényezéinek esetleges sorrendi kiilénbsége
sem: csak egyértelmivé kell tenni, hogy két szorzatot mikor tekintlink egyfor-
manak. Hagyomany azonban hadakozni az 1-es prim mivolta ellen. Mi igyek-
szlnk egzakt megkllénboztetéssel szolgalni; definidljuk a frivialis primet, és
ahhoz a terminoldgiahoz tartjuk magunkat, hogy prim az 1-es, csak trivialis.



val elbbb megjelenik: mar a legegyszerlbb al-
gebrai strukturaban (I. lejjebb) targyalhato.

Tanmese

Ha természetes szamok példajan kivanjuk illusztralni mondani-
valénkat, kezdjuk azzal, hogy miért dsszetett szam a 10? A va-
lasz az, hogy a 10 azért O0sszetett szam, mert 10 = 2 - 5, vagyis a
10 felirhatd szorzatalakban. Ebben a megvilagitasban az dssze-
tett szam valamilyen komplex struktura szerepét jatssza, amely-
nek a belsé szerkezetét igyekszink megismerni, feltarni. Azt fel-
tételezzuk, hogy a szamok kozotti szerkezetépité ,motor” a szor-
zas, vagyis a kevésbé komplexbdl a komplexebb felé szorzassal
haladunk. (Itt megjegyezzik, hogy a legtébb nyelvben a szamne-
vek képzésében hasonlé elv érvényesul, ambar v.6.: ,négyszaz’
ill. ,szaznégy”. E kérdeésrol kicsit részletesebben tettink emlitést
[2.2]-ben.)

Azzal tehat, hogy a 10 esetében feltartuk, hogy 2 - 5, a 10-et,
mint komplex strukturat egyszeribb épitbkdvekre bontottuk. Ha
ugy tetszik, adtunk egy magyarazatot arra a kérdésre, hogy mi
a 10.

Ha ez utan a 10-bél kinyert épitbkoveket igyekszunk ugyanilyen
analizis ala venni, azt kapjuk példaul, hogy 5 =1 - 5. Az alapvet6
kilonbség a 10 analizise és e kozott az eredmény kozott az,
hogy az 5 ,magyarazataban” szerepel maga az 5. A ,mibél van a
leveg6?” kérdésre értelmes valasz az, hogy ,nitrogénbél és oxi-
génborl’, de az nem, hogy ,levegbébdl és semmi masbol’. Magya-
ran, a probléma az, hogy amikor az 5 komponenseit igyekszunk
az 5-bél kikovetkeztetni, minduntalan belebotlunk magaba az 5-
be. Es egy olyan valasz, amely énmagaval magyaraz, érdektelen.
Ezzel szemben a 10 felbontasa érdekes volt.

Az érdektelen felbontas kifejezést (parhu-
zamosan hasznalva az érdekes, nem ér-
dekes kifejezésekkel) Kiss Emil alkalmaz-
za [2.3 80. és 82. 0.], de nem terminologi-
ai igénnyel. Magyar szakirodalomban
nem volna baj, ha az érdektelen példaul
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ebben az 0Osszefiiggésben teret nyerne
az agyonhasznalt triviadlissal szemben.

Tételezzlk most fel azt a pedagodgiai szituaciot, hogy valamelyik
hallgaté (tanuld) felfedezi, hogy ha a természetes szamok koré-
ben nem is, de az egészszamok kdrében az 5-nek igenis adhato
olyan felbontas, amelyben 6 maga nem szerepel, hiszen 5 =
(-1) - (-5). Rovid okfejtés utjan belathatod lesz, hogy a -5 sem Uj-
donsag az 5 analizisében. Ravilagithatunk tehat arra, hogy léte-
zik az egyenl6ségnél lazabb ekvivalenciarelacio, amely ugyszin-
tén érdektelenné teszi a felbontast. Ezzel a mdédszerrel sort kerit-
hetlink az asszocialtsag fogalmanak bevezetésére.

Tanmesénk végén ott tartunk tehat, hogy gércsé ala vettik al-
gebrai strukturak elemeinek a struktura mivelete segitségével
mas elemekbdl vald elballithatésagat, és megallapitottuk, hogy
lehetnek olyan elemek, amelyek esetében vagy nincs ilyen fel-
bontas, vagy, ha van, akkor csak érdektelen van. Az ilyen eleme-
ket fogjuk — értelemszerlien — felbonthatatlanoknak nevezni.
Mik lesznek akkor a primek? A kérdés megvalaszolasa érdeké-
ben kezdjuk akkor most az alapoknal!

Bonthatésag, asszocialtsag

Tekintsiink egy M grupoidot az egymasmelléirassal jeldlt miive-
lettel, és definialjuk A elemei kdzott a kdvetkez6 relaciot:

Definicié (18)

a 2b «* > az ax = b egyenlet megoldhato (x-re)
M-ben

Masképp irva:a #b <%~ Ix eM:ax="b

" A grupoid sz6t abban az értelemben hasznaljuk, hogy adva van egy (nem
iires) M halmaz, és rajta egy M x M — M miivelet. Ujabban méas szerzék erre
a fogalomra a magma szét is alkalmazzak. Mi nem kovetjik ezt a terminoldgi-
at, am a G betit tovabbra is fonntartjuk a csoportnak, s helyette valasztottuk
(utalva a magma megnevezésre) az M-et.
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Az a < b-t igy olvassuk: ,a (balrél) bontja bét — vagy a (bal
oldali) bontéja bének — vagy bé (balrél) bonthaté aval”.

A jobb oldali bontast értelemszeriien az
xa = b egyenlet megoldhatésaga fogja je-
lenteni. Ha a szukség megkivanja, a bon-
tas < jelét B illetve J betlvel indexeljiuk
igy: <, <.

A bontas szbval (az osztas helyett) azt
akarjuk hangsulyozni, hogy az oszthato-
sag majd a bonthatésag egy specialis
esete lesz, amikor a hagyomanyos érte-
lemben hasznaljuk. A bontas abszolut tag
fogalom: ezért az Uj név.

Vizsgaljunk most egy grupoidot, amelynek alaphalmaza az
{a, b, ¢} halmaz, szorzasat pedig az alabbi Cayley-tabla definialja!

a b c
a a b b
b b b c
c c c a

Az M01 grupoid Cayley-tablaja

Tekintve, hogy a grupoid nem kommutativ, meg fogjuk kulénbdz-
tetni a bal- és jobb oldali bontast. A két bontasi relacié képe az
alabbi:

a b c a b c
a a
b b
Cc Cc
Az M01 grupoid balrél bontasi relaciéjanak Az M01 grupoid jobbrél bontasi relaciéjanak
képe képe

A relaciék abrajabdl leolvashatd pl., hogy a balrél bontas az
alabbi képhalmazokat hozza létre:

Bg(a) = {a, b}, Bg(b) = {b, ¢} €s Bg(c) = {a, c}.

Definicié (19)
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Ha B bontasi relacié M-en, akkor egy m € M elem-
hez tartoz6 B(m) = {x | m £x} halmazt m bontasi
tartomanyanak nevezzuk.

Ha analdgiat kereslink a kénnyebb meg-
jegyzés érdekében, azt mondhatjuk, hogy
B(m) az m tbbbszbréseit tartalmazza,
vagy azt, hogy B(m) az m altal generalt f6-
ideél. (Ezek a szavak természetesen
csak analégiak!)

Ha a fenti bontasi relaciokat vizsgaljuk, azt latjuk, hogy (véletle-
nal) reflexivek, a balrél bontas (szintén véletlenll) még antiszim-
metrikus is, de mas kozismert relaciétulajdonsaggal nem rendel-
keznek. igy példaul nem tranzitivek, hiszen példaul a <3 b és
b <3 c,de a £ c nem all fenn. Kénnyen belathaté azonban, hogy

Tétel (12)

Asszociativ grupoidban (félcsoportban) a bontas re-
lacio tranzitiv.

Bizonyitas: (balrdl bontastirva)a £ b & b £¢c = Ix:ax=b & Fy:
by=c=(ax)y=c <alxy) =c =a Lc.l]

Vegylnk egy félcsoportot, és vizsgaljuk meg bontasi relaciéit!

a b c
a a b c
b a b c
c c c c

Az M02 félcsoport Cayley-tablaja

A két bontasi relacié képe a kovetkezd:

a b c a b c
a a
b b
(o] (o]
Az M02 félcsoport balrol bontasi (Bg) Az M02 félcsoport jobbrél bontasi (B,)
relaciéjanak képe relaciéjanak képe
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Ezek tranzitiv relaciok. Van egy intuitiv elvarasunk, hogy a bon-
tasnak (az oszthatésaghoz hasonléan) parcialis rendezésnek
kellene lennie. Mi a helyzet akkor a reflexivitassal illetve a szim-
metriaellenességgel ?

Ehhez el6szor tekintsiik barmely R relacio tikorképét, az R” =
{(x, v) | (v, x) € R} relaciét. Esetliinkben ezek az alabbi abra sze-
rint alakulnak:

a b c a b c

Blo|o|w
Rlo|o|

MO02 félcsoport balrél bontasi (Bg) MO02 félcsoport jobbrol bontasi (B,)

relaciojanak Bg' tiikorképe relaciojanak B, titkorképe

Amennyiben elkészitjuk egy R relacidhoz a belble szarmaztatott
R N R” relaciét, elészéris nyilvanvaléan szimmetrikus relaciot fo-
gunk kapni. Miel6tt tovabblépnénk, vegylk szemugyre ezeket:

a b c a b c
a a
b b
C C
Az M02 félcsoport balrél bontasi (Bg) Az M02 félcsoport jobbrél bontasi (B,)
relaciéjanak Bg N Bg' szarmaztatottja relaciéjanak B, N B," szarmaztatottja

Ezek a relacidabrak tehat azokat az elemparokat mutatjak, ame-
lyeknek elemei kolcsonosen bontjak egymast. E relaciok szim-
metrikusak és tranzitivak. Attekintjik, mi a helyzet a reflexivitas-
sal.

Amennyiben R tranzitiv volt, agy S := R » R’ is tranzitiv lesz;
szimmetria az eléallitas kovetkezménye. (Ennek bizonyitasat szamos
tankonyv bemutatja.) Annyit kell most hozzatennlnk, hogy tranzitiv
és szimmetrikus relacidk csak izolalt elemeikre nézve nem refle-
xivek. Nevezetesen, ha 7 b: aSh, akkor bSa, és innen aSa. Tehat
ha egy a elemnek van nem ures képe (6sképe) S-ben, akkor S az
a-ra nézve reflexiv lesz. A Definicié (19)-ben definialt bontasi
tartomany viszont egyetlen elemre nézve sem lehet Ures. Szem-

" Ezt a szot azért hasznaljuk, hogy az antiszimmetriat és az aszimmetriat egy-
szerre lefedjuk vele.
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léletesen ezt ugy ragadhatjuk meg, hogy egy Cayley-tabla
minden sordban van elem. igy csak az fordulhat elé, hogy
lehetnek a grupoidban olyan elemek, amelyek egyetlen bontasi
tartomanyban sincsenek benne. Példaul:

a b c
a a b a
b b a b
c a b a

Az M03 félcsoport Cayley-tablaja

a b c a b C
a a
b b
(o Cc
Az M03 félcsoport bontasi (B) relaciéjanak Az M03 félcsoport bontasi relaciojanak és
képe annak tiitkorképének B N B" metszete

Mielbtt ratérnénk az M03 félcsoport relacidinak vizsgalatara, a
fenti gondolatmenet nyoman bevezetink egy fogalmat:

Definicié (20)

A tranzitiv és szimmetrikus relaciékat majdnem-ek-
vivalenciarelacidoknak fogjuk nevezni.

MO03 félcsoport kommutativ, ennélfogva a bal és jobb oldali bon-
tas nem kuldonbozik. Elvégezve a fent bemutatott szarmaztatast
B relaciobdl olyan relaciot kapunk, amely tranzitiv és szimmetri-
kus, de nem reflexiv. A reflexivitasnak ez a hianya viszont abbdl
ered, hogy c izolalt elem a relacidéban. c izolaltsaga abbdl kdvet-
kezik, hogy ¢ nem szerepel a Cayley-tablaban, azaz ¢ nem all
el szorzatként. (Ez, ahogy emlitettiik, nemcsak véges, hanem
végtelen félcsoportnal is el6fordulhat, |. a paros szamok példajat

s

szarmaztatott B » B’ relacié majdnem-ekvivalenciarelacio.

Ezt a most bevezetett majdnem-ekvivalenciat fogjuk asszoci-alt-
sagnak nevezni.
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Definicié (21)

Legyen ~egy grupoid bontasi relacidja. Ekkor az

azb<«* 5 aq . b&b_~La

relaciot asszocialtsagnak nevezzik.

Az a = b jelsorozatot igy olvassuk: ,a és b asszocialtak” vagy ,a
asszocialtja bének”.

Szlkség esetén az asszocialtsag relacio-
jelét is indexeljuk B vagy J betivel, igy: =3,

=,

Osszefoglalva; eddigi fejtegetésiinkbél az alabbi megallapitasok-

hoz jutottunk:

Korollarium (8)

Korollarium (9)

Korollarium (10)

Definicié (22)

A Definicié (18) szerint minden grupoidon
értelmezhetd bontasi relacié (B). E relacio-
nak van bal és jobb oldali definicidja, ame-
lyek, ha a grupoid nem kommutativ, eltérnek.

Ahogyan azt Tétel (12)-ben kimondtuk (68.
0.), ha a grupoid félcsoport, akkor B tranzitiv.

Minden grupoid felett szarmaztathaté annak
bontasi relacidjabdl, B-bél az 4 := B N BT —
ugynevezett asszocialtsagi relacio. Ennek is
lehet bal és jobb oldali értelmezése.

Amennyiben B tranzitiv, ugy 4 majdnem-ek-
vivalenciarelacioé lesz, ami alatt azt kell érteni,
hogy az ekvivalenciaosztalyokbdl csak az
izolalt elemek maradnak ki. (Az igy keletke-
zett osztalyokat késébb asszocialt oszta-
lyoknak nevezzik. Amikor egy elemhez
kapcsoldédasat kivanjuk hangsulyozni, akkor
asszocialtsagi tartomanyt fogunk mondani,
és egy m € M elem esetében az A(m) jelolést
fogjuk hasznaini.)
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Megjegyezzuk, hogy az asszociativitas csak elégséges, de nem
feltétlenul szikséges feltétele a bontas tranzitivitasanak. Az
alabbi példak ezt illusztraljak:

Példak:

1. Legyen M04 = N (a természetes szamok
halmaza) és a miivelet legyen a hatvanyo-
zas. Amint az kdzismert, a struktura nem
asszociativ, a (balrél) bontas mégis tranzitiv.
Tudniillik az a «3 b bontas feltétele az, hogy
a (hatvany)alapja legyen b-nek. Ez tranzitiv,
hiszen, ha a alapja b-nek és b alapja c-nek,
akkor léteznek olyan i és j természetes sza-
mok, amelyekkel @' =b & b/ =c = (@) =c =
a’ = ¢ — vagyis a alapja c-nek is.

Itt megjegyezzik, hogy az ebben a példaban a jobb-
rél bontas nem tranzitiv.

2. Legyen M05 = Q”’ (a nemnegativ racionalis
szamok halmaza) és a mivelet legyen a szam-
tani k6zép. Szintén kdnnyen ellenérizhetd, hogy
bar a mivelet nem asszociativ, a bontas az. Eh-
hez belatjuk, hogy a . b szikséges és elégsé-
ges feltétele az a <2b feltétel. A relacié képe te-
hat az alabbi:

2.1. abra M05 grupoid 2.2. abra MO05 grupoid
bontasi relacioja (B) bontasi relaciéjanak
tiikorképe (B")
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2q

ql2

q a

2.3. abra M05 grupoid asszocialtsagi relaciéja (A= B N BT)

Az asszocialtsagi relacio képerdl leolvashatd, hogy
minden ¢ € O esetében A(g) = [0,5¢; 2¢] zart in-
tervallum.

Tovabbi példak:

e MO06 = (N,+) — a természetes szamok halmaza az
Osszeadassal. A struktura kommutativ egységele-
mes félcsoport. A bontas a kisebb vagy egyenlé re-
lacio; az asszocialtsag az egyenléség, minden ter-
meészetes szam a sajat egyelem( asszocialt oszta-
lydban van egyedul.

e MO7 = (N,) — a természetes szamok halmaza a
szorzassal. A struktura kommutativ egységelemes
félcsoport. A bontas az oszthatésag; az asszocialt-
sag az egyenldség.

e M08 = (7Z,+) — az egészszamok halmaza az
Osszeadassal. A struktura csoport. A bontas és ve-
le egyutt az asszocialtsag a teljes Z x Z relacio;
egyetlen asszocialt osztaly az egész Z.

Ennél a példanal ramutatunk arra, hogy csoportban minden

elem bont minden elemet, igy all el6 a mondott helyzet; cso-
portban a bontasi vizsgalatok érdektelenek.

e M09 = (Z,-) — az egészszamok halmaza a szorzas-
sal. A struktura kommutativ egységelemes félcso-
port. A bontas az oszthatosag; az asszocialtsag az
abszolut értékre vett egyenlbéség. Az asszocialt
osztalyok a {0}, {1, -1}, {2, -2}, {3, -3},...

e M10 = (2" L) — egy H alaphalmaz részhalmazai az
unidéval. A struktura kommutativ egységelemes fél-
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csoport. A bontas a halmaztartalmazas (<) abban
az értelemben, hogy 4 B < A < B; az asszocialt-
sag az egyenldség.

M11 = (2" ~) — egy H alaphalmaz részhalmazai a
metszettel. A struktura kommutativ egységelemes
félcsoport. A bontds a halmaztartalmazas (o) ab-
ban az értelemben, hogy 4 B < A > B; az asszo-
cialtsag az egyenléséeg.

M12 = (*) — egy V abécé (véges) sorozatai a
konkatenacioval. A struktura (nem kommutativ)
egységelemes félcsoport. A bontas a ,kezdGszele-
tének lenni” relacio (p jelsorozat bontja ¢ jelsoroza-
tot, pontosan akkor, ha p kezdészelete g-nak); az
asszocialtsag az egyenldség.

M13 = 7 (az egészszamok halmaza) és a mivele-
tet definialjuk ugy, hogy ab = min(a, b)+1. A struktu-
ra nem asszociativ, a bontas feltétele pedig: a >
b - 1. (min(a, x)+1 = b pontosan akkor oldhaté meg
x-re, haa >b— 1.) Ez a relacioé viszont nem tranzitiv.
Itt megjegyezzlk, hogy a nagyon hasonlé M14 = (Z,max(.,.)+1)
grupoid bontasi relacidja a ,nagyobb” (>) relacio, amely tranzi-
tiv, jollehet az alapstruktura itt sem volt asszociativ. A bontas
szigoru irreflexivitasa miatt asszocialtak nincsenek. (Az

asszocialtsagi relacio ures. Felhivjuk ra a figyelmet, hogy az
ures relacio is majdnem-ekvivalencia.)

Primek, felbonthatatlanok

Azonnal a definiciéval kezdjuk, majd ratérink annak kulonb6zé
szempontu targyalasara. A definicié nem fog meglepetést okozni:

Definicié (23)
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M grupoidban a p € M elemet primnek nevezzik,
ha Va, b e M:
p<Lab={p Lavp Lb).

Megjegyezzik, hogy amennyiben szik-
séges a bontas bal vagy jobb oldali meg-
kllonboztetése, ugy ennek megfeleléen



meg fogunk kulénbdztetni bal és jobb
oldali primeket.

Ez a definicio teljes 6sszhangban van az oszthatésaggal kap-
csolatosan bevezetett primfogalommal. Miel6tt ratérnénk a defi-
nicié tovabbi targyalasara, vegylk szemugyre, hogy eddigi pél-
dainkban ez a definicié milyen eredményre vezet!

Eszerint:

MO01-ben (67. 0.) bal oldali primek csak a b és a c,
jobb oldali prim viszont a grupoid mindharom eleme.
Kérdés, miért nem bal oldali prim az a elem? A va-
lasz az, hogy jbllehet a ~a és a = ¢ - ¢, mégsem all
fenn, hogy a < ¢. Vagyis a ugy bont egy szorzatot,
hogy annak egyik tényezdjét sem bontja.

Az M02 (68. o.) félcsoport mindharom eleme prim.
Az MO03 (70. o.) félcsoportban nincs prim.

Az M04 példaban (természetes szamok a hatva-
nyozassal) a bal oldali primek a 0 és a nemhatvany
természetes szamok, azaz 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12
stb. (Ennek végiggondolasara érdemes kuldn gya-
korlatot szentelni, mert a 0 és az 1 helyzetének ki-
értékelése jol elmélyiti a fogalmat.)

MO05-ben (nemnegativ raciondlis szamok a szamta-
ni kdzéppel) minden elem prim.

MO06: (Természetes szamok az dsszeadassal.) Pri-
mekaOésaz1.

MO7: (Természetes szamok a szorzassal.) Primek
a 0, az 1 és a hagyomanyos értelemben vett pri-
meKk.

MO08: (Egészszamok az Osszeadassal.) A struktura
csoport, tehat minden elem prim.

MO09: (Egészszamok a szorzassal.) Primek a 0, a
+1 valamint a hagyomanyos értelemben vett pozitiv
primek és ellentettjeik.

M10: (Részhalmazok az unidval.) Primek: az Ures-
halmaz és az egyelemi halmazok. Célszerl lesz
éppezért ezeket a halmazokat primhalmazoknak
nevezni.
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M11: (Részhalmazok a metszettel.) Primek: a H és
az egyelemid halmazok komplementerei.

M12: (Jelsorozatok a konkatenacioval.) Primek a 4
és az egy ,betlbdl” allo jelsorozatok.

M13: (Egészszamok a min(a,b)+1-gyel.) Minden
elem prim.

M14: (Egészszamok a max(a,b)+1-gyel.) Minden
elem prim.

A primek tovabbi tanulmanyozasa érdekében érde-
mes megvizsgalni a Gauss-egészeket, a kvaternio-
egészeket és az a + bsi alaku ,egészeket” (ahol s
olyan irracionalis, amelyre s’ egész, i pedig a V-1
komplex egység). Figyelemreméltd lesz didaktikai
szempontbdl a primek és a felbonthatatlanok viszo-
nyanak alakulasa (1.81. o.!). (Ezekr6l a modellekrél
mar tettink emlitést [2.4]-ben.) A Gauss-primek ab-
razolasa esztétikai szempontbdl is érdekes. A
Gauss-primek elhelyezkedésének abraja:

2.4': abra A Géuss-prlmek.ézorodasanak abrajé
(Forras: http://len.wikipedia.org/wiki/File:Gauss-primes-768x768.png)

Most vegyuk még egyszer szemugyre a Definicié (23)-ban fel-
allitott formulat:

" Mas néven Lipschitz-egészeket
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p<Lab = Lavp Lb)

Eszerint p és a szorzat viszonyardl kdvetkeztetlink vissza p-nek
€s a szorzat komponenseinek viszonyara. Ha a szorzat valami-
lyen, akkor valamelyik komponens is ugyanolyan. Ez a min6ség,
amelyrdl ebben a mondatban sz6 van azzal a tulajdonsaggal
rendelkezik, hogy masmilyenbél szorzas utjan nem lesz olyan.
Konkrétabban: az a tulajdonsag, hogy ,valakit” p bontani képes a
grupoid szorzasa utjan nem szuletik a semmibél, valamelyik
komponenstél ,,orokolnie” kellett a szorzatnak ezt a tulajdonsagot.

Ujabb atfogalmazassal (és ezt akar tekinthetjiik a primfogalom
alternativ definiciojanak):

Definicio (24) Prim az, akinek a bontasi tartomanyanak
a komplementere zart.

A fenti kbnnyen memorizalhaté mondat formalisan:

M grupoidban a Definicié (18) szerint bevezetett
bontasi relaciora nézve a Definicié (19)-ben defini-
alt B jelolést alkalmazva p € M elemet primnek ne-
vezzuk, ha az M-beli komplexusszorzasra fennall a

B(p)B(p) < B(p) tartalmazas.

Most képzeljuk el, hogy a bontasi relaciot egy grafban félfelé ha-
lado élekkel reprezentaljuk. Ekkor a primtulajdonsag azt jelenti,

hogy

2.5. abra:ilyen helyzet nincs,...

7



— 1 —1 — 1 1
(= JC> ] = e
2.6. abra:csak ilyen... 2.7. ébra:va-gy ilyen.

A folfelé haladassal valé abrazolas — didaktikai szempontbdl in-
dokolhatéan — ugyanazt a képzetet er6siti meg, mint amelyet a
bontas jelének kivalasztasaval igyekeztlnk elerni, azzal tudniillik,
hogy e relacidjel a ,kisebb”-re (<) emlékeztessen. Ebben az
Osszefliggésben tehat azt mondhatjuk, hogy ha a prim alatta van
egy szorzatnak, akkor alatta van valamely tényezéjének is, igy
nem kozvetlenll, hanem a szorzat valamelyik tényezéjén keresz-
tul, tranzitive éri el alulrdl a szorzatot. A prim a bontasi grafban
ezért valamilyen értelemben fundamentalis szerepet jatszik.

Most vegyuk el6 még egyszer a primdefiniciét —
p<Lab=({p Lavp b)

—, és vegyuk szemugyre formai szempontbdl! Eszerint ez a for-
mula egy

p Rab = (p Ra vp Rb)

alakzat, ahol ® egy teljesen altalanos relacié. Most megfogalma-
zando didaktikai javaslatunk az, hogy ezt a sémat alkalmazzuk a
felbonthatatlansag esetében is. Vagyis

Definicié (25)

M grupoidban az f € M elemet felbonthatatlannak
nevezzuk, ha Va, b e M : fzab = (fza vf=b).

" |de tartozik, hogy ugyancsak didaktikailag éppen ezért nem szerencsés az
oszthatésag hagyomanyos fuigg6leges vonal (|) alaku jele: azért, mert ez a jel
szimmetrikus, midltal nem sugallja a bontasban rejlé antiszimmetriat.
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Megjegyezzik, hogy amennyiben szik-
séges a felbonthatatlansag bal vagy jobb
oldali megkullénbdztetése, ugy ennek
megfeleléen meg fogunk kilénbdztetni
bal és jobb oldali felbonthatatlanokat.

Amint lathatd, a két definicié gyakorlatilag betli szerint megegye-
zik, a relaciojel kivételével. Hasonld a helyzet az atfogalmazas-
sal is:

Definicio (26) Felbonthatatlan az, akinek az asszocialt-
sagi tartomanyanak a komplementere
zart.

A formalizalas ezutan:

M grupoidban a Definicié (19) szerint bevezetett
bontasi relaciéra nézve a Definicié (22)-ben defini-
alt 4 jeldlést alkalmazva f € M elemet felbonthatat-
lannak nevezzuik, ha az M-beli komplexusszorzasra

fennall az A(p) A(p) < A(p) tartalmazas.

Figyelembe véve, hogy
A(m) < B(m) és ennélfogva B(m)c A(m)

a primek és a felbonthatatlanok kézétti kapcsolat tanulmanyoza-
sakor tovabbi intuitiv megkozelitésre nyerunk lehetéséget. (L. 81.
0. ésk.!)

A trivialitdas megragadasa

Most tekintsuk ujbol a primtulajdonsag illetve a felbonthatatlan-
sag definialasara valasztott

m Rab = (m Ra vim R b)
sémat! Amint lathato, ez egy P premisszabdl és egy QO konkluzié-

bdl allé P = Q alaku implikacio. Mint ismeretes, egy ilyen impli-
kacio trivialisan igaz, amikor
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— a P hamis vagy amikor
— a Qigaz.

Mindkeét esetben azt fogjuk mondani, hogy m-nek vagy a prim-
vagy a felbonthatatlan tulajdonsaga frivialisan teljesul, ha akar a
premissza (a-t6l és b-t6l figgetlenul) tautologikusan hamis, akar
a konkluzié tautologikusan igaz.

Hogyan kodvetkezhet be ez a trivialitds a primtulajdonsagra illetve
a felbonthatatlansagra vonatkozo definicié esetében?

1. Lehet-e a premissza tautologikusan hamis a prim-
definicibban? Eléfordulhat-e az, hogy az M grupoid-
nak egy m € M eleme nem bont semmilyen szorza-
tot? A valasz az, hogy ez nem lehetséges. Iranyit-
suk a figyelmet M képzeletbeli Cayley-tablajara! (Ez
képzeletben akkor is megtehetd, amikor M végtelen
halmaz.) Lehet ebben az m sora ures? Nem. Lehet,
hogy ami benne van, az nem szorzat? Nem: ha
massal nem, az m-mel el6all szorzatként, épp azeért
van ott. Azt latjuk tehat, hogy egy prim nem lehet
trivialis prim azért, mert a primdefinicié premisszaja
hamis.

2. Lehet-e ugyanakkor a primdefiniciéban a konkluzio
tautologikusan igaz? Hogyne! Kénnyen elképzelhe-
t6, és sok példa is van ra, hogy egy grupoidban egy
elem ,mindenkit” bont. Az univerzalis bontok auto-
matikusan primek. Bal oldali egységelemek példaul
univerzalis bontdk a balrél bontas szempontjabdl,
tehat, mint ilyenek trivialis primek. De lehetnek M-
ben mas univerzalis bontok is. Mint emlékszink,
csoportban minden elem minden elemet bont; épp
ezért a csoport minden eleme trivialis prim.

3. Mas a helyzet a felbonthatatlanokkal. Ha a felbont-
hatatlansagot definialé implikaciét szemugyre
vesszuk, latjuk, hogy a premissza is lehet tautologi-
kusan hamis. Mint lattuk, az asszocialtsag csak
majdnem-ekvivalenciarelacié, azaz lehetnek a gru-
poidnak az asszocialt osztalyokon kivul es6 — izo-

" Az elmondottak a balrél bontasra vonatkoznak. Jobbrdl bontas vizsgélatakor
oszlopra kell hivatkozni.
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lalt — elemei. Ezek az elemek nem asszocialtjai
senkinek. (Ez a helyzet tobbféleképpen el6adddhat,
de a legegyszeriibb ugy elképzelni, hogy az illetd
elem nem all el6 szorzatként. Gondoljunk a paros
szamok halmazdara a szorzassal. Szorzat csak 4-
gyel oszthaté szam lehet, igy a 2, 6 stb. paros sza-
mok, jollehet elemei a félcsoportnak, nem lehetnek
asszocialtjai senkinek.) Az asszocialtsagra nézve
izolalt elemek tehat trivialisan felbonthatatlanok.

4. S végul lehetséges-e, hogy egy elem mindenkinek
az asszocialtja legyen a grupoidban? Igen lehetsé-
ges. Egy ilyen esetben egyetlen asszocialt osztaly
az egész grupoid, mindenki mindenkit bont, s emi-
att mindenki mindenkinek asszocialtja is. Eppen a
kvazicsoportok azok az algebrai strukturak, ame-
lyek ezt a feltételt teljesitik. Eszerint egy kvazicso-
port minden eleme trividlisan felbonthatatlan (és
persze, trivialis prim).

Benninket érdemben a fenti felsorolas 2. és 3. pontja fog érinte-
ni; célszeril tehat azt megjegyezni, hogy

Definicio (27)
az univerzalis bontok trividlis primek, az asszoci-
altsag izolaltjai pedig trivialis felbonthatatlanok.
Primek és felbonthatatlanok viszonya

A primek felbonthatatlansagarél

Mondanivaldénk illusztralasa kedvéért tételezzik fel, hogy egy M
grupoidban egy m elem B(m) bontasi tartomanya olyan, mint egy
vodor:
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2.8. abra B(m) c M bontasi tartomany képe

Ennek a vodornek van egy kis viz az aljan: az az asszocialtsagi
tartomany:

-

B(m) < Am)

2.9. abra B(m) és A(m) elhelyezkedése (A(m) c B(m))

Most abrazoljuk az M-beli szorzast ugy, hogy nyilak vezessenek
a szorzandoktol a szorzat felé. Ha p prim, akkor bontasi tartoma-
nyanak (B(p)-nek) komplementere zart, tehat nincs olyan helyzet,
mint amilyet az alabbi rajz abrazol:
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a b

2.10. abra A prim tilalmi helyzete.
llyen eset nincs:
Ha a vodor = B(p), akkor két nyil a vodron kiviilrél nem vezethet a vodorbe

A felbonthatatlansag viszont az alabbi helyzetet tiltja:

B

X

ab

a b

2.11. abra A felbonthatatlan tilalmi helyzete.
llyen eset nincs:
Ha a vodor aljan levé viz = A(f), akkor két nyil a vizen kiviilrél nem vezethet a vizbe

Az eddigiek alapjan azt gondolhatnank, egyszer( dolgunk van:
ha a két feltételt és a két abrat szemrevételezzik, azt a kovet-
keztetést vonhatjuk le, hogy ha két nyil nem vezethet kivulrél a
vodorbe, akkor annal kevésbé a vodorben levd vizbe, tehat a
primek felbonthatatlanok.
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Ez a sugallat, bar késébb latni fogjuk nem teljesen helyes, még-
iscsak nagyon jo intuici6. Ha hozzavesszuk azt a képzetet is,
hogy a szorzas nyilai valamiképpen mindig félfelé haladnak, ak-
kor a meglatas egyenesen helyes is. Eppen azért valasztottuk
ezt a vodrds-vizes interpretaciét, mert nagyon j6 képzetet teremt
a fogalmak megragadasara. Hogy alatamasszuk a most mondot-
takat, kimondunk egy egyszer( tételt a primek felbonthatatlansa-
gardl. Latni fogjuk, hogy nem tul szigoru feltétel mellett a primek
felbonthatatlansaga mar igenis garantalva van.

Tétellinkhoz sziukséglnk lesz egy lemmara; a benne kimondott
tény alapvet6, és mas megfontolasok soran is igen j0 hasznat
vesszuk, ezért kulon lemmaként kozoljuk.

Lemma (5)

Ha p € M a tetszéleges M grupoid (barmilyen oldali)
primje, akkor

p <p.

Bizonyitas: A bontas definiciojabdl kdvetkezik, hogy p ~ pp. De
mivel p prim, ezért p <p. [

Tétel (13)
Kommutativ grupoidban a primek felbonthatatlanok.

Bizonyitas: Legyen p € M az egyébként tetszéleges kommuta-
tiv M grupoid primje, s alljon fenn, hogy p = ab. Ek-
kor egyszersmind p = ba. Maga a p = ab illetve
p = ba egyenléség azt jelenti, hogy a  p illetve
b < p. Tudjuk ugyanakkor, hogy p £ p, azaz p 2 ab.
Lévén, hogy p prim, igy vagy p < a vagy p £ b fenn-
all. Alljion fenn pl. p ~a. Ez a .~ p-vel egybevetve
a = p-t eredményezi, ami azt jelenti, hogy p felbont-
hatatlan. Ha viszont p b &ll fenn, akkor b = p-t
kapjuk. [

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ez a leve-
zetés bizonyitja példaul azt, hogy a
Gauss-egészek vagy barmilyen mas ér-
telmezésli kommutativ szamkonstrukci-
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ok* primjei felbonthatatlanok — teszi ezt
minden tovabbi apparatus nélkdl, kizard-
lag arra tamaszkodva, hogy ezek szorza-
sa kommutativ.

Természetesen felvet6dhet a kérdés, hogy az asszociativitas
(azaz félcsoport) garantalja-e hasonléképpen, hogy a primek
felbonthatatlanok legyenek. A valasz nemleges. De miel6tt cafo-
lati példat adnank, tegyunk egy meggondolast: Hogyan is feste-
ne egy félcsoportban egy felbonthatd prim ,vizesvodre”?

2.12. dbra Felbonthaté prim abraja

Vegyuk észre, hogy ha p felbonthatd prim, akkor olyan ab szor-
zatot kell talalni, amelyre
— ab a vizben van (azaz ab legyen asszocialtja p-nek*)
— nem lehet a is b is a vodron kivil (hiszen akkor ab is a
vodron kivil lenne, azaz nem lehetne a vizben)

Itt bemutatott abrankon a b tényezé van a vodorben.

Figyelem! a félcsoport Tétel (13) szerint
biztosan nem kommutativ, vagyis nem
mindegy, hogy az a vagy a b tényezét raj-
zoljuk-e a vodorbe. Emlékeztetink arra,

* Pl. sziirredlis szamok.

Mint emlékszunk Definicié (26) szerint (. 79. o0.!) nem feltétlendl szikséges,
hogy magéanak p-nek adjunk felbontast, elegendd, ha p valamely asszocialtja-
nak adunk (l. ezt bévebben: 96. o.!).
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hogy bal oldali bontasrél beszéliink. Er-
demes megfontolni, hogy ha az a tényezd
lenne a vodorben (vagy esetleg 6 is a vo-
doérben lenne) tehat, ha a bal oldali ope-
randus benne lenne a bontasi tartomany-
ban, akkor az hova esne a rajzon. A meg-
fontolas eredménye az, hogy a bal oldali
operandus nemcsak a vodorbe, hanem
azon belll rogton a vizbe is belekénysze-
rilne (szlkségképpen asszocialtja lenne
p-nek), s mint ilyen, mar nem alkalmas a
felbonthatatlansag cafolatara. Tehat a
most megadott rajz az egyetlen lehetsé-
ges olyan szituaciét mutatja, amelyen fel-
bonthatd prim lathato.

A vodorben talalhatd tényezd (példankban a b) a védorben van
ugyan, de nincs a vizben! Eszerint b a viz fél6tt van, mikdzben
ab a vizben (a viz ,alatt”). Ez pedig azt jelenti, hogy a szorzas
(legalabbis a b — ab vonatkozasaban) ebben az esetben ,,lefe-
lé” hat. A szorzasnak az ilyen iranyu hatdsa: hogy tudniillik a
bontasi tartomanybdl visszafelé, az asszocialtak k6zé visz —
csakugyan ritka, és matematikai intuicionknak is ellentmond. Es
valéban, ,rendes” korulmények kozott, az altalanosan hasznalt
algebrai strukturakban a primeket felbonthatatlannak talaljuk. Di-
daktikai szempontbdl alapvetének érezziik annak hangsulyoza-
sat, hogy felbonthaté prim csak ,szokatlan” kérilmények kézott
Jelenhet meg.

Eme el6zmények utan bemutatjuk azt a félcsoportot, amely tar-
talmaz felbonthatd primeket. A félcsoport alaphalmaza a termé-

szetes szamok parjaibol allé N xN halmaz, a szorzast pedig a
kovetkezbképpen definialjuk:

(ny,k)(ny, ky) = (g + (ny = k), K, + (k= ny))

A definicidban szereplé muveleti jel a ,pont-minusz”, melynek je-
lentése

n—-k hanzk
n-k=
0 kiilonben
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Hogy az igy definialt algebrai struktura egységelemes félcsoport,
azt bemutattuk [2.5]-ben .

Definicié (19) szerint (@, b) balrél bontja (c, d)-t, ha talalhato
olyan (x, y), amellyel (a, b)(x, y) = (c, d). A szorzas definicidjara
nézve lathatjuk, hogy ehhez ¢ > a szikséges feltétel. Belatjuk,
hogy ez elégséges is. Ha ugyanis ¢ >a, akkor az (x, y) = (b + ¢ —
a, d) valasztas megfelel. Tudniillik: @, b)(b + ¢ —a, d) =(a +b + ¢
—a—b,d+0)=(cd).

Asszocialtak tehat pontosan azok az (a, b), (c, d) parok, amelyek-
re a = ¢. Mas széval az asszocialt osztalyok az N x N fluiggélege-
sen egymas alatt allé racspontjai.

Analdég maddon: a jobbrol bontas szuksé-
ges és elégséges feltétele, hogy d >b le-
gyen, és igy az asszocialt osztalyok a
racs vizszintesei. Ez utobbi elrendezés
kulondsen emlékeztet a vodros-vizes in-
terpretaciora. A félsik a bontasi tartomany,
a félsikot hatarolé (egyébként a félsikhoz
tartozé) egyenes pedig benne a viz. A
balrél bontast tanulmanyozva fekvé vod-
rot latunk, a bontasi tartomany jobbra
esik az asszocialtsagi tartomanyt jelent6
fluggbleges egyenestdl. A jobbrdl bontas
vizsgalata ilyen szempontbdl szerencsé-
sebb, mert ebben az esetben szd szerint
vizszintesen helyezkedik el az asszocialt-
sagi tartomany (azaz a ,viz’). Az alabbi
abran (didaktikatorténeti okbdl) most
meégis a balrdl bontas helyzetét tlntetjuk
fel.

" A mivelet a végtelen sorozatokat balra illetve jobbra tolé operatorok model-
lezésébdl jott létre. Ezeknek az operatoroknak az a sajatossaguk, hogy a
jobbra csusztatok ,visszacsinalhatok”, a balra csusztaték viszont nem (kipo-
tyognak a sorozatelemek). Ennek koévetkeztében a félcsoport jobb- és bal
oldali egységei eltérnek; s ez a tulajdonsag doéntének bizonyult a felbonthatd
primeket tartalmazé példa megkonstrualasakor. Hangsulyozzuk, hogy bar a
szbbanforgd operatorok emlitése a matematikai irodalomban megtalalhato, s
ezek a forrasok ramutatnak a jobb- és bal oldali egységekbdl képzett részfél-
csoportok kvazidiszjunkt voltara (metszetik egyedul az egységelem), a ter-
mészetes szamparokkal torténd implementalas, és a felbonthatd prim céljara
valo felhasznélas dtlete teljes egészében t8link szarmazik.
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A(p)

i

[

2.13. abra A(p) és B(p) elhelyezkedése N xN-ben.
Pontozott racspontok a félsik bal szélén: p asszocialtsagi tartomanya;
sraffozott racspontok: p bontasi tartomanya

Most szambavesszuk a primeket.

A(0)

.

o

2.14. abra A (0,0) asszocialtjai és bontasi tartomanya

Amint az abrardl lathatd, a (0, 0) univerzalis bontd, bontasi tarto-
manyanak komplementere Ures, tehat a (0, 0) trivialis prim.

A((1,

i

2.15. abra Az (1,0) asszocialtjai és bontasi tartomanya

Az (1, 0) bontasi tartomanyanak komplementere mar nem Ures: a
(0, n) alakuakat tartalmazza. A (0, n)-alakuak viszont zart komple-
xust alkotnak N x N-ben: amint kdnnyen ellendrizhetd: (0, n)(0, k)
= (0, ntk). Tehat (1, 0), 1évén, hogy a bontasi tartomanyanak a
komplementere zart, prim, s mivel e komplementer ugy zart,
hogy nem Ures, ezért nemtrivialis prim.
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Természetesen ugyanigy nemtrivialis
primek az (1, 0) asszocialtjai, az (1, p)
alaku parok.

Tekintsuk tehat az (1, p) alaku primeket! Adunk rajuk egy felbon-
tast:

(1.p) = (0, )2, p)
Ebben a felbontasban sem (0, 1), sem (2, p) nem asszocialtja
(1, p)-nek, hiszen — emlékszunk —, asszocialtak azok, amelyek-
nek elsé koordinatajuk megegyezik. A szorzatta alakitas tehat
nem érdektelen. (1, p) ezekszerint felbonthato.

Figyeljuk meg a bontas elhelyezkedését:

©.1)

2.16. abra (Lp) = (0,1)(2,p)

Emlékezzink arra, hogy most egy fekvé ,vodrot” latunk. (Ez
azért van, mert balrdl bontast, bal oldali primeket és felbonthatat-
lanokat tanulmanyoztuk. A jobbrél bontasnak allé vodrei vannak.)
A vodor a pozitiv abszcisszaju racspontok halmaza. A viz a vo-
dor fenekén az 1 abszcisszaju pontok halmaza, 6k (1, p) asszoci-
altjai. A (0, 1) a vodron kiviili szorzétényezd a vodor alatt. O a
szorzas bal oldali operandusa (a). A (2, p) a vodorben, de nem a
vizben levé faktor. O a szorzas jobb oldali komponense (b). Pon-
tosan ugy, ahogyan a ,Felbonthaté prim abraja’-n lattuk a 85. olda-
lon.

Ramutatunk arra, hogy az (1, p) = (0, 1)(2, p) felbontasban (0, 1)
egyseg. Ez azt illusztralja, hogy nem az tesz érdektelenné egy
felbontast, ha a szorzat egyik operandusa egység, hanem az,
ha a szorzat egyik operandusa asszocialt a szorzattal. A ,fel-
bonthatatlan” fogalmanak megalkotasakor annal is inkabb érde-
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mes az asszocialtakra, semmint az egységekre tamaszkodni,
mert igy olyan strukturakban is érvényesiteni tudjuk a definiciot,
amelyekben nincs egység. E tekintetben [2.3. 83. 0.] széhaszna-
latat kovetjuk. Kiss Emil egyébként a felbontast érdektelennek
nevezi akkor is, amikor az egyik tényezd egyseg, természetesen
,Szokasos” gylrl kornyezetben .

Fenti modelliink lehetéséget ad egy figyelemreméltd kdvetkezte-
tésre. Ismeretes, hogy a kvaterniok szorzasa nem kommutativ.
Ennélfogva a Tétel (13) nem alkalmazhat6 a Lipschitz-egészek
esetében. (igy nevezziik az a+bi+cj+dk alaki kvaternidkat, ahol
a, b, ¢, d € Z.) Ennek ellenére kimondhato

Tétel (14)

Bizonyitas:

A Lipschitz-egészek koérében a primek felbonthatat-
lanok.

A bizonyitas a Lipschitz-egészek normanégyzetére’
és annak multiplikativitasara tamaszkodik. Amint az
az irodalomban szamos helyen megtalalhatd, & =
a+bi+cj+dk Lipschitz-egész N(& normanégyzete az
a’+b*+c7+d’ természetes szam. Lathaté az is, hogy
N(é) pontosan akkor 0, amikor &= 0. Végul a multi-
plikativitas azt jelenti, hogy N(&) = N(&N(¢). Ennek
ismeretében allithatjuk, hogy a szorzasnak olyan
,visszanyulasa” a vodorbdl a vizbe, mint amilyennel
az imeénti példaban talalkoztunk nem képzelhet6 el.
A normanégyzet multiplikativitasa ugyanis garantal-
ja, hogy az asszocialtaknak egyenl legyen a nor-
manégyzete. (Kolcsdndsen bontjak egymast: a
bontast jelentd szorzasokra a normanégyzeteket
felirva az egyenl6ség adodik.) Tekintsink tehat egy
7 Lipschitz-primet! A B(z) bontasi tartomanyban, az
A(m) asszocialtsagi tartomanyon kivul csak olyan
Lipschitz-egészek lesznek talalhatdk, amelyeknek a
normanégyzete nagyobb, mint =é. Ezeket barmi-
lyen nem zérus Lipschitz-egésszel szorozva (mely-

" Kiss az egységelemes integritasi tartomanyt nevezi szokasos gydrinek [2.3.

48.0.].

A ,normanégyzet” széhasznalatrdl v. 6.: ** labjegyzet a 107. oldalon!
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nek normanégyzete ugyebar legalabb 1) nem kap-
hatunk olyan szorzatot, amely 4(7)-be esne. [

Figyeljik meg, hogy a bizonyitas logikaja
,a szorzas mindig nyujt” alapgondolatra
tamaszkodik. Egy Lipschitz-egész nyol-
cadmagaval (asszocialtjaival) Ul egy szfé-
ran (hipergdbmboén), melynek sugara az 6
normaja. Amint megszorozzuk 6t egy ma-
sik nem zérus Lipschitz-egésszel, a szor-
zat csakis a tényezdk szférain kivilre, az
origotol tavolabbra kerllhet — azt mond-
hatjuk, hogy ,semmilyen szorzds nem
hoz vissza”. Ez a tény 6nmagaban ele-
gend6 a primek felbonthatatlansaganak
igazolasara.

A felbonthatatlanok primtulajdonsagarol

Ha visszatekintink ,A prim tilalmi helyzete” (83. 0.) illetve ,A fel-
bonthatatlan tilalmi helyzete” c. abrakra (83. o.), latjuk, hogy ha az
ab szorzatot szimbolizalé pont a vodorben van, de a viz folott,
akkor csak a prim tilalma sérul, a felbonthatatlansagé nem,
vagyis kdnnyen lehet, hogy egy ,szorzétablaban” (értsd: egy gru-
poidban) lesznek olyan felbonthatatlanok, amelyek nem primek.

Az algebratankdnyvek lényegében az {(a, b) | a, b € Z} alaku pa-
rok felett az (a, b)(c, d) = (ac + kbd, ad + bc) szorzassal definialt
egységelemes félcsoportot veszik alapul. Ezekrél a modellekrdl
— és arrol, hogy mit reprezentalnak — részletesebben szdltunk
[2.6]-ban. Ott rairanyitottuk a figyelmet, hogy negativ £ értékek
mellett aranylag egyszer( analizis adhato, és k£ < -1 esetén nem
prim felbonthatatlanok Iépnek fel. [2.7. 104. 0.] a k = -5 és [2.8.
121. 0.] a k = -3 esetben mutat példat nem prim felbonthatatlanra.

91



A félcsoportok korében egyszerl példakkal szolgalni. Példaul:

0(1/2/3 4
0/0/0|0|0]|O
1/0/1]3]3][1
2/0/4/0(2]|0
3/0/1]0/3]|0
4104224

M16 félcsoport Cayley-tablaja

M16 félcsoportban 0 zéruselem, 2 kétoldali prim, 3 jobb oldali
prim, 4 bal oldali prim. A primek felbonthatatlanok, de felbontha-
tatlan az 1 is, jollehet nem prim (bontja 2 - 2-t anélkll, hogy
bontana 2-t). Raadasul a felbonthatatlansag minden esetben két-
oldali. Az egyeddli felbonthaté elem a 0. Felhivjuk a figyelmet,
hogy nincs univerzalis bontd, vagyis egyik prim sem trivialis;
ugyanigy, mert nincs izolalt elem, egyik felbonthatatlansag sem
trivialis.

Fontos latni, hogy amennyiben nem ragaszkodunk a gyUrikor-
nyezethez, félcsoportban egyszeri véges példa maris adhat6. A
bontas, az asszocialtsag, a prim, a felbonthatatlan — ezek a fo-
galmak mar a grupoidok koérében is kifogastalanul definialhatok.
Azért indokolt mégis a félcsoportot valasztani terepnek, mert az
asszociativitas nagyon mély elvaras, és az oktatdmunkaban
csak fennakadast okozna, ha a kifejezéseket elboritanak a zaré-
jelek. Azonkivul a nemasszociativ irasmodra valé koncentralas
elvonna a figyelmet a I1ényegtél. A félcsoport ezenkivul biztositja
a bontas tranzitivitasat, amely szintén nagyon kézenfekv elva-
ras. Folyomanya tovabba, hogy az asszocialt osztalyok (az izo-
laltak kivételével) csakugyan osztalyozni fogjak az elemeket.
Ezeken kivul azonban tovabbi engedmény nem szikséges.

Mint fentebb emlitettik, a paros szamok halmaza a szorzassal
kivalé félcsoport szamtalan megfontolando jelenség tanulmanyo-
zasa céljara. Valasszuk a |” szimbdlumot az ,oszthaté a paros-
ban” relacio jelolésére! Ezekszerint pl.

21"6-10

hiszen 2 - 30 = 6 - 10. Ugyanakkor se 2 |” 6 se 2 |” 10 nem all fenn,
hiszen nincsenek olyan paros szamok, amelyekkel a 2-t megszo-
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rozva akar 6-ot, akar /0-et kapnank. 2 tehat a parosban nem
prim. Nyilvanval6é ugyanakkor, hogy felbonthatatlan, méghozza
trivialisan, hiszen nem all el szorzatként. Lehet mondani, hogy
az M16 véges félcsoport Cayley-tablajanak kezelése tulsagosan
elvont matematikai hozzaallast igényel, de a paros szamos pél-
dat egy altalanos iskolas is megerti.

Tovabbi didaktikai lehetéségek

Idézzik fel relaciosémankat a 78. oldalrél! A primtulajdonsag
illetve a felbonthatatlansag definialé tulajdonsaga egy

Va,b e M:c Rab = (c Ra vc Rb)

logikai kifejezésben oltott testet. Ennek a formulanak a és b a
szabad valtozdi, és maga a formula éppen c-ré6l mond valamit.
(Amikor ® = ; akkor azt, hogy ¢ prim, amikor ® = =, akkor azt,
hogy ¢ felbonthatatlan.) Ugy lehetne ésszefoglalni a formula je-
lentését, hogy a szorzat — c-re vonatkoztatott — viselkedésébdl
kovetkeztetink a tényez6k viselkedésére. Azt fogjuk vizsgalni,
hogy — ellenkezé iranyban — a tényez6k viselkedéseébdl lehet-e
a szorzat viselkedésére kovetkeztetni. Miel6tt azonban a tartalmi
jelentésre térnénk, fontoljuk meg: tisztan logikailag, formalisan
hogyan lehet ezt az implikaciét az ellenkezd iranyban olvasni.
Arra jutunk, hogy egyenértéki a

Ya,be M : (cﬁa &cRb):> cRab

formulaval. Ez pedig olvashaté Va, b e M: (cSa & cSb) =c S
ab olvasatban, hiszen ehhez nem kell egyéb, mint s-t ® ellentett-
jének tekinteni.

Ez a formacié egyébként ésszerii is, és feltételezhetd, hogy a
hallgatésag ezt is varja. Mig a szorzat valamely tulajdonsagabdl
kovetkeztetink (legaldbb) az egyik szorzétényezd ugyanolyan
tulajdonsagara, addig mindkét tényez6 valamilyen viselkedésé-
bdl remélink kdvetkeztetni a szorzat azonos viselkedésére.
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Tegyunk egy probat, irjuk be § helyére ismert relacidinkat (tekint-
ve, hogy = szimmetrikus relacio, a vele képzett sort csak egyszer
szerepeltetjuk):

Va,beM: (cLa&kcLb)=>c Lab
Va,beM:(a Lc&bc)=ab c
Va,beM:(cza&cz=b) =c=ab

Az elsé és a harmadik trivialitasnak tlinikk — c-re nézve ezért
nem mond semmit. A masodik viszont rendkivil szokatlan lenne:
nem felel meg semmilyen intuitiv elvarasunknak.

Am lehetséges, hogy a formulaval nem is c-rél kellene mondani
valamit! Hanem a és b viszonyarél. Lehet, hogy igy majd mond
is valamit a dolog.

VeeM: (cLa&kceLb) =c Lab
VeeM:(aLc&kbc)=ab L
VeeM:(cza&c=b) =>c=zab

A formula elsé valtozata ebben a formaban is semmitmondé. A
harmadik sor azt mondja, hogy a és b asszocialt osztalyainak
metszete a szorzat asszocialtjaiba esik: A(a) N A(b) < A(ab). Ez
az allitas vagy trividlis, vagy hasznalhatatlanul erds kdvetelmény.
Mar a félcsoportkdrnyezet garantalja, hogy az asszocialt oszta-
lyok diszjunktak legyenek. Ennélfogva vagy az a helyzet, hogy
A(a) = A(b), vagy az, hogy A(a) N A(b) = &. Utdbbi esetben az al-
litott tartalmazas nem mellbevago kozlés, az elébbi esetben vi-
szont a formula mondanivaldja az, hogy az asszocialt osztalyok
zartak a szorzasra. Ez azért szokatlan lenne. Mondjuk példakeép-
pen az egészszamok szorzasa esetében {5, -5} egy asszocialt
osztaly. Nem varjuk el, hogy pl. az 5-(-5) szorzat ide essen...

Hanem a

VeeM:(aZLc&b Lc)=ab L
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feltétel mar érdekesnek tinik. Ez azt mondja, hogy az M-beli
komplexusokra nézve

B(a) N B(b) < B(ab)

Ramutatunk arra, hogy a forditott iranyu tartalmazas (B(ab) < B(a)
N B()) — kommutativ félcsoportokban — evidens, a most
bemutatott irany viszont ott sem az. A kett6 egyuttes fennallasa

B(a) N B(b) = B(ab)

-t eredményezi, ami a-nak és b-nek egy kuldnleges viszonyabdl
fakad. Ezt a viszonyt L relacidjellel — az ortogonalitas avagy
merélegesség jelével — jeldljik. Ezen a modon, csak formai je-
gyekbdl kiindulva sikerul a relativ prim fogalmat bevezetni.

Hasonlo definicios lehetéségek kinalkoznak a legnagyobb koé-
z6s bonto illetve a legkisebb k6zés bontott bevezetésére:

LNKB(a, b) :={x|x La&kxb&(y Laky Lb) =y X}
LKKB(a, b) :={x|lasx &b x&(aLy&b Ly) =x Ly}

Ezek a definiciok teljesen szokasosak, és a matematikatanitas
igy hasznalja 6ket. Hangsulyozni azt kivanjuk, hogy tanulmanyo-
zasukhoz nem sziukséges peéldaul egységelemes integritasi tar-
tomanyban lennlnk. lllusztracioképpen bemutatjuk az M16-os
példa (92. o0.) legnagyobb kdzbs bontdinak és legkisebb kozos
bontottjainak tablazatait:

0 1 2 1 3] 4 0 1 2 | 3|4
0 1,312,4(1,3|2,4 0 1,412,3(2,3|1,4
1 [1,3]1,3 1,3 1 |1,4]1,4 1,4
2 |24 2,4 2,4 2 12,3 2,312,3
3 11,313 1,3 3 (23 2,312,383
4 | 2,4 2,4 2,4 4 (1,4 1,4 1,4
M16 bal oldali legnagyobb k6z6s M16 jobb oldali legnagyobb k6z6s

bontoi bontoi
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o1 2 | 3 | 4 o1 2 | 3 | 4

0 0

1 1,3 1,3 1 1,4 1,4
2 2,4 2,4 2 2,312,3

3 1,3 1,3 3 2,312,3

4 2,4 2,4 4 1,4 1,4
M16 bal oldali legkisebb k6z6s M16 jobb oldali legkisebb k6z6s

bontottjai bontottjai

Ahol a cellak liresek, ott iireshalmazt kell érteni.

Erdekes és mély tanulmanyozast kinal annak megvalaszolasa,
hogy az asszocialt osztalyok milyen korulmények kozott adnak
konzisztens osztalyozast (tehat mikor lehet mivelettablanak te-
kinteni az LNKB / LKKB-tablazatokat), milyen algebrai tulajdonsa-
gokkal rendelkezé miveletek jonnek Iétre ilyenkor; létrejon-e va-
lamilyen hald, teljesul-e disztributivitas.

Bizonyitas nélkul kozoljuk: LNKB / LKKB
definiciéjabdl azonnal kovetkezik, hogy
LNKB(a, b) illetve LKKB(a, b) elemei
asszocialtak. (Pl. ¢, d € LNKB(a, b) = ¢ =
d.) Tranzitiv bontasu grupoidban, igy fél-
csoportban az LNKB / LKKB képhalmazai
€s az asszocialt osztalyok egybeesnek.
(Ez azt jelenti, hogy ¢ =d & ¢ € LNKB(a, b)
= d € LNKB(a, b).) Mindkettd asszociativ
és az azonos oldaliak kolcsonosen disz-
tributivak egymasra.

(A muveleti tulajdonsagok targyalasakor
pl. LNKB(a, LNKB(c, d))-t akként kell értel-
mezni, hogy ha a € M és H c M, akkor
LNKB(a, H) := {x | x € LNKB(a, h), h € H}.)

Végul didaktikai megfontolasaink kozé tartozik még annak meg-
emlitése, hogy a felbonthatatlansag klasszikusan az f=ab = (f =
a) v (f = b) implikaciéval kerul definialasra. Ez a forma azonban
nem fejezi ki az altalunk elvart ,felbonthatatlan az, akinek az
asszocialtsagi tartomanyanak a komplementere zart” paradigmat
(I. 79. o.!). Olyan esetekben, amikor az asszocialtsag nem refle-
xiv adodhatnak eltérések, de ezek a didaktikai folyamatot nem
fogjak megakasztani — ellenben a prim és a felbonthatatlan for-
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mailag egységes definidlasa sokat segithet a két fogalom megér-
tésében.

HT-rendszer — egy kisérlet primek felderitésére

Definicié és példak

Ahogyan azt [2.9]-ben bemutattuk, a primekkel (primszamokkal)
kapcsolatos didaktikai torekvésunk végulis az, hogy a hallgaté a
primet, mint az éppen vizsgalt struktira atomi épitékdvét (gene-
ratorat — |. ezzel kapcsolatban bévebben: [2.6]!) ismerje meg és
tarja fel. Megfontolasaink szerint nem elegendd a primet ugy
szemlélni, hogy »ime egy elem, el tudom-e donteni, hogy prim-e
vagy sem«. (Természetesen olykor ez sem csekély feladat!)
Meggy6z6désiink szerint a primfogalom akkor rogzil helyesen,
ha a hallgaté szeme el6tt bontakozik ki az algebrai struktura ele-
meibdl, elemei kozul az a néhany, amely tovabb mar nem anali-
zalhatd, ugyanakkor a struktura miveletével képes létrehozni az
alaphalmaz dsszes elemét. Definialunk tehat ebbdél a célbdl egy
algebrai strukturat.

Definicié (28)

Egy M grupoid egy h : M -> M ésegy t: M - M
fluggvénnyel és egy K < M (,kuldnlegesek”) részhal-
mazzal HT-rendszert alkot, ha V'x, y € M esetén
teljesulnek az alabbiak:

Al. x=h(x)t(x)
A2. h(h(x))=h(x)

s ey M) haxeK
- HO=100) haxek
_Jix)y JhaxeK

Ad. t(xy)_{t(y) ,haxeK

A strukturaban K lehet Ures halmaz. Az M | K hal-
mazt alkalomadtan N-nel (,normalis elemek”) fogjuk
jeloélni.
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Példak

98

HT1. példa:

Ha a M-ben vannak bal oldali egyseg-
elemek (B), és veszlnk egy tetszble-
ges b € B bal oldali egységelemet, ak-
kor a h(x) = b, t(x) = x valasztas és
barmely K < B megfeleld.

Megjegyzés: Ha / konstans, akkor a 2. és a 3. axio6-
ma automatikusan teljesul, barmi is K.

HT2a. példa:

HT2b. példa:

HT3a. példa:

HT3b. példa:

HT4. példa:

HT5. példa:

Ha a grupoid szorzasa az xy = x szor-
zas, akkor a Ah(x) =t(x) = x valasztas
megfeleld, és K = &,

Ha a grupoid szorzdsa az xy = x szor-
zas, akkor a h(x) = x, t(x) = t valasztas
megfeleld, és K = &,

Ha a grupoid szorzasa az xy = y szor-
zas, akkor a h(x) =t(x) = x valasztas
megfeleld, és K = M.

Ha a grupoid szorzasa az xy = y szor-
zas, akkor a h(x) = h, t(x) = x valasztas
megfeleld, és K = M.

(N, +) félcsoporton vezessiuk be az
alabbi fuggvényeket: i legyen az el6-
jelfuggvény, azaz h(0) = 0, és hn) = 1,
ha n > 0 valamint ¢(n) legyen n~1, az-
azt0)=0,éstm)=n—1,han>0 A
K halmaz legyen {0}! Ezzel HT-rend-
szert kaptunk.

J véges abécé V'* sorozathalmaza az
egymasmelléiras (konkatenacio) ma-
veletével, a head és a tail figgvények-
kel valamint a K = {4} halmazzal. (Ez



HT6. példa:

a példa a HT-rendszer ,6smintaja” és
.keresztapja”.)

Legyen b, ¢ #b € M a grupoid két ki-
tuntetett eleme! Vezessuk be a gru-
poidon az alabbi szorzast:

X hax#b
Xy =
4 y hax=>

b tehat egyfajta bal oldali egységelem-
ként viselkedik. A tobbi elem esetében
a szorzas hasonlé a (HT2a)—(HT2b)
példaban emlitettekhez. & legyen az
identitas, legyen K = {b}, és definialjuk
t-t az alabbiak szerint:

() b hax=5
x) =
c hax#b

Belathatd, hogy ezzel a definiciéval
HT-rendszert kaptunk.

Alljon itt a fenti konstrukcidhoz egy konkrét
példa! Legyen M = {1, 2, 3}, a szorzas Cayley-
tablaja legyen az alabbi:

1123
111123
2(2|2|2
3/3/3|3

M17 félcsoport

Lathatd, hogy b = 1. Ennek megfeleléen K =
{1}, h az identitas, valasszuk c-t 2-nek, ¢ érté-
kei ekkor tablazatban abrazolva a kdvetkez6k
lesznek:

x [1 [2]3
tx) [1 [2]2

Ellenérizziik az axiomakat!
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(A1) teljesil, mert 1 = h(Dt(l) =11 =1; 2 =
hQQt2)=22=2;3=h3)43) =32 =3.

(A2) teljesul, mert az identitas idempotens.
(A3) teljesiiléséhez elegendd annyit vizsgalni,
hogy az xy szorzat elsé tényezdje (x) b-vel (I-
gyel) egyenl6-e. Ha igen, akkor (A3) mindkét
oldalan y all; ha nem, akkor pedig x.

(A4) teljesuléséhez nézzik végig a lehetsé-

ges 9 szorzatot:

(1) =t(1) =1
(12)=12) =2
(13)=13) =2
(2-1) =1(2) =2
12:2)=1(2) =2
12:3) =1(2) =2
(3-1) =1(3) =2
132)=1(3) =2
133)=1(3) =2

(1) =11) =1
(12)=t2) =2

(13)=13) =2

121)=t2) 1=21=2
(22)=t2) 2=22=2
123)=12) 3=23=2
(31)=t3) 1=21=2
132)=t3) 2=22=2
(33)=13) 3=23=2

A definicio feltételrendszerének fuggetlensége

Kézenfekvd a kérdés, hogy (A1)—(A4) csakugyan axidmarend-
szer-e. Az ellentmondas-mentességet a bemutatott példak iga-
zoljak. Fennall azonban a fliggetlenség kérdése: nem lehetsé-
ges-e, hogy valamelyik ,axioma” (a tdbbi harombdl) levezethet6?
(Ekkor ugyanis a szébanforgé allitas nem lenne axioma, hanem

tétel.)
Allitjuk tehat, hogy

Tétel (15)

Az (A1)-(A4) feltéetelrendszer fuggetlen.

Bizonyitas:

Az (A1) axioma fuggetlensége:

Legyen M a természetes szamok halmaza a szor-
zassal, h is, t is az azonosan 1 fuggvény és K = M.
Ekkor (A2)-(A4) teljesul, de (A1) nem.

Az (A2) axiéma fuggetlensége:
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Tekintstiink egy tetszbéleges |M| > I halmazt, és de-
finialjuk rajta az xy := y szorzast! Valasszuk ¢t az
identitasnak (¢(x) .= x) és legyen K = M. Ha meg-
vizsgaljuk az (A1), (A3), (A4) axiomakat, azt latjuk,
hogy azok # megvalasztasatol fuggetlenul teljesul-
nek. De mert M-nek legalabb 2 eleme van, i va-
laszthaté ugy, hogy ne legyen idempotens, pl. M =
{a, b} esetén legyen h(a) = b és h(b) = a. Ez azt je-
lenti, hogy (A1), (A3), (A4) fennall, de (A2) nem.

Az (A3) axidma fuggetlensége:

Legyen |M| > I halmazon annak muivelete barmi-
lyen idempotens miivelet (pl. egy U halmaz 2" rész-
halmazai a metszettel) — azzal a kikotéssel, hogy
legyen olyan két (x és y) M-ben, hogy xy =x. his, t
is legyen az identitas, K legyen ures! Mint konnyen
lathatd, (A1), (A2) és (A4) teljesll, de (A3) nem.

Az (A4) axioma fluggetlensége:

Tekintsuk pl. a természetes szamok halmazat a
szorzassall i legyen az azonosan 1 fuggvény, ¢
legyen az identitas, és legyen K = M. Ekkor (A1)—
(A3) teljesul, de (A4) nem. []

Néhany tétel

A HT-rendszer hasznalataval kapcsolatosan kimondunk néhany
kdnnyen bizonyithat6 tételt:

Tétel (16)

Bizonyitas:

K elemei bal oldali egységelemkeént viselkednek,
azaz:
xeK=xy=y.

xy = h(xy)t(xy) = h(y)t(y) = y. U
Specialisan: xx = x.
Ezzel azt is bizonyitottuk, hogy K zart M-ben.
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Tétel (17)

Bizonyitas:

Tétel (18)

Bizonyitas:

Tétel (19)

Bizonyitas:
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Jeldlje H a h altal elballitott képet M-ben: H := h(M).
Masrészt legyen G h fixpontjainak halmaza, azaz
G :={x|h(x) =x}). EkKkor G = H.

(a) G < H nyilvanvalo;
(b)x e H= Ty : h(y) = x, igy az (A2) axioma miatt:
h(x) = h(h(y)) = h(y) = x. [

Legyen T :=¢M) és L := {x | t(x) = x}. Nyilvanvalo,
hogy L < T, mint, ahogy az is, hogy altalaban L =T,
a T\ L ugyanis tébbnyire nem Ures. Ezt az (5) példa
illusztralja, ahol 7= M és L = K. Allitjuk, hogy L zart
M-ben.

(a) x £ K. Ekkor: t(xy) = t(x)y = xy.
(b) x e K. Ekkor: t(xy) = t(y) =y = xy. []
Felhasznaltuk a Tétel (16)-ot.

xel\K=xy elL.

txy) =t(x)y = xy.

A fenti tételek kozil egyre (Tétel (19)) ak-
kor lesz szukség, amikor azt vizsgaljuk,
hogy a HT-rendszer elemein definialhaté-
e valamilyen hosszusag. Hosszusagon
egy olyan szamhozzarendelést értink,
amely rendelkezik a len(xy) = len(x) +
len(y) tulajdonsaggal. Ennek definialasa-
kor jatszik szerepet a Tétel (18)-ban defi-
nialt L halmaz. A ¢ fixpontjain ugyanis cél-
szer( a len értéket 0-nak definialni, mas
elemeken pedig a len(x) = len(t(x)) + 1 re-
kurziot alkalmazni. Ez a definici6 azon-
ban nem mindig mikddik, mert a ¢+ nem
feltétlenul ,hiz be” minden elemet L-be.



Diakkori kutatasi feladatnak is alkalmas
azt vizsgalni, hogy egy ilyen definicié mi-
lyen feltételek mellett mikoddképes.

HT-rendszer kiilonbozo strukturakban

Csoportban

Be fogjuk latni, hogy % konstans. Vezessuk be a kdvetkez6 jelo-
léseket! A csoport egységeleme legyen e, h(e)-t jeloljuk A-val,
t(e)-t pedig r-vel. Végull a ht szorzat jele legyen k. El6szor tételez-
zUk fel, hogy K ures! Ekkor:

Vx e M : h(x) =h(ex) = h(e) =h
vagyis h konstans az egész csoporton. Masrészt:

Vx e M :x = hx)t(x) = ht(x) =t(x) = h'x

Most tekintslk azt az esetet, amikor K nem ures! Legyen el6szo6r
x € K, s tekintsik 4 és ¢ értékeit x-en:

h(x) = h(xe) = h(e) =h
tx) =t(xe) =t(e) =t

Ebbdl lathatd, hogy # is t is konstans K-n, amibdl azonnal adadik,
hogy |K| <1, hiszen Vx € K : x = h(x)t(x) = h(e)t(e) = ht = k.

Masrészt, ha x =k, (azaz x € N) akkor

h=he) =h(xx") = h(x)
miatt # az egész csoporton konstans: A(x) = h. igy ¢(x) = h”'x.
Ekkor viszont

W= tk) = tke) = t(e) = b’

miatt k£ = e.
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Osszegezve: Csoporton HT-rendszer csak a h(x) =a, t(x) =a’'x
fliggvényekkel és K = {e} vagy K = D' halmazzal képezhetd.

Egységelemes félcsoportban

Lathatéan, ha a grupoid egységelemes félcsoport, |K| <1 akkor
is fonnall, de 2 nem feltétlenll konstans az egész félcsoporton.

Kommutativ struktirakban

Ha a grupoid kommutativ, a #(xy) = h(yx) egyenléségbdl és az x,
y e illetve g K relaciok vizsgalatabol azt kapjuk, hogy #(K) = k és
h(M\K) = n, illetve h(xy) =k <x e K & y € K. Minden egyéb eset-
ben A(xy) = n.

Ha x, y € K, akkor ¢(y) = t(xy) = t(yx) = t(x) miatt ¢ is konstans K-n,

ahonnan ismét |K| <1 adodik.

Primek szarmaztatasa HT-rendszerben

Most kimondjuk a HT-rendszer bevezetésének céljat képez6 té-
telt:

Tétel (20)
Ha egy HT-rendszerben p € H, akkor p prim.
Bizonyitas:
(@) p € K eset: p bont minden elemet, mert pa = a
miatt a px = a egyenlet mindig megoldhato, azaz p
trivialisan prim.

(b) p K eset: Alljon fenn, hogy p .~ ab, azaz px =
ab. Ekkor

P = h(p) = h(px) = h(ab) = vagy h(a) vagy h(b)
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Legyen pl. p = h(a), ekkor a = h(a)t(a) = pt(a) miatt p
Za.Ap = h(b) esetben pedig p £b. [

A tétel megforditasa nem érvényes: Cso-
portban minden elem (trivialisan) prim, de
— mint lattuk — |H| = 1.

A HT-rendszer alkalmazasanak didaktikai célja

Ha a grupoidon sikerul HT-rendszert 1étrehozni (amihez sok fel-
tételnek kell teljesulnie, pl. hogy a grupoid minden eleme eldéall-
jon szorzatként), akkor a & fluggvény fixpontjai primelemeket
.,mutatnak ki’. Ezek kdzo6tt vannak trivialis primek, ezek H N K
elemei, és vannak (vagy lehetnek) A\ K halmaznak olyan elemei,
amelyek ,valodi” primek: a struktura valodi alapvet épitékovei.
A HT-rendszer tehat a grupoid elemeinek esetleges belsé struk-
turajanak vizsgalata nélkil fedi fel a koztuk levé atomiakat. Di-
daktikai szempontbdl érdekes vallalkozas figyelemmel kisérni
egy algebrai struktura elemei belsé szerkezetének ilyen iranyu
feltarasat. Példaul a HT4. példaban (98. 0.) H= {0, 1}, K = {0}. A
HT-rendszer vizsgalata azt mutatja, hogy a természetes szamok,
mint strukturaelemek, ugy szervezédnek, hogy az Osszeadas
hozza létre Gket 6sszeadassal létre nem hozhaté ,atomokbdl”.
Ezek kodzott a bonthatatlan atomok kozott van a K-beli 0, amely
valéban atomi elem, de ,impotens” abban az értelemben, hogy a
strukturat beléle sszeadassal (a grupoid muveletével) felépiteni
nem lehet. Van ugyanakkor az I, a ,valédi’, a ,potens” atom,
amelybdl a természetes szamok egész halmaza az Osszeadas
révén csakugyan folépal.

Kitekintés

Mindeddig a grupoidokra, félcsoportokra fokuszaltunk, am termé-
szetesen nem szabad elfelejteni, hogy a primfogalom eredetileg
gylridkben jott létre, és az igazan mély problémak ott vetédnek
fel. lllusztraciéként bemutatunk egy fogalomkort, amellyel komoly
kutatasi program indithato.
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Definicié (29)

Legyen (R, +,-) gylrQ; primeknek értelemszeriien a
szorzas primjeit fogjuk nevezni (hiszen (R,+) Abel-
csoport, ami azt jelenti, hogy az 6sszeadasra nézve
R minden eleme trividlis prim). Azt mondjuk, hogy
p € R prim ikerprim, ha Fp,, p, € R\{0} primek ugy,
hogy p =p; + p..

A természetes szamok kdrében hagyo-
manyosan a (3,5), (5,7), (11, 13) stb.
parokat szokas ikerprimeknek nevezni. A
most adott definicié ebben a szamkodrben
a megszokott parok koézul a nagyobbat
nevezi annak.

Az egészszamok korében valamivel érde-
kesebb a helyzet, mert pl. 7 + (-7) = 0 mi-
att a O-t ikerprimnek kell tekinteni. (Emlé-
keztetink arra, hogy a 0 nem trividlis
prim!) Ha ez didaktikai zavart okoz, a de-
finiciot ebben az iranyban finomitani kell.
(Mondjuk ugy, hogy p-t is R\{0}-bdl kelljen
valasztani.)

Véges gylrikben is érdekes lehet az analizis. Trivialis, de meg-
fontolasra érdemes példat szolgaltatnak a véges testek: ezekben
a strukturakban minden nemzérus elem trivialis prim, ennélfogva
minden nemzérus elem ikerprim is. Nemtrivialis példa is adhato
ugyanakkor, ahogy erre példa mondjuk a 8-as maradékgylra:
ebben primaz 1, 2, 3,5, 6, 7 elem, és példaul 1 + 2 = 3.

Erdemes felhivni azonban arra a figyel-
met, hogy a fenti példaban a hat prim koé-
zul csak a 2 és a 6 nemtrividlis, s az 6
esetikben 2+2=6+6=4és2+6 =0,
vagyis csupan a nemtrivialis primek nem
adnak ikerprimet.

Erdekes és szép tanulmanyozast kinalnak viszont a Gauss-egé-
szek. Mint ismeretes (I. pl. [2.10]) Bolyai Janos a Gauss-prime-
ket harom osztalyba sorolta, ugymint:

A: +14

B: {p =44n+3) | n e N és p természetes prim}
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C: fa+bilabeZa=0b=0p=ad +b° ésptermé-
szetes prim}

Ha a Gauss-egészek korében probalunk ikerprimet keresni,
azonnal latjuk, hogy azonos osztalyu primek Osszege mindig
oszthatd 2-vel, ezért nem lehet prim. Tlzzuk ki tehat magunk elé,
hogy kereslnk egy A-osztalyu és egy B-osztalyu primet, melyek
dsszege C-osztalyl prim’| Az dsszeg normanégyzetét” kell vizs-
galnunk, mégpedig abbdl a szempontbdl, hogy lehet-e primszam.
A normanégyzet az A-osztalyu prim lehetséges elbjelvalasztasai
szerint (p 1)’ + 1 lesz, ahol p a B-osztalyu prim abszolut értéke.
Ez a mennyiség, figyelembe véve, hogy p = 4n + 3

(4n+4)* +1

+1)*+1=
(p=ly+1 {(4n+2)2+1

— ha ez a kifejezés (természetes) prim, akkor C-osztalyu ikerpri-
met talaltunk a Gauss-primek korében. Arra nézve, hogy lehet-e
ezzel a modszerrel végtelen sok ikerprimet talalni, ebben az
esetben is csak azt mondhatjuk, hogy nem tudjuk. Ha 4&° + I
végtelen sokszor lesz prim, akkor minden bizonnyal. Sajnos
azonban egyelére egyetlen (masodfoku) polinomrdl sem tudjuk,
hogy felvesz-e végtelen sokszor prim értéket

A 2. fejezet tézisei

o A deduktiv gondolkodas alapvet6 eszkdze a
komplex strukturak analizise, szerkezeti ele-
meik feltarasa. Mar a filozofia kezdeteitél
fogva megfogalmazddott a kérdés: melyek a
legalapvetébb, tovabb nem bonthaté, mar
nem analizalhaté épitbkdvek. Ezeknek az
atomnak nevezett objektumoknak a felkuta-
tasat modellezzik algebrai strukturakban.

A tébbi Iehetseges kombinacié hasonlé eredményre vezet.
" Az N(a + bi) = @’ + b’ hozzarendelés elnevezésekor a normanégyzet szét ré-
szesitjuk elonyben. L. ezzel kapcsolatban [2.6]!
Palfy Péter Pal szives kozlése.
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Az atomot kézenfekvd mint felbonthatatlant
azonositani.  Matematikadidaktika-torténeti
okbdl ugyanakkor a prim fogalma is megho-
nosodott. A prim az elsédlegest jelenti, a ki-
fejezés tehat az induktiv gondolkodasmaod
terméke. A két megnevezés — jollehet a
primfogalom és felbonthatatlansag fogalma

korantsem azonos — még a kdzépiskolai
matematikatanitasban is szinonimaként sze-
repel.

Bar a ,prim” és a ,felbonthatatlan” kilénboz-
nek, a kett6 k6zott mély fogalmi analégiak
vannak, amelyek a definiciok megfogalma-
zasakor formai értelemben is tukréz6dnek.
Mi torekedtink jelen dolgozatban olyan uj
sz6hasznalattal élni, amelybdl ezek az
Osszefuggések kiolvashatok.

A ,prim” és a ,felbonthatatlan” fogalmak
megalkotasdhoz nem sziikséges a gyiird,
mint algebrai struktura: elegendé a félcso-
port, sé6t, a legalapvetébb definicidkat a gru-
poidok korében is kimondhatjuk.

E fogalmak megkuldnboztetéséhez nincs
sziikség fels6foku ismeretekre: az egész-
szamok és a paros egészszamok szorza-
sanak elsajatitasa utan a kilénbség mar az
altalanos iskolai matematikaanyag keretében
is megvilagithato.

Didaktikai céljukat tekintve is kilénés gond-
dal vezettik be tehat a bontas és asszoci-
altsag fogalmakat Ugyelve arra, hogy az
oszthatésag, mint kdzismert fogalom és ter-
minoldgia megalapozatlan asszociaciokat ne
tamasszon.

Kllénosen a felbonthatatlansagfogalom ese-
tében érezzik fontosnak, hogy az altalunk
bevezetett sz6hasznalat a leheté legegy-
szerlibb algebrai struktarakban is alkal-
mazhaté legyen: példaul az olyanokban is,
amelyekben nincs egység(elem).
Megragadtuk a trivialis prim illetve felbont-
hatatlan fogalmakat — ramutatva arra, hogy



formalis logikai uton miként lehet bemutat-
ni 6ket.

Fejezetink elsd eredménye a primek és fel-
bonthatatlanok viszonyanak vizsgalata,
amelynek eredményeképpen egy alkalma-
san valasztott egységelemes félcsoportban
siker(lt felbonthaté primeket bemutatni. Ez
uj, téliink szarmazo didaktikai eredmeény.
Algebrai strukturat (HT-rendszer) konstrual-
tunk a primek (és a felbonthatatlanok) vizs-
galata céljabol. A struktura egy téllink szar-
mazoé axiomarendszerre tamaszkodik,
amelynek ellentmondas-mentességét és flig-
getlenségét ki is mutattuk.

Bebizonyitottuk azt a HT-rendszerekre vo-
natkoz6 alapvetd tételt, mely szerint a HT-
rendszer egyik fuggvényének értékkészleté-
ben primek allnak el6. llyen értelemben a
HT-rendszer primek generatoraként visel-
kedik.

Kitekintésként alternativ definiciét adtunk
az ikerprim fogalmara, amellyel a definicio
teret nyer olyan esetekben is, amikor a prim-
elemek szomszédossaga (tavolsaga) nem
szamszerusithet6.
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Ciklikus halmazok

Bevezetés a 3. fejezethez

Motté: Hej, Morzsa, hogy ériilnél te most
ennek! B

Objektumorientalt programozasi nyelvek oktatasa soran kozkele-
th példa a halmaz objektum bemutatasa, és annak tanulmanyo-
zasa. Az osztaly kiprobaldsa soran a programozasi nyelvtél fug-
gben kulénbdzé hibajelenségek Iépnek fel, amikor egy halmazt
sajat elemévé akarunk tenni.

Ismeretes, hogy a sajat magukat nem tartalmazé halmazok hal-
mazanak nemlétét illusztrald bizonyitas kdzkeletl neve Russell-
paradoxon. A bizonyitas szerint amennyiben létezik az S = { H |
H ¢ H } halmaz, akkor nem tudunk valaszolni arra a kérdésre,
hogy S € S vagy S £ S all-e fenn, mert mindkettd ellentmondasra
vezet. Matematikatorténeti érdekesség, hogy ezt a leleményt mi-
ért nem Cantor-paradoxonnak nevezzuk, hiszen Cantor ugyan-
ezt a gondolatmenetet hasznalja tételében, mely szerint minden
végtelennél van nagyobb végtelen.

Es valéban: A halmaz és hatvanyhalmaza sohasem lehet azo-
nos szamossagu. Tételezzik fel ugyanis, hogy létezik egy f :
H — 2" bijektiv fliggvény. Tekintsiik ekkor A azon a elemeit,
amelyekre a ¢ f(a) fonnall, és jeldljuk H eme részhalmazat S-sel.
Tekintve, hogy S ¢ H, azaz S € 2 es mert 1 bijektiv, lennie kell
egyértelmlien egy x € H elemnek, amelyre f(x) = S. Vizsgaljuk
ezutan x és S viszonyat. Ha foltesszuk, hogy x e S, akkor x ren-
delkezik az S-t definiald tulajdonsaggal, azaz x ¢ f(x), tehat x ¢ S,
ez pedig ellentmondas. Ha viszont féltesszuk, hogy x & S, akkor
ezzel azt mondtuk, hogy x & f(x), vagyis x € S; ami ismét ellent-
mondas. Léveén, hogy a z — {z} hozzarendeléssel H kdlcsondsen
egyértelmiien leképezhetdé 2" egy valdédi részhalmazara, és az
elébb belattuk, hogy H és 2" szamossaga egyenlé nem lehet,
ebbél az kdvetkezik, hogy 2" szamossaga nagyobb, mint H-é.
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Figyeljuk meg, hogy ebben a bizonyitas-
ban nincs sz6 arrdl, hogy S Ureshalmaz-e
vagy sem. Ahogyan az sem merll fel,
hogy S egyenl6-e H-val vagy sem.

Fentiek mutatjak, hogy Cantor sémaja pontosan a Russell-para-
doxont koveti (avagy forditva: Russell kdvette Cantort). Minden-
esetre tény, hogy ezek a felismerések vezettek az un. ,naiv hal-
mazelmélet” feladasahoz, és a halmazelmélet axiomatizalasanak
igényéhez.

Itt mindjart ki kell jelententnk, hogy a Zermelo—Fraenkel néven
ismert axidmarendszer (ZF) nem engedi meg, hogy egy halmaz
onmaga eleme legyen: A ZF szerint H € H nem lehetséges.

Legyen ugyanis H € H. Ekkor a paraxiéoma miatt létezik {H}.
Nyilvanvald, hogy {H} nem Ures. Ekkor a regularitas axiomaja
szerint kell lennie olyan elemének, amely diszjunkt t6le. Mivel
nincs mas eleme, csak H, kell, hogy {H} n H = & legyen. Csak-
hogy H e Hés H € {H}, tehat {H} "H = <.

A fenti bizonyitas csak a H € H (Un. szim-
plan ciklikus) esetet zarja ki, de a ZF
egyéb axidmainak felhasznalasaval belat-
hatd, hogy a ZF hosszabb ciklusokat is
kizar. Pl., ha feltételezzlk, hogy 4 € B és
B € A, akkor ismét a paraxioma miatt lé-
tezik {4, B}, mely nem Ures, és a regulari-
tas axiomaja miatt kell lennie egy téle
diszjunkt elemének. De ez nem lehet 4,
mert 4 N {4, B} = B, és nem lehet B sem,
mert B N {4, B} = A. Véges vagy meg-
szamlalhaté hosszusagu ciklusok ehhez
hasonléan, az unidéaxioma felhasznala-
saval, teljes indukciés gondolatmenettel
zarhatok ki.

A tovabbi vizsgalat céljabdl ezért egyelére megkeruljuk a ZF-et,
pontosabban igyekszlnk arra valaszolni, hogy a ZF egyes axio-
mai miként illesztheték be rendszeriinkbe. Jelen fejezet ezt az
eljarast azzal illusztralja, hogy a ZF axiémai kozul a Meghataro-
zottsagi axioma, a Részhalmaz-axioma és a Paraxioma beil-
lesztésével kapcsolatban tartalmaz megfontolasokat.
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A ZF egyes axiomainak felsorolasa és el-
nevezése az irodalomban gyakran eltér.

Tehat eszerint az mondjuk, hogy C ciklikus halmaz, ha C < C,
(C ilyenkor szimplan ciklikus) illetve, ha van az {4;} halmazok-
nak egy olyan (akar megszamlalhatéan végtelen) lanca, amelyre
Cededre ... e C. Aciklikus halmazok abrazolasa nem oldhato
meg az {a, b, {e, f, ...}, ...} technikaval, hiszen a halmaz ilyen el-
jarassal valé  kiteritése” (linearizalasa) végtelen jelsorozatot
eredményezne. Nyilvanval6 kévetkezmény: Ciklikus halmaz nem
lehet dres.

Mit mondhatunk a € = {C | C  C} hal-
mazrol? Azt vizsgaljuk ezzel, hogy a
szimplan ciklikus halmazok halmaza
(szimplan) ciklikus-e. Ismeretes a Rus-
sell-paradoxon révén, hogy € komple-
mentere nem létezik, de € ettdl még
igenis létezik, és sem a € € €, sem a

C =z C feltételezés nem vezet ellent-
mondasra.

Filozéfiank

Fel kell tennlink a kérdést, vajon miért vezet ,paradoxonra” a cik-
likus halmazok feldli elmélkedés. Kulturtorténeti értelemben a
paradoxon (zapa- elétag = mellett, parhuzamban + soéa = hit,
vélemény, elképzelés, gondolkodas) olyan torténet, tanitas,
amely mélyebb megfontolasra, elgondolkodasra késztet azaltal,
hogy valami meglept, megddbbentét, esetleg hihetetlent k6zol.
Jézus példabeszédei példaul rendre alkalmazzak ezt az eszkozt:
Boldogok, akik sirnak; a szegény asszony két fillérje tdbbet ér,
mint a gazdag ember nagyvonalu adomanya; ha valaki els6é akar
lenni, legyen a legutolsd, mindenkinek a szolgaja és igy tovabb.
Ezek az allitdsok nem ,hilyeségek”, nem is hamisak, s6ét, mély
igazsagokat fejeznek ki, a szokatlan bennlik csupan az, hogy
mondanivaléjukat a meghodkkentés eszkdzével juttatjak kifeje-
zésre.
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Lényeges hangsulyozni, hogy jelen 6sszefuggésben nem tekint-
Jlk paradoxonnak azt az allitast, amely azzal valtja ki a meghdk-
kenést, hogy téves. Rendes korulmények kozott ilyen allitas hal-
latan az emberek el6szor csakugyan meghokkennek, majd el-
gondolkodnak, belatjak, hogy a kdzlés hamis, és napirendre tér-
nek. Ennek a folyamatnak nem tulajdonitunk didaktikai jelent6sé-
get. Még akkor sem, ha csakugyan vannak kdzkelet( tévedések,
amelyeket gyomlalni tanacsos. Ezt a torekvést azonban a didak-
tika kozvetlen latékorébdl kival esének érezzik. Fontos tény,
hogy a hamis allitassal kapcsolatos didaktikai értékelés nem
fugg attdl, hogy az allitas hamis voltat belatni konnyl vagy ne-
héz. Paradoxonnak tehat minden esetben igaz allitast fogunk ne-
vezni, amely azonban olyan szokatlan vagy meglepd megvilagi-
tasban hozza kifejezésre mondanivalojat, hogy hallgatésagat ed-
dig bejaratlan gondolati utak megtételére 6sztonzi.

A modern paradoxonok (esetleg a szerz6k szandékatol fuggetle-
nul vagy éppen annak ellenére) ilyen matematikadidaktikai ered-
meényt érnek vagy érhetnek el. A Banach—Taski-paradoxon pél-
daul bemutat egy olyan darabolasi eljarast, amellyel egy gomb-
bdl két ugyanakkora gdombot lehet csinalni. A szerz6k szandéka
annak bemutatasa volt, hogy ez lehetetlenség, az infinitezimalis
darabolas ilyen képtelenségre vezet. Erdekes: 1924-ben, amikor
a paradoxont publikaltak, mindenki tisztaban volt azzal, hogy az
1 cm-es és a 2 cm-es szakasz ,ugyanolyan hosszu”, hiszen egy
egyszerl centralis vetitéssel az egyik minden pontja egy-egyer-
telmlen a masik egy megfeleld pontjaba atvihetd (3.1. abra).
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3.1. abra

Valahogy mégis, amikor Banach és Tarski ugyanezt nem
hosszusaggal, hanem térfogattal mutatta ki, megddbbenést val-
tott ki; s6t, a szerz6k ezt abban a reményben tették, hogy ezzel
az altaluk felhasznalt axiomatikus apparatus (nevezetesen a ki-
valasztasi axioma) érvényességét meg fogjak cafolni. Nem ez
tortént, a paradoxon azonban azt a célt elérte, hogy hallatan a
hosszusagrdl, terlletrdl és térfogatrdl illetve ezek egybevagosa-
garol mélyebben fogunk gondolkodni.

Erdemes megjegyezni, hogy a Banach—
Tarski-féle atdarabolé eljaras irgalmatla-
nul bonyolult. A két szerzé ugyanezt az
eredményt érte volna el, ha a gombot
barmely kdzéppontbdl 32 egyutthatéval
vetiti: ekkor is kétszer akkora térfogatu
gbémb jon létre. Ebben a példaban viszont
nincs semmi hoékuszpokusz, azaz a vart
eredményt nem képes kivaltani.

Vegylk észre, hogy a paradoxialis hatas matematikai eszk6zok-
kel meg sem ragadhatd! Szubjektiv megitélés kérdése, hogy ki
mit érez eléggé szokatlannak ahhoz, hogy az elébe taruld (eset-
leg) meglepd igazsagot paradoxonnak lassa. Példa lehet erre a
Yablo paradoxonja [3.4] néven elhiresult gondolatmenet:
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Yablo paradoxonja sokféle interpretalasban forog kozkézen, mi a
végtelen 0/1-sorozat modelljét valasztjuk. A feladat az, hogy 0O-
kbdl és 1-esekbdl végtelen sorozatot kell késziteni, a szabaly pe-
dig az, hogy a sorozat egy adott poziciojaba 1-es kerul, ha tdle
jobbra kizarélag csak 0-k allnak, egyébként 0. Révid meggondo-
las utan rajovunk, hogy ilyen sorozat nincs.

Van, aki ezt ugy fogadja, hogy ilyen sorozat nincs és kész. Ha a
feladatot veégiggondoljuk, azt kapjuk, hogy olyan vegtelen soro-
zatot kellene készitenunk, amely csupa 0-bdl all, kivéve az utol-
SO poziciét: ott all egy 1-es. Minthogy veégtelen sorozatnak nincs
utolso pozicioja, a feladat értelmetlen. Fabdl vaskarika. Az ilyen
ember szamara a Yablo-paradoxon nem paradoxon. Van vi-
szont, aki ugy latja, hogy a feladat eléggé értelmesen volt megfo-
galmazva ahhoz, hogy ugy tdnjon, teljesithet6. Hogy mégsem
teljesithetd, paradox hatast valt ki a szemlélében.

Tehat a ciklikus halmaz léte vagy nemléte ugyanigy a fent bemu-
tatott értelemben valik paradoxsza — mar akinek azza valik. A
vilagrol alkotott képlink egyrészt teljesen jol elfogad kategoriakat,
amelyben dnmaguk, az illeté kategoériak is helyet kapnak. A fo-
galmak fogalma maga is fogalom, és ugyanigy vagyunk a leg-
tobb elvont dologgal. Matematikai eszkdztarunkban mindenna-
pos hasznalatba vesszuk a hatvanyhalmazokat, ezek a halma-
zok halmazokat tartalmaznak elemként. Marmost tehat miért is
lenne képtelenség, hogy valamely halmaz 6énmagat tartalmazza?

Masrészt nagyon megszokott és biztonsagos (vagy annak vélt)
matematikai tamaszaink vannak: pl. a természetes szamok tulaj-
donsagai, a végesség és a végtelenség fogalma és igy tovabb.
Els6re talan nem lehet észrevenni, és a paradoxon éppen itt
kezd el ,dolgozni”: hogy tudniillik a ciklikus halmaz feltételezése
(avagy o6vatlan beengedése) halomra donti ezeket az otthonos
épuleteket. Miért?

A Peano-axidmak alapfogalma — mint ismeretes — a
rakovetkezés. N halmaz rakovetkezdje pedig (legalabbis a
megszokott interpretacio szerint) az N v {N} halmaz. Ezzel a ge-
neratorral elegend6é az ureshalmazt axiomatikusan feltételezni
(hogy tudniillik 1étezik), aztan a ,motort” csak be kell inditani, és
maris el6ttink all a természetes szamok halmaza. Igen am, de
mi a helyzet akkor, ha valamelyik N esetében el6adddhatna,
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hogy N € N? Nos, ekkor N U {N} = N, azaz a rakdvetkezés meg-
all. Vagy ismét csak a rakdvetkezés fogalmahoz tartozé bizo-
nyossagunk az, hogy kulonb6z6 halmazoknak a rakovetkezdje is
klldnb6z6. (Matematikusnyelven szélva a rakdvetkezés invertal-
haté hozzarendelés.) Igen am, de mi a helyzet akkor, ha megen-
gedjik pl. az 4 = {B} és B = {4} helyzetet? (4 és B nem szim-
plan, de ciklikus halmazok.) Ekkor 4 és B rakévetkez6je egyarant
{A, B} lesz, azaz kulonb6z6 halmazok rakdvetkezéje azonos.

Mélyen Ul a matematikai gondolkodasban a kovetkezd gondolat-
menet is: Véges az a halmaz, amely nem végtelen. Végtelen pe-
dig az a halmaz, amely ekvivalens valamely valodi részhalmaza-
val. Most legyen pl. 4 = {4, B}. Ha valakinek ekkor feltennénk a
kérdést, hogy hany eleme is van 4-nak, azt valaszolna, hogy ket-
t6. Csakhogy 4 € 4 miatt {4} < A, és mivel 4-n Kivul 4-nak van
még mas eleme is, {4} c A. Az A «» A bijekcio (az identitas) evi-
dens moédon {4} «» A4 bijekciova tehetd, azaz az 4 ekvivalens egy
valddi részhalmazaval. Ennélfogva A4 végtelen halmaz. Felkavaro
dolog, hogy az, ami kettbnek (végesnek) latszik, arrol ,kideral”
hogy végtelen. Pedig ugye, mennyire természetes az, hogy az
12 o6ra utdn mindig 1 6ra kovetkezik, azaz minden 6ra utan van
kovetkezd ora. A lancolat ilyen értelemben végtelen. Az ora
szamlapjan ennek ellenére csak 12 (véges sok) szam lathaté.

Eppen az ezekkel a kérdésekkel valé szembesités fog — vara-
kozasunk szerint — a kivant matematikadidaktikai eredményhez
vezetni. Hogy tudniillik, ha valaki a ZF axiomarendszer hive lesz,
tudhassa, hogy ezt a dontést miért hozza, mas szoéval a valasz-
tast kelléen megbecslilje; ugyanakkor szembesuljon azzal is,
hogy korrekt médon lehet a ZF-fel ellentétes univerzumokat kon-
strualni, amelyek — meglehet — a valésag egy mas, eddig isme-
retlen szeletét modellezik a matematikai gondolkodas szamara.

Ciklikus halmaz ,gyartasa" nem trividlis feladat. Egyszer( lenne
azt mondani, hogy barmely 4 halmazbdl ciklikus halmaz lesz, ha
A-t elemként felvesszik 4-ba. Csakhogy az eljaras id6zitésével
gond van; ennek végiggondolasat az Olvasora bizzuk. A problé-
ma abbdl fakad, hogy a halmazzal kapcsolatban él bennink egy
olyan eszme, hogy annak elemei mintegy ,legyarthatok” legye-
nek. Ez azonban nem feltétlendl kell, hogy igy legyen. Tekintsik
ezért most a kovetkez6 megkozelitést!
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Az alapveto jelolések

Beszéljunk — az esetleges félreértések elkertlése végett —
egyel6re csak entitasokrol, azaz ,dolgokrol”, amelyekrdl nem
akarjuk megmondani, hogy micsodak. Csak annyit akarunk le-
szogezni roluk, hogy vannak.

Most egy igen komoly gondolati ugras kovetkezik, amelyet saj-
nos nem lehet elkerulni, pl. a Halmos-féle Elemi halmazelmélet
[3.3] sem kertli el: elkezdunk beszélni egy ezen entitasok kozotti
relaciorél. Ez azért nagyon merész ugras, mert a relacié rendki-
vul bonyolult fogalom (egy Descartes-szorzat részhalmaza),
hogyha a klasszikus uton kivanjuk bevezetni. Probaljuk meg te-
hat teljesen formalisan felfogni a dolgot: lesz egy jel, amelyet két
entitas kozeé irva hasznalunk, és az igy keletkezett jelsorozatnak
az lesz az értelme, hogy a két entitas kozott ez a bizonyos vi-
szony fonnall. A jel, amelyet hasznalni fogunk, igy néz ki:

€

Amikor a jelet olvassuk, az ,eleme” szét ejtjuk ki. Az entitasokat
jelolé betlikkel egyutt pl. egy ilyen jelsorozat képzddhet:

ae€b

Ezt a jelsorozatot ugy olvassuk, hogy ,a eleme bé[nek]”. (A ma-
gyar -nak/-nek toldalékot a gordulékenyebb kiolvasas kedvéért
szlikség esetén hasznaljuk.)

Szeretnénk itt felhivni a figyelmet egy fontos jeldlésbeli korll-
ményre. A halmazelméleti irodalom a vilagosabb olvashatésag
kedvéért az a e B tipografiat részesiti elényben. Ezzel azt sugall-
ja, hogy az elem és a halmaz kulénboz6 tipusok: lam, az eleme-
ket kis-, a halmazokat pedig nagybetivel irjuk. Ennek az iskola-
nak az a kiindulépontja, hogy az elemek illetve a halmazok van-
nak, és azt vizsgalja, hogy egy eleve létezd a elem és egy eleve
létezd B halmaz kozott fonnall-e vajon az, hogy a € B. Természe-
tesen ez is nagyon alkalmas megkozelités, és a tapasztalat azt
mutatja, hogy didaktikailag megfeleld is. Mi most azonban abbdl
indulunk ki, hogy csak egyforma ,tipusu” (azaz nem tipizalt) enti-
tasok léteznek, és egy adott entitas éppen azaltal valik halmaz-
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z4, hogy az e relacio jobb oldalan all. Az a € b iraskép tehat egy-
részt azt tukrozi, hogy b halmaz, masrészt pedig azt, hogy a eb-
ben a vonatkozasban (!) elem. Természetesen egy esetleges
masik ¢ € a vonatkozasban a halmaz.

Az entitasok kozotti € relacié abrazolasa céljabdl az alabbi koor-
dinatarendszert valasztjuk:

b o

3.2. abra

A vizszintes tengelyen helyezzik el az € jel bal-, mig a figgéle-
ges tengelyen a jobboldalara es6 entitasokat. Azt, hogy a és b
entitas kozott az € relacio fonnall a megfelelé cellaban elhelye-
zett koronggal érzékeltetjuk (3.2. abra). A cellak ilyen kitoltését
,bekorongozas”-nak fogjuk hivni.

Axiomak /| Szohasznalat

I.  Vannak entitasok, amelyek k6zott axiomatiku-
san értelmezzik az e relaciot.
[I. Haa eb fonnall, akkor azt mondjuk, hogy a (eb-
ben a vonatkozasban) elem, 5 pedig halmaz.
lll.  Létezik olyan entitas, amely sohasem all az ¢
relacio jobb oldalan.

A lll. posztulatum az lreshalmaz |étezését mondja ki, és mint az
alabbi megjegyzésben latni fogjuk, hajlani kényszerullink arra a
kOvetkeztetésre, hogy ureshalmaz csak egy van. Ezt megel6le-
gezve, bevezetjuk az Ureshalmaz jelét: &.
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Az Ureshalmaz unicitdsara vonatkozé
elébbi megjegyzésiink annak a toérekveés-
nek az eredménye, hogy a halmazelmélet
lehetbleg minden, de ha nem is minden,
akkor is minél tébb tulajdonsagat viszont-
lassuk jelen modellliinkben. Abban pedig
ismeretes a halmazok kozotti < tartalma-
zasi relacioé, amely szerint A < B ponto-
san akkor all fenn, ha 4 minden eleme
eleme B-nek is. (Logikai irasmodddal: (4 <
B) & (vx : (x € A) = (x € B)) Erre a foga-
lomra tamaszkodik a halmazok egyenl6-
sége: (A=B) < ((AcB) & (B cAd)). Sza-
vakkal: a halmazok akkor és csak akkor
egyenldk, ha kolcsdndsen tartalmazzak
egymast (részhalmazként). Halmos ezt
Meghatarozottsagi axiomanak hivja, a
ZF-ben az Egyenléség vagy az ,,Exten-
zionalitas” axiomajanak olvassuk. En-
nek a definicionak pedig az a kdvetkez-
ménye, hogy csak egyetlen lireshalmaz
létezik.

Ha az eddigiek figyelembevételével fogunk neki ,cellaracsot” raj-
zolni az e relacio abrazolasa céljabdl, a kovetkezbket bocsathat-
juk elére:

1. Aleendé relacié képe (azaz a fuggbleges ten-
gelyre es6 vetllete) fogja megadni a rendszer-
ben szereplé halmazokat.

2. Ha egy entitas nem jelenik meg relacios kép-
ként, akkor az az entitas elem.

3. Kell legyen a racsban Ures sor. (Ez lesz ugyanis
az Ureshalmaz abrazolasa.)

4. Nem lehet a racsban két teljesen egyforman be-
korongozott sor (mert akkor azok azonos hal-
mazok).

5. Ha egy korongozas megfelel, akkor a sorok
O0sszes permutacioja megfelel. Az Greshalmazt
rogziteni fogjuk (a legalso6 sorban), ennek meg-
felel6en az egyes axiomaknak megfelelé minta-
zatok szama mindig oszthat6 lesz (n—1)/-sal.
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6. Hogy az egyenértéki sorpermutaciok kdzil egy
reprezentanst rogzithessunk, mindig azt a per-
mutaciot fogjuk valasztani, amelyben a sorok
alulrdl felfelé szigordan monoton novekszenek.

7. Hogy a feni 6. pontban megfogalmazott kovetel-
meénynek legyen értelme, a soroknak értéket
kell adnunk. Egy valahogyan bekorongozott sor
erteke a korongok, mint binaris 1-es szamje-
gyek altal meghatarozott természetes szam lesz.
Technikai okbdl a bitek helyiértékét forditva rog-
zitjuk: a bal szélen all az 1-es helyiérték. Ennek
megfelel6en pl. az 1010 bitsorozat értéke 5 nem
pedig 10.

Azt kapjuk, hogy a fenti 6. pont szerint rendezett sorokkal felalli-
tott sakktablasoraink hossza n — I, terjedelme 2" — I, eszerint a

- -y . 2" —1)-
szigoruan monoton rendezett sakktablak szama [ IJ .
n_

A modellek

Tételezzik fel ezek utan, hogy egyetlen entitdsunk van, és vizs-
galjuk meg, hogy milyen univerzumok készithetok ebbdl a kész-
letbdl!

A lll. posztulatum miatt ennek az egyetlen entitasnak az Ureshal-
maznak kell lennie, és a fenti 3. megjegyzés kdvetkeztében a
rendelkezésre allé egyetlen cellat nem lehet bekorongozni. Az
egyetlen entitasbol készithetd egyetlen univerzum tehat az alab-
bi (3.3. abra):

%)
3.3. abra

" A sorozat elsé ot értéke 1, 3, 21, 455, 31465.
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Ebben az univerzumban tehat egyetlen entitas létezik, az &, és
0 elem.

Miel6tt folrajzolnank a két entitasbol allo lehetséges univerzumo-
kat, emlékeztetink arra, hogy az ureshalmaz szamara kotelezd
ures sor mindig a legalso lesz, ennek megfeleléen az ureshal-
maz mindkét tengelyen a legelsé helyen szerepel. Vegylnk tehat
két entitast, mint mar tudjuk, ebbdél az egyiknek az Zrnak kell
lennie, a masik legyen a. El8szor rajzoljunk ,vaktérképet” (3.4.
abra)...

g a
3.4 abra

... és vizsgaljuk meg, hogy ebben hanyféle korongozas készithe-
to!

Mint kijelentettik, hogy az Ureshalmazt a
relacioban minden esetben a legalsé sor-
ban (és ezzel az elsd oszlopban) fogjuk
elhelyezni, és ezzel az altaldnossagot
nem szoritjuk meg. Mas elrendezésekbdl
sor- és oszlopcserékkel ez a helyzet elér-
heté.

Az alsé sornak tehat tresen kell maradnia, a felsé sor két cellaja
esetében pedig szabadon dodnthetlnk, hogy teszink-e korongot
vagy sem. Ennek megfeleléen arra gondolhatunk, hogy négy
ilyen univerzum létezik, mégpedig:
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%) %)
%) a %) a
3.5.a dbra 3.5.b abra
2 @ - @@
%) %
%) a %) a
3.5.c abra 3.5.d abra
Nézzik!

A 3.5.a jelt univerzummal az a ,baj”, hogy két egyforma sor van
benne. Marpedig a korabban tett 4. megjegyzés szerint ,nem le-
het a racsban két teljesen egyforman bekorongozott sor”. A 3.5.a
univerzumnak ez a problematikaja egy nagyon érdekes kovet-
keztetésre vezet: NINCS MAS ELEM, CSAKIS AZ URESHAL-
MAZ.

A 3.5.b univerzum megfelel klasszikus elvarasainknak: Van ben-
ne egy Ureshalmaz, és egy a halmaz, amelynek egyetlen eleme
van, mégpedig az Ureshalmaz. Leirva: a = {}.

Kdzbevetdleg: A 3.5b univerzumban az a
halmaz primhalmaz is. (L. az M10-es pél-
dat a(z) 75. oldalon!)

A 3.5.c példaval érkeztlink el oda, amit ennek a cikknek a beve-
zet6jében taglaltunk. A 3.5.c univerzumban egy ureshalmaz és
egy szimplan ciklikus halmaz (a) talalhato. Végulis: ime, itt van,
megkonstrualtuk, ,legyartottuk”. Nem olyan modon, ahogyan ezt
korabban megszoktuk, de teljesen korrekt gondolatmenettel.
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Vizsgalhato, tanulmanyozhato. Itt is megemlitjik, hogy a egyuttal
primhalmaz is.

Végul a 3.5.d univerzum az Ureshalmaz mellett egy ugyancsak
szimplan ciklikus, de mar nem prim a halmazt mutat be. A 3.5.d
univerzum illusztralja egyébként azt a bevezetében emlitett hely-
zetet, hogy egy halmaz, amely ,ranézésre” kételemiinek latszik,
valdjaban végtelen. Arra jutottunk, hogy

Korollarium (11)

Egy ciklikus halmaz vagy primhalmaz vagy végte-
len halmaz.

A fenti gondolatmenet ezt az eredményt
csak szimplan ciklikus halmazra mutatta
be, de induktiv kdvetkeztetéssel barmely
ciklikus halmazra belathaté. Tovabbi
meggondolast igényel, hogy esetleg nem
minden ciklikus halmaz végtelen-e, azaz
a primhalmazok is nem végtelenek-e a
ciklikus halmazok koérében. Ha ugyanis a
a fenti példa szerinti végtelen (nem prim)
ciklikus halmaz, és b = {a}, akkor b egyfe-
6] primhalmaz ugyan, de a < relacio
tranzitivitasa folytan van neki végtelen
részhalmaza, és ebbdl arra kovetkeztet-
hetink, hogy b is végtelen. A 3.5.c-as
példa azonban arra mutat, hogy van valo-
di primhalmaz is a ciklikus halmazok koé-
rében, olyan, amelynek a ,magja” az
ureshalmaz. A mag fogalmat most nem
definialjuk. A kérdést — amelyet inkabb

filozofikusnak érzink — elnapoljuk. A
most kimondott korolldrium mindenesetre
igaz.

Miel6tt a harom entitasbol allé univerzumokra térnénk, szamol-
junk! Hany univerzum készithetd n entitasbol? Mint korabban

n

(120. 0.) bemutattuk, » elembdl [ J azaz n = 3 esetén 21

n—1
rendezett (0sszesen 42, amelybdl 21 rendezetlen) univerzum ké-
szithet6.
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Nézzink akkor az emlitett 21-b6l néhanyat! Példaul (3.6. abra):

- @@
- @

%) a b
3.6. abra

ime, egy meglehetésen "tisztességes" univerzum! Mit tudunk
mondani rola? a = {&}, b = {T, a} = {T {}}. Mas — szintén el-
terjedt — jelolésmaéddal: a = {{}}, b= {{}{{}}}. Ez utobbi emlé-
keztet a természetes szamok Peano-féle rakodvetkezési médd-
szerrel torténd elballitasara. Az abra a 0, az 1 és a 2 természe-
tes szamokat abrazolja. Fontos észrevétel (és ezutan bizonyos
fokig természetes), hogy az abrazolt relacié szigoru teljes rende-
zés. Azaz az e relacio itt tranzitiv. Felvetédhet, hogy az a koérul-
mény, hogy a relacié irreflexiv is, garantalja-e, hogy a rendszer-
ben nincs ciklikus halmaz. Lassuk ezért a kdvetkezd példat (3.7.
abra):

J
; o

% a b
3.7. abra

Ebben a példaban az ureshalmaz mellett két ciklikus halmazt la-
tunk: a is b is ciklikus (primhalmaz is), de nem szimplan cikli-
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kus egyik sem. Holott maga a relacio irreflexiv. Az irreflexivitas
csak azt jelenti, hogy nincs szimplan ciklikus halmaz a rendszer-
ben.

Aki figyelembe veszi a relaciok hatvanyo-
zasat, észreveheti, hogy a relacié négy-
zete (majd minden paros hatvanya) mar
igenis tartalmaz elemeket az identitasre-
laciobol, azaz nem irreflexiv. Ha a relaci-
6ban nincs ciklikus halmaz, akkor a re-
lacié minden hatvanya irreflexiv.

Minden halmazrendszert definiald konstrukciéban nyilvanvaléan
torekszlnk arra, hogy a halmazelméletben megszokott halmaz-
miveletekre nézve zart rendszert kapjunk. A 3.6-os példa a met-
Szetre és az uniora zart — a komplementerképzésre nézve
azonban nem. (A komplementerképzésre zartsag igen-igen erés
kritérium lenne.) A 3.7-es példa zart a metszetre, az uniora azon-
ban nem.

dl N X |
. 9@
@ @

% a b |c
3.8. abra

A 3.8-as egy metszetre nem zart példa. (Erdekes didaktikai ta-
pasztalatokat lehet szerezni azzal, ha a hallgatosagnak azt a fel-
adatot adjuk, hogy hozzanak létre metszetre nem zart univerzu-
mot harom entitasbdl. Harom megoldas van, de érdemes tanul-
manyozni az utanuk valé ,nyomozast”.)

Nézzlunk a harom entitasbol épitkezd univerzumra még egy —
egyelbre utols6 — példat (3.9. abra):
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- 900

%) a b
3.9. abra

Erdekesség, hogy ez is tranzitiv rendszer, metszetre és uniora
zart; csak az Ureshalmazra vonatkozd megszoritas miatt (hogy
tudniillik kell lennie egy Ures sornak, és emiatt nem lehet reflexiv)
nem rendezeés. a is, b is szimplan ciklikus halmazok.

A ZF egyes axiomai ebben a sémaban

Haladjunk Halmos sorrendjében!

A meghatarozottsag axiomaja

Ekkor els6 a meghatarozottsagi axioma: ez nekunk is posztu-
latumunk volt, ugy interpretalédott ebben a sémaban. hogy a cel-
laracsban nem lehet két egyforma sor.

A részhalmaz-axioma

A Halmosnal masodikként kdvetkezd részhalmaz-axioma ab-
ban a formaban, ahogy 6 kozli, a ZF-ben nem szerepel. Ennek
ellenére nyilvanvald, hogy a mi modellinkben ez a kdvetelmény
azt jelenti, hogy ha a cellaracsban szerepel egy sor, akkor min-
den olyan sornak is szerepelnie kell benne, amely e sorbdl elha-
gyassal nyerhetd. Eszerint az 3.3-as, a 3.5.b-s és a 3.5.c-s pél-
da ,j6”, a 3.5.d-s viszont nem. Talan meglepd, de a 3.6-0s és a
3.7-es példa kozill épp a 3.6-0s a nem jo, mig a 3.7-es j6. (A 3.6-
os tartalmazza {Z {a}}-t, de nem tartalmazza {{a}}-t. A 3.7-es vi-
szont csak egyelem( halmazokat tartalmaz, illetve az Ureshal-
mazt, tehat ebbdl a szempontbdl j6.)
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Leegyszerilsitve ugy fogalmazhatunk, hogy az axioma megkdve-
teli, hogy a rendszer legyen ,részhalmazra zart”. Azaz, ha A ¢ B
€s B benne van a rendszerben, akkor legyen benne 4 is. Ez a
kovetelmény radikalisan csOkkenti a szobajohetd univerzumok
szamat. Az 1 x 1-es cellaracsban tovabbra is egy helyes kitoltés
van, de a 2 x 2-esben 3 helyett mar csak 2, a 3 x 3-asban pedig
42 helyett mar csak 6. A 4 x 4-es cellaracsban pedig a 2730 vari-
aciobol mindbéssze 60 marad. Az alabbi tablazat (3.10. abra) jobb
széls6 oszlopa szamitdogépes programmal végzett szamlalas
eredmeénye.

Rendezett

Rendezett Unlver’zu- univerzu-

. . . . mok szama mok
Univerzumok szama a univerzumok szama a i .
n . . 1y . . . a Részhal- | szama a
Részhalmaz-axioma nélkiil Részhalmaz-axioma .

e maz- Részhal-

nélkul e 2 2 .
axiomaval | maz-axio-

maval

1 1 1 1 1
2 3 3 2 2
3 42 21 6 3
4 2730 455 60 10
5 755160 31465 840 35
6 843461640 7028847 18720 156
7 3721953186000 5169379425 559440 777
8 64522032005970000 12801990477375 22196160 4404
9| 4400002888500990000000| 109127055766394000 | 1092631680 27099
10 1184554667948240000000000000 3264315112291230000000 65768371200 181240
11| 1263619612199090000000000000000000 | 348219690310596000000000000 | 4703596128000 | 1296185
12 5357410939746060000000000000000000000000 | 134214439527869000000000000000000 393785778355200 98651 64

3.10. abra

A fenti tablazatban az elsé oszlop az
OEIS (Sloane) sorozattarban A145984-
es illetve a harmadik oszlop A156972-es

azonosito alatt szerepel.

Hogyan halad ez a szamsor? Vegyuk észre, hogy ha egy k-ele-
m{ halmaz talalhatd a rendszerben, akkor kell lennie 2* kiildnbo-
z6 halmaznak — ezek ugyanis az 6 részhalmazai. Ennélfogva
egy n x n-es racsban legféljebb olyan k esetében lehet & helyen
satirozva barmely sor, ahol 2* <n (azaz legféljebb [log.n]-elemi
halmazok lehetnek a rendszerben). Ez azt jelenti, hogy 1 entitas
mellett csak az Ureshalmaz lehetséges (mint lattuk), 2 entitas
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mellett csak egyelemi halmazok vannak (ezért nem volt j6 a
3.5.d-es példa), 3 entitas mellett is csak egyelemi halmazok for-
dulhatnak el6; a 4-es modellben mar lehetnek kételem( halma-
zok is... és igy tovabb. Egy k-elem( sor pedig azonnal maga
utan vonja részhalmazait — szam szerint 2*~2-t (tudniillik 6 maga
és az lireshalmaz mar ott van). igy pl. a 4 x 4-es modellben egy
2-elem( halmaz mellett mindjart megjelenik még ketté: pl. {a, b}
mellett {a} és {b}. Alljon itt illusztraciocképpen a 60 db részhal-
mazra zart 4 x 4-es modell (3.11. abra):
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Mindjart megemlitjuk, hogy a részhalmazra zartsag a metszetre
vonatkozd zartsagot maga utan vonja: sé6t, er6sebb feltétel an-
nal. (A 3.9-es példa metszetre zart, de részhalmazra nem.)

Mint lattuk, ezekben a modellekben a maximalis elemszam 2 (Ié-
vén, hogy [log.4] =2), és minden kételemi halmaz jelenléte

129




megkovetel — az Ureshalmazon kivil — tovabbi kettét. Egy két-
elemd halmaz kerulhet barmely sorba, kivéve a legalsét, azaz a
sort 3-féleképpen (n—I-féleképpen) lehet kivalasztani. Adott sor-
ban pedig egy kételeml halmazt 6-féleképpen lehet elhelyezni.
(Ez n alatt a £.) Végul a két részhalmazt a fennmarado két sor-
ban kétféleképpen lehet elhelyezni. (Ez a szam — tudniillik a 2
— az n—2 alatt a k—1 eredménye.)

Ez a gondolatmenet természetesen csak az n = 4 esetben vila-
gitia meg a 60-as eredményt, a magasabb n-ekre vonatkozoan
nem mond semmit. Alabb ezzel kapcsolatban néhany megfonto-
last teszink. (L. a terminolégiaval kapcsolatosan: a(z) 119. olda-
lon olvashato el6rebocsatott szempontokat!)

A feladat atfogalmazasa ekkor: Hanyféleképpen lehet korongo-
kat helyezni egy n x n cellabdl allé sakktablara, ha az alabbi sza-
balyokat kell figyelembe venni:

1. alegalso sor mindig legyen Ures

2. nem lehet a tablan két egyforman ,bekorongo-
zott” sor

3. ha egy sor font van a tablan, akkor fonn kell len-
nie minden olyan sornak, amely e sorbdl akar-
hany korong elvételével keletkezik

Az alabbi észrevételeket tesszik:

A Ha a sorokat alulrdl felfelé szamozzuk 1-t6l kez-
dédden, akkor a k. sorban elhelyezhetd koron-
gok maximalis szama [log-k]. (A szbgletes zaro-
jel az egészrészt jelenti.) Valdban: Ha font van
egy k-korongos sor a tablan, akkor a (3) szabaly
miatt minden valddi részhalmaza is font van. A
valodi részhalmaz, mint szam, mindig kisebb,
mint maga a halmaz (hianyzik beléle legalabb
egy bit). Mivel a valddi részhalmazok a(z) 119.
oldalon elérebocsatott 6. megallapodas miatt a
halmaz alatti sorokban kell, hogy elhelyezkedje-
nek, a sor alatt kell lennie 2°~1 sornak. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy n >2", azaz k <[log:n].

B A valasztott interpretalasban az (1) szabaly au-
tomatikusan teljesul. Valéban: Az 1. sorban —
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mivel [log>1] = 0 — nem lehet korong, azaz a
legalsé sor mindig Ures.

C A valasztott interpretalasban az (2) szabaly au-
tomatikusan teljesul. Valoban: A 6. el6rebocsa-
tott megallapodas szerint a reprezentans szigo-
ruan monoton novekvd szamsorozatot jelent,
abban nem lehet két egyforma korongmintazat.

E megfontolasok segitségével olyan szamitdégépes algoritmust
készithetlink, amely ,belathat6 idé alatt”™ leszamolja a lehetsé-
ges kirakasok szamat — a 3.10-es abra tablazata szerint 12-ig.
A sorozat ezzel egyutt mély és rejtélyes marad. A szamitdégépes
algoritmus csakugyan leszamlalja a sorozat elemeit (jelen eset-
ben 12-ig), de explicit képlettel egyelére nem szolgalhatunk .

A paraxiédma

A Halmos-féle sorrendet kdvetve a paraxioma kovetkezik. Ez azt
mondja ki, hogy barmely két halmazhoz létezik olyan halmaz,
amelynek e kettd eleme: Va, b 7c:a e c & b € c. Vizsgaljuk meg
eddigi univerzumainkat a paraxidma teljestilése szempontjabdl!

Amint kdnnyen ellenérizhetd, az egyetlen entitasbdl Iétrehozott
egyetlen univerzum (120. 0.) nem teljesiti a paraxiomat. Hasonlé
vizsgalatot kdvetben arra jutunk, hogy elsé univerzumunk, amely
ezt a kritériumot teljesiti a 3.5.d-s példa.

Konnyen belathatd, hogy egy véges sok entitasbol allé univer-
zum teljesiti a paraxiomat, ha van benne teli sor (3.12. dbra):

* Szamitogéptipustol és operacids rendszertsl valamint a valasztott progra-
mozasi nyelvtél fliggéen a futasidd lehet néhany masodperc vagy néhany oéra.
(P1. Microsoft Windows XP Professional 5.1.2600 SP 3 operacios rendszer-
ben Intel Celeron D, 3066 MHz processzorral, 512 MB PC3200 DDR SDRAM-
mal PHP 5.2.3 nyelven irt algoritmus futasideje n = 10 esetén 6,9 mp; n = 11
esetén 48,8 mp; n = 12 esetén 468 mp [csaknem nyolc perc!]. 12-nél nagyobb
n-ekre a futasidd kivarhatatlanul megnovekszik.)

A szerz6 ezuton kdszoni Suller Andrasnak a programozas terén nyujtott hat-
hatds segitségét.
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3.12. abra

Ha ugyanis x halmaz az univerzum 6sszes entitasat tartalmazza
(és igy sajat magat is), akkor annak barmely két entitasat tartal-
mazza. Ezzel a paraxidma kielégll. Ha szanunk ra néhany per-
cet, kdnnyen megallapithatd, melyek a paraxiomat kielégité uni-
verzumok harom entitasbdl. Példaul az alabbi (3.13. abra) ilyen:

9 0®
@

%) a b
3.13. abra

Osszesen 12 megfeleld univerzumot fogunk talalni, amelybdl 6
rendezett, 6 rendezetlen. Mindegyik megoldas tartalmaz teli sort,
azaz harom entitasig a teli sor megléte a paraxioma teljesulésé-
nek szikséges feltétele is.
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A szikségesség azonban ezt kdvetéen nem all fenn. A paraxio-
manak a 4 entitasbdl készithetd 455 rendezett” univerzum koziil
101 tesz eleget, am e 101-bdl 10-ben nincs teli sor. Példaul te-
kintsik az alabbi 4 x 4-es bekorongozast (3.14. abra):

c ® 0 o
b | @ ® o
a @ @
%

g |a |b |c

3.14. abra

Abban az esetben, amikor van a tablan teli sor (és ekkor ez nyil-
van a legfdlsé a rendezettség miatt), kdnnyld megmondani a le-
hetséges korongozasok szamat: a legals6 sor ures, a legfdlsé
sor tele van, a kdzbulsé n — 2 sorba pedig /-t6l 2" — 2-ig eshetnek
szamok. (Emlékezzlnk ra: egy sorbeli korongozast egy szammal
azonositottunk: a korongok az 1-es bitek.) A lehetséges koron-

n

gozasok szama ezen feltételek mellett tehat [ J Ez a for-

n—2
mula n = I-re értelmetlen (és csakugyan: az egyetlen ureshal-
mazbdl allé univerzum nem is teljesiti a paraxiomat), n > I ese-
tén néhany értéke pedig:

"A kényelem kedvéért ezt kdvetben csak a rendezett univerzumokat vesszik
szamba.
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Teli sort tartalmazo Teli sort nem Osszesen
korongozasok szama: tartalmazé
n 2 _9 korongozésok
szama:
(n—Z
2 1 0 1
3 6 0 6
4 91 10 101
5 4060 1620 5680
6 557845 550258 1108103
7 244222650
8 351427189575
9 1708447057008120
10 | 28718314770890600000
3.15. abra

Arra torekedve, hogy a teli sort nem tartalmazé korongozasok
szamat megadjuk — tehat a nehéz kérdésre valaszt adjunk — a
kovetkezd feladatot tlizzuk ki:

Feladat: Alljon egy tabla r sorbdl és ¢ oszlopbdl. A korongozas
fogalma a szokasos. Keresslk az 6sszes olyan korongozas
szamat, amely megfelel az alabbi feltételeknek:

(A)

(B)
(C)

(D)

A tabla nem tartalmazhat dres sort.

A tabla nem tartalmazhat teli sort.

A tabla alsé soratdl felfelé szigordan mono-
ton rendezett. (A rendezettség alatt a beve-
zetett fogalmat értjuk: a korongozast binaris
szamnak olvassuk, és az igy kapott szamok-
ra nézve legyenek a sorok alulrél félfelé szi-
goruan monoton rendezettek.)

A tabla barmely két oszlopahoz legyen talal-
hat6é olyan sor, amelyben a kivalasztott két
oszlopban van korong.

A feltételnek eleget tevd tablazatok szamat keressuk. Jeldljuk ezt

a szamot f(r, c)-vel!

A feladatot vizsgalva f{r, ¢) értékeire a kdvetkez6 eredmények
adddnak (3.16. abra):
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) ¢ 3 4 5 6 7 8 9
3 1 10 65 350| 1701| 7770| 34105
214974
4 3 99| 1620] 20100| 216573 9
5 3 434| 18913| 550258
962572
6 1] 1114| 138410 9
7 o| 1860 715245
278597
8 o| 2120 0
852736
9 0| 1684 5
10 0 935
1 0 358
12 0 91
13 0 14
14 0 1
15 0 0
3.16. abra

Konnyl meggondolni, hogy ha akar a sorok, akar az oszlopok
szama kisebb, mint 3, akkor nincs megoldas.

Belathat6 az is, hogy ha r > 2° - 2, akkor sincs megoldas.

A tabla kitoltott értékeit programmal szamoltuk le, explicit képlet-
tel egyelére nem szolgalhatunk. Van azonban egy nagyon erés
hipotézisiink: A tabla » = 3 soraban a masodfaju Stirling-sza-
mok (o(n, k)) kdzll a k=4 sorozat talalhatd, egész pontosan:
f(3,¢c) = o(c + 1, 4). (Lasd az OEIS sorozattar A000453-as ele-
mét!)

A feladat megfogalmazasabdl vilagos, hogy f(r, ¢) miként lesz se-

gitséglinkre. A tablazat kiemelt cellai (f{r, »+1)) éppen a paraxio-
marol szol6 feladat megoldasait szolgaltatjak.

A 3. fejezet tézisei

o A ,Ciklikus halmazok” fejezetben 0j mate-
matikadidaktikai, oktatas-moédszertani ter-
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minolégiat és szempontokat vezettiink
be.

Megfogalmaztunk egy ,filozéfiat” a parado-
xonokkal kapcsolatosan, és bemutattuk a
paradoxialis hatas didaktikai lehetésége-
it.

E téma bizonyos elemeit altalanos iskolas
szakkorben is el6adtuk. A fogalmak nem
igényelnek komoly matematikai el6kép-
Zettséget.

Célul az ugynevezett ,ciklikus” halmazok ke-
zeléseét tlztuk ki, megallapitva veluk kapcso-
latban néhany 0j szempontu matematikai
allitast.

Véges ,univerzumokat” hoztunk Iétre
amelyek a Zermelo—Fraenkel-axiomarend-
szer egyes axiomainak eleget tesznek; még-
pedig sorrendben: a meghatarozottsagi, a
részhalmaz- illetve a paraxiéma kdvetelmé-
nyeinek.

Azok az ,univerzumok”, amelyeket e fejezet-
ben sorra vettunk, teljesen természetesen és
kozeérthetéen allnak eld, és megvannak a
maguk szabalyai. Szabalyossagaik, mint
tobb helyen is lattuk, igen mély matemati-
kai 6sszefiiggesekhez vezethetnek.

Az ,univerzumok” el6allitasa soran a ,beko-
rongozasnak” elnevezett eljarast alkalmaz-
tuk, amelynek segitségével szamossagi
megfontolasokat tettlink.

Ramutattunk, hogy a téma akar a felséokta-
tasban, sot, onalléo kutatasi témaként is
szerepet kaphat. Mint fogalomalkotasi gya-
korlat ugyanakkor a kozépiskolaban, s6t,
akar altalanos iskolaban is felhasznalhato.



Osszefoglalok

Magyar nyelvii 6sszefoglalé

Tizenkilenc éves, felsGoktatasban illetve kdzépiskolaban szerzett
tapasztalattal valamint a most befejezett PhD-hallgatéi ku-ta-to6-
mun-ka keretében egy féléven at tartott ,kulénleges” ma-te-ma-
ti-kadraknak tanulsagaképpen — amely utébbiakrdl részletesen
lasd [0.1] — a szigoru fogalmi megalapozast véljuk célravezetd
di-daktikai mddszernek.

Tobb kisérlet atgondolasa és lehetéségek felmérése utan harom
te-ruletet valasztottunk, amelyeken keresztll a szigoru fogalmi
meg-alapozas lehetbségét kivanjuk bemutatni. E harom terllet a
kovetkez6:

o A kozrefogas / elvalasztas / folytonossag fogalomkdre —
ezzel kapcsolatosan naiv nyelvhasznalati reflexek is rog-
zulnek mar a beszédtanulas soran, s e pontatlansagok
nem kiuszobolédnek ki automatikusan; szisztematikus at-
gondolasra van szukség.

e A primek / felbonthatatlanok fogalma — ez a tertlet meg-
jelenik mar az altalanos iskolaban is, és a k6zépiskolai ok-
tatasban jelent6s szerepet kap. Rendkivul mély és megol-
datlan problémai miatt ugyanakkor a legmagasabb szinti
matematikaoktatasban is folyamatosan jelen van.

¢ Halmazelméleti fogalmaink — bar mar korabban is talal-
kozunk ezzel a diszciplinaval és sz6hasznalatat alkalmaz-
zuk is — csak a fels6oktatasban valnak megalapozotta. A
ciklikus halmazokkal kapcsolatos problémakor nehézse-
geit jol megvilagitjak azok a kutatasi tapasztalatok, ame-
lyekrél programfejleszték szamolhatnanak be példaul a
Novell fejlesztése soran: az egymasba agyazott felhasz-
naldi csoportok engedélyezése milyen elméleti nehézsé-
gek felmeruléséhez vezetett a szoftverfejlesztésben.

A teruletek kivalasztasa, illetve az eredmények targyalasa soran
azt az elvet tartottuk szem el6tt, hogy a matematikadidaktika
Szerepe nem ér véget az altalanos- és a kézépiskolai oktatasban.
Matematikadidaktikai megfontolasokat szabad és kell is tenni a
fels6foku matematikai képzésben is. Az itt bemutatand6 eszko-
zOk e célt is jol szolgalhatjak.
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A kozrefogas / elvalasztas fogalomkor terlletén végzett axioma-
tikai vizsgalatok soran felallitottunk egy axidmarendszert, amely
igy ebben a formaban t6liink szarmazik, és tamaszkodik Euklei-
dész axiomaira valamint Pash és Veblen hasonlé kutatasi terule-
ten alkalmazott 6sszeallitasara. Az elvégzett oktatasi kisérlet il-
letve az axiomarendszerrel végiggondolt megfontolasok azt mu-
tatjak, hogy ez az axiomarendszer csakugyan jél ragad meg va-
l6sagosnak érzett viszonyokat és szemléletes. Igen jOl kezelhet6
véges modelleket ad, amelyek kitlind oktatasi segédletnek bizo-
nyulhatnak. Az elemszamokbdl allo, igy keletkezd sorozatok igen
mély osszeflggéseket is mutatnak, és tovabbi tudomanyos kuta-
tas targyai is lehetnek.

A primfogalom megalapozasa érdekében a szokasos gydriikér-
nyezettél elszakadva a lehet6 legegyszeribb algebrai struktura-
kat (grupoidok) vettik igénybe a vizsgalathoz. A kisérleti oktatas
valamint a tovabbi didaktikai megfontolasok is azt tAmasztjak al4,
hogy a félcsoportkornyezet a legalkalmasabb a fogalom. Beve-
zettlink egy Uj terminolégiat (bontas), amellyel el6 lehet segiteni
az oszthatosagtol valé elvonatkoztatast. Ugyanebben a targyban
megadtunk ismét egy axiémarendszert (HT-rendszer), amellyel
primek generalasara (felkutatasara) nyilik lehet6ség.

Végul a halmazelméleti fogalmak megalapozasaval foglalkozé
kutatasi terlleten a kdvetkezd didaktikai lépéseket alkalmaztuk:

e Olyan kozismert fogalmak, mint a k6zdsségi portalok fel-
hasznalasaval bemutattuk a Russell-paradoxonnak neve-
zett probléemat.

e Az elemkénti tartalmazasnak, mint relacionak Descartes-
féle koordinatarendszer cellaiban torténé bemutatasara ki-
alakitottuk a bekorongozasnak elnevezett eljarast.

e A Zermelo—Fraenkel-axiomarendszer egyes axidmainak
lépésenkénti bevezetésével megfogalmaztuk a kovetel-
ményeknek megfeleld ,bekorongozasi” feladatot.

e A feladatnak eleget tev6 véges modellek elemszamat
vizsgaltuk.

e Ramutattunk a ciklikus halmaz jelenlétének lehetbségere,
illetve arra, hogy a Russell-féle paradoxonban emlitett
halmaz létrehozasara miért nem nyilik lehetéség — ezzel
mintegy feloldva a probléma axiomajellegét.
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Jelen disszertacié a kovetkez6 kutatasi eredményeket mutatja

be:

Az elvalasztasi rendszer fogalmanak bevezetése, axio-
marendszerének (nyilt és zart valtozatban vald) folallitasa,
a valtozatok tanulmanyozasa.

Véges modellek (részbeni) feltérképezése, abrazolasuk,
elemszamokkal kapcsolatos vizsgalatok.

Eljarasok bemutatasa elvalasztasi rendszerek genera-
lasara — ideértve az elvalasztasi rendszerekbdl szarmaz-
tatott tovabbi elvalasztasi rendszereket is —, annak bizo-
nyitasa, hogy a szarmaztatasi eljarasok elvalasztasi rend-
szert adnak.

Néhany tovabbi, az elvalasztasi rendszerekkel kapcsola-
tos tétel felallitdsa és bizonyitasa.

A folytonossag Dedekind- illetve Cantor-féle megkozeli-
tésének didaktikai szempontbdl is jol felhasznalhato inter-
pretalasa elvalasztasi rendszerekben.

Annak megmutatasa, hogy a Dedekind- és a Cantor-féle
tulajdonsag fuggetlen egymastal.

A szomszédossag, az intervallum, az egyenes fogal-
manak interpretalasa ebben az axiomatikai kornyezetben.
Definiciés lehet6ségek megadasa a nyilt halmazok fogal-
manak megragadasara, az erés és gyenge nyiltsag defi-
nialasa, kezdeményezés az értelmezés topologiai kovet-
kezményeinek vizsgalatara.

A bontas, mint didaktikailag uj terminoldgia bevezetése.
A bonthatésagi és asszocialtsagi relaciok definialasa,
tulajdonsagaik elemzése altalaban vett grupoidokon illetve
félcsoportokon.

A prim és a felbonthatatlan definialasa, a definiciok ko-
zo6tti formai 6sszhang megteremtése.

A primek felbonthatatlansaganak illetve a felbonthatat-
lanok primtulajdonsaganak mély és alapos vizsgalata.
A ,kommutativ félcsoportban a primek felbonthatatlanok”
tétel kimondasa és bizonyitasa.

Példa bemutatasa olyan egységelemes félcsoportra,
amelyben felbonthaté primek talalhatok.

A legnagyobb kozos bonté és a legkisebb k6zos bon-
tott fogalmanak bevezetése, az altaluk kialakuld halé-
szerkezet felvazolasa.
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A HT-rendszernek nevezett algebrai struktura definialasa,
axiomai fuggetlenségének bizonyitasa, tovabbi tanulma-
nyozasa, néhany kisebb tétel kimondasa és bizonyitasa.
Primek generalasara vonatkozo tétel kimondasa és bizo-
nyitasa HT-rendszerben.

Az ikerprim Ujradefinidlasa a fogalomnak a természetes
szamokénal tagabb értelmezhetésége érdekében. Az yj
értelmezés bemutatasa a Gauss-primek korében.

A Russell-paradoxon elemzése soran maganak a parado-
xonnak a didaktikai értelmezése, a ciklikus halmaz fo-
galmi rogzitése.

Halmazelméleti alapfogalmak vizsgalata céljabol a beko-
rongozasnak elnevezett eljaras bevezetése, didaktikai
erejének bemutatasa.

A Zermelo—Fraenkel-féle axidmarendszer harom axiéma-
janak lépésenkénti bevezetése a modellbe, a bevezetés-
nek a modellre gyakorolt hatdsanak vizsgalata, a model-
lek elemszamara vonatkozé megfontolasok megtétele.
Kitekintés és javaslat 6nallé kutatasi témak tovabbvitelé-
re mindharom terileten.

Summary in English

Having taught for nineteen years in the higher education and in
high schools, and, in addition, having got the to give a half year
in an eighth-year elementary school as member of a "special"
math program for gifted children (about which we publicized in
detail. See [0.1]) — we feel the axiomatic foundations of several
mathematical concepts, as the better didactic method.

After thinking about several attempts and explore ways we chose
three areas through which we present the possibility of the strict-
est conceptual foundation. These three areas are:
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The concepts of embrace, separation, and continuity —
related which there are fixed naive language using reflex-
es also at the early language learning, and these inaccur-
acies are not eliminated automatically; we need a syste-
matic consideration.

The concepts of primes and irreducibles — this area there
appears even in elementary school and it gains a signifi-



cant rule in high school. Because of their extraordinarily
deep and unresolved problems they have a permanent at-
tendance also in university teaching.

e Our theoretical concepts about set theory — although we
meet them earlier and we use their nomenclature — be-
come fixed only in the higher education. The heaviness of
the concepts of cyclic sets are illuminated by the research
experiences about which the Novell program developers
could report: what a number of theoretical difficulties there
appeared when they allowed nested groups of users.

At the selection of areas, and discussion of the results we kept in
mind the principle that the role of mathematical didactic methods
does not end in the elementary and secondary education. Ma-
thematical didactic considerations may and should be done also
in the upper level of mathematical training. The tools presented
here can serve this purpose well.

When investigating the concepts of embrace and separation we
set up a system of axioms, so that originates from me in this
form, and relies on the axioms of Euclid, Pash, Veblen and other
compilations used on similar areas of research. The axiom sys-
tem can formulate the following ideas:

The border points and internal points separate.

The embrace is a symmetric relation.

Any section can be continued.

The embraced point is not allowed to leave the position of
between the embracing points.

The educational experiments carried out and the considerations
thought about the axiom system show that this axiom system
catches just as well realistic conditions, and it is clear. It gives
very easy to use finite models and they could prove to be an ex-
cellent teaching aid. The numerical analysis of the resulting seri-
es shows some very deep correlations, and it can be also target
of other scientific researches.

In order to substantiate the concept of primes we detached from
the usual ring environment and we used as simple algebraic
structures as groupoids for the investigation. The experimental
teaching as well as further considerations bear out that the semi-
group is the most suitable environment for testing the concept
We introduced a new terminology (splitting), which can facilitate
the abstraction of the authority of division. In the same object we
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introduced an axiom system (called HT-system), by which we
generate primes.

Finally, on the research area establishing set-theoretic concepts,
the following didactic steps were used:

Using as well-known concepts such as social networking,
we presented the problem called Russell’s paradox.

To show the relation of element containing in the cells of a
Cartesian coordinate system, we have developed the pro-
cedure named “coining”.

With the step by step introduction of some axioms of the
Zermelo-Fraenkel axiom system we formulated the re-
quirements of the “coining” task.

We studied the number of finite models obeying the task.
We pointed out the possibility of the presence of cyclic
sets, as well as the lack of possibility to create a set that is
in Russell's paradox — having quasi dissolved the axio-
matic nature of the problem.

This dissertation reports on the following results:
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The introduction of the concept of separation system,
building an axiom system (open and closed versions), the
study of variations.

(Partial) mapping of finite models, pattern analysis, ele-
ment number related studies.

Presentation of procedures generating separation sys-
tems — including when the separation system is derived
from earlier separation systems — having proven that the
derivation procedures provide separation system.

Having set up and proven some additional theorems relat-
ed to the separation systems.

Setting up an interpretation — useful also from the didac-
tic point of view — of the continuity, so in Dedekind’s as in
Cantor's approach in separation systems.

Pointing out that the Dedekind’s and Cantor's properties
are independent.

Interpretation of the concept of the adjacency, of the
interval, of the line in context of this axiomatical environ-
ment.



Giving options to define the concept of open sets, the defi-
nition of strong and weak openness, initiative to test the
topological interpretation of the consequences.

Introducing the concept of splitting as a didactically new
terminology.

The definition of splitablity and associate relations, anal-
ysis of their properties taken on usual groupoids and semi
groups.

The definition of prime as well as of irreducible; creating
between the both definitions a formal concordance.

A deep and thorough investigation of the irreducibility of
primes as well as the prime properties of irreducibles.
Having expressed and proven the theorem as: “primes in
commutative semi groups are irreducible”.

Demonstrating an example of a semi group equipped with
a unit in which it is possible to find reducible primes.
Introducing the concepts of the greatest common splitter
so as of the least common split; outlining the lattice con-
struct established by them.

Definition of the algebraic structure called HT-system;
having proven the independency of its axioms; further in-
vestigations on it; having set up and proven some smaller
theorems.

Expressing and proving the theorem about generating
primes in HT-systems.

Redefinition of twin primes aiming to expand the compe-
tency of the definition onto areas wider than the natural
numbers. An illustration of the new concept in the field of
the Gauss-primes.

Accompanying the Russell’s paradox giving an absolute
concept of paradox at all; conceptual fixing the idea of cy-
clic sets.

Aiming to the investigation of basic concepts of the set
theory, having introduced a procedure, called “coining”;
and, having shown its didactic power.

A step by step introduction of three axioms of the Zerme-
lo-Fraenkel axiom system; investigating the impact of the
introduction onto the model; expressing considerations
about element order of the several models.

Outlook and proposals are taken for forwarding independ-
ent research projects in all the three areas.
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