1. BEVEZETES

Smullyan a ,Mi a cime ennek a konyvnek?” [22] cimi{i konyvét egyszerti beugratds felada-

tokkal kezdi, majd fokozatosan nehezed6 fejtorok magaval ragadé folyamat inditja el. Mire
az olvasé a konyv végére ér, megérti Godel hires tételét és annak hatterét. Ez a konyv
a logikai fejtorék egyik leggazdagabb gyfijteményének tekinthetd, igy nem csoda, hogy
a konyv megjelenését kovetéen virdgzdsnak indult automatikus tételbizonyitis szdmaéra
kihivast jelentett a konyvben szerepl6 fejtorék megoldasa. Tobb cikk és konyv mutat be
kiilonféle médszereket egyik-mésik fejtor6 megoldasara [1, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 23], de
egyik mi sem vallalkozott a konyv 0sszes logikai fejtoréjének megoldasara. A dolgozatom
ezt a hidnyt probélja poétolni.

A fejtorokben a szereplék allitdsokat tesznek, és ezekbdl kell messzemend kovetkez-
tetéseket levonnunk a fejtoré megolddasahoz. A dolgozatom megmutatja, hogyan for-
malizalhatdak ezek a fejtorék specialis modalis logikai nyelveken, melyek moddlis operatora
a mond illetve a mondhat [4, 5]. Ismertetjiikk a nyelvekhez tartoz6 szekventkalkulusokat
[2], tovabbd két specidlis igazsdgtdblat [6], melyek segitségével a formalizdlt feladatok
megoldasat automatizdlhatjuk. A dolgozatban beldtjuk ezen eszkozok helyességét és tel-
jességét [2]. Megvizsgdlunk tovabbd pér, t6élem szdrmazé kerettorténethez kapcsol6do
logikai nyelvet [2, 9], s megéllapitdsokat tesziink a nyelvek specidlis alaki, érvényes for-
muldival kapcsolatban. Végiil egy alkalmazast vazolunk fel [10].

A dolgozatomban ismertetett egységes targyaldsmédban [22] Gsszes fejtorje meg-
oldhaté [4, 5]. A dolgozat a szekventkalkulust mutatja be megoldasi mddszerként [2],
am ugyanilyen j6l hasznidlhaté az analitikus tablazat mddszere [3], illetve a természetes
levezetés [7]. A dolgozatban ismertetett logikai nyelvekhez tartozé szekventkalkulusokat,
illetve analitikus tabldzatokat Prolog [3], illetve Lotrec [8] nyelven implementaltam.

Az elobb emlitett logikai nyelvek konstrukcidja, azok érvényes formuldinak genera-
lasa, a szekventkalkulusok megalkotasa, igazsagtabldk alkalmazasa, ezek helyességének,
teljességének beldtdsa 6nallé kutatdsaim eredménye [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10].

A tovabbiakban ismertetjik a fejtorok kategoridit, majd a dolgozatban vizsgalt tizenot
nyelvet definidljuk (2. fejezet). Ezutdn az ezekhez a nyelvekhez kapcsol6dé helyes és teljes
szekventkalkulusokat mutatjuk be (3. fejezet). Ezt kdvetéen megadunk két moddszert,
mellyel azok a feladatok is megoldhat6ak, melyekhez nem elegendd a szekventkalkulus (4.
fejezet). Ezt azoknak a logikai nyelveknek az ismertetése koveti, melyek tillépnek a konyv
keretein (5. fejezet), majd az érvényes formuldk generdldsiat mutatjuk be (6. fejezet).
Végezetiil egy lehetséges alkalmazast vazolunk fel (7. fejezet).

A FEJTOROK TIPUSAI

Adam Kolany [15] Smullyan fejtoréit a kovetkezé harom kategoridba csoportositotta:

Talald ki, hogy ki vagyok! Ebben az esetben ismerjiik a fejtoré osszes hipotézisét, és
egy elére megadott formulahalmaznak azt az elemét kell kivalasztani amely logikai
kovetkezménye a hipotéziseknek.

Elfelejtettem, hogy mit mondtal. (Metafejtorék) Ekkor az egyik hipotézis és a kovet-
kezmény nem ismert, &m adott az a két formulahalmaz, melyben megtaldlhatéak.
Mit mondjak?/Mit kérdezzek? FEkkor ismert a kovetkezmény és egy kivételével az

osszes hipotézis. Felatunk ennek a hipotézisnek a meghatarozasa.
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Az els6 két esetben azt a C' kovetkezményt, illetve a C' kovetkezményt és a H,, hipotézist
kell kivalasztani, melyre a
HiAN---ANH, DC (1)

formula érvényes. A harmadik kategériaba esé feladatoknal annak az X formuldnak a
meghatarozasa a feladat, melyre a

HiA--ANH,AC,X D C (2)

illetve a
HiAN---NH, D ((C,X DC)AN(Cy—X D C)) (3)

formula érvényes, ahol C, X jeloli azt, hogy az a személy kimondhatja az X &llitast.

Az els6 két kategéria esetén az (1) érvényességének ellendrzése helyett a szekvent-
kalkulusbeli levezethet6ségét vizsgaljuk, mert hamarosan latni fogjuk, hogy ez a két fo-
galom egybeesik. A harmadik kategodridba esé feladatokndl specidlis igazsidgtdablara lesz
szitkségiink.

2. LOGIKAI NYELVEK

Smullyan fejtoréiben a szereplék &llitdsokat tesznek a tobbiekrdl, és néha sajat maguk-
rél is. Az onhivatkozés vizsgdlata az dékorig nyilik vissza: a hazug paradoxona azéta
foglalkoztatja a matematikusokat és filozéfusokat. E paradoxon konyvtarnyi irodalmébol
most csak két frissebb cikket emlitlink meg: [19, 20]. Az 6nhivatkozas felmeriil a tud és hisz
(knowledge and belief) vizsgdlatakor is. Eme jelenleg virdgzé témakor jelolésrendszerét
alkalmazzuk a dolgozatban. A dolgozat keretein tilmutatd cikk [10] felvézolja, hogyan
kombindlhat6 a mond és a hisz, ami a kommunikécié szerepének er6sodésével azzal kecseg-
tet, hogy a mond modalis operator tud és hisz mélté parja lehet.

Smullyan [23] és mésok (példaul [12]) kijelentéslogikai formuldkat hasznaltak a fejtorék
leirasara, 4m ezzel a fejtorék formalizaltjai feleslegesen elbonyolédnak, ami az ismertetésre
keriilé nyelvek alkalmazdsdval elkeriilhetd [5].

A fejtorok kerettorténeteit tiz logikai nyelv irja le. A szerz6 ezen kiviil tovabbi ot
nyelvet konstrualt az eredeti kerettorténetek varidnsainak leirdasara. Ezeket a nyelveket az
1. abra foglalja Ossze, mig az dbra jeloléseit a fiiggelék részletezi. Mivel két alkalommal
ugyanahhoz a szintaxishoz két kiilonboz6 szemantika is jarul, ezért a logikakat az 1. abra
szamozasaval pontositjuk a kés6bbiekben.

3. SZEKVENTKALKULUS

A dolgozatban a szekventkalkulust hasznaljuk levezetésre. Ugyanazokat a definicidkat
hasznaljuk, mint Kleene [14], 4m az olvasé kényelméért a levezetési szabalyokat megismé-
teljik a 2. abran.

Kleene szabdlyai csak a kijelentéslogikahoz elegendGek. A tovabbi logikdk esetén ezt a
szabalyhalmazt tovabbi szabalyokkal kell kiegésziteni. A kiegészitéseket a 3. abra tartal-
mazza, mig a tabla jeloléseit a fiiggelék ismerteti.

Az itt szerepl6 tizenot szekventkalkulus helyes, azaz érvényes rajuk a kovetkezo tétel
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r~-06,A>B

r-o0,A; I'—-06,B

r-0,AANB
'—-06,A,B
r-0,AvB
AT — 06
r—>06,-4

AT —-06,B; BT —-06,A

r-6,A=8
2. abra. Sz

=N

Nyelv | Szintaxis Szemantika
1.| Lo F0-F3 (9s), VO-V5
2.| ctf F0-F6 (9s,97), VO-V8
3.| ctf™  |FO-F7 (s, 97, 9y), VO-V9
4. ctfv  |F0O-F6, F8 (9s,97,9y), VO-V8, V10
5. L£tP F0-F6, F9 (9s,97,9y), VO-V8, V11
6. | LM F0-F3, F10, F11 (9s,97), V0-V5, V12, V14
7. cheF FO-F3, F5, F10, F11 | (Js,97), VO-V5, V7, V12, V14
8. | L™ F0-F3, F6, F7, F12 | (Js,9y,9v), VO-V5, V9, V16, V17
9.|Ltm | FO-F3, F6, F7, F12 | (¥s,9r), V0-V7, V18, V19
10. | £tf"" | FO-F3, F6, F7, F12 | (9s,97), VO-V7, V18-V22
11. | ctf F0-F5, F14 (¥s,97,9y), VO-VT7, V23
12. | ct/m»m | F0-F7, F13 (¥s,97), VO-V7, V24, V25
13.| ™ F0-F3, F6, F15 (s, 9y, v), 9y Udy = P, VO-V5, V26-V28
14. ] £ F0-F3, F6, F15 (9s,9y,9v), VO-V5, V26, V27, V29
15. | L™ |FO-F7 (9s,971), V0-V7, V30, V31
1. abra. Logikai nyelvek
AT —-06,B r-oe,A; BI' -0

D—

ADB,T'—- 06
A BT — 0

ANBT 0 "7
Al'—-0©6; B -0
AvVB T —06

r—-0A4
-A,T -0

ABT—-0;I'->0,AB
A=BT > 6 =

ekventkalkulus szabélyai

V—

—

—=

1. TETEL. Ha az A formula bizonyithaté a szekventkalkulusban, akkor érvényes.

A szekventkalkulus és szemantika Osszevetésekor egyes nyelvek esetén apré kiilonbségeket
Ezért nem bizonyithaté az az allitas, hogy minden érvényes formula
levezethetd a szekventkalkulusban. Péld4ul a lovagok és 16kétSk nyelvében (£8F) nem bi-
zonyithaté a T, = —F, érvényes formula. (Itt a T, Fy, illetve majd a Ly, Uy, Ny, My, I,
és a H, kijelentésvaltozokkal az = személy tipusat jeloljiik.) A fejtorék specidlis megfogal-
mazasa miatt a szekventkalkulus a jelenlegi forméajaban is elegend6 a fejtorék megoldasara.
Természetesen mi nem elégedhetiink meg ennyivel, egy megfeleloen megvalasztott, érvényes

fedezhetiink fel.

Z formula segitségével szekventkalkulusaink teljessé tehetGek [3]:

2. TETEL. Ha az A formula érvényes, akkor a Z D A formula levezethetd a szekventkalku-

lusban.
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3. abra. A szekventkalkulus kiegészit6é szabdlyai

Az Lo, L™ és L (14.) logikai nyelvek esetén a 2. tétel teljesiil, ha a Z konstans igaz
formula, mas szavakkal ezekben az esetekben nincs sziikség Z-re. Az LY L™ (3), Lt
és LT logikai nyelvek esetén a 2. tétel teljesiil, ha Z

A (To A=F) V (-T A Fy)).
TEP

Az L™ logikai nyelv és az ikrek esetén a 2. tétel teljesiil, ha Z
((Lag A =Ly AUy ANUp) V (mLg A Ly AU, A —Up)).
Az L™ logikai nyelv valamint az Oroszlan és az Egyszarvi esetén a 2. tétel teljesiil, ha Z
(Lo A =Ly AN =Uy A Up).
Az £ logikai nyelv esetén a 2. tétel teljesiil, ha Z

(Lag AUy A Fe N =Ly AN =L AN =Ug A =U. A —=Fy A —=Fp)A
(Lo NUANFy A—=Ly AL AU AUy A —=Fy A —=F.)A
(Lo AUy AF . N—=Lyg AN—LoAN=Up A=U. A —Fy A —Fp)A
(Ly AU, A Fy A =Ly A=Le AUy A =Uy A ~Fy A=F, )N
(Le NUg A Fy AN —=Lg AN=Ly A=Up AU, A =Fy A =F,)A
(Le AUy A Fy A =Lg A =Ly A=Uy A =Ug A —Fy A =Fc)
Az LHm g LE logikai nyelvek esetén a 2. tétel teljesiil, ha Z

N\ (Te A=Fp A=Ng) V (=T A Fy A=Ng) V (7T A ~Fy A Ny)).
T€EP



Az LtF7™ Jogikai nyelv esetén a 2. tétel teljesiil, ha Z

/\ (Te A =Fy ANy A M) V (=T A Fy A =Ny A ~Mg)V
zeP

(=Tyx AN=Fy ANy AN=My))V (=T, AN—=F; AN =Ny A My))
Az L (13.) logikai nyelv esetén a 2. tétel teljesiil, ha Z

N\ U Vv H,).

zEP

Az L™ (15.) logikai nyelv esetén a 2. tétel teljesiil, ha Z

N\ (Te A=Fo A =My) V (<Ts A Fy A=Mg) V (<To A ~Fy A M,)).
Tz€P

4. MIT KERDEZZEK?

4.1. ELSO MODSZER

A kovetkezo fejtord és megoldéasa kozismert. Ezért ezen mutatjuk be, hogy hogyan miikodik
a harmadik kategoéridba esé feladatokat megoldé algoritmus.

Egy rab nehéz dilemma elétt all. A szultan, akinek rabsagaban sinylédik, fel-
ajanlja a rabnak, hogy egy celliba zarja Ot két szolgajaval, akik koziil az egyik
mindig hazudik, a masik pedig mindig igazat mond. A cellinak két ajtaja van,
az egyik a szabadsagé, a masik meg a rabszolgasagé. Az lesz a rab sorsa, amelyik
ajtot valasztja. A rabnak joga van egyetlen kérdést feltenni az egyik szolganak.
Természetesen nem tudja, hogy melyik szolga hazudik, es melyik mond igazat.
Visszanyerheti-e a rab a szabadsigat kockazat nélkiil?

A két szolga tulajdonségai alapjan a £/ logikai nyelven formalizdljuk a feladatot. A D
kijelentésvaltozé pontosan akkor legyen igaz, mikor a baloldali ajté a szabadsagé, a két
szolgat pedig nevezziik a-val és b-vel. Legyen a keresett X formula olyan, hogy az ,Igaz,
hogy X?” kérdésre adott valasz pontosan akkor legyen zgen, mikor a baloldali ajt6 a helyes,
azaz amikor D igaz. Ezek alapjan a feladat formalizdltja a

(T, =Tp) O ((CoX) = D) 4)

formula. Ha valamely X formuldra (4) érvényes, akkor a feladatnak van megoldasa. A (4)
pedig pontosan akkor érvényes, ha az (5) és (6) érvényes. (Ebben a lépésben az eredeti
formulat d.n.f alakban irtuk fel, s az ismeretlent, illetve a tagadasat tartalmazé tagokat
kiilon csoportositottuk. Ekkor X-et atominak tekintettiik.)



T, |Ty | D | E X -F
111711760 a 1
1117010 b 1
1101160 0«<1] 0
110011 |—=1 1
O(1(1(1|—=1 1
0/1]0(0 0«10
0/0(]1(0 c 1
0/0(0(0 d 1

4. abra. Az els6 mddszer igazsagtablaja

((Ta, A =Ty A —|D) V (—|Ta ATy A D)) O X (5)
B
X >~ ((-Tou ATy A=D) V (T, A =Ty, A D)) (6)
F

Ez a két formula kijelentéslogikai formuldkként is felfoghatéak, és Craig tétele [21, 127. o.]
szerint: ha a F D —F formula érvényes, akkor létezik ilyen X, azaz a fejtoronek van
megolddsa. Az X formula megkonstudlhaté Smullyan mddszerével [21, 128. o.] is, de
igazsagtablaval hamarabb célhoz ériink.
A 4. dbran T,, Ty és D fiiggvényeként irjuk fel az E és F' formula igazsagértékeit,
majd feltoltjik az X oszlopat is:
1. Ha az adott sorban az E alatt 1 szerepel, ezt irjunk az X ala.
2. Ha az adott sorban az —F alatt 0 szerepel ezt irjunk az X ala.
Ha ez a két szabdly valamely sorban egymdésnak ellentmond, akkor a feladatnak nincs
megoldasa. Esetiinkben az elobbi szabalyokkal négy sor toltheté fel, ezeket nyilakkal
jeloltiik meg. Az iiresen maradt négy hely (ezeket a, b, ¢ és d jeloli) tetszélegesen tolthetd
fel, igy a feladatnak 16 kiillonboz6 formula a megoldésa.
Az X formuldt a szokdsos mddon konstrualjuk meg. Valasszuk példaul a kovetkez6
értékeket: a = 1,0 =0, c =0 és d = 1. Ekkor a tablazat alapjan X a kovetkezo lesz:

(To ATy AD)V (T ATy AN=D)V (=To ATy AD)V (=T, A =Ty A D).

Az LT nyelvben érvényes atalakitisi szabalyokat hasznédlva ez a formula t6bb mdédon is
egyszerisithetd, és az eredmény tobbféleképp interpretalhato;

° —|(Tb = D):
o ,Nem igaz, hogy a masik ér pontosan akkor igazmonddé, ha a baloldali ajté hozza

a szabadulast?”
L] —lTb =D:
o , A mésik 6r pontosan akkor hazug, ha a baloldali ajté hozza a szabaduldst?”,
o ,A masik 6r nem mondhatja, hogy a baloldali ajté hozza a szabadulast?” vagy



o ,,A masik 6ér mondhatja, hogy a jobboldali ajté hozza a szabadulast?”

Haa=0,b=1,c=1és d =0, akkor az X a kovetkezo:
(Toe NTy A=D)V (T ATy N—=D) V (=To ATy A D)V (=T, A =Ty A D). (7)

Ezzel két tovabbi, kevésbé ismert megoldast nyeriink:
o T, =D:
o ,Pontosan akkor vagy lovag, ha a baloldali ajté hozza a szabadulast?” vagy
o ,Igennel valaszolndl, ha azt kérdezném, hogy a baloldali ajté hozza a szabadu-
last?”

A médszer helyességét és teljességét a kovetkezd tétel mondja ki [6]:

3. TETEL. A (2) illetve a (3) formula akkor és csak akkor érvényes valamely X formuldra,
ha az els6 modszer meghatarozza ezt az X formulat.

4.2. MASODIK MODSZER
Az els6é moédszernek megkotései vannak:

e Az eredeti formuldnak érvényesnek kell lennie.
e A formula csak egy ismeretlent tartalmazhat.

Smullyan néhany rejtvényében tobb ismeretlen mondat szerepel, s ezek formalizdlasakor
tobb ismeretlen formulat kapunk, igy az elsé mdédszer nem alkalmazhat6. Ha m ismeretlen
formulank van, és azok maximum n ismert atomi formula logikai kombinaciéjaként allnak
el6, akkor egy 2™ sort és 2™ oszlopot tartalmazoé igazsagtablat kell készitenlink. Az el6z6
példa ilyen igazsagtablaja az 5. 4bran lathato.

(T, =Tp) O (T, =X) = D)
T.|T,|D| (X=1) (X =0)
111 1 1
11110 1 1
1101 1 0
1700 0 1
0|1]|1 0 1
0]1]0 1 0
0|01 1 1
01010 1 1

5. dbra. A masodik mddszer igazsagtablaja

Az 1 darab ismeretlen formulanak 2 oszlop, a 3 darab ismert atomi formuldnak 8 sor felel
meg. Miutdn az eredeti formula érvényes, igy az ismert atomi formuldk minden értékelése
esetén igaz. Ezért, ha példdul T,, —T, és D igazak (a tdblazat harmadik sora), akkor
az X formuldnak is igaznak kell lennie. A megoldas meghatarozasihoz minden sorbdl
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pontosan egy egyest kell kivalasztani. Ha valamely sorban nincs egyes, akkor a feladatnak
nincs megolddsa, ha valamely sor tobbet is tartalmaz, akkor tetszdlegesen valaszthatunk
koziiliik. A megjelolt egyeseket valasztva a korabbi megoldast kapjuk vissza.

Az ismeretlen formula megkonstrualasa hasonléan megy mint korabban, azokat az
egyeseket kell kivalasztani, melyek az ismeretlen formula igaz értékéhez tartozd oszlopba
esnek, és a sorokhoz tartozé értékelés alapjan kell elkésziteni a d.n.f-t. A megjelolt egye-
seket valasztva az X formula a (6) lesz, amit — mint kordbban — T, = D forméra
egyszerisithetiink.

Lassuk, hogyan alkalmazhaté a médszer t6bb ismeretlen esetén ([22, 173. fejtord])!

A ,Ha P, akkor Q7 allitas megforditasa a ,Ha (), akkor P” allitis. Van két

allitasunk, melyek egymas megforditasai, és olyanok, hogy

1. Egyik sem kovetkezik a masikbol.
2) Ha egy erdélyi dllitja valamelyiket, akkor ebbdl kévetkezik, hogy a mdsik
igaz.

Tudna két ilyen allitast mondani?

Konnyebb a feladatot megoldani, ha fiiggetlen allitdsokkal dolgozunk, igy jelolje X és Y az
egyik allitas el6- és utotagjat. Az els6 megkotés nem fogalmazhaté meg logikai torvénnyel,
igy a masik megkotést teljesité megoldasok koziil kell kizarni azt, melyre ez a feltétel nem
teljesiil. A feladat formalizdlasara a £™" nyelvet haszndljuk, s a feladat igazsdgtdablaja a
6. abran lathato. A két ismeretlennek megfelelen a tabldzatnak négy oszlopa van.

| | | (CaXDY)D (¥ DX)A(C,(YDX)D(XDY)) |

(X =1) (X =0)
(Y =1) (Y =0) (Y =1) (Y =0)
Vo| M, 1’ 0 0 1
-V, | M, 1 1/ 1 1
Vo | "M, 1 1 1/ 1
=V, | "M, 1 0 0 1’

6. abra. A 173. fejtord igazsagtablazata

Az algoritmus a tabla alapjan 2 x4 x4 x 2 = 64 megoldast ad, &m mindegyikre kiilon-kiilon
ellendrizni kell, hogy teljesiti-e az els6 feltételt vagy sem. Tekintsiik a megjelolt egyeseket
tartalmazé megoldast. Az X =1 jelli oszlopok alapjan X ~ (Vo AM,)V (=VoAM,) ~ M,
mig az Y = 1 jelii oszlopok alapjan Y ~ (V,AM,)V (VoA—M,) ~ V,. Erre a megoldasra az
els6 feltétel teljesiil, igy a kérdésben szereplo két allitas a kovetkezd: ,Ha vampir vagyok,
akkor egészséges vagyok.” és ,,Ha egészséges vagyok, akkor vampir vagyok.”

A médszer helyességét és teljességét a kovetkezd tétel mondja ki [6]:

4. TETEL. A mdsodik mdédszer pontosan akkor hatdrozza meg az ismeretlen X formuldt,
ha (2), illetve (3) érvényes, feltéve hogy ha az X a P,...,P, atomi formuldk logikai kom-
bindcigja, akkor a tabliazat sorait legalabb ezeknek az atomi formuldknak kombindcioi
adjak.

A médszerek alkalmazasara tovabbi példdkat [6] tartalmaz.
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5. VARIANSOK

5.1. EGY NEMNORMALIS MODALIS LOGIKA

Habér a fejtorékben a mond(ta) szerepel, Naish [17] kivételével — akinek egyébként nem
teljes a rendszere — mindenki a mondhatja alakot hasznalta a fejtorok formalizaldsara,
megoldasara. Ezt azért is tehették, mert ha valaki mond valamit, akkor a lehetdsége is
megvan ra. Smullyan feladataiban csak a hipotézisekben szerepelt a mond, és ott is csak
nem tagadott formédban. Ilyen megkotéseket rendszerint nem tartalmaznak a logikdk, ezért
tekintsiik altaldnosan a problémét! A szemantika megadasakor minden személyhez hozza
kell rendelni, hogy mely allitdsokat mondta ki, &m tetszbleges ilyen hozzarendelés esetén
osszelitkozésbe keriilhetiink az emberek tipusaival. Ezért legyen ¥y részhalmaza a P x F
halmaznak, és y = Sy B akkor és csak akkor teljesill, ha ((z,B) € dy és 9= T = B).
Megjegyezziik, hogy semmilyen megkotést nem tettiink a ¥y halmazra, bar természetes
igény, hogy a {B|(z, B) € 9y} halmaz minden lakos esetén véges legyen. Ennek a szeman-
tikdnak megfelel6 — S szekventkalkulusi szabdlyt hagyomdanyosan hasznalva nem sikeriilt
bizonyitani S;B D S, B-t:

T,,B — S,B
F, — B,S,B

S,B— S,B
— (SzB D S;B)
Ezt elkeriilend6, a — S szabalyt csak bizonyos feltételek teljesiilése esetén lehet hasznélni:

e S, B (azaz az a formula, melyre a szabdlyt alkalmazzuk) ne szerepeljen a szekvent jobb
oldalan.

e Az S, B formula foka legyen nagyobb, mint a szekvent barmely, nem SyC alaku for-
muldjanak foka.

Formula fokan a benne szereplo logikai osszekotdjelek és modélis operatorok szamat értjiik.
Az el6bbi megkotéssel a szekventkalkulus teljes lesz [8], dm a Sp X A S, (X DY) D S, Y
formula tovédbbra sem vezethet6 le, azaz ez egy nem-normélis modalis logika [11], amelyben
még a (A = B) D (S;A = S, B) (rule of extensibility) sem teljesiil. Megjegyezziik, hogy
az itt bemutatott médszerrel az £/ nyelvhez hasonléan a tobbi nyelvnek is készithetd
nem-normalis varidnsa.

5.2 LOVAGOK, LOKOTOK ES A TOBBIEK

Smullyan lovagjai mindig igazat mondanak, igy hamis allitasokat lovagok nem mondhat-
nak. Miutdn Smullyan nem emlitett tabukat a lovagokkal kapcsolatban, feltehetjiik, hogy
a lovagok minden igaz allitast kimondhatnak. Lokot6knél minden pontosan forditva van.
Ezeket az informaciokat tablazatba szedhetjiik:

hazudhat |nem hazudhat
mondhat igazat lovag
nem mondhat igazat | [lokoto




A késobbiekben Smullyan bevezeti a normalisak fogalmat, aki mondhat igazat is, és hazud-
hat is. Ezt is beirva a tdblazatba egy rublika marad iiresen. Az itt szereplé nem mondhat
se igazat, se hamisat, azaz nem mondhat semmit, ezért nevezziik el néménak [2]! Az Ltfmm
nyelv ezt a kerettorténetet irja le.

hazudhat | nem hazudhat
mondhat igazat | normdlis lovag
nem mondhat igazat | [lokoto néma

Mikor Dragalin Albert elszér mutatta meg Smullyan fejtordit, a konyv orosz forditasat
hasznélta, amelyben valdsziniileg az szerepelt ahelyett, hogy minden lakos vagy lovag vagy
I6koto: minden lakos igazmondo vagy hazug. A megengedé vagy haszndlata 1) logikat
teremtett: £ (13). Ennek szintaxisit hasznélva egy tjabb szemantikdval visszakapjuk a
némakat is tartalmazé logikat.

Ha a nem hazug igazmonddkat lovagoknak, a nem igazmondé hazugokat 16kotéknek
és a hazug igazmonddkat némsknak nevezve egy tjabb logikit kapunk (£t/™, 15) mely
lezérja ezen logikdk csoportjat. Ha rendre az T', F', N és M jeloli a lovagokat, 16kotoket,
normalisokat és némakat, akkor a kovetkez6 rajzot készithetjiik:

T
N M

T T

F
N M

T

F F
F

7. abra. A logikai nyelvek varidansai

A T-t eggyel, az F-t nullaval azonositva a négy abra egy négyelemi algebra részalgeb-
raival rokonithaté Az alsé rajz a lovagok és 16kotok, a baloldali a lovagok, 10k6tok és
normalisak logikdjat adjak, mig a tovabbi ketto a szerzd verzibi.

6. ERVENYES FORMULAK GENERALASA

Legyen adott az £t/ logikai nyelv és tekintsiik azt a £’ kijelentéslogikai nyelvet, melynek
atomi formulai a kovetkezd halmazt alkotjdk: S U {T,|z € P}. Legyen ' az a leképezés,
mely a £!f formuldihoz a £’ formulait rendeli a kivetkezéképpen:
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(Tw),: Ty
(Fp)'= Ty
(_‘A)I_ _‘AI
(AAB)' A'AB’
(CLA) =T, = A

Konnyedén belathaté az alabbi tétel:
5. TETEL. Az A L' -formula pontosan akkor érvényes, amikor az A’ £'-formula érvényes.

Jegyezziik meg, hogy az ' leképezés nem bijektiv, példaul a C, A és T, = A képe egyarant
T, = A'. Mivel az L' logikai nyelv tekintheté az £!f nyelv résznyelvének, az £/ nyelv
Osszes érvényes formuldja az £’ nyelv érvényes formuldja lesz. Az £’ nyelv eddig fel nem
sorolt tovabbi érvényes formuldi azok, melyekben F, vagy C, fordul el6. Fzeket tgy
kaphajuk meg, hogy a L' nyelv érvényes formuldiban a —T, részformula helyett Fj-t,
illetve a T, = A részformula helyett C,A-t frunk. Példaul a T, = ((T, = B) = B)
érvényes L'-formulébél a T, = ((CB) = B), C((T, = B) = B) és C,(C, B = B) tovébbi
érvényes Lf-formuldkat kaphatjuk.

Smullyan fejtoréivel kapcsolatban felmeriilt, hogy melyek azok az allitdsok, melyeket
mindenki mondhat. Az el6bbi mdédszert hasznélva, a feladat a C; A alakt érvényes formulak
generdlasara korlatozodik. ATy, =Ty, Tp = ~(1y), Tn = (T =T) és Ty = (T = (T =
T,)) érvényes L'-formuldakbdl t6bbek k6zott a Cp Ty, Cp—Fy, CpCy T és C,CyCy T, érvényes
Ltf-formuldkat kaphatjuk. Ezek szerint a lovag-16k6t6 sziget minden lakosa allithatja, hogy
6 lovag, hogy 6 nem 16koté, hogy 6 allithatja, hogy kétszer kettd négy, valamint hogy hogy
allithatja egy masik lakosrol, hogy az azt allithatja magarol, hogy lovag. Mar ez az utolsé
példa is sejteti, hogy végtelen sok ilyen allitas 1étezik.

Természetesen a tobbi logikai nyelv esetén is felmeriilhet ugyanez a kérdés. Altaldnos
esetben a ' leképezés az atomi formuldkhoz 6nmagukat rendeli. (Az el6bb ezt az F, esetén
megszegtik, hogy egyszeriibb legyen az 5. tétel.) Ekkor tetsz6leges £ nyelvre érvényes a
6. tétel, ahol a benne szereplé Z formulat a 3. fejezetben definidltuk.

6. TETEL. Az A L-formula pontosan akkor érvényes, amikor az Z O A’ L'-formula
érvényes.

Specidlisan az Oroszldn és Orrszarvi fejtoréit megvizsgdlva az deriil ki, hogy hétfén (va-
lamint kedden és szerddn) mindkét dllat akkor mondhatja az A allitast, ha U, = A.
Csiitortokon, (valamint pénteken és szombaton) ez —U, = A-ra mddosul. Innen lithato,
hogy nincs olyan allitas, amit mindketten barmely nap kimondhatnanak.

7. ALKALMAZAS

A valés életben valdszintitlen, hogy egy agens (robot vagy program) a 16k6t6hoz ha-
sonldan folyamatosan hazudjon, pontosabban folyamatosan igaz allitasok tagadasat allitsa.
Joéval valésziniibbek a lovaghoz (megbizhatd), normélishoz (megbizhatatlan) és a néméahoz
(iizemképtelen) hasonlité dgensek. A fejtorékben a lakosok ismerték egymads tipusdt, és
pontosan meg tudtak mondani, hogy ki milyen allitasokat tehet. A valds életben az dgensek
igen ritkan tudjak a tobbi agensrdl, hogy azok megbizhatéak-e vagy sem. Ezért azt sem
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képesek meghatarozni, hogy a mésik mit mondhat, viszont azt képesek memorizalni, hogy
a masik mit mondott. S ez az, amiatt ebben a fejezetben a mondhat modalis operator
helyett a mond operatort hasznaljuk.

Az &4gensekkel foglalkozo irodalom nagy része nyilvanos kozleményekkel dolgozik,
habar méretesebb hélézat, kivaltképp dinamikusan valtoz6 halézat esetén nehezen garan-
talhatdé, hogy minden tizenet mindenkihez eljusson. A kommunikécié irodalméaban, féleg
a protokolok leirdsdndl a direkt, point-to-point izenetvaltas a gyakori. Ebben az esetben
viszont nehézkes a megbizhatatlan alkatrész kisziirése. Eppen ezért félnyilvanos kommu-
nikaciot vizsgdlunk: minden kijelentést pontosan a szomszédos dgensek kapnak meg.

e h

/> a d

b
o
e
g

b c

f / g

8. abra. Miiholdak a fold kortl

Példankban nyolc miihold és egy foldi dllomés szerepel. A miiholdak egy képzeletbeli
kocka csticsaiban helyezkednek el (8. dbra), és a kocka élei mentén tudnak kommunikélni.
(A jobboldali kép a kommunikdcids csatorndkat dbrazolja.) Jelolje Q és R a miiholdak
egy-egy megfigyelését! A miiholdak megfigyeléseikrol jelentést kiildhetnek, illetve mas
miiholdak jelentéseit tovabbithatjak. Ha az e miihold érzékeli, hogy @ teljesiil, akkor ezt
jelent(het)i (SeQ), amit az a miihold felfog, és tovabbit (S;S5.Q). Miutan a foldi dllomés
szomszédja az a-nak, igy megkapja az e miihold jelentését.

Tegytik fel, hogy a nyolc miihold koziil egyszerre legfeljebb egy romlik el (megbizha-
tatlan, vagy tlizemképtelen lesz). Ezen feltételek mellett, ha a f6ldi dllomds az S;S.Q és
az SpSy() lzeneteket fogja, biztos lehet benne, hogy a @ valéban igaz. Ha torténetesen
az 5,5.Q és az S,5:5,LQ a két iizenet, akkor mar ebbdl nem kovetkezik, hogy @ igaz,
mert ha a megbizhatatlan, egyik iizenetben sem lehet megbizni. Az S,S.Q és az SpS§—Q
egymasnak ellentmondo iizenetek semmi informaciét nem hordoznak QQ-rél, de ezek alapjan
tudjuk azt, hogy az a, b, e és f miihold egyike megbizhatatlan. Ebben az esetben az
SaSqR és az SpS.—R tovabbi lizenetekbdl az is kideriil, hogy vagy az a vagy a b mihold
megbizhatatlan.

A Ltf7™ Jogika alapjan konnyedén megkonstruilhaté a £"™ logika, és az ahhoz tar-
toz6 szekventkalkulus, mellyel kiderithet6ek az lizenetek kovetkezményei.
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8. FUGGELEK

A formuldk halmazdnak (F) képzési szabalyai a kdvetkezdk:
FO. Te Fés L eF.
F1. S C F,
F2. Ha B € F, akkor =B € F.
F3. Ha Be Fés C € F, akkor (B C) € F, (BVC) € Fés (BAC) € F.
F4. Ha z € P akkor T, € F.
F5. Ha x € P akkor F, € F.
F6. Ha x € P és B € F, akkor C,B € F.
F7. Ha x € P akkor M, € F.
F8. Ha x € P akkor W, € F.
F9. Ha z € P akkor B, € F.
F10. Haz € P és akkor L, € F és U, € F.
F11. Haz € P és B € F, akkor C"B e F,CkB e F,...C!B € F.
F12. Ha z € P akkor V, € F.
F13. Ha z € P akkor N, € F.
F14. Haz € P és B € F, akkor S, B € F.
F15. Haz € P akkor I, € F és H, € F .
A 9 értékelés definicidjanak pontjai:
V0. yE= T, o= L.
V1. Ha Q; € S, 9= Q; akkor és csak akkor, ha Q; € Jg.
V2. y= —B akkor és csak akkor, ha g~ B.
V3. g B D C akkor és csak akkor, ha g~ B vagy g= C.
V4. y= BV C akkor és csak akkor, ha y= B vagy 9= C.
V5. y= B A C akkor és csak akkor, ha gf= B és g= C.
V6. Ha z € P, y= T, akkor és csak akkor, ha dr(x) =t
V7. Ha z € P, y= F, akkor és csak akkor, ha dp(z) = f
V8. y= C, B akkor és csak akkor ha ( 9= T, és = B) vagy ( 9= F, és gl= B).
V9. Ha z € P y&= M, akkor és csak akkor, ha = € 9y
V10. Ha z € P g W, akkor és csak akkor, ha x € ¥y
V11. Ha z € P y= B, akkor és csak akkor, ha = € Jy
V12. Ha = € P, 9= L, akkor és csak akkor, ha dr(x) =1
V13. Ha z € P, y= U, akkor és csak akkor, ha dr(x) = u
V14. (9= ChB, y= CEB és y= C2 B) akkor és csak akkor,
ha ( 9= Ly és 9~ B) vagy ( 9= U, és 9= B).
(9= CSB, 9= CEB és y= CZB) akkor és csak akkor,
ha ( 9= Ly és 9= B) vagy ( 9= U, és g~ B).
o= CLB akkor és csak akkor, ha y= B.
V15. (9= ChB, y= CEB és y= C2 B) akkor és csak akkor,
ha ( 9= Ly és 9= B) vagy ( 9= Uy és 9= B) vagy ( 9= F, és yl= B).
(9= CSB, 9= CPB és g= CZB) akkor és csak akkor,
ha (9= Ly és 9= B) vagy ( 9= Uy és 9= B) vagy ( 9= F, és g~ B).
9= CYB akkor és csak akkor,
ha ( 9= Ly és 9= B) vagy ( 9= U, és 9= B) vagy ( 9= F, és gf= B).
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V16.
V17.

V18.

V19.
V20.
V21.
V22.
V23.

V24.
V25.
V26.
Var.
V2s8.
V29.

V30.
V3L1.

Ha z € P, y= V, akkor és csak akkor, ha x € dy
9= Cz A akkor és csak akkor, ha
(97 Mz, 9= Vo és 9= A) vagy
(9 My, o=V és 9= A) vagy
(9 Me, o= Ve és gl A) vagy
(9 Mz, o Vi és olE A).
9 CzB akkor és csak akkor ha ( y= T, és y= B) vagy ( 9= F; és 9= B) vagy
19): Na:
Ha x € P y&= N, akkor és csak akkor, ha dr(z) =n
o= Ty akkor és csak akkor ha g= Fy,
o Fypr akkor és csak akkor ha g= T, és
9= Ny akkor és csak akkor ha y= N,.
9= Sz B akkor és csak akkor ha (z,B) € Jy és ( 9= T, pontosan akkor, mikor
9= B)
9= CxB akkor és csak akkor ha ( y= T, és y= B) vagy (9= Fy és 9= B) vagy
19): Na:
Ha x € P, y&= M, akkor és csak akkor, ha dr(z) =m
9= I akkor és csak akkor, ha z € Jy.
o= H; akkor és csak akkor, ha z € 9.
9= Cz B akkor és csak akkor, ha ( y= I, 9= Hy és 9= B) vagy ( 9~ I, 9= Hy
és ﬁbé B)
9= C; B akkor és csak akkor ha ( y= I, 9= Hy és = B) vagy ( 9fE Iz, y&= Hy
és 19% B) vagy ( 'l9bé I, 19% Hw)
9= Cz B akkor és csak akkor ha ( y= T, és y|= B) vagy (9= Fy és 9= B).
Ha z € P y= M, akkor és csak akkor, ha dr(z) = m.

Kiegészité szekventkalkulusi szabalyok:

T, = 0,AF,; F;, A - 0,T,

I - 0,C,A -
T,, A, T -06,F,; F,,' -0,A,T, o
C, AT - O e
U,, T = ©,A,L, ; L,,AT - 0,U,
I > 0O,chA ~a
Ly,T'—0,A,U;; Uy, A,T — O, L, ce
- 0,ccA B
r-0A o
I 50,cud !
U.,,A,' -06,L,; L,,I' - 06,A,U,
C{L—)
ChAT — 0O
Lo, AT = 0,Us; UnT = 0,A Ly
CcA,T — 0 o
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AT —- 06 o
CLAT 5O '

Ug, ' =+ 0,A, Ly, Fy ; Ly, A\T' = 0,U,, Fp; Fp,AI' = 0,L,,U,

h
T - 0,chA e
Ug, AT = 0O,L;,Fy 5 Ly, T' = 0,A,Uy, Fyp 5 Fp,1' = 0, A, L, Uy oh
ChAT - © =7
Ly, U'—=0,A,Up, Fyp 5 Ug, AT = O, Ly, Fp 5 Firy, AT - ©, L, U, o
I'»0©,CcA o
L,,Al'-06,U,,F,; U, I' -0,A L, F,; F,,' -06,A,L,,U,
C5—
CcA,T — ©
Ug,I' = 0,A, Ly, Fy 5 Ly, I' = OA Uy, Fy 5 Fypy AT — O,L,,U, o
I 50,4 o
Ug, A, T' = ©, Ly, Fy 5 Ly, AT — ©,Us, Fy 5 Fp,1' = ©,A, L, Uy o
o

CtAI' - ©

r-oe,m, Vv, A; M,,V,T -6,A; VAl -6,M,; M,,A,T' - 0,V,
r—-0e,c,A -

Co

AT -0, M, V,; M,,V,, Al -0, ; V,, - 0,M,, A; M,,' >0,V A
C,A,I' —» 0O

CQ—)

Ty, I' - 0,A,F;,N; ; Fp, AT = ©0,T;, N,
I'—-06,c,A
Ty, A, T' = O, F;, Ny 5 Fp, ' =5 0,A,T;, Ny ; Npy, I' = O,T,, F
C, AT - O
vaFm’ar_)@7A7F$7N$7T$’7Nw' ; FwaTw’7A7F_>@aTwanaFw’uNw’
r—-06,c,A

—)03

3—

—)04
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S1; So; S3C
C,LAT 50 7

ahol
Si: Tm,le,A,F — @,Fm,Na;,Tml,Nwl,
Sa: Fz,Tml,F — @,A, Tm,Nm,le,le és
53: Nw,le,F — @,Tw,Fw,Tml,er.

T.,, A, ' -06,F,; F,,' - 0,A,T, p
S;A, ' - ©

—

Tp, I’ = ©,A, Fy, Noy My 5 Fy, AT = ©, Ty, Ny, My 5 My, I’ = O, Ty, Fypy, Ny
r—-0oe,Cc.A

—)05,

Ty A, T'— O, F;, Nyy My 5 Fip, ' — ©,A, Ty, Nyy My ; N, I — O, Ty, Fyp, M,
C.AT' - 0O

05—)

I, T-0,A; H,AT -0
r—-oe,c,A

—)06

I,, Al -06,H,; H,,T - 06,A,1,
c,A T - 0O

Ce—)

I,T 50,A;: H,, AT -0
'—-0,C,A

—)07

I, AT-0©,H,; H,, I -06,A,1, ; ' - 06,I,,H,
C,AI' - 0O

C7—)

Ty, ' =5 0,A,Fp, My 5 Fiy AT - O, T,, My M, I' = O,T,, F, o
T —0,C,A e
T$7A7F_)@7FE7M$ ; F$7F_>@7A7T$7M$
C, AT - O

Cs—)
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