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1. Bevezetés

A hatvany egész bazisok létezésének és kisza-
mitasanak kérdése az algebrai szamelmélet klasszikus
problémakore.

A kérdés megoldottnak tekinthetd alacsonyabb fo-
ka szamtestekben, harmad- és negyedfoku testek esetén
hatékony eljarasok, 6tod- és hatodfoki testek esetén
komplikaltabb, de még hasznélhato altalanos algorit-
musok 1éteznek a hatvany egész bazisok generatorainak
kiszamitasara.

Hatvany egész bazisok problémakorét relativ bovi-
tésekben is vizsgaltak. Ezen feliil érdekes problémat je-
lent, ha hasonl6 szamitésokat végziink adott foka szdm-
testek végtelen parametrikus csalddjdban, ahol az index-
forma egyenlet parametrikus formaban adott.

Ertekezésem 1. Fejezetében a sziikséges algebrai
szamelméleti alapfogalmakat targyaljuk a koénnyebb
érthetdség kedvéért. Legyen a n-edfoku algebrai egész
szam, K = Q(«a) algebrai szamtest.

Ha a € Zk a K primitiv eleme (azaz K = Q(«)),
akkor az « indeze alatt a Z[a] polinomgytri additiv
csoportjanak indexét értjiik Zx additiv csoportjaban:

I(a) = [ : Z[o)*].

Ha o € Zg, akkor a f = a+a (a € Z) elemeket a-val
ekvivalenseknek nevezziik.



Minden «a € Zj esetén
Dgjo(a) = (I(a))* D,

ahol Dk a K test diszkriminansa, Dy q(a) pedig az o
diszkriminansa.

Az {1,q,...,a" '} alakt egész bazisokat hatvdny
egész bazisoknak nevezziik. Ilyen esetben a « elemet a
hatvany egész bazis generator elemének nevezziik.

Legyen {w; = 1,ws,...,w,} egész bazisa K-nak,
legyen

(D(X) = Xy 4+ Xowi) + -+ + X0

(2)

i=1,2,...,n), ahol az Wt az w; konjugaltja. Akkor
7 J

i j 2
1<i<j<n

egy n(n—1) foku, egész egyiitthatos homogén polinom,
mely

Dgjo(Xa, ..., Xn) = (I(Xo, ... , X)) Dy

alakba frhato, ahol (X, ..., X,) egy n(n —1)/2 foku,
ugyancsak egész egyiitthatés homogén polinom. Az
I(Xy, ..., X,) format az {w; = 1,wq,...,w,} egész
bézishoz tartozo indezformdnak nevezziik.

A K szamtest minimdlis indeze alatt az

mg =min{/(a) | a € Zg, K =Q(a)}
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szamot értjiik.

Az index és a hatvany egész bazis fogalma a relativ
esetre is kiterjeszthets, szamtestek relativ bévitéseire.
Legyen M egy m-edfoka szamtest és K az M véges
bgvitése, n relativ fokkal. Ekkor [K : Q] = n - m.
Legyen Zj; az M egészeinek gytirtje és legyen O rend
Z-ban, mely lehet egyenls is Zg-val.

Azt mondjuk, hogy O-nak {w; = 1,wq,...,w,}
relativ egész bdzisa M f6lott, ha minden o € O esetén
egyértelmien léteznek xq, ..., x, € Zy;, hogy

n
o = E TiWi.
i=1

(Ha O = Zg, akkor Zg relativ egész bazisat M folott
K relativ egész bazisanak is nevezziik M {6lott.)

Az {1,a,...,a" '} (e € O) alaku relativ egész
bazisokat relativ hatvdny egész bdzisoknak nevezziik.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy O-nak van
relativ egész bazisa M felett.

Ha a € O egy primitiv eleme K-nak M felett (tehat
K = M(«)), akkor az « relativ indeze M-ben

I@/]\{(Oé) = ((QJr . ZM{Oé}Jr)

A relativ index pontosan akkor egyenl§ 1-gyel, ha
{1, a,...,a" '} relativ hatviny egész bazisa O-nak Zyy
felett.



A dolgozat egyik fejezetében foglalkozunk relativ
bévitésekkel, és a relativ hatvany egész bazisok ismere-
tében szeretnénk meghatéarozni az (abszoltt) hatvany
egész béazis generatorokat. Ismeretes, hogy

Io(a) = (0" : Z[a]") =
= (O : Zyla]®) - (Zula]* : Z[a]T), (1)

ahol a megfelel§ gytrik additiv csoportjainak indexét
ismerjiik. Az els6 faktor az o relativ indexe:

[O/]V[(O-/) = ((9+ . ZM[(IF—)

Azt mondhatjuk, hogy egy a € O elem pontosan akkor
generél hatvany egész bazist O-ban, ha

[(9/]\4(0&) =1

és
J(@) = (Zulo]" : Z[o]") =1
teljesiilnek. Kovetkezésképpen ha o hatvany egész

bazist general (O-ban, akkor relativ hatvany egész
bazist generdl O-ban M felett.

A relativ hatvany egész bazisokat ekvivalencia erejé-
ig hatarozzuk meg, azaz M-beli egységgel térténd szor-
zastol és Zs-beli elemmel torténd eltolastol eltekintve.
Tehét ha « (abszolut) hatvany egész bazist general O-
ben, akkor

a=A+c¢- Qp, (2)



ahol «q relativ hatvany egész bazist general O-ban M
felett, € egy M-beli egység és A € Zy,.

A dolgozat eredményei a 2. és 3. Fejezetben
talalhatoak.

A 2. Fejezetben vizsgaltuk harmadfoka gyokbgviteé-
sekben a hatvany egész bazisok létezését és a minimalis
indexek relativ gyakorisagat. Ezt kovetGen relativ har-
madfoku testek esetén hatarozzuk meg a hatvany egész
bazis generatorokat.

A 3. Fejezet targyalja negyedfoki és relativ negyed-
foka bovitések végtelen parametrikus csaladjaiban az
abszolat és a relativ hatvany egész bazisok létezését.

2. Harmadfok1 és relativ harmad-
foka testek

2.1. A minimaAlis index viselkedése
harmadfoki gyokbdvitésekben

A dolgozat ezen fejezetének célja a hatvany egész
bazisok és a minimalis index( elemek vizsgalata a
K = Q(¥/n) alaku szamtestekben (1 < n € Z kdbmen-
tes), azaz a harmadfoku gyokbovitésekben. Ezen szam-
testek egy végtelen parametrikus csalddnak tekinthe-
téek (n a paraméter), melyek viselkedését mindeddig



kiilén nem tanulmanyoztak. Szamitasaink azt mutat-
jak, hogy ezen testek diszkrimindnsdanak novekedésével
tendenciozusan csékken a hatvdny egész bdzisok létezé-
sének relativ gyakorisdga, €s tendencidozusan novekszik
a minimadlis index.

Eredményeink eléréséhez t6bb mint 2000 indexfor-
ma egyenlet megoldasa volt sziikséges. Esetiinkben
ezek harmadfokd Thue egyenletek, melyek megoldasa-
hoz a KASH [6] programcsomagot hasznaltuk fel.

A kovetkezd szamitasok elvégzése volt sziikséges:

A. Kiszamoljuk a hatvany egész bazisok generato-
rait a | Dy| < 12-10° diszkrimin&nsa harmadfoku gyok-
bovitésekben.

B. Kiszamitjuk a minimalis indexi elemeket a
|Dg| < 3-10° diszkriminanst harmadfokta gyokbGvi-
tésekben.

A szamitasok elvégzése utan jellemezziik a hatvany
egész bazisok relativ gyakorisagat és a minimélis indexti
elemek atlagos viselkedését.

A kovetkez6 tablazatban az [1, 12 - 10°] intervallu-
mot 10 azonosan hossztisagn részre osztjuk fel. Minden
részintervallum esetén elosztottuk azon testek szamat,
melyekben létezik hatvany egész bazis és | Dg| az inter-
vallumba esik, azon Osszes testek szamaval, melyekre
|Dg| az intervallumba esik.



Dg | testek szama | relativ gyakorisg |

0 <|Dg|l< 12-10° 375 0.37

12-105 < |Dg|< 2-12-10° 178 0.27
2.12-105 < |Dg|< 3-12-10° 137 0.27
3.12-10° < |Dg|< 4-12-10° 122 0.27
4-12-10° < |Dk|< 5-12-10° 116 0.25
5.12.10° < |Dg|< 6-12-10° 97 0.26
6-12-10° < |Dg|< 7-12-10° 86 0.24
7-12-105 < |Dg|< 8-12-10° 80 0.26
8.12-10° < |Dg|< 9-12-10° 80 0.20
9-12-10° < |Dg|< 12-106 81 0.21

Mint lathato, a hatvdny egész bdzissal rendelkezd
testek relativ gyakorisiga csokkend tendencidat mutat.

A kovetkez6 tablazatban az [1, 3-10] intervallumot
diszkriminans szerint 10 egyforma hosszisagia részre
osztjuk fel 1ugy,
Minden részintervallum esetén tekintjiik azon testek
minimdlis indexeinek atlagat, melyek esetén |Dg| a
részintervallumba esik.

ahogy kordbban mér megtettiik.

[ Dx | testek szima | min index atlag |

0 <|Dk|< 3-10° 175 2.29

3-10° < |Dg|< 2-3-10° 80 2.68
2-3-10° < |Dg|< 3-3-10° 60 2.90
3-3-10° < |Dg|< 4-3-10° 60 3.10
4-3-10° < |Dk|< 5-3-10° 54 3.61
5.3-10° < |Dg|< 6-3-10° 50 3.22
6-3-10° <|Dg|l< 7-3-10% 37 4.76
7-3-10° < |Dg|< 8-3-10° 37 2.86
8-3-10° < |Dg|< 9-3-10° 33 3.55
9-3.-10° < |Dg|< 3-10° 43 4.12

Lathato, hogy

|Dk| novekedésével a minimdlis

indexek dtlaga s novekszik, bar ez a névekedés nem
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teljesen monoton, ahogy az varhaté volna (ez durvabb
felosztas esetén kovetkezik csak be).

2.2. Hatodfoku szamtestek masodfoku
résztesttel

Masodfoku résztesttel rendelkez6 hatodfoku testek
hatvany egész bazisainak kiszadmitasa harmadfoki re-
lativ Thue egyenletek megoldéasara vezet (lasd [23]).

Rokon problémak megoldasidban, amikor bonyolult,
vagy nagy szamu Thue egyenletet kellett megoldani,
hatékonyan alkalmaztuk Pethd Attila [42] modszerét
Thue egyenletek "kis" megoldasainak kiszamitasara.
Ez azt jelenti, hogy egy gyors algoritmus segitségével
kiszamitjuk pl a C = 10°°- nal kisebb abszolut
értékd megoldasokat. Mivel tapasztalataink szerint
Thue egyenletek megoldéasai altaldban kicsi szamok,
az eljarads nagy valdsziniiséggel az Osszes megoldast
szolgéaltatja, méasrészt gyorsasiga miatt lehet6vé teszi
nagyszamu egyenlet megoldést.

A kbzelmultban Gaal Istvan [14] hasonlo gyors al-
goritmust adott relativ Thue egyenletek "kis" megol-
dasainak kiszamitasara. Amig Pethd Attila modszere
a lanctort algoritmusra épiil, addig Gaal Istvan mod-
szere az LLL algoritmust hasznalja fel [37].

Célunk (lasd |26]) a korabbiaknal sokkal tobb szam-



testre kiterjeszteni a szamitasokat, meghatarozni azon
hatvany egész bazisok generatorait, melyek egész ba-
zisra vonatkoz6 koordinatai "kicsik", jellemzéen C' =
10%°°-nél kisebbek, felhasznalva a relativ Thue egyen-
letek "kis" megoldasainak keresésére rendelkezésre allo
modszert. Szamitasaink kiterjednek a [23]-ban szerep-
16knél joval tobb képzetes masodfoka résztesttel ren-
delkez6 hatodfokii szamtestre, valamint valés mésod-
foku résztesttel rendelkez6 hatodfokt szamtestekre is,
melyek a kordbbi szdmitasokban még egyaltalan nem
szerepeltek.

Legyen M masodfokt szamtest, melynek egész
bazisa {1,w}. Legyen f(X) = X3 + »X? +
X + v € Zy[X] a hatodfokd ¢ minimalpolinomja
M felett és legyen K = Q(9). M.Olivier [41]
tablazataban 16v6 Y-k 99%-os valdszintiséggel olyanok,
hogy relativ indexiik M felett 1, amibdl kovetkezik,
hogy {1,9,9?, w,wd, wd?} K egy egész bazisat alkotja.
Tehat K minden « egész eleme felirhato

a = zg 4+ 119 + 229% + yow + y1w + yowd)? (3)
alakban, ahol z;,y; € Z (i =0,1,2).

Legyen C' = 10%Y. Célunk a K hatodfokd test
azon (3) alaki « elemeinek a meghatarozéasa, melyek
hatvany egész bazist generalnak és melyekre fennall

max(|z1|, |z, [yol, [y1], [12]) < C. (4)
Jelslje ¥ = 9 93 9B a 9 M feletti relativ
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konjugéltjait. Legyen o = —0() —92) A (3) formaban
felirt o pontosan akkor generalja K egy hatvany egész
bazisat, ha X = x1 + wyi, Y = 29 + wys kielégiti az
alabbi Thue egyenletet

(ahol v az M egy egysége) és T1,72,Y0,Y1,Y2 €8y
megoldasa az alabbi 9-edfoki polinomegyenletnek:

F(x1,22,y0,y1,92) = £1, 21, 22,Y0,y1,Y2 € Z. (6)
Ezen F konstrukciojat lasd [26]-ban.

Legyen el6szor is K olyan hatodfoki szamtest, mely
képzetes mdsodfoku résztesttel rendelkezik. Ha meg
akarjuk hatarozni K 0sszes hatvany egész bazisanak ge-
neratorait (3) alakban, el6szor is meg kell hataroznunk
az (5) egyenlet azon megoldasait, melyek kielégitik (4)-
et. Abban az esetben, ha M képzetes masodfoki rész-
test, v csak véges sokféle lehet. Ezt kovetSen pedig ki
kell szamitanunk yo-t (6)-bol (zg € Z tetszsleges).

Mivel a modszer koriilbeliil példanként 2-5 perc
alatt meghatarozza a megoldasokat, ezért ez lehetévé
teszi, hogy kilistazzuk a 100 legkisebb abszolut értéki
szamtestben az adott tulajdonsigi hatvany egész
bazisok generatorait.

Szamitasaink eredményei megtalalhatoak disszerta-
ci6 Fiiggelékének 4.2. Fejezetében.

Most pedig legyen K walds mdsodfoki résztesttel
rendelkezd hatodfoka szamtest.
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A feladat nehézsége ezen szamtestek esetén az, hogy
mig képzetes masodfoku résztest esetén az M-ben véges
sok egység van, addig valoés masodfoki résztest esetén
végtelen sok van. Emiatt a feladat az alabbi alakot 6lti
ebben az esetben:

N (X — oY) =xe¥, XY € Zy (7)

ahol ¢ az M val6s méasodfoki résztest alapegysége,
k € Z. Legyen kK = 3m + r, ahol m,r € Z,
r € {-1,0,1}. A (4) korlatbol a (7) egyenlet
felhasznalasaval korlatot vezethetiink le |k|-ra, majd
|m|-re. Legyen Xy = & ™X, Yy = & ™Y, akkor
Xo,Yy egész bazisbeli koordinatai is korldtosok. Az
egyenlet mindkét oldalit leosztva e3™-nel, Xy = e ™X,
Yo = 7Y helyettesitéssel a feladat az alabbi alakot
Olti: meg kell hataroznunk az

Ny (Xo — 0Yo) = +e", Xo, Yo € Zy

azon megoldéasait, melyek az Xg, Y, komponenseire
kapott korlat alatt vannak. Ezen egyenlet X, Y
megoldésai ismeretében minden szoba joheté m-re az

7 twy =X =¢ "X,
Tot+wy =Y = MY

alapjan kiszamitjuk xy, 22, y1, y2-t, majd (6)-bol yo-t.

Szamitasaink eredményeit lasd a Fiiggelék 4.3.
Fejezetében.
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3. Negyedfoku és relativ negyedfo-
ki testek

A dolgozat ezen fejezetében negyedfoki szamtestek-
ben és masodfoku szamtestek feletti relativ negyedfoku
bévitésekben hatarozzuk meg a hatvany egész bazisok
illetve relativ hatvany egész bazisok generdtor elemeit.
Tételeink nem egyszeri szamtestekre, hanem negyed-
foka és relativ negyedfoki szamtestek végtelen para-
metrikus csaladjaira vonatkoznak.

3.1. Hatvany egész bazisok negyedfokii
bikvadratikus testek végtelen para-
metrikus csaladjaiban

J.G.Huard, B.K.Spearman és K.S.Williams [35]
nemrég megadtak a Q(y/a + by/c) alaka bikvadrati-
kus negyedfoki szamtestekben az egész bazist explicit
alakban. Dolgozatukban J.G.Huard, B.K.Spearman és
K.S.Williams [35] megvizsgaltak Q(+/a + by\/c) tipust
testek két végtelen parametrikus csaladjat két paramé-
ter bevonasaval. A szerzék bebizonyitottak, hogy ezen
csaladok rendelkeznek hatvany egész béazissal.

Ebben a fejezetben megoldottuk az indexforma
egyenletet negyedfoku szamtestek ezen két végtelen
parametrikus csaladjaban és megmutattuk, hogy az
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Osszes hatvany egész bazis a [35]-ban megadott. Ez
az elsd olyan eredmény, amikor szdmtestek két paramé-
terétol fiiggs végtelen csaladjaban sikeriil megoldani az
indexforma egyenletet.

Legyen ¢ < 0 egész és pozitiv egész k esetén legyen
fe(k) = 16k + 24k + (9 — 4c),
gr =4k + 3, hiy =2hac=1 (mod 4)
folk) =4k*> +4(c+ Dk + (2 +c+1),
g =2k+c+1, hy =1hac=2,3(mod 4).

A [35] dolgozatbol tudjuk, hogy minden ¢ esetén
fe(k) négyzetmentes végtelen sok k-ra. Jelolje S
azon (c, k) parok halmazat, ahol ¢ < -3, k >

lc| és fe.(k) négyzetmentes. Ekkor S egy végtelen
halmaz. Tovabb4, az egyes c-k esetén f.(k) = g7 —

ch? nagyobb, mint ¢, ezért L.p = Q(+\/gr + hi\/<)

egy negyedfokt bévitése Q-nak. L. tartalmazza a
Q(4/c) komplex masodfoku testet, ezért ez egy teljesen
komplex negyedfok test.

A kovetkezd allitasokat bizonyitjuk be:

1. Tétel (Gaal 1., Szabo T. [30]). Legyen ¢ = 1
(mod 4). Ekkor minden (c,k) € S esetén ekvivalencia
erejéig az egyetlen hatvdny egész bdzist L. -ban

f&:%(1+\/gk+2\/5>

generdlja.
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2. Tétel (Gaal 1., Szab6 T. [30]). Legyen ¢ = 2,3
(mod 4). Ekkor minden (c,k) € S esetén ekvivalencia
erejéig az egyetlen hatvdny egész bdzist L. -ban

0 =1/gr+ e

generdlja.

J.G.Huard, B.K.Spearman és K.S.Williams [35] azt
mutattak meg, hogy a fenti elemek hatvany egész bazist
generalnak. Mi teljesen megoldottuk az indexforma-
egyenletet és bizonyitottuk, hogy ekvivalencia erejéig
nincs a hatvany egész bazisnak masik generétora.

A bizonyitashoz alkalmazzuk Gaal Istvan, Pethd
Attila és M. Pohst [20] eredményét a Z[¢] rendre, mi-
vel alkalmazasunkban éppen ez az egészek gytrije.
Eszerint a hatvany egész bazis generatorok kiszamita-
sa visszavezethetd egy harmadfoki Thue egyenletre és
egy kvadratikus forma egyenletrendszerre. Gaal Istvan,
Pethd Attila és M. Pohst [22] cikkében ki van dolgozva
egy altalanos modszer ilyen tipusii kvadratikus forma
egyenletrendszerek megoldasara. FEzen egyenletrend-
szerek negyedfokti Thue egyenletek megoldaséara vezet-
hetsk vissza. 'Teljesen komplex negyedfokt szamtes-
tek esetén a kvadratikus forma egyenletrendszerbdl egy
pozitiv definit kvadratikus forma konstrualhato (lasd

[11]).
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3.2. Komplex masodfoki testek negyed-
foki b6vitéseinek végtelen paramet-
rikus csalddjai: Relativ és abszolut
hatvany egész bazisok

Ebben a fejezetben ismertetjiik eredményeinket
relativ negyedfoki bdévitések végtelen parametrikus
csaladjainak relativ, illetve abszolit hatvany egész
bazisaira vonatkozo6an.

Legyen M masodfoka szamtest, K = M(£) az
M relativ negyedfoka bévitése (tehat K nyolcadfoki).
Célunk el6szor is az, hogy meghatarozzuk a relativ
hatvany egész bazisit O = Zy[¢]-nek Z, felett.
Ezt kovetGen ezeket az eredményeket felhasznalva
meghatarozzuk az abszolut hatvany egész béazisokat.

I. Legyen D > 0 egy négyzetmentes egész, M =
Q(vV—=D), t € Zy; egy paraméter és legyen £ az

f(X)=X*"—£X?+1€ Zy[X]

polinom gyoke. TLegyen K = M(&) és tekintsiik az
O = Zy[€] relativ hatvany egész bazisait Z), felett.

3. Tétel (Gaal 1., Szabo T. [31]). [t|* > 245 ese-
tén az O relativ hatvdny egész bazisdnak dsszes nem
ekvivalens generdtordt 7, felett megadja az aldbbi for-
mula:

o = 57 _t2§ + £37 (1 - t4>€ + t§2 + t2£37
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(1 —t"E =t + 2818 + &~ + &,
D = —3 esetén
a = (1 —wit)é +ws&® + wie®,

is hatvdny egész bazist generdl, ahol ws = (14 iv/3)/2.

Az O gytird Z feletti (abszolut) hatvany egész
bazisaira vonatkozoan kapjuk:

4. Tétel (Gaal 1., Remete L., Szabo T. [27]). |t|* >
245 feltétel mellett O-nak nincs (abszolit) hatvdny
egész bazisa 7. felett.

Egy masik csalad esetén is sikeriilt hasonl6 eredmé-
nyeket elérni:

II. Legyen D > 0 egy négyzetmentes egész, M =
Q(vV—=D), t € Zy; egy paraméter és legyen £ az

FX) = X*— 4tX® 4 (6t + 2) X + 4tX + 1 € Zy[X]

polinom gyoke. Legyen K = M(§) és tekintsiik az
O = Zy[€] relativ hatvany egész bazisait Zy, felett.

5. Tétel (Gaal 1., Szab6 T. [31]). |[t| > 1544803
esetén az O relativ hatvdny egész bazisinak dsszes
nem ekvivalens generdtordt Z, felett megadja az aldbbi
formula:

a=¢&, (6t +2)¢ — 4% + &2,
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Az O gytird Z feletti (abszolut) hatvany egész
bézisaira vonatkozoan kapjuk:

6. Tétel (Gaal I., Remete L., Szab6 T. [27]). |t| >
1544803 feltétel mellett O-nak nincs (abszolit) hatvdny
egész bazisa 7. felett.

A {6 eszkoz, amelyet a relativ hatvany egész bazisok
kiszamitasdhoz alkalmazni fogunk, Gaal Istvan és
Michael Pohst [25] cikkének modszere. Ez a modszer az
indexforma egyenletet visszavezeti relativ harmadfokt
Thue egyenlet és néhanyat relativ negyedfoki Thue
egyenletre.

Ahhoz, hogy meg tudjuk hatarozni O-ban az Gsszes
(abszolit) hatvany egész bazis generatort, az alabbi
lépéseket kell kovetniink:

I. Lépés FEkvivalencia erejéig meghatdrozunk minden
g € O relativ hatvany egész bdzis generdtort O-ban M
felett.

II. Lépés Adott ag esetén hatdrozzuk meg ¢ € M
eqyséq €s A € Zyy értékét ugy, hogy az o = A+ € - oy
elemre J(a) = 1 teljesiljon. (lasd (2))
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1. Introduction

Monogentity of number fields and the calculation
of generators of power integral bases is a classical
topic of algebraic number theory.

We have general algorithms for calculating genera-
tors of power integral bases in lower degree number
fields. In cubic and quartic fields there are efficient
algorithms, in quintic and sextic fields there are more
complicated but still usable algorithms for calculating
the generators of the power integral bases.

The notion of index and power integral basis
were extended also to the relative case, for relative
extensions of number fields. Tt is a delicate problem
to consider the same problem in infinite parametric
families of number fields, when we are faced to solving
the index form equation in a parametric form.

In the first chapter we consider some basic concepts
of the algebraic number theory. Let o be az algebraic
number of degree n and let K = Q(a) an algebraic
number field.

If « € Zk is a primitive element of K (that is
K = Q(«)), then the indez of « is defined by the index
of the additive group of Z[a] in the additive group of
Zy, that is
I(a) = [Z} : Z[a]™].



If o € Zk then the elements f = +a + a (a € Z) are
called equivalent with a.

For all a € Zg
Dygla) = (I(@))*Dx,

where Dy is the discriminant of the field K and
Dk g(a) is the discriminant of the element o.

An integral basis of the form {1,c,...,a" '} we
call power integral basis. In this case we call the element
a the generator of the power integral basis.

Let {w; = 1,wy,...,w,} be an integral basis of K
and . . .
(X)) = X1 + Xowl + -+ + X,

(1=1,2,...,n), where wl?

; is a conjugate of w;. Then

Dijo(Xar . Xo) =[] (490x) = e9(X))°

1<i<j<n

is a homogeneous polynomial with integer coefficients
of degree n(n — 1) that we can represent in the form

Dgjo(Xo, ..., Xn) = (I(Xo, ... X)) Dk,

where I(Xa, ..., X,) is also a homogeneous polynomial
with integer coefficients of degree n(n—1)/2. The form
I(Xs, ..., X,) we call the index form belonging to the
integral basis {w; = 1,wa, ..., w,}-



The minimal index of K is

myg =min{/(a) | o € Zg, K =Q(«a)}.

We also consider monogenity and power integral
bases in the relative case. Let M be an algebraic
number field of degree m and K an extension of M
with [K : M] = n. Then we have [K : Q] = n - m.
Denote by Zj; the ring of integers of M. TLet O be
either the ring of integers Zy of K or an order in Zg.
We assume that there exist a relative power integral
basis of O over M. If o € O is a primitive element of
K over M (that is K = M(«)), then the relative index
of o over M is

]O/M(Oé) = (O+ . ZM'[CYW_).

The relative index is equal to 1 if and only if
{L,a,...,a™ '} is a relative power integral basis of O
over Zyy.

In Chapter 3 we calculated the (absolute) power
integral bases by using relative power integral bases.
We have

Io(a) = (0T : Z[o]") =
= (07 : Zyla]") - (Zulo]" : Z[o]T), (1)
where the indices of the additive groups of the

corresponding rings are calculated. The first factor is
just the relative index of a:

Iom(a) = (OF : Zyla]™).

3



Io(a) = 1 can only be satisfied if both factors of (1)
are equal to 1. Therefore a primitive element o € O
generates a power integral basis of O if and only if

I@/M<Oé) = 1

and
J(a) = (Zy[a]t : Z[a]T) = 1.

Hence if a generates a power integral basis of O, then

it generates a relative power integral basis of O over
M.

It is well known that generators or relative power
integral bases are determined up equivalence, that is up
to multiplication by a unit in M and up to translation
by element of Z,,. If a generates a power integral basis
of O, then

a=A+c¢- Qp, (2)

where «y is a generator of a relative power integral basis
of O over M, ¢ is a unit in M and A € Z),.

The results of the thesis can be found in Chapter 2
and Chapter 3.

In Chapter 2 we study the existence of the power
integral bases and the behaviour of minimal indices of
pure cubic fields. Then we calculate power integral
bases in sextic fields with a quadratic subfield.

In Chapter 3 we consider parametric families of
biquadratic fields and infinite parametric families of

4



octic field that are quartic extensions of quadratic
fields. We investigated the existence of power integral
bases in the absolute and in the relative case, as well.

2. Cubic and relative cubic fields

2.1. On the behaviour of minimal indices
of pure cubic fields

Using standard techniques, we studied the existence
of power integral bases and the behaviour of minimal
indices of pure cubic fields of type K = Q(y/n) (n is a
cube-free positive integer) up to discriminant | Dy | < 3-
10% and | D | < 12-10, respectively. Such calculations
for these special fields are performed here for the first
time. This yields to solve cubic Thue equations, that
may have extreme coefficients in some examples. Based
on our computational results on index form equations
in these fields, we consider the frequency of fields
with power integral bases and the average behaviour
of minimal indices. Our computations shows, that the
frequency of fields with power integral bases decreases
and the average value of the minimal index increases
as the field discriminant increases.

To achieve our results we needed to solve more then
2000 index form equations. To solve the index form
equations (cubic Thue equations), we used KASH [6].

5



The following calculations were required:

A. Calculating all elements generating power in-
tegral bases in pure cubic fields up to discriminant

B. Calculating the minimal indices and all elements
with minimal index in pure cubic fields up to discrimi-
nant |Dg| < 3 - 106.

After making the calculations, we characterize the
frequency of the existence of the power integral bases
and the average behaviour of minimal indices.

To construct the following table, we split the
interval [1, 12 - 10°%] into 10 parts of equal length. For
each subinterval, we divide the number of fields having
|Dk| in that interval admitting power integral basis by
the total number of fields with |Dg| in that interval.

[ Di | number of fields [ frequency ]

0 <[Dg|l< 12-10° 375 0.37

12.10° < |Dg|< 2-12-10° 178 0.27
2.12-105 < |Dg|< 3-12-10° 137 0.27
3.12.10° < |Dg|< 4-12-10° 122 0.27
4-12-10° < |Dg|< 5-12-10° 116 0.25
5.12-105 < |Dg|< 6-12-10° 97 0.26
6-12-10° < |Dg|< 7-12-10° 86 0.24
7-12-105 < |Dg|< 8-12-10° 80 0.26
8-12-10° < |Dg|< 9-12-10° 80 0.20
9.12-105 < |Dg|< 12-10° 81 0.21

It is seen that the frequency of fields with power
integral bases is decreasing.



To construct the following table, we split the
interval [1, 3 - 10°] into 10 parts of equal length. In
each subinterval we calculate the arithmetical mean of
the minimal indices of the fields having |Dg/| in that
interval.

[ Dx | number of fields [ average min index |

0 <|Dk|l< 3-10° 175 2.29

3-105 <|Dk|< 2-3-10° 80 2.68
2.3-10° < |Dg|< 3-3-10° 60 2.90
3-3-10° < |Dg|< 4-3-10° 60 3.10
4.3.-10° < |Dg|< 5-3-10° 54 3.61
5.3-10° < |Dg|< 6-3-10° 50 3.22
6-3-10° < |Dg|< 7-3-10° 37 4.76
7-3-10° < |Dg|< 8-3-10° 37 2.86
8.3-10° < |Dk|< 9-3-10° 33 3.55
9-3.10° < |Dg|< 3-10° 43 4.12

It is seen that the minimal index increases in
average as | Dg| increases.

2.2. Sextic fields with quadratic subfield

Calculating power integral bases in sextic fields with
a quadratic subfield leads to resolution of cubic relative
Thue equations (cf. [23]).

We often used the method of A.Pethd [42], based
on the continued fraction algorithm, which gave an
efficient way to calculate "small" solutions of Thue
equations. "Small" yields here an upper bound, say



10°% for the absolute values of the solutions. This
was very much faster than the complete resolution of
the equation, and gave all solutions with very high
probability, certainly all that can be used in practice.

Recently Istvan Gaal [14] developed such a fast
algorithm to calculate "small" solutions (e.g. with
sizes less than 10°%°) of relative Thue equations. The
algorithm is based on the LLL reduction algorithm [37]
as one could expect. Since in higher degree number
fields even the calculation of basic field data (integral
basis, fundamental units) can become a hard and
time consuming problem, this algorithm seems to have
several useful applications.

In [26] we extend the list of [23] by calculating
generators of power integral bases of sextic fields with
quadratic subfields having "small" coordinates (i.e.
< 10%° in absolute value). We use the input data of
M.Olivier [41].

Let M be a quadratic field with integral basis
{1,w}. Let f(X) = X?+7%X2+71X +70 € Zy[X] be
the cubic minimal polynomial of ¥ over M genarting
the field K = Q(9). In the tables of M.Olivier [41],
in about 99% of the cases this ¢ can be chosen so
that ¥ has relative index 1 over M, which implies, that
{1,9,9% w,wd,wd?} is an integral basis of K. So all
integral elements of K can be written in the form

a = xg + 110 + 220% + yow + 1wt + ypwd?,  (3)



with x;,y;, € Z (1 =0,1,2).

Let C = 10%°. Our purpose is to determine all
elements « of (3), generating a power integral basis
and setisfying

maz(|x1], |z, [yol, [y1l, |y2]) < C. (4)

Denote by ¢ = 91, 93 9B the conjugates of ¥
over M. Let o = —00) — 9@ The element o of (3)
generates a power integral basis of K if and only if the
quadratic integers X = z1 +wy1, Y = z9 + wy, satisty
the relative Thue equation

NK/]\/[(X — QY) =V, X,Y € ZM (5)

(with a unit v of M) and x1, z2, Yo, 1, y2 is a solution
of a degree 9 polynomial equation

F(5E173527?/anl7:92) = j:]w T1,%2,Y0,Y1,Y2 € L. (6)

For the construction of F' see [23].

First of all let K be a sextic field with ¢maginary
quadratic subfeld. In order to determine all generators
of power integral bases (3) satisfying (4) of K one has
to determine x1, T2, Y1, y2 by solving the relative Thue
equation (5). In case M is an imaginary quadratic
subfield v can take finitely many values. For each
solution xq,xs,y1,y2 of (5) we calculate yy from (6)
(xg € Z is arbitrary).



The running time was about 2-5 minutes per
example, therefore it made possible to list the results
for the first 100 number fields of smallest discriminants
in absolute value.

The list of our calculations can be found in Chapter
4.2.

Now let K be a sextic field with a real quadratic
subfield. In order to determine all generators of power
integral bases (3) setisfying (4) of K one has to
determine x1,xs,y1,y2 by solving the relative Thue
equation (5).

The difficulty of the task in these is that real
quadratic fields admits infinitely many units. Therefore
we obtain

N (X — oY) =xe¥, XY € Zy (7)

where ¢ is the fundamental unit of the real quadratic
field M, k € Z. Let k = 3m + r, where m,r € Z,
r € {—1,0,1}. The bound (4) implies an upper bound
for |k| and then for |m|, as well. Set Xy, = ¢™™X,
Yy = €Y. From the bounds on |m| and from (4)
we obtain bounds for the components of X, and Yj in
the integral basis. Therefore we have to determine the
solutions of

N (Xo — 0Yo) = x€", Xo, Yo € Zyy,
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under this bound. Using

1wy =X =X,
rotwy, =Y =¢ Y

for each possible m and for each Xy, Yy we calculate
x1, %2, Y1, Y2 and by (6) we calculate yp.

The list of the results can be found in Chapter 4.3.

3. Quartic and relative quartic
fields

In this chapter we calculate power integral bases
in quartic fields and calculate relative and absolute
power integral bases in quartic extensions of imaginary
quadratic fields.

3.1. Power integral bases in parametric
families of biquadratic fields

J.G.Huard, B.K.Spearman and K.S.Williams [35]
recently gave explicitly the integral bases in biquadratic

number fields of type Q(1/a + by/c). In their paper
J.G.Huard, B.K.Spearman and K.S.Williams [35] also

considered two infinite parametric families of fields of

type Q(y/a + by/c) involving two parameters. The

11



authors proved that these families admit power integral
bases.

We solve completely the index form equation in
these two parametric families of biquadratic fields and
show that all power integral bases are those given in
[35]. This is the first time that the index form equation
is completely solved in infinite parametric families of
number fields, involving two parameters.

Let ¢ < 0 be an integer and for positive integers k
set
fe(k) = 16k? + 24k + (9 — 4c),

gr =4k + 3, hiy =2hac=1 (mod 4)
folk) =4k*> +4(c + Dk + (2 +c+ 1),
gr =2k+c+1, hy =1hac=2,3 (mod 4).
Following the arguments of [35] we conclude that for
each ¢, f.(k) is square-free for infinitely many k. We
denote by S the set of pairs (¢, k) with ¢ < =3, k > ||

and f.(k) square-free. Obviously, S is an infinite set.
Further, for each ¢ we have f.(k) = g — ch} greater

than ¢, hence L. = Q(\/gr + br/c) is a quartic

extension of Q. L. contains the complex quadratic
field Q(4/c) hence it is a totally complex quartic field.

We prove:

1. Theorem (I. Gaal, T. Szabé [30]). Let ¢ = 1
(mod 4). Then for all (c,k) € S up to equivalence the

12



only power integral basis in L.y, is generated by

ﬁ:%<1+\/gk+2ﬁ).

2. Theorem (I. Gaal, T. Szabé [30]). Let c = 2,3
(mod 4). Then for all (¢, k) € S up to equivalence the
only power integral basis in L.y s generated by

V= \/gr + Ve

J.G.Huard, B.K.Spearman and K.S.Williams [35]
showed that the above elements generate power integral
bases. We completely solve the index form equation
and prove that up to equivalence there are no other
generators of power integral bases.

In the proof of the results we use the statements of
Istvan Gaal, Attila Pethd and M. Pohst [20]. According
to this result the calculation of the generators of the
power integral bases can be reduced to a cubic Thue
equation and a system of equations with quadratic
forms.

13



3.2. Infinite parametric families of qu-
artic extensions of quadratic fields:
Relative és absolute power integral
bases

In this Chapter we describe our results on absolute
and relative power integral bases in infinite parametric
families of quartic extensions of quadratic fields.

We are going to consider two infinite parametric
families of octic fields K = M () over their quadratic
subfield M. Our purpose is to describe the relative
power integral bases of O = Zj[£]. Then we use these
results to calculate the absolute power integral bases of

0.

I. Let D > 0 be a square-free integer, M =
Q(v—=D), t € Zy a parameter and let £ be a root
of

f(X)=X*"—£X?+1€ Zy[X].
Let K = M(&) and consider the relative power integral
bases of O = Zy[£] over Zy;.

3. Theorem (I. Gaal, T. Szab¢ [31]). For |t|* >
245 all non-equivalent generators of power integral
bases of O over Zy; are given by

o = 57 _t2§ + §37 (1 - t4)§ + t§2 + t2§37
(1 — Y — 12 + 263 162 + &, —t? + &2,

14



Moreover for D = —3 we also have
a = (1 - w3t +ws€® + wie’,
with wy = (1 +iv/3)/2.

For the absolute power integral bases of O over Z
we have

4. Theorem (I. Gaal, L. Remete, T. Szab6 [27]).
Under the above conditions for |t|* > 245 the order O
admits no power integral bases.

II. Let D > 0 be a square-free integer, M =
Q(vV—D), t € Zy a parameter and let £ be a root
of

fX) = X" —4X% + (6t +2)X° + 4t X + 1 € Zy[X].

Let K = M(&) and consider the relative power integral
bases of O = Zy[£] over Zy;.

5. Theorem (I. Gaal, T. Szab6 [31]). For |t| > 1544803

all non-equivalent generators of power integral bases of
O over Zy; are given by

a=¢&, (6t +2)¢ — 4% + &2,

For the absolute power integral bases of O over Z
we have

15



6. Theorem (I. Gaal, L. Remete, T. Szabo [27]).
Under the above conditions for |t| > 1544803 the order
O admits no power integral bases.

Our main tool throughout is the application of the
method of Istvan Gaal, M. Pohst [25|. This reduces the
relative index form equation to a relative cubic Thue
equation and some relative quartic Thue equations.

In order to determine all generators of (absolute)
power integral bases of O we have to perform the
following steps:

Step 1 Determine up to equivalence all generators
ag € O of relative power integral bases of O over M.

Step 2 If I(«) = 1, then a = A+¢c- v, where A € Zy,
e € Uyr. Determine A, € so that J(a) =1 is satisfied.
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