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Bevezetés

Bar az altalanositott metrikus differencidlgeometriai — kés6bb Finsler —
tér fogalmat Riemann |[R]| 1854-ben vetette fel abban a hires habilitacios
eladasaban, amelyben az n-dimenziés tér metrizalhatosaganak kiilonb6zd
modozatait vizsgalta, a Finsler-geometria szamos, figyelemre mélto ered-
ménye az utobbi évtizedekben sziiletett meg. Riemann a f& hangsilyt arra
a metrikara helyezte, amely egy pozitiv definit kvadratikus forma négy-
zetgyokeként all el§, de lehetséges altalanositasképpen megemlitette azt a
metrikat is, amit ma Finsler-metrikaként ismeriink.

A Finsler-téren lényegében minden pont érint&terében egy-egy altalanosi-
tott normafiiggvény van megadva, amely nem sziikségképpen szarmazik belsé
szorzatbol. Meglep6 moédon a Riemann-tér ilyenfajta altalanositésa tobb,
mint hatvan évre feledésbe meriilt. Riemann maga, bonyolultsigra hi-
vatkozva vetette el az — ekkor még ,Aaltalanositott metrikanak” nevezett —
1j lehet&séget.

Az els6 fontos eredmény ebben a témakérben Paul Finsler [F1] 1918-
ban megjelent dolgozata (innen szarmazik a Finsler-tér elnevezés is, amelyet
1927-ben J. H. Taylor vezetett be). Finslert a tanara, Carathéodory éal-
tal bevezetett és a varidcioszamitas paraméteres probléméinak megoldasara
alkalmazhat6 1j geometriai moédszerek ihlették, amelyek alapjaként az in-
dikatrix fogalma szolgalt. 1925-ben J. H. Taylor [T], J. L. Synge [S] és L.
Berwald [B1], [B2] szinte egyidejiileg kezdte el az elméletnek a tenzoranalizis
eszkozeivel vald vizsgalatat. ElsGdleges céljuk a tér geometrizélasa, azaz a
metrikaval 6sszhangban 1év6 parhuzamossag fogalom, illetve derivalasi kalku-
lus kiépitése volt.

Vératlan és 1j fordulat ment végbe a Finsler-elmélet fejldésében 1934-
ben, amit E. Cartannak [C1] a Finsler-terekrél megjelent értekezése idézett
el6. Cartan elmélete egy specidlis megkozelitésen alapult: olyan teret te-
kintett, amely nem pontokbél, hanem tin. vonalelemekbél 4ll. Ezen a téren
mar meg lehet adni olyan konnexiéoparamétereket és igy kovaridns derivalast
is, amely hasonlit a Riemann-terek elméletébdl ismertekhez. (Példaul igaz
a Ricci-lemma, amely a metrikus tenzor kovarians derivaltjanak elttinését
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koveteli meg és amelyik nem teljesiil, ha a teret ponttérként kezeljiik.) Bi-
zonyos analdgidkra alapozva sikeriilt meghatarozni e geometria jellemz§ ten-
zorat, Osszefliggeési egyiitthatoit, stb.. A Cartan-terek teljes invariansrend-
szerének kiszamitasdt Rapcsak Andras végezte el, pontosan leirva azokat
a tenzorokat, illetve vektorokat, amelyeknek, illetve amelyek kovarians de-
rivaltjainak fiiggvényeként minden més tenzori differencidlinvarians elGal-
lithat6. Sokan tekintették tgy, hogy az elmélet fejlédése ezzel elérte cstics-
pontjat. Szédmos fizikai probléma vizsgalata esetén azonban sokkal haszno-
sabb, ha mégis ponttérnek tekintjiik a Finsler-teret, mésrészt a Cartan-
féle megkozelités jelentGsen csokkenti a Finsler-elmélet és a varidcidszamitas
kapcsolatat.

A masodik vilaghaborit kovetGen a Finsler-geometria egy 1j fejezete
kezd6dott H. Busemann |[Bul| munkéissidgaval. Busemann célul tizte ki
a ,Finsler-geometria erdejének megtisztogatisit a tenzorok dzsungelétsl”,
tovabba hangstulyozta a Minkowski-geometria tanulméanyozésat a Finsler-
geometria minél gyorsabb fejlédése érdekében [Bu2|, [Bu3|.

Ekkor sziiletett meg a Finsler-geometria egyik kittin6 monografiaja H.
Rund tollabol [Rul.

Mar e geometria kiépiilésekor is jol megfigyelhets a meglévé geometriak-
ban fennallo osszefiiggések vizsgalata, altalanositasa. Onként kinalkozik az
a gondolat, hogy akar a tér metrikus jellegét szem el6tt tartva, akar arrol
lemondva foglalkozzunk a geodetikusok illetve a palyak elméletével. (E keét,
Riemann-terek esetén szinonim fogalom altalanosabb terekben szétvalhat.)
A geodetikusok és a palyak illetve a geodetikus- és a palyatart6 leképezések
vizsgalata a Finsler-geometria barmely periédusaban idGszeriinek bizonyult.
J. Douglas pontterek palyaira kidolgozott elméletét — melynek elsé Ossze-
foglalasa L. P. Eisenhart: "Non-Riemannian Geometry" [E| cimii kényvében
talalhato — Finsler-terekre Rapcsak Andras |[Rap2|, |[Rap3| altalanositotta,
aki a palyatarto leképezések szamos klasszikus eredményét adta meg. Nap-
jainkban (t6bbek kozott) Makoto Matsumoto és Béacsé Sandor publikacioi
vilagitjadk meg 1) és 1j oldalrél ezen leképezések tulajdonsigait.

Az utébbi évtizedekben a Finsler-geometridban szamos figyelemre mélto
eredmény latott napvilagot, el6térbe keriilt a Finsler-terek kutatésa. A tel-
jesség igénye nélkiil alljon itt az ezid6tajt irodott, kivalod Gsszefoglalo, atte-
kint§ jellegii munkék, monografidk szerzGinek névsora, akiknek nevéhez egy-
egy iskola miikodése is kapcsolodik: M. Matsumoto [M2]|, S. S. Chern, D.
Bao, Z. Shen [BCS], [She3]. A valos Finsler-metrikakat vizsgalo irasok mel-
lett megsziilettek a komplex Finsler-metrikakkal foglalkoz6é tanulmanyok is
|AP].

A Finsler-geometria torténetét vizsgalva szembedtld, hogy mar a korai
eredmények alkalmazasai is milyen hasznosnak bizonyultak a fizikdban. Az
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alkalmazasok kore az utobbi idében jelentGsen béviilt, a fizika, a biolégia
mellé egyéb tudomanyteriiletek is felsorakoztak [AIM], [AM].

A szerz§ eredményeit — melyek részben a témavezetével, Bacs6 San-
dorral kozos munka és tanulds termékei — az 5. fejezet tartalmazza.
gy kiemeljiik a kozonséges masodrendii differencialegyenletek "kiegyenesit-
hetGségét" és a kétdimenzios Douglas-terek geodetikusai kozotti kapcsolatot
taglald; a Kropina tipusu gyengén Berwald-terek l1étezését vizsgalé publika-
ciokat. Tovabba kiszamoltam a kétdimenzios Wagner-Douglas-terek fgskalar-
jat és tanulmanyoztam *P-Finsler-terek Randers-transzformacioit. Ered-
ményeimet a [BOSZ|, [BSZ], [Szil], [Szi2], [BGYPSZ| dolgozatokban jelen-
tettem meg. Az 5.1.8., az 5.2.5., az 5.2.6., az 5.3.15. az 5.4.10., az 5.4.11., az
0.4.12. tételek a szerz6 sajat illetve tarsszerzékkel kozos eredménye.






1. fejezet

Alapfogalmak, alaptételek

Ebben a fejezetben a téma megértéséhez sziikséges fogalmakat és ered-
ményeket foglaljuk Gssze.

1.1. Homogén fiiggvények

Legyen U az R™ egy nyilt tartoménya és legyen
fot, . 2™yt ") = f(r,y) : UxR* - R
C?-osztalyu leképezés. Legyen tovabba c : [a,b] — U egy
rr=2'(t), a<t<b

alakban megadott gorbe U-ban, amely C'-osztélyt [a,b]-n. Az ilyen tulaj-
donsagu gorbék koziil megengedetteknek nevezziik azokat, amelyeknek z(a)
és x(b) pontja rogzitett.

Tekintsiik most az ilyen megengedett gorbék esetén a

J(c):/f(x(t),i(t))dt, ahol :'c;:‘;—f (1.1.1)

integralt és a varidci6szamitési probléma paraméteres alakjat. Kozismert,

hogy ekkor a J(c) minimumat ad6 ¢ gorbe tetsz6leges C'-osztalyt darabja
sziikségképpen kielégiti az

dof/oy')  of

E(c) = ———"=——=0 1.1.2

(¢) pn e (1.1.2)

Euler-egyenletet. Természetes kovetelmény, hogy a megengedett gorbék

irAnyitottak legyenek novekvs ¢ paraméterrel és a J(c) integral ne fiiggjon
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a paraméter megvalasztasatol. Igy egy olyan t = (1), 7 € [0, 8] € R

paramétertranszformécidval foglalkozunk, melyre 250 6s feltételezziik,

dr
hogy
b

B
/f(:v,d:l:/dt)dt:/f(x,dx/dT)dT, (1.1.3)

a

ahol a = () és b = ¢(B). Ha ezt 7 szerint differencidljuk és tekintetbe
vessziik, hogy az () végpont tetszéleges, akkor a kovetkezdt kapjuk:

f(z,dx/dt)(dx/dT) = f(x,dz/dT) .

Specialisan vehetjiik a t = pr paramétertranszforméciot, ahol p > 0 egy
rogzitett valés szam. Ekkor

f(z,dz/dt)p = f(z, (dz/dT)p) . (1.1.4)

Definicio: [AIM] Egy g(u) := g(u,...,u"), u = (u'), n valtozods fiiggvényt
u-ban r-edfokt pozitiv homogénnek nevezziik (réviden (r),-homogénnek) U-
ban, ha

g(pu) = p"g(u)

teljesiil tetsz6leges pozitiv p-re.

Igy (1.1.4) azt mutatja, hogy f(z,y) sziikségképpen elséfokii homogén
y-ban. Megforditva, nyilvanvalé, hogy (1.1.4)-bél kévetkezik (1.1.3). Igy a
Carathéodory-tételhez jutunk:

1.1.1. Allitas: [AIM] A J(c) integrdl pontosan akkor fiiggetlen a c
paraméterének megvélasztasatol, ha az f(x,y) fiiggvény (1),-homogén y-ban.

Megjegyzés: Nyilvanvalo, hogy az f(x,y) fiiggvény z° szerinti parcilis
derivaltjai szintén (1),-homogének.

Tekintsiik a g(u) n valtozos, u-ban r-edfokd pozitiv homogén fiigg-
vényt. A definicibban szerepld egyenlGséget p szerint derivalva és p = 1-et
helyettesitve a kovetkez6 egyenlGség adodik:

(0g/0u" ' = rg(u) . (1.1.5)
Megforditva, (1.1.5)-bél az

rg(pu) = (9g/0u’)| , pu' = (9g(pu)/dp)p
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egyenlGséget kapjuk.

Most g(pu)-t egy p-t6l fiiggd h(p) fiiggvénynek tekintve a fentiekbdl
d(h(p)/p")/dp = 0 kbvetkezik, vagyis h(p) = p"h(1). Ez pedig éppen a
fenti definicioban szerepld egyenléség. Ilymdédon Eulernek a homogén fiigg-
vényekrél sz6l6 tételéhez jutunk:

1.1.2. Tétel: [AIM] Egy C'-osztalyu g(u) fiiggvény pontosan akkor (r),-
homogén, ha eleget tesz az (1.1.5) feltételnek.
Az (1.1.5) egyenldséget u’ szerint differencidlva:

(3(39/31“')) wiy 29 _ 9

ui ow | ow

ebbél (W) i = (r—1)29

Oud oul

oud

Igy igaz a kovetkezs

Megjegyzés: Ha egy C*-osztalyti g(u) fiiggvény (r),-homogén u-ban, akkor
dg/ou’ (r —1),-homogén u-ban.

A definiciobeli egyenl&séghdl belathaté még, hogy ha egy u-ban r-edfoku
pozitiv homogén g(u) fiiggvény folytonos v = 0-ban, akkor

r>0 esetén: ¢(0)=0,
r=0 esetén: ¢g(u)= konstans .

1.1.3. Allitas: [AIM] Ha g : R® — R mindeniitt C'-osztlyii és (1),-
homogén, akkor linearis fiiggvény.

1.2. Regularitas

Az (1.1.2) Euler-egyenlet vizsgalatanal kikotottiik, hogy f C?%-osztalyt és
(1),-homogén legyen y-ban. Alkalmazva az f; := 0f/0y" és fi; :== Of; /0y’
jeloléseket, és az (irodalomban szokasos) Einstein-konvenciot, a kovetkezd

alakot nyerjiik:
Ay Of , Of
Eie) = Fizgr + 5% ~ 50 =0
Mivel f; nulladfoki pozitiv homogén y-ban, f;;y' = 0. Igy a (hy; = f0;0;f)
matrix rangja kisebb, mint n és az E;(c) = 0 méasodrendd differencial-
ofi ; Of

0217 T o

egyenletet nem tudjuk tn. normal alakba irni. Tovabba, mivel
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miatt E;(c)y’ = 0, ez az n darab egyenlet nem fiiggetlen egymastol.
Irjuk at (1.1.2)-t az
2
F(z,y) = {f(z,y)} /2 (1.2.1)
y-ban masodfokd pozitiv homogén fiiggvény segitségével, vagyis

Ei(c) = d(lzit/f) B (GF;&"EZ) _0,

ahol F; = 0F/dy".
A c gorbének a

T:/f(x(t),js(t))dt

osszefiiggéssel megadott 7 ivhosszparaméterét véve vilagos, hogy dr/dt =
f(z,z), a homogenitasbol pedig azt kapjuk, hogy f(x,2)dt/dr =
f(z,dx/dr) = 1. Tehat

Ei(c) = dF;/dr — OF/0x' =0, y=dx/dr.

Az o2
F
Fii(x,y) = m—=— 1.2.2
](.I' y) ayzay] ( )
helyettesitéssel az
dy? oF; . OF dx

Ei(c) = Fj(x,y)— -y —— ] =0, = — 1.2.3
(c) (@ y) dr + (axﬂy axl) 4 dr ( )

alakhoz jutunk. Eképpen, ha det(F;;) nem tiinik el, az n darab fiiggetlen
E;(c) = 0 egyenletet at tudjuk irni normal alakba.

Definicié: [AIM| Ha det(F;;) nem tiinik el, akkor a varidciészamités
paraméteres problémajat regularisnak nevezziik.
1.3. Az alapfiiggvény

Legyen M egy n-dimenzits differencidlhato sokasag és L(z,y) egy valos
fiiggvény M érintGterén, TM-en. Legyen z' = x'(t), a < t < b valamely ¢
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gorbe egy U koordinatakornyezetbe es6 szeletének az egyenlete. Ezen gorbe-
darab s ivhosszat a kovetkez6 integral adja meg:

b

5= /L(x(t),x’(t))dt. (1.3.1)

a

Definici6: [AIM] Egy a fenti ivhosszfogalommal ellatott A sokasagot egy
L alapfiiggvényt, n-dimenziés Finsler-térnek mondunk, ha L teljesiti az
alabbi feltételeket:

Differencidlgeometriai céljaink érdekében fel kell tételezniink, hogy L
differencialhaté z'-ben és y’-ben. Hacsak méas nem szerepel, legyen L mindig
C*>°-osztaly.

Tovabba:

(1) TetszGleges iranyitott gorbe ivhossza fiiggetlen a paraméter
megvalasztasatol, vagyis L elséfokt pozitiv homogén y-ban.
(2) Az (1.3.1) egy regularis variacioszamitési probléméat eredményez, azaz a
0PF
= ———, F:=1L%2 1.3.2
0= G / (132

determinansa nem zérus.

(3) Tetszoleges © € M pont T, M érintSterében van egy olyan T, M* tar-
tomany, amely rendelkezik a kdvetkezd tulajdonsagokkal:
- L differencialhaté yi-ben, ha y' € T, M*,
- T, M* nem tartalmazza a nullvektort,

- pozitivan kupszeri tartomany, tehat olyan nem nulla y € T, M*
érint6vektorokbdl all, amelyekre py € T, M* tetszbleges p > 0 ese-
tén.

Eképpen TM* := |J T,M* az L alapfiiggvény értelmezési tartomanya.
zeM

(4) Az L alapfiiggvény pozitiv értéki 7, M*-on.



10 1. FEJEZET. ALAPFOGALMAK, ALAPTETELEK

Megjeqyzések:

1. A g tenzormez8t metrikus tenzornak nevezik. A g;;(z,y) komponensek
nulladfoki pozitiv homogének, valamint

. OF oL
yi = gij(x, y)y’ = oy La—yi : (1.3.3)

gij(‘rv y)yiyj = QF(ZE, y) = L2(Jf,y) . (134)

2. Ha g;;(z,y) folytonos az y = 0 pontban, akkor a g;;-k csak z-t6l fiiggd
mennyiségek és (1.3.4) az L?(x,y) = ¢;;(z)y’y’ Riemann-metrikéra re-
dukalodik.

Definicio: [AIM] Az s = f;L(x(t),x'(t))dt ivhosszintegral extremalisait a
tér geodetikusainak nevezziik.

Egy Finsler-tér geodetikus gorbéinek differenciilegyenlet-rendszerét kano-
nikus paraméter esetén a kovetkezéképpen adhatjuk meg:

A%zt ;
Tz T2G'(2,dz/ds) =0, (1.3.5)
el PF(ry) ; OF(r.y)
— .. 7 — x,y i x,y
2G; = gij(x,y)G' (2, y) Dyior Yy i (1.3.6)

ahol F(z,y) = (L(z,y))*/2.



2. fejezet

Projektiv Finsler-geometria

A Riemann-térben a geodetikus vonalaknak két tulajdonsiga van. A
metrikus tulajdonsag alapjan a geodetikusok két pont legrévidebb 6sszekotd
vonalai. Van azonban a kozonséges egyeneseknek egy olyan, nem-metrikus
tulajdonsaga is, amely jellemz6 ra, s amely érvényes a Riemann-geometria
geodetikus vonalaira is: érint6i parhuzamosak egymaéassal. Mivel ez utébbi
tulajdonsag teljesedésének vizsgalatdhoz nincs sziikség metrikara, ezeket a
vonalakat palydknak nevezziik, ezzel is kifejezve azt, hogy a metrika hidnya
miatt nem mondhatjuk, hogy e vonalak minimélis ivhosszi gorbék. Mint-
hogy a Finsler-térben metrikus alapfiiggvény is létezik, ezért olyan jel-
legii tételek felkutatésa kivinatos, amelyekben a tér alapfiiggvénye is szere-
pel. Ebben az iranyban haladva, a Finsler-terek geodetikustart6 leképezé-
seit tanulméanyozva meg kell emliteniink Rapcsdk Andrés nevét, akinek si-
keriilt differencialegyenlet-rendszerrel jellemezni azoknak a Finsler-tereknek
az alapfiiggvényeit, amelyek geodetikusan leképezheték egy masik Finsler-
térre [Rap2|. Rapcsak e dolgozata még két sziikséges és elégséges feltételt is
tartalmaz két Finsler-tér geodetikus megfeleltethet&ségére vonatkozoan.

Ugyancsak Rapcsak volt az, aki a sokasaghoz tartoz6 Weyl- illetve
Douglas-tenzorok (1d. jelen fejezet 2. része), valamint kovarians derivalt-
jainak felhasznélasaval kritériumot adott egy leképezés palyatarté voltara,
s megmutatta, hogy e tenzorok a palyatarto leképezés teljes invariansrend-
szerét adjak [Rap3].

2.1. Projektiv relaci6

Mint ismert, egy F™ = (M”, L(x,y)) Finsler-tér geodetikusait az (1.3.5)
differencidlegyenlet szolgaltatja. Ha a geodetikusok lokalisan felirhatok —
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)

x' = x'(t), ahol ¢ paraméter — akkor az el6bb emlitett differencialegyenlet
d*x' /dt? + 2G (z, dx /dt) = ~(t)dz"/dt (2.1.1)

alakot 0lt, ahol

; ij (62F($ay> k. aF(a;y)) bs

G'(z,y) = 59 Dy 0" e

V() = (ds?/dt?)/(ds/dt) .

Definicié: [AIM], [She3| Tekintsiik az F" = (M", L(z,y)) valamint az
Fr = (M n E(x,y)) kozos alapsokasagt Finsler-tereket. Ha az F™ tér min-
den geodetikusa egybeesik az F™ tér valamely geodetikusaval (mint ponthal-
mazzal) és forditva, akkor az L(x,y) — L(x,y) megfeleltetést projektivnak
nevezziik és azt mondjuk, hogy F" projektiv F"-hez.

Legyen ¢ : ' = 2'(t) az M™ egy olyan gorbéje, amely kozos geodetikusa
F"-nek és F"-nek. Ekkor c egyenletét F"-ben (2.1.1) szolgaltatja, mig F"-
ben

d*x' /dt* + 2G (z, dx /dt) = 7(t)dz" /dt

alakban irhat6. Ezért
QC_T’i(:E, dx/dt) — 2G"(x, dx/dt) = (F(t) —v(t)) dz'/dt .

Mivel a fenti egyenl@ségnek barmely = pontban és barmely dx/dt iranyban
teljesiilnie kell, igy igaz a kovetkezd tétel:

2.1.1. Tétel: [K] Egy F" Finsler-tér projektiv egy F" Finsler-térhez pon-
tosan akkor, ha létezik olyan p(z,y) elséfoki pozitiv homogén skalarmezd,
amely kielégiti a

G'(2,y) = G'(x,y) + plz, y)y*
egyenldséget. A p(z,y) skalairmez6t a projektiv transzfomacié projektiv fak-
tordnak nevezziik.

Tekintsiik most az F" = (M",L(x,y)) Finsler-tér BI' = (G, G%,0)
Berwald-konnexi6jat, legyen g;;(x,y) az F" alaptenzora. A Berwald tipust
konnexi6 paraméterei:

G] (z,y) = 55?"/ oy
Giyz,y) = DG f0y*
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0 : 0
Alkalmazzuk a 0; = — és 0; = — jeldléseket, igy
ox’ oy’

G = (y"9;Ld. L + y" L,0,L — LO;L)/2
alakban irhato.

Definialjuk az S(z,y) skalarmezs esetén a g; operatort:
9:(S) = (4 9;50,8 + 4" 59,9,5 — S9;5)/2 . (2.1.2)

Ekkor ¢;(L) = G; minden L(z,y) alapfiiggvényre M™-en. Jeloljiik (;)-vel és
(-)-tal a h- és v-kovarians derivaltakat, amelyeket F Berwald-konnexidjaval
képziink. Ekkor

S;=0858-0.S-G, S;=05.

A tovabbiakban hasznéljuk a kévetkezd szimbolumokat:
Si=0S & S =00;S .
Ha (2.1.2)-be behelyettesitjiik a 0,5 = S.; + S, G kifejezést és definidljuk az
ri(S) =S — S,y (2.1.3)
operatort, akkor a g;(S)-re a kovetkez6t kapjuk:
2g:(S) = Sy Si + 2(SSi + ;S )G — Sry(S) . (2.1.4)

Monografiakban elterjedt jelolés, hogy a H, és Gl szimbélumok a
Berwald-konnexié h- és hwv-gorbiileti tenzorait jelolik. Az el6bbi kielégiti
a

)

Hl+ (i,5.k) =0 (2.1.5)

osszefiiggést, ahol (i, j, k) ciklikus permutaciot jelolnek az i, j és k indexekre.
Az utébbira igaz a kovetkezo:

h  _ o~k
Gz’jk = Gz‘j~k :

Igy a G, szimmetrikus az 4, j, k indexekre és

Gl =0. (2.1.6)
Legyen r;; = 3]»7"2- egy Uj operator, amelyre az

rij(S) = Siij = S = Sy
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kifejezést nyerjiik.

Mindebbdl a kovetkezd felcserélési formulakat kapjuk:

S;Z'.j — S.j;i =0 ,
Vi = Viry = VoG,

ijk

ahol V; egy kovaridns vektormezg.
Eszrevehetjiik, hogy

Sigy = Siy" = (Sigr — SsGo )Y
és igy a fentiek kovetkezményeként az

rij(8) = Siji = Siyj = Sigat)”

adodik.

(2.1.9)

Tekintsiik ismét az F™ = (M", L(z, y)) ésaz [ = (M", L(z, y)) Finsler-

tereket. A (2.1.4) és a g;(L) = G, Osszefiiggések a

2G: = Loy + 2(huy + LL,)G" — Lri(L)

egyenldséget implikaljak, ahol I, = ;L egységvektor és l_zij = Gij — Z_ZZ_J az un.

"angular-metric" tenzor F"-ben. Ezek ismeretében jutunk a
2GZ = I_z;ol_i + QQiTGT - ET’Z(E)
kifejezéshez, melyet §¥/-vel kontrahalva

2G) = 267 + Loy’ /T — gri(L) .

(2.1.10)

Most tegyiik fel, hogy az F™ és az F™ projektivak. Ennek sziikséges és

elegendd feltétele a mar ismertetett

G' =G+ py

osszefiiggés. Ezt y/ majd y" szerint derivilva megkapjuk a (G%,G;) és
(G%, G%,) Berwald tipust konnexiok kozotti projektiv megfeleltetést, amik

a kovetkezsk:

Gi=Gi+py +pdi  (pj=0p),

(2.1.11)

G’;k = G;k + pixy’ + pioy +pk5;- (Pjx = 5kpj = akajp) - (2.1.12)
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Igy az alapfiiggvény kovarians derivaltjara
adodik, mig
ri(L) = 0;(Lp) — 0; (8T(Lp))yT .
Mivel Lp méasodfokt pozitiv homogén, igy r;(L) = 0. Kovetkezésképpen

r(L) =0 és (2.1.10) a

G = G+ Loy’ 2L
Osszefiiggés teljesiilését vonja maga utan. A projektivitas megléte miatt tel-
jesiil a kovetkezo

2.1.2. Tétel: [Rap2], [M3] F™ akkor és csakis akkor projektiv F"-hez, ha

Ekkor a projektiv faktor

alaki.

A tovébbiakban az r;(L) = L; — L...y" = 0 feltételt atirjuk, (2.1.9)-bél
kapjuk, hogy

rij(L) = Ly — liy — ljey” =0, (L = hy/L) .

Mivel [;,; — l;.; ferde-szimmetrikus és [;; szimmetrikus az 7, j indexekben, igy

Z_i;j_l_j;i = 0, (2.1.13)

lij;,«yr = 0. (2114)
Megmutathato, hogy (2.1.14) a (2.1.13) kovetkezménye, ezért igaz a

2.1.3. Tétel: [Rap2], [M3] Az F" Finsler-tér F™ Finsler-térhez valo projekti-
vitdsanak sziikséges és elegendd feltétele az

lij—liz = 0 vagy

lLijwy" =

egyenlségek valamelyikének teljesiilése.



16 2. FEJEZET. PROJEKTIV FINSLER-GEOMETRIA

2.2. Projektiv invariansok

Ezen alfejezetben megvizsgaljuk, milyen kapcsolat van a Berwald tipust
konnexi6 torzi6 és gorbiileti tenzorai ko6zott egymashoz projektiv Finsler-
terek esetén.

A (2.1.12) Osszefiiggést y" szerint derivalva és az als6 indexbeli szim-
metriat folhasznalva adodik a hv-gorbiileti tenzorok koézotti

ik = Ghgr + prgry’ + {piwd;, + (h, 5, k) } (22.1)

reléci6, melyben ¢! a Kronecker-féle szimbolumot, (h, j, k) pedig az indexek
permutilasat, majd Osszegzést jelent az adott kifejezés esetén. Mésrészt az
R, = 0N} —0;N;  R' torzi6 tenzor és (2.1.11) felhasznélasaval a (v)h-torzio
tenzorok kozotti kapcsolathoz jutunk, amely:

7;"1@ = Rj’k +y'Qik + 5;'Qk —6;Q; (2.2.2)

ahol Q; := p;; — ppj; Qjk = Pjsk — Dhsj- 4 '
A (2.2.2) egyenl6séget y" szerint differencialva az R!;, = Hj, egyen-
16séget figyelembe véve a h-gorbiileti tenzorok kozotti Gsszefiiggeés:

Hi o= Hy o+ 61.Qjk + ¥ Qi + 05 Qun — 6.Qjun - (2.2.3)
Konnyen beldthatok a

Qjr. = —(Qjr — Qrj) és Qijr+ (1,5,k) =0 (2.2.4)

azonossagok. Ha a p tenzort (2.2.1)-bdl eliminaljuk és bevezetjiik a G;; ==
Gl hv-Ricei tenzort, amely Gj, = 0,0;0,G*-b6l adédoan szimmetrikus,
akkor a p;; = (Gyj — Gyj)/(n + 1) Osszefiiggést kapjuk. Helyettesitsiik ezt
(2.2.1)-be és az ugynevezett Douglas-tenzor |[D| adodik, amely a kévetkezd

alaki:
Dji =Gl — Grjay'/(n+ 1) = {Gjdy + (h,j. k) }/(n+1) . (2.2.5)

Megmutathaté, hogy a Douglas-tenzor invarians az L — L projektiv
megfeleltetés esetén, azaz
Dy ji = Dhji, -

A Douglas-tenzorral kapcsolatos eredményekrsl — amelyet Bacsé Séndor és
Makoto Matsumoto 1j kutatasi eredményei szolgaltatnak — kés6bb ejtiink
sz0t.

A projektiv Finsler-geometria és ezen beliil a Douglas-tenzor biologiaban
valé alkalmazasardl részletesen olvashatunk P. L. Antonelli, R. S. Ingarden
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és M. Matsumoto kozos munkajanak |[AIM] 5. fejezetében.

Létezik egy masik invarians is a projektiv megfeleltetéssel szemben, ame-
lyet Riemann-metrika esetén 1921-ben H. Weyl [We| vezetett be, s amely
kés6bb a Weyl-tenzor elnevezést kapta. E tenzor fogalmanak &ltalanositasa
Finsler-metrikak esetén J. Douglas [D] és L. Berwald [B3], [B4], |B5] nevéhez
fiz6dik.

Eliminaljuk (2.2.2)-b6l a @ tenzorokat és hasznéaljuk a h-Ricci tenzorra
vonatkoz6 H;; := H[jr kapcsolatot. A H;; tenzor &altaldban nem szim-
metrikus, mivel a Hgk + (i,5,k) = 0 a Hy — Hj; = —Hy;; Osszefiiggést
implikilja. A (2.2.3) és (2.2.4) segitségével a H];, = H, + (n + 1)Qjk
egyenlGséghez jutunk. Igy

Qi = {(Hjx — Hyy) = (Hje — Hyy) }/(n + 1) (2.2.6)
Tovabb (2.2.3)-bdl adodik a
HOj = Hoj + Qjo — (n — 1)Q] (227)

osszefiiggés. Qjo-at (2.2.6) szolgaltatja. A Qjo-ra kapottakat (2.2.7)-be be-
helyettesitve és a H; := (nHo; + Hjo)/(n — 1) jelolést bevezetve a

Q; = (H; — H;)/(n+1) (2.2.8)
adodik. Végiil (2.2.6)-t és (2.2.8)-t helyettesitjiik be (2.2.2)-be és igy a
=R+ {y'Hj,+ 0:Hy — 6,H; } /(n+ 1) (2.2.9)

projektiv invarians tenzort nyerjiik, ez a Weyl-féle torzié tenzor.
A mar emlitett R}, = H}; vezet egy masik invarians tenzorhoz:

amelyet Weyl-féle projektiv gorbiileti tenzornak hivunk.

2.3. Skalar és konstans gorbiiletid Finsler-terek

Kozismert, milyen fontos osztalyt alkotnak a Riemann-terek esetén a
konstans gorbiiletiek. Ezeket kiilonb6z6 szempontokbdl vizsgilva a mate-
matika kiilonb6z6 fejezeteiben keriilnek targyalasra (példaul: izometria cso-
portok, nem-euklideszi geometriak).

Az eredmények bdsége miatt csak az egyik legfontosabb tételt idézziik itt:
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Tétel: (Killing(1891) — Hopf(1925))

Ha M egyszeresen Gsszefiiggs, n-dimenziods, teljes, 0, +1, vagy —1
konstans gorbiiletekkel rendelkez6 Riemann-féle sokasdg — azaz euklideszi,
szférikus illetve hiperbolikus térforma —, akkor M izometrikusan leképezhetd
R"-re, S™-re illetve H"-re.

A Riemann-geometriaban megismert gorbiilet fogalmét elgszér Berwald
altalanositotta Finsler-terekre [B1].
Terjessziik ki a Riemann-tér esetén megismert metszetgorbiilet fogalmét!

R = Ruijn X"Y' XIY* [ (gnjgin — gngi;) X "Y' XY (2.3.1)

ahol az Ryj, tenzorkomponensek a h-gorbiileti tenzor komponensei egy
Finsler-konnexiéban. Lathato, hogy R fiiggvénye a helynek és az érintGvek-
tornak, azaz nem hatarozza meg az adott pont és egy kétdimenzids metszet,
ellentétben a Riemann sokasagoknal tapasztaltakkal.

Tekintsiik most a Berwald tipust konnexiét. Ekkor a gorbiiletet a
kovetkezSképpen definidlhatjuk:

K = Hpijie(z,y)y" X W X* = (9 (2, ) 9 (z, y) —gnie (2, ¥) g1 (2, y) )y X 'y X*
(2.3.2)
ahol H a BI-beli h-gorbiileti tenzor.

Definici6: [B4] Ha a K gorbiilet barmely (x,y) pontban fiiggetlen X-t6l,
azaz K (z,y) egy skalarmezs, akkor a Finsler-teret skalar gorbiiletiinek mond-
juk.

Tudjuk, hogy R;jr+ Rjii+ Ry;; = 0, ami Rl-jkyj szimmetriajat vonja maga
utan, igy a skalar gorbiiletekre vonatkozo feltétel

Riox = L*Khy, (2.3.3)



2.3. SKALAR ES KONSTANS GORBULETU FINSLER-TEREK 19

oL .
format 6lt, ahol h;, = g — lily és [; = —. Irjuk &t most (2.3.3)-t egy masik

oyt
alakba! Mivel H}\, + H, + H}\;; = 0 és Hj;, = R%,, tovabba R}, = H}'. és
thj = Hz%j - thoz'a igy
h _ ph h
Hy; = Ry, + R;j

Eliminaljuk H -t s ekkor az

107
Rk = {Ruorl; — ReorChj — (j/k)}/3 (2.3.4)

ahol |; a BI'-beli v-kovarians derivalast, (j/k) a j és k indexek felcserélésével
kapott kifejezést jeloli. (Ezen konnexio szerinti kovarians derivalt egy tet-
szoleges T (x,y) Finsler-tenzormezG esetén a kovetkezd alaku:
7 air]Z aT‘JZ T el el
Ty, = Ok ay,«Gk—i_Tj o — TG )

Helyettesitsiik be (2.3.3)-t (2.3.4)-be és alkalmazzuk az angular-metric
tenzorra vonatkozo Osszefiiggéseket, igy az

Rz‘jk = thKJ — hinh (235)

egyenlGséghez jutunk, amelyben

K;=L?K|;/3+ LKI; . (2.3.6)

Ismét a H h-gorbiileti tenzort és a mar emlitett R}, = H}'. kapcsolatot
hasznalva nyerjiik a

Hpiji = hig K + (hnaly + hagli) K /L — (G /k) (2.3.7)

egyenlGséget.

Foglaljuk 0ssze a fent leirtakat:

2.3.1. Tétel: [B4| Egy Finsler-tér pontosan akkor skaldr gorbiiletii, ha az
alabbi feltételek valamelyike teljesiil:

(1) Rion = L*Khy
(2) Rz’jk = thKJ — hZ]Kk s ahol Kj = L2K‘]/3 + LKZJ ,
(3) a H h-gorbiileti tenzor Berwald-konnexié esetén
Hpijie = hiKjn + (hnily + hijli) K /L — (5 /k)

alakba irhaté.
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Megjeqyzések:

1. A skalar gorbiilett Finsler-terek ilyen koncepciojat Berwald még 1942
el6tt dolgozta ki, hiszen 1942-ben meghalt.

2. Az R;j; tenzor kétdimenziés esetben mindig a (2.3.5)-beli formaban
irhato, tovabba barmely kétdimenzios Finsler-tér skalar gorbiiletd.

Schur tételéebdl (1866) tudjuk, hogy ha M legalabb haromdimenzios,
Osszefiiggd, izotrop szemi-Riemann sokasag, akkor M alland6 gorbiiletii.
Ha dim M = 2, akkor

Rijkl = K(gik(ﬂf)gﬂ(ﬂ?) - gij(ﬂf)gkz(if)) )

most T, M az egyetlen altér, K = K(x) a Gauss-gorbiilet.
Hogyan hangzik ennek a tételnek az altalanositasa?

Tegyiik fel, hogy most a skalargérbiilet csak a hely fiiggvénye, ekkor K; =
K Ll;, ezért (2.3.5) és (2.3.7)

és
Hyijie = K(9n9ik — 9ni9ij) (2.3.9)
forméara redukalodik.
Mivel az y’-ben (0),-homogén skalar gorbiilet most h-kovarians konstans,

igy az alabbi tételt felhasznalva adddik a Riemann-geometridbol ismert Shur-
tétel Altalanositasa.

2.3.2. Tétel: [MT]

Legyen F' = (M , L(z, y)) n-dimenziés, nem zérus skalargérbiiletii Finsler-
tér. Ha egy S(z,y) (r)p,-homogén skaldirmezé F-en h-kovarians konstans a
Cartan-konnexioban, akkor S(z,y) felirhaté S(z,y) = ¢(L(z,y))" formaban,
ahol c konstans.

2.3.3. Tétel: [M2] Ha egy legalaibb haromdimenzios skaldrgorbiiletii
Finsler-tér esetén a skalargérbiilet csak a hely fiiggvénye, akkor az konstans.

Definicio: [M2] Egy n > 2 dimenzids skalargorbiileti Finsler-teret konstans
gorbiiletiinek mondunk, ha K konstans.

A (2.3.8) és (2.3.9) Osszefiiggéseket megvizsgilva mondhatjuk a
kovetkezGt:
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2.3.4. Tétel: [M2| Egy ketténél nagyobb dimenziés Finsler-tér pontosan
akkor konstans gorbiiletii, ha az alabbi egyenldségek valamelyike teljesiil:

(1) Rij = KL(hyl; — hijly) = KL(gikl; — gijlk)

(2) Hpije = K(gnjgix — gnegij) -

Példak konstans gorbiileti Finsler-terekre

A negativ konstans gorbiileti Finsler-terek szerkezete mar kell6képpen
tisztazott. Legkordbban P. Funk [Fu2|, majd H. Busemann [Bu3|, H. Buse-
mann és J. P. Kelly |[BK], a nyolcvanas évek végén pedig Akbar-Zadeh munkai
révén.

A pozitiv konstans gorbiilett terekr6l P. Funk [Fu3| egy kései cikkében
olvashatunk, napjainkban pedig Z. Shen [Shel| és R. Bryant |Brl| [Br2| [Br3]
ért el szép eredményeket. R. Bryantnek sikeriilt a kétdimenzios gombon +1
gorbiiletd, globalis Finsler-metrikaknak két osztalyat megkonstrualnia.

Szamos nagyszeri eredmény sziiletett specialis Finsler-metrikak vizs-
galata folytan is, ezekrél a kés6bbiekben — a specialis Finsler-tereket targyald
fejezetekben — kivanunk szot ejteni.






3. fejezet

Specialis Finsler-terek

A Finsler-terek elméletében a specialis Finsler-terek vizsgalata a leg-
fontosabb, ugyanis ezek kozott talaljuk az alkalmazasban fontos, 1ényeges
eseteket (fizika, biologia, ...).

3.1. Riemann-terek

Amio6ta Einstein megalkotta az 4ltalanos relativitis elméletét a Riemann-
geometria a matematika egyik fontos agava valt. Kiterjedt irodalma van,
szamos érdekes és igen értékes publikicioval: |Bergl|, [Berg2|, [Berg3|, [BC|,
|CE|, |GLPJ, |To|, [K11], [KI2|, [CG1], [CG2].

Jelen fejezetben azonban csak arra szoritkozhatunk, hogy a Riemann-
terekre, mint Finsler-terekre vonatkozé legkiemelkedébb eredményeket
ismertejiik. Ezek megsziiletésében szerepe volt annak is, hogy bar a
Riemann-geometria, mint a négydimenzi6s tér-idé kontinuum geometriaja
az altalanos relativitaselmélet révén dont§ szerephez jutott a fizikai je-
lenségek leirdsanal, mégis, a fizikusok, s els6ként maga Einstein is, olyan
altaldanosabb geometridkat kerestek, amelyek alkalmasak lennének nemcsak
a gravitaciés, hanem az elektromagneses jelenségek leirdsara is. Bar az
egységes térelmélet megalkotasa szempontjabol a Finsler-geometria eddig
még nem valtotta be a hozza fizott reményeket, mindazonaltal mind
a matematika, mind a fizika szdméara sok hasznos eredmény sziiletett e
kutatasokbol.

Legyen M a jol ismert L(x,y) Riemann-metrikaval ellatott Riemann-tér,
azZaZz

L(z,y) = g;;(x)y'y’ .

Itt a g tenzormez6 komponensei csak a hely fiiggvényei. Masrészt tudjuk,
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hogy a Cartan altal bevezetett C;;;, := %(@glj + 8igjk - @gki) tenzor |C1], a
9i; = 0;0;(L?/2) osszefiiggés miatt Cyjp = $0,,9;; alakban irhat6. Ezért igaz
a kovetkezd tétel:

3.1.1. Tétel: [C1] A Finsler-terek kézott a Riemann-terek osztalyat a
Cartan-tenzorra vonatkozé Cij, = 0 feltétel meghatarozza.

Ismeriink két fontos tételt, amelyek valamilyen tértipus Riemann-térbe
valé dtmenetének feltételeit hatarozzak meg.

Az els6 az tgynevezett Deicke-tétel, amelyet elGszor 1953-ban A. Deicke
bizonyitott affin differencidlgeometriai eszk6zoket hasznélva , majd Brickell
1965-ben adott egy mésik bizonyitast, amelyben az E. Hopf-féle maximumel-
vet alkalmazta elliptikus differencidloperatorokra.

3.1.2. Tétel: [De| Legyen az L(x,y) alapfiiggvény pozitiv értékii és C*-
osztalyi minden nem nulla (y*) vektorra, ekkor ha az A; = LC; torziévektor
azonosan zérus, a tér Riemann tipusi, ahol C; = C;", és Ci7}, = ¢7*Cig.

Megjeqyzés:
Az A; = 0 feltételt teljesité Finsler-terekkel tobben foglalkoztak: W. Barthel
[Bar], B. Su [Su], J. M. Wegener [Weg]. E. Cartan monogrifidzjaban [C1]
emliti azokat az altala megalkotott Cartan-tereket, amelyekben A; = 0.
Berwald posthumus munkijaban |[B4]| megtalaljuk azokat a kétdimenzios
Riemann tipust Finsler-tereket, amelyekben A; = 0.

Nemsokkal a Deicke-tétel megjelenése utan Moor Artar kézolt egy olyan
példat, amellyel ramutatott arra, hogy a 3.1.2. tételb&l az alapfiiggvény po-
zitiv értékiiségének feltétele nem hagyhato6 el. Modér példajaban egy a 3.1.3.
allitasban bevezetésre keriil§ metrikival (Moor-metrika) ellatott, paros di-
menzios, A; = 0 torzidju, nem Riemann Finsler-teret mutat, amelyben csak
a det(gi;) > 0 teljesiilését koveteli meg, igy L nem sziikségképpen mindig
pozitiv.

3.1.3. Allitas: [Mol] Legyen M az

L(z,y) = c(z) (y'y*...y") "

Finsler-metrikaval ellatott Finsler-tér, ahol c¢(x) olyan tetszéleges nem zéro
fiiggvény, amely csak a hely fiiggvénye. Ekkor az A; torziévektor azonosan
zéroé M-en.

Most nézziik a masik fontos tételt, az tn. Brickell-tételt:
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3.1.4. Tétel: [Bri2] Ha a Cartan-konnexié S* v-gérbiileti tenzormezdje,
melynek komponensei

Shik = OkVi; + Vi Vi — (0iVipn + ViVi5)
egy n > 3 dimenziés Finsler-téren azonosan nulla, akkor a tér Riemann,

feltéve, hogy az L(z,y) alapfiiggvény teljesiti a kovetkez6 feltételeket:

(i) L(z,y) meghatdrozott és pozitiv minden nemzérus y vektorra,

(iii) a g alaptenzor pozitiv definit,

(iv) L differencialhaté , ha y # 0.

Megjeqyzések:

1. 1956-ban A. Kawaguchi mar foglalkozott az S? = 0 feltételt teljesits
Finsler-terekkel [Kaw].

2. 1959-ben Laugwitz bebizonyitotta, hogy kétdimenziés Finsler-tér ese-
tén S? = 0, majd 1965-ben megfogalmazott egy sejtést, mely szerint
egy n > 3 dimenziés S? = 0 tenzorral ellatott Finser-tér Riemann
tipust.

3. A Brickell-féle bizonyitéas az L(x,y) = L(z, —y) feltételt nem hasznélja
ki teljes egészében. Az (i) és a (iv) feltételt azonban nem hagyhatjuk
el, erre Kikuchi mutatott egy érdekes példat [Kil:

Legyen M n = 2k + r dimenzi6s Finsler-tér, amelynek alapfiiggvénye:
k 9 n
L*(z,y) = Z {Li (2, %1 %) } i Z Ipa ()P

i=1 p,q=2k+1

ahol az L; (x,y* ', y*) i = 1,...,k (1),~homogén fiiggvények y?~'-
ben és y%-ben.

Az 5% wv-gorbiileti tenzor (Cartan tipusii konnexi6 esetén) eltinik
a Laugwitz altal bizonyitottak miatt, viszont (i) és (iv) az (y') =
(0,0,93,...,y™) 7 #0 (j =3,...,n) pontban nem teljesiil.

Szokas a Finsler-geometridban a Riemann-térre gy tekinteni, mint amely
egy tetszbleges M Finsler-tér adott = pontbeli T, M érintGtereként &ll eld,
ekkor a g;;(z,y) alaptenzorban z rogzitett. Ilyen aspektusbol szarmazo
eredményekrdl olvashatunk példaul a Matsumoto-monografia [M2| 31. fe-
jezetében és Varga Ott6 cikkében [V1].
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3.2. Lokalisan Minkowski-terek

Mar az 1930-as években ismertté valt, hogy egy Minkowski-tér hiper-
feliiletein indukalt metrika Finsler-féle és igy a Finsler-terek modellezhet6k
Minkowski-terek segitségével is. A Minkowski- és Finsler-féle geometridk
irAnti megnovekedett érdekldés sok 1j eredményt hozott. E kutatésok-
nak azért van még ma is nagy jelentGsége, mert nem tudjuk, hogy egy tet-
sz6legesen megadott Finsler-geometridhoz meg lehet-e szerkeszteni egy al-
kalmas Minkowski-teret és abban egy feliiletet gy, hogy a tér Minkowski-
geometridja altal a feliileten indukalt geometria az el6re megadott Finsler-
geometria legyen. Ezért aktualis minden olyan vizsgalat, amely tételeket
mond ki a Minkowski-tér feliileteire, mert igy remélhetjiik, hogy egyszer
elégséges feltételek rendszerét tudjuk az el6zé kérdésre adott valaszként
felirni. Errdl olvashatunk Ichijyo munkaiban [Ich1], [Ich2],[Ich3]|, [Ich4].

Tehat, ha adott egy n-dimenzios, L(z, y) alapfiiggvénnyel ellatott Finsler-
tér, akkor annak egy tetszGleges x pontbeli T, M érint6tere tekinthets ugy,
mint az L(z,y) normafiiggvénnyel ellatott Minkowski-tér, habar szigorian
véve L(z,y) csak a zérus vektorban tiinhetne el és ki kellene elégitenie a
haromszog-egyenlGtlenséget. Ez vezetett a kovetkezs definicidohoz:

Definicio: [AIM] Egy Finsler-teret lokalisan Minkowski-térnek neveziink, ha
minden pontjidban megadhat6 egy olyan koordindtarendszer, amelyben az
alapfiiggvény nem fiigg a helyt6l. Az ilyen koordindtarendszert adaptalt
koordinatarendszernek mondjuk.

Ezzel ekvivalens a kovetkezd

3.2.1. Allitas: [AIM] Egy Finsler-tér akkor és csakis akkor lokalisan
Minkowski-tér, ha lefedhet6 olyan koordinatakérnyezetekkel, amelyek min-
degyikében az alaptenzor komponensei csak a hely fiiggvényei.

Jol ismert, hogy Riemann-geometridban a normél koordinatarendszerek
kozotti transzformacio affin. Hasonlé kovetkeztetések vonhatok le adaptalt
koordinatarendszer esetén is.

3.2.2. Tétel: [He| Barmely két adaptalt koordinatarendszer kozétti transz-
formacioé affin. Igy egy lokélis koordinatarendszer, amelyet adaptalt koor-
dinatarendszerbdl affin transzforméaciéval nyertiink szintén adaptalt.

Legyen ugyanis (z') és (z%) két koordinatarendszer, amelyek koordina-
takornyezetei metszik egymast. Ekkor
oy (7 5) _ 82t
0z 0ze 0ze0zb’
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amely maga utan vonja, hogy

oL  OL 01 oL\ , ( 0*'
= — - ) g . 3.2.1
9z° 0w 0z <ayz) y <8x“8xb) (3:2.1)
L L
Ha tehat a két koordinatarendszer adaptalt, azaz g— =0 és g - =0,
e 't
2.

akkor (3.2.1)-bol Sanh eltiinése kovetkezik, vagyis a transzformécio affin.
0T

Mig, ha (z') adaptalt és a transzforméaci6 affin, akkor (3.2.1) jobb oldala
eltiinik, vagyis (z%) is adaptalt koordinatarendszer.

Mindez mar a Finsler-geometria korai periédusaban is ismert volt. Varga
Ott6 mar 1943-ban utalt ra [V2], bar a bizonyitéast elészor E. Heil publikalta
|He| 1966-ban.

Korai eredmény a lok4lisan Minkowski-terek invaridns karakterizacidja is:

3.2.3. Tétel: [B2] [C1], [Ru] Egy Finsler-tér pontosan akkor lokalisan
Minkowski-tér, ha

(i) R? = V"C =0, vagyis Rﬁ’jk = Chijir = 0 Cartan-konnexio esetén,
(i) H=G =0, azaz H}};,

(iii) K = V"C =0 vagy K = F =0 Rund-konnexiéban, azaz

= G?jk = 0 Berwald tipusi konnexié esetén,

K{ij:C’hij‘k:O vagy K :F.Z%k:O,

ijk g
ahol R?:  h-gorbiileti tenzormezd,
V"C : a C-tenzor h-kovaridns derivéltja,
H: h-gorbiileti tenzor,
G hv-tenzor,
K h-gérbiilet,
F: hv-gorbiileti tenzormezé az emlitett konnexiok esetén.

L. Berwald [B2] 1928-ban, E. Cartan [C1] 1934-ben bizonyit4s nélkiil kozli
egy Finsler-tér lokilis Minkowski voltanak tenzorialis feltételeit. H. Rund
monografidijaban [Ru] mar az igazoléast is megtalaljuk, mig M. Matsumoto
[M4] és Numata [Nul| cikkében egy-egy masik bizonyitast talalhatunk.

Kovetkezmény: [So| Egy Finsler-tér akkor és csakis akkor lokilisan
Minkowski-tér, ha az R" (v)h-torzié - melynek komponensei R}, = 0pNj —
0; N} - megegyezik a C-tenzor h-gorbiileti derivaltjaval Cartan tipusi kon-
nexioban.
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Ez a megjegyzés So6s Gyula munkajaban taldlhaté, amelyben a szerzd
tenzor-egyenleteket tanulmanyoz annak eldontésére, hogy létezik-e a kivant
koordinatarendszer.

Példa lokalis Minkowski metrikara (Antonelli):
Legyen L : TR? — [0, c0)

ahol

Lo(y) = /(y")* + (y*)? exp { 22N ! (y—l)] ,

Qs+ aq y?
a1, ap konstansok és a; + as # 0,

tovabba (z', %) a hely és (y',?) az irany koordinatai.

3.3. Berwald-terek

Berwald 1928-as cikkében |B2| felsorol néhany specialis Finsler-tértipust,
ezek kozott emliti az affin Osszefiiggd Finsler-tereket, amelyeket egy tenzor-
egyenlet segitségével mar korabbi munkajaban |B1] vizsgal. Bar az affin
osszefiiggd elnevezés magatol Berwaldtol ered, Wagner révén [W1| ezeket a
tereket Berwald-tereknek hivjuk.

Definicié: [M2] Egy Finsler-teret Berwald-térnek neveziink, ha a Berwald
tipust konnexi6 G?%, = O;N; = Fj, + C;k“yl koefficiensei csak a hely fiigg-
vényei valamely koordinatarendszerben.

Igy a Berwald-tér BI' Berwald-konnexi6ja hasonlit a linearis konnexiohoz.
Ezesetben a geodetikusok (1.3.5) egyenlete

d*x"/ds® + Gj-k(x)(dxj/ds)(da:k/ds) =0 (3.3.1)

h

alakban frhat6 hasonléan a Riemann-térbeli esethez. Mivel akGZ = Gl

igy a definitiv tulajdonsag a kovetkez&képpen is megfogalmazhato:

3.3.1. Tétel: [C1], [B6] Egy Finsler-tér pontosan akkor Berwald-tér, ha a
Berwald-konnexié G (G7,;.) hv-gorbiileti tenzora azonosan 7éro.
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Ez a tétel csak annak ismeretében nem tiinik trivialisnak, ha tudjuk,
hogy G?jk tenzor volta mar kordbban ismert volt, mint az, hogy G?jk a hv-
gorbiileti tenzor komponense. E. Cartan monografidjaban [C1] bizonyitas
nélkiil kozli a 3.3.1. tétel Cartan-konnexiobeli megfelelgjét, melyet Berwald

[B6] bizonyitott.

3.3.2. Tétel: [C1] A C tenzor h-kovaridns derivaltjanak eltinése (Chijx =
0) Berwald-teret karakterizal.

A mar emlitett G; = Fl + C]’:Wyl osszefiiggésbél jol lathato, hogy
Berwald-tér esetén I, = G, ezért I, szintén csak a hely fiiggvénye, vagyis
igaz a

3.3.3. Allitas: [M2] Egy Finsler-tér akkor és csakis akkor Berwald-tér, ha
a Cartan-konnexié F ;k egyiitthatoi csak a hely fiiggvényei, azaz a Rund-

5 h
konnexié F (Fj,

) hv-gorbiileti tenzora eltiinik.

A korébbiakban lattuk, hogy egy tetsz6leges Finsler-sokasag adott pont-
beli érintGtere tekinthetd egy Minkowski norméval ellatott vektortérnek. Ezt
figyelembe véve Ichijyo [Ichl]-ben a Berwald-tereket a Riemann-sokasagok és
az altalanos Finsler-sokasdgok kozé helyezi. Lényegében barmely osszefiiggs
Berwald-tér modellezheté pontosan egy Minkowski-térrel, habar ez utébbi
pontos meghatarozasa Berwald-terenként valtozik.

Azt mondhatjuk tehat, hogy a Berwald-terek a Riemann- és a Minkowski-
tereknél altalanosabbak. Berwald [B7|, |B3] osztalyozta a kétdimenzios,
nem Riemann- és nem lokalisan Minkowski-tereket. [M2]-ben és [AIM|-ben
példakat talalhatunk (ezekkel kés6bb még részletesen foglalkozunk). Rund
konyvében szintén ad példat valodi Berwald-metrikara, igaz az alapfiiggvény
nem a teljes érintGtéren erGsen konvex.

Kérdezhetnénk, hogy létezik-e olyan Berwald-tér, amelynél az alapfiigg-
vény sima és erGsen konvex T'M\{0}-n. Ezzel a probléméval Szab6 Zoltan
foglalkozott, és megallapitotta:

3.3.4. Tétel: [Sz1] Legyen M kétdimenzids, dsszefiiggd differencialhato
sokasag, (M, L) Berwald-tér, ahol L sima és erdsen konvex T'M\{0}-n.

Ha a Gauss-gorbiilet azonosan zéré, akkor a tér lokalisan Minkowski.

Ha a Gauss-gorbiilet nem azonosan zérus, akkor a sokasdg Riemann.

Igy tehat, ha olyan Berwald-teret keresiink, amely nem Riemann és nem
lokalisan Minkowski, s az alapfiiggvény teljesiti a mar emlitett két feltételt,
akkor harom vagy annal nagyobb dimenzi6ban kell keresniink. Egy kés6bb
sorra keriil6 metrika-tipus (Randers) vizsgalataval ezt a célt elérhetjiik. Errél
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a problémarol olvashatunk még Matsumoto [M5|, Hashiguchi és Ichijyo [HI2],
Shibata, Shimada, Azuma és Yasuda [SSAY]|, Kikuchi |Ki|, Kawaguchi [Kaw|
munkaiban.

Végezetiil alljon itt a konkrét példak koziil egy, amelyet Antonelli, Han
és Modayil adott [AHM| Berwald-metrikara:

Legyenek A, a; (i = 1,2,3) pozitiv skalarok, L : TR* — [0, 00), ekkor

()"
L(y) := mE exp (—oqz' + (A + 1aga® + azz'z?)
y)x

ahol (z',2%) a hely és (y',y?) az irany koordinatai.

3.4. Landsberg-terek

A speciélis Finsler-terek ezen osztalydhoz G. Landsberg egy varicios
probléma vizsgalata folytan jutott [L1], [L2], [L3]. Kétdimenziés esetben,
a gorbiilet fogalmét szem elGtt tartva folytatta szamitasait, latva, hogy a
gorbiilet csak a hely fiiggvénye, mivel a jol ismert Gauss-Bonnet-formula
teljestil.

Definicio: [M3] Egy Finsler-teret Landsberg-térnek mondunk, ha a
Berwald-konnexi6 h-metrikus.

Landsberg példat is adott az 0j metrikara:

L(z,y) = {a(x)y'} - {bj(x)y’}", r+s=1. (3.4.1)

Konnyen igazlhato, hogy egy ilyen alapfiiggvény Berwald-metrikat szolgéltat.
A valédi Landsberg-metrika megtalaldsa még napjainkban is varat magéara.

1926-ban Berwald [B1] a stretch gorbiilet vizsgalatakor megallapitotta,
hogy az elttinik a Landsberg altal felfedezett tértipus esetén. Errél emlitést
tesz E. Cartan [C2], Moér Artir [Mo2] és H. Rund [Ru] is.

3.4.1. Tétel: [M3] Cartan tipusi konnexiéban Landsberg-tér esetén teljesiil
a kévetkezd feltételek valamelyike:

(1) a P' (P}, = akN; — F};) (v)hv-torzié tenzor eltiinik, azaz Cjo = 0,

(2) a P? (P}, = Fly,—Viyy;+ViiPj, , ahol az I tenzor komponensei: I} =

O Ft) hv-gorbiileti tenzor azonosan zéro.
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A 3.4.1. tétel (1) feltételének parhuzamos eltolasban jatszott szerepérdl
olvashatunk E. Cartan [C1] frasaban.

Figyelembe véve a Berwald-konnexio h-metrikussagat, a 3.4.1. tétel (1)
részét és a Gy, = I + Oy Osszefiiggést adodik a

3.4.2. Allitas: [AIM] Egy Finsler-tér pontosan akkor Landsberg,
ha a Berwald-konnexié koefficiensei megegyeznek a Rund-konnexio
paramétereivel.

T6bbszor utaltunk mar egy Finsler-térre ugy, mint egy Riemann-tér al-
talanositasara. Ezt a gondolatmenetet kovetve eredményes lehet azon ten-
zorok vizsgalata, amelyek Riemann-tér esetén eltiinnek, nevezetesen a P!,
P? és S? tenzorok Cartan-konnexioban. Landsberg-terek esetén ez a vizs-
galati modszer kiilonésen hatékonynak bizonyult, errél Hashiguchi, Hojo és
Matsumoto [HHM], Ichijyo [Ich5] vagy Kawaguchi [H.Kaw| munkait tanul-
méanyozva gydzodhetiink meg.

A P! és P? tenzorok speciilis formajtak, ha a dimenzi6 kett§. Ennek
miértjére adnak valaszt Hashiguchi és Matsumoto tételei:

3.4.3. Tétel: [H1|, [M5] Ha a Py;;, hv-gorbiileti tenzor szimmetrikus j-ben
és k-ban, tovabba a P,j; (v)hv-torzi6 tenzor ardnyos a Cij. (h)hv-torzié
tenzorral, akkor Py, = 0 (azaz a tér Landsberg), vagy az Sh;j, v-gorbiileti
tenzor azonosan zéro.

3.4.4. Tétel: [H1], [M5] Ha létezik olyan X; Finsler-vektormezd, amelyre
Priji = XnCiji — XiChjie ,

akkor Py, = 0 (a tér Landsberg tipusi) vagy Shijr =0 .
Minden esetben Sh;jm = 0 .

S. Numatéanak sikeriilt a Landsberg-terek egy tjabb definitiv tulajdon-
sagat feltarni:

3.4.5. Tétel: [Nul| Egy Finsler-tér akkor és csakis akkor Landsberg, ha
ystkl = _2ijl =0 ,

ahol Pji; a hv-torzié tenzor és G, = —2P;y; teljesiil Berwald tipusi konnexié
esetén.
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Most nézziik a Cartan-konnexi6 harom gorbiileti tenzorat, R%-t, Pt és
S2-t!

R?%: ij = K;ij + Vi "> ahol a K-tenzor K;ij komponenseit a
K = 6nFy; + FyEY — (0, F) + Fy FY)) egyenlGség adja;
P?: Py = Fpj — Vi, + Vi Pjy, ahol az F-tenzor komponensei:
F fijk = 5kF fij;
%1 Sk = 0kViyy + VigViie — 0V + ViVih).
A 3.4.1. tétel értelmében, ha a P? hv-gorbiileti tenzor eltiinik, akkor a tér
Landsberg, mig a 3.1.4. tétel miatt S? v-gorbiileti tenzor eltiinése Riemann-

teret implikal.
R? zérus volta esetén csak a kovetkezst allithatjuk:

3.4.6. Tétel: [M3] Ha R*> (R};) h-gorbiileti tenzor azonosan zéré Cartan
tipusi konnexiéban, akkor:

(1) Prijic és Chijjrjo teljesen szimmetrikus és a

(2) Qnijx = P Prij + Pi; Py tenzor eltiinik.

3.5. Wagner-terek

1943-ban V. V. Wagner [W2] altalanositotta a Berwald tér fogalmat és
az 1j tértipust altalanositott Berwald-térnek nevezte el. Majd 1975-ben M.
Hashiguchi [H2] — a Finsler-geometria mai fogalom- és eszkozrendszerét alkal-
mazva — az itt emlitésre keriil6 definiciokat dolgozta ki és megadta annak
sziikséges feltételét, hogy egy Finsler-tér altalanositott Berwald-tér legyen.

Definiciok: [H2| Vegyiink egy n-dimenzios L(x,y) alapfiiggvénnyel ellatott
Finsler-teret. Ekkor egy adott T;k ferdeszimmetrikus, nulladfokt pozitiv

homogén Finsler-tenzormezd szamara egyértelmten létezik egy CT(T) =
(F¢;, Ni, C3)) Finsler-konnexio, amely teljesiti a kovetkez6 négy axiomat:

(C1) CT(T) metrikus: Gijie =0 és gyl =0,
(C2) a D deflexi6 tenzormezs elttnik: N = g7 F,

(C3) a T (h)h-torzi6 tenzormezs Tj, komponenseit az Fj, — Fy, = T}
kiilonbség adja,
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(C4) az S' (v)v-torzi6 tenzormezs eltiinik, gy = Ci; -

CT(T)-t altalanositott Cartan-konnexionak hivjuk és koefficiensei a
kovetkezGképpen adédnak:

Uik =Dk — 9" Ciim(Ciy Ao — Agy) + Cin(Cir Ao — Agi)+
+ Crn (Gl Ao — Agy) + Ajy

ahol (T, Gy, C%) a Cartan-konnexié egyiitthatoi és

i L =T+ T
Jjk T 2 :

Egy Finsler-teret altaldnositott Berwald-térnek mondunk, ha az
altaldnositott Cartan-konnexi6 bevezethet6 oly modon, hogy az F;k
konnexiokomponensek csak a hely fiiggvényei.

Egy adott s (0),-homogén, kovaridns Finsler-vektormezd esetén
egyértelmten létezik olyan WT'(s) = (F},, Ni, Ci;) Finsler-konnexio, amely

kielégiti a (ﬁ), (@), (&) axiomakat és (ETS) helyett (é’v?)*) teljesiil:
(5’3*) WT(s) ferdeszimmetrikus és s-re igaz a kovetkezs Osszefiiggés:
;k - F,ij = 5§sk — )55 .
WT(s)-t Wagner-konnexionak nevezziik, komponenseit az
jik = F;Z + L*( ;kl + C;mci?ll)sl + (¥ Cji — y;Chy — ka;l)Sl + C;kSO +
+gjk82 — 528]- s

N} = Gi—L*C},s" +yps' — 650,
i = (9"0;91)/2

egyenlSségek szolgaltatjak, ahol s' = ¢"s,, , so = siy', y; = g;y" és Siy,
a Cartan tipusi konnexié S? wv-gorbiileti tenzormezdjének komponensei.

Egy Finsler-teret Wagner-térnek neveziink, ha a WT'(s) Wagner-konnexi6
bevezethets ugy, hogy az F ]’k egyiitthatok csak a hely fiiggvényei.

Az altalanositott Berwald-terek vizsgélataval tobb munka foglalkozik,
igy azok geodetikusairél T. Aikou és M. Hashiguchi [AH|, izometriiirol
Szab6 Zoltan [Sz2| cikkében olvashatunk. A kétdimenziés altalanositott
Berwald-tereket M. Matsumoto tanulmanyozta [M7|-ben. Szép példakkal
M. Hashiguchi, Y. Ichijyo [HI1] és Y. Ichijyo [Ich1] szolgal. Annak sziikséges
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és elegendd feltételét, hogy egy Finsler-tér mikor Wagner-tér Bacsé Sandor,
M. Hashiguchi és M. Matsumoto "Generalized Berwald spaces and Wagner
spaces" [BHM] cimii cikkében talaljuk meg, mig Matsumoto monografidjaban
ugyanerre egy masik tenzoridlis feltételt olvashatunk.

3.5.1. Tétel: [M2] Egy Finlser-tér pontosan akkor Wagner-tér, ha létezik
olyan s kovaridns Finsler-vektormezd, hogy V"C = 0 fennall.

Az elébbi cikkben talaljuk a kovetkezd érdekes tételeket:

3.5.2. Tétel: [BHM] Egy n > 2 dimenziés eltiné T tenzori Wagner-tér
Landsberg.

3.5.3. Tétel: [BHM| Egy n > 2 dimenziés Finsler-tér Landsberg és Wag-
ner pontosan akkor, ha az s kovarians vektormezé komponensei kielégitik a
kovetkezd két linearis egyenletrendszert:

T 2 T
th‘j|k = Whijkzrs €s Thijrs =0,

ahol

1 o
Whije = 3 hijr Vo T [LQChirS;kz + Chithjr — Chichj + (h, Z,])] )

Thije = LChijlr + InCij + LiChjr + [iChit + kChj
Vo = Ukdy, — yndj, — L*Cl,

és |, a v-kovaridns derivalast WT'(s)-ben, (h,i,7) az indexek ciklikus per-

c st

A skalar gorbiileti Wagner-terekrl M. Hashiguchi és Varga Tiinde [HV],
V. P. Singh és R. K. Srivastava [SS| munkéiban olvashatunk.

Tovabba M. Hashiguchi és Y. Ichijyo [HI2]-ben a konform transzforma-
ciokat tanulményozva kiemelked§ eredményeket értek el. Nevezetesen:

3.5.4. Tétel: [HI2|
(1) A Wagner-terek a konform transzforméaciokra nézve zartak.

(2) Ha egy Finsler-tér konform egy Berwald-térhez, akkor az sziikségképpen
Wagner.

(3) Ha egy Finsler-tér egy lokédlisan Minkowski-térhez konform, akkor az
sziikségképpen Wagner-tér azonosan zéré h-gorbiileti tenzorral.
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3.6. («,)-metrikaval ellatott Finsler-terek

1941-ben G. Randers [Ra| egy tobb szempontbol érdekes Finsler-
strukttrat tanulméanyozott. A Riemann-térbeli indikatrix (ellipszoid) centru-
méat tolta el, igy egy aszimmetrikus metrikdt kapott. FErre a graviticios
térelmélet és az elektrodinamika tanulmanyozasa inspiralta. Ezesetben az
alapfiiggvény

L(z,y) = a(z,y) + B(z,y) = \/ay(x)yiyd + bi(x)y (3.6.1)

alakban irhato, ahol o(z,y) a mar emlitett Riemann-metrika, 5(x,y) pedig
egy differencial egy-forma.

16 évvel kés6bb R. S. Ingarden [In1| monografidjaban ismét a (3.6.1)-beli
metrikaval taldlkozunk, szintén konkrét fizikai probléma kapcsan.

Tovabbi alkalmazasok talalhatok G. S. Asanov munkaiban [Asl],[As2] és
[HrS]-ben.

Az 4j metrika méas szempontbol is fontosnak bizonyult:

A Yasuda—Shimada-tételbél [YS]| tudjuk, hogy a Randers-metrikak példa-
val szolgalnak negativ konstans gorbiiletd Finsler-metrikakra.

Az 4j geometriai invaridnsok (mint a Z. Shen altal bevezetett S-gorbiilet
[She2|) konkrét kiszamitdsa — konnyen kezelhetésége folytdn — szintén a
(3.6.1)-beli metrikaval ellatott Finsler-tér esetén valosult meg.

Végiil axiomatikus szempontbol is kivételes kategoriat képeznek a
Randers-metrikaval ellatott Finsler-terek. Példaul egy Randers-tér rész-
sokasaga szintén Randers-tér.

Erdekességképpen megemlitjiikk, hogy D. Baonak és Z. Shennek a
kovetkezd specidlis Randers-metrikaval sikeriilt —1 negativ konstans gor-
biileti metrikat konstrualnia:

Legyen H" = (R™, @) —1 negativ konstans gorbiilet{i hiperbolikus Riemann-
tér és p(x) jeldlje az origdtol mért tavolsagot. Ekkor

sinh p(z)

L(z,y) = Va(z,y) + ply), y€eT.R"

cosh p(z)
Randers-metrika.

Ugyancsak egy Riemann-metrikibol és egy differencidl egy-formabol
felépiils, mésik nevezetes Finsler-metrika 1959 és 1961 kozott sziiletett meg.
Kropina a Finsler-terek projektivitasat vizsgalva az

o?(z,y) _ ay(z)y'y’
L(z,y) = -7+ = 3.6.2
o) | (362
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alakt metrikat vezette be.
A (3.6.1)-beli és a (3.6.2)-beli Finsler-metrikdk altalanositasaként 1972-
ben Matsumoto megalkotta az («, 3)-metrika fogalmat:

Definici6: [M8| Egy L(z,y) Finsler-metrikat («, 3)-metrikdnak neveziink,
ha L els6fokt pozitiv homogén fiiggvénye a(x,y) = +/a;;j(z)y’y’ -nek és
B(z,y) = b;(z)y" -nek, s erre az L(a, () jelolést alkalmazzuk.

Megjegyzés: (a, )-metrika esetén a Riemann-metrika nem sziikség-
képpen regularis és pozitiv definit.

Bar Kropina a rola elnevezett (3.6.2)-beli metrikat pusztan matematikai
szempontbol vizsgalta, kés6bb Shibata [Shil|, [Shi2] illetve Ingarden [In2]
tollabol megsziilettek a dinamikai illetve thermodinamikai alkalmazasok is.

Hashiguchi, Hojo és Matsumoto pedig altaldnositotta a Kropina-metrikat:

Definicio: [HHM]| Az
L=a™g™™  (m#0, —1) (3.6.3)
alaki (a, 3)-metrikat altalanositott m-Kropina metrikinak mondjuk.

1980-ban Hashiguchi és Ichijyo a kovetkez6 érdekes megéllapitasokat
kozolte:

3.6.1. Tétel: [HI3| Egy L = o + (3 Randers-metrika pontosan akkor pozitiv
értékid, ha a;; — b;b; pozitiv definit, feltéve, hogy a;; pozitiv definit.

3.6.2. Tétel: [HI3] Ha egy Finsler-tér barmely pontjaban az indikéatrix
kvadratikus hiperfeliilet, akkor az alapfiiggvény kielégiti a kévetkezd masod-
foki egyenletet:

r(x)L? + 2q;(2)y' L + py(2)y'y’ = 0,
tovabba o + 3, —a + 3 vagy o?/3 alaku.

Fizikai jelenség, a fény anizotrop kozegben valo terjedése inspirdlta Paul
Finslert, amikor 1969-ben levelet irt Makoto Matsumotonak. Ezen levélvaltas
eredménye egy ujabb («, §)-metrika, amelyet M. Matsumoto [M9]-ben pub-
likalt kétdimenziés esetben. Késébb Aikou, Hashiguchi és Yamauchi al-
talanositotta ezt a metrikat n-dimenzios esetre.

Definici6: [AHY]| Az
L=a*/(a—p) (3.6.4)

alaki (a, 3)-metrikdt Matsumoto-metrikanak hivjuk.
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Felmeriil a kérdés, milyen az («, 3)-metrikaval ellatott Finsler-terek kap-
csolata a mar ismertetett specidlis Finsler-terekkel? A teljesség igénye nélkiil
alljon itt néhany jol ismert eredmény. Nézziik elGszor a tenzorialis feltételeket
megadd eredményeket:

3.6.3. Tétel: [M5], [Ki], [M10] Egy Randers-tér pontosan akkor Berwald,
ha b; = 0, ekkor G%, =T =T% , ahol I, a Christoffel-, T az al-
talanositott Christoffel-szimbolumokat és a vessz6 szimbélum a Levi—Civita-
féle kovarians derivalast jeloli.

3.6.4. Tétel: [SSAY]| Egy Randers-tér esetén a kivetkezd hat feltétel ekvi-
valens egymassal:

(1) A tér Landsberg,

(2) A tér Berwald,

(3) Cio=0 DBI'-ban és CT-ban,
(4) T3 =T,
(3) bi =0,

(6) b;; =0 CT-ban.

3.6.5. Tétel: [Shil| A T, =T, feltétel akkor és csakis akkor teljesiil egy

Kropina-metrikaval ellatott Finsler-tér esetén, ha b,; = 0. FEkkor a tér
Berwald tipusii.

A 3.6.5. tétel szerint tehét b;,; = O teljesiilése csak sziikséges, de nem ele-
gendd feltétel ahhoz, hogy egy Kropina-tér Berwald-tér legyen. A sziikséges
és elegendd feltétellel Kropina-tér esetén [Shil], [Ki], [Shi3], [M10], 4ltalanosi-
tott m-Kropina-tér esetén [Ki|, [She3] foglalkozik. (Ezeket bonyolultsaguk
miatt itt nem idézziik).

3.6.6. Tétel: [HI1| Ha egy («, §)-metrikdval ellatott Finsler-tér esetén tel-
jesiil a b;; = 0 feltétel, akkor a tér Berwald és G, =T, =T%,.

C. Shibata [Shi3] megadta annak sziikséges feltételét, hogy egy (a,[3)-
metrikaval ellatott Landsberg-tér Berwald tipusuva véljon (ezt komplikalt-
sdga miatt nem emlitjiik). Sikeriilt még belatnia a kovetkezot:

3.6.7. Tétel: [Shi3] Ha egy (o, 3)-metrikival ellatott Finsler-tér esetén az
Rj, ;. h-gorbiileti tenzor eltiinik Cartan tipusii konnexi6 esetén, akkor a tér
Landsberg, feltéve, hogy a metrika pozitiv definit.
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Ugyancsak ebben a cikkben, C. Shibatdnak sikeriilt a 3.6.6. tételt
tovabbfinomitani a kovetkez6képpen:

3.6.8. Tétel: [Shi3] Egy (a,[3)-metrikaval ellatott Finsler-térben a T} =
F;k feltétel CT'-ban pontosan akkor teljesiil, ha b;,; = 0 és ekkor a tér Berwald
tipust.

A skalar gorbiilett (o, 3)-metrikaval ellatott Finsler-terek vizsgalata a
kovetkezd eredményekhez vezetett:

Definicio: [Shil| Legyen F™ egy n-dimenzios (o, 3)-metrikaval ellatott
Finsler-tér, tekintsiik a vele megegyezd alapsokasigi Riemann-teret. Ez
utobbit F"-hez asszocialt Riemann-térnek nevezziik.

3.6.9. Tétel: [M15] Egy («, 3)-metrikaval ellatott Finsler-tér akkor és csakis
akkor skalar gérbiilettd, ha az asszocidlt Riemann-tér skalar gérbiileti.

3.6.10. Tétel: [M5] Egy Randers-metrikaval elatott Landsberg-tér pon-
tosan akkor skalar gorbiiletid, ha az asszocidlt Riemann-tér konstans gor-
biilet1.

Ismert a Numata-tétel [Nul], amely szerint egy legalabb harom dimenzios
nem zér6 skalar gorbiiletti Landsberg-tér konstans gorbiiletdi Riemann-tér.
Mig Randers-metrikaval ellatott Landsberg-tér esetén igaz a

3.6.11. Tétel: [SSAY| Egy legalabb hiarom dimenziés Randers-metrikaval
ellatott skalar gorbiiletli Landsberg-tér Riemann vagy lokdlisan Minkowski
tipusi. Kétdimenzios esetben csak lokalisan Minkowski-tér lehet.

H. Yasuda és H. Shimada [YS|-ben megallapitotta annak sziikséges és
elégséges feltételét, hogy egy Randers-tér skalar gorbiiletdi legyen — ez a
feltétel késébb hidnyosnak bizonyult — és egy bonyolult formulat is ad-
tak a skalargorbiiletre. Kovetkezményként pedig megallapitottak, hogy egy
Randers-tér, melynél a b; gradiens vektor (F; = (0b;/dx? —0b;/dx")/2 = 0)
pontosan akkor skalar gorbiiletd, ha az asszocialt Riemann-tér konstans gor-
biilet.

Ugyancsak ebben a munkiban talaljuk meg a ketténél nagyobb dimenzios
konstans gorbiiletti Randers-terek osztéalyozasat. (Ez utébbirél olvashatunk
még [M11]-ben is.)

A lokalisan Minkowski tipusi Finsler-terek és az (a, 3) metrikaval ellatott
Finsler-terek kapcsolatarol — tobbek kézott — az aldbbiak ismeretesek:

3.6.12. Tétel: [YS] Egy nem trividlis Randers-tér esetén a kivetkezd négy
allitas ekvivalens:
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(1) A tér lokdlisan Minkowski tipusi,

(2) A tér konstans zér6 gorbiiletii, azaz Hj;, = 0,

(3) R, h-gorbiileti tenzor azonosan zéro,

(4) Az R%,,  (v)h-torzi6 tenzor azonosan zéré CT-ban.

3.6.13. Tétel: [Shil] Egy pozitiv definit Kropina-metrikival elldtott
Finsler-tér esetén a kovetkezd harom kijelentés egyenértéki:

(1) A tér lokalisan Minkowski tipusi,
(2) R;L]k = 0;
(3) Hyj. =0 és a "stretch" gorbiilet eltinik.

(Ez utébbi a Berwald-tipusi konnexi6 egy nem metrikus tenzora, melynek
komponensei ¥, = —y,0; Hy ;1 = 2(Priji — Prir|j), ahol Pp;; = ghrPZ-’;-.)

3.6.14. Tétel: [Ki] Egy Randers-tér pontosan akkor lokilisan Minkowski
tipusi, ha b;;; = 0 és R}, = 0.

Ejtsiink még szot az («, 3)-metrikaval ellatott lokalisan Minkowski-terek
egy specidlis osztalyarol, melyet M. Matsumoto vezetett be.

Definicio: [M13] Egy (a, §)-metrikaval ellatott lokalisan Minkowski-teret
flat parallelnek mondunk, ha o lokalisan flat, azaz Ry, = 0 és 3 parhuzamos,
azZaZ bz’;j =0.

A 3.6.14. tétel kovetkezétben egy Randers-tér mindig flat parallel, ha
lokalisan Minkowski tipusi. Egyéb («, (3)-metrikaval ellatott lokalisan
Minkowski-terek esetén pedig fennall a

3.6.15. Allitas: [M13] Ha egy (a,(3)-metrikival ellatott lokilisan
Minkowski-tér alapfiiggvénye

(1) cia+ o8 + 3%/, ahol ¢y, ¢y konstansok és cy # 0

vagy

(2) cia+ o8 + a?/3, ahol ¢y, ¢, konstansok és c; # 0

vagy
(3) (c10® + coaB + c33%) /(o + 3) , ahol ¢y, ¢, c3 konstansok
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alaku, akkor a tér flat parallel.

Megjegyzés: A 3.6.15. allitasbol nyilvanvald, hogy a (3) osztalyba tartozo
Matsumoto-tér flat parallel.

Végezetiil idézziik S. Numata egy érdekes eredményét. A szerzé egy 1j,
a Randers-metrikdhoz hasonl6 Finsler-metrikat konstrualt, amely L(z,y) =
w(y) + B(z,y) alaki, ahol p(y) egy lokalisan Minkowski-metrika, u(y) =
V9i;)yiyl és Blx,y) = bi(x)y' egy differencial egy-forma. Az Fj;(x) =
(Ob; /0x? — b, /Dx") /2 mennyiséget vizsgilva adodik a kovetkezd

3.6.16. Tétel: [Nu2] Ha egy Numata-metrikaval ellatott Finsler-tér teljesiti
az F;; = 0 feltételt, akkor a tér skalar gorbiileti. Ha a gorbiilet konstans,
akkor csak zérus lehet és a tér lokalisan Minkowski tipusi.

3.7. Douglas-terek

Ebben a fejezetben a Berwald-tér egy 1j, természetes altalanositasat
definialjuk, amelyet Bacsé Sdndor és Makoto Matsumoto vezetett be 1997-
ben [BM1] és Douglas-térnek nevezett el.

Tekintsiik az 1.1 fejezetben méar emlitett Euler-egyenletet — hasznalva az
ott bevezetett jeloléseket —

_dOL/oy" 0L
At o
Ha alkalmazzuk az F' = L?/2 jelolést, akkor az alaptenzor komponensei g;; =
0PF
Jyidy’

Ei(c) —0. (3.7.1)

formaban irhatok és jol ismert a

0PF oF
2G,; = — T —
Oy’ Ox” oxJ
figgvények ilyen elgallitiasa. Hasznaljuk a (¢”) = (g;;) " és G' = ¢YG,
Osszefiiggéseket, igy az

Lg"E;(c) = &' + 2G"(x, %) — Sx =0
egyenlGség és az ivhossz-integral extremalisaira az
il — @it 4 2DY (x, 1) =0 (3.7.2)
differencidlegyenletek adédnak, ahol
DY (w,y) = G'(z,y)y’ — G’ (2, )y’ . (3.7.3)
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Definicié: |[BM1| Egy Finsler-teret Douglas-térnek neveziink, ha a (3.7.3)-
beli fiiggvényrendszer y'-ben harmadfoki pozitiv homogén.

A kétdimenzios eset vizsgalata folytan adodott a

3.7.1. Tétel: [BM1] Egy kétdimenziés Finsler-tér akkor és csakis akkor
Douglas-tér, ha egy (x,y) lokalis koordinatarendszerben a geodetikusok
y" = f(x,y,y’) differencialegyenletében az f(x,y,y’) fiiggvény y'-ben legfel-
jebb harmadfoki pozitiv homogén.

A szerz6knek azt is sikeriilt igazolni, hogy egy
v =Y3(y)* + V2(y)" + Vi(y) + Yo

alaku differencialegyenlet, ahol az Y3, Ys, Y7, Yy az (x,y) fiiggvényei, esetén
ez a specialis alak nem fiigg a koordinatarendszer megvalasztasatol.

Masrészt az el6bbi definicié implikalja, hogy egy Finsler-tér pontosan
akkor Douglas tipusi, ha

Dl = 00;0:00(Gly™ — G™y') = 0.

A kijelolt szamitasokat elvégezve és a projektiv invarians Douglas-tenzor

1 1 .
D;Lij = Glhz‘j - n—_HGhijyl B {Ghiéé‘ + (h%])}

komponenseit felismerve

adodik, ahol Gri = Gri" a hv-Ricci tenzor Berwald tipusi konnexié esetén,
Ghij = 0;Ghi , (h,i,j, k) jelentése (h, i, j)-vel analég. Igy kimondhaté a

3.7.2. Tétel: [BM1] Egy Finsler-tér akkor és csakis akkor Douglas tipusi,
ha Douglas-tenzora azonosan zérus.

3.7.3. Tétel: [BIK]|, [BM2| Ha egy Landsberg-tér Douglas tipusi, akkor az
Berwald-tér.

A 3.7.3. tétel bizonyitasat pozitiv definit metrika esetén a |BIK]| dolgozat-
ban, nem feltétleniil pozitiv definit metrikdk alkalmazasa mellett [BM2]|-ben
talaljuk.

A Douglas-tenzor projektiv invariancidja miatt igaz a
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3.7.4. Tétel: [BM1] Ha egy Finsler-tér projektiv relacioban van egy
Douglas-térrel, akkor az Douglas tipusi.

Néhany Douglas-teret megad6 metrikiara tobb példat is talalunk:
1. Példa: [AMa|, [BM1] Tekintsiik a kovetkezs differencialegyenletet:
y'+ P(x)y + Qz)y + R(z) = 0.

Ez egy kétdimenziés olyan Douglas-térnek a geodetikusait adja meg, amely-
nek metrikus alapfiiggvénye

Liz,y) = %f P [9R(z) — Q)2 (') + (12)?]

alaki és ahol z = (2!, 2?) illetve y = (y', y?) a hely- illetve az iranyvektorok
a megfelel6 koordinatakkal.

2. Példa: [AMal, [BM1]| Legyen adva az

differencidlegyenlet. Ez az

D) 1 (v?) ’ 1y(,2
L(z,y) = (y*) arctan ¢ — (y') log [ 1+ [ =5 ) — (2')(y°)
(¥?) (y")
alaki Douglas-metrika geodetikusait adja megoldasként ugyancsak kétdimen-
zi0s esetben (x és y mint az 1. példaban). E metrika mar nem Berwald tipusa
metrika.

Tovabbi példat kapunk Douglas-terekre, ha a Douglas tipusi Wagner-
tereket vizsgaljuk:

3.7.5. Tétel: [BM1] Egy n-dimenziés Wagner-tér Douglas-voltanak sziik-
séges és elegendd feltétele, hogy a

W9 = L*g"y — ¢’'y')si
y'-ben harmadfoki pozitiv homogén (s)(x) a Wagner-konnexiét megadé
definiciéban szerepls vektormezd).

Az (o, §)-metrikaval ellatott Finsler-terek és a Douglas-terek kapcsolatat
vizsgélva a szerzéparos a kovetkezd tételeket igazolta:



3.7. DOUGLAS-TEREK 43

3.7.6. Tétel: [BM1] Legyen " egy Kropina-tér.
(1) Ha F" (n > 2) egy Wagner-tér, akkor az Douglas tipusii.
(2) Minden F? (Kropina-tér) Douglas tipusi.

3.7.7. Tétel: [BM1] Egy n-dimenziés Randers-tér akkor és csakis akkor
Douglas-tér, ha a (3 egy-forma zart, azaz 0;b; — 0;b; = 0 . Ekkor

. . 700 .
2G' =T+ ——v*,
00 a—i—ﬁy

ahol r;; = b;.; .

Erdekes osszevetni a 3.7.7. tételt a Kikuchi-tétellel, mely szerint egy Randers-
tér pontosan akkor Berwald tipusu, ha b;; = 0 és ekkor 2G* =T}, .






4. fejezet

Finsler-terek projektiv
megfeleltetésel

4.1. Sikprojektiv Finsler-terek

A sikprojektiv terek olyan affin pélyaterek, amelyeknek pélyai egyene-
sek. Ha azt kérdezziik: melyek azok a Finsler-terek, amelyek sikprojektiv
térre palyatartéan leképezheték, akkor Hilbert negyedik problémajat fogal-
maztuk meg: melyek azok az alapfiiggvények, amelyeknek extremalis serege
egyenesekbdl all [Hil].

Definici6: [AIM] Egy Finsler-teret egyenes geodetikusokkal rendelkezének
vagy sikprojektivnek mondunk, ha az alapsokasag lefedhets olyan koordina-
takornyezetekkel, amelyekben minden geodetikus reprezentdlhaté n darab
r' =z} + ta’ t paraméteres lineéris egyenlettel.

Jol ismert, hogy egy lokalisan Minkowski-tér adaptalt koordinatarend-
szerének értelmezési tartomanya altal az alapsokasig egy olyan lefedését
kapjuk, amelyben az alapfiiggvény csak 1° fiiggvénye. Ekkor a G' mennyi-
ségek eltiinnek és a geodetikusok (1.3.5) egyenlete d?z/ds?® = O-ra re-
dukalodik, azaz a geodetikusok ,kiegyenesithet6k”. Ezek szerint barmely
sikprojektiv Finsler-tér projektiv egy lokalisan Minkowski-térhez.

Sajnos a sikprojektiv tér létezéséhez sziikséges eltting Weyl-tenzor illetve
kétdimenzios esetben a K gorbiileti tenzor (amelynek komponensei Rund ti-
pust konnexi6 esetén Kj, = Rj ;. — C; R) a szamitasok szempontjabol
rendkiviil nehézkes és hosszadalmas. Igy az alkalmazasok szempontjabol
fontos, hogy lényegesen konnyebben szamithat6 tenzorokat taldljunk a mér
emlitettek helyett. Ezek az 1j tenzorok — amelyeket Bacsoé Sandor és Makoto
Matsumoto vezetett be — az Gn. @Q-invaridnsok segitségével adédnak. Te-
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kintsiik az F™ = (M",L(a:,y)) — = (M", f}(x,y)) projektiv megfelel-
tetést, amely mellett valtozatlanul maradnak a kévetkez6 projektiv invarian-
sok:

1
Q -invarians: Q" = G" — ——Gy"
n+1

. 1

Q'-invarians: Q" = 9,Q" = G" — —— (Giyh + Gé?) ,
n+1
. . : 1

()*-invarians: Z =0,Q! = G?j — n—H(szyh + Gi(s]h + Gj5ih) )

ahol G = G}, G; = G}, & G = G;; a hv-Ricci-tenzor Berwald-konnexio
esetén.
A Q?-invarians kielégiti a kovetkezs fontos azonossagokat:

b= r=0. (4.1.1)

] Jio rj
Masrészt a Q*-invariansbol egyszeriien szirmaztathato a
Dzhjk = 81@@% (4.1.2)
Douglas-tenzor és egy tjabb (Q3-invarians tenzor:
Q?jk = 51@@% + Qi b — 0;Q% — Qi ]:j ) (4.1.3)

A 3-invariansra fennall a

Osszefiiggés.

gy a Qi; = Qj;, Ricci tipust tenzor segitségével két, a projektiv Finsler-
geometria elméletében (az alkalmazéasok terén) jelentds tenzort allitanak el
a szerzGk |[BM3|-ban:

1
IT'-tenzor: H?jk = Zk + m(éthzk —61Qi5) (4.1.5)

IIP-tenzor:  Ilij, = 0p Qs + Qf;Quie — 0;Qir — Q3Qrj . (4.1.6)
Majd belatjak, hogy igaz a

4.1.1. Tétel: [BM3] A Berwald-féle gorbiileti tenzorbél képezhets Weyl-
féle projektiv gorbiileti tenzor egybeesik a () invaridnsokbol szarmazé I1'-
tenzorral.
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A (4.1.2)-bol 1athato, hogy egy Finsler-tér akkor és csakis akkor Douglas-
tér, ha a Q?j fiiggvények csak a helytsl, azaz 2°-t6l fiiggnek. Ennek
kovetkeztében a (4.1.3)-ban megadott Q3 invarians tenzor sem fiigg y-t6l
és ezaltal a IT' és TI? tenzorok is csak a hely fiiggvényei. Igy igaz a kovetkezs:

4.1.2. Tétel: [BM3] Egy Douglas-térben a Weyl-tenzor komponensei csak a
hely fiiggvényei.

Kovetkezésképpen a sikprojektiv térre egy — a definiciobelihez képest — 1]
karakterizalo tulajdonsagot allapithatunk meg:

4.1.3. Tétel: [BM3| Egy F™ Finsler-tér pontosan akkor sikprojektiv, ha az
Douglas-tér és teljesiil a

(1) n>2: H?jk:() vagy (2) n=2: ILj=0
feltétel.

A koordinitatranszformaciok vizsgalatit megkonnyiti, hogy a ? inva-
ridnsok altal meghatarozott II' és I1? tenzorok csak a hely fiiggvényei egy
Douglas-térben. Igy elegendé csak az (z') — (&) koordinatatranszformaciot
tekinteni. Ennek kapcsdn a mésodrendd kozonséges differencidlegyenletek
megoldasainak ,kiegyenesithetGségére” jol kezelhets, sziigséges és elegendd
feltételek adhatok kétdimenzioban [BM3].

(1) Az y" = f(x,y) differencidlegyenlet megoldasai akkor és csakis akkor
adjak egy sikprojektiv Finsler-tér geodetikusait, ha f(z,y) = A(x)y +
B(z) alaku, azaz f(z,y) y-ban linearis.

Ez az eset az y’ = k(z,y)(y)? differencislegyenletnél pontosan akkor
kovetkezik be, ha k(z,y) = C(y)x + D(y) alak.

(2) Az v = P(2)y' + Q(2)y + R(x) mésodrendi kozonséges differenciale-
gyenlet, sikprojektiv, kétdimenzios Finsler-tér geodetikusait szolgéltatja.

Bacsé Sandor és Makoto Matsumoto a sikprojektiv terek tovabbi vizs-
galata folytdn a kovetkezd eredményeket nyerték:

4.1.4. Tétel: [BM4] Egy legalabb haromdimenziés Finsler-tér akkor és
csakis akkor sikprojektiv Berwald-tér, ha az lokalisan Minkowski tipusd vagy
konstans gérbiiletii Riemann-tér.

4.1.5. Tétel: [BM5] Legyen (z') és (i') két egyenesvonalii koor-
dindtarendszer — azaz olyan koordindtarendszer, amelyben a geodetikusok
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lineéris egyenletrendszerrel adhatok meg — egy sikprojektiv Finsler-térben.
A ketté kozotti kapcsolatot az
i = Gr ta , ahol ¢, ¢ ¢, ¢ konstansok (4.1.7)
cxr" +c
Osszefiiggés irja le.
Forditva, ha (z') egy egyenesvonalu koordinatarendszer, akkor ebbdl a (4.1.7)
szerint ad6do (i') koordindtarendszer is egyenesvonalil.

A 4.1.5. tételben szerepls transzforméaciot projektivnek nevezziik. Ennek
a tételnek egy hosszadalmas és bonyolult bizonyitasat talaljuk [M12]-ben,
mig a Douglas-tereknél elért eredmények felhasznilasaval egy konnyen at-
tekinthetd, rovid igazolast lathatunk, amely a mér emlitett Heil-tétel ered-
ményét pontositja.

Egyenes geodetikusokkal rendelkez§ Finsler-terekrsl Hilbert (1894) és
Hamel (1901) munkai 6ta szamos érdekes eredmény latott napvilagot, tobbek
kozott Wirtinger [Wi], Funk [Fu2], [Fu3], Berwald [B5], Varga [V3], Rapcsak
[Rapl] és Okada [O1], [O2], Hashiguchi és Ichijyo [HI3] munkai.

M. Matsumoto tobb irdsaban foglalkozik sikprojektiv Finsler-terekkel,
[M13]-ban sziikséges és elegendd feltételt ad egy («, 5)-metrikaval ellatott
Finsler-tér sikprojektiv voltara, [M12]-ben a konstans gorbiiletti, sikprojek-
tiv Finsler-tereket térképezi fol.

4.2. Specialis Finsler-terek projektiv megfelel-
tetései

I. W. Roxburgh: "Finsler spaces with Riemannian Geodesics" cimi
munkajiban veti fel a kovetkez6 — napjainkban sem teljes egészében
megoldott — probléméat [Rox]:

Hatarozzuk meg az Osszes olyan Finsler-teret, amelynek geodetikusai
egyidejtileg valamely Riemann-térnek is geodetikusai, azaz adjuk meg az
osszes olyan Finsler-teret (metrikat), amely projektiv valamilyen Riemann-
térhez (metrikdhoz).

Mivel egy Riemann-térben a Douglas-tenzor azonosan zérus, igy az el6bbi
tulajdonsidgi Finsler-terek csak a Douglas-terek kozott fordulhatnak eld.
Bacso Sandor geodetikus leképezéseket vizsgalod dolgozataban [Ba| a fenti
problémahoz tartozo tobb részeredmény talalhaté. A szerzd ismerteti Rap-
csdk Andras [Rap2| és M. Matsumoto [M3| azon tételét, amely szerint:

Ha egy F™ = (M™, L) Finsler-tér projektiv egy F" = (M", L) Finsler-
térhez, akkor

lij;,«yr =0 y (421)
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ahol [;; = %ﬁij = 2(gij — I;1;) és l; = ;L, a ; szimb6lum a Berwald-konnexi6
szerinti h-kovarians derivalast jeldli.

Majd a (4.2.1) egyenletet hasznilva bevezeti az erés projektivitas fo-
galmat.

Definicié: [Ba] Ha a Finsler-terek kozotti projektiv megfeleltetésnél az
lij.r = 0 feltétel teljesiil, akkor azt erds projektivitasnak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy az ﬂj;k = 0 feltétel teljesiil pozitiv definit Berwald-
terek és Riemann-terek kozotti projektiv megfeleltetésnél is.

Tovabbé a szerz6 belatja, hogy igaz a

4.2.1. Tétel: [Ba] Tekintsiik az F" Finsler-tér és R" Riemann-tér kézotti
erds projektivitast, ekkor a projektiv faktor p(z,y) = e#@ B(z,y) formaji,
ahol B(x,y) az R™ Riemann-tér metrikus alapfiiggvénye, ¢ tetszoleges, csak
a helytdl fiiggd, differencialhaté fiiggvény.

4.2.2. Tétel: [Ba] Ha az F" = (M",L) — R" = (M™", L) megfeleltetés
erds projektivitas és F™ konstans gorbiiletii, akkor a kévetkezd két eset lehet-
séges:

(1) K=0 vagy (2) K#0 é L=e"@L,

ahol K a gorbiileti konstans, 1 tetszéleges, csak a helytdl tiiggs, differencial-
haté fiiggvény.

Megjeqyzés:
H. Rund [Ru] és T. Aikou [Ai| szamitasaibol tudjuk, hogy a (2) esetben
ez a megfeleltetés hasonlosag.

Bacso6 Sandornak és Makoto Matsumotonak (v, 3)-metrikaval ellatott
Finsler-terek esetén sikeriilt igazolni a kovetkez6 osztalyozasi tételeket:

4.2.3. Tétel: [BM6] Tekintsiik a
v:F" = (M",L(oz,ﬁ)) — " = (M”,[:(oz,ﬁ))

projektiv megfeleltetést n > 2 esetén. FEkkor a kidvetkez6 harom osztaly
lehetséges:

(1) ~ hasonlésag, ekkor L = rL, ahol r # 0 konstans;

(2) B zért forma és («, 3) parallel par, ekkor ~ iin. Randers-megfeleltetés,
azaz L = rL + s(3, ahol r # 0 és s konstans;
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(3) (a, B) parallel par, ekkor minden («, [3)-metrika projektiv egyméashoz és
az asszocialt Riemann-térhez is. Ebben az esetben a Berwald-konnexié
egybeesik a Levi—Civita-konnexiéval.

4.2.4. Tétel: [BM6] A
v F?= (M2,L(oz,ﬁ)) s F? = (M2,[~/(oz,ﬁ))

projektiv megfeleltetés esetén az el6z6 tétel harom osztalyan kiviil még
tovabbi harom osztaly adédik:

(4) 0" =1* #£0, ekkor G =G és ay =bib; /b +ecic;
(B=bi(z)y", a=ay(@)yy, e==1, ci=c(2), ¢; =c;(z))
tovabba 0;b; — 0;b; = A(z)(b;ic; — bjc;), ahol A(z) tetszGleges fiiggvény;
(5) v¥* =0 és a®* £ 0 (mod f3), ekkor az (1) és (2) eseteket kapjuk;
(6) b* =0és a®> =0 (mod ), ekkor G = G és a;; = (b;c; + bjc;)/2, tovabba

0;b; — 0;b; = B(x)(bic; — bjc;), ahol B(x) tetsz6leges fiiggvény.



5. fejezet

Vizsgalatok specialis
Finsler-terekben

Ebben a fejezetben sajat eredményeimet részletezem.

5.1. A kozonséges masodrendii differencial-
egyenletek kiegyenesithetdségéraol

V. 1. Arnold a differecidlegyenletek geometriai tartalmét vizsgalo
kényvében részletesen elemzi a

d*y/da* = ®(x,y, dy/dz)

méasodrendd egyenletet. Tobbek kozott azt a kérdést boncolgatja, hogy
az egyenlet &ltal az (z,y) sikon megadott kétparaméteres gorbesereg
kiegyenesitheté-e (attranszforméalhato-e egyenessereggé) a sik egy alkalmas
diffeomorfizmusaval. Ennek kapcsan bizonyitasra keriil az 5.1 fejezet elss
tétele.

5.1.1. Tétel: [Arn] A
d*y/dx® = ®(z,y, dy/dz) (5.1.1)

differencidlegyenlet pontosan akkor hozhaté d*y/dz* = 0 alakiira a sik
valamely diffeomorfizmusa segitségével, ha ® dy/dxz-ben legfeljebb harmad-
fokii polinom és ez a dualisara ugyancsak teljesiil.

Tekintsiink most egy n-dimenziés Finsler-teret! Ennek geodetikusait a
mér emlitett

d*z'/dt* = —2G"(x, 7)
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differencidlegyenletek szolgaltatjak. A fenti egyenlet integralgorbéit palyak-
nak nevezziik. |AIM]|-bol ismert, hogy ezek az egyenletek a P™ palyateret
implikéaljak, amely projektiv az F Finsler-térhez, ha P" egy palyaja geode-
tikus gorbéje F™-nek és forditva.

M. Matsumoto egyik, a téméaval foglalkoz6 dolgozatabdl ismert az

5.1.2. Tétel: [M14] Egy kétdimenziés pélyatér projektiv valamely kétdi-
menziés Finsler-térhez.

A projektiv relacio folytan el6allé invaridns tenzorok, a Weyl- és a
Douglas-tenzor koziil az utébbi
D}, = 0°Q"/0i" 01 0i'
alakban irhato, ahol Q" = G" — "G 2+, G =G}, G = 0G'/9i7 [BM1].

n+1?
Ugyancsak ebben a dolgozatban bizonyitott az

5.1.3. Tétel: [BM1] Egy kétdimenziés Finsler-tér akkor és csakis akkor
Douglas tipusi, ha a geodetikusok (x,y) lokéilis koordinatarendszerben
megadott

d*y/dx® = ®(z,y,dy/dx) (5.1.2)

egyenletében a ® legfeljebb harmadfokii polinom dy/dzx-ben.
Az elmondottakbol kovetkezik az

5.1.4. Tétel: [BM3] A d*y/dz* = ®(x,y, dy/dx) masodrendii differencidle-
gvenlet d?jj/dz*> = 0 alakiira hozhat6, ha — az egyenlet &ltal indukalt — P?
palyatér projektiv egy kétdimenziés Douglas-térhez.

Bécs6 Séndor és Makoto Matsumoto a kétdimenziés Douglas-terek
feltarasa kapcsan igazoltdk az alabbi harom tételt:

5.1.5. Tétel: [BM3| Egy kétdimenziés Finsler-tér pontosan akkor sikprojek-
tiv, ha Douglas tipusi és teljesiti a Il;;;, = 0 feltételt, ahol

Mije = 0Qi; /02" + Q7,Qui — 0Qir /077 — QQrj 65

. P (Gh—i"G=5)

v 0419
5.1.6. Tétel: [BM3] Egy kétdimenziés Finsler-tér akkor és csakis akkor
Douglas-tér, ha az (5.1.2) egyenlet

y"' = k(x, )W) + Mz, y) ) + g(z, )y + f(z,y) =
= Q§2(y,)3 - (Q%z - 2@%2)(3/)2 - (QQ%Q — Qh)y' + Q%l alakot oOlt.
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5.1.7. Tétel: [BM3| Egy kétdimenziés Douglas-tér pontosan akkor sikpro-
jektiv, ha Il;15 = 0 és 11y = 0 teljestil.

Alkalmazva a fenti eredményeket, kiszamoltuk a II;;5 és Ils;5 kompo-

nenseket.

5.1.8. TETEL: [BOSZ| Douglas-térben a Ily15 és Ily2 komponensek a
kovetkezoképpen allithatok el6:

P f(zy) | 20%g(x,y) 1 dg(z,y) Oh(z,y)
e = — 012 + 3 owdy gg(%y) oy + f(z,y) oy +
0f (x,y) 10°h(z,y) 1 Oh(z,y)
+ h(z,y) o s a2 T 3d@y)
8f(93,y) - 3 2 2 o
+ k(z,y) o 579 (z,y)h(z,y) + 3g(fv,y)/€(x,y)h(x7y)
9
(5.1.3)
10%g(x,y)  20%h(z,y) 1 dg(z,y) Ok(x,y)
Moo = — ——2 > d) 27 " d) =
of(x,y)  Pk(zy) 2 Oh(z,y)
+ 2k(x,y) o 92 + Bh(x,y) o +
+ gk(%y)T — 2—79($7y)h (w,y) + gh(%y)T—
1 Ok(z,y) 1 99(z,y) 2
39(1’,?/) e 3k(:r,y) o gh(x,y)g(x,y)k(fv,yH
2

+ 592(93,@/)%(%?;) :
(5.1.4)

Nézziink most néhany példat kétdimenzios, sikprojektiv Finsler-terekre!
Tegyiik fol, hogy F? (z,y) stkon megadott geodetikusainak differencial-
egyenlete az alabbi 6t osztaly valamelyikébe tartozik:



54 5. FEJEZET. VIZSGALATOK SPECIALIS FINSLER-TEREKBEN

(1) y" = flz,y);

(2) y" = glz, 9y + f(z,9);
(3) ¥ =Kz, y)(¥)*;

(4) y" = h(z,y)(y)*;

(5) y" = glz,9)y".

Ekkor a II tenzor komponensei rendre a kovetkezéképpen adodnak:

N

(2) iz = _622(;72, s §a2§y(z’yy) - %g(fﬂ,y)%ﬂ;w :

(3) Thip =0, Tl = _92/;(;02, v) .
L
(5) Tz = %aQagig;,y) o2, — —;a%(y )

Kévetkezésképpen, F? akkor és csakis akkor sikprojektiv, ha az elébbi f, g,
h és k fiiggvények rendre az alabbiak szerint irhatok:

(1) f(z,y) = A(x)y + B(z) ;
(2) f(z,y) = o1(2)y® + o2(2)y* + os(x)y + 0u(x) ,  g(z,y) = a(z)y + B(x) ;
(3) k(z,y) = C(y)r + D(y) ;

(4) h(z,y) = E(y)z+ F(y), ahol dE(y)/dy+ (E(y)+ F(y))E(y) =0;

(5) g(z,y) =y(z)y+d(z), ahol gdv(x)/dl’ - %(v(fr)y +6(x))v(z) =0.
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5.2. Gyengén Berwald Finsler-terek

Ebben a fejezetben a mar részletesen targyalt Berwald-terek egy tjabb
altaldnositasaval ismerkediink meg. Z. Shen monografidjaban taldlkozhatunk
a weakly affin spray fogalmaval:

Definicio: [She3| Egy sprayt weakly affin spraynek neveziink, ha a Gy =
wt (hv)-Ricci tenzor azonosan zérus, ahol a (hv) gorbiileti tenzor a
Berwald-konnexi6 koefficiensébdl G, = 0,G";, formaban szarmaztathato.

Ez motivalt benniinket egy 1j, specialis Finsler-tér tipus bevezetésére:

DEFINICIO: [BSZ] Egy Finsler-teret gyengén Berwald-térnek mondunk,
ha a (hv)-Ricci tenzor azonosan zéro.

E tértipust tanulmanyozta Bacs6 Sandor és R. Yoshikawa 2002-ben meg-
jelent dolgozatéban.

M. Fukui és T. Yamada bizonyitotta, hogy az eltiiné Douglas tenzora
Berwald-tereket a G;; = 0 Osszefliggés karakterizalja. Méasszoval ezt igy
mondhatnénk:

5.2.1. Tétel: [BY| Egy legalabb kétdimenziés Finsler-tér gyengén Berwald
és Douglas tipusi akkor és csakis akkor, ha Berwald.

5.2.2. Tétel: [BY| Egy kétdimenziés Finsler-tér gyengén Berwald és Lands-
berg tipusi pontosan akkor, ha Berwald.

Megjeqyzés:

Mivel harom vagy annal nagyobb dimenzi6 esetén a G;; = 0 és y" G, =
0 feltételekbsl nem kovetkezik G, eltiinése, igy egy gyengén Berwald és
Landsberg tipust Finsler-tér sem sziikségképpen Berwald.

5.2.3. Tétel: [BY] Egy legalabb haromdimenziés, sikprojektiv gyengén
Berwald-tér zérustél kiilonb6z6 konstans gorbiiletii Riemann-tér vagy
Minkowski-tér.

5.2.4. Tétel: [BY| Egy harom vagy annal nagyobb dimenziés skalar gor-
biiletii Finsler-tér konstans gorbiiletii voltahoz sziikséges és elégséges felté-
tel, hogy a G, tenzor mindhdrom indexében szimmetrikus legyen. (A ;
szimbolum a Berwald tipusi konnexi6 szerinti h-kovaridns derivéldst jeloli.)

Ko6vetkezmény:
Egy kettonél nagyobb dimenzios, skalar gorbiiletii gyengén Berwald-tér kons-
tans gorbiiletii.
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|BSZ|-ben a Kropina tipusu gyengén Berwald Finsler-terek vizsgalatét
végeztiik el:
Jol ismert, hogy Kropina-térben a G(x,y) fiiggvények

6E00 y_Z o a2F0i i O{2F0
a? ) b? B B
alakban irhatok, ahol T% (r) az a(x,y) Riemann-metrika Christoffel-
szimboélumait jeloli [M15], [Shil].

Tovabba

i

(5.2.1)

. , b
2G¢ = F(Z)O(x) -2 <F0 + + E()o) ﬁ

Eij = (Vb + Vibj) /2, (5.2.2)
Fyj = (Vb = Viby) /2, - (5.2.3)
Fi=ad"F;; F=>bF; F=dF, ( )
bi=a"b.; b =0b"b,, (5.2.5)
Eou=E.y"; Ew=Ey'y°, (5.2.6)
Fo=Fy.: Fy=Fy", (5.2.7)
amelyekben V a Levi-Civita konnexié szerinti kovarians derivalasra utal,

(a) pedig az (a;;) matrix inverze.
Az (5.2.1) ismeretében adodik a

o (2Fga;0 + o F)) 3+

2GE =2Ti — 2 [Fj 1 bifw + 25850 _ QEOO%O} v

o2 ol

Oé2Fébj
52

Oé2Fobj
62

+ |:(2F06Lj0 + OK2F}')5 —
(5.2.8)

Osszefiiggés, amelybdl az ¢ és 5 indexekkel valé kontrahalas utan kapott kife-
jezést y* és y' szerint derivalva a (hv)-Ricci tenzor

G = — w _ <bkalo + bza;:o + Bam 45akfazo) oot
o2b o o
(5.2.9)
by — 2 b — 2
+ kaGkOEZO + 7l azﬁalo EkO - /6Ekl

alakban irhaté.
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Most mar a G, konnexiokoefficiensek kiszamolhatoak és a (hv)-gorbiileti
tenzor Kropina-tér esetén

;ik, =U}Ej, + U;Ek, + UlEy; + ViiEjo + ,;’Eko + ;'kElo + Z;ik,Eoo+

+ Ajg <—FlZ + Flb—2) + A <_sz + F]b—2) +

7

. b . b

b b2
(5.2.10)
alakot 6lt, amely
i i i 1, i b
el =UrEji + VigEjo + ngszoo + Aji, <—Fz + Flb—g) +
(5.2.11)
1 ; b .
+ gBjkl (—Fo + Fob—2) + (4, K, 1)
formaban is irhato, ahol
Bajo
K; = —@+2ag,
i 2 i i
U; = W(Kﬂ/ - 255]') )
. 4 da.na . . .
k= peI] [((bjako + brajo + Bajr)a® — %)yZ + K;o), + Kio; |

. 2 4 8Bajparoa , i
Loy = W{ [bjakl - @(bjako + Bajr)an + w + (ks l>] y+

4Baoa ; .
+ [2(53'%0 + brajo + Paji — %)@Z + (4, k, l)] } ’

2 a 'Obk + akob' Oé2b'bk
R e e
2 2a; bkbl OéQb'bkbl .
B = @( Joﬂ — agrb — 5]2 +(]7k7l))'
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Igy az (5.2.9) és (5.2.11) egyenletek struktirdjat tekintve a kovetkezd két
tétel nyert igazolast:

5.2.5. TETEL: [BSZ| Egy n-dimenziés Kropina-térben, ha Ej; = 0 , akkor
le - 0 .

5.2.6. TETEL: [BSZ] Egy n-dimenziés Kropina-térben, ha F};, nem
azonosan zérus, akkor a G; w (hv)-gorbiileti tenzor sem sziikségképpen zéro.

Az el6bbi tételeket hasznalva egy konkrét példat adunk gyengén Berwald
tipusi Finsler-térre:

Legyen (bl(x)) kovarians vektormezd egy paratlan dimenziés euklideszi
térben, ekkor Ej = 0 és Fy # 0. Jeloljon Q;; egy (n x n)-es,
ferdeszimmetrikus, kvadratikus matrixot, (z') pedig egy pont koordinatait.
Konstrualjuk meg a (b;(z)) vektormezst a kovetkezdképpen:

bi(x) = Qija? +¢;

ahol c¢;-k konstansok. Konnyen belathatd, hogy ebben a specidlis esetben
V,bi+V;b; =0 és V;b, — V;b; # 0, ezért egy olyan Kropina-tér, amelyben
a (3 egy-forméat a b;(z) = Q;;27 + ¢; generalja. E tér gyengén Berwald és nem
Berwald tipusii.

A Randers tipusi gyengén Berwald Finsler-terek leirasat Bacso Sandor és
R. Yoshikawa dolgozataban taldljuk. A szerz6k bebizonyitottdk, hogy igaz
az

5.2.7. Tétel: [BY| Egy Randers-tér pontosan akkor gyengén Berwald ti-
pust, ha a (bi(z)) vektor kielégiti az

egyenletet, amelyben a jelolések az (5.2.2) és (5.2.4)-ben emlitettek.

5.3. Kétdimenzios Finsler-terek

A Berwald-frame

A Riemann-geometridban megismertekhez hasonléan az alacsony dimen-
zi6s Finsler-terek szdmos specialis jellegzetességgel birnak. Ebben a fe-
jezetben a kétdimenzios Finsler-terekkel foglalkozunk részletesen.
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Az ilyen terek tanulmanyozisat, a felmeriil6 szamitasok elvégzését
megkoénnyiti egy ortonormalt frame, az tn. Berwald-frame hasznéalata,
amelynek (I, m) vektormezgit a kovetkez6képpen definidlhatjuk:

. 1 . .
ZZ - — ¢ lz — &L y
Ly )
hij =em;m;, €==l1, (5.3.1)

j i
m’ =0, mm'=¢,

ahol h;; = L&-@L és ¢ a kétdimenzios Finsler-térhez tartozo szignattra. Az
(5.3.1)-ben leirtakbol adédnak a

gij = lll] + €mimj = lzlj + hij s

1
(m17m2) - —(_l27l1> ) (532)
V09l
(my,my) = /]g|(=%,1"),
g = det(g;;) = e(lyma — lamy)?

osszefiiggések. Tovabba a Cyjp = 810]0143([12 /4) Cartan-tenzor komponensei
Berwald-frame-ben

alakban irhatok. Az igy definidlt I skalarmez6t a kétdimenzidés Finsler-tér
foskalarjanak nevezziik.

A kétdimenziés Finsler-terek elméletének alapjait Berwald nagyszeri
munkéiban talaljuk meg [B1], [B3|, [B7], [B§], [B9].

A [B7]-ben bevezetett fskalar (5.3.3)-beli elegans formajat [B3|-ban
olvashatjuk, [B4]-ben pedig Berwald utal arra, hogy (5.3.3)-bol kovetkezik
az

kapcsolat, ezért C; = 0 a C-tenzor eltiinését implikalja, azaz a tér Riemann
tipust.
Tekintsiik az ismert

Lﬁjlz = emimj

(5.3.5)
La]lz = Em;my;
osszefliggéseket és az (5.3.3) egyenldséget, ekkor a
. 1

L
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differencialegyenlet

.. 1 1

L2

alakira hozhato, amely i és j indexekben szimmetrikus. Tovabba (5.3.6)
integrabilitasi feltételét vizsgalva lathatjuk, hogy a megoldasként elallé ©
egy additiv, csak helytdl fiiggd fiiggvény.

Definici6: [L1], [L2], [L3] Az (5.3.6)-ban definialt, Landsberg altal 1908-
ban bevezetett © mennyiséget a kétdimenzios Finsler-tér Landsberg-szogének
nevezziik.

A O tekinthet$ az euklideszi sikon jol ismert radian altalanositasaként. Az
analdgia miatt, Riemann-metrikat alapul véve a © megegyezik az indikatrix
gorbe hosszaval. (Ekkor a teljes szog nem sziikségképpen 27.)

Tekintsiik most a kovarians derivéltakat! Jellje ;, . illetve |, | a Berwald-
konnexi6 illetve a Cartan-konnexié szerinti kovarians derivalast. Ekkor az
S(x,y) skalarmezd esetén

Si=5i= 8%‘5

teljesiil, mig S); és LS|; az (I.m) Berwald-frame-ben

Sy = Sali +Somy
LS|Z == S;lli + S;Qmi

alakban irhat6. Az S, 5, illetve S, S.o part S h- illetve v-skalar derivaltja-
nak mondjuk.

5.3.1. Allitas: [M2]
(1) Ha S egy r-edfokii, pozitiv homogén Finsler-skalarmezd, akkor S.; = rS.
(2) Ha S nulladfokii pozitiv homogén, akkor S.; = 0 és LS|; = S.am,.

Az (I,m) frame komponenseire igazak az

li;j =0 s mg.,; = —Eleimj s
Lllj = amimj s Lm” = _(lz — Efmi)mj s
li|j:O, mi\jzo,

LZZ‘] = 5mimj i Lmz\] = —limj
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Osszefiiggések.
A fent emlitetteket alkalmazva a gorbiileti és torzié tenzorok Cartan ti-
pust konnexi6 esetén

Ry = eR(Lym' — U'my,) (Limy, — lymy)
Phijk = Z]J(lhmi — limh)mjmk ,
R'jx = eLRm' (my — lym;) |
P = Iim'm;my,
alaktak, R-et F” gorbiiletének mondjuk. Az S, = C;,.C;; — C;.Chy v-

gorbiileti tenzor komponensei kétdimenzios Finsler-tér esetén eltiinnek.
Masrészt, Berwald-konnexi6ban a h-gorbiileti tenzor komponensei:

Hy'ji, = e{R(lxm" — I'my) + Rampm' }(Iymy — lymy)

a hv-gorbiileti tenzor komponensei:
Ghijk = E(—QLlli + Igmi)mhmjmk

formaban adédnak, ahol Iy = 119+ I .

A (v)h-torzi6 tenzor R'j;, komponensei megegyeznek a Cartan-
konnexiébeliekkel.

A skalar derivaltak formulai

(]-> S,1,2 - 572,1 - _RS;2 )
(2) 571;2 - 5;271 - 572 5 (538)
(3) 572;2 — 5;2’2 = —8(371 + 1572 + ]715;2)

alakuak.

A Bianchi-identitasok kétdimenziés Finsler-terek esetén egyetlen
azonossagga redukalédnak:

]71,1 + RI + €R;2 =0. (539)

M. Matsumoto [M16]-ban megmutatta, hogy a G*(z,y) fiiggvények

2G* = Ly"l"' + m'’ (5.3.10)

Vol

alakdak, ahol M = 5281L — 51 0> L, masrészt a kétdimenzios esetben bevezet-
hetd

— HOL  —00L  0sDoL
) 'y (y')?
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Weierstrass-invariansok segitségével az ,angular metric” tenzor komponense

hll == L8181L = LW(y2>2 (5311)
illetve
hi = e(my)? (5.3.12)
alaki. Az (5.3.11) és (5.3.12) Gsszefiiggésekbdl az
LPW =g (5.3.13)
egyenlGség kovetkezik.
Igy (5.3.10) egyszertibben
1 M .
o = Z (Lo yt — ==
G =7 ( Y'Y WﬁzL)

(5.3.14)

1 M.
2G2% = 7 <LryTy2 — W&L)

forméaban irhato.

Mit tudunk a kétdimenziés specidlis Finsler-terekr6l? Szamos jelent&s
eredmény koziil emlitsiik meg a kovetkezdket:

5.3.2. Tétel: [B3] Tegyiik fel, hogy az F? kétdimenziés Finsler-tér nem
lokalisan Minkowski tipusi. Ezesetben a tér pontosan akkor Berwald tipusii,
ha a féskalar konstans.

5.3.3. Tétel: [M2] Egy kétdimenziés Finsler-tér akkor és csakis akkor
Landsberg-tér, ha I, = 0.

5.3.4. Tétel: [BM4] Egy kétdimenziés, sikprojektiv Finsler-tér Berwald
voltanak sziikséges és elegendd feltétele, hogy az alabbi harom osztaly
valamelyikébe tartozzon:

(1) lokalisan Minkowski-terek,
(2) konstans gorbiiletii Riemann-terek,

(3) L = [3?/~ alapfiiggvénnyel, e = +1 szignatiiraval és I* = 9/2 f6skalarral
rendelkez$ Finsler-terek (5 és v 1-formék).

5.3.5. Tétel: [BM2] Egy kétdimenziés, eltind T tenzori Landsberg-tér
sziikségképpen Berwald.
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5.3.6. Tétel:
(1) [M19] Barmely kétdimenziés Randers és Landsberg-tér Berwald tipusii.

(2) [KAM] Kétdimenziés, L = « + [ alapfiiggvénnyel ellatott Randers-tér
esetén a foskalar kielégiti az

972
=1
T 1la

egyenletet, ahol v* = b*a? — 3% és b2 = b;b'.
5.3.7. Tétel:

(1) [M19] Barmely kétdimenziés Kropina és Landsberg-tér Berwald tipusi,
feltéve, hogy b* # 0.

(2) [KAM] Kétdimenziés, L = o?/[3 alapfiiggvénnyel ellatott Kropina-tér
esetén a foskalar kielégiti az

972

=1
T ok

egyenletet, ahol v* a mar emlitett kvadratikus forma, b* = b;'.

5.3.8. Tétel: [M19] Tekintsiik az F* kétdimenziés, L = o't (t #0,1,2)
altalanositott Kropina-metrikaval ellatott Finsler-teret. Ha F*-ben b? # 0 és
a tér Landsberg tipusi, akkor Berwald tipusii is.

5.3.9. Tétel: [B7] Az Osszes kétdimenzios, csak helytdl fiigg6 foskalarral
rendelkez6 Finsler-tér az alabbi négy osztaly valamelyikébe sorolhaté és
alapfiiggvénye az alabbiakban emlitett alaki:

(1) e=1, >4 : L*=py(y/B)"", r =VI? = 4;

(2) e=1,I"=4: L* = B exp(I7/P);

(3) e=1,1"<4: L? = (B + ) exp {(2I/r) arctan(v/B) }, r = V4 — I?;
(@) e =1, I = B,(y/B)", r = VI T;

ahol (3 és ~ fiiggetlen 1-formak.

A kovetkezSkben forditsuk figyelmiinket az eltiin6 Douglas-tenzori
Wagner-terekre. Amit mar ismeriink:
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5.3.10. Tétel: [BM1] Egy kétdimenziés Finsler-tér pontosan akkor Douglas
tipust, ha a (0,0, L — 0,0, L) /W harmadfokti homogén polinom (y',y?*)-ben
(W a mar emlitett Weierstrass-invaridnst jel6li).

Mivel a Douglas-tenzor
BLD}y = — (611 4 clao 4 21 Iy)ml"mymy, (5.3.15)
alakot olt kétdimenzios esetben, igy igaz az

5.3.11. Tétel: [BM1] Egy kétdimenzios Finsler-tér akkor és csakis akkor
Douglas-tér, ha a foskalar kielégiti a

61,1 + 8]2;2 + 2]]2 (5316)
egyenletet, amelyben Iy = I 1.9 + I 5.

5.3.12. Tétel: [BM1] Egy kétdimenziés Wagner-tér Douglas voltanak sziik-
séges és elegendd feltétele, hogy (L3 / \/m ) s harmadfokii, homogén polinom
legyen (y',y%)-ben, s; = sil; + som; a Wagner-konnexio feltételeinek eleget
tevd vektormezé.

Megjeqyzés:

Erdemes Gsszevetniink a fent emlitett tételt a kétdimenziés Berwald-
terekrdl elmondottakkal, ugyanis a féskalar csak helyt6l fiiggs volta (1.. = 0)
ekvivalens azzal, hogy L?//]g| (v',y?)-ben masodfokit, homogén polinom.
Tovabba Wagner 1943-ban publikalt irdsaibol ismert az

5.3.13. Tétel: [W2| Egy kétdimenziés Finsler-tér akkor és csakis akkor
Wagner tipusi, ha 01 /00O csak a foskalar fiiggvénye, feltéve, hogy 01/00 # 0.
Ezesetben a Wagner-konnexié altal meghatarozott kovarians vektormezd
komponensei

81:—(1,2+IL1)/[;2, 8221’1/];2
alaktiak.
A 5.3.13. tételbeli 01/00 # 0 feltétel ekvivalens azzal, hogy a T ten-
zor nem tiinik el. Azt pedig [M7]-b6l és [M17]-bdl tudjuk, hogy eltiing T

tenzorral bir6 Wagner-tér Berwald tipusi.
Ugyancsak M. Matsumoto mutatta meg, hogy igaz az
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5.3.14. Tétel: [M7] Az

I) =155y, Iy =—15(s1+ Is9)
és (5.3.17)
(51)2 =82 =0, (s2)2+s1+1sg=0,
(s1);1 =0, (s2);1 =

egyenldségek teljesiilése sziikséges és elegendd feltétele annak, hogy a kétdi-
menzioés Finsler-tér Wagner-tér legyen.

A fent elmondottakboél adodik a kérdés: meg tudjuk-e adni egy Douglas
tipust Wagner-tér f6skalarjat egzakt formaban?

Vizsgalatainkban feltessziik, hogy az eltlin Douglas-tenzoria Wagner-tér
skalargorbiilete azonosan zérus. Mivel M. Matsumoto [M18| megmutatta,
hogy a Weyl- és a Douglas-tenzor eltinése kétdimenzios esetben a H,j; ten-
zorkomponensek zérus voltat vonja maga utan, ahol

Hyjy, = 0,0;H; + Gy (5.3.18)
ij = Igmjmk/L s

igy R zérus voltabol H; = 0 adodik s igy Gji,; szintén zéro.
Alkalmazva az

) )
mij = l;jmi + l mi;j =0 5
llmi =0 5

;=0
formulakat a G, = Iam;m;/L segitségével
ij;z' = IQ;imjmk/L (5319)

adodik. A (5.3.19)-ben foglaltakbol I eltiinése kovetkezik, mig a Douglas-
tenzor (5.3.15)-beli alakjabol kapjuk a

3, +11,=0 (5.3.20)
Osszefiiggést. M. Matsumoto 5.3.14. tételbeli feltételeit figyelembe véve

[;2’1 = 1;2;282 (5321)
]2 = ];2;282 - 2];2(81 + 82) (5322)
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egyenlGségek allnak el, amelyekbdl a Bianchi-identitas alkalmazéasaval

I
Lppsy = —2221 5,20 (5.3.23)
S2
adodik. (Ha s, eltiinik, akkor a Wagner-tér Landsberg tipusi az 5.3.3. tétel
miatt, s igy Berwald [M7].)
Helyettesitsiik most (5.3.23)-t (5.3.22)-be, ekkor az
_ I 12521

]2 = — 2];2(81 + 182) (5324)
S2

kifejezést kapjuk.
A kapottakat (5.3.20)-ba beirva és I; = I.5so felhasznalva

I5(3sy — 2I(s1 4+ Is2) — Isy1/s2) =0 (5.3.25)

egyenlGség all fonn.
Ha I, = 0, akkor a Wagner-tér Berwald tipusta [M7], [M17].
Ha feltessziik, hogy 1. # 0, akkor a szorzat masik tényez&je tiinik el, azaz

382 - 2](51 + ISQ) - 18271/82 =0. (5326)
Ez I-ben egy mésodfoki egyenlet, s igy a féskalar

— (281 + $21/892) = \/43% + 451591/ 52 + 85 /55 + 2453

I = ) 5.3.27
15 ( )

Altaldban az (5.3.27)-beli foskalar esetén I, # 0 teljesiil, ezért igaz az

5.3.15. TETEL: [Szil] Kétdimenziés, eltinG Douglas-tenzort, zérus
skalargorbiiletii Wagner-tér esetén a féskalar (5.3.27)-beli alakban irhato.

5.4. *P Finsler-terek Randers-transzformacioja

C-, P-reducibilitas, Randers-csere

Ebben a fejezetben egy, H. Izumi altal bevezetett tijabb speciélis Finsler-
tértipussal ismerkediink meg, az tin. * P Finsler-térrel, el6tte azonban néhany
sziikséges fogalom keriil bevezetésre.

Definici6: [M2] Egy legalabb haromdimenzi6s Finsler-teret C-reducibilisnek
mondunk, ha a Cj;;, = %&kgij tenzor

1
Cijk, = nr1 (hijCr + hirCj + hi; C;) (5.4.1)

ahol Cz = Cz'jkgjk s hz’j = 3Gij — lZl] és lz = aZL
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A (C-reducibilitas fogalmanak bevezetésével Cartan tipusi konnexid e-
setén a (v)hv-torzio és a hov-, illetve v-gorbiileti tenzor specidlis, érdekes
formaban irhaté. (Errél bévebben olvashatunk a Matsumoto mongrafidban
[M2].)

A P-reducibilitas fogalmat M. Matsumoto és H. Shimada vezette be:

Definicio: [MS], [M21] Egy haromnal nagyobb dimenziés Finsler-teret P-
reducibilisnek neveziink, ha a (v)hv-torzio

Fiji = Cijrpo (5.4.2)

vagy
1
n+1

alakban frhaté Cartan tipust konnexiéban.

Pijk = (hiChio + i Cijo + PiiCipo) (5.4.3)

Definicié: [Iz1|, [Iz2] Egy Finsler-teret *P-tipusinak mondunk, ha a P
tenzor komponensei

Piji = M, y)Ciji (5.4.4)
alakuak.

Ezen fogalmak bevezetése utan a specialis Finsler-terek vizsgalataval sok
értékes eredmény sziiletett, amelyek koziil a legismertebbek:

5.4.1. Tétel: [M2] Egy n > 3 dimenziés Finsler-tér pontosan akkor C-
reducibilis, ha Randers- vagy Kropina-metrikaval ellatott.

5.4.2. Tétel: [M2] C-reducibilis Landsberg-tér sziikségképpen Berwald.

5.4.3. Tétel: [Iz1] Egy legalabb négydimenziés C-reducibilis * P Finsler-tér
esetén a \(x,y) fiiggvény k(x)L(x,y) alaki.

5.4.4. Tétel: [[z2] Haromnal nagyobb dimenziés *P-Finsler-téren a
Douglas-tenzor azonosan zérus.

5.4.5. Tétel: [BP| Eltiiné Douglas-tenzori * P Randers-tér Riemann tipusi,
ha a tér dimenziéja nagyobb, mint harom.

Definicio: [M20], [HI3| Legyenek (M, L(zx,y)) és (M, L(z,y)) azonos alap-
sokasagi Finsler-terek. Az

L(z,y) = L(z,y) + p(z,y) (5.4.5)

transzformaciot Randers-transzformécionak nevezziik, ahol p(x,y) = p;(z)y*

differencial 1-forma M-en.
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A Randers-transzformacié akkor és csakis akkor projektiv, ha a (p;(x))
gradiens vektormezGt alkot.

A Randers-transzformécié fogalmanak megalkotasa M. Matsumoto
nevéhez fliz6dik, mig az elnevezés Hashiguchitol és Ichijyotol szarmazik.

Ez ut6bbi szerz6paros ugyancsak [HI3]-ban bizonyitotta, hogy a Randers-
csere projektiv — azaz geodetikus meg6rz6 — voltanak sziikséges és elegend6
feltétele az s;; = (pi; — pj.)/2 eltlinése. Itt a pontosvesszé szimbolum a
Berwald-konnexi6 szerinti kovarians derivalast jeldli.

S. Numata 1978-ban egy, a [Nu2|-beli tételhez hasonlo redukcios tételt
igazolt:

5.4.6. Tétel: [BM2] Tekintsiik az (M, L(z,y)) és (M, L(z,y)) egyméashoz
projektiv, legalabb hdromdimenziés Finsler-tereket. — Ha (M, L(z,y))
Landsberg-tér, akkor (M, L(x,y)) Berwald tipusi.

5.4.7. Tétel: [Nu2] Tekintsiik az (M, L(z,y)) — (M, L(z,y)) ketténél na-

c st

C-reducibilis, akkor (M, L(z,y)) is az.

M. Matsumoto 1998-ban &ltalanositotta Numata tételét P-reducibilis
Finsler-terekre bevezetve a trivialis Randers-transzformécié fogalmat:

Definici6o: [M20] Egy Randers-transzforméciot trivialisnak mondunk, ha

Pii — Py

, i § o Pij T P
Sz'j:iz =0 €s TOOZTijyy]: J J

5 =0

feltételek teljesiilnek.

5.4.8. Tétel: [M20] Legyenek (M,L(x,y)) és (M, L(z,y)) P-reducibilis,
harom vagy anndl nagyobb dimenziés Finsler-terek és (M, L(z,y)) —
(M, L(x,y)) egy nem trividlis és projektiv Randers-transzforméacié. Ekkor
az alabbi két eset valamelyike teljesiil:

(1) Mindkét tér Berwald tipusi Randers-metrikaval.
(2) Mindkét tér Kropina tipusu.

Tekintsiink most egy erdsebb feltételt, (M, L(x,y)) és (M, L(z,y)) is
legyen Landsberg tipust. Ekkor, ha ezen terekben még a C-reducibilitasi
feltétel is teljesiil, akkor a 5.4.2. tétel miatt ezek a terek Berwald tipusiuak.
Tehéat igaz az
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5.4.9. Tétel: [M20] Ha (M, L(x,y)) és (M, L(x,y)) legalabb haromdimen-
zi6s Landsberg-terek és (M, L(x,y)) — (M, L(x,y)) nemtrivialis és projektiv
Randers-transzformécio, akkor az alabbi két feltétel valamelyike teljesiil:

(1) Mindkét tér Berwald tipusii Randers-metrikéval.
(2) Mindkét tér Berwald tipusii Kropina-metrikaval.

Szenteljiik most figyelmiinket a kétdimenzids esetnek, ezt csak az utébbi
tétel esetén tehetjiik meg, hiszen a P-reducibilitas nem bir jelentéssel harom-
nal kisebb dimenziészém esetén. Tekintsﬁk tehét kétdimenzi(’)s Finsler-terek

Tz 2z

= — ;= Ty , és
g I 5 P T
1 7
U=l L=t
mi - :ull + qumi ) m ums;

ahol (pu1, o) = (—eut [t3, u/t) , p? = tée és e illetve £ a megfelels kétdimen-
zi6s Finsler-terek szignaturai.
Igy a foskalarok kozott fennall az

kapcsolat [M20]. Ezért, ha (M, L(x,y)) és (M, L(z,y)) Landsberg tipusiiak
(I;=0 és L;=0),akkor az (M, L(z,y)) tér foskalarja kielégiti a

0'71] + 3¢ <0'72 — EUJ) =0

egyenl@séget.

A P, tenzor transzformaciéja projektiv Randers-transzformaéci6
esetén

A Pjr = Cijko (v)hv-torzié tenzor transzformaciéjat M. Matsumoto
tanulmanyozta [M20] és levezette a

_ T00 1
Cijk\o tngk\O + ngk + == 27,

51 (hijqk + hjqu' + hikqj) (546)
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transzforméacios szabalyt, ahol

2C;x = 0gi;/0y"
hij = g —lil;

I, = OL/oy’,
700
2L
1 r
L L
L

és F}; a Cartan-konnexi6 koefficiensét jeloli. Tegyiik fel, hogy

C@jk\o = Pijkz = )\(lfa y)Cijk’ és

Cz‘jk\o = P = Az, y)Cz'jk )

azaz [ és F" is *P Finsler-tér. Ekkor azt kapjuk, hogy

T 1
)\(ZL’, y)Cz‘jk = <t)\(ZL’, y) -+ %) Cz‘jk + i(hijqk + hjkqi + hkiq]'). (547)

Projektiv Randers-transzformaci6 esetén a h;; tenzor

L L
Osszefiiggés szerint transzformalédik, amely az
LR = L (5.4.8)

egyenlGséget implikalja [HI3]. Az (5.4.8) Osszefiiggést és Matsumoto [M20]-
beli eredményeit hasznalva az (5.4.7) baloldalat Lh¥-vel, mig jobboldalat
Lh%-vel kontrahalva kapjuk, hogy

= LC, — Too
= — <)\(:E,y)LC’k L <t)\(x,y) +2 L) ok) . (5.4.9)
Helyettesitsiik (5.4.9)-et (5.4.7)-be, igy
— (.. 700\
)\(ZL’, y) - Czyk (t)\(ZL’, y) + 2L) ngk+
1 _ _ _
* L(n+1) [)\(a:, y)L(Crhij + Cihje 4 Cihpi)— (5.4.10)
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. L _
Irjuk be az Ehij = h;; Osszefiiggést (5.4.10)-be, s a

)\(ZE,ZJ) [(n+ 1)Cijk — (C 71 + Ch]k; + C hkl)} =

n+1 . (5.4.11)
<t)\(x, y) + % [(n+1)Cyjr — (Crhij + Cihyr + Cihuy)|

o +1
egyenlGséget kapjuk.

Osszegezziik a fent leirtakat!

5.4.10. TETEL: [Szi2] Legyen (M, L(z,y)) és (M, L(x,y)) *P Finsler-tér.
Ha létezik projektiv Randers-transzformacié (M, L(z,y)) és (M, L(z,y))
kozétt, akkor (M, L(x,y)) akkor és csakis akkor C-reducibilis, ha (M, L(z,y))
is az.

Most tegyiik fel, hogy az F" Finsler-teriink * P-tipust, azaz
Cijk|0 = Pz'jk = A(%?/)Q’jk )
ekkor a

1
(hijqr + hjrgs + hiig;) (5.4.12)

_ T
Pijr = tA(x,y)Ciji + ® —Cliji + oL

2L

adodik. B

Az [M6]-ben leirtakat alkalmazva és (5.4.12)-t balrol Lh“-vel, jobbrol
Lh'-vel kontrahalva az

n+1
2

LB = Cy (LM, y) +2) +

9 qk

egyenlGséghez jutunk, amelybdl

2 = = 2 = Too
= LP, — L\ — 4.1
Qx L n+1< (z,y) + )Ck (5.4.13)

kovetkezik.
A (5.4.13)-t (5.4.12)-be helyettesitve nyerjiik a

1L
n 1L

(Pphij + Pihji, + Pihis)+

+— y) + 22) {(n+ 1)Cn — (Cihis + Cihgy + Chi)}

2L
(5.4.14)
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Lhi;
osszefiiggést, amely a h;; = TJ egyenlGséggel a

1 _ _ _
Pijk — n—_H(thij + Pihjk + Pihy;) =

1 700
T+l (t)\(x’ y)+ ﬁ) {(n+1)Ciji — (Cyhij + Cihji + Cjhy;) }
(5.4.15)

egyenlGséget implikilja, s igy igaz az

5.4.11. TETEL: [Szi2] Legyen (M, L(x,y)) *P-tipusi és (M, L(x,y)) tet-
széleges Finsler-tér. Ha létezik L(x,y) = L(x,y)+ p(x,y) projektiv Randers-
transzformacio, akkor a R-jk és C;;i, tenzorkomponensek kielégitik az (5.4.15)
egyenldséget.

A fenti tétel feltételeit hasznalva adodik az aldbbi két
Kovetkezmény:
(1) Ha (M, L(x,y)) C-reducibilis tér, akkor (M, L(z,y)) P-reducibilis.
(2) Ha (M, L(x,y)) P-reducibilis tér, akkor (M, L(x,y)) C-reducibilis.

Most foglalkozzunk azzal az esettel, amikor (M, L(x,y)) *P Finsler-tér,
azaz Cjjrjo = M, y)Ciji . Ezesetben (5.4.6) a

- T 1
egyenléséget implikilja. Ezutan alkalmazva az Lh¥ = Lh¥ transzformécios
kapcsolatot kapjuk a

qr = ()\(x, y)LC) — LP, — %CIJ (5.4.17)

n+1

osszefiiggést. Ez utobbi egyenldséget (5.4.16)-ba helyettesitve a

t
Mz, y)Cije = ——={(n + 1) Pyjx — (Pchij + Pihje + Pihy) }—

n+1
T00
- m{(” +1)Cijr — (Crhij + Cig + Cihui) 4 (5.4.18)
1 _ _ _
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i
adodik. A h;; = LTJ Osszefiiggés segitségével (5.4.18)

Mz, y
n+1

t

>{(n -+ 1)02]k — (Ckﬁzj + (C’Jlﬂ; -+ (C']]_Zkz)} -

700
= 5 L L T D0 = (Cuhiy + Cibyi - Gy}

forméba irhato, és megfogalmazhat6 az

5.4.12. ALLITAS: [Szi2] Legyen (M, L(x,y)) *P-tipusii és (M, L(z,y))
tetszoleges Finsler-tér. Ha létezik egy L(x,y) = L(x,y) + p(x,y) projek-
tiv Randers-transzformacio, akkor C_'Z-jk, P, és Ciji, tenzorkomponensekre
igaz az (5.4.19) dsszefiiggés.

A fenti allitasbol kovetkezik, hogy ha (M, L(z,y)) C-reducibilis, akkor
(M, L(z,y)) is az. Masrészt jol ismert, hogy egy Funk-metrikaval ellatott
Fisler-tér *P-tipusu és P, = —KLCy, (K € RT) [She3|. Ezért igaz az
alabbi

Ko6vetkezmény:

Ha létezik projektiv Randers-transzformacié egy *P-tipusi, Funk-
metrikaval ellatott Finsler-tér és egy tetszoleges Finsler-tér kozott, akkor ez
a Finsler-tér sziikségképpen P-reducibilis.

5.5. Néhany Finsler-geometriai modell és alkal-
mazasi lehetdségek

5.5.1. Specialis Finsler-metrikdk (torténeti attekintés)

Amint mér néhany példaval illusztraltuk, Finsler-metrikakkal a fizikaban,
a biolégiaban, a geologidban, a pénziigyi matematikaban is taladlkozhatunk.
Jelen fejezet egy tjabb alkalmazasi teriiletet mutat be: néhany lehetséges
specialis Finsler-metrikat a pszicholégiaban.

Talan a legrégebbi Finsler-metrikdnak az tn. Hilbert-metrikat
tekinthetjiik, amely még az 1900-as évek el6tt sziiletett, de kutatasa nap-
jainkban is folyik.

A D. Bao, S. S. Chern és Z. Shen &ltal irt ,An introduction to Riemann—
Finsler Geometry” [BCS] cimii kényvben — mint a cime is mutatja — a korabbi
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Finsler-geometria, Finsler-metrika elnevezést a szerzék Riemann-Finsler-
geometridra, Riemann-Finsler-metrikdra modositottak, hangsilyozva ezzel
B. Riemann szerepét az ,ij geometria létrejottében”.

A szerzék a Riemann—Finsler-metrikat a kovetkez&képpen definidljak:

Legyen M egy n-dimenzios differencidlhat6 sokasag, amelynek (z°) (i =
1,2,...,n) pontbeli érintSterét T, M, a T, M-beli vektorok koordinatait (y*)
jelolje. Az L(z,y) : TM(= \,T,M) — R fiiggvény Riemann-Finsler-
metrika, ha teljesiti a kovetkezd feltételeket:

(1) Regularitas: L(z,y) C*-osztalya a T'M \ 0 sokasagon.
(2) Pozitiv homogenitas: L(z, A\y) = AL(x,y) barmely pozitiv \ esetén.

(3) Erds konvexitas: a
P L (x,y)
gij(z,y) = W

nxn-es matrix pozitiv definit barmely zérustol kiilonb6z6 y vektor esetén.

Megjegyezziik, hogy némely esetben a Riemann-Finsler-metrika tel-
jesiti az L(x,y) = L(z, —y) feltételt, altalanos esetben viszont ez til erds
megszoritas, hiszen példaul a mar emlitett nem trivialis (nem Riemann)
Finsler-metrika, a Randers-metrika sem tesz eleget ennek a feltételnek. Ez
és Riemann ,,Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrund liegen” c.
el6adasaban is. Mig Riemann tugy vélte,

sha nem ragaszkodunk az ellipszoidokhoz (pozitiv definit
kvadratikus forméakhoz), akkor a szamitasok tul bonyolultakka
valnak”,

a Finsler-geometria egyik ma €16 legnagyobb képviselGje, Siing-Shen Chern
szerint:

»In fact, the general case is just as simple and a main point went
unnoticed by Riemann and his successors.” [Chl]

I belive a major part of differential geometry in the 21th century
should be Riemann—Finsler geometry.” [Ch2]

A jol ismert, G. Randers altal felfedezett metrika kétdimenziéban a
kovetkez6képpen szemléltethetd:

Lathato, hogy a T, M érintétérbeli indikatrix egy olyan ellipszis, amelynek
fokuszaban van az origé.

A kovetkezGkben a Randers-metrika egy altalanositasat vizsgaljuk meg,
az un. Funk-metrikit, amely a Hilbert-metrikabol szarmaztathato.
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=D

5.5.2. A Funk-féle tavolsagfiiggvény

Legyen D az K" n-dimenzids euklideszi tér egy erésen konvex tartomanya,
0D pedig jelolje D hatarat.

Definici6: [Fu2| Legyenek az A és B pontok a D tartoméany tetszdleges
pontjai, P az | AB| egyenes és a 0D koz0s pontja, tovabba a pontok sorrendje
A, B, P. Legyen k egy porzitiv konstans, ekkor az f(A, B) Gn. Funk-féle
tavolsagfiiggvény a kovetkez6képpen definidlhato:

f(A,B) = 1 loa(AP/BP),

ahol AP és BP az euklideszi tavolsagokat jelolik.

A fenti definici6 segitségével konnyen igazolhat6, hogy a Funk-féle tavol-
sagfiiggvény rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

(1) Nemnegativ, azaz f(A,B) >0 VA, B € D esetén;
(2) f(A, B) =0 pontosan akkor, ha A = B;

(3) Teljesiil az in. haromszog-egyenlStlenség, vagyis f(A, B) + f(B,C) >
f(A,C) VA, B,C € D pontokra, az egyenlgség akkor és csakis akkor all
fonn, ha B illeszkedik az |AC| egyenesre;
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(4) Altalaban f(A,B) # f(B,A), de f(A,A,) — 0 pontosan akkor, ha
f(A,, A) — 0.

5.5.3. A Hilbert-féle tavolsagfiiggvény

Definici6: |[Hi2| A Hilbert-féle tavolsagfiiggvény a Funk-féle tavolsagfiig-
gvény szimmetrizacidjaképpen adodik:

WA, B) — %{ f(A,B)+ f(B,A)} = i log(AP/BP x BQ/AQ)

ahol P és () az | AB| egyenes és 0D kozos pontja, tovabba a pontok sorrendje:
Q,A B, P.

Q

Konnyen belathato, hogy a Hilbert-féle tavolsagfiiggvény esetén igazak az
alabbi allitasok:

(1) Nemnegativ, h(A, B) > 0 minden D-beli A, B pontra;
(2) h(A, B) =0 pontosan akkor, ha A = B;

(3) Igaz a haromszog-egyenlGtlenség, tehat h(A, B) + h(B,C) > h(A,C)
barmely A, B,C' D-beli pontokra. Az egyenlGség fennallasanak sziik-
séges és elegendd feltétele, hogy a B illeszkedjen az |AC| egyenesre az
erésen konvex D tartoméanyban;

(4) Szimmetrikus: h(A, B) = h(B, A) barmely D-beli A, B pontok esetén.

5.5.4. A Funk- és a Hilbert-metrika

Jelolje (2°) az A pont koordinatéit, (y') az y # 0 vektor koordinatait.
Definialjunk egy r fliggvényt a kovetkezSképpen:

r(z,y) = AP/yl,
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ahol AP a szokasos euklideszi tavolsag, |y|| pedig az y vektor euklideszi
normaja.
Az igy definialt r fiiggvényre igazak az aldbbiak:

(1) Pozitiv: r(z,y) minden (z,y) parra;
(2) Az r (—1)-edfoku pozitiv homogén y-ban;

(3) Ha 0D = {z'|®(z%) = 0}, akkor ®(z' + r(z,y)y’) = 0. Vagyis, ha a P
hatarpont, akkor (z') koordinatéi 2* = ' + r(z,y)y" alakban frhatok;

(4) Az r fiiggvény C*™-osztaly.

Definici6: Legyen

1 1
és Lh = )

k:r(a:,y) 2]{5{’/’(33,’!;) +T(ﬂf,—y)}

ekkor az L; figgvényt Funk-metrikdnak és az L, fliggvényt Hilbert-
metrikdnak mondjuk.

Ly =

5.5.4.1. Tétel: [Bu3] Mind a Funk-, mind a Hilbert-metrika valodi
Riemann-Finsler-metrika.

Definici6: Legyen D egy erGsen konvex tartoméany az n-dimenzi6s euklideszi
térben, ekkor a (D, Ly) part Funk-térnek, a (D, L;) part Hilbert-térnek
nevezziik.

5.5.4.2. Tétel: [She3] Mind a Funk-, mind a Hilbert-tér konstans gorbiilet,
a gorbiilet éréke rendre —k*/4 illetve —k>.

Tekintsiink néhény érdekes specialis esetet:
Legyen a D erésen konvex tartomany 0D hatara egy nem elfajulé masod-

rendi gorbe:

oD : ¢(2") =0,
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ahol Qb(ZZ) = bijZiZj + CiZi + d, bij = bj' .
Ez esetben

1 o .
L= H{a @} s niey] e

1 o
Ln = ﬁ{aij(l“)yzyj}d/z :

Igy (D, L) egy —k?/4 negativ konstans gorbiiletti Randers-tér és (D, L)
—k? negativ konstans gorbiileti Riemann-tér. Ha D az egységkor, akkor
(D, Ly) a hiperbolikus tér jol ismert Klein-féle modelljét adja.

5.5.5. Lehetséges Finsler-metrikdk a pszichometridban

A Finsler-metrikak fizikdban val6 alkalmazasirol mar tobbszor ejtettiink
szot. Most egy a korallzitonyok tanulmanyozasidban hasznélatos Finsler-
metrikit mutatunk meg:

Tekintsitk az x = (2',2%) = (x,9) és u = (y',y?) = (h,v) lokélis ko-
ordinatarendszert kétdimenzids esetben, ekkor a metrika:

L(ZE, Y, ha U) = eq)(x’y)N(h? U)

alaki, ahol N egy specialis Minkowski-metrika (a féskalar konstans volta egy
erGs megszoritas erre a metrikara) [AIM].

Ez a metrika nagyon hasonlé ahhoz, amelyet a pszichometridban hasznél-
nak:

F(x,u) = £(x)ul,

ahol £(x) > 0 és |u| az u vektor Minkowski-norméja [DC1|, [DC2].
Az ilyen tipust Finsler-metrikat konform Minkowski vagy sik konform
metrikdnak mondjuk, ezen metrika tanulmanyozasa jelenleg is folyik.

Tekintsiik az alabbi konform Minkowski metrikakat:

(1) F(x,u) = ™™ V/ht 40t + h202 |
(2) F(x,u) = eVt + vt 4 h20?
(5.5.5.1)
(3) F(x,u) = e/ (h2 + 02 + ho)(h? + 0?) ,
(4) F(x,u) = e/ (h2 +v2 + hv)(h2 +0v2)

ahol a, b, ¢ valos szamok.
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Kétdimenzioban az (1)-beli metrika Gauss-gorbiilete:

— T2Vut + vt + u? (4b2u14 — dabvu'® — 40u'?b*0? + u'a®v’+
+ 3daviu — 83u'p* vt — Tu%a?v? 4 146av°bu’® — 50uba®v®—
— 95uBb?0% + 188av bu’ — 50ub*v®® — 95ula’v® + 146av°bu’®—
— 70?0 — 83u'a®v'® + 3davbud + uPb*'? — 40u v —

— 4avbu + 4a*v") (720 w=20) /(o 4 11u?0? 4 201)* .

A (2), (3) és (4)-beli metrikdk Gauss-gorbiilete még a fentinél is bo-
nyolultabb.[A fenti szamitas Kozma Léaszl6 eredménye.|

A jovében vizsgalhaté néhany probléma:

Erdekes volna megvizsgalni, hogy egy Randers-metrika mikor alkal-
mazhat6 a pszichometrikus vizsgilatokban. Ez nyilvan csak olyan esetekben
fordulhat eld, ahol a probléma aszimmetrikus metrikat kivan. (Ilyenekrol
olvashatunk [DC1]-ben.)

Tanulméanyozhato az is, milyen feltételek mellett lesz egy Randers-metrika
konform Minkowski tipusi. Egy sziikséges és elegendd feltétel mar ismert,
de ez az alkalmazasok szempontjabol nagyon komplikalt.

Az (5.5.5.1)-ben emlitett metrikdk geodetikusainak meghatarozéasa kétdi-
menziéban egy fontos probléméat oldana meg a pszichometridban, ugyanis a
mérés ezekben a kisérletekben a geodetikusok mentén torténik.

Nem tisztazott még teljes egészében az sem, hogy egy pszichometriadban
alkalmazott Finsler-metrika mikor Douglas tipusi.

A [BM1], [BM3], [BM7], [Arn] dolgozatokbol tudjuk, hogy ekkor a geode-
tikusok differencidlegyenlete

= Y o) () 4 b )W)+ ele)y + dla)

alaku, y'-ben harmadfokd polinom.
Reméljiik, hogy a kozeljov6ben sikeriil karakterizidlni a pszichomet-

ridban hasznalt metrikus fiiggvényeket és valaszt adhatunk az itt felmeriilg
kérdésekre.






Irodalomjegyzék

[AH]

[AHM]

[AHY]

[A]

[ATM]

[AM]

[AMal

[AP]

[Arn|

T. Aikou, M. Hashiguchi: On the paths in generalized Berwald
spaces, Rep. Fac. Sci. Kagoshima Univ. (Math. Phys. Chem.) 14,
(1981), 1-8.

P. L. Antonelli, B. Han, J. Modayil: New results on 2-dimensinal
constant sprays with an application to heterocrony, (preprint 1998)

T. Aikou, M. Hashiguchi, K. Yamauchi: On Matsumoto’s Finsler
space with time measure, to appear in Rep. Fac. Sci. Kagoshima
Univ. (Math. Phys. Chem.)

T. Aikou: Some remarks on conformal changes of generalized
Finsler metrics, Rep. Fac. Sci. Kagoshima Univ. (Math. Phys and
Chem.) 20, (1987), 57-61.

P. Antonelli, R. Ingarden, M. Matsumoto: The theory of sprays
and Finlser spaces with applications in physics and biology, Kluwer
Academic Publishers, Dordrecht-Boston-London, (1993)

P. Antonelli, R. Miron: Lagrange and Finsler Geometry, Applica-
tions to Physics and Biology, volume 76 of FTPH, Kluwer Academic
Publishers, (1995)

P. L. Antonelli, M. Matsumoto: On conformal and projective flat-
ness of two-dimenyional constant Berwald-Finsler spaces in Epi-
demiology, Open System and Information Dinamics 3, (1995), 305-
317.

M. Abate, G. Patrizio: Finsler metrics — A Global approach, with
applications to geometric function theory, Lecture Notes in Mathe-
matics 1591, Springer Verlag, Berlin, (1994)

V. 1. Arnold: Geometrical methods in the theory of ordinary dif-
ferential equations, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York,
(1983)



82

IRODALOMJEGYZEK

|As1]

[As2]

[B1]

[B2]

B3]

[B4]

[BS]

| B6]

[B]

[BS]

[BI]

[Bal

G. S. Asanov: C-reducible Finsler spaces. Finsler spaces with Ran-
ders metrics and Kropina metrics, (Russian), Problem. of Geom.
11, (1980), 65-88.

G. S. Asanov: Finsler geometry, relativity and gauge theories, Fund.
Theo. Phys., D. Reidel Publ. Co., Dordrecht, Holland, (1985)

L. Berwald: Untersuchung der Krimmung allgemeiner metrischer
Raume auf Grund des in ithnen herrschenden Parallelism, Math. Z.
25, (1926), 40-73, 26, (1927), 176.

L. Berwald: Paralleliibertraung in allgemeinen Raumen, Atti Congr.
Intern. Mat. Bologna, 4, (1928), 263-270.

L. Berwald: On Finsler and Cartan geometries III, Two dimen-
stonal Finsler spaces with rectilinear extremals, ann. of Math. 42,
(1941), 84-112.

L. Berwald: Uber Finslersche und Cartansche Geometrie IV. Pro-
jektivkrimmung allgemeiner affiner Riume und Finslersche Riume
skalarer Krimmung, Ann. of Math. 48, (1947), 755-781.

L. Berwald: Uber die n-dimensionalen geometrien konstanter

Kriimmung, in denen die Geraden die Kiirzesten sind, Math. Z.
30, (1929), 449-469.

L. Berwald: Uber die Beziehungen zwischen den Theorien der Pa-
rallelibertragung in Finslerschen Rdumen, Nederl. Akad. Wetensch.
Proc. 49, (1946), 642-647. — Indag. Math. 8, (1946), 401-406.

L. Berwald: Uber zwei dimensionale allgemeine metrische Réiume
I II, J. Reine Angew. Math. 156, (1927), 191-222.

L. Berwald: Zur Geometric ebener Variationsprobleme, Lotos Prag
74, (1926), 43-52.

L. Berwald: Uber Finslersche und Cartansche Geometrie I. Ge-
ometrische Erklirungen der Krimmung und des Hauptskalars eines
zwetdimensionalen Finslerschen Rdumen, Math. Timigoara 17,
(1941), 34-58.

S. Bécso: On geodesics mappings of special Finsler spaces, Rendi-
conti del Circolo Matematico di Palermo, Serie II, Suppl. 59, (1999),
83-87.



IRODALOMJEGYZEK 83

|Bar|

[BC]

|BCr|

[BCS]

[Berg1]

|Berg2]

[Berg3]

W. Barthel: Uber die Minimalfiichen in gefaserten Finslerrdumen,
Ann. Math. Appl. (4)36, (1954), 159-190.

D. Bao, S. S. Chern: On a notable connection in Finsler geometry,
Houston J. Math. 19(1), (1993), 135-180.

R. Bishop, R. Crittenden: Geometry of manifolds, Academic Press,
(1964)

D. Bao, S. S. Chern, Z. Shen: An Introduction to Riemann Finsler
Geometry, Springer Verlag, (2000)

M. Berger: Les variétés Riemanniennes 1/4-pincées, Ann. Scuola
Norm. Sup. Pisa (III), 14(2), (1960)

M. Berger: Sur les variétés a courbure positive de diamétre mini-
mum, Comment. Math. Helv. 35(1), (1961)

M. Berger: Riemannian geometry during the second half of twen-
tieth century, 1. H. E. S. preprint (1997)

[BGYPSZ| S. Bacso, E. Gyongyoési, 1. Papp, B. Szilagyi: On some special

[BHM]

[BIK]

[BK]

[BM1]

[BM2]

[BM3]

Finsler metrics in psychometry, Acta Acad. Paed. Agriensis, Sectio
Matematicae, (2003), 30. 23-30.

S. Bacs6, M. Hashiguchi, M. Matsumoto: Generalized Berwald
spaces and Wagner spaces, Analele Stiintifice Ale Universitath ,,Al.
I. Cuza” Iagi, Tomul XLIII. s. I. a, Matematica, (1997), 307-321.

S. Bécso, F. llosvay, B. Kis: Landsberg spaces with common
geodesics, Publ. Mat. Debrecen 42/1-2., (1993), 139-144.

H. Busemann, J. P. Kelly: Projective geometry and projective met-
rics, Academic Press, New York, (1953)

S. Bacs6, M. Matsumoto: On Finsler spaces of Douglas type. A
generalization of the notion Berwald space, Publ. Math. Debrecen
51, (1997), 385-406.

S. Bacso, M. Matsumoto: Reduction theorems of certain Landsberg
spaces to Berwald spaces, Publ. Math. Debrecen 48, (1996), 357-
366.

S. Bacs6, M. Matsumoto: On Finsler spaces of Douglas type II.,
Projectively flat sapces, Publ. Math. Debrecen 53, (1998), 423-438.



84

IRODALOMJEGYZEK

[BM4]

[BM5]

[BM6]

[BM7]

[BOSZ|

[BP]

[Brl]

[Br2]

[Br3]

|Bril|

[Bri2|

[BSZ|

[Bul]

S. Bacs6, M. Matsumoto: On Finsler spaces of Douglas type III.,
Finslerian Geometries (edited by P. N. Antonelli), Kluwer Aca-
demic Publishers, (2000), 89-94.

S. Bacso, M. Matsumoto: Finsler spaces with the h-curvature tensor
dependent on position alone, Publ. Math. Debrecen 55, (1999), 199-
210.

S. Bacs6, M Matsumoto: Projective change between Finsler spaces
with («, 3)-metric, Tensor N. S. 55, (1994), 252-257.

S. Bacsd, M. Matsumoto: On Finsler-spaces of Douglas type IV.
Projectively flat Kropina spaces, Publ. Math. Debrecen, 56, (2000),
213-221.

S. Bécso, A. Orosz, B. Szilagyi: On the rectifiability condition of a
second order ordinary differential equation, Acta Math. Acad. Ped.
Nyiregyhaza, (2001), 127-129.

S. Bacso, 1. Papp: *P-Finsler spaces with vanishing Douglas tensor,
Acta Acad. Paed. Agriensis, 25, (1998), 91-95.

R. L. Bryant: Finsler structures on the 2-sphere satisfying K=1, vo-
lume Finsler Geometry of Contemporary Mathematics (196), AMS
(1996), 27-42.

R. L. Bryant: Projectively flat Finsler 2-spheres of constant curva-
ture, Selcta Math. New Series 3, (1997), 161-204.

R. L. Bryant: Some remarks on Finsler manifolds with positive
constant flag curvature, Houston J. Math. 28(2), (2002), 221-262.

F. Brickell: A new proove of Deicke’s theorem on homogeneous func-
tions, Proc. Amer. Math. Soc. 16, (1965), 190-191.

F. Brickell: A theorem on homogeneous functions, J. London Math.
Soc. 42, (1967), 325-329.

S. Bacso, B. Szilagyi: On a weakly-Berwald Finlser space of Kropina
type, Mathematica Pannonica 13/1, (2002), 91-95.

H. Busemann: The geometry of Finsler spaces, Ball. Amer. Math.
Soc. 56, (1950)



IRODALOMJEGYZEK 85

|[Bu2|

[Bu3|

[BY]

C1]

[C2]

[CE]

[CG1]

[cG2

[Ch1]

[Ch2]

D]

[DC1]

[DC2

[De]

[E]

H. Busemann: The foundations of Minkowskian geometry, Com-
ment. Math. Helvet. 24, (1950), 156-187.

H. Busemann: The geometry of geodesics, Academic Press, New
York, (1955)

S. Bacso, R. Yoshikawa: Weakly-Berwald process, Publ. Math. Deb-
recen 61, (2002), 219-231.

E. Cartan: Les espaces de Finsler, Actualités 79, Paris, (1934)

E. Cartan: Sur un probleme de’ équivalence et la théorie des es-
paces métriques généralisés, Math. Cluj. 4, (1930), 114-136., Oeuv-
res Compl. IIT 2, 1131-1153.

J. Cheegner, D. Ebin: Comparison theorems in Riemannian ge-
ometry, North-Holland Publishing Company, (1975)

J. Cheegner, D. Gromoll: The splitting theorem for manifolds of
nonegative Ricci curvature, J. Differential Geometry 6, (1971), 119-
128.

J. Cheegner, D. Gromoll: On the structure of complete manifolds
of nonegative curvature, Ann. of Math. 96, 413-443.

S. S. Chern: Finsler Geometry is just Riemann Geometry Without
Quadratic Restrictions, Notices of AMS, 46, (1996), 959-962.

S. S. Chern: Back to Riemann, Mathematics: Frontiers an Perspec-
tives (2000), 33-34.

J. Douglas: The general geometry of paths, Ann. of Math. 29, (1927-
1928), 143-168.

E. N. Dzhafarov, H. Colonius: Fechnerian metrics in unidimen-
stonal and multidimensional stimulus spaces, Psychonomic Bulletin
and Review, 6(2), (1999), 239-268.

E. N. Dzhafarov, H. Colonius: Multidimensional Scaling: Basics,
Journal of Mathematical Psychology, 45, (2001), 670-719.

A. Deicke: Uber die Finsler-Riume mit A; = 0, Arch. Math. 4,
(1953), 45-51.

L. P. Eisenhart: Non-Riemannian Geometry, Amer. Math. Soc.
Colloquium Publications, Vol. VIII, New York, (1927)



86

IRODALOMJEGYZEK

[F1]

|[Fu2]

[Fu3]

[GLP]

[H1]

[H2]

[He]

[HHM]

[Hil]

[Hi2]

|HI1]

[HI2|

[HI3|

P. Finsler: Uber Kurven und Flichen in allgemeinen Riumen, (Di-
sertation Gottingen, 1918), Birkhduser Verlag, Barel, (1951)

P. Funk: Uber Geometrien bei denen die Geraden die Kiirzesten
sind, Math. Ann. 101, (1929), 226-237.

P. Funk: Uber zweidimensionale Finslersche Réiume, insbesondere
tiber solche mit geradlinigen FExtremalen und positiver konstanter
Krimmung, Math. Z. 40, (1936), 86-93.

M. Gromov, J. Lafontaine, P. Pansu: Structures métriques pour les
varétiés Riemanniennes, Cedic-Fernand Nathan, Paris, (1981)

M. Hashiguchi: On the hv-curvature tensors of Finsler spaces, Rep.
Fac. Sci. Kagoshima Univ. 4, (1971), 1-5.

M. Hashiguchi: On Wagner’s generalized Berwald space, J. Korean
Math. Soc. 12, (1975), 51-61.

E. Heil: FEine Charakterisierung lokal-Minkowskischer Rdume,
Math. Ann. 167, (1966), 64-70.

M. Hashiguchi, S. Hojo, M. Matsumoto: On Landsberg spaces of two
dimensions with (o, 3)-metrics, J. Korean Math. Soc. 10, (1973),
17-26.

D. Hilbert: Matematische Probleme, Gott. Nachrichten, (1900),
253-297.;  konyv alakjaban kommentarokkal ellatva P. Sz.

Alekszandrov szerkesztésében: Problemii  Gil’berta, Nauka,
Moszkva, (1969), 29-31.

D. Hilbert: Uber die gerade Linie als kiirzeste Verbindung zweier
Punkte, Math. Ann. 46, (1901), 91-96.

M. Hashiguchi, Y. Ichijyo: On some special (o, 3)-metrics, Rep.
Fac. Sci. Kagoshima Univ. 8, (1975), 39-46.

M. Hashiguchi, Y. Ichijyo: On conformal transformations of Wag-
ner spaces, Rep. Fac. Sci. Kagoshima Univ. (Math. Phys. Chem.)
10, (1977), 19-25.

M. Hashiguchi, Y. Ichijyo: Randers spaces with rectilinear geodesics,
Rep. Fac. Sci. Kagoshima Univ. (Math. Phys. Chem.) 13, (1980),
33-40.



IRODALOMJEGYZEK 87

|H.Kaw| H. Kawaguchi: On the Finsler spaces with the vanishing second

[HrS]

[HV]

[Ich1]

[Ich2]

[Ich3]

[Ich4]

[Ich5]

[In1]

[In2]

[1z1]

[1z2]

K]

curvature tensor, Tensor N. S. 26, (1972), 250-254.

D. Hriminc, H. Shimada: On the a-duality between Lagrange and
Hamilton manifolds, Nonlinear World 3, (1966), 613-641.

M. Hashiguchi, T. Varga: On Wagner spaces of W -scalar curvature,
Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica 14, (1979), 11-14.

Y. Ichijyo: Finsler manifold modeled on a Minkowsk: space, J.
Math. Kyoto Univ. (Kyoto Daigaku J. Math.) 16-3. , (1976), 639-
652.

Y. Ichijyo: Finsler manifolds with a linear connection, J. Math.
Tokushima Univ. 10, (1976), 1-11.

Y. Ichijyo: On the Finsler connection associated with a linear con-
nection satisfying Pj,;] = 0, J. Math. Tokushima Univ. 12, (1978),
1-7.

Y. Ichijyo: On the condition for a {V, H }-manifold to be locally
Minkowskian or conformally flat, J. Math. Tokushima Univ. 13,
(1979), 13-21.

Y. Ichijyo: On special Finlser connections with the vanishing hv-
curvature tensor, Tensor N. S. 32, (1978), 146-155.

R. S. Ingarden: On the geometrically absolute optical representa-
tion in the electron microscope, Trav. Soc. Sci. Letr. Wroclav, B45,
(1957)

R. S. Ingarden: Geometry of thermodynamics, Proc. XV, Intern.
conf. diff. geom. methods in theor. physics, World Sci. Publ., Sin-
gapore, (1987), 455-465.

H. Izumi: On *P-Finsler spaces I, II, Memoirs of the Defense
Academy, 17, (1997), 1-9, 133-138.

H. Izumi: On *P-Finsler spaces of scalar curvature, Tensor N. S.,
38, (1982), 220-222.

M. S. Knebelman: Collineations and notions in generalized spaces,
Amer. J. of Math. 51, (1927), 527-567.



38

IRODALOMJEGYZEK

[KAM]

|Kaw|

[Ki]

K11

K12

|L1]

[L.2]

|L3]

[M1]

[M2]

[M3]

[M4]

[M3]

[Mé6]

M. Kitayama, M. Azuma, M. Matsumoto: On Finsler spaces

with an (o, B)-metric, Regularity, geodesics and main scalars, J.
Hokkaido Univ. of Education 46, (1995), 1-10.

A. Kawaguchi: On the theory of nonlinear connections 1I, Theory
of Minkowski spaces and nonlinear connections in a Finlser space,
Tensor N. S. 6, (1956), 165-199.

S. Kikuchi: On the condition that a space with («, 3)-metric be
locally Minkowskian, Tensor N. S. 33, (1979), 242-246.

W. Klingenberg: Contributions to Riemannian geometry in the
large, Ann. Math. 69, (1959)

W. Klingenberg: Uber Riemannische Mannigfaltigkeiten mit posi-
tiwer Krimmung, Comment. Math. Helv. 35, (1961)

G. Landsberg: Uber die Totalkriimmung, Jber. Deutsch. Math.
Verein. 16, (1907), 36-46.

G. Landsberg: Krimmungstheorie und Variationsrechnung, Jber.
Deutsch. Math. Verein. 16, (1907), 547-551.

G. Landsberg: Uber die Krimmung in der Variationsrechnung,
Math. Ann. 65, (1908), 313-349.

M. Matsumoto: History of Finsler geometry, Debrecen, (1979)

M. Matsumoto: Foundations of Finsler geometry and special
Finsler spaces, Kaiseisha Press, Japan, (1986)

M. Matsumoto: The Tavakol-van der Bergh conditions of the theo-
ries of gravity and projective change of Finsler metrics, Publ. Math.
Debrecen 42, (1993), 155-168.

M. Matsumoto: On some transformations of locally Minkowskian
spaces, Tensor N. S. 22, (1971), 103-111.

M. Matsumoto: On Finsler spaces with Randers metric and special
forms of important tensors, J. Math. Kyoto Univ. (Kyoto Daigaku
J. Math.) 14, (1974), 477-498.

M. Matsumoto: On Finsler spaces with curvature tensors of some
special forms, Tensor N. S. 22, (1971), 201-204.



IRODALOMJEGYZEK 89

[M7]

[M8]

[M9]

[M10]

[M11]

[M12]

[M13]

[M14]

[M15]

[M16]

[M17]

[M18]

[M19]

[M20]

[M21]

M. Matsumoto: On Wagner’s generalized Berwald spaces of dimen-
ston two, Tensor N. S. 36, (1982), 303-311.

M. Matsumoto: On C-reducible Finsler spaces, Tensor N. S. 24,
(1972), 29-37.

M. Matsumoto: A slope of a mountain is a Finlser surface with
respect to a time measure, J. Math. Kyoto Univ. 29, (1989), 17-25.

M. Matsumoto: The Berwald connection of a Finlser space with an
(a, B)-metric, Tensor. N. S. 50, (1991), 18-21.

M. Matsumoto: Randers spaces of constant curvature, Rep. Math.
Phys. 28, (1989), 105-117.

M. Matsumoto: Projectively flat Finsler spaces of constant curva-
ture, J. Natl. Acad. Math., India (Gorakhpur), 11, (1983), 142-164.

M. Matsumoto: Projectively flat Finslser spaces with («, 3)-metric,
Rep. on Math. Phys. 30, (1991), 15-20.

M. Matsumoto: FEvery path space of dimension two is projectively
related to a Finlser space, Open Syst. and Inform. Dynamics 3,
(1995), 291-303.

M. Matsumoto: Theory of Finsler spaces with («, [3)-metric, Rep.
on Math. Phys. 31, (1992), 43-83.

M. Matsumoto: Two-dimensional Finsler spaces whose geodesics
constitute a family of special conic sections, J. Math. Kyoto Univ.
35, (1995), 357-376.

M. Matsumoto: On three-dimensional Finsler spaces satisfying the
T- and BY-conditions, Tensor N. S. 29, (1975), 13-20.

M. Matsumoto: Projective changes of Finsler metries and projec-
tively flat Finsler spaces, Tensor N. S. 34, (1980), 303-315.

M. Matsumoto: Landsberg spaces of dimension two with («, 3)-
metric, Tensor N. S. 57, (1996), 145-153.

M. Matsumoto: Projective Randers change of P-reducible Finlser
spaces, Tensor N. S. 59, (1998), 6-11.

M. Matsumoto: Finsler spaces with the hv-curvature tensor Py;jp,
of a special form, Rep. on Math. Phys., 14, (1978), 1-13.



90

IRODALOMJEGYZEK

|Mol]|

[Mo2]

[MS]

[MT]

[Nul]

[Nu2|

[01]

102]

[R]

[Ra]

[Rapl]

[Rap2]

[Rap3]

[Rox]

[Ru

A. Mooér: Uber die Dualitit von Finslerschen Grundfunktionen,
Publ. Math. Debrecen 2, (1952), 178-190.

A. Moor: Uber die Torsions- und Kriimmungsinvarianten der drei-
dimensionalen Finslerschen Riume, Math. Nachr. 16, (1957), 85-99.

M. Matsumoto, H. Shimada: On Finsler spaces with the curvature

tensors Ppjr and Shiji satisfying special conditions, Rep. on Math.
Phys., 12, (1977), 77-87.

M. Matsumoto, L. Taméassy: Direct method to characterize confor-
mally Minkowski Finsler speaces, Tensor N. S., 33, (1979), 380-384.

S. Numata: On Landsberg spaces of scalar curvature, J. Korea
Math. Soc. 12, (1975), 97-100.

S. Numata: On the torsion tensors R;n; and Py, of Finsler spaces
with a metric ds = (g;j(dz)dz'dx?)Y/? + b;(x)dx®, Tensor N. S. 32,
(1978), 27-31.

T. Okada: On global models of Finsler spaces to appear in Tensor
N. S.

T. Okada: On models of projectively flat Finsler spaces of constant
negative curvature, Tensor N. S. 40, (1983), 117-124.

B. Riemann: Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen, Gottingen, (1854)

G. Randers: On an asymmetric metric in the four-space of general
relativity, Phys. Rev. (2) 59, (1941), 195-199.

A. Rapcsak: Die Bestimmung der Grundfunktionen projektiveliener
metrischer Riume, Publ. Math. Debrecen 9., (1962), 164-167.

A. Rapcsék: Uber die bahntreuen Abbildungen metrischer Riume,
Publ. Math. Debrecen 8., (1961), 285-290.

A. Rapcsék: Uber die bahntreuen Abbildungen affinzusammenhdin-
gender Riume, Publ. Math. Debrecen 8., (1961), 225-230.

[. W. Roxburgh: Finlser spaces with Riemannian geodesics, General
Relativity and Gravitation 23, (1991), 1071-1080.

H. Rund: The differential geometry of Finlser spaces, Springer Ver-
lag, (1959)



IRODALOMJEGYZEK 91

1]

[Shel]

[She2]

[She3]

[Shil]

[Shi2]

[Shi3]

[So]

[SS]

[SSAY]

[Sul

[Sz1]

[Sz2]

[Szil]

J. L. Synge: A generalization of the Riemannian line-element,
Trans. Amer. Math. Soc. 27, (1925)

Z. Shen: Finsler manifolds of constant positive curvature, vo-
lume Finsler Geometry of Contemporary Mathematics (196), AMS
(1996), 83-92.

Z. Shen: Clurvature, distance and volume in Finsler geometry, un-
published

7. Shen: Differential geometriy of spray and Finsler spaces, Kluwer
Academic Press, (2001)

C. Shibata: On Finlser spaces with Kropina metric, Rep. on Math.
Phys. 13, (1978), 117-128.

C. Shibata: On Finsler geometry of thermodinamical states given
by R. S. Ingarden to appear in Rep. on Math. Phys.

C. Shibata: On Finsler spaces with an («, 3)-metric, J. Hokkaido
Univ. of Education, IT A, 35, (1984), 1-16.

Gy. So6s: Uber einfache Finslersche Riume, Publ. Math. Debrecen
7, (1960), 364-373.

V. P. Singh, R. K. Srivastava: On h-recurrent Wagner spaces of
W -scalar curvature, Acta. Math. Hungarica 64(2), (1994), 151-156.

C. Shibata, H. Shimada, M. Azuma, H. Yasuda: On Finsler spaces
with Randers metric, Tensor N. S. 31, (1977), 219-226.

B. Su: On the isomorphic transformations of minimal hypersurfaces
in a Finlser space, (Chinese), Acta Math. Sinica 5, (1955), 471-488.

Z. Szabé: Positive definite Berwald spaces (structure theorems on
Berwald spaces), Tensor N. S. 35, (1981), 25-39.

7. Szabo: Generalized spaces with many isometries, Geometriae
Dedicata 11, (1981), 369-383.

B. Szilagyi: Some problems in Wagner spaces with vanishing Doug-
las tensors, Periodica Polytechnica, Mechanical Engineering, 47/1,
(2003), 75-80.



92

IRODALOMJEGYZEK

|Szi2|

|T]

[ To]

V1]

[V2]

[V3]

[W1]

[W2]

[Wel

[Weg]

[Wi]

[YS]

B. Szilagyi: Projective Randers change of * P-Finsler spaces, Acta
Univ. Palack. Olomounc, Fac. Rerum Natur. Math. 42, (2003), 105-
109.

J. H. Taylor: A generalization of Levi—Civita’s parallelism and the
Frenet formulas, Trans. Amer. Soc. 27, (1925), 246-264.

V. Toponogov: Riemannian spaces with curvature bounded below,
Uspehi Math. Z. 25, (1926), 723-733.

O. Varga: Die Krimmung der Fichfiiche des Minkowskischen
Rdumes und die geometrische Deutung des einen Krimmungsten-
sors des Finslerschen Rdumes, Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg
20, (1956), 41-51.

O. Varga: Zur Begrindung der Minkowskischen Geometrie, Acta
Univ. Szeged Sci. Math. 10, (1941-1943), 149-163.

O. Varga: Zur Begriindung der Hilbertschen Verallgemeinerung der
nichtenklidischen Geometrie, Monatsh. Math. 66, (1962), 265-275.

V. V. Wagner: Uber Berwaldsche Riume, Rec. Math. (Mat. Sb.)
(2)3, (1938), 655-662.

V. V. Wagner: On generalized Berwald spaces, C. R. (Doklady)
Acad. Sci. URSS 39, (1943), 3-5.

H. Weyl:  Zur Infinitesimalgeometrie, Gottinger Nachrichten,
(1921), 99-112.

J. M. Wegener: Hyperfliichen in Finslerschen Riumen als Transver-
salfliichen einer Schar von Extremalen, Monatsch. Math. Phys. 44,
(1936), 115-130.

W. Wirtinger: Uber allgemeine Massbestimmungen in welcher die

geoddtischen Linien durch lineare Gleichungen darstellt werden,
Monatsh. Math. Phys. 33, (1923), 1-14.

H. Yasuda, H. Shimada: On Randers spaces of scalar curvature,
Rep. on Math. Phys. 11, (1977), 347-360.









Vizsgalatok speciilis Finsler-terekben

Ertekezés a doktori (Ph.D.) fokozat megszerzése érdekében
a Matematika tudomanyagban

Irta: Szilagyi Brigitta okleveles matematika-fizika szakos tanar

Késziilt a Debreceni Egyetem Matematika és Szamitastudoméany Doktori
Iskolaja (Differencidlgeometria és Alkalmazasai programja) keretében

Témavezets: Dr. Bacsdé Sandor

A doktori szigorlati bizottsag:

elnok: DIt o e,
tagok: DT et e
DIt o e,

A doktori szigorlat id6pontja: 2004. augusztus 30.

Az értekezés biraloi:

A biralobizottsag:

elnok: | D N
tagok: DT et e
D
D
D



