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1. Bevezetés

A hazai ¢s kiilfoldi felsdoktatasban a nem szakiranyi matematikaoktatas dilemmaiban
kozos, hogy mikdzben a matematika alkalmazasaival szemben tamasztott elvaras no-
vekszik, a matematikara forditott id6 és energia pedig nem valtozik, esetleg éppen
csokken [1], [2].

30 éves kozépiskolai és egyetemi tanitasi tapasztalattal rendelkezem, tobb mint 10 éve
veszek részt a Magyar Agrar- és Elettudomanyi Egyetem Matematika és Természet-
tudomanyi Alapok Intézet Matematika és Modellezés Tanszék, illetve jogelddje, a
Szent Istvan Egyetem Gépész Kar Matematika Tanszék oktatdjaként a mérnok hall-
gatok matematika képzésében.

Korabban végzett kérddives felméréseim és masok kutatasai alapjan — akar az alap-
képzést, akar a mesterképzést illetéen — elmondhato, hogy a hallgatok tobbsége elso-
sorban a valasztott szakma iranti érdekl6désb6l és nem a matematika szeretete miatt
iratkozik be erre a képzésre [3].

A kozépiskolai alapszintli kovetelményekre épiild szintfelmérd dolgozatok tanisaga
szerint az alapképzésre bekeriil hallgatok matematikai ismeretei hidnyosak. Az egye-
temi tananyag hagyomanyos elrendezése ¢s felépitése nem segiti a kozépiskolai és az
egyetemi matematika kozotti szakadék athidaldsat. A tananyag tilsdgosan elméleti,
nem a gyakorlatbol indul ki €s nem is oda érkezik. A tananyag litemezése sem veszi
figyelembe a tanuldselméleti szempontokat, tal gyors tempo6t diktal, nincs érési 1d6,
nincs id6 gyakorlasra [4], [5].

Az érdeklddés és alaptudas nélkiili hallgatok szamara nem elég hatékony a tananyagot
részletesebben leirni, konzultadcidkon jobban elmagyarazni, vagy egyéb szakszerii se-
gitséget nyujtani, hiszen a segitség eredményes felhasznalasa kompetenciamotivaciot
feltételez [6], [7].

Olyan matematikai témakat és modszertani megoldasokat kerestem, amelyek a hall-
gatonak a matematikardl és a sajat problémamegoldasi eredményességérdl alkotott
képét is kedvezden befolyadsoljak. A jatékelméletben példaul olyan témat talaltam,
amely a matematika irdnt érdekl6do és kevésbé érdekl6dod kozonség szamara is érde-
kessé, hozzaférhetdvé tehet bizonyos matematikai modellalkotasi és problémamegol-
dasi modszereket. Igy a jatékelmélet hozzajarul, hogy a matematikat a matematikai
tartalom Iényeges sériilése nélkiil népszeriibbé tegyiik [58].
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Modszertani szempontbol sorra mérlegeltem minden olyan eszkoz — jaték, eljarés,
moddszer — fels6fokti matematika tanitasban vald alkalmazhatdsdgat, amelyet tanari
palyafutasom soran valaha sikerrel alkalmaztam (kooperativ tanulasi modszer, IKT
eszk6zok, eléhivasos tanulas [55]).

A torekvések megvalosithatosagat, az iranyok helyességét sajat reflexiom, illetve ta-
nitvanyaim szobeli és irasbeli visszajelzése alapjan, kérddivek segitségével, megfi-
gyelésekkel, esettanulmanyokkal vizsgaltam.

A 2. fejezet a kutatas hipotéziseit tartalmazza.

A 3. fejezetben probalkozasaim pedagogiai, pszicholdgiai és matematika didaktikai
hatterérol irok.

A 4. fejezetben sorra veszem az alapfoka gépész képzésen oktatott matematika tar-
gyaimat, ismertetem a ,,mddszertani Gjitasaimat”, azok hatékonysagat és a bevezeté-
stikkel kapcsolatos tanulsagokat (Matematikai alapok — jatékositas, Matematika | —
kooperativ tanulasi modszer, digitalis kompetencia fejlesztése, Valoszinliségszamitas
¢s statisztika, Jaték és matematika, E-tananyag: Matematikai érdekességek).

Az 5. fejezet témaja a miiszaki menedzser szakon folyo mesterképzés keretében okta-
tott Miiszaki-gazdasagi matematika tantargy. Ismertetem €s elemzem a targyhoz kap-
csolodo esettanulmanyokat, valamint tartalmi és modszertani javaslatokat teszek a ha-
tékonysag novelése érdekében.

A 6. fejezetben arrol a vizsgalatrél szamolok be, amelynek soran az el6hivasos mod-
szer elsd fazisanak — kozvetlen visszakérdezés — hatékonysagat mértem. A kisérleti
csoport, a kontrollcsoport és a 442 {6s évfolyam el6rehaladasat statisztikai modsze-
rekkel hasonlitottam 9ssze.

A 7. fejezetben modszertani Gjitasaim eredményét vizsgalom a hipotézisek tiikrében
¢s kitérek néhany diszkusszids kérdésre.

A dokumentacid terjedelmes része a dolgozat végén taladlhato Mellékletekbe kertilt.
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2. A kutatas hipotézisei

Elsé hipotézis (H1)

A vizsgalt modszerekkel mind a tanitasi 6érdkon, mind az egyéni tanulds soran fej-
leszthet6k

e a hallgatok kompetenciamotivacidjanak legfontosabb 6sszetevéi (pl. az énha-
tékonysag, a sajat eredményességérdl alkotott kép a matematikai problémak
kezelését illetéen [26]);

e a matematikai kompetencidk (lasd Reiss-féle kompetenciarendszer [13]);

e az EU kulcskompetenciak szinte kivétel nélkiil [2].

Masodik hipotézis (H2)
A kivalasztott modszerek tobb iddt és energiat igényelnek ugyan mind a tanar, mind
a hallgat6 részérdl, de pozitiv az idomérleg.

e Mindségileg megvaltozik a didkok részvétele a matematikatanuldsi folyamatban.

e Mindségileg megvaltozik a tanar szerepe, részvétele a matematikatanulasi fo-
lyamatban.

o Az IKT eszkozok nagy mértékben segitik a kisérleti program megvaldsitasat.
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3. Modszertani ,,Gjitasaim” pedagogiai, pszichologiai és
didaktikai hattere

A disszertacioban Ujitasnak nevezek minden olyan megoldast, mddszertani eszkozt,
amely a koriilményekhez jol illeszthetd, és bar az adott milidben — miiszaki felséok-
tatas — szokatlan, de a pedagogiai, modszertani szakirodalom tanusaga szerint vala-
milyen mas kdrnyezetben mar bizonyitottan pozitiv hatdssal vannak a tanulas ered-
meényességere.

A vélasztott megoldasokat a bejovo hallgatok felkésziiltsége, érdeklodése, palyaképe;
a targy oraszama ¢€s oOrainak elosztasa, tematikdja befolyasolta.

3.1. A matematikai pontossag kérdése

A matematikara épitd szaktargyi oktatok és a matematikat oktatok egyetértenek ab-
ban, hogy az oktatott tananyagnak matematikailag korrektnek kell lennie. Ugyanak-
kor a szereplok matematikarol és a matematikatanuldsrol alkotott képének divergens
volta miatt szinte mindenki mast ért matematikai korrektségen. A vég nélkiili vitakat
elkeriilendd rogziteni kell valahol a pontossag hatarat. Ez a hatdr a matematika kiilon-
boz0 teriiletein mashol htizodik. A dilemmat a kovetkezoképpen érzekelteti Kalmar
Laszl0, — aki a matematika, a kibernetika és a filozofia teriiletén is elismerésre méltot
alkotott.

., ...megjartam a matematikai egzaktsag magasiskolajat s latom, hogy az egzaktsag-
nak nincs hatara, nincs olyan preciz modon megfogalmazott definicio, vagy tétel,
amibe még precizebb dllaspontrol bele ne lehetne kotni, mégpedig nemcsak szorszal-
hasogatasbol és kakancsomokeresésbol, hanem alapos okkal (mert a precizebb allds-
pont el nem fogadasa effektiv hibakhoz, hamis eredményekhez vezethet); éppen ezért
nem tudom tébbé statikus-dogmatikusan felfogni a matematikai precizséget: aki ezen
innen van, nem preciz, aki tul, az preciz. Ezzel egyiitt elejtettem persze a matematika-
nak, mint »abszolut igaz tudomanynak« a képzetét. Nem irom, hogy kénytelen voltam
elejteni, mert az a meggyozodésem, hogy épp az a szép a matematikaban, hogy magan
viseli az emberi alkotas minden bizonytalansagat. Félre ne érts: létezik szamomra is

!

precizség, de nem statikus, hanem dinamikus értelemben: mint precizségre torekvés.'
[8].
Polya szerint a matematika nem csupan feszes logikai rend alapjan kozelitheté meg.

,,A matematikanak két arca van: a matematika egyfelol Euklidesz szigoru tudomanya,
de valami mas is. Az euklideszi modon targyalt matematika — mikozben dolgozik vele
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az ember — kisérleti, induktiv jellegii. A matematika mindkét arculata ugyanolyan régi
mint maga a matematika.” [9].

Magam is ugy tartom, hogy mas-mas szabatossagi kdvetelmény vonatkozik az irott és
a szoban elmondott tartalomra. A tananyag kivalasztasaval és elrendezésével toreked-
tem arra, hogy példat mutassak a kiilonb6zé matematikai tevékenységekre: az otletek,
sejtések megsziiletésének Gsztonzésére, az intuiciok milkkodtetésére, a kreativitas fej-
lesztésére, tovabba hosszabb, 6sszetettebb logikai lanc kdvetésére és kigondolasara.

3.2. Kompetenciamotivacio és kompetencia fejlesztés

White szerint [10] a szakértelem és az illetékesség nem elegendé ahhoz, hogy ugy is
cselekedjiink. Van azonban egy globalis belsé torekvés az emberben, hogy hatéko-
nyan kezelje a kdrnyezetét. Ez a kompetenciamotivacio kiindulopontja.

A kompetenciamotivacio egyik Osszetevdje az a felismerés, hogy az egyén képes cé-
lokat kit{izni, és megvalositani, mert birtokaban van a sziikséges adottsagoknak. (En-
hatékonysag tudat [6]). Az énhatékonysag tudat befolyasolja a tevékenységvalasztast,
er6feszitést, kitartdst. Ennek noveléséért tanitvanyaim szdmara sikerélmény biztosita-
sara, a kudarc és a szorongas csokkentésére torekszem. A kompetencia motivacio csak
akkor kapcsolodik be ¢és fejlodik, ha a megoldandd problémak ,,optimalis kihivast”
jelentenek, amelyek lekiizdése az 6nképet javitja [11]. Az optimalis kihivast jelentd
tevékenységekben elért sikerek nem csak az énhatékonysag érzését erdsitik, hanem a
belsd motivaciot is. A varakozastol eltérd szituaciok is mitkodhetnek kihivasként (ki-
vancsisag, felfedezési vagy). De ha a helyzet tiilsagosan eliit a megszokottol, akkor az
illetd onvédelembdl figyelmen kiviil hagyja, illetve szorong, panikba esik. A kivan-
csisag és az ismeretlentdl valo félelem parharcara dontd befolyassal van a probléma-
megoldasban valo jartassag, a problémamegoldasi stratégidk ismerete, kreativ alkal-
mazasa.

A tematikaban rogzitett matematikai ismeretek atadasan til a kompetenciamotivacio
[7] és az eurdpai kulcskompetenciak [2] fejlesztése is fontos célom. Az Eurdpai Uni-
onak a leend6 miiszaki értelmiséggel szembeni kovetelményei

e Az anyanyelven folytatott kommunikécio;

e Azidegen nyelveken folytatott kommunikacio;

e Matematikai kompetencia és alapvetd kompetencidk a természet- és miiszaki
tudomanyok terén;

e Digitalis kompetencia;
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e A tanulas elsajatitasa;

e Szocialis és allampolgari kompetencidk;

o Kezdeményezokészség és vallalkozoi kompetencia, valamint
e Kulturalis tudatossag és kifejezokészség.

A matematika tanitdsa kozben, kiilondsen a gyakorlatokon és a szemindriumokon,
épitiink a fenti kompetencidkra és egyben fejlesztjiik is azokat.

A gépészmérndk hallgatok esetében kiilondsen fontos megmutatni, hogy (akar koz-
vetlenil is) hasznosithatd ismereteket kapnak. Ezt szolgéaljak az altaluk ismert szitua-
cioba helyezett redlis kérdésfelvetések, az énkép megerdsitését szolgald szamonkérési
és visszajelzési modok. A mindenkori tananyaghoz kapcsolodoan természetes modon
adodik szamos matematikai és matematikan kiviili kompetencia fejlesztésének lehe-
tdsége. Példaul a linearis programozas teriiletén a szimplex modszer alkalmazésa mel-
lett fejleszthetd és fejlesztendd a szamolasi készség, a fogalom pontos ismerete, a sz0-
vegértés és értelmezés, a szabalykdvetés, a feladattartas, a kommunikacié (a gondo-
latok pontos kifejezése, iraskészség, helyesiras, attekintheto iraskép), a téma kapcso-
lata a mindennapi élettel, kreativitas.

A dolgozatban ¢és a mindennapi munkamban a Pisa 2012-es matematikai kompeten-
ciarendszert tudom legjobban hasznalni, mert példaul a Sulinova kompetenciarend-
szere elsdsorban az iskolai tananyagra koncentral, a Czeglédi Istvan-féle kompeten-
ciarendszer [12] sem illeszkedik a felsdoktatasban folyd nem szakirany matematika-
oktatas folyamatahoz. A legalkalmasabbnak a [13] altal Gsszeallitott matematikai
kompetenciak bizonyultak, ennek osszetevoi

e a matematikai gondolkodas (jellegzetes kérdések; egy fogalom értelmezésé-
nek érvényességi kore; kiterjesztés, altalanositas, specializalas; az allitdsok
fajtai);

e amatematikai érvelés (magyarazat, indoklas, bizonyitas, sejtés);

e a matematikai problémamegoldas (a matematikai problémamegoldasi straté-
gidk, a problémamegoldasi folyamat 1épéseinek megismerése, illetve 6nalld
alkalmazésa egyszerli esetekben);

e a matematikai modellalkotas (valtozatos kontextusbdl szarmazd problémak
megoldasa, kapcsolat a matematikai modell és a valosag kozott);

e a matematikai abrazolasok alkalmazasa (modszerek ismerete, 6sszehasonli-
tasa, célszerli megvalasztasa);

e a matematika szimbdolumaival és a formai elemeivel dolgozni, az eredményt
koznyelvi formaban értelmezni;
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e a matematikai kommunikaci6é (team munka, sajat gondolat kifejezése mate-
matikai és koznyelvi formaban;

e az eljarasok és a segédeszkozok alkalmazasa (kalkulatorok, szamitogépes
szoftverek hasznalatanak és hasznalhat6saganak ismerete).

3.3. Jatékositas és kooperativ tanulasi modszerek

Jatékositas

A jatékositas lényege Barbarits [14] szerint, hogy a jatékokra jellemz6 elemek (jaté-
kossag, kivancsisag, szocializalas vagya, tudasvagy kielégitése, kutatasi vagy és a ter-
vezés igénye, teljesitményre vald torekves, fesziiltségigény, versenyszellem, szerep-
1ési és elismerés utani vagy) az ismert és megszokott jatéktevékenység soran az uj
tartalomra is atvihetok. A jatékelemek egyrészt 6sztoneinkhez, masrészt a kdrnyezet
igényeihez kotddnek és sokféle modon atszovik a jatékot, kiegészitik egymast, de ver-
senyezhetnek vagy akar iitk6zhetnek is egymassal (szocializalas vagya kontra ver-
senyszellem).

A jaték tehat 6sztonzi a hallgatot

e hogy uj formaban, jatékosan — akar a régi tartalommal is — talalkozni kivanjon
a matematikai fogalmakkal, eljarasokkal;

e csoportos tevékenységre (kartyajatékok és tarsasjatékok);

e hogy maga is készitsen jatékot;

e hogy ne csak a minimum szintet célozza meg;

e hogy 0sszehasonlitsa eredményét a tobbiekével;

e hogy megoldasat indokolja, érveit nyilvanosan kifejtse.

A jaték fizikailag is élénkiti is az Orat, megmozgatja a hallgatokat (masik helyre iilnek,
korbeéllnak).

A jatékos tanulas sikere harom szerepld, a jatékos, a jatékvezetd és a jaték, egymasra
talalasan, egyiittmiikodésén mulik. Elengedhetetlen feltétel, hogy a jatékos hajlando
legyen jatszani (kompetenciamotivacio). A jatékvezetd feladata a professzionalis el6-
készités (kihivas jellegii, technikailag megvaldsithatd). A jatékba hitelesen beépiil a
teljesitmény jutalma, és egyuttal eldsegiti a kritikus gondolkodast és a problémameg-
oldast.

Ha a didkok ismerik az alkalmazott jatékot, van jatéktapasztalatuk, elsajatitottak a ja-
tékhoz kapcsolodd magatartasformakat, akkor feltételezhetjiik, hogy a jatékelemek a
matematikai tematik4ju jatékok esetén is jelen vannak, transzferalodnak.
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Ha olyan jatékot jatszunk, melynek szabalyat nem mindenki ismeri, akkor elészor ér-
demes egy probapartit jatszani az eredeti jatékkal.

Kooperativ tanulasi modszerek

A kooperativ csoportmunka keretében a tanulok egylittes munkat végeznek, igy egy-
arant felelosek egymas tanulasi eredményeiért és a sajatjukért. A kooperativ tanulési
forma nagy eldnye, hogy sok lehetdséget ad a tanulok egymas kozti kommunikécio-
jara, egymas segitésére. ,, Ebben nagy szerepe van a tanuloi énallosagnak, az énallo
tanulasnak, és az egyiittmiikodésen alapulo (kooperativ) tanulasnak, amelynek értékei
kozott szerepet kap az egymastol valo tanulds, az egymadsra figyelés az egymas tani-
tdsa, segitségnyujtas, on- és tarsértékelés igénye és képessége, valamint az egyiittmii-
kodés igénye és képessége.” [15] A kooperativ tanulasi modszert elsajatito és hatéko-
nyan hasznalni tud6 didkok remélhetdleg ezt az egylittmiikddo szemléletet atviszik az
¢let mas teriileteire, példaul a késdbbi munkahelytiikre, mivel egyre tobb helyen fontos
az egyiittmiikodési készség megléte.

Bar leginkabb a tanuldcsoporton beliili egyiittmiikodési képességek kialakitasahoz és
fejlesztéséhez hasznaljak a kooperativ tanulasi modszert, ez a forma a szocidlis kész-
ségek fejlesztésén tul az ismeretek €s az intellektudlis készségek fejlesztésére is alkal-
mas [16]. A kooperativ tanulas esetén a tanar feladatai szinesednek, sokrétiibbek (ta-
nulasi szituacidk szervezése, folyamatok koordinalasa, feliigyelete, segitése, értéke-
1ése).

A matematika tanulasrdl elterjedt nézet, hogy individualis tevékenység. A matematika
tanitasi gyakorlatdba csak lassan épiil be a kooperativ tanulasi mddszer, pedig mas
tantargyakban, mar a bolcsddétol kezdve épitenek a kdzos (paros vagy kiscsoportos)
tanulas elényeire (fejlesztd és gyogypedagogia, also tagozat). Ujabban a matematika
tankonyvekben (OFI) is megjelennek csoportmunkdban, egyiittmiikodéssel megol-
dando feladatok. A tanarképzés modszertani tananyagaban jelen van ugyan a koope-
rativ modszer, de a matematika szakos tanarjeldltek az egyetemen sajat ismereteiket
alapvetden hagyoméanyos mddszerrel szerzik.

Egyetemi és fOiskolai oktatdsban is eléfordul, hogy a didkok egyiittmiikodésére épitd
feladatokat fogalmaznak meg az oktatok (nyelvtanulés, laboratoriumi mérések ...), de
matematikabdl erre alig van példa.
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3.4. Metakognicio

Flavell [17] szerint a sajat gondolkodasrol valé gondolkodas segit a feladatvalasztas-
ban, a végrehajtas tervezésében és értékelésében. A pszichologia oldalarol az a 6 kér-
dés, hogy a metakognici6 milyen szerepet jatszik az 6nszabalyozott tanulasban. A jol
miik6do onszabalyozas pozitiv kdlcsonhatasban van az énhatékonysaggal. A matema-
tika-didaktika szempontjabol a problémamegoldas 1épéseir6l valdo gondolkodas all a
kozéppontban, amely mar Polya Gyorgynél [18] is megtalalhato. Johann Sjuts és ku-
tatocsoportja Osnabriickben évtizedek ota végez tehetséggondozast és ezzel parhuza-
mosan kutatja a metakognicios készség fejleszthetdségét és a metakognicid hatasat a
problémamegoldas sikerességére. Tanulmanyok sora bizonyitja, hogy a tanulas ered-
ményességére pozitiv hatassal vannak a metakognitiv stratégiak [19], [20].

A tanulas-ellendrzési stratégiakat lehet [21] és kell fejlesztenti, igy az oktatas minden
szintjén sziikség van arra, hogy id6t szanjunk a metakogniciora. Hallgatoim dontd
tobbsége aktiv szervezdje a tanulmdnyainak (mér a szakvalasztas ténye is ezt ta-
masztja ald). Beszélgetésekbol, kérddivekbdl kidertilt, hogy képesek tanulési tevé-
kenységiiket, motivacidjukat és viselkedésiiket monitorozni, kontrollalni és szaba-
lyozni. A tobbségiik értékes tanulasi célokat fogalmaz meg és nem a ,,talélésre” dolgozik.

3.5. Az analdgia

A miiszaki felsdoktatasban a matematika tananyag legfontosabb részeit az azokhoz
kapcsolddo kozponti kérdésfeltevés segitségével mutatom be. Az egyes jelenségcso-
portokat, a hozzajuk kapcsolodo probléma-felvetéseket és feladatcsaladokat az analo-
gia koti 0ssze. A konkrét példak, a hasonlo szituaciok Osszekapcsolasa, az analogia
felfedezése és a transzfer a friss tapasztalatok rendszerbe valo beillesztését is segitik.
Sok esetben a jelenségcsoportok kapcsolatat éppen a kozds matematikai modell mu-
tatja meg (rezgémozgas — valtéaram; novekedési, illetve fogyasi folyamatok).

Az analdgian alapuld gondolkodasnal két (vagy tobb) jelenségnek, jelenségcsoport-
nak bizonyos tulajdonsdgokban, viszonyokban, struktirakban valé hasonlosagabol
vagy egyezeésébdl mas tulajdonsdgokban, viszonyokban, struktirdkban val6 hasonlo-
sagéara vagy egyezésére kovetkeztetiink. A megvizsgalt, dsszehasonlitott ismérvek
szerint a megfelelés, 1ényegesben megegyezés mértéke kiilonbozd fokozatot érhet el,
egészen az azonossagig.

Az analdg kovetkeztetés 1ényege a kovetkezd:

ALAPSEMA: A viszonya B-hez olyan, mint C viszonya ? -hez.
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Budapest ugyanazt jelenti Magyarorszagnak, mint Bécs AUSZTRIA-nak.

Az analdgian alapuld kovetkeztetés tehat valdszinliségi kovetkeztetés, az ismert je-
lenségcsoport ismérveit atruhdzzuk az ismeretlen, vagy kevésbé ismert jelenségcso-
portra.

Nemcsak a megegyezések tudatositasa, felismertetése a feladatunk, hanem az analég
kovetkeztetéssel ,,megeldlegezett” ismérvek teljesiilésének ellendrzése, ellendrizte-
tése is. Az ellendrzési folyamat donti el, hogy az analdg kovetkeztetés igaz vagy ha-
mis. Igaz kovetkeztetés esetén a kezdetben részlegesen megéllapitott egyezések, ha-
sonlatossagok teljessé valnak. Hamis kovetkeztetés esetén kideriil, hogy 1ényeges kii-
16nbség is van a két jelenségcsoport kdzott, €s az analdgian alapuld kdvetkeztetéssel
a hasonldsag ¢és kiilonbozoség helyett csak a hasonldsagot fejeztiik ki.

,, Tanulaspszichologiai szempontbdl az igaz analog kovetkeztetéseknek az altalanosi-
tasban, a hamisnak a differencialasban, a szabaly érvényességi korének megallapita-
saban van jelentds szerepe.” [14] A logaritmussal végzett miiveleti szabalyok esetén
példaul nem elegendd a ,,szorzatbdl Osszeg lesz” szabaly megjegyzése, hiszen negativ
szamok esetén nincs értelmezve a szorzétényezdk logaritmusa.

A jelenségcsoportok, rendszerek, gondolati sémak kozotti hasonlosag jellege szerint
a szakirodalom strukturalis (szerkezeti) és funkcionalis (miikodési) analogiat kiilon-
boztet meg.

A strukturalis analogia jellemzdje, hogy az egyik rendszer elemei kozott fennallo bi-
zonyos kapcsolatok megfeleltethetok a masik rendszer kapcsolatainak (anélkiil, hogy
a rendszer elemeit egymasnak meg kellene feleltetni.) A matematikan beliili analog
kovetkeztetések alapja elsdsorban strukturalis analdgia, ennek sajatossagait Polya
Gyorgy a modern heurisztika megalkotoja, sok-sok példaval szemlélteti [22], [26].
A tanulasi folyamatban az ismeretszerzés eszkozeként €s az ismeretszerzés modsze-
reként egyarant alkalmazhatjuk az analogia felismerését, felismertetését. Talan a leg-
nagyobb az analogia jelentdsége akkor, amikor — a feladat feltételeinek tiizetes elem-
zése nélkiil — sejtések, ideiglenes modellek segitségével jutunk el a megoldashoz.
Modszertani szempontbdl rendezés, rendszerezés, magyarazat, értelmezés, bizonyi-
tas, igazolas, szemléltetés soran is hasznos lehet az analogia [23]. A targyak, jelensé-
gek egyezéseinek tudatos keresése, megmutatasa hatékonyabb4 teszi az 01j ismeretek
szerzésének, rogzitésének, helyes hasznalatanak folyamatat. Mikdzben az 0j strukti-
rat a régihez hasonlitjuk, a régire is masképp tekintiink, esetleg 0j tulajdonsagot fede-
ziink fel. A modellalkotasban is hasznos az analogia, ilyenkor az ismeretszerzés esz-
koze.
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3.6. Az elohivasos tanulas

Arra toreksziink, hogy az elsajatitott ismereteket és eljarasokat taroljuk és sziikség
szerint eléhivjuk, felidézziik és valamilyen formaban felhasznaljuk. Az agykutatés
komoly valtozast hozott azzal a felfedezéssel, hogy az emlékképeinket dualisan ko-
dolva taroljuk [24]. Az emlékezetrdl alkotott régi séma (,,kodol-tarol-eléhiv”) a bevi-
telre, a kddolasra helyezte a hangsulyt. Ha probléma adodott az eléhivassal, akkor az
ismételt, esetleg valtozatlan bevitelt, Gjratanulast tekintették megoldasnak. Az Gjrata-
nuldsos elmélet az emberi memoriat raktarhoz hasonlitja és az el6hivasban nem lat
mast, mint az ismeretek elovételét vagy eljardsok aktivizalasat. Ez a megkozelités a
felejtést a tarolas problémajanak tekinti. A ,.kodol-tarol-el6hiv’ megkozelités szerint
az eldhivas minddssze az ellendrzés modszere, nem a tanulési folyamat szerves része.
Az utdbbi szaz évben jelentdsen megvaltoztak a hatékony tanulasrdl, a tartds tudasrol
vallott nézetek, mert tobbet tudunk a tanuldsi folyamatrdl. Az Gjratanulas a rovidtava
emlékezést, az el6hivasos tanulas pedig a hosszatavut tamogatja [25], [26]. Szamon
kutat6 ugy véli, hogy az ismeretek eldhivasa (teszt, feleltetés, dolgozat, vizsga) nem
karba veszett id6, hanem a tanulas eszkoze. Az ismételt felidézés erdsiti a memoriat.
Endel Tulving [27] kimutatta az informacio jelenlétének és elérhetéségének relativ
fliggetlenségét: Egy idoben tobb informaciot fogadunk be, mint amennyit késobb egy-
szerre képesek vagyunk el6hivni. Egy adott ismeret, illetve eljaras reprezentacidja
azokat a kornyezeti elemeket is tartalmazza, amelyek kozott a tanulas megvalosult.
Tehat, ha a tanulas és az el6hivas ugyanabban a kontextusban valdsul meg (akar ér-
zelmi, akar fizikai allapotra gondolunk), akkor lényegesen jobb el6hivasi teljesit-
ményhez vezet. Tobbnyire segiti az elohivast ezeknek az epizodikus elemeknek a fel-
idézése. Elizabeth F. Loftus szerint az el6hivas aktivalja és meg is valtoztatja az in-
forméaciot.

Az Gjratanulds soran feliiletesen atugrunk az ismerds részeken (a veliik tarolt hibakkal
egyiitt) és nem valtozik a tudas mindsége. A jol idozitett eléhivas (pl. 6ravégi) meg-
akadélyozza a téves informacio rogzitését, korrigalja azt vagy annak helyét a tudas-
haldban. A teszteléssel a tanar azokra a momentumokra irdnyithatja a diak figyelmét,
amelyek az 6 strukturdlt tudasa alapjan fontosak (feltételek, kivételek, 1ényegesebb
tulajdonsagok).

Pszichologiai kisérletekben igazoltédk a kovetkezdket:

e A jol litemezett, megismételt elohivas csokkenti a felejtést [29], mintegy kon-
zervalja az emlékek elérési titvonalat. A kisérletet laboratoriumi koriilmények
kozott, egyetemi hallgatok korében, angol szoveg tanuldsa kozben végezték.
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e A megismételt el6hivas jobb hosszutavu el6hivasi teljesitményt eredményez [30].

e A megismételt el6hivas lelassitja a felejtés titemét [31]. Idegen nyelv elsajati-
tasat vizsgaltak laboratoriumi koriilmények kozott. Az elohivasos modszerrel
tanulok esetén, rovidtavon kisebb intenzitast, de tartosan megmarado agyi ak-
tivitas volt észlelhetd, az Gjratanuldsos modszerrel tanuldk esetén pedig koz-
vetleniil a tanulas utan volt nagyobb az agyi aktivitas, de ez egy héttel kés6bb
lecsokkent.

e Azel6hivas (atesztelés) koriilményeinek hatasarol megmutattak [30], hogy az
eredmény kicsit valtozik aszerint, hogy korrigaltak-e a tanulasi szakaszban a
tévedést.

e Ugyancsak 6k mutattak meg, hogy az el6hivasi hatas feleletvalasztos tesztnél
¢és rovid kifejtds kérdéseknél egyarant fellép. A visszajelzés a rovid kifejtds
kérdéseknél bizonyult hatékonyabbnak.

e Az elOhivas nem csak a tudas mennyiségére, hanem mindségére is hat, az igy
szerzett tudas konnyebben transzferalhato [32].

e Az elOhivasi hatast kimutattdk a szovegtanulas és az idegen szavak tanuldsan

tal a térképen vald tajékozodasnal, valamint orvostanhallgatoknal biologia
oran [33].

A tesztelési hatast kiilonb6zd korosztalyokban 6vodas és iskola-el6készitds gyerekek-
nél, altalanos iskola alsé és felsd tagozatan, gimnaziumban, egyetemistak és iddseb-
bek korében is vizsgaltak.

A teszthatas idegrendszeri hatterének vizsgalatat funkcionalis méagneses rezonancia
(fMR]) segitségével Magyarorszagon a BME Kognitiv Tudomanyi Tanszékén Racs-
many Mihaly és tarsai [31] végzik idegennyelv tanulasaval kapcsolatban.

A matematika tanitasaval kapcsolatos vizsgalatokat az ELTE Matematikai Tanulasel-
méleti Pszicholdgiai Kutatocsoportja Szabo Csaba vezetésével végzi, illetve iranyitja.
Ezeknek a kutatdsoknak kozos jellemzdje, hogy a mindennapi tanulasi-tanitasi gya-
korlatban az érvényes tantervi eldirasok betartasaval folynak. Az eddig elvégzett és
kiértékelt kisérletek a valasztott matematikai téma, a tanuldk életkora, iskolatipus €s
foldrajzi elhelyezkedés szempontjabdl is valtozatosak. Mérték a teszthatast

e elemi geometriabdl szakkdzépiskolaban;

e térgeometridbdl gimndziumban,;

e szamelméletbdl tanarjeldlteknek;

e racionalis szamokkal végzett miiveletek altalanos iskolaban (Karpataljan, ma-
gyar nyelven, Jakab Enik6 vezetésével).
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En magam az akkori Szent Istvan Egyetem Gépészmérnoki Karan a mesterszakosok
nem szakirany matematika képzésében probaltam ki a modszert 2018 8szén. Annal
is konnyebb volt beilleszteni a modszertani eszkdztaramba, mert a spiralitas elve sze-
rint felépitett tananyag tamogatja az litemezett el6hivast.

Az egyetemi tanuldsi folyamathoz illeszkedve az els6hivasnak négy fazisat érdemes
megkiilonboztetni:

1. fazis: kézvetlen elohivas (Oravégi kérdések);

2. fazis: rovidtavu elohivas (hazi feladat);

3. fazis: kozéptavu eléhivas (zarthelyi, illetve vizsgadolgozat);
4. fazis: hosszutavu elohivas (szigorlat, zardvizsga).

A Kkisérleteim soran a 4. fazist nem allt moédomban alkalmazni.

3.7. A tananyag kivalasztas és elrendezés szempontjai

A tananyag kivalasztasaban és elrendezésében Fritz Schweiger osztrak matematikus
altal megfogalmazott fundamentalis elv [34] szerint a fundamentalis elvek keresése
maga is fontos folyamat, hiszen feltételezi a matematikardl és matematikébol szerzett
ismeretek felidézését, 6sszehasonlitasat és rendszerezését. Bar a fundamentalis elvek
kivélasztasa nem egységes a szakirodalomban, de nyilvanvalo, hogy csaknem minden
,elv”’ a matematika valamely jelents szempontjat ragadja meg és a kiilonb6z6 elvek
egy rendszerbe szervezhetdk (pl. mérés, szamok, mozgas, szimmetria, valoszinliség
stb.). Schweiger értelmezésében a fundamentalis elvek a matematikaban a kovetke-
z06k:

e tOrténeti dimenzio: tartosan jelen vannak a matematika fejlddésében;

e horizontdlis dimenzid: jelen vannak a matematika kiillonb6zd teriiletein;
e vertikalis dimenzio: jelen vannak a matematika kiilonb6z6 szintjein;

e emberi dimenzid: a mindennapi tevékenységben gyokereznek.

A torténetiség elsdsorban szemléletmaddot jelent és nem megtanuland6 ismereteket. A
feladat nem a torténeti tények tanitasa, hanem az érdeklddés felkeltése és a kulturalis
kontextus biztositasa. A matematikatorténet jelentdsége annak kiemelése, hogy a ma-
tematika az emberiség évezredeket ativeld alkotdsa, amihez minden embernek koze
van. A nevezetes, sokdig megoldatlan problémak (A kor négyszogesitése, déloszi
probléma, szogharmadolas) — melyek évszazadokon at foglalkoztattdk a matematika-
val foglalkozokat — szoba hozésa arra hivja fel a hallgatok figyelmét, hogy ezek nem
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elvont matematikai problémak, melyek csak egy maroknyi matematikust foglalkoz-
tatnak, hanem akar egy egész tarsadalom érdeklddésére is szamot tarthatnak.

A Fermat sejtés, Goldbach sejtés, négyszinsejtés megemlitése segithet abban, hogy
lattassuk, a matematika kiilonb6zo tertiletei kozott milyen szoros 6sszefliggés all fenn.
Az egyikben gyakori bizonyitasi mod hasznalhaté egy masikban is; az egyik eredmé-
nye 0j perspektivat nyithat meg egy masikban. A parhuzamossagi axidéma bizonyita-
sara tett évszazados erdfeszitések sikertelenségét nem kudarcként €ljiik meg, hanem
anemeuklideszi geometria kifejlesztésének lehetdségeként, mely nemcsak a matema-
tika, hanem a fizika szempontjabol is hatalmas nyereség.

A tortek és az algebrai tortek, az osztds €s a polinom osztas ugyanannak a dolognak a
matematika kiilonboz0 szintjein megjelend valtozatai.

A valoszintségszamitas kialakuldsa egyszerli emberek mindennapi életében felmertilt
problémdjanak (hdrom kocka problémdja, De Méré lovag problémdja) megoldasanak
koszonhetd. Erdds Pal fontos problémak megoldaséra sokszor pénzdijat tizott ki, né-
hany dollarostdl tobb ezer dollarosig.

Az a torekvés vezetett, hogy a matematikatanulds eredményessége érdekében nem
leegyszerlsiteni kell a matematikat, hanem a matematika alapvetd gondolatait, a fun-
damentalis elveit kell megkeresni és azok koré megszerkeszteni a tananyagot. Illyenek
példaul az elért eredmények ellendrzése, tesztelése €s igazoldsa, a nézOpont-valtas, az
iteracio és a rekurzid, amelyek a matematikai kutatdsban alapvetdek, és amelyek a
matematika tanulasaban is nélkiilozhetetlenek.

A jatékelmélet példaul egy olyan témakdr, amelyben szinte minden fundamentalis
elvvel taldlkozhatunk.

3.8. Az ismeret, jartassag. készség kialakitasanak didaktikai szempontjai

Mar Piaget [69] munkassaga ramutatott arra, hogy a matematikatanitas soran a konk-
rét miiveletek szakaszanak (7-11 év) meg kell el6znie a formalis miiveletek szakaszat
(11 évtdl). A tul korai absztrakcio megfeleld tapasztalati alapozés nélkiil olyan szaka-
dast idéz el6 az absztrakcids folyamatban, amely mindvégig ranyomja bélyegét a ta-
nulok matematikai teljesitményére és matematikahoz valoé hozzaallasara.

A kiilvilag feldolgozasa tobb forrasbol (1atasi, hallasi stb.) szdrmazo informacié alap-
jan megy végbe. Egyénfiiggd, hogy képszeriien vagy valamilyen mas modon idéziink
fel egy targyat. A felidézett képet mentélis reprezentacionak nevezziik.
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A Bruner altal leirt reprezentacios elmélet szerint [35] az ismeretszerzés harom sikon,
harom reprezentacioban megy végbe, amelyek egymasra épiilnek. Az elsé a materidlis
(enaktiv, cselekvéses) sik, ahol az ismeretszerzés konkrét targyi tevékenységeken ke-
resztiil megy végbe (eszk6zok hasznalata). A masodik a képi (ikonikus) sik, ahol az
ismeretszerzés szemléletes képek, elképzelt szituaciok segitségével torténik (Venn-
diagram, fagraf, szemléltet6 abrak, ...). A harmadik a szimbolikus sik, itt az ismeret-
szerzés matematikai szimbolumok és a nyelv segitségével torténik (ismeretlen jelo-
1¢ése, integral jel). A szimbdolumok elszakadnak a konkrét targyi megvaldsulasuktol,
sajat jelentésiik van. A matematika tanitds minden szintjén rendkiviil fontos, hogy (le-
hetbleg) targyi tevékenységgel, de legalabb képi abrazolassal alapozzuk meg egy 1j
fogalom kialakitasat miel6tt szimbolikus reprezentaciot alkalmazunk. A megfeleld
elokészités hianyaban a szimbolikus mddszerek iires formulékat jelentenek csupan,
amelyeket a tanulok képtelenek lesznek 1j helyzetekben alkalmazni.

A mentalis reprezentacio-kutatas masik elmélete Allan Paivio [24], [36], [37] kett6s
kodolasi elmélete (dual coding theory). E szerint két kiilon kodolési rendszeriink van:
egy képi és egy verbalis; az elsd a képi informacidkat, a masodik a verbélis informa-
ciokat dolgozza fel. Akar szavakat, akar képeket észleliink, az eredeti nyelvi vagy képi
kodot kovetden mindkét kod felépiilhet. A képi €s nyelvi kod egymast erdsitd voltat
nagyszamu tanulasi, emlékezeti kisérlet igazolta. Kisérleti eredményei azt is igazol-
jék, hogy a személyek altalaban hatékonyabban idézik fel a képi ingereket, mint a
verbalisakat.

David Tall és Shlomo Vinner bevezették a fogalomképzet (concept image) fogalmat.
A fogalomképzet egy fogalom nevéhez kapcsolodo teljes kognitiv strukturat jelenti.
A felidézett képhez hozzakapcsolodnak az abrak, konkrét tapasztalatok, példak és él-
mények, melyek jelentds szerepet jatszanak a hatékony fogalomképzet kialakitasaban.
A konkrét targyi €s képi reprezentaciok segitik a fogalom mentalis képének 1étreho-
zasat, amely nem egyszeri masolata a képi reprezentacioknak, hiszen egyéni aktivitas
révén jon létre, és fligg az egyén tapasztalataitol, tudasatol. David Tall proceptnek
nevezi a szimbolumok folyamatként (process) és fogalomként (concept) valo felfoga-
sat. Tall és Gray feltételezték, hogy e fogalom hasznélataval j6l magyardzhatoak a
tanulok kozotti matematikai kiilonbségek. A matematikéban tehetséges tanulok rugal-
mas procepteket hasznalnak, ezzel szemben a gyengébb tanulok a matematikat elkii-
16nitett eljarasok dsszességeként fogjak fel.

A tanulasi folyamat harom fazisa Fitts és Posner [38] szerint a kognitiv, az asszociativ
¢és az autonom szint. Egyetemi matematika oktatasban a fogalmak, tételek, eljarasok
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elsajatitasat altalaban kognitiv szinten biztositjuk. Az eldadasok, de a gyakorlatok
tobbsége is frontalisan zajlik. A tanul6 a tanari magyarazat és a példak alapjan kialakit
egy pontos képzetet a fogalomrol. Ez a szdmonkérés szintje is BSc-n a kotelezo tar-
gyak esetében: szamitasi feladatokban a tanitott eljarasok szinte valtoztatas nélkiili
alkalmazasat kérjiik szamon.

Az asszociativ szint — a tanul6 6sszegytijti €s rendezi az informaciokat pl. a tanar vagy
tarsak segitségével — tobbnyire a hallgatora marad. Ebben a fazisban illeszti be a hall-
gatd a tudashélojaba az uj ismeretet. Minél tobb szallal kapcsolodik az addigi ismere-
teihez, annal erdsebben tapad meg, konnyebben lesz el6hivhatd, sokoldalibban lesz
felhasznélhatd. Egy szamitogépes program, animdacio, jaték erre alkalmas lehet. Ha
épp csak bemutatunk egy-egy programot, mar azzal is lehetéséget biztositunk a hall-
gatonak, hogy 6nalloan alkalmazza azt és a kdzvetlen hasznon tal ezzel meglevo is-
mereteit is szilarditja, gazdagitja. Ha MSc szinten a feltett kérdést a hallgaté minden-
napi életéhez kapcsolom, ezzel is ezt segitem el6.

Az autondm szint elérésére — a tanuld folyamatos gyakorlassal fejleszti a készségét
automatikus szintre — kevés a rahatasunk. Az egyetemi matematika tanitas egyik f6
problémajat az okozza, hogy a hallgatdk a kozépiskolaban nem tanultdk meg autoném
szinten példaul az algebrai tortekkel, hatvanyokkal valo szamolast. Uj ismeret tanita-
sat nagyban neheziti, hogy az alkalmazott atalakitasokat mindig részletesen el kell
magyarazni. Ez nemcsak a haladast lassitja és unalmassa teszi az orat, de a hallgatoban
azt a képzetet kelti, hogy a matematika nagyon bonyolult tudomany. Pedig ez gyakran
csak a kozépiskolai ismeretek nem autonom szintii tudasanak a kovetkezménye.

3.9. Az oktatas tamogatasa informatikai eszkozokkel

Marc Prensky [39] mar 2001-ben felhivta a figyelmet a megvaltozott digitalis kornye-
zet (szamitogépes haldzatok, mobiltelefon, tablagépek, videojatékok) varhato hatasa-
ira, illetve, hogy a tanaroknak és az oktatasnak igazodniuk kell a megvaltozott tanuléi
elvarasokhoz (1. tablazat).
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Sziiletett digitalis tanulé

Bevandorlo digitalis tanar

tobbféle média altal jut el az informacidhoz
(gyors hozzaférés)

nyomtatott anyagbol szerzi az informaciot (lasst
hozzaférés)

gyakran ellendrizetlen forrasbdl szerzi az infor-
maciot

megbizhatd forrasbol szerzi az informaciot

kép, hang és video preferencidja a szoveggel
szemben

szoveg preferenciaja a kép, hang és videoval
szemben

szimultan interakci6 preferenciaja

egyéni munkavégzés preferenciaja

azonnal megosztja a késziilé gondolatot (k6z0s-
ségi oldalon)

egyéni alkotas, befejezettet oszt meg, ha egyalta-
lan...

elsdsorban beliilrél motivalt

kiviilrdl (is) motivalhato

azonnali visszajelzést igényel

késleltetett visszajelzést is kivar

azonnal hasznosithatot akar

tudashalot épit

1. tablazat: Digitalis generaciok dsszehasonlitasa.

Azota kutatasi eredmények tamasztjak ala, hogy az 0j vizualis médidban gazdag és
infokommunikacios technoldgiaval atszott kornyezetben felnévé gyermekek agya
masképp fejlodik, ezért masképp is viselkednek, mind 20-30 évvel ezelbtt €16 tarsaik,
ezen kiviil mas oktatasi modszereket és tananyag tartalmat igényelnek [70].

Az infokommunikacios eszk6zok szamos elénye mellett a tilzott hasznalat tobbféle
probléma kialakulasat vetiti elére [26], [71].

e A vildghalén a butasag is gyorsan terjed.

e Kevesebb a fejszamolas. Kiilondsen az irdsbeli osztas forog veszélyben, ami
egy Osszetett 1épéssorozat hibatlan €s csak részben automatizalt elvégzését je-
lenti. Ezzel rdadasul elveszitjiik azt az analogiat, ami a polinommal valé osz-
tast és az irasbeli osztast 6sszekoti.

e A kalkulatorral leszoktatjuk a gyerekeket a gondolkodasrdl és az 6nallo tevé-
kenységrdl, gombnyomasra redukalodik a problémamegoldas.

e A gép mellett elvész a bizonyitas €s az ellenérzés igénye.

o Kopik a kéziras, stilus, helyesiras, a nyelvhasznalat elkorcsosul.

e A gombnyomas a mellélités, a téves leolvasas veszElyét rejti.

e A maradandosag értéke csokken (a géprdl egyetlen gombnyomasra eltiinik).

Az infokommunikécids eszk6zOk hasznalata segitséget tud nyudjtani matematikai

problémak hatékony megoldasaban.

e Kéznél van a zsebszamologép (sima, tudomanyos, programozhat6, grafikus, ...)

vagy legalabb a mobil telefon.
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e A zsebszamologép leveszi az unalmas szamolés terhét a diakrol és iddt hagy
magasabb rendii feladatok elvégzésére.

e CAS (Computer Algebra System) programmal tudnak derivalni, egyenletet
megoldani, szélséértéket szamolni, fliggvényt abrazolni (példaul fiiggvény-
transzformacio 1épéseit k6zos koordinatarendszerben).

e CAS program segitségével térbeli testeket, athatast szemléltethetiink valtozo
nézopontbol.

o Segitségiikkel olyan diakok is képesek feladatot megoldani, akik elakadnanak
a szamolasi nehézségek miatt (példaul levelezd oktatas).

Az infokommunikécios eszk6zok hasznélata segitséget tud nyujtani a matematikan
kiviil is. Szemléltethetjiik, ami tal kicsi (nano vilag), tul nagy (naprendszer), tal lasst
(n6vény kifejlddése), tul gyors (elgancsolta-e?), azaz nehezen megmutathato.

Mi a megoldas? Hasznaljuk ki korunk vivményait és kompenzaljunk, ahol kell. Kar
lenne lemondani arrdl az élményrdl és tudasrol, amit az IKT adhat. Az egyetem igyis
legfeljebb azt irhatja el6, hogy tanitasi 6ran €s szamonkéréskor mi hasznalhato. A
tobbszords reprezentacio sziikséges €s hasznos is egy mai didk szamara.

Fontos a szoveg is! Ezért hivjuk fel a figyelmet arra, hogy a latvany nem mindig meg-
bizhatd. (Melyik narancssarga kor nagyobb? Egyenesek-e az ,.egyenesek”? Kacsat
vagy nyulat latunk? 1. abra).

1. dbra: Optikai csalodasok.

Ha fontosabb a gondolkodas, mint a gombnyomas €s nem szeretnénk, hogy feliilete-
sek legyenek hallgatoink, akkor olyan feladatot kell adni, amiben a gondolkod6 job-
ban boldogul. Példaul a legtobb CAS program megmondja egy fiiggvény Taylor sorat,
de nem mondja meg a konvergencia halmazt. Igy a didk a konvergencia halmazon
kiviili pontban is képes (hibasan) szdmolni vele.

A manapsag divatos, tetszetds €s latvanyos powerpointos eléadas az Gjratanulds ira-
nyaba tereli a hallgatét. Sokszor olyan sok informaciét tartalmaz, ami elsé hallasra
nehezen megjegyezhetd. Az eldadas gyakran tetszélegesen Gjranézhetd. Ezt el0hiva-
sos tanulassal kompenzalhatjuk.
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3.10. Sokoldalu taneszkoziink a feladatlap

A sokoldalu jelz6 mar a hagyoményos papir-ceruzas korszakban is raillett a feladat-
lapokra.

A legjobb feladatlap egy szép fehér papir azzal az utasitdassal, hogy hajtogass beldle
repiilégeépet.” [40]

Ez valoban jo feladat, mert onnan vissziik el a didkokat, ahol tényleg vannak (bizto-
sitott a tanulés eldfeltétele). A didknak létre kell hoznia valamit, 6nalldan dolgozik,
mikozben sok dolgot megtapasztal a papirrol, a hajtogatasrdl, a repiilésrol. A reptetés
eldonti, hogy ki érte el a célt, és ki nem (szo szerint is).

Az atanari miivészet, ha eltalaljuk feladatlapon az lires és a tele aranyat és megtalaljuk
hozza az alkalmas megfogalmazast.

A feladatlap a diakok szamara

o relativ 6nallosagot teremt, rugalmas lehetdséget ad a tanulasi célok elérésére;

e biztosithatja a tanulasi eredmény ellendrzését (esetleg visszajelzését is);

o a felkésziiltebbek szamara kitekintd, elmélyitd kitérdket kinalhat;

o akevésbé felkésziilteknek mélyebb, részletesebb magyarazatot, gyakorlasi le-
hetdséget adhat.

A tanar hasznalhatja a feladatlapot

e afontosabb fogalmak, algoritmusok és kapcsolatok kiemelésére;

e afeldolgozas litemének és f6 vonalanak kijeldlésére;

e a hallgatok figyelmének orientalaséra;

e az anyag szerkezetének, aranyainak, sulypontjainak megmutatasara;

e egyéni differencidlasra;

e az oOravezetés attekinthetove, rekonstrualhatova tételére, didaktikai céljainak
lattatasara;

e areflexio €s az ebbdl adodo korrekcid megkdnnyitésére;

e aszamonkérés soran varhato feladattipusok bemutatdsara.

A kutato szamara a feladatlap lehet

e az orai interakciok egyik hasznos és informacio-gazdag protokollja;
e az elvart (elvarhatd) megoldasoknak a didkprodukciokkal vald 6sszehasonli-
tasanak eszkoze.
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A feladatlapok kutatasi célu felhasznaldsarol olvashaté példaul Vasarhelyi és tarsai
[41] a 60-61. oldalon. Tovabba ilyen modszerrel hasonlitotta ssze doktori disszerta-
cidjaban Ambrus Gabriella a hagyoméanyos ¢és a problémakozpontu tanitési stilust
[42]. A feladatlapok szolgalnak a diagnosztikai mérések alapjaul [43], [44].

Magam is feladatlapokat hasznaltam a zarthelyi dolgozatokra valo felkészitéshez, va-
lamint az el6hivésos és az ismételt tanulasos tanulési stilus hatékonysaganak 6sszeha-
sonlitasahoz.

Napjainkban alapvetden megvaltozott a feladatlapok mennyisége és népszertisége. Az
altalanos és kozépiskolai matematika tankonyvekben gyakoriak a tudasproba tipusu
Osszefoglalod feladatsorok. A gyors technologiai fejlédés (szamitdgép, lapolvaso,
fénymasolo, mobiltelefon, tablagép) egyszeriivé és konnyiivé tette a feladatlapok el6-
allitasat és megosztasat.

Ez a fellendiilés nem csupdn a karantén okozta tavoktatas miatt van igy, bar az nagyon
is igényli a tanuldi teljesitmény mérésénél €s a teljesitmény-visszajelzésnél a feladat-
lapokat, legyen az feleletvalasztos, rovid valaszos, illetve kifejtds. A legtjabb tanu-
laspszichologiai eredmények és a fejlett tanuldsi formak haszndlata megkdveteli az
0nallo és autonom tanulast lehetové tevd munkamodszereket és taneszkozoket, mint
amilyenek példaul az interaktiv, multimédias feladatlapok. Ezzel parhuzamosan no-
vekszenek a feladatlapok mindségével kapcsolatos elvarasok [45], [46]. A mérés
modszertananak harom altalanos alapkdvetelménye az objektivitas, az érvényesség €s
a megbizhatdsag [43].

A vitathatatlan elény6kon (fliggetlenség, a helyzethez valo alkalmazkodas, individu-
alizalas és a differencialas, a rendelkezésre allo 1d6 gazdasagi felhasznalasa) tul, a
hatranyokat nem szabad figyelmen kiviil hagyni. A feladatlapok aranytalan tiltengése
atalakithatja, nem kivant modon egyoldaluva deformalhatja a tanulési folyamatot (pl.
az id6faktor tulhangsulyozasa). A feladatlapok kidolgozasa, javitasa €s a visszajelzés
elszivhatja a tanart mas alapvetd pedagdgiai feladatoktol. A munkalapok nem helyet-
tesitik az 6rat, a tanari magyarazatot, a tanar ¢és a tarsak jelenlétét.

Az Eurodpai Uni6 2006/962/EK ajanldsa az egész életen at tartd tanuldshoz sziikséges
kulcskompetenciakrol felhivja a figyelmet arra, hogy a tanulas képességének fejlesz-
tése legalabb olyan fontos, mint az 4tadott tananyag.

A tandr segithet az 6nall6 tanuldsban differencidlassal, egyéni vagy csoportos tdmo-
gatdssal, interaktiv tudasproba tipusu feladatlapokkal, digitalis szintfelmérdkkel.
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4. Ujitasok az alapfoku mérnokképzés altalam oktatott
matematika targyaiban, a modszerek kiprobalasa

4.1. A populacio bemutatasa

A kutatas idGszaka alatt (2015-2018) az alapfoku mérnokképzésben egy szemeszter-
ben egy csoportban heti 2 6ras, harom csoportban heti 4 6ras gyakorlatokat tartottam
az akkori Szent Istvan Egyetem Gépészmérnoki Karan. Hallgatoim szamara a mate-
matika alapozo targy, amely a tovabbhaladas feltétele. Szinte kivétel nélkiil jellemzé
rajuk, hogy az 6ran fegyelmezetten dolgoznak.

Kérdoéives felmérés (2015)

Az egyik kurzusomban a 2015-6s év tavaszi félévében egy kérddives felmérést vé-
geztem (1. melléklet 124. 0.), mert tudni szerettem volna, hogy milyen az érdekl6dé-
stik és a matematikahoz val6 viszonyuk. Ebbdl kideriilt, hogy a megkérdezettek 93%-
a mérnoki, technikai érdeklodése miatt valasztotta a szakot. A szakman kiviili érdek-
16désiik sokoldalu (tobbféle sport, idegen nyelv, gondolkodtaté jatékok, néptanc, ...).
A matematikaval kapcsolatos esetleges negativ élményt a tanar személyére, tanari
fluktuciora és egyéb kiilsd koriilményekre vezették vissza. A tobbség szereti a mate-
matikat, paran semlegesek irdnta, senki nem irta, hogy nem szereti. A kérdoiv ered-
ményei tokéletesen egybeesnek a tiz éves személyes tapasztalatommal.

Alapintelligencia vizsgalat (2015)

Az egyik — tiz éves tapasztalatom alapjan atlagos felkésziiltségili — csoport hallgatoi
korében a 2015-0s tavaszi félévében felmértem az alapintelligencia altalanos dsszete-
véinek szintjét.

A szakirodalom szerint az alapintelligencia mérésére legalkalmasabb a CFT kultara-
fiiggetlen intelligenciateszt [47], mert az iskolai tudasanyagtol, valamint a szocialis
kornyezet hatasaitol fliggetleniil méri az értelmi funkciok miikodését. A teszt kozepsod
nehézségi szintli valtozatat hasznaltam.

A hallgatoim eredményei 29% és 82% kozé estek. Az atlag 60%, a median 64%. En-
nek alapjan elmondhatjuk, hogy a hozzank jaré didkok tobbsége atlagos vagy annal
magasabb intelligenciaju.
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4.2. Uj médszerek a Matematikai alapok targyban

Az egyetemiinkon tovabbtanuldé magyar didkok jelentds része kozépszintii érettségit
tett matematikabol. A sikeres egyetemi tanulmanyokhoz viszont egy jeles kdzépszintii
matematika érettségi gyakran nem elegendd, bar nem elengedhetetlen a teljes emelt
szintli tananyag ismerete. Az egyetemi matematika tanulas feltételeinek biztositasa-
hoz létrehoztuk a Matematikai alapok targyat. A targy célja a kdzépiskolai matema-
tika anyag bizonyos részeinek rendszerezése, felelevenitése, pontositasa, kiegészitése.
Ezen tdl a frissen felvett hallgatok pontosan lassék, milyen tipust és mélységti kozép-
iskolai matematika tudast varunk toliik egybdl az egyetemre bekeriiléskor. A targy
tematikéja: halmazok, logika, els6fokl egyismeretlenes egyenletek és egyenldtlensé-
gek, elemi algebrai ismeretek, masodfoku egyenletek és egyenl6tlenségek, a hatva-
nyozas azonossagai, szamolas hatvanyokkal és gyokokkel, exponencialis- logaritmu-
sos kifejezések, algebrai atalakitasok, magasabb foku egyenletek és egyenletrendsze-
rek, vektorok, vektormiiveletek, alapvetd trigonometriai fogalmak, nevezetes szogek
szogfliggvényei, trigonometrikus egyenletek, fliggvények, fiiggvénytranszformaciok.

A nalunk tanul6 kiilfoldi hallgatok szdmara angol nyelven folyik a targy oktatdsa
(Basics of Mathematics), ami kiilondsen fontos a kovetelmények tudatositasa, fo-
galmi, elnevezésbeli, jeldlésbeli kiilonbségek tisztazasa miatt.

A magyar hallgatok szamara a tanév megkezdése elotti, ugynevezett nulladik héten,
hétfo délelott kezdddo, péntek délutanig tartd intenziv felzarkdztatd kurzust tartunk.
A kurzust lezaro sikeres zarthelyi dolgozattal a Matematikai alapok targy teljesithetd.
Ennek kdszonhetden a hallgatok tobbsége az elsd tanitasi nap eldtt megszerzi az ala-
irast a targybol.

A tobbi hallgato tovabbi két alkalommal probalkozhat, amelyhez korabban minddssze
konzultacioval nyujtottunk segitséget. Azokat a hallgatdkat, akik ezen két alkalom
soran sem ¢€rik el a minimalis 51 szézalékot, a tantargy ismételt felvételére kotelezziik.

2010 6szétdl tanitom a Matematikai alapok targyat, 2012 6szétdl tantargyfeleldsként.
Azbta a sikeres hallgatok aranya magas (95% kortil) és stabil. (2. abra).

Az éltalam bevezetett Iényegesebb valtoztatasok a kovetkezok.

e A tematika terén: Matematikabol sziikséges, hasznos és minden szamonkéré-
sen megengedett a zsebszamologép hasznalata. Ezért a zsebszamologép hasz-
nalatat betettem a tematikaba. Mivel egyetemiinkon matematikabdl nemcsak
a tandrakon, hanem minden szamonkérésen megengedett a zsebszamologép
haszndlata ezért fontos, hogy a hallgatok minél tobb funkciot megismerjenek
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¢s tudjanak hasznalni. Mar régdta minden hallgatonk sajat tudomanyos sza-
mologépével kezdi meg egyetemi tanulmanyait. Mivel nagyon sokféle szamo-
16gép van a hallgatok kezében, ezért egyénileg is sziikség van hasznalati tana-
csokra. Minden kurzusban tobb hallgat6 tobb funkcioval itt talalkozik eldszor.
Kés6bb a Matematika L.-II. és a Valoszinliségszamitas és statisztika targyak-
ban tapasztaltam, hogy természetes modon veszik el6 a hallgatok a kalkulatort.
A szamonkérésnél: Az elvardsok illesztése a kdzépszintii érettségi kovetelmé-
nyekhez (pl.: paraméteres egyenletek kihagyéasa). Az Osszetett feladatok egy-
szerlibbre cserélése az egyes fogalmak, eljarasok ismeretének kdzvetlen ellen-
Orzése ¢s a kovetkezményhibak elkeriilése érdekében.

Evkozi felkészités l1étrehozasa: 2017 6ta az intenziv kurzust sikerteleniil zaro
hallgatok szamara a tanév soran kotelezd kurzust tartok, melynek soran két
alkalommal lehet zarthelyi dolgozatot irni.
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2. 4bra: A sikeres hallgaté aranya

A tanulast segit6 modszerek az évkozi felkészitésben

Reflexio

Kovetkezetesen figyeltem a teljesitmény-visszajelzésre, reflexiora. Az éppen megirt
zarthelyi dolgozat tanulsagait megbeszéltiik (részletes megoldas, tipushibak €s egyéni
hibak tisztazasa, az alkalmazott modszerek tudatositasa, a sajat elgondolasokkal valod
Osszevetése — metakognicio [48].
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IKT tamogatas

Szamitogépes weboldal! segitségével a fliggvény fogalmanak kialakitdsakor a kiindu-
lasi és a transzformalt fliggvények grafikonjainak abrazolasa k6zos koordinata rend-
szerben, egymas utan, kiilonb6zo szinekkel; megmutathaté a hozzarendelési szabaly
valtoztatasanak hatdsa a fliggvény grafikonjara; a grafikon tulajdonsagaibol kovetkez-
tetés a fiiggvény tulajdonsagaira.

Az IKT jelentdsége kiilondsen nagy az angol nyelven tanul6 kiilfoldi hallgatok sza-
mara. A szokasos e-learning tdmogatason til (tantargyi ismertetd, tananyag, minta
zarthelyi dolgozat) a Matematikai alapok targy tananyagdhoz angol nyelvii, a magyar-
orszagi matematikatanitdsi gyakorlathoz illeszkedd magyarazattal ellatott részletes
megoldasokat tartalmazé weboldalak, egyszeri komputeralgebrai, -grafikai miivele-
tek elvégzésére alkalmas online programok (pl. mathsisfun.com, mathportal.org) hoz-
zaférhetdvé tétele.

Jatékositas

Ismert tarsasjatékokbdl a kiilonbozo tanuldsi szitudcidkhoz, az ora tematikdjadhoz és a
nehézségi szinthez illeszkedd tematikus ,,jatékokat” alakitottam ki.

Memoriajaték
Azonos értéki, kiillonb6z6 modon megadott kifejezéseket kell dsszeparositani. Ha-

sonlé jaték az interneten is megtalalhato online forméaban?. (Okosdoboz, Utolsé meg-
nyitas 2021. 06. 10.)

A Memoriajaték matematikai tartalma és a feladvanyok nehézségi foka korlatlanul
bdvithetd. (Ugyanez elmondhatd a Domindjatékrol is.) Tematikus jatékokat készitet-
tem a hatvanyozés, a négyzetgydkvonas, a logaritmus, illetve a trigonometriai azo-
nossagok gyakorlasahoz (2. melléklet 125. 0.).

A memoriajaték jelentdsége a Matematikai alapok cimii targyban egy adott azonossag
két oldalanak Gsszekapcsolasaban, D. Tall szerint a (process) + (consept) = (prosept)
folyamatban van.

A kézbe vehetd, konkrét kartyak elonye a digitalis jatékokkal szemben példaul az,
hogy

1 https://www.mathsisfun.com/data/function-grapher.php
2 https://www.okosdoboz.hu/feladatsor?id=1552
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e parban, csoportban jatszhato;
e kettonél tobb (paros sok) alak is szerepelhet ugyanarra az értékre.

Az elején homogén nehézségili feladatokat érdemes kitiizni, majd fokozatosan egy-két
nehezebb feladattal fokozni az érdeklddést.

Erdemes megengedni a szamologép hasznalatat jaték kozben. Ezzel kapcsolatban az
a tapasztalatom, hogy a készletbe olyan kartyat is kell tenni, amelyet a szdmologép
nem tud jol kezelni.

A hatvanyozashoz példaul az alabbi kartyavaltozatok késziiltek:

e Ugyanazon szamok kiilonbozé szerepben (példaul 3%; 23 ) tipusi memoria-
kartyak az alap és a kitevO szerepének tudatositasara alkalmasak.

e A szabalyok konkrét szdmokkal, illetve paraméterekkel szerepelnek.

e A hatvanyalap prim (azonos alapt hatvanyok szorzatara, illetve hanyadosara
vonatkoz6 azonossagok gyakorlasa).

e A hatvanyalap Osszetett szdm (szorzat hatvanyara vonatkozd azonossagok).

1
e Arégiésujjeldlések (példaul 371 és § vagy V2 és 22 ) 5sszekapcsolodasanak
tdmogatasa vizualisan.

A logaritmus-kartyakon 6sszekotottem a hatvanyozas gyakorlasat az inverz gondolat-
tal, a logaritmussal. Az argumentumban valtozatos irasmodban szerepeltettem a hat-
vanyokat és sorra kertiltek a logaritmus (a hatvanykitevd) negativ, nulla, pozitiv,
egész, illetve tort értékei (konnyen felismerheté szamértékekkel). A logaritmus azo-
nossagainak gyakorlasat segit6 kartyakon olyan kifejezéseket szerepeltettem, ame-
lyek parositasahoz kiszamitas helyett az azonossagokat kell alkalmazni.

A négyzetgyokos kifejezésekkel valo miiveletek (szorzat négyzetgyoke, négyzetgyo-
kos kifejezést tartalmazo nevezetes azonossagok, gyoktelenités) gyakorldsahoz is ké-
sziilt kartyakészlet (2. melléklet 125. 0.).

A trigonometrikus fliggvényekhez az alabbi témakorokbol késziilt kartyacsomag
(2. melléklet 125. 0.):

e nevezetes szogek atszamitasa fokbol radianba és forditva;

e nevezetes szogek szinuszanak, illetve koszinuszanak pontos megadasa,
e nevezetes potszogparok szinusza és koszinusza kozotti kapcesolat;

e szogfliggvények paros, illetve paratlan tulajdonséaga;

e adott szog szogfliggvényei kdzotti kapcesolat.
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Hatokor vagy Vigyazz 6! kartyajaték

A kartyajatékot az eredeti jatékszaballyal és lapokkal kezdtiik, majd attértiink mate-
matikai kéartyalapokra. A kartyalapokon szerepld szdmokat nagysag szerint kell 6sz-
szehasonlitani, de 1-t6]1 66-ig minden egyes természetes szam helyett olyan miivelet
szerepelt, amelynek eredménye az adott szam. A kartyalapokat a 3. melléklet (129. 0.)
mutatja.

Ki nevet a végén

A Kinevet a végén jatékhoz hasonlé szabalyok szerint (helyes valaszért jutalomlépés,
helytelenért nincs biintetés) a pozitiv megerdsités elvének alapjan jatszottuk sajat tab-
lan. Egy tablan 4-5 f0s csoport jatszott. A kijelolt palyan a kockadobas szerint 1ép a
jatékos. Az nyer, aki elbb ér a célba. A véletlen szerepét modositjak a ,,1étrak” és a
,kitliintetett mez6k”.

A 1étrat tartalmazo mezordl a 1étra mentén kell tovabbhaladni, ami eldrejutast és visz-
szacsuszast is jelenthet. A kitlintetett mez6khdz tartozo ,,szerencsekartydkon” egy-
egy matematikai feladat szerepelt (szorzatta alakitas, nevezetes azonossagok felisme-
rése, egyenletmegoldas, elemi alapfiiggvények, valamint egyszerii transzformaltjaik
grafikonjanak abrazolasa). (4. melléklet 130. 0.). Helyes megoldasért elére meghata-
rozott szama mezonyi eldrelépés jart, helytelen megoldas kovetkezménye helyben
maradas volt.

Osszegezve

e A jatékositas altal nem végeztiink kevesebbet a tervezett tananyagnal.

e Az egyes matematikai témak tudnivaloit oldott 1égkorben, aktivan, szemmel
lathatoan jokedviien gyakoroltak a hallgatok — matematikai kompetencidk fej-
18dése.

e Fejlodott a kommunikécios készség altalaban — szocialis és kommunikacios
kompetenciak — €s a matematikarol vald6 kommunikacio is. (A csoportmunka
soran egymast kérdezték és ellendrizték. Olyanok is megszolaltak, akik mas
koriilmények kozott nem szoktak. Kivartak egymast, tisztelettel viselkedtek
egymassal is, egészséges versenyszellemmel, versengés nélkiil kiizdottek.)

e Tanarként az én szerepem is megvaltozott, elsdsorban tandcsadoként, medid-
torként volt ram sziikség, vitas esetekben segitettem a dontést. Egyre kevesebb
segitséget kértek télem, igyekeztek egymas kozott megoldani a problémat —
kompetenciamotivacio fejlodése.
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Fejleszteni kell a Matematikai alapok targyhoz késziilt interaktiv tananyagot. A jovo-
ben nemcsak az 6nallod tanuldsnal, hanem a tanorakon is nagyobb hangsulyt fektetek
az IKT haszndlatra (valtozatos feladattipusok).

4.3. Valtoztatasaim a Matematika I. targyban

Egyetemiinkon az els6 éves gépész €s kornyezetmérnok hallgatok szamara kotelezo
targy a Matematika 1. A targy 6 kredites, heti 2 6ra el0adas €s 4 6ra gyakorlat van. A
tantargyfelelds ugy talélta, hogy jobb eredmények sziiletnek, ha gyakoribb a szamon-
kérés, igy minden masodik héten ropdolgozat van a kétheti anyagbdl. Az 6t ropdol-
gozat eredménye adja a megszerezhetd 50 pontot. A masik 50 pont vizsgadolgozat
irasaval szerezhetd, igy 100 pont alapjan kapjak a hallgatok a vizsga jegyet.

2017 elott heti 3 ora eldadas és 3 ora gyakorlat volt, 2017-ben ez atrendezddott, 2 éra
eléadasra és 4 ora gyakorlatra. A gyakorlat megnovekedett idejét részben arra fordi-
tottam, hogy az oran kooperativ tanulasi modszereket probaljak Ki. A tanszék oktato-
ival attekintettiik, hogy az altalam ismert kooperativ technikak koziil melyeket tud-
nank mi is alkalmazni a matematikaoktatasban. A megnovekedett elokészitd munka
vallalasara 6sztonoztek a kooperativ tanulassal kapcsolatos kutatasi eredmények [49],
[50]. Nem csak a kooperativ tanulast népszeriisité irodalom tamogatja ezt a modszert
a hagyomanyos frontalis 6ravezetéshez képest, hanem tanulaspszicholdgiai kisérletek
1s alatamasztjak, hogy a kooperativ tanulasi modszer alkalmazasa soran a hallgatok
nagyobb érdeklddéssel allnak a feladat megoldasahoz, oldottabbnak, nyugodtabbnak
érzik az ora 1égkorét, fantazidjukat jobban szabadjara engedik, oOtleteiket elmondjak,
kevésbé félnek attol, hogy hibaznak, javul a kapcsolatuk egymassal [49 — 54].

Részletesen kidolgoztam a kivalasztott tanuldsi modszer alkalmazéasat a javasolt
anyagrészekre, elkészitettem a segédeszkozoket [55].

Jatékok
Korforgas

Célja az ismerkedés, a hallgatok egymas kozotti kapcsolddasi pontjainak és kozos
érdeklddési korének megtalaléasa.

Egy korben egymassal szemben 416 parok azt a feladatot kapjak, hogy egy adott jelre
egy adott témarol kezdjenek egymassal beszélni nagyjabdl két percig és talaljanak
mindkettdjiiket érdekld kozds pontokat. A kovetkezd jelzéskor a kiilsé korben allok
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az dramutato jarasaval megegyez0 iranyban a kovetkezd hallgatohoz 1épnek és a meg-
adott 0j témardl kezdenek beszélgetni.

A tanar a kiadott feladatokkal tematikussa teheti a beszélgetést.

e Az elsd ora utolso 20 percében jatszottuk.

e A tabla el6tt a belsé korbe a kollégistakat allitottam, mert 6k mar ismerték
egymast. A tobbiek veliikk szemben alltak. (Mivel paratlanul voltak, én is be-
alltam.)

e Javasoltam, hogy példaul zenérél, sportrol, filmrol, szabadidés tevékenység-
r6l, kedvenc ételrél, szamitogép hasznalatrol beszélgessenek.

Tapasztalatok

Valdban az ora végén érdemes jatszani. Amikor elfogytak a témak, elolrél kezdtiik (0j
beszélgetd partnerrel). Jo hangulatban zajlottak a beszélgetések, én magam is nagyon
¢lveztem. Az egy-egy témara szant 2—3 perc elegend6 volt ahhoz, hogy kapcsolodasi
pontokat talaljanak a parok. A 20 perc elég volt ahhoz, hogy a csoportban a parbeszé-
dek elinduljanak, ugyanakkor nem valt unalmassa a jaték. Szamomra meglepetés volt,
hogy a velem egy parba keriilt hallgatok milyen nyiltan és természetesen kezdtek be-
szélgetni velem.

Villam-randi

Az exponencialis sorozatok végtelenben vett hatarértékének meghatarozasanal pro-
baltam ki a mddszert. Az el6z6 6ran a polinom és algebrai tort alakti sorozatok végte-
lenben vett hatarértékének meghatarozasara oldottunk meg feladatokat. Az ora elején
a q" sorozat végtelenben vett hatarértékét ismételtiik at.

A hallgatokat 4-es csoportokba osztottam. (Ha nem néggyel oszthato a 1étszam, akkor
példéaul a legjobbakat be lehet osztani a csoportok mellé mentornak.)

Minden blokkban ugyantgy, A, B, C, D szereposztasnak megfelelden osztottam ki a
kidolgozott példakat. Mindenki elolvasta a sajat feladatat és a megoldast. Aki nem
értette, megkérdezhetett engem. (10 perc)

1) AaB-nek, illetve C a D-nek megmutatta a feladatat és elmagyarazta a megol-
das menetét. (5 perc)
2) Szerepet cseréltek és B magyarazott A-nak, illetve D a C-nek. (5 perc)
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A parok — A és B, illetve C és D — feladatot cseréltek. A és C helyet cseréltek és az 1j
partnerrel megismételték az 1) - 2) 1épéseket. Gondolkodasi idé6 mar nem volt. A hall-
gato nem a leiras, hanem a tarsa magyarazata alapjan értette meg a feladat megoldasat.
(10 perc)

A modszer elonyei:

e Tanitottak egymast ¢s kozben a sajat tudasuk is jobban elmélyiilt. (A tanulas
tanulasa.)

e Nem szobeli tandri magyardzat segitségével, hanem leiras, illetve a tarsa ma-
gyarazata alapjan kellett megértenie egy-egy feladat megoldasat. (A tanulas
tanulésa.)

e Nem volt elég megérteni, el is kellett magyarazni tarsanak. (Matematikai kom-
munikacio.)

A hallgatok maguktol leirtak a fiizetiikbe a feladatokat és azok megoldasat.
Sorbarakas

A modszert a fliggvényvizsgalat I. és II. témakorokben probaltam ki az egyik ora ele-
jén, miutan az elézé orakon mar tobb fiiggvény globalis és lokalis vizsgalatat elvé-
geztiik. A tananyag a differencialhat6 fliggvények helyi szélséértékeinek meghataro-
zéasa, valamint a fliggvény menetének jellemzése az els6 derivalt segitségével, illetve
a figgvénygrafikon alakjanak leirasa, valamint az inflexios pontjainak megkeresése a
masodik derivalt segitségével volt. Ezekben a témakban Osszetett feladatokat kell
megoldani, amelyeknél fontos a Iépések sorrendje és a kapott részeredmény értelme-
zése. A visszatekintés, az elvégzett 1épések sorrendjének és értelmének tudatositasa,
verbalizaldsa (metakognicid) a tanulas masodik fazisa (az ismeret tarolasa), valamint
a harmadik fazis (az ismeret el6hivasa €s alkalmazasa) miatt fontos.

Kiilon lépéssorozatokat készitettem (5. melléklet 131. 0.) a Fiiggvényvizsgalat I,
illetve a Fiiggvényvizsgalat II témakorhoz. Voltak olyan 1épések, amelyeket tobbfé-
leképpen is megfogalmaztam. Egy-egy 1épéssorozatot papircsikokra vagtam és 0sz-
szekevertem. A hallgatok parokban dolgoztak, egy-egy par egy-egy lépéssorozatot
rakott sorba. A 1ényegében azonos tartalmii 1épéseket egymas mellé kellett helyezni
(3. abra).
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inak meghatarozasa.

3. dbra: Hallgat6i megoldas a Fiiggvényvizsgalat II. 1épéseinek sorbarakasarol.
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Modszertani megjegyzések

Bar maga a feladat absztrakt, mégis manualisan oldottdk meg.

A sikeres feladatmegoldashoz nem volt feltétleniil sziikséges, hogy a hallgato szaba-
tosan megfogalmazza az egyes 1épéseket, de egy-egy Osszetett fliggvényvizsgalati fel-
adat megoldasahoz hasznos a szimbolumokkal elvégzett tevékenység nyelvi megfo-
galmazasa is. Nem vartam el, hogy a hallgatok maguk alkossak meg ezeket a monda-
tokat, de azt feltétlentil sziikségesnek tartottam és tartom az egyes 1épések felismeré-
sét, értelmezését és helyes sorrendbe allitasat.

Ugy gondoltam, hogy az Ssszetett feladat 1épéseir6l vald gondolkodas kozben a cédu-
lakra leirt megfogalmazasok felszabaditjdk a munkamemoriat. A cédulds modszer
konnyen javithatova teszi a tévedést. A paros munka magabiztossagot adhat, mert a
dontést megbeszélhetik egymassal.

Meglep6 volt, mennyire gyengén sikeriilt a feladat megoldasa. Tobben feladtak mie-
16tt a 1épéssorozat végére értek volna. Elképzelhetd, hogy nem ismerték fel, hogy mi-
lyen konkrét szamitasi tevékenységet takar egy-egy szabatosan megfogalmazott mondat.

Az is elképzelhetd, hogy a megfogalmazas stilusa tulsagosan eltért az altaluk hasznalt,
leegyszerlsitett, esetleg pontatlan kifejezésmodtol (példaul ,,a derivalt 0”). Annak fel-
ismerésével is adodhattak problémak, hogy egy-egy mondat ugyanazt a 1épést takarja
vagy nem.

Ezek a nehézségek a matematikarol valé6 kommunikacio, illetve a szovegértelmezés
hidnyossagaira mutatnak ra. Tobb feladat megoldasa soran sem tudatosult benniik au-
tomatikusan a sziikséges 1épések sorrendje, ezért a jovoben nagyobb figyelmet kell
forditanom a metakogniciora. Kelld elokészités mellett ez a feladattipus az el6hivéasos
tanulas része, segit a fogalmi haloban a megfeleld kapcsolatokat kialakitani, elmélyiteni.

Készits feladatot!

A | Készits feladatot” kooperativ tevékenységet a hatarozatlan integral témakdrben
probaltam ki. A hallgatokat harmasaval tltettem egy-egy padhoz. Az eredeti iilésren-
den csak annyit valtoztattam, hogy a legjobb harmat, akik eredetileg egymas mellett
tiltek, beosztottam harmadiknak egy-egy csoportba.

Szereposztds
Minden csoportban harom szerep volt, A, B és C.
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Az A hallgatoknak egy sajat feladatot kellett alkotniuk alapintegral kiszamitasara.

A B szerepbe beosztott hallgatoknak olyan integralési feladatot kellett irni, amelyek a
»hulladik szabaly” (elvégzem a szorzas, osztas, hatvanyozas miiveletet, ha lehet, hatha
utdna mar tudom integralni) alkalmazasanak célszertiségét tamasztjak ala.

A C hallgatoknak az f(ax + b) tipusu fliggvény hatarozatlan integraljara vonatkozé
feladatot kellett kitalalniuk.

Mindegyik szerepl6 hasznalhatta a flizetét, de tilos volt olyan feladatot irni, amit mar
megoldottunk. Egy jatékkartya méretli papiron dolgoztak, a bal felsé sarokba felirtak
a ,,Feladat” szot és a szerepiiket (A vagy B vagy C).

Az egyes munkafazisok

Minden szerepld

1) irt egy feladatot a szerepének megfelelGen;

2) akartya masik oldalara atmasolta a feladatat és leirta a megoldast;

3) visszaforditotta a ,,Feladat” oldalra és a sajat csoportjaban tovabbadta (A a B-
nek, B a C-nek, C az A-nak);

4) megoldotta a kapott feladatot a fiizetében, majd Gsszehasonlitotta a papiron
levé megoldassal (eltérés esetén egyeztetett a feladat készitdjével, sziikség
esetén kijavitottak a papiron levé eredeti megoldast) €és a sajat csoportjaban
tovabbadta a ciklusnak megfelelden;

5) megismételte a 4)-es 1épést, igy visszajutott a feladat a készitohoz.

(25 perc)
Névvel ellatva 0sszeszedtem €és atnéztem a munkakat.

Az 6ra tovabbi részében kijavitottam az Gsszes feladatot, 0k pedig integralszamitasi
feladatokat oldottak meg kozben.

(10 perc)

Visszaadtam a kijavitott feladatot a készitdjének. Majd felhivtam a figyelmet az eset-
leges rossz feladatokra, illetve ismertettem a rosszul megoldott feladatok helyes meg-
oldasat.

(5 perc)

A teljes id6sziikséglet 40 perc volt. Meglepd mddon utana sem liltek vissza a helyiikre,
hanem ott maradtak a ,,csoportjukban” egész oran.
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Kevés olyan hiba volt, hogy valaki nem a szerepének megfeleld tipusu feladatot irt.
(Valoszintileg azért, mert hasznalhattak a flizetiiket.)

Voltak integraléasi hibak, ami azért sulyosabb, mert harman is elkdvették ugyanazt a
hibat. Ez is azt bizonyitja, hogy sziikség volt a feladatok javitasara. (Nem veszett
karba a javitassal toltott 10 perc.)

Az is fontos volt, hogy addig besz¢ljiik meg a hibakat, amig befolyasolni tudjuk, hogy
mit jegyeznek meg. (Nem veszett karba a megbeszélésre szant 5 perc.)

Az egymasnak adott feladataik nehézségi szintje megegyezett az 6rai mintapéldakéval.

A kooperativ tanulasi modszer alkalmazdsdnak eredményessége és a matematika ta-
nuldson tuli haszna

A kooperativ technikak hatdsara a hallgatok matematikahoz val6 hozzaallasa kogni-
tiv, érzelmi és viselkedési szempontbol is pozitivabb lett. Az 6rak szinesebbek, a hall-
gatok kozotti kommunikacid és szocialis kapcsolatok erésebbek lettek. Az ismerke-
désbdl olyan barati korok alakultak ki, akik nem csak egyiitt szorakoztak, hanem
egyiitt is tanultak.

Nem csupan 1j matematikai tartalmat tanultak, hanem el is magyaraztak egy-egy meg-
oldast. Abban az iranyban is fejl6dott a kommunikacio, hogy a tarsak magyarazatabol
ismerték meg a megoldast. Tobbféle reprezentacidos mdodban taldlkoztak a hallgatok
az egyes fogalmakkal.

A feladatkészités legfontosabb funkcidja, hogy a hallgato észrevegye a feladatok ko-
zotti tartalmi hasonldsagot, a matematikai szempontbol jellemz6 jegyeket és ezek fel-
ismerése utan sajat maga is képes legyen ilyen tipust feladatot késziteni. Ez a tanulasi
folyamatban mas szerepet enged meg a didk szamara, ami nagy felfedezés lehet a
hallgatonak, hogy olyan feladatot végez, amit altalaban csak a tanar szokott.

A meghatarozott szempontok szerinti feladatkészités az el6hivasos tanulasi modszer-
nek is eszkdze, mas oldalrdl talalkoznak az egyes integralasi tipusok jellemz6 jegyei-
vel, felidézik az elemi fiiggvények, szorzat, hanyados, hatvany integralasat, illetve az
olyan esetet, amikor a bels6 fliggvény linedris. Ez a ,,raktarozas”™ eldtti korrekcio fa-
zisa, ha téves az elgondolas, akkor idében felfedezziik és kijavitjuk.

A feladatkészités és a sajat feladat megoldasanak kovetése aktiv részvételt kivan, fo-
kozza az érdeklddést.
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A hallgatok teljesitmenyének valtozasa

A kooperativ modszer alkalmazésa a tanulmanyi eldmenetel szempontjabol is hasznos volt.
A hallgatok tetszés szerint jelentkezhettek ugyanazon targy egy-egy csoportjaba, igy
feltételezhetd, hogy a kisérleti csoport felkésziiltsége atlagos volt. A szamonkérés
egységes volt az egész évfolyamon. Azoknak a hallgatoknak a félévi teljesitményét
vizsgaljuk, akik a Matematika I. targyban a félév soran legalabb 4 ropdolgozatot meg-
irtak az 5 koziil. A kisérleti csoport tagjai atlagosan a szerezheté maximalis pontszam
61%-at érték el, mig az évfolyam atlag 39%-os teljesitmény volt. A kisérleti csoport
az évfolyam teljesitményének 1,56-szorosat érte el.

A digitalis kompetencia fejlesztése a Matematika I targyban

2018 Gszén a heti 4 6ra gyakorlatbol 1 orat arra forditottam, hogy olyan webes feliile-
tek hasznalatat ismertessem meg a hallgatokkal, amelyek a Matematika I targy tanu-
lasa kozben és késobb is tobbféleképpen segitségiikre lehetnek. A webes feliilet eld-
nye, hogy platform-fliggetlen és akar személyi szamitogépen, akar tablagépen, akar
okostelefonon barmely keresOben elérhetd, igy remélhetdleg mas targyakban vagy a
hétkoznapokban felmeriild kérdések megvalaszolasahoz is igénybe veszik az IKT esz-
kozok altal nyujthato segitséget.

Az els6 két alkalommal az egyénileg ingyenesen elérhetd Wolfram Programming Lab
matematikai weboldal hasznalatat gyakoroltuk egyiitt ([74], [75]). Aki meg tudta ol-
dani a feladatot, az ellendrizhette az eredményt; aki ismerte a megoldds menetét, az
kiszamittathatta az egyes 1épések részeredményeit. A hallgatok megtapasztalhattak,
hogy nagyon sok tennivalot a papir-ceruza modszer helyett a szamitogépre lehet bizni:

e apolinomokkal és az algebrai tortekkel végzett miiveletek;

e bizonyos egyenletek és egyenletrendszerek megoldasa;

e afliggvények korében végzett alapmiiveletek, inverz-, illetve kompoziciokép-
z¢és eredményének (hozzarendelési szabaly és grafikon) eldallitasa,;

e véges elemszamu halmazokkal végzett miiveletek;

o vektorok, matrixok, determinansok korében végzett miiveletek;

e azegyenldtlenségek €s egyenldtlenség-rendszerek megoldasaban,;

e sorozatok abrazolasdban, monotonitasanak €s hatarértékének vizsgalatdban;

e fiiggvények hatarértéke, folytonossaga, aszimptotdja;

o fliggvények differencialhanyadosa, a differencidlszamitas alkalmazésai;

e Taylor-polinom; ...
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Az utolso 0t szolgaltatast sajnos csak képernydkivagasokon tudtam bemutatni, mert
kidertilt, hogy az ingyenes hasznalat nem vonatkozik a tantermi haszndlatra.

Tovébbra is fontosnak tartom, hogy a hallgatdkat megismertessem a szamitogép altal
elérhetd segitséggel, ezért tobb felhasznaldbarat programot ajanlottam €s az 6raimon
a mitkddéstiket is bemutattam:

e a Matrix kalkulatort a matrix miiveletekhez®:

e a Symbolab nevii szoftvert a fliggvények hatarértékéhez?;

e a fiiggvénygrafikon rajzold program (Function Grapher and Calculator®)
segitségével szemléltettem példaul néhany fliggvény és az aszimptotijanak
viszonyat.

4.4. Szemléltetés a Valosziniiségszamitas és statisztika targyban

A 3 kredites targyat eléadas nélkiil, heti 2 6ra gyakorlaton tanitjuk. 8 alkalommal fog-
lalkozunk a valészinliségszamitas témakdorével és 4 alkalommal statisztikaval. Igyek-
sziink a megoldando feladatok szovegét a hallgatok mindennapi életéhez vagy leendd
szakmajahoz illeszteni (pl.: az egyetem melletti pizzaarus altal naponta eladott pizzak
szama; az alpesi szimentali és a magyar tarka tehenek napi tejtermelésének Gsszeha-
sonlitasa). Tovabba igyekeztem az Osszetett képletek, szabalyok alkalmazasakor raj-
zos, képi (a Bruner-féle ikonikus szint) szemléltetést mutatni €s a hallgatéimat is meg-
tanitani arra, hogy a megoldas 1épéseit kovessék szemléltetd abran. Az egyik leghaté-
konyabb szemléltetés a visszatevés nélkiili mintavételre (4. abra), a masik a teljes va-
16szinliség tételére, (5. abra) illetve a Bayes tételre vonatkozott.

A szemléltetd abrat minden hallgat6 alkalmazta, aki az adott témakorbdl irt zarthelyi
dolgozatban sikeresen foglalkozott a visszatevés nélkiili mintavétel, a teljes valoszi-
nliség tétele, illetve a Bayes tétellel kapcsolatos feladatokkal.

3 https://www.mathsisfun.com/algebra/matrix-calculator.html
4 https://www.symbolab.com
5 https://www.mathsisfun.com/data/function-grapher.php
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Példa: Egy gyufagyarban a percenként készitett 1000 gyufa koziil a tapasztalatok szerint 8 selejtes.
Mennyi a valdsziniisége, hogy egy 10 elemii mintdban 2 selejtes lesz?

/ (SOkasag) \
(kltuntetett) (nem kltuntetett)
k n—k
(kitintetettek koziil) (nem Kkitiintetet-
\ / reckozth
(mlnta)
kedvezd: (S) <N - S)
k/\n—k
dsszes: (N )
n

s
(DG
vy
G
Az A esemény azt jelenti, hogy egy N elemil sokasagbol, amelyben S kitlintetett elem van, n
elemil mintat vesziink és ezek kozott k kitlintetett elem lesz.

P(4) =

4. abra: Visszatevés nélkiili mintavétel.

Példa: Az egyetemi biifében a naponta készitett pizzak 50%-a sonkas, 30%-a gombas és 20%-a
szalamis. A sonkasak 40%-a, a gombasak 20%-a és a szalamisok 10%-a csip6s. Mennyi a valoszi-
niisége, hogy csipds lesz, ha véletlenszerlien valasztok egy pizzat?

eseménytér ()
50% 20%
30%
teljes ese- B.:P(B;) =05 B.:P(B;) =103 B.: P(B;) =0,2

ményrendszer  40% / \ 20"/7 \ 10% / \

kimenetelek ~ AnB, AnB, ANB, AnNB, ANB; ANB,

valoszintisé- P(ANnBy) = P(ANBy) = P(ANBg) =
gek =P(B1)P(A|B)) = =P(B2) P(A|B2) = = P(B3) -P(AlB3) =
=05-04=0,2 =03-02=0,06 =0,2-01=0,02

P(A) =P(ANB,)+ P(ANB,)+P(ANB;) <
= P(B1) 'P(AlBl) + P(Bz) : P(Algz) +P(Bg)'P(A|Bs) =
=05-04+03-02+02-0,1=02+0,06+0,02=0,28

5. ébra: Bayes tétel.
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4.5. A Jaték és matematika targy kidolgozasa és bevezetése

Jaték és matematika cimmel kidolgoztam egy kdtelezden valaszthato C targyat BSc-
s nappali tagozatos hallgatoknak és 2017 ota tartom. A targy tematikajaval a matema-
tika iranti érdekl6dés felkeltését, a matematika tanulasahoz sziikséges gondolkodasi
modszerek és problémamegoldasi stratégiak tudatositasat, valamint a parhuzamosan
futd valoszinlis€gszamitas €s statisztika tanulmanyok segitését (kombinatorikus gon-
dolkodas, esetek azonositasa, leszamolasi modszerek) tliztem ki célul.

Az orén jatékos modszerek, illetve tényleges jatékok szerepeltek. A kombinatorikus
alapon tanitott valosziniiségszamitas feltételezi a helyes kombinatorikus gondolko-
dast, amit jatékosan, illetve jatékkal (szavak kiolvasasa kiilonb6zo betlielrendezések
esetén, sakktablan babuk elhelyezése és 1épés lehetdségek, a matematikatorténetben
nevezetessé valt problémak, szerencsejatékok, Galton deszka, véges stratégiaju jaté-
kok) igyekszem fejleszteni. Bar az altalam bemutatott jatékok (Bridges, Skyscrapers,
ABC View, CalcuDoku) papir - ceruza segitségével is jatszhatok, de a tetszetds kiilsén
tul az azonnali javitds lehetdsége, az attekinthetdség, a teljesitmény — visszajelzés az
online valtozat mellett sz6l. A jatékok a szorakoztatason tul a matematikai szemlélet
formalasaban nagyon jol hasznosithatok. Online logikai feladvanyok segitségével
szinte €észrevétleniil hoznak dontéseket €s szdmolnak azok kovetkezményeivel, gya-
koroljak

e aszikséges €s elégséges feltétel kapcsolatat;
e a matematikai miiveleteket;

e az esetfelsorolast;

o az Osszefliggések felfedezését;

e aszabalynak megfeleld szituacid felismerését.

A szamonkérés részeként egy feladvany megoldasat kellett irasban, illetve szoban is-
mertetni. Az 6rai és vizsgan valo szereplésiik alapjan megallapitottam, hogy a straté-
giai jatekokhoz sziikséges logikai készségiik €s az errdl valdo kommunikécios készsé-
giik is fejlodott.

A hallgato6i visszajelzések szerint élvezték az orakat, kiilondsen az online logikai ja-
tékokat.
4.6. E-tananyag oOsszeallitaisa Matematikai érdekességek cimmel

2018-ban egy EFOP palyazat keretében a kdzépiskolasok szaméra matematikabol ér-
deklddésfelkeltd elektronikus tananyagot dolgoztunk ki egy négy f6s csoportban [56].
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A tananyag fejezetei

1) Matematikai érdekességek

2) A mértani sorozat és gazdasagi alkalmazasai

3) Matematika a természetben

4) Az exponencialis és logaritmus fliggvény. Miiszaki alkalmazasaik

5) Matematikai jatékok, jatékok matematikaja

6) Nevezetes matematikai problémak
7) Matematikai Gtravalo

8) Zardteszt

Az 5)-8). fejezeteket én dolgoztam ki.

A portalon nyomon kdvethetd a tanuldi probalkozasok eredményessége.

A didkok az internetr6l tobbféle eszkozzel is elérhetik az egyetem e-learning portaljan
az elkésziilt tananyagot. (Sajnos csak Neptun koddal rendelkezdk tudnak belépni. A
tanulok az iskola kozvetitésével kaphatnak kodot.)

A Matematikai jatékok, jatékok matematikaja cimii fejezetben az interneten is megta-
lalhat6 online jatékokra (Magnes és Satrak - Tatham, Szomszédok - Daily Ne-
ighbours) vonatkozo6 hasznos tandcsok (Iépésenkénti megoldassal) taldlhatok. Mind-

egyik jatékhoz harom, fokozatosan nehezedd feladvany megoldésa szerepel.

Forras: Brain Bashers Daily

Neighbours. https://www.bra-
inbashers.com/neighbours.asp

(Utols6 megnyitas 2021. 06.
10.)

//i;’/;’
«-«:\\ /}\ ,,/@ﬁj ) o
I\ \.‘ ) /;,///3
S 7
—> ﬁﬁ
| <T )
7 iy <

K, papir, ollo, gyik, Spock.
Forras: Agymendk rajongoi ol-
dal. K6, papir, ollo, gyik.
http://bigbangtheory.la-
punk.hu/?modul=oldal&tarta-
lom=1195704 (Utols6 megnyi-
tas 2021. 06. 10.)

A kor négyszogesitése. Forras:
http://pic.lol.hu/lolhu_7719447a.jpg
(Utols6é megnyitas 2021. 06. 10.)

6. abra: Képek az E-tananyagbol.
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A fejezet mésodik része a jatékelmélet néhany érdeklddésfelkeltd kérdését, majd a
jatékelmeélet legfontosabb fogalmainak (jaték, teljes informacioja jaték, kétszemélyes
z€rus-Osszegll jaték, stratégia, Neumann Janos tétele) magyarazatat tartalmazza, majd
a Ko-papir-oll6 és a Ko-papir-ollo-gyik-Spock jatékokrol esik szo. A négy legfonto-
sabb csapdahelyzet (Fogolydilemma, Nemek harca, Vezériirii, Gyava nyul) rovid is-
mertetésével zarul a fejezet.

A 6. fejezetben a matematikatorténet olyan nevezetes problémairdl esik sz6, amelyek
kozépiskolas hattértudassal megérthetok (A kor négyszogesitése, Kockakettdzes,
Szogharmadolas, A nagy Fermat sejtés, Goldbach sejtés, Négyszinsejtés, négyszintétel).

Matematikai utravaloként néhany szamolést konnyito triikkk, oszthatdsagi szabaly (le-
hetdség szerint az ismertetett modszer helyességének bizonyitasaval); néhany mate-
matikatanulasi tanacs (részfeladat, uj ismeretlen, Gsszes eset felsorolasa, jo vazlatok)
valamint érettségire késziilést segitd feladatsor (kombinatorikai €s valdszinliségsza-
mitasi alapoétletek, szovegértelmezés, leszamlalasi problémak, események fliggetlen-
sége) szerepel.

A tananyag végén egy online kiértékelésii feladatsor, Zaroteszt talalhato.
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5. A mesterképzésben bevalt didaktikai eszkozok

Megfigyelések és tapasztalatok a Miiszaki-gazdasagi matematika tantargy
2015-06s, illetve 2018-as tanitasa soran

Ebben a fejezetben leirok néhany — esettanulmanyok soran szerzett — tapasztalatot,
valamint tartalmi és modszertani javaslatokat teszek a Miiszaki-gazdasagi matematika
tantargy hatékonysaganak novelése érdekében. Az esettanulmanyok mindegyikét az
akkori Szent Istvan Egyetem Gépészmérnoki Karan az egy félévig tarto Miiszaki-gaz-
dasagi matematika targy keretében, a teljes szemeszteren keresztiil végeztem 2015-
ben és 2018-ban.

5.1. Miiszaki-gazdasagi matematika targy a menedzserképzésben
A targy helyzete orszagosan

Magyarorszagon az elmult néhany évben a Debreceni Egyetem Miszaki Karan, az
Edutus Egyetemen (Tatabianya), a Pannon Egyetem Gazdasidgtudoményi Karan
(Veszprém), a Soproni Egyetem Simonyi Karoly Miszaki, Faanyag-tudomanyi és
Miivészeti Karan, a Széchenyi Istvan Egyetem AUDI Hungaria Jarm{imérnoki Karan
(Gyo6r), a Szent Istvan Egyetem Gépészmérnoki Karan (Godolld) és a Szegedi Tudo-
manyegyetem Mérnoki Karan képeztek Miiszaki menedzsereket mesterszakon, leve-
lez0 tagozaton. A tematikak alapjan megallapithat6, hogy kiilonb6zd név hasonlo tan-
targyat takarhat (2. tablazat).

L . Oraszam ea/gy/labor .
Intézmény neve Targy neve Heti Féléves Kredit
Debreceni Egyetem Miiszaki Kar Kvantitativ modszerek 1/1/0 26 5

Operaciokutatas miiszaki- | 5/10/0
Edutus Egyetem aknak (f&lévente) 15 5
Pannon Egyetem Gazdasdgtudo- | oy 4 sl utats T1. 2/0/0 26 2
ményi Kar
Soproni Egyetem Simonyi Kéroly . C 18/félév
Miiszaki, Faanyag-tudomanyi és Milszaki szamitésok 6+(1/2/0) 18 3
Miivészeti Kar Kvantitativ modszerek 1/1/0 26 5
Széchenyi Istvan Egyetem AUDI Matematikai modellek és
e , 15

Hungaria Jarmiimérnoki Kar modszerek
Szent Istvan Egyetem Gépészmér- | Miiszaki-gazdasagi mate-

1 - 16 6
noki Kar matika
Szegedi Tudomanyegyetem Mér- m;siizkl-gazdasagl mate- 1/1/0 26 4
ndki Kar Operacidkutatas 1/1/0 26 4

2. tablazat: A hasonlo6 képzések attekintése a miiszaki menedzser mesterképzésben.
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A képzésben a Matematika Tanszékek altal oktatott targyak féléves oraszamai 15 és
26 kozott mozognak, egy-egy targy kreditértéke 2 és 6 kozott valtozik Operaciokuta-
tas (3), Kvantitativ modszerek (2), Miiszaki-gazdasagi matematika (2), Miiszaki sza-
mitasok, Matematikai modellek és modszerek cimmel. Két helyen két targyat is ok-
tatnak. Az intézmények tobbségében nagyobb oraszamban oktatott témak az Opera-
ciokutatas, illetve a Valoszinlis€égszamitds és matematikai statisztika. Kisebb ora-
szamban oktatott témak a Grafelmélet, a Jatékelmélet, a Dontéselmélet, az Excel hasz-
nalat, a Differencialegyenletek és a Vektoralgebra. Atfedések is vannak az egyes tan-
targyak (fizika, informatika, ...) kdzott, az egyes tananyagok nemcsak matematikébol
szerepelnek a tantervben.

Megallapithatd, hogy a targy tematikdja megfelel az orszagosnak, de az 6raszam a
legalacsonyabbak koz¢ tartozik.

A targy helyzete az akkori SZIE Gépészmérnoki Karan

A nappali, illetve a levelezd tagozatosak szdmara meghirdetett Miiszaki-gazdasagi
matematika tantargy Neptun kédja SGMMAX02XMN és SGMMAXO02XML. A két
targy kovetelményrendszere k6z06s (6. melléklet 132. 0.):

., A targy legfobb célja a korabbi matematikai targyakra épitve olyan tovabbi alapveto
matematikai és statisztikai ismeretek datadasa, amelyek — a miiszaki targyak matema-
tikai igényén tulmenden — a miiszaki menedzsment teriiletén sziikséges legfontosabb
dontéstamogatasi modellek alkalmazasat segitik. Kiegészité ismeretek az analizis, a
kozonséges differencidalegyenletek és a kézgazdasagtani modellek teriiletén. A targy
tovabbi célja ujabb készségek kialakitasa a szerzett ismeretek szamitogépes alkalma-
zdsaban. A tantargy a miiszaki-Qazdasagi teriileten a problémafeltarast megalapozo
matematikai ismereteket ad at. Erdsiti a hallgatok problémamegoldo technikdit, fej-
leszti az elemzo és dontéshozo készségiiket, az egzakt fogalmi és algoritmikus gondol-
kodasukat."

Részlet a tantargyi ismertetdbsl MGM targyleiras 2015°.

® A Neptun tanulményi rendszerben oktatok, illetve hallgatok szamara érhetd el.

A szak akkreditaciés dokumentuma 2017. https://www.gek.szie.hu/muszaki-menedzser-msc (Utols6
megnyitas 2020. 01. 31.)

Miiszaki-gazdasagi matematika targyleiras, 2015. https://www.gek.szie.hu/node/1497 (Utolsé6 megnyi-

tas 2020. 01. 31.)
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A Miiszaki-gazdasagi matematika targyra vonatkozo preferenciaim

A tematikaban rogzitett matematikai ismeretek atadasan tul a kompetenciamotivacio
¢és az Eurdpai kulcskompetenciak [2] fejlesztése is fontos cél volt. A tananyaghoz
kapcsolodoan természetes modon adodik szdmos matematikai €s matematikan kiviili
kompetencia fejlesztésének lehetdsége. A tantargyi kdvetelmények ismeretében olyan
modszereket kerestem, amelyekkel az 6rakon és az egyéni felkésziilés soran tdmogat-
hatok a hallgatok kompetenciamotivacidjanak legfontosabb Osszetevoi €és a kompe-
tencia megszerzése. A matematikai ismereteken til a matematika tanulasaval kozvet-
len kapcsolatban levo egyéb kulcskompetencidkra is gondolva az alabbi kompeten-
ciak fejlesztését tiztem ki célul [51].

I. A matematikai tartalmat, a problémafeltarast megalapoz6 matematikai ismereteket,
problémamegoldé technikékat, az elemz6 és dontéshozo készséget, a fogalmi és algo-
ritmikus gondolkodast illetden:

I. a) Linearis programozas (LP)

LP1 optimumkeresés linedris programozassal

LP2 aszimplex modszer tablazata

LP3  aszimplex mddszer alkalmazésa

LP4  aLeontief-féle input-output modell értelmezése és alkalmazasa

L. b) Grafelmélet (GE)

GE1 az Euler-vonal a gyakorlatban

GE2 aHamilton-kor a gyakorlatban

GE3  a graf minimalis feszit6éfajanak megkeresése
GE4 alegrovidebb ut megkeresése

I. ¢) Jatékelmélet (JE)

JE1  matrix jaték megoldasa tiszta stratégiaval
JE2  matrix jaték megoldasa kevert stratégiaval
JE3  bimatrix jaték megoldasa tiszta stratégiaval
JE4  bimatrix jaték megoldasa kevert stratégiaval

I. d) Differencialegyenlet (DE)

DE1 differencialhdnyados, derivalasi szabalyok

DE2 integralasi szabalyok

DE3 differencialegyenlet

DE4 differencialegyenlet tipusok, megoldasi eljarasok
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II. A matematikatanulasi folyamat szamara fontos és a matematika altal is fejleszthetd
igynevezett kulcs- vagy altalanos matematikai kompetenciak (AK):

AK1: szovegértés, szovegértelmezés

A feladat, probléma kitlizésekor elengedhetetlen a szovegértés, az 01j matematikai is-
meretek pedig hozzajarulnak a késébbiekben a szabatos szovegértelmezéshez.

AK?2: szamolasi, szamitasi készség

A kompetencia tartalma a matematikatanulas folyaman végig valtozik. Példaul az al-
gebrai tortek, gyokvonas, hatvanyozas kozépiskolai anyag. Az egyetemen feltételez-
ziik ezek ismeretét és hianyuk megakadalyozhatja a munkat [4].

AK3: ismert definicio, tétel, eljaras helyes alkalmazéasa

Az elnevezés, az azonosito tulajdonsagok és az érvényességi kor felidézése, valamint
azok kritériumszert alkalmazasa.

AK4: szabalykovetés

Felismeri, értelmezi és alkalmazza a szabalyt. (Példaul 6sszetett algoritmus alkalma-
74sa).

AKS5: feladattartas
A kitlizott feladat kitartd, céltudatos megoldasa, 6sszpontositott tevékenységgel, ,,a
matematika fegyelmez”.

AK6: kommunikéacié a matematikérol, illetve a matematika segitségével
(a gondolatok pontos kifejezése, iraskészség, helyesiras, attekinthetd irdskép).

AK7: a mindennapi élettel valo kapcsolat keresése és felismerése

AKS: kreativitas
Onallo valtozatok, megkdzelitési modok felkutatésa és kihasznalasa a problémameg-
oldasban.

Az egyes szamonkérési modok elemzése soran arra is kitérek majd, hogy mely kom-
petenciak meglétét tételezik fel az egyes kérdések, hogyan viszonyulnak ezekhez a
preferencidkhoz.

5.2. Az esettanulmany koriilményei

A populicié bemutatisa

2015-ben és 2018-ban a Miiszaki-gazdasagi matematika tantargyat tanitottam mi-
szaki -menedzsereknek mesterszakon. A targyat 2015-ben 48, 2018-ban 52 nappali és
levelezd tagozatos hallgatd vette fel. Hallgatdoim tobbségében levelezd tagozatosok
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voltak. Hallgatdink kiilonb6z6 intézményekben végezték a BSc tanulmanyaikat, igy
kiilonboz6 eldismeretekkel keriiltek hozzank.

A 2018-as évfolyam Osszetételét és matematika irdnti érdeklddését egy kérdodivvel is
megvizsgaltam (3. tablazat).

A kérddiv eredménye egybeesik a tobb évtizedes személyes tapasztalatommal: a M-
szaki-gazdasagi matematika tantargyat felvevé mesterszakos hallgatok tobbsége
(85%) mar szerzett felséfoku képesitést és évek ota dolgozik, munka esetleg csalad
mellett végzi tanulmdnyait, amihez szorosabb idObeosztas, feleldsségteljes hozzaallas
sziikséges. Az alapképzés ota viszonylag rovid id6 telt el, tudasuk frissnek mondhato.

Munkahelyi tapasztalatuk alapjan pontosabb elképzeléseik vannak a szakma elvara-
sairdl, a tanultak hasznosithatdsagardl és ilyen tipusu tudast vartak el a képzéstol. A
matematika fontossagat és hasznossagat megtapasztaltak az alapképzés soran, sokan
személyesen is érdekesnek tartjak.

héany éves 22-42-ig atlag: 26 median: 25
hany évesen szerezte a BSc-t 22-33-ig atlag: 24 median: 24
a matematikat érdekesnek tartja 79%

a matematikat fontosnak tartja 100%

a matematikat hasznosnak tartja 97%

3. tablazat: A 2018-as évi kérd6iv (a 100% 52 6t jelent).

Az oktatas blokkositva folyt, 4 honapon at, havonta egy alkalommal tartottam foglal-
kozast. Egy foglalkozas 2015-ben 5, 2018-ban 4 matematika orabol allt. A hallgatok
két alkalom kozott végezték a mindennapi feladataikat a munkahelyen és a csaladban.
fgy munkahelyi tapasztalatuk alapjan pontosabb elképzeléseik vannak a szakma elva-
rasairdl, a tanultak hasznosithatosagarol. Kiilonosen fontosnak tartottam, hogy (akar
kozvetleniil is) megtapasztaljak, hogy hasznosithat6 ismereteket kapnak. Ezt szolgal-
jék az altaluk ismert szituacioba helyezett redlis kérdéstelvetések, az énkép megerd-
sitését szolgald szamonkérési és visszajelzési modok.

A tananyag kivalasztasa, elrendezése és a fokuszpontok elhelyezése

A targy tematikdja a lineéris programozas, grafelmélet, jatékelmélet és differencial-
egyenletek témakoroket tartalmazza.

A tananyag kivalasztasaval, elrendezésével, feldolgozasaval igyekeztem felkelteni és
¢bren tartani a hallgatok érdeklddését, megkdnnyiteni a tananyag megértését €s tartos
bevésését. A 2015-6s és a 2018-as félévben megfigyeltem, hogy ez lehetséges-e a
matematikai tartalom sériilése nélkiil.
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Az egyes témakorokben feldolgozott konkrét tananyag kivalasztasaban és a fokusz-
pontok elhelyezésében Schweiger [34] fundamentalis elveit iranytiiként hasznaltam.
Az érintett témakor standard feladatait olyan szitudcioba helyeztem, amely kdzelebb
viszi az érintett matematikai fogalmat, eljarast, modszert a hallgatok mindennapi éle-
téhez, munkajahoz (human dimenzio).

A targy tananyaganak tulnyomo része az operacidkutatas teriiletéhez tartozik, amely-
nek didaktikai jelentéségét — a matematikai kompetenciak fejlesztésére valo alkalmas-
sadgon tul — torténeti és alkalmazasi szempontok is novelik. Az operacidkutatas kidol-
gozasa a masodik vilaghabora elején kezd8dott. Az Egyesiilt Allamok hadserege 16t-
rehozott egy kutatocsoportot a katonai operaciok matematikai megalapozasara. Innen
szarmazik a teriilet elnevezése, az operaciokutatas (Operations Research). A csoport
tagja George Dantzig Gjraalkotta a linearis programozasi modellt és hatékony algorit-
must adott, a szimplex modszert (torténeti dimenzi6 [34]). Az operacidkutatas teriile-
tén szdmos magyar kutato is vilaghirre tett szert. Példaként emlitem Konig Dénes,
Egervary Jend, Prékopa Andrés, Erdds Pal, Lovasz Léaszl6 nevét.

A linedris programozas témakorében elsdsorban a torténeti €s alkalmazési szempon-
tokat hangsulyoztam. A kétvaltozos linearis programozasi feladatok megoldasahoz a
grafikus modszert hasznaltuk. Ez a szemléletes modszer a hallgatok koordinatageo-
metriai ismereteire tdmaszkodik, ezaltal a régi ismeretet magasabb szintli probléma
megoldasara hasznaltuk.

Erdemes ramutatni a modszer eredményességének matematikai hatterére. Az eltérés-
valtozok hasznélata megkonnyiti a probléma leirasat és megoldasat. Azok hasznalata
nélkiil egyenl6tlenségrendszer, hasznalatukkal egyenletrendszer megoldasaval dolgo-
zunk. Fel kell hivni a figyelmet arra, hogy az eltérésvaltozo tetszéleges valos szam
lehet ugyan, de a megoldas a feladat szovegébdl eredden mas szamhalmazra korlato-
zo6dhat.

A grafelmélet nagyon alkalmas arra, hogy a hallgatok kevés 0j fogalom és szabaly
megismerésével egyre boviil problémamegoldasi gyakorlatra tegyenek szert.

Az ismeretek ¢és eljarasok rogzitését és el6hivasat a képi €s a szimbolikus abrazolasi
modok parhuzamos hasznélataval segitettem.

A Konigsbergi hidak probléméjaval kezdtiink, amely a grafelmélet kialakulaséban is
nagy jelentdségli (Leonhard Euler 1736, torténeti dimenzio). Ez a probléma arra is
alkalmas, hogy a hallgatok egy hétkoznapi kérdésbdl kiindulva jussanak el matemati-
kai fogalmakhoz és meggondolasokhoz.
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Rajzoltunk boritékot, ahonnan egyenes Ut vezetett az Euler-vonalhoz (a konkrét tevé-
kenységtdl az absztrakt matematikai fogalomig vezetd ut érzékeltetése). Szantunk né-
hany percet a végtelen grafokra valo kitekintésre is (vertikalis dimenzio).

Megismerkedtiink a grafelmélet néhany alkalmazasaval (minimalis feszit6fa megke-
resésére, legrovidebb Ut megkeresésére). Azt is feladatomnak tekintettem, hogy a hall-
gatok a mindennapi ¢életiikbol keressenek alkalmazasokat (athaldzat, elektromos ha-
16zat, postaszolgalat, riadélanc...). Kitekintésként utaltunk néhany egyéb alkalma-
zasra is (szamitogép tudomany, elektrotechnika, robotika, pszichiatria, kapcsolatrend-
szer a kozosségi médian). A témakor feldolgozasa kdzben nemcsak az ismeretek bo-
viiltek, hanem gazdagodott a megoldashoz hasznalt matematikai eszk6zok, reprezen-
taciok kore is. Példaul bevezettiik a grafok szomszédsagi matrixat, tablazatba ren-
dezve végeztiik el a Dijksra algoritmus egyes 1épéseit. (Erre sziikség volt, mert a graf
egyre kevésbé attekinthetd lett).

A minimalis feszit6fa megkeresésére a Prim-algoritmust valasztottam, hogy a kevésbé
felkésziilt diakok is megtapasztalhassak az egyszerti eljaras hatékonysagat. Csucson-
ként haladva épitjiik fel a fat minden egyes 1épésben a lehetd legolcsobb élt vessziik
hozza. EQy-egy valasztasnal hangsulyozni kell az egyenértékiiséget, mert a hallgatok-
nak kevés korabbi tapasztalatuk van elagazé matematikai megoldasokrol. Példaként
fontos lancra és elagazo fara vezetd eseteket is bemutatni. A teljes eljarast az id6igé-
nyesség €s az Osszetettség miatt 10-nél tobb cstcsot tartalmazo grafra nem érdemes
végrehajtani.

A legrovidebb Gt megkeresésére a Dijkstra-algoritmust hasznaltuk, mert iranyitott és
nem irdnyitott sulyozott grafokra egyarant hasznalhat6. A kiindul6pontbdl csucson-
ként haladva épitjiik fel a végponthoz vezetd legrovidebb utak fajat. Feladatainkban
kevés csuccsal, pozitiv fokszamokkal dolgoztunk.

A jatékelmelet témakor tananyagat a megel6z6 kurzusokhoz képest jelentdsen atala-
kitottam, 0j feladatlapokat készitettem, alkalmazasok iranyaba kibdvitettem [62].

A jatékelmélet iranti érdeklddés felkeltését szolgalhatja az is, ha sz6lunk annak ma-
gyar vonatkozasair6l és a magyar matematikusok nemzetkozi sikereirdl.

A jatékelmélet alapjait Neumann Janos fektette le 1928-ban, 6nallo elméletként pe-
dig 1944-ben sziiletett meg, amikor Neumann Janos és az osztrak Oskar Morgens-
tern egylitt megirtak és kiadtak konyviiket [64].

Harsanyi Janos 1967 és 1968 kozott fejtette ki legfontosabb gondolatait, elsdsorban
ezek miatt kapta meg késdbb a Nobel-dijat is. Harsanyi kiilonboztette meg eldszor a

58



ma ismert formaban a kooperativ és a nem kooperativ jatékokat. O alkotta meg a
ben a vetélkedd jatékos csak korlatozott mértékben ismeri ellenfele céljat és az el-
lenfél rendelkezésére allo stratégiai eszkozeit.

Azbta a jatékelméleti megkdzelitési mod megvaltoztatta a kozgazdasagtani €s politi-
kai gondolkodas alapjait. Példaul a nemzetkozi leszerelési targyalasokon, a szovjet-

amerikai nuklearis elrettentésben, az olajmez6k licenszeinek allami arverésein, a ra-
dids- és televizios frekvenciak kiosztasain.

A hallgatoknak is igyekeztem megmutatni, hogy a jatékelmélet az élet szamos terii-
letén felbukkanod problémak, dontési helyzetek modellezésére is alkalmazhato, ami-
r6l nem is gondolnank, hogy kdze lehet a matematikahoz.

A jatékelmélet oktatdsanal nagy eldny, hogy szamos esetben a probléma kezeléséhez
alkalmas matematikai modell Gjabb matematikai apparatus nélkiil, j6zan meggondo-
las alapjan felallithato és a valasz a négy alapmiivelet ismeretében megadhat6 akar a
matematikabol, akar a mindennapi életb6l ered a probléma.

A mindennapi problémaék vizsgalata mellett sz6l, hogy nem pusztidn egy szamités
végeredményét keressiik, hanem a hallgat6é szadmara konkrét tartalommal rendelke-
zik az eredmény, igy kivancsi is ra, ami nagy hajtoero.

A megismert modellek haszna bemutathaté olyan problémakon, amelyek az élet tel-
jesen kiilonboz6 részérdl szarmaznak, de ugyanazzal a matematikai modellel kezel-
hetok.

o Két ember versengése ugyanazon allasért:
A ,jatékosok” lehetséges stratégiai a nyelvtanulds, a szamitogépes ismeretek
fejlesztése, vezetdi tanfolyam elvégzése vagy MSc képzés. A valasztast az
egyes stratégiaparok esetén varhato nyereség hatarozza meg.

e Két druhazlanc versengése a vevokért:
Vevdcsalogatd lehet az ingyenes parkolas, illetve ingyenes bevasarld szatyor
biztositasa, hosszabb nyitvatartas vagy torzsvasarloi kartya kibocsatasa ked-
vezményekkel. A valasztast az egyes stratégiaparokhoz tartozo vasarloi érdek-
16dés hatarozza meg.

o Két politikai part versengése a szavazatokért:
Szavazatszerz6 igéret lehet az oktatas fejlesztése, az egészségiigy allapotanak
javitasa, a nyugdijemelés vagy a kisvallalkozasok tamogatasa. A stratégiapa-
rok sikeressége a szavazok érdeklodésétdl fiigg.
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A 2015-6s kurzus jatékelmélet fejezetének tanmenete és oravazlatai didaktikai meg-
jegyzésekkel a Dékany [62] cikkben olvashatok. Ebben ramutatok, hogy feltétleniil
szerepeltetni kell olyan feladatot, ahol

e cgyetlen tiszta optimalis stratégiapar van ¢és az elso jatékos nyeresége nem nulla;

e ajaték igazsagos;

e tObb tiszta nyeregpont van (felcserélhetdségi €s ekvivalencia tulajdonsag
szemléltetése).

Az eljaras 1ényegét jobban megmutatja, ha ellendrizziik az optimalis stratégiatol vald
egyoldalu eltérés kovetkezményeit.

A bimatrixjaték tanitasa kozben

e megmutathatd, hogy a dominancia elv segitségével csokkenthetd a matrix mé-
rete, a feladat megoldasa technikailag konnyebbé valik.

e példat adhatunk a matematikai fogalmak kiilonb6z6 reprezentéacioira (matrix-
modell, stratégiapar rendezett szampar alakban).

e nézdpontvaltas sziikséges (A két jatékosnak két kiilonbdzd nyereségmatrixa
van, igy az ugyanazon stratégiaparhoz tartozd nyereséget nem ugyanabbdl a
matrixbol kell az egyik, illetve a masik jatékos szempontjabodl kiolvasni).

A matematikai modellalkotas természetes gyakorlasara ad mddot a kooperacios és a
koordinalt jatékok modelljének felismerése a minket koriilvevd vilagban.

A fogolydilemma (Prisoner's dilemma, 2015) targyalasa kozben a matematikatorté-
neti érdekességen til (a fundamentalis elvek 1d6dimenzidja) arra is rdmutathatunk,

hogy

e az emberek sokkal inkabb hajlanak a kooperacidra, mint az a ,,racionalis” mo-
dell alapjan varhat6 lenne, az embereknek el6zetes informaciojuk is van;

e ¢z a tarsadalom ¢€s a gazdasag szdmos problémajanak prototipusa (a funda-
mentalis elvek horizontalis dimenzidja);

o akérdésnek erkolcsi tartalma is van (a fundamentalis elvek emberi dimenzidja).

A differencidlegyenletek témakore kiillondsen alkalmas arra, hogy ugyanazon mate-
matikai modell sokoldalu felhasznalhatosagat bemutassuk. Newton és Leibniz mun-
kassaga alapjan lehetové valt a fizikdban, mérndki tudoméanyokban (példaul szabad-
esés légellenallassal, elektromos dramkorok, pontszerti test homérséklet-valtozasa, a
hévezetés egyenlete), a kozgazdasagtanban felmeriilé problémak (a klasszikus €s a
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neoklasszikus novekedéselmélet, gazdasagi modellek stabilitasi vizsgalata, akcelera-
cios modellek) differencidlegyenletben valé megfogalmazasa és azok megoldéasa. A
téma alkalmas a matematikai modellalkotas két irdnyanak bemutatasara is. A meny-
nyiség €s a valtozédsa kozotti kapcsolatot vagy megfigyeljik, vagy elméleti modell
alapjan feltételezziik. Newton II tétele az egyik modellben torvény, a masikban axioma.

A differencialegyenletek anyagrészbdl nagyon kiilonbozo volt a hallgatok eldisme-
rete, ezért megkérdeztem a hallgatokat, ki melyik tanuldsi mddszert timogatja az
alabbi a), b) és c) lehetdségek koziil. A lehetdségeket és a szavazatokat a 4. tablazat
mutatja.

Lehetéségek Szavazat,ok
megoszlasa
a) Onalldan atnézik a kitizott tananyagot 2
b) atananyag kiegészitése tanari magyarazattal él6szoban 16
c) élészavas tanari magyarazat és kozosen megoldott gyakorlo feladatok 30

4. tblazat: A valasztott munkamodszer.

Amint vartam, a tobbség hatékonyabbnak gondolta a kontakt 6rat. igy a kozos gya-
korlast valasztottam.

A kozonséges differencidlegyenletek tipusaira €s azok megoldasi moédszerére helyez-
tem a hangsulyt. Egyrészt arra gondolva, hogy a késObbi tantargyak keretében hitele-
sebb €és valodi alkalmazasi tertileteket ismerhetnek meg, masrészt apparatust, eszkozt
szerettem volna biztositani, hogy az alkalmazasok megértésében ne legyenek mate-
matikai problémaik.

Bemutattam, hogy a Wolfram Programming Lab webes alkalmazas segitségével ho-
gyan lehet az altaluk tanult differencialegyenlet tipusokat megoldani.

A probléma megoldasat megkonnyiti, ha az elsérend, lineéris, inhomogén differen-
cidlegyenlet megoldasanak 1épéseit algoritmusszertien végezziik (feladattartas, sza-
balykovetés). A differencidlegyenlet sikeres megoldasaban nagy jelentdsége van a
szamolasi készségnek, a forditott irdnyu gondolkodasnak, a figyelemnek és a pontos-
sagnak.

5.3. A tanulast tAimogat6 médszerek és eszkozok

Tajékoztaté anyagok az egyetem hivatalos e-learning portaljan

A hallgatoknak sz616 hivatalos informaciok kozott hagyomanyosan megtalalhato
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az aktualizalt tantargyleiras (6. melléklet 132. 0.),

a korabbinal bovebb kotelez6 és ajanlott irodalom jegyzéke (esetenként maga
az irodalom is),

a feladatok megoldasahoz sziikséges egyre boviilé informatikai segédeszko-
z0k elérhetdsége,

a konzultacios idépontok.

A korabbinal bévebb formaban tettem elérhet6vé a teljesitmény-visszajelzési adatokat
(dolgozatok, beadand6 hazi feladatok teljesitését és a kapott pontszamokat).

A kotelez6 tartalmakon tul elérhetévé tettem szamos oktatasi segédanyagot pdf for-
matumban:

a tananyagnak az orai anyagnal részletesebb leirésa,
a tananyaghoz tartozo6 kitekintés, alkalmazasok,
Onellendrzést segité munkalapok,

zarthelyi minta és megoldasi segédlet.

A tanulas tamogatasara hasznalt informatikai eszk6zok és programok

A hallgatok szamara igyekeztem kovethetové, szemléletesebbé és interaktivabba

tenni a tanulasi folyamatot. Leggyakrabban az drai prezentaciot, animaciokat, szimu-
laciokat hasznaltam.

Tobbféle reprezentacio alkalmazdsa

Vizualis szemléltetés, a kifizetOmatrix

A kifizetdmatrix bevezetésével példaul vizualisan is érzékeltettem a stratégia-
parok és a nyeremények kapcsolatat. Ez jelentdsen novelte az attekinthetdsé-
get €s a megoldasok megbeszélése kdzben segitett egyértelmiivé tenni a mon-
danivalot.

Egyenletek és egyenldtlenségek szemléltetése grafikusan

A vizualizalas jelentésége az alkalmazott eszkoztOl (papir-ceruza, grafikus
kalkulator, telefonos alkalmazasok, tablazatkezelok, komputeralgabrai rend-
szerek stb.) fiiggetleniil jelentds a sz€lséérték szamitasban, linedris programo-
zasban, jatékelméletben, ...

Optimumkereséskor a GeoGebra szoftver segitségével szemléltettem, hogy az
optimum egyenlétlenség-, illetve egyenletrendszerek megoldasaval is elérhetd.
Egyenletek és egyenldtlenségek matrixos alakban
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Ha egy kétszemélyes jatékban mindkét félnek két valasztasi lehetdsége van és
a jatékosok egyes szamu stratégidinak valosziniiségét tekintjiik valtozonak,
akkor a nyereség maximalizaldsédhoz felirt egyenl6tlenséget vagy egyenlétlen-
ség-rendszert reprezentalhatjuk matrixos alakban. Ez is ndoveli az attekinthe-
toseget.

Orai prezentdcio

Az orakon pdf formatumu allomanyt vetitettem ki. A fajlba elézetesen beépitettem a
bemutatand6 animaciok, szimuldciok és egyéb alkalmazasok linkjeit, igy ezek bemu-
tatdsa zokkenOmentesen tortént. A kivetitett szoveghez fliztem magyarazatot.

A pdf adlloményt és a kapcsolddd animéciokat €s szimulacidkat hozzaférhetdvé tettem
az e-learning portalon.

Annak a modszernek, hogy az 6ra anyaga elérheté komoly hatranya, hogy az ismételt
tanulas iranyaba tereli a hallgatokat. A pillanatnyi gondjaikkal foglalkoznak, mivel
tudjak, hogy késébb is hozzaférhetnek az anyaghoz. Mégis az 6ra anyagénak hozza-
férhetdvé tétele mellett dontdttem szdmos eldnye miatt. Ha valamit hidnyosan vagy
hibasan jegyzetelt a hallgatd, akkor késébb potolhassa, kijavithassa. A hianyzok, il-
letve valamilyen okbol akadalyoztatottak kés6bb is hozzaférhessenek az 6ra anyagahoz.

Excel munkalap

A szimplex modszer Iépéseit Excel munkalapon elkészitett mintamegoldas segitségé-
vel demonstraltam az 6ran. A munkalapot a hallgatok szamara is hozzaférhetdvé tet-
tem, hogy tudatosuljon benniik, hogy melyik Excel parancs milyen véltoztatast ered-
ményez az adatdllomanyon. Az Excel mellett szdl, hogy szinte minden hallgato is-
meri, tobb platformrol is elérhetd és a vizualizalas és interaktivitas irdnyaba kiterjeszt-
het6 (grafikus abrazolasok, videofelvétel).

Univerzalis segédeszkozom a GeoGebra dinamikus geometriai szoftver

Ingyenes, magyar nyelvii, szamos platformon hasznalhaté program, amelyen parhu-
zamosan megfigyelhetd az analitikus (CAS) és 2-, illetve 3-dimenzios szintetikus ab-
lak. Sajat készitésti és masok altal publikalt munkalapok is hasznalhatok. A Geoma-
tech projektnek koszonhetden egyre boviil a felhasznalhatd interaktiv munkalapok
szama.
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Ez kiilondsen hasznos volt a jatékelméletben, ahol parhuzamosan megfigyelhetd volt
a folyamat az egyik, illetve a masik jatékos nézOpontjabol.

A kevert stratégiaju jaték szemléltetésére a 2D valtozat is alkalmas. Tegyiik fel, hogy
az els6 jatékos (p,1 — p), a masodik jatékos (q,1 — q) valosziniiséggel keveri az
egyes stratégiait. A jatékosok nyereségét két linearis egyenlOtlenség rendszer irja le,
¢és a szimmetria miatt a megoldas p = q = 0,5. (7. abra)

| 2:111'

-1 0 n 2 -1 05 0
- A=(05,0)

7. abra: Geogebra munkalap kevert stratégidju jatékhoz.

Matrixkalkulator

A matrix miiveletek elvégzéséhez a Matrix Calculator nevli webes alkalmazast hasz-
néltuk’. Ennek elénye, hogy a webes formatum miatt minden platformon elérhetd és
hasznalhat6. A program hasznalata semmiféle informatikai eléismeretet nem igényel,
megjelenése attekinthetd, igazan felhasznalobarat. A kiegészitd ismeretekhez (indok-
lasok, ellendrzések) angol nyelvismeret sziikséges.

Solve a Bimatrix Game

A bimatrix jaték megoldasahoz a ,,Solve a Bimatrix Game” weboldalt hasznaltuk®. Ez
az alkalmazas (vagy a hozza hasonloak) kivaltjak a viszonylag sok numerikus szdmi-
tast €s az eredmény értelmezésére koncentralhatnak a hallgatok. Bar a weboldal angol
nyelven irodott, egy rovid magyar nyelvii ismertetdvel fel lehet késziteni a hallgatdkat
a hasznalatara. A weboldalra Téth 1. Janos konyve [61] hivta fel a figyelmemet.

7 https://www.mathsisfun.com/algebra/matrix-calculator.html
8 http://banach.lse.ac.uk/ [60]

64


https://www.mathsisfun.com/algebra/matrix-calculator.html
http://banach.lse.ac.uk/

Solution Page

Please check that the matrices displayed below are as you intended. If not please go back and re-enter thq

3 x 3 Payoff matrix &:

-1 1 1
-1 -1 1
-1 -1 -1

3 x 3 Payoff matrix B:

1 -1 -1
1 1 -1
1 1 1

EE = Extreme Eguilibrium, EP = Expected Payoff
Decimal Cutput
EE 1 Pi: {1y 0.000000 0.000000 1.000000 EP= -1.0 B2: {1y 1.000000 ©.000000 0.00Q
EE 2 PFl: (2) 0.000000 1.000000 O.000000 EP= -=-1.0 EBZ: (1) 1.000000 O0.000000 0.00
EE 3 Fl: (3) 1.000000 ©.000000 ©.000000 EP= -1.0 BE2: {1y 1.000000 0.000000 0.00Q

Rational Cutput

EE 1 Pl: (1) O ©0 1 EP= -1 PB2: (1) 1 O O EP= 1
EE 2 Pl: (2) 0 1 © EP= -1 P2: (1) 1 0 © EpP= 1
EE 3 Pl: (3) 1 0 © EP= -1 PB2: (1) 1 0 0 EP= 1

Connected component 1:
i1, 2, 3y x {1}

8. abra: Bimatrix Game.

Redmenta feladatlapkészité alkalmazds

Magyar fejlesztésii, magyar nyelvii, ingyenes program. Kifejezetten oktatasi célra fej-
lesztették, szamos pedagogiai cél teljesitését megkonnyiti. Egyetlen hallgatonak sem
okozott technikai gondot a Redmentaban kitlizott feladatok megoldasa €s bekiildése.

Azért valasztottam a hasonld programok koziil (Kahoot!, LearningApps, Quizlet...)
éppen ezt, mert:

e valtozatos feladattipusok (egy jo valasz, tobb jo valasz, eldontendd, rovid va-
lasz, kifejtds, parositds, sorbarendezd),

e mar meglévo feladatlapok rugalmas atdolgozasi lehetdsége,

e ugyanannak a feladatlapnak személyhez, illetve csoporthoz valé hozzarende-
lése,
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e id6zités — beallithatjuk a kitlizés idopontjat, a feldolgozas idOtartamat, a hoz-
zaférés id6éintervallumat személyre vagy csoportnak szoldéan (az intervallum
megvalasztasaval alkalmazkodni kell a levelezds hallgatok idobeosztasahoz),

e ponthatarok bedllitasa, akar kozvetlen osztalyozas (a rovid valaszos és a kifej-
tds feladatok kivételével online értékelést ad),

e az eredmények (elért pontszam, szazalékos teljesités, felhasznalt id6) regiszt-
ralasa részben a tanar, részben a diak szamara.

A didk feladatonként lathatja, hogy helyes vagy helytelen valaszt adott-e az egyes
kérdésekre és mi lett volna a helyes valasz. Modszertanilag nagy eldny, hogy a kérdés
¢s a helyes valasz egyiitt 1athato a visszajelzésnél. Lehetdség van arra is, hogy a didk
értékelje az egyes feladatokat 0—5-0s skalan.

Matematikai alkalmazas szempontjabol a program hatranya, hogy a matematikai
szimbolumokat és dbrakat képként kell bevinni, és ez nem valdsithaté meg a felkinalt
valaszokban. Ezéltal el kell valasztanunk a valaszt annak tartalméatol.

Wolfram Programming Lab webes alkalmazds

A differencidlegyenletek megoldasakor az is hasznos, ha megtudjuk, a matematikai
modell milyen megoldasokat szolgaltat, mert igy a megoldasok értelmezésére kon-

centralhatunk. Ebben segit ez a webes alkalmazas®.

Tudaspraéba tipusu feladatlapok

A hallgatok szdmara mar az altalanos iskolabol ismert munkaeszkozt alkalmaztam a
teljesitmény-visszajelzés tamogatasara. A feladatlapokhoz megoldasi itmutatot is ké-
szitettem, amelyek mélyebb, részletesebb magyarazatot tartalmaznak, mint altalaban
a példatari megoldasok (megoldasi 6tlet, végeredmény). A vélaszok orientaljak a hall-
gatokat a megoldas leirasaval kapcsolatos tartalmi és formai kovetelményeirdl.

A megoldast, néha a feladatot is kis 1épésekre, gondolati egységekre bontottam. A
1épésekhez altalaban kétféle segitséget adtam, az eredményt, illetve megoldasi segit-
séget. Azoknak, akik 6nalloan meg tudjak oldani a részfeladatot, elegendd, hogy el-
lendrizhessék az eredményt. Akik nem boldogulnak a részfeladattal, azoknak ravezet6
kérdés, elindulasi 6tlet, elméleti tudnivald konnyiti a tovabbhaladast.

9 https://lab.open.wolframcloud.com/objects/wpl/GetStarted.nb
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Még ezekben a ,.kis” gondolati egységekben is boven van szovegértési, szovegértel-
mezési, matematikai, algoritmikus... tudnivalé.

A hosszabb feladatok egymasra épiild 1épésekre bontasaval igyekeztem mintat adni
arra, hogyan lehet egy problémat részproblémakra, gondolati egységekre bontani és
az egyszeriibb, kozvetlen kérdéseket megfogalmazni és megvalaszolni.

A hallgato a tudaspréba tipust feladatlap megoldasa kdzben

e megismer egy-egy célszerli megoldasi modszert;

e pozitiv visszajelzést, illetve figyelmeztetést kap, szembesiilhet a részfeladatok
megoldasahoz sziikséges ismeretek birtoklasardl vagy hidnyarol,

e Uj ismereteket szerezhet, eljarasokat gyakorolhat be;

o meggy6zodhet bizonyos ellendrzési modok hatékonysagarol;

e fennmarad az érdeklédése, mert nem arra helyezziik a hangstlyt, hogy mit
nem tud, hanem arra, hogy mit sajatitott el eredményesen.

Mind a négy témahoz készitettem tudasprobat. Azoknal a témakoroknél, amelyek tar-
talmat nem valtoztattam meg 1ényegesen, a feladatlapokhoz felhaszndltam a korabbi
kurzusok (az el6dom altal 6sszeallitott) feladatanyagat. A Mellékletek cimi fejezet-
ben egy-egy példan mutatom be a tudasproba szerkezetét a linearis programozas
(7. melléklet 134. 0.), a grafelmélet (8. melléklet 138. 0.) és a differencialegyenletek
témakorben (9. melléklet 140. 0.).

A jatékelmeéletbdl a teljes tudasprobat bemutatom, mivel a témakor anyagat jelentdsen
atdolgoztam (10. melléklet 141. 0.).

A tiszta nyeregponttal rendelkez6 bimatrix jaték azért fontos, mert a megoldasdhoz mas
stratégiat kell hasznélni, mint amit a matrix jatékoknal hasznaltunk (nem nullosszegii).

A tudasproba anyagabol kihagytam azokat a részeket, amelyeket célszerlibb szamito-
gépes alkalmazasok segitségével megoldani, tovabba amit nem szandékoztam a vizs-
gan kozvetleniil szamonkérni. Ilyen példaul a vegyes stratégiaji bimatrixjaték. A
bimatrixjaték gondolati tartalmanak megértését mas feladatokon is ellendrizhetjiik.
Példaul a vegyes stratégia fogalmanak megértése a matrixjatékok megoldasabol is
mérhetd.
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Didaktikai megjegyzések a linearis programozdsra vonatkozo tudasprobabol — a
szimplex modszerrol

A lineéris programozds témakor fontosabb fogalmai és problémakezelési modja a
szimplex modszer alkalmazasaval megmutathatok.

e A megoldas jelentds részben a szoveg értelmezésén mulik (szovegértési kom-
petencia). A matematikai modell elkészitéséhez elengedhetetlen a fogalom
pontos ismerete.

e A probléma a matematikai modellen egy tanult algoritmus pontos végigvite-
1ével oldhaté meg (szimplex modszer, szabalykovetési kompetencia).

o A feladat sikeres megoldasaban nagy jelentdsége van a szamolasi készségnek.

e Fontos a rendszerezett, attekinthetd iraskép, a figyelem és a pontossag. (fel-
adattartasi kompetencia).

e Egy algoritmus pontos végigkdvetésének képessége a matematikai eredmé-
nyen tal a szocidlis és allampolgéri kompetencia része.

e A hosszll szamolasi lanc végén kiilonosen fontos az eredeti szoveghez vald
visszatérés, hiszen ennek alapjan donthet6 el az eredményrél, hogy reélis-e (a
téma kapcsolata a mindennapi élettel). Példaul lehet-e tortszam az eredmény
vagy egész szamnak kell lennie.

Didaktikai megjegyzés a grafelméletre vonatkozo tudasprobabol — a minimdlis feszi-
tofa megkeresése

Azért valasztottam 7 ponti grafot, mert elég Osszetett ahhoz, hogy minden dontés-
helyzet eldalljon, és elég egyszerli ahhoz, hogy a teljes eljaras attekinthetd legyen
(sikbarajzolhat6), még a tananyag fellapozasaval egyiitt is kb. 15 perc alatt elvégez-
hetd legyen.

A jatékelmélethez készitett tudasproba (2015) elemzéssel egyiitt a 10. mellékletben
(141. 0.) talalhato.

A didaktikai elvek és a preferenciik érvényesiilése az évkozi dolgozatban (2015)

A hallgatok nemcsak elmondés és a tantargyismertetd alapjan, hanem a tudasproba
tipusu feladatlapokbol is ismerhették a tantarggyal kapcsolatos preferenciaimat. En
magam is igyekeztem az évkdzi dolgozatban ezeket érvényesiteni.

Mar a 2015-ben is feladatlapokon dolgoztak a hallgatok €s minden irott segédeszkozt
hasznalhattak a teszt megoldasa soran. Ugy gondoltam, hogy mesterszakon mar nem
azt kell ellendrizni, hogy valamit ki tud-e szdmolni a hallgatd, hiszen arra ott vannak

68



a szdmologépek, illetve alkalmazasok, sét programokat is megismernek késébb ezen
feladatok megoldasara. A zarthelyi dolgozat 5 feladatbol allt, amelyek tartalmilag
nem fliggetlenek egymastol.

A feladatok a 11. mellékletben (146. 0.) talalhatok, mivel ezeket a 2018-as vizsgamin-
taban is hasznaltam.

A végeredmények a 12., a részletes, magyarazatokkal ellatott megoldasok pedig a 13.
mellékletben talalhatok (149. o., illetve 153. 0.).

Az alabbiakban a 2015. évi évkozi dolgozathoz fiizok modszertani megjegyzéseket.

o Az egyes feladatok megoldasahoz sziikséges kompetencidkat Szembesitem az
elézetesen megfogalmazott preferencidimmal.
e Kitérek a pontozasra, a hallgatéi megoldasokra, a gyakori hibakra.

e Az elért pontszamok tiikrében statisztikai Gton vizsgélom az egyes feladatok
szerepét a szamonkérésben.

Didaktikai megjegyzések a 2015-6s Miiszaki-gazdasdagi matematika dolgozathoz, a
dolgozat a 15. mellékletben (163. 0.) taldlhato.

Az 5. tablazat tartalmazza az adott témakorhoz kapcsolodé legfontosabb kompetenciakat,
fogalmakat, modszereket és modelleket és azok megjelenését a tesztben. A megjelend
matematikai kompetencidk a linedris programozas (LP) és grafelmélet (GE) témakorébdl,
az altalanos kompetenciak (AK) a problémamegoldas teriiletérél szarmaznak.

Kompetenciak Feladatok

1123 [4a|4b|5a|5b
LP2 — a szimplex modszer tablazata +
LP3 — a szimplex modszer alkalmazasa +
LP4 — Leontief modell értelmezése és alkalma- s
GE1 — az Euler-vonal a gyakorlatban +
GE2 — a Hamilton-kor a gyakorlatban iis
GE3 — a graf minimalis feszit6fajanak megkere- +
GE4 —a legrovidebb ut megkeresése +
AKI - szovegértés, szovegértelmezés + | +
AK?2 — szamolasi, szamitasi készség + + | +
AK3 — definicid, tétel, eliaras helves alkalmazasa + | +
AK4 — szabalykovetés + + | +
AKS5 — feladattartas + + | +
AK6 — matematikai kommunikécié + |+
AK7 — kancsolat keresése a mindennani élettel + | + + | +
AKS — kreativitas + |+

5. tablazat: Az évkdzi dolgozat preferenciai (2015).
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Az LP1 — optimumkeresés linearis programozéssal kompetencia Osszetett, Ugy is
mondhatjuk, hogy LP2 és LP3 ennek az indikatorai. A tablazatbol latszik, hogy a fel-
tételezett kompetencidk kozott minden — a preferencidkban elézéleg megnevezett —
kompetencia szerepel, de az AK7 (a mindennapi élettel valo kapcsolat keresése és
felismerése) szandékomnak megfeleléen kiemelten szerepel.

A pontozas és az elért pontszamok

Mivel a két témakor a tananyag felét tette ki, ezért az 6sszesen elérhetd 100 pontot is
megfeleztem. A dolgozatban 6sszesen 50, témakoronként 25-25 pontot lehetett elérni.
A zérthelyin szerzett pont egyuttal vizsgapont is. A vizsgara bocsajtas feltétele 20
pont volt, amit mar az egyik témakdrbdl is el lehetett érni. A dolgozatot ugy allitottam
0ssze, hogy a linearis programozas, illetve a grafelmélet legfontosabb algoritmusai-
nak ismerete nélkiil ne lehessen teljesiteni a vizsgéara bocsatas feltételét, ugyanis a 3.
¢s 5b feladatok egyiittes pontszama meghaladja az elérhetd pontszam 60%-at. A fel-
adatok szazalékos megoldottsagat a 9. abra mutatja.

A két legfontosabb feladat bizonyult a legnehezebbnek, de azok megoldottsaga is 30%
folott van. A mindennapi élethez kapcsolodo 4. feladat és az egyszertibb algoritmusra
¢épiilé 5.a feladat megoldottsaga viszonylag magas. Ennek alapjan nem volt igazan
nehéz és nagyon konnyt feladat sem a dolgozatban. Mind a preferencidkat, mind a meg-
oldottsagot tekintve megfelelének mondhat6 a dolgozat. (A 2018-as kurzus soran be
1s tettem a vizsgaminta feladatai k6z¢€.)

Osszehasonlitottam a ,,sikeres” (ezzel a teszttel teljesitette a vizsgara bocséjtas felté-
telét) és a ,,sikertelen” hallgatok (ezzel a teszttel nem teljesitette a vizsgara bocsajtas
feltételét) feladatonkénti teljesitményét (10. abra). A ,,sikeres” hallgatok a teljes teszt-
ben atlagosan 68%-ot (a minimalisan sziikséges 40% helyett), de az 5b feladatban 6k
is csak 53%-ot értek el. A legnagyobb kiilonbség a szimplex mddszer alkalmazasat
igényld 3. feladatban volt.
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9. dbra: Az egyes feladatok megoldottsaga szazalékosan.
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10. abra: A 40% folotti (sikeres) és a 40% alatti (sikertelen) Osszteljesitményti hallgatok feladatonkénti teljesit-
ményének Gsszehasonlitasa.

Didaktikai megjegyzések az egyes feladatokhoz

Az 1. feladat funkcioja, hogy a hallgatok szovegértési, szovegértelmezési készségét
¢és a szimplex modszer kiindulasi tabl4janak ismeretét a kozvetlen alkalmazas szintjén
ellendrizziik. A kiindulasi szimplex tabla kitoltését, azaz az adott algoritmus szoveg-
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hez illesztését azért tartom alapvetd fontossagunak, mert ezen mulik, hogy a szamita-
sok eredménye mennyire illeszkedik a valésaghoz. Magat a szamolast sok-Sok plat-
form felkinalt alkalmazasai elvégezhetik. Az 1. feladatot jellemzden vagy egyaltalan
nem, vagy tokéletesen oldottak meg a hallgatok.

/(C/')I Z(, 'Z

11. abra: Szinte hibatlan hallgat6éi megoldas az 1. feladatra.

A 11. abra egy hallgato rendezett, attekintheté megoldasat mutatja. A hallgaté mind-
két tablazatot elkészitette, noha ez nem volt kovetelmény. Minddssze annyit hibazott,
hogy a kiindul6 szimplex tablazat utolso cellajat iiresen hagyta.

Pontvesztésre valamilyen hidnyossagért (a bazisvektorok, célfiiggvény hidnya) kertilt
sor, ami kevés esetben fordult elé. A 12. abra mutatja a pontszamok eloszlasat, leol-
vashatd, hogy a legnépesebb csoport a hibatlan megoldoké.

Az 1. feladat megoldasaban elért kudarc szinte eldrevetitette a 3. feladat megoldéasa-
nak eredménytelenségét, hiszen a szimplex mddszer legfontosabb elemének, a szimp-
lex tablanak ismerete sziikséges mindkét feladathoz.

11%
N 2% Enemirt: 5

Hl-tnemirt:1

0 pont: 17
m 1 pont: 3
M 2 pont: 3

3 pont: 19

6% N co

12. dbra: Az 1. feladat megoldasanak pontszam szerinti megoszlasa.
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A 2. feladat a Leontief modell ismeretét és alkalmazasat igényli. A megoldashoz a
szoveggel leirt problémahoz ki kellett valasztani a két tanult eljarasbol a megfelel6t
¢és a szovegben szereplé adatoknak megkeresni a helyét az algoritmusban. Ebben a
feladatban a fogalom ismeretén és kozvetlen alkalmazasan, valamint a matematikai
szabatossagon tul a szovegértés, szovegértelmezés ¢és a mindennapi €lettel valod kap-
csolat is feltételezett kompetencia. A szorzatmatrix megfeleld elemére szovegesen
kérdez ra a feladat (Hany forint értékii orvost képezzenek ...) és a valasz formdja a
»probléma vilagaban” szintén szoveges. A szdmoldsi részt az inverz matrix megada-
saval szandékoztam leroviditeni. Csak a megoldas végén kellett szamolni és az ered-
ményt értelmezni. Az algoritmus utolsé 1€pését a szorzatmatrix kiszamitasa nélkiil is
végre lehet hajtani: elegendd a megfeleld sor és oszlop szorzatat kiszadmolni és inter-
pretalni.
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13. bra: Egy hallgato hibatlan megoldasa a 2. feladatra. Pontosan azt szamolja ki, ami sziikséges. Szoveges va-
laszt is ad, noha a szamokat szebben irja, mint a betliket.

A 2. feladat megoldottsagat pontszam szerinti eloszlasban a 14. abra mutatja. Szem-
betlind, hogy sok hallgat6 (12 f6) nem is foglalkozott a feladattal. A masik gyakori
eset (10 f6) a 2 pontos valasz, ami altalaban a két matrix felirasaért jart. Sokan (8 f6)
értek el maximalis pontszamot a hibatlan megoldéssal. 4 pontot az kapott volna, aki
csak szdmolasi hibat vét és most ilyen nem volt.
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14. abra: A 2. feladatért kapott pontszamok eloszlasa.

Ténylegesen el6 is fordult minden varhat6 hiba a 2. feladatban. Szamolési hiba volt
példaul a helyiérték tévesztése, hibas szorzas. Szovegértelmezési hiba volt, hogy nem
tudta beazonositani a megfeleld adatot a matrixban, a hidnyz6 mennyiség jelzésére
nem irta be a nullat. Az eljaras szabalyainak ismeretében hidnyossag volt, hogy nem
a megfeleld matrixszal szamolt. Kiilonb6zd szintii hibakat vétettek a matrix-szorzas-
ban, és akik jol Osszeszoroztak a két matrixot, azok kozott is akadt, aki nem tudta
kivalasztani a szorzatmatrix megfelel6 elemét. Aki felismerte, hogy nem kell a teljes
matrix-szorzast elvégezni, az az emlitett hibakat nyilvan elkeriilte. Az, hogy megad-
tam az inverz matrixot csak annak segitett, aki valoban értette az eljarast.

mor

Az 1. és a 2. feladat egyarant leegyszeriisitett valds szituacidra vonatkozik. Hosszu,
sok adatot tartalmazo szovegbdl kell kikeresni a feladat megoldasahoz sziikséges ada-
tokat és megkeresni a megfeleld tablazatban, matrixban a helyét. Attekinthetéen, cél-
szerlien elrendezve (példaul helyiérték szerint) kell az adatokat irni ahhoz, hogy a ta-
nult médon megoldhato legyen a feladat.

A 3. feladatban egy tanult algoritmus lépéseinek pontos végrehajtasat, egyszerl sza-
mitasok elvégzését kértem szamon. A sikeres megoldashoz az algoritmus ismeretén
tul a pontossagnak, a figyelemnek, a hibatlan szamolasi készségnek, valamint az atte-
kinthet6 irasképnek is fontos szerepe van. Egy algoritmus pontos végrehajtisa egy-
részt azért fontos, mert igy kaphatjuk meg a probléma megoldédsat, masrészt a mai
tarsadalomban az egyénnek tudnia kell a tevékenységét kiilonbozd szabalyoknak
megfelelve sikeresen elvégezni (szocialis és allampolgari kompetencia). Mivel azt
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szerettem volna, hogy néhany viszonylag egyszerii szdmolasi 1épést tényleg elvégez-
zenek, kihagytam a szovegértelmezés részt, nehogy rossz értelmezés miatt ne keriiljon
sor a tanult algoritmus szamitasi 1épéseinek végrehajtasara.
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Mennyi a valtozok értéke? (A teljes vektort kérem, az eltérésviliozokkal egytint!)

( » { -

Mennyi a célfiggvény maximalis énéke?

15. abra: Egy hallgat6 lényegében hibatlan megoldasa.

A 15. abra mutatja, hogy a hallgatoi a tanar altal elkezdett tablazatot az adott forma-
tumban tovabb folytatta. A sziikséges indoklason tul feltiintette a tablazat mellett az
alkalmazott 1épéseket is. (A tobb évig tanult egyenletmegoldasi modszerhez hason-
l6an rogzitette, hogy milyen miivelettel kapjuk meg az adott sorbdl a kdvetkezot.)

A feladatlapként kiadott vizsga dolgozat elénye, hogy figyelmeztethetjiik a hallgatot
azokra a lépésekre, amikre a munka hevében, a hosszl 1€péssorozat végrehajtasa soran
el szoktak felejtkezni. Ilyen figyelmeztetés volt példaul ,,Mennyi a valtozok érteke?
(A teljes vektort kérem, az eltérésvaltozokkal egyiitt!)”, illetve ,,Mennyi a célfigg-
vény maximalis értéke?”.

Mig az el6z6 feladatok a témakor szempontjabol az alapmiiveleteket, alapeljardsokat
kérték szamon (a tudas 1. és 2. szintje), a 3. feladat az évkozi vizsgadolgozat gerince,
a témakorhoz tartozd legfontosabb modellezési eljaras, a szimplex modszer 0sszes
1épésére kérdez ra. Azt méri, hogy a hallgatd végre tudja-e hajtani a témakor legfon-
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tosabb algoritmusat, a célfliggvény maximalizalasat szimplex médszerrel. Ezért lehe-
tett a helyes megoldasra 22 vizsgapontot kapni. A bézistranszformacio és a célfiigg-
vény meghatarozasa 9 pontot, a dontés és a 2. rész kiszamitasa Gjabb 9 pontot, az
eredmény értelmezése 4 pontot ért.

10
<
5]
a
o

A grafikonrol leolvashato, hogy a feladat szét is huzta a mezOnyt. 21 f6 nem tudott
mit kezdeni a problémaval. Vagy hozza sem kezdtek vagy 0 pontot értek el. 18 6
legalabb egy bazistranszformaciot helyesen elvégzett. Az algoritmust 12 hallgaté vég-
rehajtotta, koziiliikk 7-en 1ényegében hibatlanul. Az egyik hallgato példaul a baziscsere
1épéseit kommentélva, hibatlanul elvégezte, de a célfiiggvény utolsd6 komponensének
az eldjelét elvétette (15. abra).
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16. abra: A 3. feladatban elért pontszamok eloszlasa.

A kiindulo szimplex tabla fogalmanak ismerete az 1. és a 3. feladatban egyarant alap-
vetdnek bizonyult. Szinte ugyanazok a hallgatok szerepelnek az 1., illetve a 3. feladat-
ban sikertelenek kozott. Azok koziil, akik az 1. feladattal nem boldogultak, minddssze
egy hallgato tudta -mas modszerrel- megoldani a 3. feladatot.

A 4. feladat a mindennapi életbdl szarmazo olyan konkrét szituacié megfogalmazasat
kérte szamon, amelyek matematikai modelljében az adott fogalom, mddszer szerepel.
Ezzel azt szerettem volna mérni, hogy latja-e a hallgat6 a tanultak kapcsolatat a min-
dennapjaival. Azt is szerettem volna, hogy tudatosuljon benniik az adott modell érde-
kessége és fontossaga. A 4. feladat mindkét része feltételezi az Euler vonal és a Ha-

crer
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Hamilton kort), kreativ alkalmazasat. Matematikailag és nyelvileg helyes, értelmes
magyar mondatokban kellett megadniuk a valaszt (matematikai kommunikaci6). A
feladat nem sz6 szerint kéri a definicidkat szamon, hanem annak értelmét, tag teret
engedve a kreativitasnak, az egyéni kezdeményezékészségnek.

A modszertanilag fontos nyitott feladatokra ritkan keriil sor a miiszaki fels6oktatas-
ban. A tesztek javitdsa soran nyilvanvaléva valt szamomra, hogy még tobb gyakor-
lasra lenne sziikség [66], [67], [68].

a) Euler vonal meghatarozéséra adott példak — a kérdés elso része

b) Hamilton kor meghatérozéasara adott példak — a kérdés masodik része

Utellenérzés, ahol az dsszes Utszakaszon végig kell menni anélkiil, hogy
ugyanazon az Utszakaszon kétszer végighaladnank.

Utcaseprd gép, ami egyszer megy végig minden utcan, ugy szedi fel a szemetet.
Veteményezésnél a vetdgép minden Uton pontosan egyszer halad végig.

A Google utcakép-nézo szolgaltatasa ugy késziilt, hogy a varos 0sszes utca-
jat végig kellett fényképezni.

Utlocsol6 kocsi végighalad a keriilet Gtjain, mindegyiken, de csak egyszer.

Postas utvonala, ha minden hazba be kell térni anélkiil, hogy ugyanannal a
haznal kétszer haladna el.

Példaul egy tejtermékeket forgalmazé cég kiszallitdo autdja. Lényeg, hogy
minden boltot érintsen.

Csomagszallitas (ki lehet hagyni utakat, de minden pontba el kell jutni).
Vizhalozat szerelés (minden pontot egyszer érint).

17. abra: Hallgatéi megoldasok a 4. feladatra.
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18. abra: A 4. feladatban elért pontszamok eloszlasa.
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A 19. abra alapjan szembetiind, hogy a 4. feladatban (Euler-vonal és Hamilton kor)
voltak a legsikeresebbek a hallgatok. A jobbak a feladat megoldéasaba azt is beleértet-
ték, hogy meg kell magyarazni a kérdéses fogalmakat, igy az is kideriilt, hogy mely
ismérvét fejezi ki az altaluk emlitett példa az adott fogalomnak. Volt azonban néhany
olyan hallgat6, aki megelégedett a definici6 visszaadasaval. Ez szamomra azt jelzi,
hogy nincs gyakorlatuk az absztrakt iranybodl a konkrét fel¢ haladasban.

AR et AL, CB | 3Q , B+, FD DS

M RS AR L M R | i

Ao O |20) | Q)

BT 1 |=kn )y o r\_ﬁ

()= T

QI F J o ke W

o o Jwllmewg——

—— S b S

13 a0l ek THRF]

Q | o ’eo iy = !

” +5~ ") A e

M 9 h > 0 ) ,,

19. abra: Tomor, attekinthetd hallgatéi megoldas az 5. feladatra.

A pontszamok eloszlasabodl azt gondolhatjuk, hogy az a 17 hallgato, aki semmit nem
irt ehhez a feladathoz, valdsziniileg nem késziilt. Az Euler-vonal és a Hamilton kor
ismerete kozott nem mutatkozott 1ényeges kiilonbség, ezért vizsgaltam egyiitt az 4a
¢és 4b rész megoldottsagat. Kiillonbozd fogalmak definidld tulajdonsagainak 6sszeke-
verését is tapasztaltam a példakban. Az is eléfordult, hogy sajat példa kigondolasa
helyett valamelyik orai példat ismételték meg. Homalyos utalasokbol (kukasauto,
elektronika) nem deriil ki, hogy mire gondolt a hallgato.

Az 5. feladat megoldasa két tanult algoritmus alkalmazasat koveteli meg. A megadott
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graf Osszetettsége ¢s igy a feladat nehézségi szintje sem haladta meg az oran feldol-
gozott példaét. Az Sa feladat megoldasahoz a Prim-algoritmust, az 5b feladathoz pe-
dig a Dijkstra-algoritmust tanultuk. A két feladatrészt az kototte Gssze, hogy ugyan-
annak a grafnak az adatait kellett hasznalni. A javitds soran bebizonyosodott, hogy
jobb lett volna két kiilon feladatként megfogalmazni a kérdéseket, mert egy kicsit
megzavarta a hallgatokat, az a és b rész megoldasa tobb dolgozatban nem kiiloniilt el
kelléen.

Az 5. feladat a, illetve b részében kapott pontszamok eloszlasat mutatja a 20. abra és
a 21. ébra.

20 1
15 12
10 7
: 5 4 I I 4
0 1 0
, 1 m — ]
nemirt 5a.-t Opont 1pont 2pont 3pont 4pont 5pont 6pont
nem irt

5

20. abra: Az 5a feladatban elért pontszamok eloszlasa.

Az 5a feladatban 15 hallgato6 ért el maximalis pontszamot. 4 pontot kapott 12 {6, akik
nem oldottdk meg a teljes feladatot, csak a minimalis feszitéfat adtak meg.

15 12

10
10 5 5
5 2 2 3 = 2 3 = 2 2
0 l - m N l m N m =
nem 5b-t 0 pont 1 pont 2 pont 3 pont 4 pont 5 pont 6 pont 7 pont 8 pont 9 pont 10
irt: 5 nem irt pont

21. abra: Az 5b feladatban elért pontszamok eloszlésa.

Az 5b feladat meglepden gyengén sikeriilt. MindOssze 14 hallgato érte el a pontszam
felét vagy annal tobbet, 2 hallgat6 oldotta meg hibatlanul. A leggyakoribb elért pont-
szam a 0 pont, 0sszesen 14 hallgatdé nem tudott mit kezdeni a feladattal. Viszonylag
sokan kaptak 4 pontot, ez a 10 {6 az algoritmus masodik részével nem boldogult. So-
kan nem vették észre az A és F pontok kozotti 9 sulyu élt, de szdmomra ez onmagaban
nem magyarazza meg ezt a jelentds kiilonbséget. A sikertelenség okait kereshetjlik
abban, hogy ez volt az utolso feladat és elfaradhattak vagy nem jutott ra elég id6. Az
is lehet, hogy nem ismerték fel a dolgozatra késziilve, hogy a sziikséges algoritmus
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Osszetett, minden egyes kovetkez6 1€pést mas-mas dontési helyzetben meghozott va-
lasztas hataroz meg.

Vizsgaminta a Miiszaki-gazdasagi matematika kurzushoz (2018)

A 2015-6s kurzus tanulsagai koziil megszivleltem azt, hogy a hallgatok nem tud;jak,
hogyan kell valaszolni. Ennek a gondnak az orvoslasara vezettem be egy uj gyakorlo
feladatlap tipust, a vizsgamintat. A tudasprdoba és a vizsgaminta feladattipusai meg-
egyeznek. Mig a tudasproba tipusu feladatlap kitoltés kozben is tanit, a vizsgaminta

e ramutat a sikeresen vagy kevésbé sikeresen elsajatitott tananyagrészekre;

o tije¢koztat a vizsgdn varhatd szamonkérés mélységérdl, a feladatok nehézségi
fokarol;

e megmutatja, hdny kérdés varhatd, milyen pontszdmmal, mennyi hely sziiksé-
ges egy kérdés megvalaszolasahoz.

Tovabbi segitségnek érzem az eredményesség novelése szempontjabol, hogy ez nem
egy téma, hanem a kurzus teljes tananyaganak attekintését segiti. A feladatsor, az
eredmények, illetve a részletes megoldasok (lasd 7 — 10. melléklet 134. 0. — 141. 0.)
szandékosan kiilon szerepeltek, hogy elkiiloniiljon a hallgatd tényleges tudasa és az
elvart megoldas. Az eredményeknél megismételtem a feladatokat, hogy konnyebben
eligazodjon a hallgatd. A megoldasok részletezése els6sorban azoknak hasznos, akik
nem tudtdk megoldani a feladatot vagy elakadtak valahol a megoldas kozben.

Emlékezteto — puska hasznalata (2018)

2015-ben barmilyen irott tananyagot hasznalhattak a hallgatok a vizsgan. Tapasztala-
tom szerint kizarélag a sajat jegyzeteikre €és a kurzuson kapott elektronikus segéd-
anyagok kinyomtatott példanyaira szoritkoztak. Annak ellenére, hogy ismertettem a
vizsga pontosabb tematikdjat, a hallgatok egy része valogatas nélkiil kinyomtatott
minden anyagot, amit elérhetdvé tettem. Ami egyrészt karos a kornyezetiinkre, mas-
részt felesleges. Elmondhatd, hogy a kinyomtatott anyagra szamitva feliiletesebben
késziiltek és sok iddt €s energiat pazaroltak a helyszinen a keresgélésre. Néhanyan azt
sem tudtak, mit és hol kellene keresni.

A helyes tanulasi szokasok ¢€s a tudatos felkésziilés tamogatdsara 2018-ban megval-
toztattam a dolgozatiras alatt felhasznalhat6 segédletekre vonatkozo szabalyt. Két A4-
es, sajatkeziileg irott lapot hasznalhattak dolgozatiras kozben. Igy szandékoztam abba
az iranyba terelni a hallgatokat, hogy otthon végigolvassak a tananyagot, kiszlirjék a
lényegét és emlékeztetdt irjanak. Ezt a puskat nem csupan a dolgozat szempontjabol
tartom hasznosnak, hanem arra a tanulési hatasra is gondolok, hogy a legfontosabb
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tudnivalokat (fogalmak, jelolések, képletek, szabalyok) irasban is rogzitik. Hiszen
tudjuk, hogy az emberek jelentds része vizualis tipus, ami azt jelenti, hogy amit leirva
lat, féleg, ha azt sajat maga irta le, az sokkal jobban megmarad a memoridjaban.

Utemezett visszakérdezés, folyamatos teljesitmény-visszajelzés interaktiv fel-
adatlappal (2018)

A 2015-6s tapasztalataim alapjan a hallgatok gyakran csak fizikailag voltak jelen az
orakon. A nagy mennyiségii segédanyag is az ismétléses tanulds irdnyaba tolta a hall-
gatok jelentds részét. EzEért a 2018-as tanév Oszi félévében az el6hivasos tanulds mod-
szerét alkalmaztam a targy tanitdsakor. Ennek értelmében az ismeretek eldhivasa
(teszt, feleltetés, dolgozat, vizsga) nem karba veszett ido, hanem a tanulas eszkdze.

A hallgatok tudtaval bevezettem az o6ravégi kérdéseket (ropdolgozat) — kdzvetlen elo-
hivas és az egy héten beliil beadando feladatokat — késleltetett eléhivas. Egy honap
mulva pedig az 6ra eleji révid ismétlést.

Az iitemezett el6hivas soran az ora végén kozvetleniil (14. melléklet 159. 0.)

e minden lényeges fogalom, tétel, algoritmus megértésére,
e az1j definiciok, tételek, eljarasok valtozatlan alkalmazasara rakérdeztem.

A hazi feladatokban

a lényegi Osszefiiggéseket,

szabalyok és algoritmusok felidézését, illetve tobb 1épéses alkalmazasat,

a megfeleld eljaras (képlet, algoritmus) kivalasztasat, alkalmazasat,

e az eredmény értelmezését,

egyes szoftverek (E-learning, Redmenta, tablazatkezeld, Solve a bimatrix
game) hasznalatat,

e sajat példa megfogalmazésat kértem szamon.

Az oravégi ropdolgozatok célja az volt, hogy irdnyitsdk a hallgatot, hogy melyek a
legfontosabb fogalmak, tételek, eljarasok. Mivel azonnali visszajelzés és javitas volt,
ez segitette a hallgatot, hogy helyes emlékképet raktarozzon el. Az 6rakon is nagyobb
érdeklddéssel és intenzivebb figyelemmel vettek részt, mert tudtak, hogy az 6rak vé-
gén szamonkérés lesz. A kurzus soran minden 90 perces tanitas utan (alkalmanként
kétszer) egy 5 perces feleletvalasztos tesztet kellett kitolteniiik a hallgatoknak a 90
percben elhangzott témabol.
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Beadando hazi feladatot is kaptak minden alkalommal, amit a tanitas utdn egy héten
beliil kellett megoldaniuk. A hazi feladatot interaktiv feladatlapon kaptak meg. A fel-
adatlapon néhany rovid valaszos és két olyan kifejtds feladat volt, amelyek megvala-
szolasakor abrak, képletek, matematikai szimbolumok bevitelére lett volna sziikség.
A kifejtds kérdésekre adott valaszokat (akar kézirasos formaban) feltdlthették az
egyetem e-learning oldalara (ugyanide keriilt késébb a jo megoldas is). A feladatok
70-80%-a feleletvalasztés volt, amelyek megvalaszolasakor azonnali visszajelzést
kaptak, a kifejtés kérdésekre adott valaszokat egy héten beliil kijavitottam és elbiral-
tam ¢és a program kozvetlenil kiértékelte a megoldast.

Tapasztalatok, megjegyzések:

e Az oravégi ropdolgozatok abban is segitettek, hogy a hallgatok bejartak orara, nem
kellett kiilon figyelmeztetni 6ket, hogy a gyakorlatokon vald részvétel kotelezo.

e A Redmenta altal adminisztralt hazi feladatnak az is nagy eldnye, hogy azok is dol-
gozhatnak, akik valamilyen okbdl nem tudtak az 6ran jelen lenni. Ez teljesiilt is,
mar az elsé hazi feladatot is tobben kiildték be, mint ahdnyan jelen voltak az 6ran.

e A tananyaggal és a tanarral élénkiilt a kapcsolat. A hatarid6 betartasa is prob-
1éméat okozott néhany hallgatonak. Ha e-mailt irtak nekem, meghosszabbitot-
tam a beadasi hatarid6 egy-két nappal vigyazva, hogy az el6hivéasos tanuldsi
modszer feltételei minél kevésbé sériiljenek.

Az el6hivasos tesztek hatdsa a hallgatoi teljesitmény értékelésére

Osszesen 40 tesztkérdésre kellett valaszolniuk az éravégi ropdolgozatokban. Ezaltal
a vizsgajegyet meghatarozo 100 pontbol maximum 10-et lehetett megszerezni. A hazi
feladatokban Osszesen 60 kérdésre kellett valaszolniuk, amivel maximum 15 vizsga-
pontot lehetett szerezni. A ropdolgozatokkal és hazi feladatokkal szerezhetd 25 vizs-
gapontok mar jelentds hatdssal van a vizsgajegyre, de nem jelent automatikus targy-
teljesitést, mert ahhoz legalabb 51 vizsgapont kellett.

5.4. A segitség hatékonysagat méré modszerek és eszkozok
Valtoztatasok 2018-ban 2015-héz képest

2015-h6z képest 2018-ban 20%-kal kevesebb volt az 6raszam, emiatt mindenképpen
at kellett dolgoznom az egyes témak tartalmat, és ha mar valtoztatdsoknal tartottam,
a szerkezetet és a szdmonkérés maodjat is megvaltoztattam.
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A matematikai tartalomban fontos valtozas, hogy nagyobb hangsulyt fektettem a gya-
korlati alkalmazasokra. Mar 2015-ben is beszéltem a koordinalt jatékokrol, a fogoly-
dilemmardl, de 2018-ban a héja-galamb jatékot is hozzavettem.

A legfontosabb szerkezeti valtozas, hogy a spiralitas elve szerint szerveztem a kurzust,
minden témat minden alkalommal (kozel egyenld aranyban) szerepeltettem. A foga-
lomalkotés folyamatanak zavartalansaga miatt nagyon iigyeltem ra, hogy ,,jo helyen”
véltsunk témat, igy nem pontosan 45 percesek lettek az orak. igy hosszabb érési idovel
alakulhatnak ki az egyaltalan nem egyszerii fogalmak (bimatrix, inhomogén differen-
cidlegyenlet).

A vizsgan értelemszertien attértem a kurzus anyaganak egységes szamonkérésére. A
szamonkérés szempontjait a vizsgaminta segitségével kozvetitettem a hallgatok felé.
Az egyes részletek fogalmi tisztdzasa, a fogalmi halo bovitése, a helyes és gyors fel-
idézés érdekében az ismételt tanulas helyett az el6hivasos modszert tamogattam. Si-
keriilt elérni, hogy a tesztelés ne csupan a szdmonkérés eszkoze legyen, hanem valo-
ban a tanulasi folyamat részévé valjon.

A kozponti IKT tdmogatdson tul (szovegszerkesztd, tablazatkezeld, grafikus szer-
kesztd, e-learning) 2018-ban sajat utakat is talaltam, illetve készitettem az 6raim sza-
mitogépes tamogatasahoz és a hallgatok 6nallé gyakorlasahoz.

e Megismertem és megszerettem €s alkalmaztam a digitalizalt feladatlapok tobb
formajat. Az esettanulmany szempontjabol a magyar fejlesztésti Redmenta
feladatlap készitd programot talaltam leghasznosabbnak (sajat adatbaziske-
zeld, tobbféle valaszlehetdség, 1dozités, csoportszervezeEs).

e Az e-learning portal tobb funkcidjanak hasznalata (két hazi feladat feltoltése
nagyobb interaktivitast lehetoveé tevo fajlformatum).

e A Wolfram Programming Lab matematikai weboldal (akkor ingyenes volt)
hasznalataval is megoldottunk differencidlegyenletet.

e Az 6ran mobil telefonos applikaciot hasznéltunk a grafelmélet gyakorlati al-
kalmazasahoz. A vizsgélt probléméak dnmagukban is olyan érdekesek, hogy
online jatékot is készitettek rad. Az applikdcié bemutatasaval szinesitettem az
orat, és megmutattam a hallgatoknak, hogy a grafelmélet a tudoményos ered-
ményeken tal is érdekes.

83



Az alkalmazott modszertani megoldasok koziil 1ényeges valtozas, hogy

e A kurzus folyamén végig az eldhivasos tanulds modszerét alkalmaztam. Az
ltemezett elohivas masodik fazisanak, a beadando hazi feladatok bekiildésé-
hez, az eredmények rogzitéséhez és értékeléséhez hasznaltam a Redmenta fel-
adatlap készité programot.

o 2015-hoz képest megvaltozott a feladatlapok funkcioja. A 2018-as tudasproba
tipusu feladatlapok elsOsorban a tanulast és nem a szamonkérést szolgaltak.
Igyekeztem minden kérdést, szempontot szerepeltetni, ami a fogalom ismere-
téhez, megfeleld alkalmazasahoz sziikséges.

o Attértiink a tetsz6leges segédeszkoz hasznalatardl a ,,puska” hasznalatéra.

Igyekeztem megbizhat6 informacidt kapni a hallgatok tanuldsi modszereirdl és én-
hatékonysag tudatarol, valamint a Miiszaki-gazdasagi matematika tantargyban nyuj-
tott teljesitményérdl. Az informaciokat kérd6iv (2015), a hallgatokkal folytatott sze-
mélyes beszélgetés (2015 és 2018) és tudasproba tipusu interaktiv feladatlapok (2018)
segitségével nyertem. A targy 2015-0s €s 2018-as oktatdsa soran mas-mas ¢és valtoza-
tos szamonkérési formakat alkalmaztam (évkozi dolgozat 2015-ben, vizsgadolgozat
2015-ben és 2018-ban, ropdolgozat és beadandé hazi feladat 2018-ban). A hallgatoi
teljesitményeket az egyes szamonkérési formék ismertetésénél részletezem.
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Visszatekint6 kérdéivek (2015, 2018)

Miiszaki- gazdasagi matematika nappali €s levelezo tagozat Kérdoiv  2015.
Ebben a félévben ta- Ha mar ismerte, tanult- | Hasznosnak/
lalkozott-e el6szor az | e valami Ujat az el6z6 alkalmazhat6nak/
alabbi fogalommal/ ismereteihez képest? fontosnak tartja-e
algoritmussal? az alabbiakat?
igen: + nem: - igen: + nem: - igen: + nem: -

Szimplex modszer

Leontief-féle input-out-

put modell

Euler-vonal

Hamilton-kor

Minimalis feszit6fa algo-

ritmusa

Grafban a legrovidebb ut

algoritmusa

Keresztféléves-e? igen/nem

Ha igen, karikazza be a fonti tablazatban, az els6 oszlopban mindazokat, amiket az el6z6 félévben
tanult!
Kozelitdleg hany orat tanult az els6 zh-ra?

Ugy érezte, hogy ennyi tanulas kevés / elég / boven elég lesz a sikeres zh-hoz.
Az eredmény rosszabb lett / olyan lett / jobb lett,  mint amire szamitott.
Kozelitdleg hany orat tanult most a zh-ra?

Ugy érezte, hogy ennyi tanulas kevés / elég / boven elég lesz a sikeres zh-hoz.

6. tablazat: Kérddiv (Miiszaki- gazdasagi matematika, G6doll6 2015. 12. 19.).

28 hallgato toltotte ki a kérddivet. A valaszadok tobb mint fele keresztféléves volt,
ami az én targyam szempontjabol azt jelenti, hogy a grafelmélet fogalmaival el6bb
talalkoznak informatikabol, mint matematikabol.

A minimalis feszit6fa és a legrovidebb it problématipusokat a hallgatok 80%-a hasz-
nosnak és fontosnak tartotta, ez a témakor koriilbeliil a hallgatok felének volt uj. Azok
koziil, akik mar ismerték a témakort a tobbség hasznosnak tartotta és néhanyan még
Uj ismereteket is kaptak.

A szimplex mddszer, Euler-vonal, Hamilton kor témakort a hallgatok tobbsége hasz-
nosnak tartotta. Akinek nem volt 0j a téma, az is kapott 0j ismereteket. A Leontiev-
féle input-output modellt kevesen ismerték korabbrol. és kedvelt. Bar véleményiik
szerint is sok uj ismeretet kaptak, valoszinti, hogy a hallgatok keveset tudnak ezen
témakor alkalmazhatosagarol.

A (sikertelen) els6 zarthelyi dolgozatra atlagosan 5,5 orat késziiltek, nagyok voltak az
eltérések, 1 ora volt a minimum ¢és 14 o6ra a maximum. A 28 hallgaté koziil 18 azt
hitte, hogy eleget tanult a sikeres vizsgahoz, de 16 tévedett. 9 hallgato gondolta, hogy
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nem elegend? a felkésziilése. A masodik zarthelyi dolgozatra atlagosan még tovabbi
6,5 orat késziiltek, 1 ora volt a minimum ¢és 30 a maximum. A megismételt vizsga
eredményességéhez sziikséges felkésziilést mar reélisan itélték meg a hallgatok. A két
zarthelyi dolgozatra atlagosan 12 orat késziiltek az elsé alkalommal sikertelenek. Ez
realis is, hiszen a 10 éra kontakt foglalkozas anyaganak feldolgozasahoz 10-12 éra
sziikséges (még ha ismerds volt is az anyag).

alabbi fogalommal/ al-
goritmussal?

igen: + nem: -

el6z6 ismeretei-hez
képest?

igen: + nem: -

Miiszaki- gazdasagi matematika nappali és levelezd tagozat Zaro kérdoiv 2018
Ebben a félévben ta- Ha mar ismerte, ta- Hasznosnak/ alkal-
lalkozott-e el6szor az | nult-e valami jat az mazhatonak/ fontos-

nak tartja-e az alabbi-
akat?

igen: + nem: -

Szimplex modszer

Leontief-féle io mo-
dell

Minimalis feszit6fa al-
goritmusa
Legrovidebb ut algo-
ritmusa (grafban)
Jatékelmélet

Differencialegyenle-
tek
A most tanult négy tananyagrészt szamozza be aszerint, hogy mit gondol, mennyire fogja tudni
hasznalni a késébbiekben a munkajaban, az életében. A leghasznosabb legyen az 1-es.

Linearis programozas

Grafelmélet

Jatékelmélet

Differencialegyenletek
Milyen volt az évkozi és vizsgara tanulas %-os aranya?
Elegendé segitséget kapott-¢ a vizsgara valo felkésziiléshez? igen / nem
A kapott segitségeket szamozza be aszerint, hogy mennyire talalta hasznosnak a felkésziilésben. A
leghasznosabb legyen az 1-es.

orakon valo részvétel
e-learningen levé tananyagok
vizsgaminta megoldéssal
kézzel irott puska

22. abra: Zar6 kérddiv (Miszaki- gazdasagi matematika, G6doll6 2018.).

A kérddiv modszerét megtartva kérdeztem meg a hallgatéim véleményét a tananyag-
rol és a segédeszkozokrodl, valamint tanulasi szokasaikrol. A kérddiven valtoztatni
kellett, mert két alapvetd valtoztatas volt a 2015-6s €s a 2018-as kurzus kozott. Az
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egyik valtozas az volt, hogy a vizsgan a teljes tananyagot kértem szamon. A masik
pedig az eldhivésos tanulasi modszer bevezetése volt.

40 hallgato toltotte ki a kérddivet. A témakorok eldzetes ismertsége megegyezett a
2015-0s évfolyaméval, a legrovidebb ut problémajat kivéve mindegyik témakort hal-
lotta mar a hallgatok tobb mint fele. A minimalis feszitéfat 72%, a legrovidebb Ut
problématipust a hallgatok 50%-a hasznosnak, alkalmazhatonak és fontosnak tartotta.
A szimplex modszer, Euler-vonal, Hamilton kor témakort a hallgatok tobbsége ebben
az évben is hasznosnak tartotta. A Leontiev-féle input-output modellt kevesen ismer-
ték korabbrol. A hallgatok fele hasznosnak talalta ezt az Gj modszert.

Szemléltetésként a 2018-as kérdoiv elsé kérdésének feldolgozasat mutatom be, mert
bdévebb, mint a 2015-6s €s a kdzos témaknal nagyon hasonld az eredmény.

0,8
0,7

0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0 [ | [ |

Szimplex Leontiev  Euler Hamilton  Min.  Legrdvid. Jatékelm.  Diff.
vonal kor feszitdfa at egyenl.

B elszir MWhasznos

23. abra: A 2018-as kérdéiv els6 kérdése.

A 2015-6s kérddivben a jatekelmélet és a differencidlegyenletek témakdrok nem sze-
repeltek, mert évkozi zh utan toltottek ki a kérdbivet. A 2018-as eredménybdl latszik,
hogy gyakorlatilag senki nem ismerte el6zdleg a jatékelméletet, mégis nagyon sokan
hasznosnak itélték, sOt a rangsorolas alapjan a jatékelmélet jott ki leghasznosabbként.

A hallgatok talnyomo tobbsége elegenddnek itélte a felkésziiléshez kapott segitséget
(87%) és a segédeszkozok koziil a vizsgamintat és a kézzel irott puskat talalta leg-
hasznosabbnak.

Talan az el6hivasos modszer hatdsdnak koszonhetd, hogy az e-learning az oOrai rész-
vétel mogé, a negyedik helyre keriilt. Ugyancsak az el6hivéasos tanulas hatasanak tu-
lajdonitom az évkdzi tanulds novekedését. Az évkozi tanulas és a vizsgara valo felké-
sziilés aranyat hallgatonként, %-0san a 24. abra mutatja.
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24, abra: Az évkozi tanulds és a vizsgara valo felkésziilés aranya.

Szembetling, hogy szamottevé mértékii tanulasra keriilt sor évkdzben is, ami nem jel-
lemz6 a levelezds vizsgatargyakra.

A hallgatokkal folytatott személyes beszélgetések (2015, 2018)

Magam is és a hallgatok is talaltunk alkalmat a beszélgetésre, mivel a tombositett 6rak
sziineteiben a terem kornyékén maradtunk. Eszreveheté volt, hogy szabadabban kér-
deznek, mint az alapképzésben résztvevok. Ez magyarazhat6 azzal, hogy felnétteb-
bek, tovabba a menedzser szak miatt feltételezhetjiik a jobb kapcsolatteremtési, ér-
dekérvényesitési kompetenciat is. Szabadon elmondtak kérdéseiket, kéréseiket, javas-
lataikat, problémaikat. Itt meriilt fel az a javaslat is, hogy a jatékelmélet témat ne
hagyjuk abba a matrixjatékok utan, hiszen a mindennapi életben felmeriil6 problémak
modellezéséhez elengedhetetlen a bimatrixjatékok ismerete (fegyverkezési verseny,
kornyezetszennyezés, klimavaltozas, technologiai szabvanyok, forgalomszervezés,
bliccelés, adocsalas, doppingolas, kozlegeldk, tulhalaszas).

Ugyancsak beszélgetés kozben meriilt fel a konzultacio igénye.
Konzultacié (2018)

A 2015-6s évben a szamonkérés nem kovetelte a tananyag egységes attekintését, hi-
szen két részletben szerezték meg a sziikséges pontokat (pontosan ezért valtoztattam
meg 2018-ban a szamonkérés szerkezetét). A 2018-as vizsgan a teljes félév anyagat
kellett attekinteni és ez a sikertelen vizsgak tantisaga alapjan 6nalléan nem mindenki-
nek sikertilt. Az els6 sikertelen vizsga utdn még nem érezték sziikségét a kiilso segit-
ségnek. A masodik sikertelen vizsga utan mar kértek segitséget, hiszen mar csak egy
vizsgalehetdség maradt. Kérésiikre konzultacids lehetdséget biztositottam, amellyel
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4-5 hallgato ¢lt. A vizsgaeredménylikben jelentds javulast eredményezett a konzulta-
ci6. Ugy gondolom, hogy a konzultacié hatékonysaganak legfontosabb elemei a ko-
vetkezok: A hallgatok szamara is ismert a tananyag felépitése és az oktato preferenciai
(tényleges kovetelmény a vizsgalapon). Eligazitasra van szilikségiik abbol a szempont-
bol is, hogy miért volt rossz a valaszuk. Arrol €s olyan részletességgel beszEltiink
interaktiv modon, amire €s ahogyan ennek a néhany embernek sziiksége volt.

A csoport teljesitményének, a tanulasi-tanitasi folyamat hatékonysaganak vizsgalata

2015-ben visszatekint6 kérdoivet, konzultaciokat, az évkozi dolgozatot, illetve a vizs-
gadolgozatot elemeztem a tanulas, illetve tanitas hatékonysaganak vizsgalatara. A
2015-6s eredményeket értékelve a tananyag megértésének, megjegyzésének és rugal-
mas hasznalatanak segitéséhez ujabb modszertani megoldasokat kerestem. Az eszko-
zoket az IKT irdnyaba bovitettem, didaktikai ujitasként az el6hivasos (teszt) modszert
vezettem be. Az IKT eszk6zoket nem csak az orai anyag szemléltetésében, hanem a
szamonkérésben is alkalmaztam.

Az oravégi feladatok és valaszok (papir formatumban) az el6hivasos tanulashoz tar-
tozo rogzitési funkcion tul arra is alkalmasak voltak, hogy atfogoan informaljanak
arrol, hogy a kurzus 6sszes résztvevéje mennyire sajatitotta el, értette meg a tananyag
egyes részeit.

A Redmenta program felhasznalasaval bekiildott hazi feladatok egyrészt az elohiva-
sos modszer kovetkezO fazisat jelentették, masrészt a tanar szamara olyan adatokat
rogzitettek, amelyek visszajelzésként szolgaltak az oktatasrol.

A vizsgadolgozatok részletes pontozéasa ugyancsak hasznalhat6 a tanulasi folyamat
hatékonysaganak mérdeszkozeként.

Olyan adatsorokhoz jutottam, amelybdl a hallgatok egyéni teljesitményén tul az egész
csoport elémenetele (akar itemenként) vizsgalhatd. Az adatbazis alapjan atnéztem,
hogy melyek a kompenzalasra szorul6 fogalmak, tételek, eljarasok.

Példaul az els6 alkalom masodik dolgozataban egy differencialegyenletrdl kellett el-
donteni, hogy homogén-e. Ennek ismerete elengedhetetlen a tovabbhaladashoz. Az
eredmények attekintése kozben észrevettem, hogy a feladat megoldottsaga minddssze
40%-o0s, igy a kovetkezd differencialegyenlettel foglalkozo oran vissza kellett térni ra.

Hasonloképpen meg tudtam allapitani példaul, hogy kétszemélyes jatékoknal a né-
z6pontvaltas nehézségekbe litkozik (25. abra).
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1. hazi feladat
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25. abra: Az 1. hazi feladat megoldottsaga feladatonként.

Az els6 beadand6 hazi feladat megoldottsagi adatait vizsgalva (25. dbra) nem csupan
az a szembetling, hogy a 10. feladat sokkal gyengébben sikeriilt, mint a 9., hanem az
is, hogy a hasonlo6 tipusu 11. feladat ismét jobban sikeriilt. A 9. és 10. kdzotti kiilonb-
ség magyarazhat6 azzal, hogy a 10. dsszetettebb témara vonatkozik. A 10. és 11. ko-
zotti kiilonbséget valoszintlileg az okozta, hogy a fiizetliikben elsé stratégiara vonat-
kozo6 mintafeladatot talaltak, és még nem annyira otthonosak a témaban, hogy anal6-
gia alapjan meggondoljak a masodik stratégia valdsziniiségét. A kdvetkezd oran erre
visszatértem és ezutan is igyekszem figyelembe venni azt a kiilonbséget, ami a mate-
matikai és az egyén szamara megjelend szimmetria kozott van.

9) Az alabbi matrixjatéknak van-e tiszta nyeregpontja? (£gy vdlasz jelsthets)
/1 pont

A= [3 1 D van IE nincs
2 5

10) Az alabbi matrixjatékban mekkora valdszintiséggel vélassza az elsé jatékos a

masodik stratégiat? (egy valasz jeldtheto) /1 pont
[Jars [x]2/5
A= [3 1]
Z 5
11) Az aldbbi matrixjatékban mekkora valészinlséggel valassza a masodik jatékos
az elso stratégiat? (Fgy vdlasz jelslhets) /1 pont
s [x]4/5
4= [3 1
2 b

26. abra: Az 1. beadand6 hazi feladat 9-10-11-es feladatanak megoldasa (Redmenta képernydkivagas).
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A tanuloi teljesitmények a vizsgaeredmények tiikrében

2015-ben a jatékelmélet volt az egyik az irasbeli vizsga két témaja koziil. A diakoknak
négy lehet6ségiik volt sikeres vizsgadolgozat megirasara. A feladatsor a vizsgaminta-
hoz hasonlé volt. A 17 hallgatobol 14 teljesitette a vizsgakovetelményeket, ketten tire-
sen adtak be a papirt, de a masodik vizsgdn mar jol szerepeltek. Egy hallgaté minden
kérdésre irt — teljesen rossz — valaszt, 6 csak a harmadik probalkozasra érte el az elég-
ségest. Mind elfogadtak az els6 zarthelyi dolgozat jegyét, pedig johettek volna javi-
tani, mindenkit batoritottam is erre.

A 2015-6s az évkozi dolgozatban, illetve a Vvizsgan tapasztalt tipikus hallgatoi hibak

e N¢hanyan nem taldltdk meg, vagy nem tudtdk alkalmazni a megfeleld képle-
teket, nem jol hasznaltdk a segédleteket — ,,béség zavara”.

e N¢hanyan nem tudtak a szamszer(i eredményeket értelmezni. Kiilonosen a ja-
tékosok kozotti nézopontvaltasban hibaztak.

e Szamolasi hibdk (hibés szamolas, eldjeltévesztés...).

o Megel6z0 matematikai anyag hidnyos felidézése.

A 2018-as kurzussal sikeriilt

e javitani a tanulasi szokasokat: ora végén visszatekintés, bekiildend6 hazi feladat;

e kiizdeni a felejtés ellen (a tananyag minden témakorét folyamatosan felszinen
tartottuk);

e az el6hivasos mddszernek kdszonhetden a bimatrix- és a matrixjaték kezelés-
ével kapcsolatos kiilonbségeket tartdsan rogziteni;

e hangsulyosabban figyelni a néz6pontvaltasra és az eredmény értelmezésére
(szem el6tt tartottuk ugyanannak a jatéknak mindkét jatékos szempontjabol
valo értékelését);

e a puska” modszerével az emlékeztetoket helyesen haszndlni.

A 2018-ban kideriilt ujabb, illetve megmaradt problémak

Minden igyekezetiink ellenére nagyon heterogén maradt az évfolyam absztrakcios
szintje. Hianyossagok mutatkoztak a szamolasi készség (tortek, hatvanyozas), deriva-
lasi és integralasi szabalyok ismerete és alkalmazasa terén. Bar tobb helyen felhivtam
a figyelmet az ellendrzési modszerekre (derivalas — integralas, eszk6zok és IKT al-
kalmazasok), mégis kevesen alkalmazzak.

Ugy gondolom, hogy differencialas, egyéni fejlesztés modszere segithet (akar sze-
mélyre sz616 Redmenta feladatlapok altal).
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Az egységes fogalmi megalapozés ellen hatott az a koriilmény, hogy a csoport egy
része az elméleti megalapozas el6tt alkalmazott szoftvereket informatikabdl a tanult
fogalmakkal kapcsolatban. Fennall annak a veszélye, hogy ezek a hallgatok lemarad-
nak a fogalomalkotas egyes fazisairdl, mert nem veszik észre, amikor a tal ismerds
kornyezetben 1j 0sszetevok jelennek meg.

Mind a 2015-6s, mind az ezzel 6sszehasonlithaté 2018-as évfolyam 60%-a szerepelt
sikeresen az elsO vizsgan. Pedig a 2018-as vizsga nehezebb volt, mert a 2015-sel el-
lentétben egyszerre szerepelt mind a négy témakor.

92



6. Az elohivasos tanulasi mdédszer vizsgalata alapszakon

6.1. A populacid, a kisérleti és a kontrollcsoportok

A kutatas a Magyar Agrar- és Elettudomanyi Egyetemen zajlott Godollén. A vizsgalat
2024-ben, 442, Matematika targyat tanul6, alapszakos hallgaté bevonasaval tortént.
A Matematika targy oktatasa heti 2 ora eléadas és 3 6ra gyakorlat keretében tortént.
A gyakorlatot a 442 hallgaté 13 csoportban végezte, a jelentkezésiikre az oktatoknak
nem volt hatdsa, igy a kisérlet szempontjabol véletlenszeriinek tekinthetd. Ezen az
évfolyamon 3 csoportot tanitottam, a vizsgalatot a két megegyezd, mezdgazdasagi
mérndk alapszakos hallgatokkal végeztem, az egyik csoport a kisérleti, a masik a
kontrollcsoport lett.

6.2. A hallgaték teljesitményének értékelési médja
Az oravégi ,,ropdolgozat” (kbzvetlen el6hivas) értékelése

Az 6ra végén kozvetlen Osszefoglalasként 4 — 2 elméleti és 2 gyakorlati — kérdésre
kellett a hallgatoknak irasban valaszolniuk. A kérdések a lényeges uj fogalmak, téte-
lek, algoritmusok megértését kérték szamon. A gyakorlati kérdések az 0j definiciok,
tételek, eljarasok valtozatlan alkalmazasara vonatkoztak. A ,,ropdolgozat” irasa kb. 5
percet vett igénybe. A megiras utan ellendrizhették a megoldasukat a kivetitett helyes
valaszok alapjan.

Ertékelésként Gsszesen 5 pontot lehetett szerezni, ami a félév végén megmutatta az
évkozi 6rai munka %-os teljesitményét. Mivel a tobbi csoportban ilyen nem volt, az
»egységes értékelési rendszer” miatt az Oravégi szamonkérés pontszama semmilyen
formaban nem szamitott bele a félévi jegybe. Ez csokkentette a modszer hatékonysa-
ganak kimutathatosagat.

A hdzi feladatok (rovidtavu tesztelés) megoldasainak értékelése

Az els6 10 héten, az adott hét anyagadbdl, kotelezd hazi feladatok keretében valositot-
tuk meg online teszt formajaban. Ehhez a kollégakkal online feladatbankot hoztunk
1étre, amelybdl a program véletlenszeriien valasztotta ki a teszt kérdéseit. A teszt ki-
toltése korlatlan alkalommal ismételhetd volt és minden alkalommal az utolso ered-
mény szamitott.

A hazi feladatok sikeres megoldasaval maximum (10x2=) 20 pont volt szerezheté.
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A zarthelyi dolgozatok (kozéptavu tesztelés) értékelése

Az egyetemi tananyagot 4 hagyomanyos zarthelyi dolgozat forméajaban kértiik sza-
mon, amellyel minden hallgaté maximum (4x19=) 56 pontot szerezhetett.

A vizsga (kozéptavii tesztelés) értékelése
,»Az alairds megszerzésének feltétele

e azeldadasok ¢s gyakorlatok Tanulmanyi és Vizsgaszabalyzatban foglaltak
szerinti latogatasa,

e abejovo hallgatok tudasat felmérd online teszt kitoltése,

e az évkozi (szorgalmi iddszak) dolgozatokon dsszesen elérhetd 56 pontbol
legalabb 15 pont elérése,

e az ¢vkozi (szorgalmi idOszak) hazi feladatain dsszesen elérhetd 20 pontbol
legalédbb 10 pont elérése.”

,»A targyat vizsga zarja, amelyen 6sszesen 100 teljesitménypont szerezhetd, és 2 részbdl all:
e gyakorlati példak, feladatok: 76 pont, amely dolgozat megirasara 70 perc all
rendelkezésre (tovabbiakban: vizsga gyakorlati része);
o clméleti kérdések feleletvalasztos teszt formdjaban: 24 pont, amely kitoltésére
20 perc all rendelkezésre (tovabbiakban: vizsga elméleti része). |...]
e A vizsga gyakorlati részének teljesitése évkozi munkaval (évkdzi dolgozatok
¢és hazi feladatok) kivalthato az ott elért eredmény beszamitasaval. [...]
A vizsga pontszama a gyakorlati részen és az elméleti részen szerzett pontok dsszege.
A megszerzett pontszam a vizsgajegyet az alabbiak szerint hatdrozza meg:
0 —50 elégtelen (1)
51 — 60 elégséges (2)
61 — 75 kozepes (3)
76 —85j6 (4)
86 —jeles (5)” ([73])

6.3. Tanitasi médszer a Kisérleti csoportban

A kisérleti csoportban az el6hivasos tanitasi modszer (23. 0.) azonnali és rovidtava
fazisat alkalmaztam. Ez csupan az azonnali tesztelésben kiilonbozott a tobbi csoport-
ban — igy a kontrollcsoportban is — alkalmazott modszert6l. Ennek magyarazata, hogy
egyetemiinkon 2024 6szétdl alapszakon a korabban 1étez6 Matematikai alapok targyat
megsziintették és tananyagat beépitettilk a Matematika targyba. Mivel mesterszakon
mar korabban eredményesen alkalmaztam az el6hivasos tanulasi modszert (81. 0.),
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teljes évfolyamra nézve kotelezOen bevezettiik az eldirasos tanulasi modszer masodik
1épcsojét, a kozéptava eldhivast.
Az egységes értékelési rendszerre hivatkozva arra sem kaptam engedélyt, hogy az

oravégi szamonkérésre pontot adjak a hallgatoknak, ami csokkentette a modszer ha-
tékonysagat.

6.4. Az eredmények dokumentacidja és feldolgozasa

A tanév elején a 442 hallgato egy online tesztet (T1) toltott ki. Az online teszt célja a
populacid matematika terén szerzett eldzetes tudasanak és készségének felmérése
volt, ezt koveten egy szemeszteren at heti 3 6ras matematika gyakorlaton vettek részt.

A T2 mutat6 a félév sordn megirt 4 hagyomanyos zarthelyi dolgozat eredményének
0sszege.

A kisérlet hatékonysaganak vizsgalatdhoz a T1 és T2 mutatokat hasznaltuk.
A fejlodés mérése

A kisérleti mddszer hatékonysaganak megismerése érdekében alapvetd statisztikai
mérdszamokat hatdroztunk meg kiilon-kiilon harom adathalmazban:

. a populéciora vonatkozdan — a hallgatdk altalanos szintjének leirdsara

. a kontrollcsoportra és a kisérleti csoportra vonatkozoan — az eredmények 6sz-
szehasonlitasara, a kiilonbségek jelentdségének tesztelésére, valamint a T2 ¢és T1
pontszamok kozotti korrelaciok tesztelésére €s dsszehasonlitasara.

Ezenkiviil meghataroztuk az egyes mutatdk (T2 és T1) relativ dtlageredményét, azaz
a hallgatok 4ltal a tesztek soran elérhetd maximalis pontszamhoz viszonyitott 4tlagot.
A relativ atlag egyértelmiien megmutatja a hallgatok kompetencidinak atlagos szint-
jében bekovetkezett valtozasokat a féléves tanulas eldtt és utan.

Az atlag és mas statisztikai mérdszamok megfeleld értékelése érdekében az elmulasz-
tott és helytelen valaszokat 0 pontként azonositottuk.

A populacio eredményeinek jellemzoi

Ahhoz, hogy megértsiik a kisérleti csoportban bekdvetkezett valtozasokat, érdemes
megvizsgalni a teljes populacio kompetenciaszintjét a szemeszter kezdetén. A kezdeti
teszt eredményeinek eloszlasat a 27. abra mutatja.
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A kezdeti teszt (T1) eredményei a populacion
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27. abra: Hisztogram — A kezdeti teszt eredményei a populacion.

T2 eloszlasa a populacién
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A kezdeti teszt maximalis eredménye 100 pont volt. A teszt atlageredménye 37,51
pont volt, igy a relativ atlag a maximalis eredmény 37,51%-a volt. A 26,86-0s szoras-
sal (§=26,86) erds variabilitast (V=71,6%) és az eredményeloszlas nagy inhomogeni-
tasat figyelhetjilk meg. A tipikus eredmények 10,65 és 64,37 kozott valtoznak. Lat-
hatjuk, hogy a hallgatok 25,6%-a 12 pontnal kevesebbet ért el, és 20,8%-a 60 vagy
annal tobb pontot szerzett. Rdadasul 101 hallgatd egyetlen pontot sem szerzett
(22,85%).

28. abra: Hisztogram — T2 eloszlasa a populacion.

Nagyon gyenge balra ddlést lathatunk (A=-0,06), azonban az eloszlas bimodalis, ezért
az aszimmetriat nem értelmezziik. A negativ kurtozis (K=-1,07) ismét az eredményel-
oszlas inhomogenitasat bizonyitja. A T2 eloszlasat a 28. abra mutatja.
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A T2 mutatoban az elérhetd maximadlis pontszdm 56 pont volt. Az atlageredmény
21,24 pont volt, tehat a relativ atlag a maximalis pontszam 37,94%-a volt. A populacio
eredményeinek 14,25-0s szdrasa (S = 14,25) er6s variabilitast (V = 67,1%) mutat,
ami azt jelenti, hogy a csoport a félévi teljesitmény tekintetében nagyon valtozatos
volt. A tipikus variabilitas 7 €és 35,5 pont kdzott mozog. 56 hallgato (12,67%) nem
szerzett pontot. Gyenge jobbra ddlést lathatunk (A = 0,20), azonban az eloszlas bi-
modalis, ezért az aszimmetriabol nem vonunk le kovetkeztetéseket. A negativ kurtdzis
(K = —0,69) ismét az eredményeloszlas inhomogenitasat bizonyitja.

A 7. tdblazat a kezdeti (T1) és a félévi teljesitmény (T2) 6sszehasonlitdsat mutatja.

Mennyiségek Kezdeti (T1) Végs6 (T2)
m (4tlag) 21,24 37,51
S 14,25 26,86
\Y 0,67 0,72
A 0,20 -0,06
K -0,69 -1,07
D 0,00 0,00
Q1 10,00 9,00
Q3 31,00 57,20
minimum 0 0
maximum 56 100
elérhetd maximum 56 100
relativ m 0,379363 0,37511
”0”-k szama 56 101

7. tablazat: Mennyiségek a populacion.

Megfigyelhetjiik, hogy a relativ atlag 0,00425-tel (0,425 szazalékponttal) ndtt. Bar a
hallgatok tudast €s készségeket szereztek, az atlagos tesztpontszdmmal mért altalanos
szintjiik nagyon keveset ndtt. Ezenkiviil gyenge korrelaciot (r = 0,478) figyelhetiink
meg a kezdeti és a félévi teljesitmény kozott (29. abra). Nevezetesen, T2 nem fiigg
annyira T1-t6l. A félévi teljesitmények variabilitasat csak 22,9%-ban magyarazzak
T1 eredményei. Tehat mas tényezok befolyasa 77,1%. A tandr 4ltal alkalmazott mod-
szer egy ilyen tényezd. Mivel Pearson linedris korrelacios egyiitthatot és linearis reg-
resszios modellt hasznéltunk, arra a kdvetkeztetésre juthatunk, hogy egy pont ndve-
kedés T1-ben 0,2538 pontot eredményez T2-ben.

A fliggdség gyenge (T2 = 0,2538 «T1 + 11,723, R* = 0,2289).
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Korrelacio a teszteredmények kozott a populacion
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29. abra: Linearis regresszio a kezdeti és a félévi teljesitmény (végs6 adatok) kozott.

A Kkisérleti és a kontrollcsoport eredményeinek 6sszehasonlitasa

A kezdeti teszt (T1) a kontrollcsoportban mutatta a legjobb eredményeket. Ez a cso-
port érte el a legmagasabb atlagot, m = 47,103 pontot, ami majdnem 10 ponttal ma-
gasabb, mint a populacié eredménye, és majdnem 12 ponttal magasabb, mint a kisér-
leti csoport eredménye. A kompetenciaszint skalazasa a relativ atlag alapjan:

me[0%,20%) nagyon alacsony kompetenciaszint
me[20%,40%) | alacsony kompetenciaszint
me[40%,60%) | kdzepes kompetenciaszint
me[60%,80%) magas kompetenciaszint
me[80%,100%) | nagyon magas kompetenciaszint.

Az egyetemi matematika tanulésa el6tt csak a kontrollcsoport mutatott kézepes kom-
petenciaszintet. Raadasul ez a csoport volt a leghomogénebb (V = 0,49) a 13 csoport-
bol. A T2 eredmények elemzése érdekes megfigyelést hoz. A kontrollcsoport érte el
a legkisebb fejlodést, st azt is mondhatnank, hogy ennek a csoportnak a hallgatoi
visszafelé haladtak, és a negativ kiilonbség szignifikans. A maximalis eredménynél
0,165-del gyengébb eredményt, azaz 16,5%-kal kevesebbet értek el. A kisérleti cso-
port is alacsonyabb eredményt ért el T2 szerint, azonban a kiilonbség nem szignifikéns
(az empirikus t proba értéke t = 0,124, t (0,9;28) = 0,127). Ami a legfontosabb, a
kisérleti és kontrollcsoport eredményeinek Osszehasonlitasakor a kisérleti csoport
szignifikansan jobb eredményt ért el: my — my = 19,724 — 17,139 = 2,585 (p = 0,2).
Ez azt jelenti, hogy a kisérleti csoport nagyobb fejlodést ért el, és lathattuk, hogy ez a
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fejlodés nem fiiggott a csoport kezdeti szintjétdl. Ezenkiviil a kisérleti csoport csok-
kentette a variabilitast (mig a kontrollcsoport ndvelte). Ez arra utal, hogy a kisérleti
csoport a szemeszter eredményeképpen valamivel homogénebb lett. Ez a kisérleti
modszer alkalmazasanak egy masik pozitiv aspektusa. Tovabbi statisztikai adatokat
talalunk a 8. tablazatban.

Populacid Kisérleti csoport Kontrollcsoport
N=442 N=29 N=36
T1(max56) | T2(max100) | T1(max56) | T2 (max100) | T1(max56) | T2 (max 100)

Varhat6 érték (m) 21,24 37,51 19,724 35,649 17,139 47,103
S 14,25 26,86 11,98 24,13 11,29 23,11
Vv 0,67 0,72 0,61 0,68 0,66 0,49
elattv varhatd &1 0,379 0,375 0,352 0,356 0,306 0,471
Pearson-féle
lineéris korrelacio 0,478 0,352 (p =0,001) 0,355 (p < 0,001)
T1 és T2 kozott

8. tablazat: Atlag, szorés és korrelacié T1és T2 kozott.

A kisérleti és a kontrollcsoportban a T2 és T1 kdzotti korrelaciok gyengék, ami ismét
bizonyitja, hogy bar a korrelacids egyiitthatok statisztikailag jelentdsek voltak, a hall-
gatok kezdeti szintje nem befolyasolta tulsagosan a félévi teljesitményeket. Ez hang-
stlyozza a modszer szerepét, mivel az eredmények egyértelmiien nem fiiggenek je-
lentdsen a hallgatok korabbi kompetenciaitdl. A determindcios egylitthatd azt mutatja,
hogy a végeredménynek csak 12%-at magyarazza a kezdeti kompetenciak kozotti kii-
16nbség. Tehat mas tényezdk hatasa 88%, ¢€s e tényezdk koziil nyilvanvaldan az alkal-
mazott modszer a legfontosabb.

y=0,1429x + 11,718
Kontrollcsoport e
T2= f(Tl) y= 0’002)(2 ’_ 0’0097)( + 13’185
2 _
*0 R*=0,1384
50 .
§ 40
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30. abra: Linearis és polinomialis regresszié a kontrollcsoportban.
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Néhany regressziés modell elemzése megerdsiti a korabbi kompetenciaszintnek a
gyenge hatdsat. Mind a linearis, mind a polinomidlis regressziok alacsony determina-

cios egylitthatoval rendelkeznek (12% — 16%). A linearis modellekbdl a kovetkezoket
tudhatjuk meg:

e akontrollcsoportban 1 ponttal tobb a T1-ben 0,1429 pontot eredményez a T2-
ben, és ez a hatas 13,8%-ban magyarazhato (30. abra)

e akisérleti csoportban 1 ponttal tobb a T1-ben 0,1749 pontot eredményez a T2-
ben, és ez a hatas 12,4%-ban magyarazhat6 (31. abra).

Kisérleti csoport y= 0’127_49)( +13,489
T2= f(T1) R*=0,1242
y = 0,0038x? - 0,1042x + 16,469
50 R?=0,1544
e 40 ° R ° o
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31. abra: Linearis és polinomialis regresszio a kisérleti csoportban.
Kovetkeztetés

A MATE-n a nem szakos matematikaoktatasaban a 2024/2025-6s tanév els6 félévé-
ben a Matematika tantargyat hallgat6 442 f6 bemeneti matematikai kompetenciait és
félévi teljesitményét vizsgalva statisztikailag is igazoltuk, hogy az el6hivasos modszer
elsd fazisa, az azonnali tesztelés jelentdsen befolyasolta a hallgatok félévi teljesitmeé-

nyét. Ezt a relativ atlagok, a szorés €s a kezdeti szinttel vald gyenge korrelacié mu-
tatja.
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7. Az eredmények a hipotézisek tiikrében, kitekintés

H1 hipotézis
A vizsgalt modszerekkel mind a tanitasi rakon, mind az egyéni tanulas soran fejleszthetok

e a hallgatok kompetenciamotivacidjanak legfontosabb 6sszetevéi (pl. az énha-
tékonysag, a sajat eredményességérol alkotott kép a matematikai problémak
kezelését illeten [26]);

e a matematikai kompetencidk (lasd Reiss-féle kompetenciarendszer [13]);

e az EU kulcskompetenciak szinte kivétel nélkiil [2].

H2 hipotézis

A kivalasztott modszerek tobb iddt és energiat igényelnek ugyan mind a tanar, mind
a hallgato részérdl, de pozitiv az idomérleg.

e Mindségileg megvaltozik a didkok részvétele a matematikatanuldsi folyamatban.

e Mindségileg megvaltozik a tanar szerepe, részvétele a tanulasi — tanitasi fo-
lyamatban.

e Az IKT eszk6zok nagy mértékben segitik a kisérleti program megvaldsitasat.

Az oktatott tantargyak mindegyikében alkalmaztam sikeres 0jitast, figyeltem ra, hogy
a valtoztatas illeszkedjen a tantargy jellegéhez. Ezek koziil a leglényegesebbek: Jaté-
kositas — Matematikai alapok, kooperativ tanulds — Matematika I, vizualizalas — Va-
16szinliségszamitds. Tovabba a két szemeszteren 4t tartd esettanulmany soran szamos
kezdeményezés a Miiszaki-gazdasagi matematika targyban, melyekbdl kiemelked6 a
feladatlapok €s az el6hivasos tanuldsi modszer alkalmazésa.

Az alkalmazott tanuladsi mddszerek javitottak a matematikatanulds mindségét, haté-
konysagat. A BSc-n a kisérleti csoport hallgatoinak matematikai teljesitménye jobb
lett, mint a parhuzamos kurzusokban (46. 0. és 98. 0.). Az MSc-s hallgatok teljesit-
ménye legalabb olyan j6 lett, mint a megel6z6 idészakban (92. 0.). Ugyanakkor az
»ujitasok” kedvezden alakitottdk a matematikarol alkotott képet (érdekes, hasznos,
érthetd, ...), amint az MSc-sek altal kitoltott kérddivre adott valaszok, valamint a hall-
gatokkal folytatott beszélgetések mutatjak. A jatékositas és a kooperativ tanuldsi mod-
szer fejlesztette az anyanyelvi kommunikaciot, a szocidlis kompetenciat, a matemati-
kai kommunikdaciot, a kompetenciamotivaciot és a metakogniciot.

A tanulas mindségét illetden szemmel lathatd volt, hogy a passziv részvevd helyett
aktivva, a sajat tanulasi folyamatat alakitova valtak a hallgatok. Korabban oriiltiink,
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ha az el6adasok és gyakorlatok hatasara kognitiv szinten elsajatitottdk az anyagot. A
modszertani Gjitasok és az IKT tdmogatas hatdsara asszociativ, helyenként autoném
szintli tanulasra is volt példa [38]. A matematikdhoz és a matematikatanulashoz valo
viszonyulast 2015-ben ¢és 2018-ban is kérdéivvel vizsgaltam. Az évkozi szamonkérés
egyik hatasa, hogy a sikertelen dolgozatot ir6 hallgatokat szembesitette a tudasuk hi-
anyossagaval és tanulasra 6sztonozte dket. A felkésziilési id6 atlagosan 5,5 6rardl 12
Orara nétt a kérdéivre adott valaszok alapjan (lasd 85. oldal). Az eszk6z6k és modsze-
rek sikeres megvalasztasaval az énhatékonysag is nétt. Azon tal, hogy sikeresen tel-
jesitették a matematikan beliili feladatokat, fejlodott a digitalis eszkdzok hasznalata-
ban val6 jartassaguk és az idegen nyelveken folytatott kommunikacio (javasolt ide-
gennyelvil alkalmazésok, taneszk6zok, szakirodalom, ...).

A matematikéval szembeni elditélet lebontasara a kognitiv, az érzelmi €s a viselkedési
Osszetevok oldalarol torekedtem. Ezt szolgélta a jatékositds, a kooperativ tanulasi
technikak alkalmazésa (a tarsakhoz kapcsolodo pozitiv élmények) és az el6hivasos
tanulasi modszer. A kognitiv hatdsokat a hallgatok munkéibol (zarthelyi, vizsgadol-
gozat), az érzelmi és a viselkedési hatdsokat elsdsorban kozvetlen megfigyeléssel, il-
letve hallgatéi visszajelzésekbol — sziineti beszélgetések, konzultaciok, kérddivek —
alapjan allapitottam meg. Pozitivabb lett a matematikahoz val6 hozzaallasuk, tobbé
nem hozzaférhetetlen, sot érdekes.

A hallgatok szerepe megvaltozott az oktatds soran. Maganbeszélgetések témaja lett a
tanulas is. Felvallaltak bizonyos tanari szerepeket, példaul feladatkészités, magyara-
zat, a tanari gép beallitasa, szoftver keresés.

Tanarként valoban megvaltozott a részvételem mindsége a matematikatanulasi, -tani-
tasi folyamatban. Modszertani céljaim (elokészités, levezetés, értékelés) elérésében
nagy segitségemre voltak az informatikai eszkdzok €s programok.

Nagyobb felelosséget vallaltam a tananyag kivalasztasaban, elrendezésében. Sziikség
szerint modositottam a munkamaddszert, a kornyezetet, {ilésrendet, ... Szamos szitud-
cioban eléadobdl tutor lettem (jatékositas, kooperativ modszerek, tudasmérd helyett
tudéasproba tipusu feladatlapok).

Sikeriilt elérni, hogy a tesztelés valoban a tanulési folyamat részévé valjon (el6hivasos
tanulas az MSc-n). Az esettanulmany soran szerzett pozitiv tapasztalataim alapjan be-
vezettem a BSc-s csoportjaimban is (pozitiv fogadtatassal). A moddszert javasoltam a
kollégaimnak is, a kidolgozott anyagaimat is rendelkezésiikre bocsatottam.
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Az egyetem altal biztositott technikai kereteket tartalommal toltottem meg, példaul e-
learning, szamitogép és projektor hasznalata.

A korabbinal tobbet mozogtam a tanteremben a hallgatok kozott, ami hozzajarult ah-
hoz, hogy eldaddbol tanacsaddva valjak. Szamos visszajelzést nem verbalis kommu-
nikaci6 atjan kaptam (megfigyeltem ket munka kozben, a sziineti beszélgetések alatt,
a munkaik mindségébdl, ...). A hallgatokkal vald kozvetlenebb kapcsolat a reflexio
gyakorisagat és Oszinteségét is befolyasolta.

A sajat munkam eredményességére visszatekintd, metakognicids szempontbol sajat
feljegyzéseimbdl és a hallgatok munkaibol kovetkeztettem. (Példaul egy tobbeknek
gyengén sikeriilt feladat alapjan valtoztattam a magyarazaton, a feladat szovegén vagy
a feladat nehézségén, bevezettem a ,,puskat”).

Az idomérleg elkészitéséhez meg kellett hataroznom (az oktatés keretrendszerén be-
lil) az elsajatitand6 fogalmakat, tételeket, eljarasokat és azok mélységét és azokat
kértem szamon (preferencia tablazat).

Az eredmények hasznositasa

Egy-egy sikeres kisérlet utan a modszertani, tananyagkivalasztasi és tananyagelren-
dezési ujitasaim tobbségét a sajat oktatéi munkamban megtartottam, kollégaimmal
megismertettem €és néhanyat sikeresen bevezettiink az oktatasba. Az eléhivasos tanu-
lasi modszert illetden a félév végi hallgatoi visszajelzések is pozitivek voltak.

Befejezéskent emlitiink néhdany tovabbi problémat és a megoldasokra vonatkozo javaslatot
A) Az emelt szintii matematika érettségi sziikségessége

A miiszaki fels6oktatasban tovabbtanul6 didkok jelentds része kozépszintii érettségit
tesz matematikdbol. A sikeres fels6fokti miiszaki tanulmanyokhoz a kdzépszintii
érettségi absztrakcids szintjét meghaladd matematikai kompetencidkra van sziikség,
pedig még a kozépszint kdvetelményeit illetden is komoly hidnyossag tapasztalhatok
(az elemi fiiggvények grafikonjanak, tulajdonsagainak felismerése, nevezetes azonos-
sagok ismerete, ekvivalens atalakitasi szabalyok alkalmazasa [4]).

Megfontolandonak tartom a miszaki felsGoktatasban az emelt szintii matematika
erettségi megkovetelését. Amennyiben tovabbra is helyettesithetd a matematika emelt
szint valamely mas targybol tett emelt szintii érettségivel, meg kellene vizsgalni, hogy
elegendd-e azok hatdsa a miiszaki felsdoktatasban sziikséges absztrakcids szinthez.
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B) Egyetemi tanulmanyok kiprobaldsa, probaegyetem

Tobb szakon érdemes lenne nyari iskola, illetve probaegyetem formajaban izelitét
adni az egyetemi képzésbol. Egyrészt tobbet megtudnanak a hallgatok a valasztott
szakrol (példaul a kornyezetmérnok nem kérnyezetvédd), masrészt azzal is szembe-
stilnének, hogy milyen kihivasokat jelentenek a fels6foka matematika tanulmanyok.
Mas orszagokban, példaul Ausztridban az egyetemi kurzusok koziil — kiilonleges hall-
gatoi statuszban — valaszthatnak az érdeklodok. Sikeres teljesités esetén beszamit a
tanulmanyaikba, de a sikertelen teljesités is fontos informacio szamukra.

C) Az ismeretek kapcsolatrendszerének megmutatdsa az oktatasban

A mesterképzésben fontos modszertani feladat a matematikai tartalomnak a matema-
tika mas teriileteivel, mas tudoméanyagakkal és a gyakorlattal val6 kapcsolatinak meg-
mutatasa, felismertetése.

D) 4 problémamegoldo képesség fejlesztése

Mivel a munka soran a menedzsereknek gyakran feladata, hogy maguk talaljak meg
az adott probléma kezeléséhez a megfeleld modellt, a menedzserképzésben is tobb
figyelmet és id6t érdemes a problémamegoldo képesség fejlesztésére, modellalkotasra
forditani.

E) Az eléhivdasos modszer alkalmazdsanak konnyitése

A kisérlet dokumentacidja szempontjabdl jobb lett volna, ha az 6ravégi kozvetlen eld-
hivas digitalis formaban, egy adatbaziskezeldvel rendelkezd digitalis platformon tor-
ténik. Igy az egyes orak végén masodpercek alatt kiderithet6 lett volna, hogy a cso-
port, illetve az egyén meddig jutott el.

F) A szovegértés és szovegértelmezés fejlesztése

A szdvegértés és szovegértelmezés matematikan beliili szerepével kapcsolatban a ko-
vetkezd dilemmat fogalmaznam meg: a talzott tomorség €s szakszerliség neheziti a
szoveg értelmezését, és igy nem donthetd el, hogy matematikai vagy szovegértési
kompetencia hatraltatja a megoldast. Ugyanakkor torekedni kell ra, hogy hallgatoink
az értelmiségi nyelvi rétegnek megfelelden értsék és hasznaljak a magyar nyelvet akar
szaknyelvrdl, akar kdznyelvrdl van szo.
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8. Osszefoglalas

Az egyetem elvégzése ota (1986) tanarként és sziiloként folyamatosan szembesiiltem
azzal, hogy a matematika nehéz, az egyetemi nehézségek hatterében gyakran az élta-
lanos és kozépiskolai tananyag hidnyos elsajatitasa all. A tananyag ,,ismételt” tanulasa
tudatilag és érzelmileg is nehézségbe titkdzik. A nem szakiranyu fels6fokti matemati-
katanitast neheziti, hogy a hallgatok til tomor, absztrakt formédban talalkoznak a tan-
anyaggal és nem latjak annak értelmét, jelentdségét, hasznat.

A muszaki értelmiségtol elvart élethosszig tartd tanulds, illetve az eurdpai kulcskom-
petencidk folyamatos fejlesztése feltételezi a kompetenciamotivaciot, elsdésorban az
énhatékonysag tudatot. Olyan mddszereket kerestem, amelyek segitségével ezek a cé-
lok a tanterv megvalodsitasa mellett, a matematikai tartalom sériilése nélkiil elérhetok.

2015 és 2024 kozott ilyen iranya kutatasokat végeztem az akkori SZIE Gépészkar,
illetve a jelenlegi MATE alapképzésének, illetve a mesterképzés miiszaki menedzser
szakanak matematika targyaival.

Kutatasaim kiterjedtek a tananyagkivalasztasi, tananyagelrendezési és kozvetitési kér-
désekre. Kidolgoztam, kiprobaltam és kiértékeltem szamos mddszertani 0jitast az al-
talam oktatott matematika tantargyakkal kapcsolatban.

2015-ben és 2018-ban esettanulmany keretében vizsgaltam a modszertani valtoztata-
soknak a matematikatanulas hatékonysagara gyakorolt hatasat az akkori GEK mii-
szaki menedzser (MSc) szak 6sszevont nappali és levelez6 tagozatan a Miiszaki-gaz-
dasagi matematika targy keretén beliil.

Egy kontrollcsoportos kisérletet végeztem a 2024/2025-0s tanév elsd félévében a
MATE-n a nem szakos matematikaoktatdsban a Matematika tantargyat hallgatok ko-
rében. Osszehasonlitottam a bemeneti matematikai kompetencidkat és a félévi ered-
ményt a kisérleti csoportban, a kontrollcsoportban, valamint a 442 {6s évfolyamon és
ezek egymashoz valo viszonyat is vizsgaltam.

A dolgozat 2. fejezete a kutatas hipotéziseit tartalmazza.

A 3. fejezetben probalkozasaim pedagogiai, pszichologiai és matematika didaktikai
hatterérdl irok.

A 4. fejezetben sorra veszem az alapfoku gépész képzésen oktatott matematika tar-
gyaimat, ismertetem a ,,mddszertani Ujitdsaimat”, azok hatékonysagat és a bevezeté-
stikkel kapcsolatos tanulsagokat (Matematikai alapok — jatékositas, Matematika I —
kooperativ tanuldsi modszer, digitalis kompetencia fejlesztése, Valdszintiségszamitas
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¢s statisztika, Jaték és matematika, E-tananyag: Matematikai érdekességek).

Az 5. fejezet témaja a miiszaki menedzser szakon folyo mesterképzés keretében okta-
tott Miiszaki-gazdasdgi matematika tantargy. Ismertetem és elemzem a targyhoz kap-
csolodo esettanulmanyokat, valamint tartalmi és modszertani javaslatokat teszek a ha-
tékonysag novelése érdekében.

A 6. fejezetben arrél a vizsgalatrol szamolok be, amelynek soran az el6hivasos mod-
szer elsé fazisanak — kozvetlen visszakérdezés — hatékonysagat mértem. A kisérleti
csoport, a kontrollcsoport és a 442 f0s évfolyam elorehaladésat statisztikai modsze-
rekkel hasonlitottam Ossze.

A 7. fejezetben modszertani ujitasaim eredményét vizsgalom a hipotézisek tiikrében
¢s kitérek néhany diszkusszios kérdésre.

A dokumentacio terjedelmes része a dolgozat végén talalhatdo Mellékletekbe keriilt.

A kutatas rovid bemutatasa

A modszertani Ujitdsaimat meghatarozo didaktikai elméletek koziil a legfontosabbak
a szabatossdg és az érthetéség egysége, a tananyagot meghatarozé fundamentdalis el-
vek, a jatékositds és a kooperativ technikak, valamint az eléhivdsos tanuldasi modszer.

A matematikai pontossag és az érthetdség kozott Kalmar Laszlo [8], Polya Gyorgy
[9] és Reiman Istvan [72] véleményével megerdsitve igyekeztem a kozéputat megta-
lalni. Megkiilonboztettem az irott €s a szobeli kozlés szabatossagi szintjét, a kiadott
segédanyagokban pontosabban szerepeltettem a szoban ,,elnagyolt” megfogalmazast.

A tananyag kivalasztasanal, elrendezésénél, feldolgozasanal Schweiger [34] funda-
mentalis elveit hasznéltam iranytiiként (torténeti, horizontalis, vertikalis €s human di-
menzid). Igyekeztem felkelteni €és ébren tartani a hallgatok érdeklddését, megkdnnyi-
teni a tananyag megértését és tartds bevésését. Olyan matematikai témakat és mod-
szertani megolddsokat kerestem, amelyek a hallgatonak a matematikarol és a sajat
problémamegoldasi eredményességérdl alkotott képét is kedvezden befolyasoljak.
Olyan szituacidba helyeztem az érintett matematikai fogalmat, eljarast, modszert,
amely kozelebb viszi azt a hallgatok mindennapi életéhez, munkdjahoz. Az operacio-
kutatas didaktikai jelentdségét példaul — a matematikai kompetencidk fejlesztésére
valo alkalmassagon tul — a kiemelkedé magyar eredmények, az ipari, kereskedelmi,
allamigazgatasi, honvédelmi alkalmazasi lehetdségek is novelik. A jatékelméletben
példaul olyan témat talaltam, amely a matematika irant érdeklddd és kevésbé érdek-
16d6 k6zonség szamara is érdekessé, hozzaférhetdveé tehet bizonyos matematikai mo-
dellalkotasi és problémamegoldasi modszereket [58].
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A jatékositas, valamint a kooperativ technikak elénye modszertani szempontbol, hogy
a jatékokra jellemzd pozitiv elemek (jatékossag, kivancsisag, szocializalas vagya, tu-
dasvagy kielégitése, kutatasi vagy és a tervezés igénye, teljesitményre vald térekvés,
fesziiltségigény, versenyszellem, szereplési és elismerés utani vagy) az ismert €s meg-
szokott jatéktevékenység soran az 11j tartalomra is atvihetok. A kooperativ munka ke-
retében a tanulok egyiitt dolgoznak és egyarant felelosek egymas tanulasi eredménye-
1ért €s a sajatjukért. A teriilet kutatoival egyetértésben azt tapasztaltam, hogy a szoci-
alis készségeken tul az ismeretek és az intellektualis készségek is fejlodtek [14], [16].
A tanitds sordn szamos jatékot magam készitettem, illetve ismert jatékokat alakitottam
at (Memoria és Hatokor Kartyajatékok, Ki nevet a végén tablajaték). A kooperativ
technikak kozil a ,.korforgast”, a ,,villam randit”, a ,,sorbarakast” és a ,.feladatkészi-
tést” hasznaltuk.

Pszicholdgiai vizsgélatok sora bizonyitja, hogy az eldhivasra, azaz a feleltetésre, a
ropdolgozatra és a dolgozatra forditott id6 nem vész karba, hanem a tanulasi folyamat
szerves részéve tehetd. A jol litemezett el6hivasok csokkentik a felejtést, valamint az
igy szerzett tudas konnyebben transzferalhato. Az elsé magyarorszagi kisérletek az
idegennyelv tanulasahoz kapcsolodtak [31], majd az ELTE Matematikai Tanulasel-
méleti Pszicholdgiai Kutatdcsoportja a matematikatanulas iranyaba is kiterjesztette a
vizsgalatot. 2015 és 2024 kozott magam is megfigyeltem a modszer hatasat a hallga-
tok tudasnovekedésére.

A kisérletek el6készitésében, lebonyolitdsdban és értékelésében jelentds segitséget
nyujtott az IKT. A kozponti tdmogatast eszkdzokon (e-learning, szovegszerkesztd,
grafikus szerkesztd, tablazatkezeld) tal 2018-ban sajat utakat is talaltam, illetve készi-
tettem az ordim szdmitdgépes tamogatasahoz (az 6rak eldkészitéséhez, megtartasa-
hoz), a hallgatok 6nall6 tanuldsdnak tdmogatasahoz és a tanulas eredményességének
méréséhez, a teljesitmény-visszajelzéshez. Leggyakrabban a Word, az Excel és a Red-
menta programokat hasznaltam. A hallgatok tanulasanak tamogatasara javasoltam
még a GeoGebra, Excel, Matrix Calculator, Solve a Bimatrix Game, Redmenta, illetve
a Wolfram Programming Lab alkalmazasokat [74], [75].

A kutatas soran moédszertani eszkozként a megfigyelést, a sziineti beszélgetéseket,
konzultaciokat, kérdéiveket, minta dolgozatot, vizsgamintat, tudasproba tipusu ha-
gyomanyos, illetve digitalis (Redmenta) feladatlapokat hasznaltam.

A kutatas dokumentacioja megfigyeléssel, kérdéivekkel, standardizalt felméréssel,
beszélgetéssel, konzultacioval, érdemjegyekkel, irdsbeli visszajelzésekkel, elsdsor-
ban feladatlapokkal valosult meg.
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Nem a matematika minden teriiletére iranyitottam ,,feliiletes” figyelmet, hanem egy-
egy kivalasztott témaban adtam részletekbe mend izelitét (a matematikai gondolko-
das, érvelés, problémamegoldas, modellalkotas, abrazolas, szimbdlumok hasznalata,
a matematikarol valé6 kommunikacid, valamint hagyomanyos és modern segédeszko-
z0k hasznalata). Torekedtem arra, hogy az egyes megoldasok receptszerli megjegy-
zése helyett a megoldasok atgondolasaval (metakognicio) stratégiakat alakitsanak ki
a hallgatok. A metakognicié nekem is segitett a munkam értékelésében, atdolgozasa-
ban. A tudasproba tipusu feladatlapok kelléen gazdag adatbazist biztositottak a mé-
lyebb Osszefiiggések vizsgalatahoz. A feladatlapok Osszeallitasakor arra torekedtem,
hogy ne a hianyz6, hanem a megszerzett tudas keriiljon el6térbe.

A torekvések megvalosulasat, az iranyok helyességét sajat reflexiom, illetve tanitva-
nyaim szobeli és irasbeli visszajelzése alapjan, kérddivek segitségével, megfigyelé-
sekkel, esettanulmanyokkal vizsgaltam.

Az MSc-n végzett esettanulmany pozitiv tapasztalatai alapjan a BSc-s csoportjaimban
is bevezettem az el6hivasos tanuldsi mddszert, ami a hallgatoknak is tetszett. A mod-

szert javasoltam a kollégdimnak is, a kidolgozott anyagaimat is rendelkezésiikre bo-
csatottam (6ravégi kérdéssorok, feladatlapok).

A hipotézisek és az eredmények a hipotézisek tiikrében (101. 0.)

H1 hipotézis

A vizsgalt médszerekkel mind a tanitasi 6rdkon, mind az egyéni tanulds soran fejleszthe-
tok a hallgatok kompetenciamotivacidjanak legfontosabb dsszetevoi (pl. az énhaté-
konysag, a sajat eredményességérol alkotott kép a matematikai problémak kezelését
illetéen [26]), a matematikai kompetenciak (lasd Reiss-féle kompetenciarendszer
[13]), az EU kulcskompetenciak szinte kivétel nélkiil [2].

H2 hipotézis

A kivalasztott modszerek tobb 1d6t és energiat igényelnek ugyan mind a tanar, mind
a hallgato részérdl, de pozitiv az iddmérleg. Mindségileg megvaltozik a diakok rész-
vétele a matematikatanulasi folyamatban. Mindségileg megvaltozik a tanar szerepe,
részvétele a tanulasi — tanitasi folyamatban. Az IKT eszkdzok nagy mértékben segitik
a kisérleti program megvaldsitasat.

Az alkalmazott tanulasi modszerek javitottak a matematikatanulas minoséget, hate-
konysagat. A BSc-n a kisérleti csoport hallgatoinak matematikai teljesitménye jobb
lett, mint a parhuzamos kurzusokban (46. o. és 98. 0.). Az MSc-s hallgatok teljesit-
ménye legalabb olyan j6 lett, mint a megel6z6 idészakban (92. 0.). Ugyanakkor az
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»ujitasok” kedvezden alakitottdk a matematikarol alkotott képet (érdekes, hasznos,
érthetd, ...), amint az MSc-sek altal kitoltott kérddivre adott valaszok, valamint a hall-
gatokkal folytatott beszélgetések mutatjak. A jatékositas és a kooperativ tanulasi mod-
szer fejlesztette az anyanyelvi kommunikaciot, a szocialis kompetenciat, a matemati-
kai kommunikaciot, a kompetenciamotivaciot és a metakogniciot (H1).

A moddszereim segitettek a matematikaval szembeni kognitiv, érzelmi és viselkedési
vonatkozasu gatlasok lebontasaban. A kognitiv hatasokat a hallgatok munkaibol (zart-
helyi, vizsgadolgozat), az érzelmi és a viselkedési hatasokat elsésorban kozvetlen
megfigyeléssel, illetve hallgatdi visszajelzésekbol — sziineti beszélgetések, konzulta-
ciok, kérddivek — alapjan allapitottam meg. Hallgatoim attitiidjében a legszembetii-
noébb valtozasként az énhatékonysag novekedését, a kudarctol valo félelem csokkené-
sét tapasztaltam. Példaul jelentdsen csokkent az olyan feladatok szdma, amelyhez
hozza sem kezdtek. Ez részben a feladatlapoknak tulajdonithato (H1).

A kérdoivekre adott valaszok alapjan a hallgatok tobb feleldsséget vallaltak a sajat
tanulmanyi eldmeneteliiket illetéen (H1).

Az oktatés keretrendszerén beliil meghataroztam az elsajatitando fogalmakat, tételeket,
eljarasokat és azok mélységét és azokat kértem szamon (preferencia tablazat) (H1).

A 2024-es vizsgalatban (93. 0.) az el6hivasos tanulas els6, kozvetlen fazisanak hatasat
elemeztiik. 442 hallgatdé bemeneti matematikai kompetenciait €s félévi teljesitményét
a kisérleti, illetve a kontrollcsoport adataival 6sszehasonlitva statisztikailag is igazol-
tuk, hogy az el6hivasos modszer elsd fazisa, az azonnali tesztelés jelentdsen befolya-
solta a hallgatok félévi teljesitményét. Ezt a relativ atlagok, a szoras és a kezdeti szint-
tel valo gyenge korrelacio mutatja (H1).

A hallgatok tanulasi-tanitasi folyamatban betdltott szerepe megvaltozott. Maganbe-
sz¢lgetések témdja lett a tanulés. Felvallaltak bizonyos tanari szerepeket, példaul fel-
adatkészitést, magyarazatot, a tanari gép beallitasat, szoftver keresést (H2).

A tanari szerep is megvaltozott, mas mindségben vettem részt a matematikatanulasi,
-tanitasi folyamatban (H2):

e Nagyobb feleldsséget vallaltam a tananyag kivalasztasaban, elrendezésében.

e Szamos szituacioban eldadobol tutor lettem (jatékositas, kooperativ modsze-
rek, tudasmérd helyett tudasproba tipusu feladatlapok).

e A korébbinal tobbet mozogtam a tanteremben a hallgatok kozott, ami hozza-
jarult ahhoz, hogy el6adobol tanacsadova valjak.
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Az IKT eszkozok nagy mértékben segitették a kutatasi program elokészitését, lebo-
nyolitasat és értékelését (H2).

A hosszu kisérletezésem bebizonyitotta, hogy lehet és érdemes jatékos, szines mod-
szereket bevezetni. A nem szakiranyll egyetemi matematikaoktatasban azonban to-
vabbi problémak varnak megoldasra (palyaorientacio, palyaalkalmassag, szovegértes,
emeltszintii érettségi, probaegyetem).
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9. Summary

Ever since graduating from university in 1986, as both a teacher and a parent, I've
continually faced the challenge that mathematics is difficult. The difficulties encoun-
tered at university often stem from an incomplete grasp of primary and secondary
school material. Repeatedly trying to learn this material is challenging, both cogni-
tively and emotionally. Teaching non-specialized higher mathematics is further com-
plicated by the fact that students encounter the subject matter in an overly condensed
and abstract form, without understanding its meaning, significance, or practical use.

Lifelong learning, expected of technical professionals, and the continuous develop-
ment of European key competencies, both presuppose competency motivation, pri-
marily a sense of self-efficacy. I sought methods that could achieve these goals along-
side curriculum implementation, without compromising the mathematical content.

Between 2015 and 2024, | conducted research in this area using the mathematics
courses within the bachelor's programs of the former SZIE Faculty of Mechanical
Engineering and the current MATE, as well as the Engineering Management special-
ization within their master's programs.

My research extended to questions of curriculum selection, organization, and deliv-
ery. | developed, tested, and evaluated numerous methodological innovations related
to the mathematics courses | taught.

In 2015 and 2018, | conducted case studies examining the impact of methodological
changes on the effectiveness of mathematics learning within the "Engineering and
Economic Mathematics™ course for the combined full-time and part-time sections of
the Engineering Management (MSc) program at the then GEK.

I conducted a control group experiment during the first semester of the 2024/2025
academic year at MATE, involving students enrolled in the "Mathematics” course
within non-specialized mathematics education. I compared the incoming mathemati-
cal competencies and semester results in the experimental group, the control group,
and the entire 442-student cohort, also examining their interrelationships.

Chapter 2 outlines the hypotheses of the research.

In Chapter 3, | describe the pedagogical, psychological, and mathematics didactics
background of my endeavours.

Chapter 4 systematically presents the mathematics courses | taught in the bachelor's
Mechanical Engineering specialization, detailing my "methodological innovations”,
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their effectiveness, and lessons learned from their implementation (Basics of Mathe-
matics — gamification, Mathematics | — cooperative learning methods, digital compe-
tency development, Probability and Statistics, Games and Mathematics, E-textbook:
Mathematical Curiosities).

Chapter 5 focuses on the Engineering and Economic Mathematics course taught
within the master's program for Engineering Management. | describe and analyse the
related case studies and propose content and methodological suggestions for increas-
ing effectiveness.

In Chapter 6, | report on the study that measured the effectiveness of the first phase
of the retrieval practice method — direct recall. | used statistical methods to compare
the progress of the experimental group, the control group, and the entire 442-student
cohort.

Chapter 7 examines the results of my methodological innovations in light of the hy-
potheses and addresses several discussion questions.

A substantial part of the documentation is included in the Appendices at the end of the
dissertation.

Brief Introduction of the Research

Among the didactic theories that shaped my methodological innovations, the most
important are the unity of rigor and comprehensibility, the fundamental principles
defining the curriculum, gamification and cooperative techniques, and the retrieval
practice learning method.

Regarding the balance between mathematical precision and comprehensibility, |
aimed to find a middle ground, supported by the views of Laszl6 Kalmar [8], Gyorgy
Poélya [9], and Istvan Reiman [72]. | distinguished between the level of rigor required
for written versus oral communication, ensuring that the written supplementary mate-
rials presented more precise formulations of concepts that might have been "simpli-
fied" verbally.

When selecting, arranging, and processing the curriculum, 1 used Schweiger's funda-
mental principles [34] as a guide (historical, horizontal, vertical, and human dimen-
sions). | aimed to spark and maintain students' interest, facilitate their understanding
of the material, and ensure its lasting retention. | sought mathematical topics and
methodological solutions that would favourably influence students' perception of
mathematics and their own problem-solving effectiveness. | placed relevant mathe-
matical concepts, procedures, and methods into situations that connected them more
closely to students' daily lives and work. For instance, the didactic significance of
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operations research is enhanced not only by its suitability for developing mathemati-
cal competencies but also by outstanding Hungarian achievements in the field and its
application possibilities in industry, commerce, public administration, and defence. In
game theory, for example, | found a topic [58] that could make certain mathematical
modelling and problem-solving methods interesting and accessible to both mathemat-
ics-interested and less interested audiences.

From a methodological perspective, the advantage of gamification and cooperative
techniques is that the positive elements characteristic of games — playfulness, curios-
ity, desire for socialization, satisfaction of the desire for knowledge, drive for research
and planning, striving for achievement, need for tension, competitive spirit, and the
desire for performance and recognition — can be transferred to new content during
familiar and customary play activities. Within the framework of cooperative work,
students collaborate and are equally responsible for each other's learning outcomes as
well as their own. In agreement with researchers in this field, I found that beyond
social skills, knowledge and intellectual skills also developed [14], [16]. During teach-
ing, | personally created numerous games and adapted existing ones (e.g., Memory
and 6 nimmt! card games, Ludo board game). Among the cooperative techniques, we
used "Revolving Circle", "Speed dating", "Sequencing”, and " Send-a-Problem".

A series of psychological studies demonstrate that time spent on retrieval practice —
that is, on oral examinations, quizzes, and tests — is not wasted but can be made an
integral part of the learning process. Well-timed retrieval exercises reduce forgetting,
and the knowledge acquired this way is more easily transferable. The first experiments
in Hungary were related to foreign language learning [31], and later, the ELTE Theory
of Learning Mathematics Research Group extended the investigation to include math-
ematics education. Between 2015 and 2024, | also observed the method's effect on
students' knowledge growth.

ICT provided significant assistance in the preparation, execution, and evaluation of
the experiments. Beyond centrally supported tools (e-learning platforms, word pro-
cessors, graphics editors, spreadsheets), in 2018 | also found or created my own ways
to provide computer support for my classes (for preparing and conducting lessons), to
support students' independent learning, and to measure learning effectiveness and pro-
vide performance feedback. Most frequently, I used Word, Excel, and Redmenta. To
further support student learning, | also recommended applications such as GeoGebra,
Excel, Matrix Calculator, Solve a Bimatrix Game, Redmenta, and Wolfram Program-
ming Lab [74], [75].
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During the research, | used observation, informal discussions during breaks, consul-
tations, questionnaires, sample assignments, exam samples, and traditional and digital
(Redmenta) knowledge assessment type worksheets as methodological tools.

The documentation of the research was carried out through observation, question-
naires, standardized surveys, discussions, consultations, grades, written feedback, and
primarily through worksheets.

I did not direct "superficial™ attention to every area of mathematics; instead, | provided
a detailed taste of selected topics (mathematical thinking, reasoning, problem-solving,
modelling, representation, use of symbols, communication about mathematics, and
the use of traditional and modern aids). | strived for students to develop strategies
through reflecting on solutions (metacognition), rather than merely memorizing solu-
tions like recipes. Metacognition also helped me evaluate and revise my own work.
The knowledge assessment type worksheets provided a sufficiently rich database for
examining deeper correlations. When compiling the worksheets, 1 aimed to highlight
acquired knowledge rather than focusing on missing knowledge.

| assessed the realization of these endeavours and the correctness of the chosen direc-
tions through my own reflection, as well as based on verbal and written feedback from
my students, with the aid of questionnaires, observations, and case studies.

Based on the positive experiences from the case study conducted in the MSc program,
I also introduced the retrieval practice learning method to my BSc groups, which stu-
dents also appreciated. | recommended the method to my colleagues as well, making
my developed materials (end-of-class question sets, worksheets) available to them.

Hypotheses and Results in Light of the Hypotheses

Hypothesis H1

Through the methods investigated, the most important components of students' com-
petency motivation (e.g., self-efficacy, their perception of their own effectiveness in
handling mathematical problems [26]), mathematical competencies (see Reiss's
competency framework [13]), and almost all of the EU key competencies [2] can be
developed, both during teaching hours and through individual study.
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Hypothesis H2

Although the selected methods require more time and effort from both the teacher and
the student, the time balance is positive. Students' participation in the mathematics
learning process changes qualitatively. The teacher's role and involvement in the
learning-teaching process also change qualitatively. ICT tools significantly aid the
implementation of the experimental program.

The applied learning methods improved the quality and effectiveness of mathematics
learning. In the BSc program, the mathematical performance of the experimental
group students was better than in parallel courses. The performance of MSc students
was at least as good as in the preceding period. At the same time, the "innovations”
favourably shaped the perception of mathematics (interesting, useful, understandable,
etc.), as shown by the responses to questionnaires filled out by MSc students and dis-
cussions with students. Gamification and the cooperative learning method developed
native language communication, social competence, mathematical communication,
competency motivation, and metacognition (H1).

My methods helped in breaking down cognitive, emotional, and behavioural inhibi-
tions towards mathematics. Cognitive effects were determined from students’ work
(midterms, exam papers), while emotional and behavioural effects were primarily es-
tablished through direct observation and student feedback — from discussions during
breaks, consultations, and questionnaires. The most striking change | observed in my
students' attitudes was an increase in self-efficacy and a decrease in the fear of failure.
For example, the number of tasks they didn't even attempt significantly decreased.
This is partly attributable to the worksheets (H1).

Based on the responses to the questionnaires, students took more responsibility for
their own academic progress (H1).

Within the framework of the education, | defined the concepts, theorems, and proce-
dures to be mastered, as well as their depth, and these were what | assessed (preference
table) (H1).

In the 2024 study, we analysed the effect of the first, direct phase of retrieval practice.
By comparing the incoming mathematical competencies and semester performance of
442 students with data from the experimental and control groups, we statistically con-
firmed that the first phase of the retrieval practice method — immediate testing — signif-
icantly influenced students' semester performance. This is shown by the relative aver-
ages, the standard deviation, and the weak correlation with the initial level (H1).
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The students' role in the learning-teaching process changed. Learning became a topic
of private conversations. They took on certain teacher roles, such as preparing tasks,
explanations, setting up the teacher's computer, and searching for software (H2).

The teacher’s role also changed; I participated in the mathematics learning and teach-
ing process in a different quality (H2):

e | took greater responsibility in selecting and arranging the curriculum.

¢ In numerous situations, | transitioned from lecturer to tutor (gamification, co-
operative methods, using knowledge assessment type worksheets instead of
traditional tests).

e | moved around the classroom among the students more than before, which
contributed to my transformation from lecturer to advisor.

ICT tools greatly assisted the preparation, execution, and evaluation of the re-
search program (H2).

My lengthy experimentation proved that it is possible and worthwhile to introduce
playful, diverse methods. However, further problems await solution in non-special-
ized university mathematics education (career orientation, career aptitude, reading
comprehension, advanced level secondary school leaving exam, trial university programs).
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Mellékletek

1. melléklet: Kérdoiv, 2015

Beszélgetés elkezdése

Gondolkodas

Eddigi matematika
(pl. kozépiskola)

Matematika |

Motivaltsag

4 Ora, tanar személye

Kérdoiv Matematika II targy, 2015. tavaszi félév
Titoktartas, név nélkiil, nem kotelez6 valaszolni
Mi az érdeklddési kore?
Mire biiszke?
Szeret-e logikai jatékot jatszani?
Ha igen, melyiket inkabb? (van ellenfél — sakk, malom, nincs ellenfél —
sudoku, paszidnsz)
Ha nem, akkor milyen jatékot?
Egy uj jatéknal szeretné-e, hogy a jatékszabalyokon tul taktikai tanacso-
kat is adjanak, vagy szeretné maga kitalalni?
Milyen matematika tanarai voltak?
Hogy érezte magat matematika orakon?
Milyen a viszonya a matematikahoz?
Tanitottam-e¢ mar? Melyik targybol?
Mikor jart Matematika I-re?
Hanyas lett Matematika I-b61?
Milyen rendszeresen jart eldadasra?
Mennyit értett az eladasbol?
Mennyire tudta hasznalni a gyakorlaton az el6adason tanultakat?
Hanyadik targyfelvétele ez?
Fontos-e, hogy most elvégezze a targyat? Miért?
Oriil-e annak, hogy a targy 3 helyett 4 6ras?
nem oril --- mindegy --- ortil
Fontos-e, hogy melyik tanarhoz keriil?
nem fontos --- kbzepesen fontos --- fontos
Miért ezt a csoportot valasztotta?
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2. melléklet: Memoriajaték paklijai

Kezdé memoria kartydk 3 hatvanyainak gyakorlasahoz

(311)0 1
3 (392

35 . 36 2

35.34 3
36 33
33

3-33 34
310 35

3-34

3234 36

3-(32- 3% 37
(32)4— 38
(33)3 39

Memoria kartydk a logaritmus értékének meghatarozasdhoz

log, 8 3
1
log, >3 -3
log, 1 0
1
logs V5 >
2 2
logs 53 3
logs 25 2
1
logs oz -2
log, —2 nem értelmezett
1
log, V2 3
210g2 5 5
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Memoria kartyak a logaritmus azonossagainak gyakorldsdhoz

lg20 —1g4 lg5
lg4 +1g5 1g 20
lg24 —1g4 lg6
lg4 +1g6 lg 24
3-1g2 g8
2-1g3 g9
lg4 +1g4 lg16
lg10-1g30 1g30
lg12
1g_10 lg12

Memoria kartyak a négyzetgyokos kifejezésekre

szorzat négyzetgyoke V50 5-v2
V20 25
V18 3-v2
V12 23
nevezetes azonossagok (\/E + 1)2 34+2-V2
(VZ+v2)’ 8
VZ+1)’ 3+2-V2
(VZ-2)° 2-v2)°
(Vz+1)-(V2-1) 1
(3+2)- (3-2) 7
o 1 2
nevezd gyoktelenitése 7 -
2
v2 7
1
V2+1 v2-1
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Memoria kartydk szogfliiggvények gyakorlasdhoz

Nevezetes szogek értékei fokban €s radidnban

30°
60°

90°

o

120

o

45

o

135

o

150

o

270

o

180
360°

¥ av|Fo|de|feav|Yriawiacia

Nevezetes szogek szinuszanak, illetve koszinuszanak pontos értéke

sin 0
T
Sin g
T
sin 7

.
sSin —

sin —
sin (—

sin

NI W AR A
N D N—r N—

&,
=

%]
=
=
A/? ~—~

3
cos =
2
b3

cos—
3

b3
cos—
4

[

cos—
6

cos0

21
cos 3

3
cos 2

5
cos Z

cosm
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Nevezetes potszogparok szinusza €s koszinusza kozotti kapcsolat

sin 0’ cos 90°
sin 30° cos 60°
sin 45° cos 45°
sin 60° cos 30°

sin 90° cos 0

Szogfliiggvények paritasa

sin (—x) —sin x

cos (—x) cos x

—cos (—x) —Cos x

tg (—x) —tgx

Adott szog szogfiiggvényei kozotti kapcsolat (tobb egyenld értékii kartyalap van)

sin?x + cos?x 1 A
sinx to x B
cosx 8

1

ctg x tg—x C

t ! B

8% ctgx

tgx-ctgx 1
T

tg x ctg ( o x) B
3

ctg x tg (E - x) Cc

128



melléklet: Matematikai kartyalapok a Vigyazz 6! jatékhoz

Va0 20 + 30 50 + 10
0 - 120.3 V2-4/8
J10 10 10
8+8 1 N 6
T+7+47 8+8+ 1 2300 33.3-1 100- 8
3 3 372 23 50
1 17 - 65
1+2:6 30.14 3+2:6 — 232
4-2 65
19 -1-1 60 - 31 1 66371 17223 3-23
9 14 2
50271 25 + 3° 1 100 =+ V29 31+ (-1)3
3
31+ 31 17
16:= 99.3-1 100 - — 70271 2% 37
2 50
5 4 3/ 3 3 21
22 1
22 46 + 46 _
40.43 1 90-2-1 (-1 + 46 1
2 2 8
1 19 ; 53
_— 252 1.2 Y — —1)°+55
= 5175 V52 —~ (-1
58 2159 2030
7021 56 - 5° 2 =
>7 120 21 10
1
31 1 17 - 65 _
5% + 60 _. o —
50 100 21 82 17 %
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4. melléklet: Ki nevet a végén ,,szerencsekartyak”

Nevezetes azonossagok felismerése

(x + 3)? (4 + x)? (x — 4)? (2 —x)?
(5 — x)? (—x + 2)2 (=3 +x)? (—x —3)?
1 1
(=2 — x)?2 B+x)B-% | @-02+x) (§+x> (E_x>
Szorzatta alakitas, egyenletmegoldas
2x—-3)(x+1)=0 x(x+5)=0 2x+3)(x+2)=0
2x(x—3)=0 (x—4)3x=0 2x+ 1% =0
x2+7x=0 2x2+8x =0 x2-16=0
x2+16=0 2x2—-8=0 2x2+8=0

x242x+1=0

x> —4x4+4=0

(x—1D?*(x+3)?%=0

4x+2)(x=3)3%=0

x(x+1D(x+2)2=0

2x(x+5)x2=0

x?2+2x)(x+1) =0

2x+2)(x+x*) =0

Elemi alapfliggvények, valamint egyszerii transzformaltjaik grafikonjanak abrazo-

lasa
fx) =+x fx) =x3 f(x) =x*
f(x)=% f(x)zx—l2 f(x) =sinx
f(x) =cos x f(x) =tgx f(x) =e”
f(x)=Inx fx)=x—-4 f(x)=5—-x
f(x)=8x;r4 f@) = (x=2) fx) = (x+2)2+3
f() =5—x? FO=3+3x | f0) =+ - -1
fx)=((x—-3)(x+3) fx)=e7*
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5. melléklet: Fiiggvényvizsgalat 1. és Fiiggvényvizsgalat 11.

Megkeresem a derivalt fiiggvény zérushelyeit.

Ahol a derivalt eldjelet valt, ott az eredeti fliggvénynek helyi/lokalis szélsGérték helye van. A
fiiggvény menetébdl latszik, hogy ez helyi minimum vagy maximum.

Rendezze sorba az egyes 1épéseket! (Fiiggvényvizsgalat 1.)

Ahol a derivalt nem valt el6jelet, ott az eredeti fliggvények nincs helyi/lokalis széls6érték helye.
Az els6 derivalt segitségével az eredeti fliggvény menetének meghatarozasa.

Az elsé derivalt segitségével az eredeti fliggvény szélséérték helyeinek meghatarozasa.

Tablazatot rajzolok. A tablazat elsé sordba azon x értékeket irom, ahol az eredeti fiiggvényt értel-
metlen, illetve ahol az els6 derivalt nulla.

Megoldom a derivalt egyenld nulla egyenletet.

A tablazat harmadik soraba az eredeti fiiggvény menetét rajzolom. Ahol az elsé derivalt negativ,
ott az eredeti fliggvény csokken, ahol az elsd derivalt pozitiv, ott az eredeti fiiggvény nd.

Derivalom a fliggvényt.

A tablazat masodik soraban az els6 derivalt fiiggvény irom. Elszor azt, ahol értelmetlen, illetve
ahol 0, a tobbi tartomanyt plusz/minusz eldjelekkel t61tom ki.

Rendezze sorba az egyes 1épéseket! (Fliggvényvizsgalat I1.)

A masodik derivalt segitségével az eredeti fiiggvényt alapjanak meghatarozasa.
Megoldom a masodik derivalt egyenld nulla egyenletet.

Megkeresem a masodik derivalt fiiggvény zérushelyeit.

A masodik derivalt segitségével az eredeti fiiggvény inflexids pontjainak meghatarozasa.
Ahol a masodik derivalt el§jelet valt, ott az eredeti fliggvénynek inflexids pontja van.

Kétszer derivalom a fliggvényt.

len, illetve ahol a masodik derivalt nulla.

Ahol a masodik derivalt nem valt eldjelet, ott az eredeti fiiggvénynek nincs inflexids pontja.
A tablazat harmadik soraban az eredeti fliggvény alakjat rajzolom. Ahol a masodik derivalt negativ,
ott az eredeti fliggvény konkév (szomort), ahol a masodik derivalt pozitiv, ott az eredeti fliggvény
konvex (mosolygos).

A tablazat masodik soraban a masodik derivalt fiiggvény irom. El6szor azt, ahol értelmetlen, illetve
ahol nulla. A tdbbi tartomanyt plusz/minusz eldjelekkel t61tom ki.

Tablazatot rajzolok. A tablazat elsé soraba azon x értékeket irom, ahol az eredeti fiiggvényt értelmet-
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6. melléklet: A Miiszaki-gazdasagi matematika tantargyi ismertetéje 2015.

Szent Istvan Egyetem

Gépészmérndki Kar

o o 2015. szeptember
Matematikai és Informatikai Intézet 015. szeptembe

TANTARGYI ISMERTETO

A tantargy cime és kodja (magyarul, angolul): Miiszaki-gazdasagi matematika / Engineering and
Economic Mathematics SGMMAX02XMN, SGMMAX02XML

Targyfelelds: Dr. Sebestyén Zoltan egyetemi docens
Targyfelels koordinator: Dékany Kornélia Eva tanszéki mérnok
Hallgatok: GEK miiszaki menedzser (MSc) szak nappali és levelezé tagozat.

A targy legfébb célja: a korabbi matematikai targyakra épitve olyan tovabbi alapveté matematikai
és statisztikai ismeretek atadasa, amelyek - a miiszaki targyak matematikai igényén tilmenden - a
miiszaki menedzsment teriiletén sziikséges legfontosabb dontéstamogatasi modellek alkalmazasat
segitik. Konkrétan: Kiegészitd ismeretek a vektoranalizis, a kozonséges és a parcialis differencial-
egyenletek ¢s a kdzgazdasagtani modellek teriiletén. A targy tovabbi célja Gjabb készségek kialaki-
tasa a szerzett ismeretek szamitogépes alkalmazasaban.

A tantargy a miiszaki-gazdasagi teriileten a problémafeltarast megalapoz6 matematikai ismereteket
ad at. Er6siti a hallgatok problémamegoldo technikait, fejleszti az elemz6 és dontéshozo készségii-
ket, az egzakt fogalmi és algoritmikus gondolkodasukat.

El6tanulmany: Matematika I-I1. (a miiszaki menedzser alapszak targyai vagy azokkal egyenértékii
targyak)
Vizsgakovetelmény: kollokvium (6 kredit)

Tematika — Nappali és levelez6 tagozat:

1. kotelez6 konzultacid — 2015. szeptember 4. 8:15-12:30

Az operaciokutatas jellemz6 vonasai. Gyakorlati problémak. Alapvetd fogalmak. Linearis progra-
mozasi feladatok geometridja. A megengedett tartomany és tulajdonsagai. Extremalis pontok és
optimalitas. Grafikus megoldés. A szimplexmoddszer.

2. kotelez6 konzultacid — 2015. oktober 16. 8:15-12:30

Grafelméleti alapok. A legrovidebb ut probléméja. Minimalis feszitdfak. A Leontief-féle input-
output modell.

3. kotelezd konzultaci6 — 2015. november 13. 8:15-12:30

8:15-9:00 Zarthelyi dolgozat

Jatekelmélet. Kétszemélyes zérd dsszegii jatékok. Nyeregpontjatékok. Tiszta és kevert stratégiak.
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4. kotelez6 konzultacié — 2015. december 4. 8:15-12:30
Differenciadlegyenletek. Szétvalaszthato valtozoju, elsé- és masodrendi linedris differencialegyen-
letek.

Irodalom:
Gddényné Hajdu Gabriella: Miszaki-gazdasagi matematika — elektronikus jegyzet

Kovetelmények:

A tantargy pontértéke: 100 pont, amelybdl a félév soran 50, a vizsgan 50 pont érheto el.

A félév elismerését kifejezd aldiras megadasanak feltétele:

Az alairas megszerzéséhez sziikséges a kotelezé konzultdcidkon vald részvétel és a zarthelyi dol-
gozat eredményes megirasa, amihez legalabb 20 pontot kell elérni. A Tanszék 2 alkalmat biztosit,
melyek ingyenesek. Azok a hallgatdk, akik ezen 2 alkalom soran nem érik el a minimalis 20 pon-
tot, azt a tantargy ismételt felvételére kotelezziik!

A vizsga/kollokvium alkalmaval a hozott pontokhoz tovabbi 50 pont szerezhetd.

Vizsgara jelentkezni vagy jelentkezést lemondani a NEPTUN rendszerben kell. Vizsgara jelent-
kezni a vizsga napjat megel6z6 nap déli 12 6rajaig van lehetdség. A vizsga irasbeli. A vizsgadol-
gozat 50 pontos, az osztalyzat megallapitasa a kovetkez6 modon torténik:

0 — 50 pont elégtelen (1)

51 — 60 pont elégséges (2)

61 — 75 pont kozepes (3)

76 — 85 pont jo (4)

86 — 100 pont  jeles (5)

Godolls, 2015. szeptember 1.

(Dékany Kornélia Eva) (Dr. Sebestyén Zoltan)
targyfelel6s koordinator targyfelelds
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7. melléklet: Részlet a linearis programozasra vonatkozo tudasprobabol —
szimplex modszer

Feladat: Egy pékségben csokis kaldcsot és kakads csigat készitenek. Egy csokis kalacs elkészitéséhez
3 dkg kakaodra, 40 dkg lisztre és 2 dl tejre és 3 dkg €lesztore van sziikség. Egy kakaos csiga nyers-
anyagsziikséglete 0,8 dkg, 5 dkg, 0,6 dl és 0,5 dkg (a fenti sorrendben). A raktarban 0,7 kg kakad,
800 kg liszt, 100 I tej és 0,6 kg élesztd van. Egy kalacson 100 Ft, egy kakads csigan 20 Ft haszon van.

Hény kalacsot és csigat siissenek, hogy a haszon maximalis legyen?
A megoldas lépései.:

1. 1épés: Tablazatba foglaljuk az adatokat.

hozzavalok csokis kalacs kakaos csiga szabad kapacitas
kakao (dkg) 3 0,8 700

liszt (dkg) 40 5 800000

tej (dI) 2 0,6 1000

éleszt6 (dkg) 3 0,5 600
nyereség/egység (Ft) 100 20

2. 1épés: Jelolje x1 a csokis kalacs, x, pedig a kakads csiga darabszamat. Ezek segitségével felirjuk a
korlatozo feltételeket.

3x; +0,8x, <700
40x, + 5x, < 800000
2x; + 0,6x, <1000
3x; +0,5x, < 600
x;=206sx, >0

3. 1épés: Felirjuk a célfiiggvényt az adatokbol.
A célfiiggvény: Z(xq; x,) = 100x; + 20x,
Megallapitjuk, hogy milyen tipust szélsdértéket keresiink.
A célfiiggvény maximumat keressiik, hiszen maximalis haszonra toreksziink.
4. 1épés: A korlatozo feltételeket — eltérésvaltozok segitségével — azokkal ekvivalens egyenletekké
transzformaljuk. Ehhez hany eltérésvaltozora lesz sziikségilink? Miért?
Mivel 4-féle hozzavald van, ezért 4 korlatozo feltétel vonatkozik rajuk. A 4 korlatozo feltétel 4 elté-
résvaltozot hoz be.
5. 1épés: Az eltérésvaltozok hozzavételével atalakitjuk az egyenlStlenségrendszert egyenletrendszerré.
3x, +0,8x, +z; = 700
40x, + 5x, + z, = 800000
2x; + 0,6x, + z3 = 1000
3x; + 0,5x, + z, = 600
Ehhez az egyenletrendszerhez is elkészitjiik a célfiiggvényt. Mivel a kvazitermékek se nyereséget, se

veszteséget nem hoznak, igy nem valtozik a célfiiggvény értéke.
Z(x;V;Z1; 293 233 24) = 100x; +20x, +0-2, +0-2, +0-23+ 0z,
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6. 1épés: Kiolvassuk az x; = x, = 0 extremalis ponthoz tartozé bazismegoldast. Ebben a pontban
meghatarozzuk a célfiiggvény értékét.
X%, =x, =0,z; = 700,z, = 800000, z; = 1000; z, = 600,
a célfiiggvény értéke:
Z(x;V;71; 293 235 24) = 100-04+20-04+0-2, +0-2, +0-23+0-2, = 0.

7. 1épés: Felirjuk az egyenletrendszerrel ekvivalens, a Gauss-eliminacié hasznalata soran szokasos
tablazatot. Feltiintetjiik a bal oldali oszlopban a bazisvaltozokat, valamint a célfiiggvény egyiitthatoit
és eértékét is.

X1 X Z4 Z, Z3 Zy b
I z 3 0,8 1 0 0 0 700
Il. Z, 40 5 0 1 0 0 800000
1. Z3 2 0,6 0 0 1 0 1000
V. Z4 3 0,5 0 0 0 1 600
C c 100 20 0 0 0 0 0

8. 1épés: Megvizsgaljuk, hogy optimalis-e ez a megoldas.

Nem optimalis, mert a célfiiggvény értéke 0, nincs bevétel.
9. 1épés: A (0;0) helyett egy masik extremalis pontba 1épiink. x; és x, koziil valamelyiket bevessziik
a bazisba.

Most az x, -et valasztjuk, mert annak a szorzdja nagyobb.

10. 1épés: Eldontjiik, hogy melyik bazisvektor helyére keriiljon az x;.
Mivel el akarjuk keriilni, hogy a b oszlopban negativ szam legyen, ezért a b és x; oszlopokban all6
szamparok hanyadosai koziil (- ~ 233,33; 2252 = 20000; 2= = 500; 2= = 200) a legkisebb
pozitiv szam soraban allé bazisvektorra cseréljiik x;-et.
Most ezek koziil az utolso a legkisebb pozitiv szam, ezért x; -re cseréljiik a negyedik bazisvektort, a
z,-et.
11. 1épés: Ahhoz, hogy az x;negyedik bazisvektor lehessen,
a) a 4. koordinatajanak 1-nek kell lennie.
b)—d) a tobbi koordinatajanak 0-nak kell lennie.

a) A negyedik sor minden elemét 3-mal osztjuk (IV' = %).

X1 Xy zZ; Z, Z3 Z b
I Z 1 0 0
Il. Z, 0 1 0
1. Z3 0 0 1
Iv. X 1 1 0 0 0 1 200
6 3
C c
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b) x; els6 koordinatajat az Gj 4. sor —3-szorosanak hozzaadasaval eliminaljuk
('=1-3-1v".

3

— 1 0 0 -1 | 100
10

I'=1-3-1v z | 0

€) x; masodik koordinatajat az 1j 4. sor —40-szeresének hozzaadasaval eliminaljuk
(II'=11-40-1v").

Ir'=1-40-1v' Z, 0 —g 0 1 0 —4—30 792000

d) x, harmadik koordinatajat az 0ij 4. sor —2-szeresének hozzaadasaval eliminaljuk
(=11 -2-1v".

4 0 0 1 _Z 600

ar=mar-2-1' Z3 0 —
15 3

12. 1épés: A célfiiggvényben az uj bazisvektor oszlopaban is 0-nak kell allnia.

Ehhez a célfiiggvény x; alatti elemét az 0j 4. sor —100-szorosanak hozzaadasaval eliminaljuk
(C'=C—-100-1V").

c'=C—-100-1v' c 0 ? 0 0 0 —? -20000
Az els6 bazisvektor cseréje utan az 0j tablazat:
b Xy Z; Z, Z3 Zy b
Z; 0 i 1 0 0 -1 100
10
40
Zy 0 — E 0 1 0 —— | 792000
3 3
4 2
Z3 0 — 0 0 1 —— 600
15 3
1 1
X1 1 - 0 0 0 — 200
6 3
1 1
c 0 ?0 0 0 0 — % -20000

13. 1épés: Megvizsgaljuk, hogy optimalis-e ez a megoldas.

Nem optimalis, mert a célfiiggvény sordban még all pozitiv szam. Ujabb bazistranszforméaciora van
sziikség.

14. 1€pés: A 10-13 1épések ismétlésével ujabb baziscserét végziink.

A kapott tablazat:
X1 X, Zy Z, Z3 Zy4 b
1 1 1
- 0 1| ] o | 10| 1000
3 3 3
1 1
Z 0 0 @ 1 0 3 70 | 7133000
9 9 9
1
23 0 0 _> 0 1 Z 1550
6 6 3
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8 1300
X 1 0 > 0 0 d i
9 9 9
100 200 | 190000
c 0 0 | —— 1| o 0 | 2= -
9 9 9

15. 1épés: Megvizsgaljuk, hogy optimalis-e ez a megoldas.
Igen, mert a célfiiggvény soraban mar sehol sem all pozitiv szam.
16. 1épés: Kiolvassuk a tablazatbol a megoldast és meggondoljuk, hogy hol életszerti a tort és hol van
sziikkség a megengedett legnagyobb egész szam megkeresésére.
1000

X, = % ~ 144 darab csokis kalacsot és x, = - = 333 darab kakads csi-

gat kell siitni.
7133000

A hozzavaldkbol a raktarban z; = 0 dkg kakao, z, = 5 dkg liszt, z; =

? dl tej és z, = 0 dkg éleszt6 maradt.

Az optimalis pontban a célfiiggvény értéke 100 - % +20- % = 1909000 Ft.
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8. melléklet: Részlet a grafelméletre vonatkozé tudaspréobabdl — a minimalis fe-
szitofa megkeresése

Feladat: Keressiik meg az alabbi graf (egyik) minimalis feszit6fajat, irjuk fel az élsorozatot és adjuk
meg a minimalis feszit6fa sulyat.

A megoldas lépései:
1. 1épés: Kiindulunk valamelyik csucsbol.
(Mindegy melyik cstcsbél indulunk, mivel Gigyis minden csucsot fel kell fiizni.)
Az A csucsbol indulunk.
2. 1épés: Megkeressiik a kivalasztott csticsbol induld legkisebb sulyu élt.
A B, C,D,E,F,illetve G csucsok valamelyikébe mend élek koziil az AF a
legkisebb stulya. Ezért bevessziik az AF élt a minimalis feszit6faba.
3. 1épés: * Megkeressiik a mar kivalasztott csucsokat a még ki nem valasztott csucsokkal 6sszek6td
élek koziil a legkisebb sulyut.
Az A, illetve F csucsokbol a B, C, D, E, G csucsok valamelyikébe mend élek

koziil az FG a legkisebb sulyu. Ezért az FG élt bevessziik a minimalis feszito-
faba.

4. 1épés: Megkeressiik a kovetkezo legkisebb sulyu élt.
Az A, F, illetve G csticsokbol a B, C, D, E csucsok valamelyikébe mend élek

koziil a GB a legkisebb sulyu. Ezért a GB ¢lt bevessziik a minimalis feszito-
faba.

5. 1épés: Megkeressiik a kovetkezo legkisebb sulyu élt.

Az A, B, F, illetve G csticsokbol a C, D, E csticsok valamelyikébe mend élek
koziil a BD a legkisebb sulyu. Ezért a BD élt bevessziik a minimalis feszit6-
faba.
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6. 1épés: Megkeressiik a kdvetkezd legkisebb suly élt.

Az A, B, D, F, illetve G csticsokbdl a C és E csucsok valamelyikébe mend
élek koziil a BC a legkisebb sulyu. Ezért a BC ¢lt bevessziik a minimalis feszi-
t6faba.

7. 1épés: Megkeressiik a kovetkezd legkisebb sulyu élt.
Az A, B, C, D, F, illetve G cstcsokbol az E csticsba mend élek koziil az FE és
GE egyenl6 stlyu, ezért mindegy. hogy melyiket vessziik be a minimalis fe-
szit6faba, legyen FE.
8. 1épés: Felirjuk a minimalis feszit6fa élsorozatat.
A minimalis feszitéfa az AF, FG, GB, BD, BC és FE (vagy GE) élekbdl all.
9. 1épés: Kiszamoljuk a minimalis feszitofa stlyat.
6+7+8+6+7+10 = 44.

* A csucsok kivalasztasara ugyanaz a szabaly érvényes a tovabbi [épésekben is.
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9. melléklet: Részlet a differencialegyenletekre vonatkozo tudasprobabél — el-
sorendi, linearis, inhomogén differencialegyenletek megoldasi modszere

Feladat: Oldja meg az alabbi differencialegyenletet!
Y =2+ xty(1) =2,

3x
A megoldas 1épései:
1. 1épés: Megallapitjuk a differencialegyenletet tipusat (Elsérendii/Masodrendii; Linearis/Nem linearis; Homo-
gén/Inhomogén).

Elsérendii, Linearis, Inhomogén

2. 1épés: Levalasztjuk a homogén egyenletet.

y ==

T 3x

3. 1épés: Megoldjuk a homogén egyenletet.
Eredmény: y,s = Cx3
Részletezve: yp; = Cels® = ces™ = Cem %) = Cy,
4. Iépés: Meggondoljuk, milyen alakban kell keresniink egy partikularis megoldast.
1
Yp = C(x)-x3
oA . r_ Y : r_ Y 3/°% ’ r_ Y
5. 1épés: Meggondoljuk, hogy az y' = o homogén egyenlet, az y’ = =T Vx* inhomogén vagy azy' = =T
Vx*, y(1) = 2 inhomogén kezdetiértékes egyenlet megoldasa kell legyen a partikularis megoldas.
azy' = 3y—x + Vx* inhomogén egyenlet megoldasa
6. 1épés: Visszavezetjiik a feladatot egy egyszeriibb differencialegyenlet megoldasara.
C'(x) - x5 = Vxt.
7. 1épés: Kifejezziik C'(x)-et az egyenletbdl.
C'(x)=x
8. Iépés: Megadjuk C (x)-et az egyenletbdl.
C(x) = %xz
9. 1épés: Felirjuk a partikularis megoldast.
1 117

ypzzxz-x§=Ex§

10. 1épés: Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasahoz 6sszeadjuk a homogén egyenlet altalanos megoldasat
¢és az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat.
117
Viz = Cx3 + Ex3
11. Iépés: Figyelembe vessziik a kezdeti érték feltételt.
X helyére 1-et, y helyére 2-t irunk.
12. 1épés: Meghatarozzuk C értékét.
c=3
2
13. 1épés: Felirjuk az inhomogén egyenlet megoldasat.

1 7
y(x) = §x§ +%x5
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10. melléklet Tudasproba jatékelmélethez (2015)

1. feladat: Jellemezze és hasonlitsa 0ssze az alabbi matrixjatékokat!

4 1]-7]8 41 ]-7]8 4(5(-7]8
3lol-67] |-3]0]-6]7] [-3]0]-6|7
512034 |-1]2]3]4 515(6|7
0267 0l2]6]7 40567

32. abra Matrixjatékok.

Az els6 jatek jellemzésében segit ez a feladatlap. Hasonld mddon jellemezze a masik két jatékot. A
harom jaték 6sszehasonlitasaban tijra segit a feladatlap.
A megoldas 1épései:
1. 1épés: Megkeressiik a matrixjaték Osszes tiszta nyeregpontjat.
A nyeregponthoz kivalasztjuk a sorok szerinti minimumok maximumat, majd
az oszlopok szerinti maximumok minimumat. A keresztez6désiik a nyereg-

pont.
-411|-7|8|-7 4111-7]8 41 11-7|8 (-7
3|0(-6|7]|-6 3/0(|-6|7 3/0(-6|7]|-6
512342 5(2|3|4 5(2(3|4]|2
0]2(6|7]|0 0(2|6|7 0(2(6|7]0
5 2 6 8 5 2 6 8

Osszehasonlitjuk a sorminimumok maximumét és az oszlopmaximumok mini-
mumat.
Ebben az esetben mindegyik 2, tehat a (3; 2) tiszta nyeregpont.
Egyetlen nyeregpont van.
2. 1épés: Eldontjiik, hogy van-e optimalis stratégiapar.
A tiszta nyeregpont koordinatai adjak az optimalis stratégiapart.
A nyeregpont a (3;2), az els jatékosnak a 3., a masodik jatékosnak a 2. straté-
giat érdemes valasztania.
3. 1épés: Eldontjiik, hogy igazsagos-e a jaték?
K(3;2) = 2, aK kifizet6fliggvény értéke a nyeregpontban 2. A jaték nem
igazsagos, mert K > 0. A jaték az els6 jatékosnak kedvez, 2 Ft-ot nyer, ha az
optimalis stratégia szerint jatszik.
4. 1épés: Megvizsgaljuk, hogy mire vezet, ha az elsd, a masodik, illetve mindkét jatékos eltér az opti-
malis stratégiatol.
Ha csak az elsé jatékos tér el a nyeregponti stratégiatol, akkor 1, 0 vagy 2 a
nyeresége, tehat nem tud nagyobb nyereséget elérni, mint az optimalis straté-
giaval.
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5. 1épés:

Ha csak a masodik jatékos tér el a nyeregponti stratégiatol, akkor a jaték ered-
ménye -5, -3 vagy -4, ami nagyobb veszteség a nyeregponti stratégiahoz tar-
t0z6 -2-nél.

Az optimalis stratégiatdl valo eltérés esetén veszteségek, illetve nagyobb vesz-
téségek is eléfordulhatnak. Az optimalis stratégia éppen a veszteséget mini-
malizélja.

Osszehasonlitjuk az elsd feladatban megadott harom métrixjatékot.

1. jaték 2. jaték 3. jaték

tiszta nyereg- ,
3;2 41 3;1 3;2
oont (3:2) @D |GG
K(3;1) =

igazsagossag K@3;2)=2>0 K(4;,1)=0 KE?’J 2% 550
Mindharom jaték rendelkezik tiszta nyeregponttal, a harmadiknak két nyereg-
pontja van.
Az els6 és a harmadik jaték az els6 jatékosnak kedvez, a masodik jaték igazsa-
gos.

2. feladat: Jellemezze és hasonlitsa 0ssze az alabbi 2x2-es matrixjatékokat!

1|2 13
412 [2]-4

Az els6 jatek jellemzésében segit ez a feladatlap. Hasonld mddon jellemezze a masodik jatékot. A két

jaték osszehasonlitdsaban ujra segit a feladatlap.

A megoldas 1épései:

1. 1épés: Tiszta nyeregpontot keresiink.

Nincs nyeregpont, mert a sorminimumok maximuma (1) nem egyenld az osz-
lopmaximumok minimumaval (2).

2. 1épés: Mivel nincs tiszta nyeregpont kiszamitjuk, hogy mekkora valosziniiséggel érdemes az elso,

illetve masodik jatékosnak az egyes stratégiakat valasztania.

Az els6 jatékosnak az elso stratégiat
d—c —2-4 -6 6

atd—b—c 1+(-2)—2-4 -7 7
valdsziniiséggel érdemes valasztania.

crer

molhatnank, de tudjuk, hogy a két valdsziniiség dsszege 1, ezért a valdszinii-
. 6_ 1
ség 1 S=

A masodik jatékosnak az elsd stratégiat
d—b -2-2 4 4

atd—b—c 14(-2)—-2-4 -7 7

valoszintiséggel érdemes valasztania, mig a masodik stratégiat 1 — o= valo-

szinliséggel.

3. Iépés: Meghatarozzuk a varhat6 nyereséget mindkét jatékos szemszogébol.

142



Optimalis stratégiapar valasztasa esetén a jaték (varhatd) értéke az elsd jatékos
szamara
ad — bc 1-(-2)—2-4 -10 10

Voatd-b-c 1+(-2)-2-4 -7 _7°
A masodik jatékos szamara a varhato nyereség
bc —ad 2:4-1-(-2) 10 10
Voa+¥d—b-c 1+(-2)-2-4 -7 7
Nullosszegti jatékrol van szo, a masodik jatékos annyit veszit, amennyit az

P yoiriap o 10 (o 10 . 10
elsd jatékos nyer. Az els6 jatékos ~ -etnyer, a masodik ~ -et veszit, azaz ——

-et nyer.
4. 1épés: Osszehasonlitjuk a 10. abran megadott két matrixjatékot.
1. jaték 2. jaték
tiszta nyeregpont nincs nincs
1. 2. 1. 2.
strat. strat. strat. strat.
optimalis valasztasi 1. jaté- 6 1 1. jaté- 3 1
valoszinliségek kos 7 7 kos 4 4
2. jaté- 4 3 2. jaté- 7 1
kos 7 7 kos 8 8
a jaték értéke 10 E
7 4
Egyik jaték sem rendelkezik tiszta nyeregponttal.

3. feladat: Jellemezze és hasonlitsa 6ssze az alabbi bimatrixjatékokat!

Elsé jaték Masodik jaték
4] 4|4 1135 1/0]3 112
A=|1|-2]3 B=|-4|1]2 A= 2|34 B=|4]0]|o0
30100 124 321 1]-2]5

Az elsé jatek jellemzésében segit ez a feladatlap. Hasonlé modon jellemezze a masodik jatékot. A két
jaték osszehasonlitasaban Ujra segit a feladatlap.

A megoldas lépései:

1. 1épés: Tiszta nyeregpontot keresiink.

4144 11355 1|12
A=[ 1|23 B=| -4 2|2 c=| 1 2
30100 112 |-4]2 2

1 4 4

Az ,,A” matrix oszlopaiban megkeressiik a maximumot.
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A ,,B” matrix minden sordban megkeressiik a maximumot.
A ,,C” eredménymatrixban jelezziik, hogy melyik jatékosnak tartozik ahhoz a
cellahoz optimalis stratégia. A c12, c13, c21 az 1., a c13, ¢23, ¢32 a 2. jatékos
szempontjabol van megjeldlve.
A tiszta nyeregpontban mindkett szamara optimalis a stratégia, c13-ban az 1.
és a 2. jatékos is szerepel, tehat a nyeregpont koordinatai (1; 3).
2. 1épés: Megadjuk a tiszta nyeregponthoz tartoz6 optimalis stratégiapart.
A tiszta nyeregpont (1;3) koordinatai adjak az optimalis stratégiapart, az elsé
jatékosnak az 1., a masodik jatékosnak a 3. stratégia szerint érdemes jatszani.
3. 1épés: Meghatarozzuk a nyeregpontban varhaté nyereséget mindkét jatékos szemszogébol.
A KA Kkifizetéfiiggvény értéke az (1; 3) nyeregpontban K,(1;3) = 4, az els6
jatékos 4 Ft-ot nyer.
A KB kifizet6fliggvény értéke az (1; 3) nyeregpontban Kz(1;3) = 5, ama-
sodik jatékos 5 Ft-ot nyer.
4. 1épés: Ellendrizziik, hogy ha a jatékosok valamelyike eltér a nyeregponti stratégiatol, mialatt a ma-
sik tartja a nyeregponti stratégiat, akkor az egyensulyi stratégiatol eltérd jatékos nem tudja megno-
velni nyereményét.
Az els6 jatékos nem tud nagyobb nyereséget elérni, mint a nyeregponti straté-
giahoz tartozo 4, mert a tobbi stratégiahoz 3 vagy 0 tartozik.
A masodik jatékos sem tud nagyobb nyereséget elérni, mint a nyeregponti
stratégiahoz tartoz6 5, a nyeresége 3 vagy 1 lenne.
5. 1épés: Osszehasonlitjuk a 11. 4bran megadott két bimatrixjatékot.

1. jaték 2. jaték

az egyes jatékok (1:3) 2:1)
tiszta nyeregpontja ' '
elsd jatékos nyere-

K,(1;3) = 4 K,(2;1) = 2
. 4(1:3) ACE)

tsodik ‘atek N

ma§0d1 jatékos nye Ky(1;3) = 5 Ky(2:1) = 4
resége

4. feladat
Fogalmazzon meg olyan gyakorlati problémat, amely bimatrixszal irhato le!
a) Irjon le egy-két mondatban egy koordinalt jatékot és adja meg a jaték bimatrixat a 0 és 1
szamjegyek felhasznalasaval!
b) Irjon példat egy-két mondatban klasszikus fogolydilemmara és adja meg a bimatrixata 0, 1,
2 és 3 szamjegyek felhasznalasaval!
¢) Irjon le egy-két mondatban egy tobbszemélyes fogolydilemmat!
d) irjon le egy-két mondatban egy tobblépéses fogolydilemmat!
a) megoldasa:
Az egyik cégnek arrol kell dontenie, hogy X vagy Y tipusu csatlakozot fejleszt
ki a mobiltelefonjahoz, a masik cég arrél dont, hogy X vagy Y tipusu csatla-
kozohoz valé transzformatort fejleszt ki mobiltelefonokhoz.
A koordinalt jaték bimatrixa:
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b) megoldasa:
Amikor a megrendelt termék kiszallitasa (vagy elvégzett munka) és az érte
valo fizetés nem egyszerre torténik.
A klasszikus fogolydilemma bimatrixa:

A B
szallit nem szallit nem
(koop) | szallit (koop) | szallit
fizetek N 0 fizetek ) 3
{koop) (koop)
nem 3 1 nem 0 1
fizetek fizetek

¢) megoldasa:
A fogolydilemma tobbszemélyes, ha a masik ,,jatékos” egy kozdsség. Példaul:
bliccelés, adocsalas, kozjavak tilhasznalasa.

d) megoldasa:

A fogolydilemma tobblépéses, ha tobb menet van. Példaul: Axelrod versenyei.
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11. melléklet: Vizsgaminta — a feladatlap

A feladatlap bemutatasakor a megoldasra szant ires helyeket ,, ...”-tal jelzem.

Miiszaki- gazdasagi matematika nappali és levelez6 tagozat

VIZSGAMINTA 2018.

(a pontszamok: 3+22 + 5+4+16 + 8+9+8 + 6+12+7 =100 pont)

Ez a vizsgaminta 100 pont értékti feladatot tartalmaz. A valddi vizsgakon kevesebb, 75 pont értékii
feladat lesz. A végeredmények a dokumentum masodik, a részletes megoldasok pedig a har-
madik részében talalhatok.

1. feladat: Egy jatékgyarban egy babahoz 50 dkg miianyagot és 20 dkg textilt hasznalnak fel. Egy
cicahoz 10 dkg milanyag, 40 dkg textil és 10 dkg fém sziikséges. Egy katona pedig 10 dkg mii-
agyagot, 30 dkg textilt és 60 dkg fémet igényel. A cégnek 300 dkg mlianyag, 300 dkg textil és 250
dkg fém all rendelkezésére. Egy baban 1000 Ft, egy cican 200 Ft, egy katonan 700 Ft haszon van.

frja fel a probléma kiindulé szimplex tablazatat!

2. feladat: Végezzen egy teljes baziscserét! Részletezze a 1épéseket!

X, X, Z; Zy b

% 1 2 1 0o | 18

Z 1 -1 0 1 6

c 5 4 0 0 0

Az els6 baziscsere utan elértiik-e az optimalis megoldast? Miért?

A mostani allasban mennyi a valtozok értéke? (A teljes vektort kérem, az eltérésvaltozokkal
egylitt!)

Mennyi a célfiiggvény értéke most?

3. feladat: Egy tarsadalomban négy munkateriilet van: tanar, orvos, jogasz és termeld. 1 Ft értéka
tanar képzéséhez 0,4 Ft értéki tanar, 0,05 Ft értékii orvos és 0,3 Ft értéki termeld sziikséges. 1Ft
értékii orvoshoz 0,3 Ft tanar, 0,1 orvos, 0,05 jogasz és 0,4 termeld kell. 1 Ft értékii jogaszhoz 0,2
Ft tanar, 0,1 orvos, 0,2 jogész és 0,4 termeld kell. 1 Ft értéki termeléhdz 0,05 Ft tanar, 0,3 orvos,
0,05 jogasz és 0,2 termeld sziikséges. Ezen kiviil kell még 10ezer Ft értékii tanar, 15ezer Ft értékii
orvos, 5ezer Ft értéki jogasz €s Sezer Ft értékil termeld.

Irja fel a fogyasztasi matrixot és az igény métrixot!

Hany forint értékii orvost képezzenek, ha a megoldashoz sziikséges inverz matrix kozelitéleg:
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2 1 1 05
05 16 06 07},
0 01 1 0/
1 1 1 2

4. feladat:
frjon egy gyakorlati problémat egy-két mondatban, ahol egy graf Euler vonalat kell meghatérozni!

[rjon egy gyakorlati problémat egy-két mondatban, ahol egy graf Hamilton vonalat kell meghaté-
rozni!

5. feladat:

Adja meg az alabbi graf minimalis feszit6fajanak az élsorozatat és a sulyat!

Hatarozza meg az alabbi grafban az A csticsbol az S csucsba vezetd legrovidebb utat!

6. feladat: Adott egy matrixjaték matrixa:

114103
831027
11020
3| 5|47

Hatarozza meg a kib6vitett matrix modszerével a nyeregpontokhoz tartozo stratégiaparokat!
Adja meg az Osszes optimalis stratégiapart ¢s a kifizetéfiiggvény hozzajuk tartozo értékét!
k.;edvez-e a jaték valakinek? Miért?

Mennyi lenne az elso jatékos nyeresége, ha egyoldaluan eltérne a nyeregponti stratégiatol?

7. feladat: Adott egy 2x2-es matrixjaték matrixa:

Van-e az tiszta nyeregpont? Miért?

Mekkora valdsziniiséggel érdemes a masodik jatékosnak az elsé stratégiat valasztania?
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Mekkora a jaték értéke a masodik jatékos szamara a nyeregponti stratégiapar esetén?

8. feladat: Adott a bimatrixjaték matrixa:

312 |-1 115 2
A= 0|-2|3 B= 411
3] 11]0 1 ]3] -4

Hatarozza meg a tiszta nyeregpontokat!

Adja meg a tiszta nyeregpontokhoz tartozé optimalis stratégiapart!

Mennyi lenne a masodik jatékos nyeresége, ha egyoldaliian eltérne a nyeregponti stratégiatol?
Mennyi az elsd jatékos nyeresége a nyeregpontokban?

9. feladat: Oldja meg szétvalaszthaté véltozojiként az (1 + x3)y’ — x%y = 0 differencialegyen-
letet!

10. feladat: Oldjamegaz y' — % = x3 elsérendd, inhomogén differencialegyenletet pozitiv x érté-
kekre!

11. feladat: Oldja meg az y” + y' — 2y = 20e3* masodrendii inhomogén differencidlegyenletet
az y(0) = 2 és y'(0) = 3 kezdetiérték feltételekkel!
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12. melléklet: Vizsgaminta II. rész — végeredmények

Miszaki- gazdasagi matematika nappali és levelez6 tagozat
VIZSGAMINTA2018. VEGEREDMENYEI
A részletes megoldasok a kdvetkezd részben talalhatok.

1. feladat: Egy jatékgyarban egy babahoz 50 dkg mianyagot és 20 dkg textilt haszndlnak fel. Egy
cicdhoz 10 dkg miianyag, 40 dkg textil és 10 dkg fém sziikséges. Egy katona pedig 10 dkg mii-
agyagot, 30 dkg textilt és 60 dkg fémet igényel. A cégnek 300 dkg mlianyag, 300 dkg textil és 250
dkg fém all rendelkezésére. Egy baban 1000 Ft, egy cican 200 Ft, egy katonan 700 Ft haszon van.

frja fel a probléma kiindul6 szimplex tablazatat!

X, X, X3 Z; Zy Z3 b
z; 50 10 10 1 0 0 300
Z, 20 40 30 0 1 0 300
Z3 0 10 60 0 0 1 250
c 1000 | 200 | 700 0 0 0 0

2. feladat: Végezzen egy teljes baziscserét! Részletezze a 1épéseket!

X, X, Z; Zy b

z; 1 2 1 0 18

Z, 1 -1 0 1 6

c 5 4 0

Xy X, z; Zy b

z; 1 2 1 0 18 | 18/1
Z, 1 -1 0 1 6 |6/1
c 5 4 0 0 0 6/1 < 18/1, z, helyett x; keriil be a bazisba
Z, 0 3 1 -1 12 | arégi 1. sorbol kivonva az uj 2. sort (I’ =1-1I")
X, 1 -1 0 1 6 ez a sor marad (II” =1I)
c 0 9 0 -5 -30 | arégi c minusz az 4j 2. sor 5-szorose (¢’ = ¢ - 5-1T’)

Az els6 baziscsere utan elértiik-e az optimalis megoldast? Miért?

Nem. A célfiiggvény soraban van még pozitiv szam.

A mostani allasban mennyi a valtozok értéke? (A teljes vektort kérem, az eltérésvaltozokkal
egyiitt!) (6; 0; 12; 0)

Mennyi a célfiiggvény értéke most? —30

3. feladat: Egy tarsadalomban négy munkateriilet van: tanar, orvos, jogasz €s termeld. 1 Ft értékii
tanar képzéséhez 0,4 Ft értéki tanar, 0,05 Ft értékii orvos és 0,3 Ft értéki termeld sziikséges. 1Ft
értékii orvoshoz 0,3 Ft tanar, 0,1 orvos, 0,05 jogasz és 0,4 termeld kell. 1 Ft értékii jogaszhoz 0,2
Ft tanar, 0,1 orvos, 0,2 jogész és 0,4 termeld kell. 1 Ft értéki termeléhdz 0,05 Ft tanar, 0,3 orvos,
0,05 jogasz és 0,2 termeld sziikséges. Ezen kiviil kell még 10ezer Ft értékii tanar, 15ezer Ft értékii
orvos, 5ezer Ft értekii jogasz és Sezer Ft értékii termeld.

[rja fel a fogyasztasi matrixot és az igény métrixot!
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04 03 02 005 10000

c 005 01 01 03 p — [ 15000
0 005 02 005 ~ | 5000
03 04 04 02 5000

Hany forint értékii orvost képezzenek, ha a megoldashoz sziikséges inverz matrix kozelitéleg:

2 1 1 05

05 16 06 07},

0 01 1 0/

1 1 1 2

10000
15000
5000
5000

05 1,6 06 07)- = 35500

4. feladat: irjon egy gyakorlati problémat egy-két mondatban, ahol egy graf Euler vonalét kell
meghatarozni!

Utellenérzés, ahol az Gsszes Gitszakaszon végig kell menni anélkiil, hogy ugyanazon az Gitszaka-
szon kétszer haladnank végig.

frjon egy gyakorlati problémat egy-két mondatban, ahol egy graf Hamilton vonalat kell meghaté-
rozni!

Postas titvonala: minden hazba be kell térnie anélkiil, hogy ugyanannal a haznal kétszer elhaladna.

5. feladat: Adja meg az alabbi graf minimalis feszit6fajanak az élsorozatat és a stlyat!
AC, CB, BQ, pl. BD, DF, DS
A stly: 14

Hatarozza meg az alabbi grafban az A csticsbol az S csucsba vezetd legrovidebb utat!

A C B Q D F
A - - - - - -
B 8 4 - - - -
C 3 - - - - -
D 00 00 8 8 - -
F 9 9 8 8 8 -
Q 7 7 6 - - -
S I I 0o 0] 11 11

A legrovidebbut: A-C-B-D-S
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6. feladat: Adott egy matrixjaték matrixa:

14|03
3|0 -2(7
11020
3|54 |7

Hatarozza meg a kibdvitett matrix modszerével a nyeregpontokhoz tartozo stratégiaparokat!
114(0]3]O0

3|10 |-27]-3

110f2]0]0O0

514 |7

5 4 7

crer

crer

nimalis (3). Mivel a két érték megegyezik, tiszta nyeregpontrdl van szo.

Adja meg az Osszes optimalis stratégiapart €s a kifizet6fiiggvény hozzajuk tartozo értékét! A nye-
regponthoz tartozé optimalis stratégiapar (4; 1), K(4;1) = 3.

Kedvez-¢ a jaték valakinek? Miért? A jaték az els jatékosnak kedvez, hiszen a kifizet6fiiggvény
nyeregponti értéke a nyeregpontban pozitiv.

Mennyi lenne az els6 jatékos nyeresége, ha egyoldaluan eltérne a nyeregponti stratégiatol? Az elsé
oszlop alapjan az elsé jatékos nyeresége 1 vagy -3. Mindegyik kevesebb, mint a nyeregponti 3.

7. feladat: Adott egy 2x2-es matrixjaték matrixa:

2 |0
1)1
Van-e az tiszta nyeregpont? Miért? Nincs, mert a sorminimumok maximuma (0) nem egyenld az
oszlopmaximumok minimumaval (1).

Mekkora valdsziniiséggel érdemes a masodik jatékosnak az els6 stratégiat valasztania? q; = i
Mekkora a jaték értéke a masodik jatékos szamara a nyeregponti stratégiapar esetén? A jaték ér-
téke varhatéan — %

8. feladat: Adott egy bimatrixjaték matrixa:

312 |1 15| 2
A= 0|-2|3 B= -4111]0
3] 11]0 13| -4

Hatérozza meg a tiszta nyeregpontokat! Egyetlen tiszta nyeregpont van.

Adja meg a tiszta nyeregpontokhoz tartozé optimalis stratégiapart! A nyeregponti stratégiapar az
(1; 2).

Mennyi lenne a masodik jatékos nyeresége, ha egyoldaluan eltérne a nyeregponti stratégiatol?

1 vagy 2

Mennyi az els6 jatékos nyeresége a nyeregpontokban? 2
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9. feladat: Oldja meg szétvalaszthato valtozojiként az (1 + x3)y’ — x?y = 0 differencialegyenle-
tet!

lyl = ¢3/I1 +x3], € > 0.
10. feladat: Oldjamegaz y' — J;/ = x3 elsérendd, inhomogén differencialegyenletet pozitiv x érté-
kekre!
x4
yis =75t konstans - x.

11. feladat: Oldja meg az y” + y' — 2y = 20e3* masodrendl inhomogén differencidlegyenletet
az y(0) = 2 és y'(0) = 3 kezdetiérték feltételekkel!

y=—e*+e %% +2-e%,
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13. melléklet: Vizsgaminta III. rész — a feladatlap részletes megoldassal

Miszaki- gazdasagi matematika nappali és levelez6 tagozat
VIZSGAMINTA2018. RESZLETES MEGOLDAS

1. feladat: Egy jatékgyarban egy babahoz 50 dkg miianyagot és 20 dkg textilt hasznalnak fel. Egy
cicdhoz 10 dkg miianyag, 40 dkg textil és 10 dkg fém sziikséges. Egy katona pedig 10 dkg miiagya-
got, 30 dkg textilt és 60 dkg fémet igényel. A cégnek 300 dkg mtianyag, 300 dkg textil és 250 dkg
fém all rendelkezésére. Egy baban 1000 Ft, egy cican 200 Ft, egy katonan 700 Ft haszon van.

[rja fel a probléma kiindulé szimplex tablazatat!

A termékek (baba, cica, katona) darabszamat jelolje x1, x2, x3. A hozzajuk felhasznalt anyagokat a
megfeleld helyre irjuk. Az utolsé sorba keriil az egyes termékekhez tartoz6 nyereség.

X1 Xy X3 b (készlet [dkg])
milanyag [dkg] 50 10 10 300
textil [dkg] 20 40 30 300
fém [dkg] 0 10 60 250
nyereség [Ft] (¢) 1000 200 700

Kibovitjiik a tablazatot a z1, z2, z3 bazisvektorokkal (egységnyi anyagmennyiséget felhasznalod
,.kvazitermékek™).

X, X, X3 Z; Z, Z3 b (készlet [dkg])
mianyag [dkg] 50 10 10 1 0 0 300
textil [dkg] 20 40 30 0 1 0 300
fém [dkg] 0 10 60 0 0 1 250
¢ (nyereség [Ft]) 1000 200 700 0 0 0 0
2. feladat: Végezzen egy teljes baziscserét! Részletezze a 1épéseket!
X, X, Z; Z, b
Zy 1 2 1 0 18
Z, -1 1 6
c 4 0
Megoldas:
X, X, Z; Z, b
A 1 2 1 0 18
Z, 1 -1 0 1 6
c 5 4 0 0 0

x;-hez tartozik a (leg)nagyobb nyereség (5), ezért x,-et hozzuk be. Mivel a z,-h6z és z; -hez tartozo
sorokban 6/1 < 18/1, ezért z,-t atnevezem x,-nek. Az 0j z, sort pedig ugy kapom, hogy z,régi sora-
bol kivonom x4 sorat. (I’ =1 —1I")

Xy X, Z; Z, b
zZ; 0 3 1 -1 12
X4 1 -1 0 1 6
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Az 1j ¢ sort ugy kapom, hogy az eredetib6l kivonom az x; sor 5-szorosét. (¢’ = ¢—5- x1)

X, X, Z; Zy b
z; 0 3 1 -1 12
X4 1 -1 0 1 6
c 0 9 0 -5 -30

Az els6 baziscsere utan elértiik-e az optimalis megoldast? Miért?

Az els6 csere utdn nem értem el az optimalis megoldast, mert a ¢ sordban van még pozitiv szam.

A mostani allasban mennyi a valtozok értéke? (A teljes vektort kérem, az eltérésvaltozokkal egyiitt!)
A valtozok értékét a b oszlopbdl olvasom le, amelyik hianyzik, az nulla: (6; 0; 12; 0).

Mennyi a célfiiggvény értéke most? A célfiiggvény értéke -30.

3. feladat: Egy tarsadalomban négy munkateriilet van: tanar, orvos, jogasz és termeld. 1 Ft értéka ta-
nar képzéséhez 0,4 Ft értéki tanar, 0,05 Ft értékii orvos és 0,3 Ft értéki termeld sziikséges. 1Ft ér-
téki orvoshoz 0,3 Ft tanar, 0,1 orvos, 0,05 jogasz és 0,4 termel6 kell. 1 Ft értékii jogaszhoz 0,2 Ft
tanar, 0,1 orvos, 0,2 jogasz és 0,4 termeld kell. 1 Ft érték(i termel6hoz 0,05 Ft tanar, 0,3 orvos, 0,05
jogasz és 0,2 termeld sziikséges. Ezen kiviil kell még 10ezer Ft értékii tanar, 15ezer Ft értékii orvos,
Sezer Ft értékii jogasz és Sezer Ft értékii termeld.

[rja fel a fogyasztasi matrixot és az igény métrixot!

A fogyasztasi matrix oszlopaiba az egyes foglalkozasok képvisel6itdl igényelt szolgaltatas keriil. A
sorokba a képzendok keriilnek.

tanar | orvos | jogasz | termelé | fogyasztasi matrix
tanar 0,4 0,3 0,2 0,05 04 03 02 005
orvos 0,05 | 01 0,1 0,3 c=[005 01 01 03
jogész 0 0,05 0,2 0,05 ~{ 0o 005 02 005
termelo | 03 | 04 | 04 0.2 03 04 04 02
10000
s g 15000 . 1
A kiils6 igények koltségeia d = 5000 vektorban fejezhetok ki.
5000

Hany forint értékii orvost képezzenek, ha a megoldashoz sziikséges inverz matrix kozelitbleg:
2 1 1 05
05 16 06 0,7

0 01 1 0

1 1 1 2

?

Az orvosképzés koltségeinek meghatarozasahoz kiolvassuk az orvos sorvektort az (E — €)1 inverz
matrixbol és megszorozzuk a d oszlopvektorral:

10000
15000 | _
05 16 06 07)-| oo | =35500.

5000
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4. feladat:

Irjon egy gyakorlati problémat egy-két mondatban, ahol egy graf Euler vonalét kell meghatarozni!
Utellenérzés, ahol az dsszes ttszakaszon végig kell menni anélkiil, hogy ugyanazon az ttszakaszon
kétszer végigmennénk.

frjon egy gyakorlati problémat egy-két mondatban, ahol egy graf Hamilton vonalat kell meghaté-
rozni!

Postas itvonala: minden hazba be kell térnie anélkiil, hogy ugyanannal a haznal kétszer elhaladna.
Megjegyzés: Nem ezeket a példakat kell a vizsgan megismételni, hanem keressenek a sajat tapaszta-
latukbol példat.

5. feladat:

Adja meg az alabbi graf minimalis feszit6fajanak az élsorozatat és a stlyat!

Példaul az A csucsbol kiindulva a legrovidebb az AC, C-bél a CB, B-bdl a BQ. Q helyett B-bol érde-
mes tovabbmenni, vagy D-be vagy F-be (BDF és BFD ugyanolyan hossz1). S-be D-bél érdemes
menni: AC, CB, BQ, BD, DF, DS.

A minimalis suly a minimalis feszit6fa éleinek dsszege: 14.

Hatarozza meg az alabbi grafban az A csticsbol az S csucsba vezetd legrovidebb utat!

A legrovidebb ut A — C — B — D — S. Ennek megkereséséhez nyitunk egy tablazatot, amelynek elsé
oszlopaban felsoroljuk a csucsokat. A masodik oszlopba az egyes csiicsok A-t6l vald tavolsaga kertil
€s az A sorat kihtizzuk. Ha két cstics nincs 6sszekotve, akkor végtelen a tdvolsaguk. Az A-hoz legko-
zelebbi csucs hatarozza meg a harmadik oszlopot, és egyben kihtzzuk az illet6 csucs sorat. A megfe-
lel6 sor cellajaba az oszlopot meghatarozd ponton at vezetd, illetve a kdzvetlen ut hossza koziil a ro-
videbb keriil. Egyenléség esetén barmelyiket valaszthatjuk. igy toltjiik ki az oszlopot. A legkisebb
szamot tartalmazo cella soraban levé csics hatarozza meg a kovetkezd oszlopot és kihuzzuk a sor
tovabbi cellait. A megfeleld sor cellajaba az oszlopot meghatarozo6 ponton at vezetd utak, illetve a
kozvetlen ut hossza koziil a legrovidebb keriil. Tovabb folytatva elfogynak a csticsok és a tablazatbol
leolvashat6 az A csucsbol barmelyik csucsba vezetd legrovidebb t.

AlCc|[B|]Q]|D]JF

A N

B 8 - - - -
C 3 - - - - -
D 00 00 8 8 - -
F 9 9 8 8 8 -
Q 7 7 6 - - -
S o) o) ) 1) 11 | 11
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6. feladat: Adott egy matrixjaték matrixa:

14|03
3|0 -2(7
11020
3|54 |7

Hatarozza meg a kibdvitett matrix modszerével a nyeregpontokhoz tartozo stratégiaparokat!
Kibdvitjiik a matrixot, és

1|14f(0]3]0
3(o|-2]7]-3
1lof2fo0o]o

5147

B] 5 4 7

- ebben az elsd jatékos szemszogébdl a sorminimumokkal és megkeressiik ezek maximumat (4. sor
5. elem),

- ebben a masodik jatékos szemszdgeébol az oszlopmaximumokkal és megkeressiik ezek minimumat
(5. sor 1. elem).

A sorminimumok maximuma és az oszlopmaximumok minimuma egyenl6, ez a nyeregpont.

Adja meg az Osszes optimalis stratégiapart €s a kifizet6fiiggvény hozzajuk tartozo értékét!

A nyeregponthoz tartoz6 optimalis stratégiapar (4; 1), K(4;1) = 3.

Kedvez-e a jaték valakinek? Miért?

A jaték az elsé jatékosnak kedvez, hiszen a kifizetéfiiggvény nyeregponti értéke a nyeregpontban po-
Zitiv.

Mennyi lenne az els6 jatékos nyeresége, ha egyoldaluan eltérne a nyeregponti stratégiatol?

Az elsé oszlop alapjan az els6 jatékos nyeresége 1 vagy -3. Mindegyik kevesebb, mint a nyeregponti
3.

7. feladat: Adott egy 2x2-es matrixjaték matrixa:

2
11

Van-e az tiszta nyeregpont? Miért?
Nincs, mert a sorminimumok maximuma (0) €s az oszlopmaximumok minimuma (1) nem egyenld.

Mekkora valdsziniiséggel érdemes a masodik jatékosnak az elsé stratégiat valasztania?
d-b 1-0 1 i ol T .
Agq = = = - valosziniiség mellett érhetd el a masodik jatékos szamara a leg-
a+d-b-c 2+1-0—-(-1) 4
kedvezdbb értéki jaték.
Mekkora a jaték értéke a masodik jatékos szamdara a nyeregponti stratégiapar esetén?
ad-bc 2 1

A jaték értéke az elsd jatékos szemszogeébdl varhatéan v = ———— =~ = -,
a+d-b-c 4 2

A mésodik jatékos szemszogébdl (—1) - % =— %
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8. feladat: Adott egy bimatrixjaték matrixa:

312 |-1 15| 2
A= 0|-2]|3 B= -4111]0
3110 1|13 |4

Hatarozza meg az &sszes tiszta nyeregpontot!

Az A matrix minden oszlopédban és a B matrix minden soraban megkeresem a legnagyobb elemet.
Egy C matrixban jelet teszek abba a cellaba, amelynek helyén legnagyobb elem van. Az els6 sor ma-
sodik cellajaba két jel kertilt, ez a nyeregpont.

312 |-1 1 5] 2 1|12
A= 0-2] 3 B= 41110 C= 2 1
31 1]0 1|3 |4 2

Adja meg az Osszes tiszta nyeregponthoz tartoz6 0sszes optimalis stratégiapart!

A nyeregponthoz tartozé optimalis stratégiapar az elso jatékos 1-es, a masodik jatékos 2-es stratégiaja.
Mennyi lenne a masodik jatékos nyeresége, ha egyoldalian eltérne a nyeregponti stratégiatol?

A B matrixbdl lathato, hogy a masodik jatékos nyeresége 5 helyett 1 vagy 2 lenne, ha egyoldaltan
eltérne a 2-es (nyeregponti) stratégiatol.

Mennyi az els6 jatékos nyeresége a nyeregpontokban?

Az A matrixbol lathatd, hogy az els6 jatékos nyeresége 2.

9. feladat: Oldja meg szétvalaszthaté valtozojuként az (1 + x3)y’ — x%y = 0 differencialegyenle-

tet!

Ekvivalens atalakitas utan (1 + x3)y’ = x?y.

x = —1esetén y(—1) = 0.

Az x # —1 értékekre szétvalaszthatjuk a valtozokat
2

o X azaz dy -_*
Y S 1Y dx 1+x7
Az y = 0 megoldas.

Hay #0,ésy # 0, akkor

2

Mivel

fld —Inly|+C és f =t nexdsc
;Y yi+6 1er3x—3nI x|+ Gy,

mindkét oldal hatarozatlan integraljat véve
1
Inly|l = §ln [1+x3]| +In|C|.

A logaritmus azonossagai alapjan

in lyl = in (IC13/TT+ 7).

Mivel az e alapu logaritmusfiiggvény szigorian monoton ndvo, az argumentumokra is igaz
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lyl = ICIV/I1 + x3].

10. feladat: Oldja meg az y' — % = x3 elsérendi, inhomogén differencialegyenletet pozitiv x érté-
kekre!
1 1
y egyiitthatdja (— ;) , aminek az x szerinti integralja f ~Z dx = —Inx + Kkonstans.
A homogén egyenlet altalanos megoldasa
Vha = C- e—(—lnx) =C- elnx =C-x.
Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasaban a C konstans helyett egy C(x) fiiggvényt kere-
stink, amelyre teljesiil, hogy
Yp=Cx)-x és C'(x) =x?,

amibdl
x3
C(x) = fxzdx = + konstans,
¢és az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa
3 4
x x
YVia = <? + konstans) X = 3 + konstans - x.

11. feladat: Oldja meg az y” + y' — 2y = 20e3* masodrendii inhomogén differencidlegyenletet
az y(0) = 2 és y'(0) = 3 kezdetiérték feltételekkel!

Az y" +y' — 2y = 0 homogén egyenlet altalanos megoldasay = C; e* + C, e
C,, C, tetszdleges valds paraméterek, y(0) = 2 és y'(0) = 3.

~2% alaku, ahol

A partikularis megoldast Yp=4" e3* alakban keressiik, ennek derivaltjai
yp = 3A-e3* ésy, = 9Ae3*.
Az inhomogén egyenletbe beirva adodik, hogy
(94e3%) + (34e3*) — 2(4e3*) = 20e3*,
azaz 104e3* = 20e3~,
Az egyenlet megoldasa A = 2, tehaty, = 2 - e3* egy partikularis megoldas.
Az inhomogén differencialegyenlet altalanos megoldasa
Yia=Cr-e*+Cpre 2 +2-e3%
Az y;; derivaltja
Vi =Ci-e*—=2-Cp-e ™ +6-e3%
Az y(0) = 2 kezdetiérték feltétel alapjan C; -e® + C, e +2-e°=2, ¢, +C, =0.
Az y'(0) = 3 kezdetiérték feltétel alapjan C; -e® — 2C,-e® +6-e° =3, ¢, — 2C, = 3.
A C, +C, =0, C; —2C, = —3 egyenletrendszer megoldasa: C; = —1 és C, = 1. Ezeket y;;-ba be-
irva
y=—e¥+e 423,

Megjegyzések:

A vizsgadolgozatban az idékorlatra valo tekintettel a 9-10-11-es feladatoknak egy-egy részlete volt kitlizve. A
modszert meg lehet mutatni a lesziikitett alaphalmazon is. Volt olyan vizsgadolgozat, amelyben példaul a 9. fel-
adat kovetelményei koziil a szétvalasztott formaban megadott differencidlegyenlet megoldasat, valamilyen alap-
halmazra megszoritott valtozatat; a 10. feladatbol a kezdetiérték feltétel érvényesitését, illetve a 11. feladat he-
lyett csak a masodrendii homogén differencidlegyenlet megoldasara vonatkozo részt kértem szamon.

158




14. melléklet: Elohivo kérdéssorok

El6hivo kérdéssor 1/1

1) Osszeszorozhato-€ egy 2x3-as matrix egy 2x3-as matrixszal? Ha igen, mekkora lesz a szorzat-
matrix mérete?

2) Irja fel, hogy a Leontief-féle nyilt modellben (input-output modell) milyen egyenléség all fenn a
C fogyasztasi (consumption) matrix, a D igény (demand) vektor és az X termelés vektor kozott!

3) Tekintsiik az alabbi matrixjatékot!

1]10]-3
2 111
2121

a) Ha az els6 jatékos a harmadik stratégiat és a masodik jatékos az elsé stratégiat valasztana, akkor
ki nyerne és mennyit?

b) A jaték nyeregponti megoldasa az, hogy az els6 jatékos a masodik stratégiat valasztja, a maso-
dik jatékos pedig a harmadik stratégiat valasztja. [gazsagos-e a jaték? igen vagy nem

El6hivo kérdéssor 1/2

1) Ha egy 2x2-es matrixjatéknak nincs tiszta nyeregpontja és a jaték megoldasaban az adodik,
hogy q = % akkor ez mit jelent?

2y +y*x=y"

a) Hanyadrendi a fenti differencidlegyenlet?  elsérendii vagy masodrendii vagy harmadrendi
b) Linedris-e a fenti differencidlegyenlet? igen vagy nem

¢) Homogén-e a fenti differencialegyenlet? igen vagy nem

d) Egy masodrendt differencialegyenlet altalanos megoldasaban hany szabadon valaszthato para-
méter van? 0 vagy 1 vagy 2 vagy 3 vagy tobb

El6hivo kérdéssor 2/1
1) Létezik-e az alabbi grafnak Euler-vonala/kdre? Ha igen, szamozza meg az éleket a haladas sor-
rendjében!

I //\é‘\\\

/

2) Létezik-e az alabbi grafnak Hamilton-kdre? Ha igen, szamozza meg a csucsokat a haladas sor-
rendjében!
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3) Sikba rajzolhato-e az alabbi graf? Ha igen, rajzolja sikba!

4) Ha egy martixjatékban a (3;4) €s az (5;7) stratégiapar is nyeregpont, akkor adjon meg még to-
vabbi nyeregpontot, ha 1étezik!
5) Mit jelent az ekvivalencia tulajdonsag martixjaték esetén?

El6hivo kérdéssor 2/2
1) Akkor standard egy linearis programozasi feladat, ha
a) a célfliiggvény
minimumat vagy maximumat vagy barmelyiket keressiik
b) a feltételek tigy szo6lnak, hogy
legalabb valamennyit legfeljebb valamennyit barmelyik
kell hasznalni vagy lehet hasznalni vagy lehetséges
¢) minden valtozé nemnegativ.
2) Tudjuk, hogy [ cos dx = sinx + constans.
Adjamegaz y'+ cosx-y =0 differencidlegyenlet altalanos megoldasat!

3) Tudjuk, hogy az y' + %y =x- ea_lc differencialegyenlethez tartozéo homogén egyenlet megol-
dasa y, =C- e% . Adja meg az eredeti differencialegyenlet altalanos megoldasat!

4)Haazy' = 3731 + 2x* + x3, xeR* differencidlegyenlet altalanos megoldasa y = Cx3 + x* +
x5, akkor adja meg azt a partikularis megoldast, amely az y(1) = 4 kezdeti érték feltételt is kielégiti!

El6hivo kérdéssor 3/1

1) Mi jellemz6 egy fa grafra? Karikdzza be az 6sszes helyes allitas bettijelét!
a) nincs benne kor

b) lehet benne kor

¢) minden cstucspont fokszama paros

d) minden cstucspont fokszama legalabb egy

2) Mi jellemzd egy fa grafra? Karikdzza be az 6sszes helyes allitas bettijelét!
a) van benne hurokél

b) lehet benne hurokél

¢) nem lehet benne hurokél

d) 6sszefiiggd

3) Egy graf minimalis feszit6fajat szeretnénk meghatarozni a tanult modszer segitségével. A kiin-
dulasi pontra vonatkoznak az allitasok. Karikazza be az egyetlen helyes allitas betiijelét!

a) az A pontbdl kell indulni
b) olyan pontbdl kell indulni, ahonnan egy minimalis salyt ¢l indul
¢) akarmelyik pontbdl lehet indulni
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4) Toltse ki a tablazatot az adottak alapjan!

X1 +3x, +2z; =20
X4 +2z, =5
2x4 +x, +2z3 =15

Z(xq,%5, 24,29, 23) = 4%, + 5x, = max.

X, | X, | z; | 2y | 23| b
Z1
Z3
Z3
C
El6hivo kérdéssor 3/2

1) lgaz-¢ az alabbi allitas?

Egy bimatrix jatékot két matrixszal tudunk megadni. Az elsé matrixban az els6 jatékos nyereségei

talalhatok, a masodik matrixban a masodik jatékos nyereségei.

igaz hamis

2) lgaz-e az alabbi allitas?

Ha egy bimatrixjatéknak van nyeregpontja, akkor biztosan azt érdemes valasztaniuk a jatékosok-

nak. igaz hamis

3) Az alabbi DE karakterisztikus egyenletének gyokei 6 és —2.

Melyik lehet az egyenlet altalanos megoldasa? Karikdzza be az dsszes helyes allitas bettijelét!
y'—4y' =12y =0

a) Yha=0Cr e +Cyre

b) Yns = Cr ™% + G, %

C) Yna=Cr e +Cy-e™

d) yps=C,-e** +Cy-e

4) Az alabbi DE karakterisztikus egyenletének egyetlen gyoke van, a 6.

Melyik lehet az egyenlet altalanos megoldasa? Karikdzza be az 6sszes helyes allitas betiijelét!
y"' —12y"' +36y =0

2) Yps=Cr-e™+Cy-e™

b) yns=C,-e®*+C,-e%-x

€) Yna=Cr-e™

5) Az alabbi DE karakterisztikus egyenletének gyokei 6 + 2i.

Melyik lehet az egyenlet altalanos megoldasa? Karikazza be az dsszes helyes allitas betiijelét!
y'—12y"' +40y =0

a) Yns = e - (Cy - cos2x + C, - sin2x)

b) yns = Cy-e® - (C, - cos2x + C3 - sin 2x)

C) Yns=Cy e -cos2x + C,-e® -sin2x

El6hivo kérdéssor 4/1
1-3) Az alabbi grafban a legrovidebb utat keressiik C-b6l Q-ba. Toltse ki az alabbi tablazat hi-
anyzo6 harom cellajat!
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C) P(8)

15
10

DO|T|lm>|O

20

HAz y' -7y +12y = inhomogén DE homogén részéhez tar-
tozo karakterisztikus egyenlet gyokei 3 és 4.

Ezért yps =Cp-e3* +C,-e**

frjon a jobb oldalra egy zavaré fiiggvényt gy, hogy rezonancia legyen!

5) Az y" — 10y’ + 25y = 3e>* inhomogén DE homogén részéhez tartozé karakterisztikus
egyenlet egyetlen gyoke 5.

Ezért yps =C,-e>* +Cy-x-e5

Milyen alakban keressiik a probafiiggvényt?

Vilasz: y, =

El6hivo kérdéssor 4/2

1) Egy linearis programozasi feladat optimalis megoldasa nem lehet a kovetkez6: (0; 2; 3; —4; 0)
Miért?

2) Lehet-e egy linearis programozasi feladatnak mas optimalis megoldasa, mint amit a szimplex

modszerrel megkaptunk? igen nem
3) Mit jelent az ,,5” az alabbi bimatrixjatékban? Egészitse ki a hianyos mondatot!
Ha az elsé jatékos a(z)  stratégiat valasztja és a masodik jatékos a(z)  stratégiat valasztja,
akkor a(z) _ jatékos nyeresége 5.
2;5 1,2
3;4 3;1
4) Melyik koordinacids jaték az alabbiak koziil?
héja-galamb bliccelés
jobbra hajts a kozlegelok tragédiaja

5) Szamozza meg csdokkend nyereség szerint a fogolydilemma lehetséges kimeneteleit. Az 1. le-
gyen a legnagyobb nyereséget hozo.

Egyoldalu kooperalas:
Egyoldalu dezertalas:
Kolcsonds kooperalas:
Kolcsonds dezertalas:
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15. melléklet Miiszaki-gazdasagi matematika dolgozat 2015
(3+5+22+4+16=50 pont)

1) Egy jatékgyarban egy babahoz 50 dkg miianyagot és 20 dkg textilt hasznalnak fel. Egy cicahoz
10 dkg miianyag, 40 dkg textil és 10 dkg fém sziikséges. Egy katona pedig 10 dkg miiagyagot, 30
dkg textilt s 60 dkg fémet igényel. A cégnek 300 dkg miianyag, 300 dkg textil és 250 dkg fém all
rendelkezésére. Egy baban 1000 Ft, egy cican 200 Ft, egy katonan 700 Ft haszon van.

frja fel a probléma kiindulé szimplex tablazatat!

2) Egy tarsadalomban négy munkateriilet van: tanar, orvos, jogasz ¢és termeld. 1 Ft értékii tanar kép-
zéséhez 0,4 Ft értéki tanar, 0,05 Ft értékli orvos és 0,3 Ft értékli termeld sziikséges. 1Ft értékii
orvoshoz 0,3 Ft tanar, 0,1 orvos, 0,05 jogasz és 0,4 termeld kell. 1 Ft értéki jogaszhoz 0,2 Ft tanar,
0,1 orvos, 0,2 jogasz és 0,4 termeld kell. 1 Ft értékii termeldhoz 0,05 Ft tanér, 0,3 orvos, 0,05 jogasz
és 0,2 termeld sziikséges. Ezen kiviil kell még 10ezer Ft értékii tanar, 15ezer Ft értékii orvos, Sezer
Ft értékii jogasz és Sezer Ft értékii termeld.
[rja fel a fogyasztasi matrixot és az igény métrixot!
Hany forint értékii orvost képezzenek, ha a megoldashoz sziikséges inverz matrix kozelitdleg:

2 1 1 05

05 16 06 07,
0 01 1 01
1 1 1 2

3) Adja meg szimplex modszerrel az egyes valtozok értékét és hatarozza meg a célfliiggvény maxi-
mumat az alabbi kiindulasi szimplex tabla alapjan! Részletezze a 1épéseket!

x1 X2 z1 z2 b
z1 1 2 1 0 18
z2 1 -1 0 1 6
c 5 4 0 0 0

Mennyi a valtozok értéke? (A teljes vektort kérem, az eltérésvaltozokkal egyiitt!)
Mennyi a célfiiggvény maximalis értéke?

4) a) rjon egy gyakorlati problémat egy-két mondatban, ahol egy graf Euler vonalat kell meghata-
rozni!

b) irjon egy gyakorlati problémat egy-két mondatban, ahol egy graf Hamilton vonalat kell meg-
hatdrozni!

5) a) Adja meg az alabbi graf minimalis feszit6fajanak az élsorozatat és a sulyat!
b) Hatarozza meg az alabbi grafban az A csticsbol az S csticsba vezetd legrovidebb utat!
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