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ElGszo6

Ez a jegyzet els6sorban a Debreceni Egyetem Miiszaki Kardnak Matematika
1. tantargydhoz késziilt oktatdsi segédanyagként. A jegyzet a preciz matemati-
kai felépitésen til szdmos, a miszaki és gazdaségi életben felmeriilé probléma
megoldédsara alkalmazhaté médszert is bemutat.

A jegyzethez szorosan kapcsolédik mind tematikdjdban, mind felépitésében,
mind jeldlésrendszerében egy feladatgylijtemény, amely részletesen kidolgo-
zott feladatokat tartalmaz az egyszeriibb tipusfeladatoktdl, a bonyolultabb ver-
senyszint( feladatokig.

A jegyzetet egyetemiink szinte minden magasabb szintd matematikt tanuld
hallgat6ja haszndlhatja, ugyanis a preciz matematikai felépités mellett nagy
hangsulyt kapnak az alkalmazott matematikai feladatok.

/////

hogy minél tobb olyan témat dolgozzunk fel, amelyet a matematikdn kiviil
egyéb tudomdnyokban is alkalmaznak. Bizonyos esetekben a felvetett prob-
léma nem feltétleniil matematikai megfogalmazdsd, de a megolddsban mate-
matikai eszkozoket kell felhasznélni.

Minden fejezet végén ,.ellenérzé kérdések” taldlhatéak, melyek alkalmasak
arra, hogy felmérjék, hogy az olvasé mennyire sikeresen sajatitotta el az adott
fejezet tartalmat. Az utolso fejezetben megtaldlhatéak az ellenérzd kérdések
megoldasai.

z 22z

A jegyzet elkésziiléséért koszonettel tartozom a jegyzet lektorainak, Dr. Kocsis
Imre f6iskolai tandrnak, a Miiszaki Alaptargyi Tanszék vezet6jének, valamint
Dr. Nagy Gerg6 egyetemi adjunktusnak, akik hasznos informéacidkkal lattak el
a jegyzet megirdsa sordn, a jegyzet gondos atolvasdsdval és értékes megjegy-
z€ssel segitették a tananyag elkésziilését.

Koszonettel tartozom Dr. Sziki Gusztdv Aron f&iskolai tandrnak, aki a fizikai
megfogalmazasi témakorokben segitette munkamat.

K6szonom tovabba Kedvesemnek, J6zsa Bettina Csillanak €s Edesanyémnak,
akik mindenben mellettem 4lltak és tdmogattak a jegyzet megirdsa sordn.

2018. januar 10.



1. Alapmiiveletek matrixokkal

1.1. Definici6. Legyenek m és n pozitiv egész szamok és a;; € R vagy a;; € C

mindeni € {1;2; ...; m}é minden j € {1; 2; ...; n} esetén. Az
ain a2 a1p
a1 a2 azn
Aml Am2 **° Omnp

tablazatot m x n-es vagy (m;n)-tipusi mdtrixnak nevezziikk. A matrixokat
latin nagybetiikkel, mig a matrix elemeit két indexd latin kisbettikkel jeloljiik.
Az els6 index az ugynevezett sorindex, a masodik index az oszlopindex. Az
m X n-es matrixok halmazat M, »,-¢l jeloljiik.

1.2. Példa. Az
2 5 -1
A= ( 11 -2 )

tablazat egy 2 x 3-as matrix, mert 2 sora és 3 oszlopa van. Példaul az A matrix
a1z eleme: ajo = 5.

1.3. Megjegyzés. Azt atényt, hogy az m x n tipusi A métrix az a;; elemekbdl
all, dgy is jeloljik, hogy A = (a;j)mxn. Ha egyértelmii (vagy nem lényeges)
a mdtrix sorainak és oszlopainak a szdma, akkor az A = (a;;) jelolést is alkal-
mazzuk.

1.4. Definicio. Legyenek m és n pozitiv egész szamok, és tegyiik fel, hogy
m < n. Az

aii ai2 A1n

a1 a2 a2n
A= .

aml am2 " Omn

matrix fddtlojdanak vagy mas széval fédiagondlisdnak nevezziik az

(an; azz; ...; amm)

rendezett szam n-est. Az

ai1; a22; - .5 Amm
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elemeket fodtlobeli elemeknek mondjuk.
Az

(aml; A(m—1);25 - -+ alm)
rendezett szam n-est mellékdtlonak hivjuk. Az

aml; Q(m—1);25 - - -5 Alm

elemeket mellékdtlobeli elemeknek nevezziik.

1.5. Példa. Az
12 3
(130

matrix f6atléja az (1; 5) vektor, mellékatlja a (2; 4) vektor.

1.6. Példa. A

(G200 \]

B =

(SARNIC R
S =N

matrix f6atléja az (1; 4) vektor, mellékatléja a (2; 3) vektor.

1.7. Példa. A

I N Nl
o O W N
co O Ot W
© 3 O

matrix f6atléja az (1; 3; 6; 9) vektor, mellékatldja a (4; 5; 6; 7) vektor.

1.8. Definicio. Azt mondjuk, hogy egy matrix négyzetes vagy kvadratikus, ha
a sorainak és oszlopainak a szdma megegyezik. Az n X n-es négyzetes mat-
rixok halmazat M,,-el jeloljik. Egy négyzetes matrix sorainak (oszlopainak a
szamat) matrix rendjének is nevezziik.

1.9. Példa. Az

A:

N N
o Ot N
© o w

matrix egy 2 X 2-es négyzetes matrix.

1.10. Definicié. Egy 1 x n-es métrixot sorvektornak vagy sormdtrixnak, mig
egy n x 1-es métrixot oszlopvektornak vagy oszlopmdtrixnak nevezziik.
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1.11. Példa. Az
A=(1 2 3)

matrix egy sorvektor, a

matrix egy oszlopvektor.

1.12. Definicidé. Zérusmdtrixnak nevezziik az olyan matrixokat, melynek min-

den eleme nulla.
0
a=(550)

1.13. Példa. Az

matrix 2 X 3-as zérusmatrix.

1.14. Definicié. Az olyan n x n tipusi matrixot, melynek f6atlobeli elemei
egyesek, az Osszes tobbi eleme nulla n-edrendii egységmdtrixnak nevezzik.
Jele: Fy,.

00
00

1.15. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy ha az egységmatrix rendje egyértelmd,
akkor az F,, jelolés helyett egyszertien az F jelolést hasznaljuk.

1.16. Példa. A masodrendd egységmatrix:

1 0
m=(10).

1.17. Példa. A harmadrendd egységmatrix:

Es =

S O =
O = O

0
0
1

1.18. Definicid. Diagondlis mdtrixnak vagy diagondlmdtrixnak nevezzik az
olyan négyzetes matrixot, amelynek f6tdlgjan kiviil minden eleme nulla.

1.19. Példa. Az

A=

S O N
S = O
o O O

matrix egy 3 x 3-as diagondlis métrix.
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1.20. Megjegyzés. Az egységmatrix olyan diagonalis matrix, melynek minden
féatlobeli eleme 1-es.

1.21. Definicié. Két matrixot azonos tipusinak neveziink, ha mindketté m x n
tipusu, azaz ha mindkét matrixnak m darab sora és n darab oszlopa van.

1.22. Példa. Az

matrixok azonos tipusiak.

1.23. Definicié. Két matrix egyenld, ha a megfelels helyen 1évo elemeik meg-
egyeznek, azaz

Aan - Bmxna
ha
(aij) = (bij)
mindeni =1,...,mésj=1,...,n esetén.

1.24. Definici6. Két azonos tipust matrix dsszegén azt a matrixot értjiik, mely-

nek elemei a matrixok megfeleld helyen 1€vé elemeinek 6sszege.

Tehdt az A = (aij) € Mpxn és a B = (aij) € My, x, mitrix Osszege az
A+ B = (aij + bij) € Myuxn

MAtrix.

1.25. Példa. Az

1 2 0 2
A=1 3 4 és B=1|4 6
5 6 8 10
matrixok 0sszege
1 4
A+ B= 7 10
13 16

1.26. Megjegyzés. Osszeadni csak azonos tipusti matrixokat lehet.
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1.27. Példa. Az

matrixokat nem lehet 6sszeadni.

1.28. Tétel. (az 6sszeadds tulajdonsagai)
Legyenek A, B és C''m x n-es matrixok. Ekkor
(1) A+ B = B + A, azaz az 6sszeadds kommutativ mivelet;
(2) (A+ B)+ C = A+ (B + (), azaz az dsszeadds asszociativ miivelet;
(3) A+ 0;xn = A, ahol 0,,,x,, az m X n-es zérusmatrixot jeloli;
(4) minden matrixnak 1étezik additiv inverze, azaz létezik olyan B matrix,
melyre A + B = 0, ahol B = (—a;;).
Bizonyitds: Legyen A = (ai;), B = (bi;), C = (c4j), ahol a;j, b, ¢;;j valés
vagy komplex szdmok mindeni =1,... ,més j=1,...,n esetén.
(1) A valés, illetve komplex szdmok kommutativitdsat felhaszndlva azt kap-
juk, hogy
A+ B = (aij) + (bij) = (bij) + (aij) = B + A.
(2) A val6s, illetve komplex szdmok asszociativitdsat felhaszndlva azt kap-
juk, hogy
(A+ B) +C = ((aij) + (bij)) + (cij) =
= (aij) + ((bij) + (cij)) = A+ (B +O).
(3) Jeldlje 0,,,xn az egy m X n-es zérusmatrixot. Ekkor
A+ Omxn = (aig) + (0ij) = (ai5) = A.
(4) Ha B = (—ayj), akkor
A+ B = (aij) + (—aij) = O
Ezzel az dllitasokat igazoltuk. m

1.29. Definicié. Egy matrix szdmszorosan (skaldrszorosan) azt a matrixot ért-
jiik, melyet igy kapunk meg, hogy a matrix minden elemét megszorozzuk az
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adott szimmal, azaz ha A = (a;;) € My, xp, matrix, A € R, akkor az A matrix
A-szorosan a
A-A= (X aj) (t=1,....m;ésj=1,...,n)

matrixot értjiik.

1 2 3
1.30. Példa. Az A = 4 5 6 | métrix 2-szerese a
7 8 9
2 4 6
2. A= 8 10 12
14 16 18

mAtrix.
1.31. Tétel. (a szammal val6 szorzds tulajdonsagai)
Legyenek A, B € M, xn, tovabbd A, u € R. Ekkor
(M A-p)- A=A (u- A);
Q) A+p)-A=X-A+p- A
BN (A+B)=X-A+)-B;
4 1-A=A.
Bizonyitds: Legyenek A, B € M,xn és A\, i € R. Ekkor
(1) A valds szamok asszociativitdsa miatt
(A-p) - (agg) = A (p-ag) = (A p-ay) =
= (A-p) - (aig) = Mp - aig) = Mp - A).
(2) A valds szamok disztributivitdsa miatt
(At p) A=A+ p) - (ay) = (A +p) - (ai5)) =
= (A (@) + (1 (i) =
= (X-ay) + (u-aij) =X A+p-A
(3) A valos szamok disztributivitdsa miatt
A (A+B) =X ((ay) + (big) =
=X ((agg)) +A- (b)) =A- A+ A-B.
(4) Mivel 1 - a;; = a;j, ezért
1-A=1-(ay) = (1-ai) = (ay) = A.
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Ezzel az éllitast igazoltuk. m

1.32. Definicio. Az A = (aij) € My« ésa B = (bZ]) € My, matrixok
szorzatan azt a C' = (c;5) € My, <, matrixot értjiik, amelynek (7; j) indexd
elemére teljesiil, hogy
k
Cij = Zais'bsj = ai1 - bij + aig - by + ... + aik - by
s=1

1.33. Megjegyzés. Két matrix szorzdsakor, a szorzatmatrix (7; j)-indexd ele-
mét ugy kapjuk meg, hogy az elsé matrix ¢-edik sorat a masodik matrix j-edik
oszlopaval szorozzuk 6ssze gy, hogy a ,,megfelel” elemeket 6sszeszorozzuk
és a szorzatokat dsszeadjuk.

bw 1 b1 2 bw 3
bzw bzz bzz
bzw bzz bzz
bM b42 b43
bsw bsz bsz
e —
a, a, a; A, a; Sy Gy, Cis
ay a» ay A A Cx 5 Cy

c11 = a11 - b1 + a2 - bar + a1z - b31 + aig - by + ais - by
c12 = a1y - b1z + a2 - baa +a13 - bza + a4 - baz + a5 - bz
c13 = ai1 - b13 + a12 - beg + a1z - bzz + aiq - baz + a1 - bs3
Co1 = a21 - b11 + aga - bay + ag3 - b31 + agy - by + ass - by
Co2 = @21 - b12 + a2z - bag + ag3 - b3z + ags - baz + azs - bz
c23 = az1 - b13 + age - bag + ags - b3z + a24 - gz + ags - bs3

Az itt 1athaté modszert Falk-sémadnak is nevezik. Vegyiik észre, hogy a szorzat-
mitrix c;; eleme az A métrix i-edik sordnak (mint sorvektornak) és a B matrix
j-edik oszlopdnak (mint oszlopvektornak) a skaldris szorzata.

1.34. Megjegyzés. Két matrix pontosan akkor szorozhaté 6ssze, ha az elsé mat-
rix oszlopainak a szdma megegyezik a masodik matrix sorainak a szdmédval.
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Azaz 6sszeszorozni m X k-as matrixot csak k£ x n-es matrixal lehet, és ekkor
az eredménymatrix m x n-es lesz.

1.35. Példa. Az

BN

I
7N
= =
(G200 ]
D W
N——

(¢

w»

Sy

|
Ot W
S =N

matrixok szorzata

Ap_ (11423435 1.242.443.6) _ (22 28
"\ 4-145-346-5 4-245-446-6 ) \ 49 64 )

1.36. Megjegyzés. A matrixszorzas nem-kommutativ mivelet. Elegend6 arra
gondolnunk, hogy példaul ha az A matrix 2 x 3-as, a B matrix 3 x 4-es, akkor
az A - B maitrix 1étezik, mig a B - A matrix mar nem.

1.37. Megjegyzés. Altaldnos esetben, ha A és B olyan mitrixok, hogy A - B is
1étezik és B - A is 1étezik, akkor sem biztos, hogy A- = B - A.

1.38. Példa. Tekintsiik az

masrészt

Azt kaptuk tehat, hogy A - B # B - A.

1.39. Tétel. (a matrixszorzas tulajdonsagai)

Legyen A € M, xk, tovabbd B, C' € M.y, valamint D € M., . Ekkor
() A-(B+C)=A-B+A-C,
(2) (A-B)-D = A(B- D),
3) E, A=A

Bizonyitds:
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(1) A métrixszorzas és -Osszeadds definicidjét felhaszndlva azt kapjuk, hogy

k
B + C Zazs : bsy + ng) Z (ais : bsj + aiscsj) =
s=1

:Zais-bsj+zaiscsj =A-B+A-C.
s=1 s=1

(2) A matrixszorzés definiciéjat felhasznédlva

k k
(AB)D:<Zazsbsj>D:Z<2a18b8j>cjt:
s=1

j=1 \s=1

k t
Zais- Zai5~b5j * Cjit ZA(BD)
s=1 j=1

(3) A matrixszorzas definici6éjabol azonnal adddik.
Ezzel valamennyi 4llitast igazoltuk. m

1.40. Megjegyzés. A valds szamok korében teljesiil, hogy ha a - b = 0, akkor
a = 0 vagy b = 0. A madtrixok szorzdsdra ez a tulajdonsdg nem igaz, azaz
léteznek olyan nem zérusmatrixok, melyek szorzata a zérusmatrix. Ha

12\ . ., ( 2 -2

A:(s 6) © B_(—1 1)’
0 0
an=(80).

1.41. Definicié. Egy matrix transzpondltjan a sorainak és oszlopainak felcse-
rélésével kapott matrixot értjiik, azaz ha A = (a;;), akkor a transzpondltja az
AT = (aj;) matrix.

akkor

1.42. Megjegyzés. Egy m x n-es matrix transzponaltja n x m-es matrix.

1 2

) B 3
1.43. Példa. AzA_<4 -

) matrix transzponéltja az

AT =

[ SRGVRN
S =N

matrix.
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1.44. Tétel. (a transzponalas tulajdonsagai)
Legyenek A és B olyan matrixok, hogy a kijelolt miiveletek elvégezhetGek.
Ekkor

(1) (A+B)T = AT + BT,
2) (AN = 4
(3) (A-B)T =BT . AT,

Bizonyitds: Valamennyi allitds azonnal adédik a matrixmfiiveletek definici6ja
és a transzpondlas definicidja alapjan. m

1.45. Definicié. Egy n x n-es métrixot szimmetrikusnak neveziink, ha A = AT,
azaz ha minden ¢ € {1;2;...;n} esetén az A matrix i-edik sora és az i-edik
oszlopa megegyezik .

1.46. Példa. Az

s
I
W N =
=W N
U W

matrix szimmetrikus, mert

s

~
|
W N =
[ENJCRE )
U= W

igy A= AT,
1.47. Példa. Az

,igy A# AT,

1.48. Definicié. Egy négyzetes matrix ferdén szimmetrikus, ha AT = —A.
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1.49. Példa. Az

0 2 3
A= -2 0 4
-3 -4 0
matrix ferdén szimmetrikus, mert
0 -2 -3
3 4 0

1.50. Tétel. Ferdén szimmetrikus métrix minden fGatlébeli eleme zérus.

Bizonyitds: Tekintsiik az n x n tipusi A = (a;;) ferdén szimmetrikus matrixot.
Ekkor definici6 szerint AT = —A. Mivel

AT = (ap),
ezért
(aji) = —(as)-
A f64tlobeli elemek azok az elemek, amelyekre ¢ = j, igy az el6bbi egyenletbdl
azt kapjuk, hogy minden i € {1;2;...;n} esetén
Qji = —Qij = 2a; = 0,

2 2

igy a;; = 0, tehat az A matrix minden f6atlébeli eleme zérus. m

1.51. Tétel. Minden négyzetes matrix felirhat6 egy szimmetrikus és egy ferdén
szimmetrikus matrix dsszegeként.

Bizonyitds: Legyen A egy tetsz6leges négyzetes matrix. Ekkor

1 1
A== (A+A0)+ .
2 (4+ )+ 2
Azt kell megmutatnunk, hogy A + AT szimmetrikus és A — AT ferdén szim-
metrikus matrixok. Mivel

(A+ AT = (AT)T + AT = A+ AT,

ezért A + AT szimmetrikus matrix.
Mivel

(A—AT).

(A— AT)T = AT — (AT)T = AT — A= —(A - AT),
ezért A — AT ferdén szimmetrikus matrix.

Azt kaptuk tehat, hogy az A matrix el6all egy szimmetrikus és egy ferdén sz-
immetrikus matrix 6sszegeként, amivel igazoltuk az allitast. m



16

1.52. Megjegyzés. Az elGbbi tétel bizonyitds megmondja azt is, hogy hogyan
allithato eld egy négyzetes matrix egy szimmetrikus és egy ferdén szimmetrikus
matrix dsszegeként.

1.53. Példa. Tekintsiik az

matrixot. Ekkor

Az A+ AT mitrix:

aea=(31)+(31)=(5 1)

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
1

5 (A+AT):(

=N
N
~

Az A — AT mitrix:

= (20 (2 D)= (80

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

L= 21)

Felhasznélva a kapott eredményeket azt kapjuk, hogy az A matrix eléall
2 3 2 1 0 2
(—1 4)‘(1 4)*(—2 0)

1.54. Definicié. Ha egy négyzetes matrix fo4tl6 alatti elemei nulldk, akkor azt
mondjuk, hogy a matrix felsd hdromszog alakii vagy felsd trianguldris. Egy
matrix also hdromszog alakii vagy also trianguldris, ha a f6atlo feletti elemei
nulldk.

1.55. Példa. Az

alakban.

D

I
S O =
[« RN )
S Ot W
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matrix fels6 haromszog alakd, a

B =

I LR
S w o
SO O

matrix alsé haromszog alakd.

1.56. Definicio. Azt mondjuk, hogy egy matrix trapéz alakii vagy lépcsds ala-
ki, ha a f64atl6 alatti elemi nullak.

1 2 3 L2
1.57. Példa. Az A = ésaB=| 0 4 | matrix trapéz alaku.
0 4 5 0 0

1.58. Definicio. Az A € M, «,, négyzetes matrixot invertdlhatonak nevezziik,
ha 1étezik olyan B € M, «, négyzetes matrix, melyre AB = BA = E,
teljesiil, ahol E,, az n-edrendd egységmatrix. Ilyenkor a B matrixot az A matrix
inverzének nevezziik. Jelolése: A~ 1.

1.59. Példa. Az A = ( i :,‘) > matrix inverze A1 = ( _Z _} ) , ugya-

nis
a1 1 0
4-4 _(O 1)

1.60. Tétel. Ha egy matrixnak 1étezik inverze, akkor az egyértelm(i.

Bizonyitds: Indirekt tegyiik fol, hogy az A négyzetes matrix invertdlhatd, és
B és C'is inverze A-nak. Mivel B és C az A inverzei, ezért A - C = E,, és
B - A = E,. Ekkor a matrixszorzés asszociativ tulajdonsagat felhaszndlva

B=B-E,=B-(A-C)=(B-A)-C=E,-C=C
adddik, amivel igazoltuk az allitast. m

1.61. Megjegyzés. (2 x 2-es matrix inverzének meghatarozasa definicié szerint)

Meghatérozzuk az
a b
A=)

matrix inverzét. Keressiik azt az A~ matrixot, melyre A - A~! = F5. Legyen
az A~ matrix az al4bbi alaka:

_ e f
A1:<g h).
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Ekkor

A-A_1:<

(RIS

b\ (e f\Y_[aetbg a f+b-h

d g h) \cet+dg c- f+d-h )

A kapott métrixnak a masodrendii egységmatrixal kell egyenlének lennie, azaz
a-e+b-g a-f+b-h\ (1 0
c-etd-g c-f+d-h ) 0 1)

A két matrix pontosan akkor lesz egyenld, ha teljesiilnek az alabbi egyenletek:

a-e+b-g=1
a-f+b-h=0
c-e+d-g=0
d-f+d-h=1.

Ezt az egyenletrendszert megoldjuk az e, f, g, h ismeretlenekre. A harmadik
egyenletbdl kifejezziik az e ismeretlent, amit visszahelyettesitiink az elsd e-
gyenletbe:

A kapott egyenletet c-vel szorozzuk, majd g-t kiemeljiik, végiil annak egyiit-
that6javal osztunk, igy kifejezziik g-t:

g-(b-c—a-d)=c

_C .
a-d—b-c 7
Ezt visszahelyettesitve a (x) egyenletbe
e:_d'g:_da-d_fb-c: d
c & a-d—b-c

adddik. Hasonléan kapjuk meg az f és a h értékeket is:

—b a

f:a-d—b-c’ h:a-d—b-c’
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Tehat az inverzmatrix
d —b
a-d—b-c a-d—b-c | _ 1 < d —b>
—c a a-d—b-c —c a )’
a-d—b-c a-d—b-c

AT =

haa-d—0b-c # 0. Azt kaptuk tehdt, hogy egy 2 x 2-es madtrix inverzét
Ugy hatdrozhatjuk meg, hogy a f6tdlébeli elemek szorzatdbdl kivonjuk a mel-
1ékatlobeli elemek szorzatét, az igy kapott értéknek vessziik a reciprokat, majd
ezt megszorozzuk azzal a métrixal, amit az eredeti métrixbdl igy kapunk meg,
hogy annak f6tdlobeli elemeit felcseréljiik, a mellékétldbeli elemeinek vessziik
a —1-szeresét.

1.62. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy négyzetes matrix ortogondlis, ha tel-
jesiil, hogy
At =AT

1.63. Példa. Minden « valds szam esetén az
cosa sino
A= )
—sina  cos«
matrix ortogondlis, ugyanis

AT — cosa —sina
sin o cosa )’
12y

A. AT — cosa sino cosa —sina \
—sina  cosa sin o cos

< cos? o + sin a —sina‘cosa+cosa-sina>

—sina - cosa + cos « - sin « sin® a + cos® a

/10
A0 1)/
Azt kaptuk, hogy
A-AT = B,
igy AT = A1, tehat A val6ban ortogondlis.
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18.
19.

20.
21.

Ellenorzo kérdések

A 1 2 4 trix f )
z| 5 1 o ) MAtiX tpusa: ...

1 2 4

Az | 2 1 0 | maétrix tipusa: ......ceeee.
3 00
1 2 4

Az | 2 1 0 | matrix ags eleme: ................
3 00
2 3 4 .

Az ( 31 1 ) matrix aio eleme: ................

. Két matrix csak akkor adhaté 0ssze, ha ................

. Egy m x n tipust matrix csak ................ matrixszal adhat6 Ossze.

Egy matrix transzponiltja: ................
Egy m X n tipusd matrix transzpondltja ................ tipust.

Egy 4 x k és egy k x 6 tipustl matrix szorzata ................ tipusu.

. A miétrixok 6sszeaddsa kommutativ-e? ................

. A matrixok szorzdsa kommutativ-e? ................

. A 2 x 2 tipust egységmatrix: ................

. A 3 x 2 tipusd egységmatrix: ................

. A 2 x 4 tipusd z€rusmatrix: ................

. Haaz m x n tipusd A matrix kvadratikus, akkor ................

. Igaz-e, hogy egy matrix és a transzpondltja mindig 0sszeszorozhatd? ...

. Ha A tetszSleges m x n-es matrix, akkor milyen nevezetes tulajdonsaggal

rendelkezik az A - AT matrix? ................
Ha A és B olyan mitrixok, hogy A- B létezik, akkor (A-B)T = ............
Ha A és B olyan matrixok, hogy A + B létezik, akkor (A + B)T =

Egy matrix transzpondltjdnak a transzpondltja: ................

A B matrix az A matrix inverze, ha teljesiil, hogy



1. ALAPMUVELETEK MATRIXOKKAL

22. Az A mitrix szimmetrikus, ha ................
23. Az A matrix ferdén szimmetrikus, ha ................

24. Az A matrix ortogondlis, ha ................

21
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2. Matrixok alapmiiveleteinek gazdasagi alkalmazasai

2.1. Megjegyzés. A gazdasagi problémak megolddsanal sokszor nagy meny-
nyiségl adattal dolgozunk. Ilyenkor érdemes ezeket feldolgozés céljabdl cso-
portositani (rendezni). Ennek céljdbol az adatokat tdbldzatokba foglaljuk, igy
ilyen esetekben az adatokat matrixokkal reprezentdljuk, az adatokkal végzett
miiveleteket matrixmiveletekként irjuk fel.

2.2. Definicio. Az ugynevezett szdllitdsi mdtrixot olyan esetekben készitik el,
ha tobb raktarban tarolnak termékeket és ezeket tobb rendeltetési helyre kell
kiszéllitani. A madtrixban a fajlagos koltségeket tlntetik fel azaz azt, hogy az
aru egy egységének elszdllitdsa mennyibe keriil.

2.3. Példa. Tekintsiik azt az esetet, amikor harom raktirbdl (R1, R2, R3) két
helyre (51, S2) kell széllitani. A raktarok olyanok, hogy mindegyikben csak
egyféle termék van, de mindegyikben mds-mds termék. A fajlagos koltségeket
az alabbi tablazat tartalmazza:

S1 | S2

R1 | 10| 20

R2 | 30 | 20

R3 20| 15

Foglaljuk az adatokat métrixba:

10 20

A=1 30 20

20 15

Példédul az elsé sor masodik eleme azt jelenti, hogy az els6 raktdrbdl a mé-
sodik szallitasi helyre val6 széllitds koltsége 20 Ft. Legyen tovdbbd az egyes
termékek termelési koltsége rendre 40, 50 és 60 Ft. Ebbo] képezziik a

40 40
B=1] 50 50
60 60

matrixot. A fajlagos termelési és a szallitasi koltségek 6sszegébdl alld 6sszkolt-
ségmatrixot az A és B matrixot 6sszege adja, azaz az 0sszkoltség:

50 60
A+B=| 80 70
80 75
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2.4. Definici6. Tekintsiink egy tizemet, amely kiilonboz6 termékeket éllit eld,
és a termékek albdllitdsdhoz kiilonféle nyersanyagok sziikségesek. Ha ezeket
az adatokat tibldzatba fogalaljuk, akkor az igy kapott matrixot technoldgiai
madtrixnak nevezzik.

2.5. Példa. Tegyiik fel, hogy 4-féle termék elGéllitdsahoz 3 kiilonbozd alapa-
nyag sziikséges. Az egyes termékek el6allitasdhoz sziikséges alapanyag men-
nyiségeket a kovetkezd tdbldzat mutatja:

T1 | T2 | T3 | T4
Al| 1 | 2|5 4
A2 3|6 |2 |7
A3 | 2|14 ]13]5

7z

Tegyiik fel, hogy az egyes termékekbdl rendre 10, 20, 30, 20 egységet kell el64l-
litanunk, és a rendelkezésre all6 alapanyag mennyiségek rendre 300, 400, 300
egység. Matrixmiiveletekkel vdlaszoljunk az aldbbi kérdésekre: Elegend6-e a
rendelkezésre 4ll6 alapanyag mennyiség a gyartds végrehajtdsahoz?

1 2 5 4 ;8 280 < 300
3 6 27 a0 | = 350 <400
2 4 35 290 < 300
20
Tehat elegendd a rendelkezésre all6 alapanyag.
A megmaradt alapanyag mennyiség:
300 280 20
400 | — | 350 | = 50
300 290 10

2.6. Feladat. Egy étteremben hdromféle levesbdl eladott adagok szaméat az
alabbi tdbldzat mutatja:

] | gulyasleves | zoldségleves | gyiimélcsleves |

hétfo 10 5 5
kedd 20 10 5
szerda 10 10 10
csiitortok 5 20 10
péntek 30 10 20
egységar (Ft/db) 400 200 300

Vilaszoljunk métrixmiiveletekkel az aldbbi kérdésekre!
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a) Hany adag leves fogyott el az egyes levesekbdl az 6t nap alatt 6sszesen?
b) Mennyi az egyes levesfélékbdl szarmaz6 bevétel az 6t nap alatt dsszesen?
¢) Mennyi a levesekbdl szarmazé dsszbevétel az 6t nap alatt?
d) Hany adag leves fogyott 6sszesen az egyes napokon?
Megoldas:
a) A gulyaslevesbdl
10+20+10+ 5+ 30 =75,
a zoldséglevesbdl
5+ 10+ 10+ 20+ 10 = 55,
a gylimolcslevesbdl
5+54+10+10+ 20 =50
adag fogyott 6sszesen az 6t nap alatt.
Tomorebb formaban matrixokkal is felirhatjuk az eredményt. Ha egy mat-
rixot balrdl szorzunk egy olyan sormatrixszal, amelynek minden eleme 1,
akkor a szorzas eredménye egy olyan sormatrix, amelynek elemei az eredeti
matrix egy oszlopdban 1év6 elemeinek az 6sszege. Tehat:
10 5 5
20 10 5
(1111 1)-] 10 10 10 [=(75 55 50).
5 20 10
30 10 20
b) A hétf6i napon a bevétel:

10 - 400 + 5 - 200 + 5 - 300 = 6 500.
A keddi napon a bevétel:
20 - 400 + 10 - 200 4 5 - 300 = 11 500.
A szerdai napon a bevétel:
10 - 400 + 10 - 200 + 10 - 300 = 9 000.
A csiitortoki napon a bevétel:
5 - 400 + 20 - 200 + 10 - 300 = 9 000.
A pénteki napon a bevétel:
30 - 400 + 10 - 200 4 20 - 300 = 20 000.
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A szdmolést tomorobb formdban, matrixmiveletekkel felirva azt kapjuk,
hogy az eredményt egy matrix és egy vektor szorzata adja:

10 5 5 6500
20 10 5 400 11500
10 10 10 |- 200 | = 9000

5 20 10 300 9000
30 10 20 20000

Tehat a levesekbsl szarmazé bevétel hétfon 6 500 forint, kedden 11 500
forint, szerdan és csiitortokon 9 000 forint és pénteken 20 000 forint volt.

A levesekbdl szarmazé bevétel az 6t nap alatt
6500 + 11500 + 9 000 + 9000 + 20 000 = 56 000 F't.

Az eredményt matrixmiivelettel is felirhatjuk. Ha a napi bevételbdl képzett
oszlopmatrixot balrél szorozzuk egy olyan mdtrixszal, amelynek minden
eleme 1, akkor eredményiil az oszlopmaétrix elemeinek az dsszegét kapjuk:

6500
11500
R=(11111)-] 9000 |=
9000
20 000

= 6500 + 11500 + 9000 + 9000 + 20 000 = 56 000,

ezért a levesekbdl szarmazd 6sszbevétel az 5 nap alatt 56 000 forint.

Hétfén 10 + 5 4+ 5 = 20 adag leves fogyott.

Kedden 20 + 10 4 5 = 35 adag leves fogyott.

Szerdan 10 + 10 4 10 = 30 adag leves fogyott.

Csiitortokon 5 + 20 4+ 10 = 35 adag leves fogyott.

Pénteken 30 + 10 + 20 = 60 adag leves fogyott.

Az eredményt tomorebb formdban egy matrixszorzdsként is felirhatjuk. A
matrix egy sordban 1év$ szdmait szeretnénk Osszeadni, amit megvaldsitha-
tunk dgy, hogy a maétrixot jobbrdl szorozzuk egy olyan oszlopmadtrixszal,

amelynek minden eleme 1-es. Tehat:

10 5 5 20
20 10 5 1 35
10 10 10 1 | =1 30

5 20 10 1 35

30 10 20 60
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Osszefoglalva tehdt elmondhatjuk, hogy a matrixmiiveletek segitségével tomo-
rebb, 4tlathatébb forméba irhatjuk fel az eredményeket, a szdmolasok 1ényege-
sen leegyszeriisodnek, kiilondsen nagy adathalmaz esetén.
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Ellenorzo kérdések

1. Mit neveziink szallitasi matrixnak? ................

2. Mit neveziink technoldgiai matrixnak? ................

27
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3. Matrixok determinansa és inverze

3.1. Megjegyzés. Ebben a fejezetben bevezetjilk a determinans fogalmat, a-
melyben minden négyzetes mdtrixhoz alkalmas mddon hozzdrendeliink egy
szdmot. Ezt a szdmot a métrix determindnsdnak fogunk nevezni. A definiciét
rekurzioval adjuk meg. Ez azt jelenti, hogy el6szor 1 x 1-es, majd 2 x 2-
es matrix determindnsat értelmezziik. Ezutdn megmondjuk azt, hogy ha egy
(n—1) x (n—1)-es matrix determindnsat mar ismerjiik, akkor hogyan értelmez-
ziik az n X n-es matrix determindnsat.

3.2. Definici6. Az A = (ai;) € Myx, matrix a;; eleméhez tartozé minor-
mdtrixdn azt az (m — 1) x (n — 1)-es A;;-vel jelolt matrixot értjiikk, melyet az
a;; elem sordnak és oszlopdnak elhagyésaval kapunk.

3.3. Példa. Az

A=

N N
oo Ot N
© o w

matrix esetén példdul A;, minormadtrix azt a matrixot, amelyet ugy kapunk
meg, hogy elhagyjuk az A matrix elsd sorat és masodik oszlopat:

4 6
3.4. Megjegyzés. A minormatrix fogalma nem csak négyzetes matrixokra ér-

vényes.

3.5. Definicio. Definici6 szerint legyen egy 1 x 1-es matrix determindnsa maga

a szam.
Az
a a
A= 11 Q12
a1 a2
2 X 2-es matrix determindnsa definicid szerint

ail a2
a1 Q22

det A = = ail -ag2 —ai2 - asq.

Tegyiik fel hogy tetszbleges (n — 1) x (n — 1)-es matrix determindnsat mar
értelmeztiik. Ekkor az n x n-es A matrix determindnsat az ,,elsd sor szerinti
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kifejtéssel” ugy defindljuk, hogy

ail  ai2 Aln

az1 a2 a2n
det A =

anl Aan2 Gnn
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= (—1)1+1 ~ayy -det A+

+ (—1)1+2 carg -det Ajg + ...+ (—1)1+n - a1p - det Aq,.

Egy n X n-es matrix determindnsat n-edrendii determindnsnak is nevezziik.
A det Ay, (k = 1,...,n) determindnsokat az a1y elemekhez tartozo aldeter-
mindnsokként is emlitjiik. Az elgjellel is ellatott (—1)'** det Ay determindn-
sokat eldjeles aldetermindnsoknak is nevezziik.

3.6. Megjegyzés. Matrixok determindnsat csak négyzetes matrixok esetén de-

finialtuk.

3.7. Megjegyzés. Az el6z6 definiciéban az elsd sor elemihez tartozé aldeter-
mindnsok seitségével adtuk meg a matrix detemindnsat. Ezt neveztiik elsd sor
szerinti kifejtésnek. Ehelyett azonban a gyakorlati feladatokban tetszdleges sor

szerinti ,kifejtést” is vdlaszthatunk.

3.8. Példa. Az

matrix determinansa:

det A = ’

BN

1
3
3.9. Példa. Az

matrix determinansa:

1 2 3
4 5 6
7 8 9

det A = :1-'

Il
e =

56|
8 9

=1-(45 —48) — 2 (36 — 42) + 3 - (32 — 35)

LW =

=~ N
N————

’:1-4—2-3:4—6:—2.

2 3
5 6
8 9
46 45
SERIE

—3+12-9=0.
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3.10. Példa. Az

2 0 0 0
32 00
A= 4 1 2 3
5 2 1 1
matrix determinansa:
59 0 0 20 0
det A = =2. (=D .det[ 1 2 3 | =
4 1 2 3 9 1 1
5 2 1 1

:2'2~(—1)1+1-det<§ ‘i’):4-(2—3):—4.

3.11. Tétel. Egy n x n tipusi A = (a;;) matrix determindnsa:

det A = Z (_I)I(i17i27m7in)a1i1 TA2p - Apiy,

11,82,000yin
ahol az 6sszegzésaz 1,2, ..., n szdmok 0sszes permutdcidjara torténik, tovabba
I(iy,i9,...,iy) az 1,2, ..., n permuticiéban 1évs inverzidk szamat jeloli. Az
inverzidk szdma azt jelenti, hogy az 1,19, ..., ¢, permuticidban minimdlisan

hanyszor kell az egymas melletti elemeket megcserélni ahhoz, hogy eléallitsuk
az 1,2,...,n ,természetes” sorrendet.

3.12. Megjegyzés. Az elGbb tétel inkdbb csak elméleti jelentSségt, a gyakorlati
feladatokban valé szamolds meglehet&sen hosszadalmas lenne ezen tétellel. A
kovetkez8kben szémleltetjilk a tétel allitdsat masodrendii és harmadrend( de-
termindnsok esetén.

3.13. Megjegyzés. Tekintsiik az

matrixot. Ekkor:

szorzat | indexek | cserék | inverzidok szama
ail - ags 1;2 — 0
a12 * a21 2; 1 1; 2 1

A determinans tehat:

det A= (=1)%-ayy -age + (—1)' - a19 - as1 = a1 - aze — a1o - as1.
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3.14. Megjegyzés. Tekintsiik az

matrixot. Ekkor:

ail a3
A=\ axn a2
asi ass
szorzat indexek inverziok szama
ajy-age-asz | 1;2;3 — 0
app-agz-asy | 1;3;2 | 1;2;3 1
ai12 - a21 - ass 2;1;3 1;2;3 1
aig-ag-az | 2331 | 2,13
1;2;3 2
aig-ag -ag | 31,2 | 1;3;2
1;2;3 2
ajz-age-az | 3;2;1 | 3;1;2
1;3;2
1;2:3 3

A determinans tehat:

det A = (*1)0 a1l c a2
= (1) a1z - an
=(-1)* a13-an
=aj]-a22-a33 — a1l - a3 - a32 — a2 - a1 - a33+
+ a1z ag3-a31 +a13-a - a3 —a13 - a2 - a3l =
= Q11022 a33 + A12 - G23 - 431 + A13 - Q21 * G32—

— (an ©a23 - Q32 + Q12 - 421 - A33 + @13 - A22 - 031)~

3.15. Megjegyzés. Harmadrend(i matrix determindnsat kiszamolhatjuk az ugy-
nevezett Sarrus-szabdly alkalmazasaval is. A determindns els6 két oszlopat a
determinans jobb oldaldhoz hozzairjuk, majd a mellékatléban és vele parhuza-
mosan t6le jobbra 1évé két masik atloban 1évo elemeket dsszeszorozzuk, ezen
szorzatokat 0sszeadjuk, majd a mellékatloban és vele parhuzamosan t6le jobbra
1év6 két masik 4tl6 elemeit sszeszorozzuk, ezen szorzatokat kivonjuk az el6z6

0sszegbdl.

casg + (=1)' - a11 - agz - azga+
azz + (1) - ar2 - ags - azi+

-aze + (—1)3 ca13 - a2 a3l =
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Tehat

det A = a11 - age - asg + a1z - ags - as; + a3 - az - az2—
- (a31 ©a2 - G13 + a3 - a3 - @11 + ass - asn - 012)~

Fontos megjegyezni azt, hogy a Sarrus-szabdly csak 3 x 3-as matrix determi-
nansanak kiszamitisara alkalmazhat6. Hasonld szdmolasi szabdly magasabb
rendd determindnsokra nem létezik.

3.16. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy madtrix reguldris, ha a determindnsa
nem zErus.

3.17. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy matrix szinguldris, ha nem reguldris,
azaz ha a determindnsa nulla.

3.18. Tétel. (2 x 2-es matrix determindnsdanak geometriai interpretaciéja)

2 x 2-es matrix determinansdnak geometriai jelentése a matrix sorvektorai (osz-
lopvektorai) éltal kifeszitett paralelogramma el6jeles teriilete, ezalatt azt értve,
hogy ha az eredmény negativ, akkor a szébanforgé paralelogramma teriilete a
kapott érték —1-szerese.

Bizonyitds: Tekintsiik az (a; b) és (c; d) vektorok dltal kifeszitett paralelogram-
mat.

(c;d)

L

(asb
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Ismert, hogy az (a; b) és (c; d) vektorok éltal bezért szog koszinusza a két vektor
skaldris szorzatdnak és a vektorok hossza szorzatdnak hdnyadosa:

a-c+b-d
VaZ +02.- V2 +d2

cos p =

A paralelogramma teriilete:

T:\/a2+b2'\/02+d2-singo.

Felhaszndlva, hogy
sin 4 cos?p =1 = singp = /1 —cos? p
azt kapjuk, hogy

sinp = /1 —cos?p =

_ .y (a-c+b-d)?
V@) (@ + )

Ha ko6z06s nevezore hozunk, akkor

(@) (A d?) —(a-c+b-d)?
S @ = (a2—|—62)'(02—|—d2)

adddik. Elvégezve a zar6jelek felbontasat és az 6sszevonast azt kapjuk, hogy

) (a2—|—b2)-(02+d2)—(a2-02+b2-d2+2-a~b-0~d)
s @ =
(a2 +12) - (2 + d?)

B2 tad2—2-a-b-c-d
- (a2 +b2) - (2 + d?) B

B (b-c—a-d)?
V(@ +8?) - (24 d?)’

Felhasznalva a kapott eredményt

T=vVa?+b -\ +d sing =

cc—a-d)?
:\/a2+b2-\/c2—|—d2-\/ (bre—a-dp _

(a2 + b2)(c2 + d?)

=+(b-c—a-d?2=b-c—a-d|
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addodik. Masrészt:

=a-d—b-c,

a
C

b| |a c
d| | b d

amivel az 4llitast igazoltuk. m

3.19. Tétel. (3 x 3-as matrix determindnsanak geometriai interpretaci6ja)

3 x 3-es matrix determindnsdnak geometriai jelentése a matrix sorai (oszlopai)
altal kifeszitett paralelepipedon el§jeles térfogata, ezalatt azt értve, hogy ha az
eredmény negativ, akkor a szébanforgd test térfogata a kapott érték —1-szerese.

3.20. Megjegyzés. A paralelepipedon olyan hat lap dltal hatarolt térbeli geo-
metriai alakzat, amelynek minden oldallapja paralelogramma.

3.21. Megjegyzés. Egy magasabbrendl matrix determinansanak a kiszamoldsa
a definici6 alapjan elég koriilményes. Gondoljunk példdul arra, hogy példaul
egy negyedrendl matrix esetén négy harmadrendd (azaz 12 masodrend{) mat-
rix determindnsét kell meghatdrozni. A kovetkez8kben felsorolunk olyan &l-
litdsokat, amelyek sok esetben megkonnyitik egy matrix determindnsdnak ki-
szamitasat.

3.22. Tétel. Ha egy matrix két sorat felcseréljiik, akkor a determindnsanak
értéke a —1-szeresére valtozik.

1 2
(3 5)

3.23. Példa. Az
3 4
1 2

matrix determindnsa 2, ami dsszhangban van az el6bbi tétel allitdsaval:

1 2 3 4
det(3 4):—det<1 2)-—2.

3.24. Tétel. Ha egy matrix egyik sordnak minden elemét megszorozzuk a A
szammal, akkor a determinansa értéke \-szorosdra valtozik.

matrix determinansa —2, mig a

Bizonyitds: A definici6 alapjan nyilvadnval6. m

3.25. Példa. Az
12
=(5 1)
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matrix elsd soranak minden elemét 5-tel szorozva a determinans értéke az ere-
deti matrix determinansanak 5-szorosére valtozik:

5-1 5-2 1 2
det< 3 4 >:5-det<3 4>:5-(4—6):—10.

3.26. Tétel. Ha egy matrix egy sordnak minden eleme nulla, akkor a deter-
minéns értéke 0.

Bizonyitds: Sorcserével elérhet6, hogy a csupa nulla elemeket tartalmazé sor
az elsd sor legyen. Ekkor a definiciét alkalmazva adodik az allitas. m

3.27. Példa. Az

N O =
co O N
© O W

matrix masodik sordnak minden eleme zérus, igy
1 2 3
det| 0 0 0 | =0.
78 9
3.28. Tétel. Ha egy matrix egy soranak valahdnyszorosat hozzdadjuk egy masik

sorahoz, akkor a determindnsanak értéke nem valtozik.

3.29. Példa. A matrix elss soranak —4-szeresét adjuk hozzad a masodik sorhoz:

1 2 3 1 2 3
det [ 4 5 6 | =det| 4+(—4)-1 5+(-4)-2 6+(-4)-3 | =
789 7 8 9
1 2 3
=det| 0 -3 —6
7T 8 9

3.30. Tétel. Ha egy matrix két sora megegyezik, akkor a determinansa 0.

Bizonyitds: Az el6zé tétel kovetkezménye, ugyanis, ha a két megegyezd sor
koziil az egyik —1-szeresét hozzdadjuk a masikhoz, akkor a matrixnak lesz egy
csupa nulla elemeket tartalmazo sora, igy az el6z6 tétel szerint a determinansa
nulla. m
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3.31. Tétel. Fels6 haromszog alakd, matrix determindnsa a féatloban allo ele-
mek szorzata, azaz

a1l a2 -t Qip
0 ax -+ a2
det . . . . =a11-a2 ...  App-
0 0 Qnn
3.32. Példa.
1 2 3
det 0 4 5 =1-4-6=24.
0O 0 6

3.33. Tétel. Als6 haromszog alaki, matrix determindnsa a féatléban 4ll6 ele-
mek szorzata, azaz

ai 0 - 0
agy agzg -+ 0
det . . . . =11°A22 " ...  Qpn-
anl QAap2 - Ann
3.34. Példa.
2 00
det 4 4 1 =2-4-6=148

3 2 6

3.35. Tétel. Egy matrixnak és a transzponaltjanak a determindnsa megegyezik.

3.36. Példa. Az

és az

matrixok determindnsa egyenld.

3.37. Megjegyzés. Az el6z0 tétel miatt a determindnsokra kordbban megfogal-
mazott tulajdonsdgok sorok helyett oszlopokra is érvényesek.

3.38. Tétel. (determinansok szorzéstétele)
Két métrix szorzatdnak determindnsa megegyezik a tényez6k determindnsainak
szorzatdval.
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3.39. Tétel. Ortogondlis matrix determinansa —1 vagy 1.
Bizonyitds: Legyen A egy n x n-es ortogondlis matrix. Ekkor A~! = AT,
Mivel
A-A'=E,,
és det(E,,) = 1, ezért
det(A-A™H =1
A determindnsok szorzastétele miatt:
det A-det A7t =1.
Felhasznalva, hogy A~' = AT azt kapjuk, hogy
det A - det AT =1.
Egy maétrixnak és a transzponaltjanak a determinansa egyenld, igy
det(AT) = det A,
amit felhaszndlva azt kapjuk, hogy
(det A)? =1,
ami azt jelenti, hogy det A = £1. m

3.40. Tétel. Egy matrix pontosan akkor invertdlhatd, ha a determindnsa nem
nulla.

3.41. Tétel. Ha az A matrix invertalhatd, akkor

1
71 _
det A~ = Tt A

Bizonyitds: Ha az A métrix invertdlhat, és az inverze A~!, akkor felhasznélva,
hogy az egységmatrix determindnsa 1, valamint a determinansok szorzéastételét,
azt kapjuk, hogy

l=detE, =det(A - A™!) =det A-det AL

Mivel A invertalhat6, ezért det A # 0, igy
1
det A7l = ——
¢ det A’

amivel igazoltuk az allitast. m
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3.42. Megjegyzés. Egy n x n-es matrix determindnsat leghatékonyabban tgy
szdmolhatjuk ki, hogy az els6 sor szdmszorosédt hozzdadjuk az alatta 1évd so-
rokhoz tgy, hogy ezen sorok elsd elemei nulldk legyenek, majd az els6 oszlop
szerinti kifejtést alkalmazzuk, igy egy darab (n — 1) x (n — 1)-es determindnst
kell kiszamolnunk. A kapott determindnsra alkalmazzuk az elébbi eljarast, és
igy tovébb.

3.43. Példa. Szamoljuk ki az

1 2 3 4
2 1 2 1
A=1391 1
4 3 2 1

matrix determindnsat! Ehhez el6szor adjuk hozza az elsd sor —2-szeresét a
masodik sorhoz, az elsé sor —3-szorosat a harmadik sorhoz, €s az els6 sor —4-
szeresét a negyedik sorhoz. Ekkor azt kapjuk, hogy

1 2 3 4 1 2 3 4

2 1 2 1 0 -3 —4 -7
det | 5 5 1 1 | =det] o 4 g 11
43 2 1 0 -5 —10 —15

Az elsd oszlop szerinti kifejtést alkalmazva azt kapjuk, hogy a determindns
értéke:
2 3 4

1
-3 -4 -7
det | 0 3 T4 T =1-(-D)".det| -4 -8 —11
0 -4 -8 —11 5 10 15

0 -5 —10 —15

A kapott 3 x 3-as matrixban a kdnnyebb szdmolas kedvéért az elsd sor —1-
szeresét adjuk hozzd a masodik sorhoz és az els6 sor —2-szeresét adjuk hozza
a harmadik sorhoz. Ekkor azt kapjuk, hogy

-3 -4 -7
det A=det| -1 —4 —4
1 -2 -1

o 2

Szintén a szamolds egyszeriisitése miatt cseréljilk meg az elsd és a harmadik
sort:
1 -2 -1
det A=—det| —1 —4 —4
-3 -4 -7
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Az el6bbi két technikai 1épés utdn folytathatjuk az algoritmust. A maétrix els6é
sordt adjuk hozza a masodik sorhoz és az elsd sor 3-szorosit adjuk hozzi a
harmadik sorhoz:

1 -2 -1
detA=—det| 0O -6 —5
0 —-10 -10
Az els6 oszlop szerinti kifejtést alkalmazva azt kapjuk, hogy
-6 =5

detA:—l-(—l)”l-det< >=—1-(60—50)=—1o.

—-10 -10

Tehat az A matrix determinansa —10.
Megjegyezziik, hogy a 3 x 3-as mdtrix determindnsat szdmolhatjuk péld4ul
Sarrus-szabadllyal is:

-3 -4 =7
det | -4 -8 —11 | = —-360— 220 — 280+
-5 —10 -15

+ 280 + 330 + 240 = —10.

Tehat:

1 2 3 4
0 -3 —4 -7
det 0 -4 -8 —11 = —10.

0 -5 —-10 -15

3.44. Tétel. (matrix inverzének meghatdrozasa determinansokkal)

Egy matrix inverzét meghatarozhatjuk gy, hogy a matrix determindnsanak re-
ciprokaval megszorozzuk azt a matrixot, melyet gy kapunk meg, hogy képez-
ziikk az eredeti matrix elemeihez tartoz6 elgjeles aldetermindnsok matrixdnak
transzponaltjat. Ha az A madtrix invertdlhatd, az inverzének b;; eleme tigy sza-
molhat6 ki, hogy

N G D ¥
Yo detA 7
ahol Aj; a minormatrix, azaz az a métrix, amelyet az A matrixbol igy kapunk

meg, hogy annak j-edik sordt és i-edik oszlopat toroljiik.

1 20
3.45. Példa. Szamoljukkiaz A= | 0 —2 3 | matrix inverzét!
0 0 4

A matrix fels6hdromszog alakd, ezért a determindnsa a f6atlébeli elemek szor-
zata, igy
detA=1-(-2)-4=-8,



40

ami nem nulla, tehat a matrixnak 1étezik inverze. A by1-es elem:

-2 3
b (- .detAy; | 0 4 ' _ 8 _,
ne det A - 8 =8
A bis-€s elem:
2 0
(—1)1+2-detA21 ’ 0 4 ‘ 8
b1z det A (=1)-— —38
A bi3-es elem:
2 0
b _(—1)1+3'detA31_‘ -2 3 ‘_6__3
B det A - 8 =8 4
A boi-es elem:
0 3
(—1)2F1 - det Ayo ‘ 0 4 }
bo1 = =(-1)- =0.
21 det A (=1) -8 0
A bos-es elem:
10
b (—1)2+2'd€tA22 B 0 4 _i__].
22 det A -8 -8 2
A bys-es elem:
10
b _(—1)2+3.detA32_(_1).’0 3‘__3_3
Y det A - -8 -8 8
A b31-es elem:
0 —2
b — (—1)3t1 . det Ay |0 0 0
3 det A N -8 -
A b3o-es elem:
1 2
(—1)%"2 . det Ags ’ 00 ‘

— —(—1).
bs det A (=1) -8
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A bs3-es elem:

1 2
pow = (T det Ay ' 0 -2 ‘ -2 1
38 det A - 8 -8 4
Tehat: 3
1 1 —
4
_ 1 3
Al=10 —= 2
2 8
1
0 0o -
4
3.46. Definicié. Legyenek x1, xo, ..., x, valos szdmok ésn € N. A
1 T X9 R 799
1 22 [ S
V(z;xe; .. 5xn) = ! 2 K
1ot o2t !

matrixot Vandermonde-mdtrixnak nevezziik.
3.47. Tétel. Az elGbbi tételben szereplé Vandermonde-matrix determinansa:

V(zisxe;. . 52n) = 11 (25 — x4),

1<)
azaz olyan x; — x; alaku kiilonbségek szorzata, ahol 7 < j.

3.48. Példa. Legyenek x és y val6s szamok. Ekkor
1 =z
V(m,y)—det(1 y)-(y—x).

3.49. Példa. Legyenek x, y és z vals szamok. Ekkor

1 = a2

Viziy;z)=det | 1 y v* | =@W—2)-(z—2) (z—y).
1 2 22
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Ellenorzo kérdések

1. Az ( ch 3 > matrix determindnsa: ................
2 3 4
2. Az | 0 3 3 | matrix determinansa: ................
0 0 1
( a b > .
3. Az MALrIX INVEIZe: .....ouuen......
c d
4. Az 10 MAtrix INVerze: ................
0 1
a b L. .
5. Az ( ¢ d ) matrix inverzének bis eleme: ................
3 2 L. .
6. Az ( 1 1 > matrix inverzének bop eleme: ................

7. Egy matrix pontosan akkor invertilhatd, ha a determindnsa ................
8. Ha egy métrix két sordt felcseréljiik, akkor a determinénsa ................
9. Ha egy madtrix két oszlopat felcseréljiik, akkor a determindnsa ................
10. Fels6 haromszog alakt matrix determindnsa ................

11. Alsé hdromszog alaki métrix determindnsa ................

12. Diagondlis matrix determindnsa ................

13. Az n-edrendii egységmaitrix determindnsa ................

14. Az n x n tipusd zérusmatrix determindnsa ................

15. Két matrix szorzatdnak a determindnsa megegyezik ................

16. Ha az A métrix invertdlhat6, akkor det(A~!) = ................

17. Ha az A métrix kvadratikus, akkor det(A”) = ................

18. Egy madtrix reguldris, ha ................

19. Egy matrix szinguldris, ha ................

20. Ha az A mitrix invertalhaté, akkor det A - det(A™!) = ................

21. Ha A és B olyan matrix, amelyekre A - B 1étezik, tovabbd det A = 5 és
det B = 3, akkor det(A - B) = ...ccccoeeue.
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22. Ortogondlis métrix determindnsa: ................

23. A 2 x 2-es Vandermonde-matrix és determinansa:

43
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4. Titkosiras matrixokkal

4.1. Megjegyzés. A titkosiras (kriptografia) mara kiilon tudomanyagga nétte ki
magét. Ebben a fejezetben ezen tudomdnyag alapjaival ismerkediink meg gy,
hogy a matrixmiiveleteket hasznéljuk fel a titkositas végrehajtasdhoz.
Természetesen nagyon sok mddja van annak, hogy egy adott szoveget kodolt
szoveggé alakisunk. Mi most kifejezetten csak a matrixokkal valé kédoldst
mutatjuk be, annak is csak a legalapvet6bb esetét. Szamos szakirodalom foglal-
kozik azzal, hogy hogyan lehet a kiilonbdz6 matematikai eszkozoket kodoldsra
alkalmazni, azonben ezek mér tdlmutatnak ezen jegyzet tematikdjan.

Ahhoz, hogy egy kédolt (titkositott) iizenetet készitsiink, majd a kapott ko-
dot ,,visszafejtsiik” matematikai eszkozként alkalmazhatunk maétrixokat, fel-
hasznélva a kozottiik értelmezett miveleteket.

4.2. Definici6. A titkositando szoveget vagy iizenetet nyilt szovegnek nevez-
ziik. Maga a titkosito eljards egy algoritmus, amely a ny{lt szoveget egy masik
szoveggé alakitja. Az ut6bbi szoveget nevezziik titkositott szovegnek. Az algo-
ritmus alkalmazdsa a nyilt szdvegre a kodolds vagy rejtjelezés. A nyilt szoveget
tekinthetjiik szdmsorozatnak, a titkositott szoveget hasonléképp, ilyen felfogas-
ban a titkosité algoritmus egy matematikai fiiggvény. Errdl fel kell tenniink,
hogy injektiv, mivel a cimzettnek vagy fogadénak képesnek kell lennie arra,
hogy egyértelmiien visszanyerje a nyilt szoveget a titkositott szovegbdl. Utébbi
folyamat, azaz a visszanyerés a dekodolds vagy visszafejtés.

4.3. Eljaras. Tekintsiik azt a legegyszeriibb esetet, amikor a magyar abécé
betiiihez rendeljiik hozz4 azt a szdmot, ahanyadik helyen taldlhaté a széban-
forgd betli az dbécében. A ,kettds” massalhangazdkat és a harmas massal-
hangz6t kihagyjuk ebbdl a felsoroldsbél, hiszen példaul a ,,cs” betit egy ,,c”
és ,,s” karakter egymds mellé irdsaval fogjuk eléallitani. A ,,sz6k6zh6z” a 0

ben eltekintiink. Az alabbiakban 6sszefoglaljuk, hogy melyik betlih6z, melyik
szamot rendeljiik:

a—1 & —7 j— 13 6—19
a—2 f—38 k— 14 0 — 20
b—3 g—9 1—15 6—21
c—4 h— 10 m — 16 p— 22
d—5 i—11 n— 17 q— 23

e—6 i— 12 o— 18 r— 24
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s — 25 i— 29 X — 33
t— 26 id— 30 y — 34
u— 27 v — 31 z— 35
i — 28 w — 32 sz0koz — 0

Az A matrix tartalmazza annak a szénak a karaktersorozatat, amit az el&bbi
moédon készitiink el.

Ha egy sz6 példaul 8 betiibdl 4ll, azt szabadon eldonthetjiik, hogy abbdl 8 x 1-es,
4 x 2-es, 2 X 4-es vagy 8 x 1-es matrixot készitiink-e. A dekddolas (illetve ko-
dolés sorén is) sorfolytonosan, balrdl jobbra haladunk. Az elkészitett matrixot
ezutan megszorozzuk egy ugynevezett kodolo matrixszal (jeloljikk ezt B-vel),
amelyet a ,.kodfejt6" tudomdsara kell hozni. Ezen métrixrél megkdveteljiik,
hogy invertilhat6 legyen. Ezt kdvet&en elkészitjiik az

X=A-B

matrixot, és azt tovabbitjuk a célszemélynek. A koédfejté a rendelkezésre alld
X és B matrixok segitségével az A matrixot az

A=X B!
Osszefiiggés segitségével szamolhatja ki.

4.4.Példa. A

kédolé matrix segitségével kodolt szoveget az

34 56

63 90
X = 30 50

77 104

matrix tartalmazza. Dekddoljuk az iizenetet!
Megoldas:

A B matrix inverze:



46

A, dekddolt" A matrix

34 56 16 6
1 | 63 90 4 -2 9 18

= . _1 = — — . . =
A=X-B 2 | 30 50 ( -3 1 ) 15 5
77 104 2 25

Az elméleti 6sszefoglaloban taldlhat6 kulcs alapjan a keresett sz6: ,,megoldas”.
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Ellenorzo kérdések

1. Mit neveziink titkositott szovegnek? ................
2. Mit neveziink kédoldsnak? ................

3. Mit neveziink dekddolasnak? ................

47
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5. Leontief-féle modell

5.1. Definicié. Tegyiik fel, hogy egy gazdasag n kiillonbozd dgazatra bonthat6
fel. Rdforditdsi mdtrixnak nevezziik azt a matrixot, melynek a;; eleme azt je-
lenti, hogy az i-edik dgazat termelt értékébdl mennyi sziikséges a j-edik dgazat
egységnyi termeléséhez.

5.2. Modell. Tegyiik fel, hogy az adott elérni kivant nett6 kibocsatasi vektor d
és az x pedig a teljes kibocsatds vektora, ami jelen esetben ismeretlen. Ekkor
ennek legyartdsa soran a raforditasi matrix definici6ja szerint A - x inputra van
sziikséglink az egyes dgazatokbdl. Kozgazdasigtani szempontbdl az a fontos,
hogy még nettéban maradjon plusz d, tehat az

Axct+d=x
matrixegyenlethez jutunk. Ezt dtrendezve
r—A-x=d
adddik, amibdl z-et kiemelve azt kapjuk, hogy
x-(E—A)=d.

Ebbdl z-et kifejezve

r=(FE—-A)1.d
adédik. Az igy keletkezett (E — A)~! matrixot Leontief-inverznek nevezziik.
Ha a Leontief-inverz valamelyik eleme nulla, akkor a megfeleld dgazat teljesen
fuggetlen a masik dgazatt6l. Ha a Leontief-inverznek létezik negativ eleme,
akkor a gazdasdg nem miikoddképes, ugyanis tobbe keriil a mikodés, mint a
termelés.

Egy gazdasdg akkor és csak akkor produktiv, ha létezik a Leontief-inverz és
annak minden eleme nemnegativ.

5.3. Példa. Egy gazdasag raforditasi matrixa
0,2 0,4
4= ( 0,5 0,3 ) '
Produktiv-e (mtikod6képes-e) a gazdasag?

Megoldas:
Az Fy — A matrix:

boa-

O =
)
N——
|
7 N\
o O
JOTQI\D
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Az E9 — A maitrix determindnsa:
det(E2 — A) = 0,56 — 0,2 = 0, 36.

Az E9 — A matrix inverze:

1 _(0,7 0,4)_(‘1’2 19°>
- 25 20 :
0.36 \ 0,5 0,8 5

A kapott métrix minden eleme nem-negativ, ezért a gazdasag produktiv.

0,2 0,6>

5.4. Példa. Egy gazdasag raforditdsi matrixa A = ( 0.4 0.1

a) Produktiv-e (miikodSképes-e) a gazdasag?

b) Mennyi legyen a teljes kibocsatds ahhoz, hogy a d = < 2 > vektorral

4
megadott nettd termelést elérjiik?

¢) Mely termékek elGallitdsa nyereséges, ha drrendszeriink a v = (1;2) vek-
torral adhat6 meg?

Megoldas:

a) Az ' — A matrix inverzének az elemeit kell megvizsgélnunk, ahol F a meg-
felel6 (jelen esetben 2 x 2-es) egységmatrix. Az
-0,6
0,9

10 0,2 0,6\ 0,8
E_A_<0 1>_<0,4 0,1)‘(-0,4
\ 1 0,9 0,4 1,875 0,833
_ 1: . ) 9 — ) 9
(E—4) 0,48 (0,6 0,8> (1,250 1,667)'

matrix inverze
Mivel a Leontief-inverz minden tagja nemnegativ, ezért a gazdasag miiko-
doképes.

b) A teljes kibocsatas
-1l g (1,875 0,833\ (2 _ (7,07
(E—4) d= ( 1,250 1,667 4 )\ 89 )’

tehat 7 darabot kell az els6, 9 darabot kell a masodik termékbdl eldallitani,
ahhoz hogy a megadott netté termelést elérjiik.




50

¢) Mivel
0,2 0,6

U-A:(12)-<074 o1 ) = (1;0,8),

ezért az elsd termék elballitdsa 1 egységbe keriil (igy az nem is nyereséges,
és nem is veszteséges), a mdsodik termék elballitasa 0,8 egységbe keriil
(tehét ezen a terméken 1, 2 egység a nyereség).
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Ellenorzo kérdések

1. Mit neveziink raforditasi matrixnak? ................
2. Mit neveziink Leontief-inverznek? ................

3. Mi produktivitas feltétele? ................



6. Vektorterek, matrix rangja

6.1. Definicié. Egy X halmazt linedris térnek vagy mas széval vektortérnek
neveziink, ha adva van rajta két mivelet, nevezetesen egy Osszeadds és egy
skaldrral val6 szorzés, melyek teljesitik az aldbbi tulajdonsdgokat:

e az Osszeadds kommutativ, azaz minden z,y € X esetén

T+y=y+;
az 6sszeadds asszociativ, azaz minden x, y, z € X esetén
(x+y)+z=x+ (y+2);

l1étezik zéruselem, azaz létezik 0 € X ugy, hogy = + 0 = = minden
z € X esetén;

minden elemnek 1€étezik additiv inverze, azaz minden x € X esetén
létezik —x € X gy, hogy = + (—z) = 0;

minden x € X esetén 1 - x = x;

minden A, i € R, minden x € X esetén

A-p) -z =X-(p-x);
minden A\, © € R, minden z € X esetén
A+p)-z=X-24+p-
minden A € R, minden z,y € X esetén

Alz+y)=A-z+ Ay

Egy lineras tér elemeit vektoroknak nevezziik.

6.2. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy az el6bbi definicidban a skaldrral valé
szorzast miiveletnek neveztiik, amely azonban nem preciz, ugyanis miivele-
ten olyan leképezést értettiink, amely egy halmaz onmagéval vett Descartes-
szorzatdbdl a halmazba képez. A skaldrral vald szorzat esetében azonban egy
halmazbeli elem és egy valds szdm 4ltal képzett parhoz rendeliink hozz4 egy
halmazbeli elemet. Az ilyen leképezéseket nevezhetjiik ,,félmiiveletnek”.

6.3. Példa. Az

R? = {(z1;72) |21 € R, x5 € R}

halmaz az

r+y=(z1;22) + (y1;92) = (1 + Y1522 + ¥2)
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modon definialt 6sszeadassal és a
Az = Mz xe) = (Axp; Axe)

elbirassal definialt skaldrral vald szorzassal linearis teret (mas széval vektorte-
ret) alkot.

6.4. Példa. Az
R* = {(z1; 295 23) | 21, 22, 73 € R}
halmaz az

r+y=(x1;22;23) + (Y1;y2;9y3) = (21 + Y1522 + Y2; 23 + Y3)

modon definialt 6sszeadassal és a

Arx =X (z1520;23) = (N 13 A - 295 A - 203)
el6irassal definialt skalarral valo szorzassal vektorteret alkot.

6.5. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy az R? és R? koordindtatér elemeit 4l-
talanosan oszlopvektoroknak tekintjiik. Bizonyos esetkben azonban a kon-
nyebb attekinthetdség és a kevesebb helyigény miatt az oszlopvektoros frasméd
helyett sorvektort irunk.

6.6. Példa. Az m x m-es matrixok halmaza a matrixok halmazan definialt
osszeadassal és skalarral valo szorzassal vektorteret alkot.

6.7. Példa. Az 6sszes f: R — Z fiiggvények halmaza nem alkot vektorteret,
ugyanis ha \ tetszOleges valos szdm, akkor A - f nem feltétleniil egész értéki
fliggvény.

6.8. Példa. A legfeljebb n-edfoku polinomok vektorteret alkotnak a valds sza-
mok halmaza f616tt a polinomok halmazan értelmezett 6sszeaddssal és skalarral
val6 szorzéssal.

6.9. Példa. A valds szamok halmazan értelmezett valés értéki fiiggvények vek-
torteret alkotnak a fiiggvények halmazan értelmezett 6sszeadassal €s skalarral
val6 szorzassal.

6.10. Példa. A valés szdmsorozatok vektorteret alkotnak a valés szamok hal-
maza folott a tagonkénti Osszeaddssal és a szdmmal valé szorzdssal.

6.11. Definici6. Az X vektortér elemeinek egy

{a1;a2;.. .50}

halmazat vektorrendszernek nevezziik.
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6.12. Példa. Tekintsiik az R? vektorteret és legyenek adottak az a; = (2;1),
ay = (1;2) és a3 = (0;—1) vektorok. Ekkor az {a;;as;as} halmaz egy
vektorrendszer R2-ben.

6.13. Definicié. Az X vektortér aq; as;. . .;a, vektorainak x1; xo;. .. ; x, ska-
larokkal (valds szdmokkal) képzett linedris kombindcidjan az

T1-ay+x2- a2+ ...+ Ty an

vektort értjik.
6.14. Példa. Az ai;as;as vektorok egy linedris kombindcidja példaul
2-a1+3 a2 —as.

6.15. Definicié. Legyen X egy vektortér. Azt mondjuk, hogy a b € X vektor

linedrisan kifejezhetd az a1; a; . . . ; an, € X vektorok segitségével, ha 1éteznek
olyan x1;x2; . . .; x, valoés szdmok, melyekre

b=x1-a1+x2- a0+ ...+ 2y ap.

2 2

Ilyenkor azt is mondjuk, hogy b elddllithato az ay;as; . . . ; a, vektorok linedris
kombinécidjaként.

11

(1)
()

vektorok linedris kombinacidjaként!
Keressiik tehdt azokat az 1 és x2 valés szdmokat, melyekre

6.16. Példa. Irjuk fela b = < - ) vektort az

T1-a1+x2-a9=">0

teljesiil. Felhaszndlva a vektorok dsszeaddsara és skaldrral val6 szorzdsara vo-

natkozdé definiciokat az
1+ 2z2 \ 4
3z1+5x ) \ 11
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Osszefiiggéshez jutunk. Két vektor pontosan akkor egyenld, ha a megfeleld
koordinataik egyenldek, igy az el6bbi egyenl6ség ekvivalens az

r1+2x0= 4
3z + bxy = 11}
egyenletrendszerrel. Az els§ egyenlet haromszorosabdl kivonva a masodik e-
gyenletet azt kapjuk, hogy xo = 1. Ezt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe
T +2=4
adédik, amibdl x; = 2. Azt kaptuk tehat, hogy
b=2-a1+ as.
6.17. Definicié. Azt mondjuk, hogy az
{a;a9;.. .50, C X

vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, ha a zérusvektort csak trividlis linedris
kombinacidval allitjak eld, azaz ha az

T1-a1+x9-as+...+xy-a,=0

egyenldségbdl kovetkezik, hogy
T =To=...=x, =0.
Ha egy vektorrendszer nem linedrisan fiiggetlen, akkor azt mondjuk, hogy line-

drisan fiiggd.

6.18. Megjegyzés. A gyakorlatban a linedris fiiggetlenség vizsgalata egy lined-
ris egyenletrendszer megoldésat jelenti. Ha a megfelel6 egyenletrendszer meg-
oldésara azt kapjuk, hogy minden ismeretlen zérus, akkor a megfelel6 vektorok
linedrisan fiiggetlenek, ellenkezd esetben linedrisan fiiggbek.

6.19. Példa. Az a; = (1;2) és az az = (2;3) vektorok linedrisan fiiggetlen
vektorrendszert alkotnak, ugyanis az

T1-a1+x2-a20=0
egyenletrendszert részletesen felirva

1+ 229 =0
201+ 322 =0

adédik. Az elsé egyenlet kétszeresébdl kivonva a masodik egyenletet azt kap-
juk, hogy zo = 0, amit példaul az els6é egyenletbe visszahelyettesitve 1 = 0
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adddik, tehat az aq és ag vektorok a zérusvektort csak trivialis linearis kom-
binaciéval allitjak eld.

6.20. Példa. Az a; = (1;2) és az ag = (2;4) vektorok linedrisan fiiggd vek-
torrendszert alkotnak, ugyanis az

Tr1-a1+x9-a9 =0

egyenletrendszert részletesebben felirva
1+ 220 =0
2x1 + 4xo = 0}

adédik. Lathat6, hogy a masodik egyenlet kétszerese az elsdnek, igy a két
egyenlet ,,ugyanazt mondja”. Az egyik egyenlet tehat el is hagyhatd, mert nem
tartalmaz ,,ij informaciot” az els6 egyenlethez képest. Tehat az egyenletrend-
szernek minden olyan (x1; z2) szdmpar megoldésa, amelyre

1 +229=0

teljesiil, igy példdul 7 = —2, x9 = 1 is megoldas, tehat az {a; a2} vekto-
rok nem csak trividlis linedris kombindacidval allitjak el a zérusvektort, igy a
vektorok linedrisan fiiggdk.

6.21. Megjegyzés. A sikon két vektor pontosan akkor linedrisan fiiggs, ha
egyik a masiknak szamszorosa.

6.22. Megjegyzés. A koordindtasikon két vektor pontosan akkor linedrisan fiig-
getlen, ha nem esnek egy egyenesre, azaz ha egyik sem skaldrszorosa a mésik-
nak.

6.23. Megjegyzés. Linedrisan fiiggetlen vektorrendszer minden részrendszere
is linedrisan fiiggetlen.

6.24. Megjegyzés. Egyetlen linedrisan fiiggetlen vektorrendszer sem tartal-
mazhatja a zérusvekort.

6.25. Megjegyzés. Egy n dimenziés vektortérben minden, legalabb n + 1 el-
emszadmu vektorrendszer linedris fiiggd.

6.26. Tétel. Egy vektorrendszer pontosan akkor linedrisan fiiggs, ha van olyan
vektora, amely el64ll a tobbi vektordnak linedris kombinécidjaként.

Bizonyitds: Tegylik fel, hogy az X vektortérben az

{ar;a9;. .. 5a,}
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vektorrendszer linedrisan fiiggd. Ekkor 1éteznek olyan
T1,22, ..., Ty
nem mind nulla skaldrok, hogy
T1-a1+x2-a2+...+xpy - ay =0.

Tegyiik fel, hogy z; # 0 valamely ¢ € {1;2;...,n} esetén. Ekkor

T T2 Ti—1 Li+1 Tn
Qg = ——--a1 —— a2 — ... — Qi1 — cQi4l] — .. — — " Qp,

7z

tehat a; el64ll a tobbi vektor linedris kombinacidjaként. Tehét, ha egy vektor-
rendszer linedrisan fiiggd, akkor van olyan vektora, amely el6all a tobbi linedris
kombinécidjaként.
Tegyiik fel, hogy az

{a;a2;...5an}
vektorrendszer nem linedrisan fiiggd, azaz linedrisan fiiggetlen. Ekkor az a;
(z' =1,2,..., n) vektor nem 4all el§ a tobbi vektor linedris kombindciéjaként,
ugyanis ha léteznének olyan

L1y L2y « ooy Tj—1, Ti41y Tn
valds szamok, hogy

a;=x1-a1+T2-a2+ ... +Tj—1°"Qi—1 + Tit+1 " Qi+1-..+ Ty An,

akkor

r1-a1+x2-a2+ ...+ 210 — @+ Tiv1 - Qir1 ... F Xy ay =0,

ami a zérusvektor egy nem trividlis linedris kombindcidja, igy a vektorrendszer
nem linedrisan fiiggetlen. Indirekt feltevésbdl ellentmonddsra jutottunk, amivel
igazoltuk azt, hogy ha egy vektorrendszer egy vektora el6all a tobbi linedris
kombinécidjaként, akkor a vektorrendszer linedrisan fiiggd. m

6.27. Kovetkezmény. Egy vektorrendszer pontosan akkor linedrisan fiiggetlen,
ha egyetlen vektora sem 4ll el§ a tobbi vektordnak lineéris kombindciéjaként.

6.28. Definicio. Egy vektortér bdzisin maximalis tagszamu linedrisan fligget-
len vektorrendszert értiink. A maximdlis tagszdm alatt azt értjiik, hogy ha
hozzédvesziink egy vektort a vektorrendszer tagjaihoz, akkor az mér linedrisan

fuggdvé valik. Egy bazisban 1év6 vektorok szdmat a vektortér dimenziojanak
mondjuk.
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6.29. Példa. Az R? koordinatasik 2 dimenzi6s, mert egy bazisa {(1;0), (0;1)},
ugyanis egyrészt a vektorok linedrisan fiiggetlenek, mert az
x1-(1;0) + 22 - (0;1) = (0;0)

egyenletrendszerbdl kovetkezik, hogy x1 = 0 és x2 = 0.
Masrészt ha (z1; x2) € R? tetszdleges, akkor

T o 1 0
(%) =) =(¥)
vagyis a vektortér minden eleme el&all (1;0) és (0;1) linedris kombinacio-
jaként.
6.30. Példa. Az R? koordinétatér 3 dimenzi6s, mert egy bazisa
{(1;0;0); (0; 1;0); (0;0; 1) }.

Ezen vektorokra szokas az

i = (1;0;0);
Jj =(0;1;0);
k= (0;0;1)

jelolést hasznélni.

6.31. Definici6. Az R™ vektortér n-dimenzids, ugyanis egy bazisa az
e1 = (1;0;05...;0);
e2 = (0;1;05...;0);

en = (0;0;0;...;1).
Ezt a bazist természetes bdzisnak vagy kanonikus bdzisnak nevezziik.

6.32. Definicié. Azt mondjuk, hogy az Y halmaz az X vektortér altere, ha Y
maga is vektortér az X -beli miiveletekkel.

6.33. Megjegyzés. A {0} és az X alterei az X vektortérnek, melyeket triv-
idlis altereknek neveziink. Az ezektdl kiilonboz6 altereket valodi altereknek
mondjuk.

6.34. Megjegyzés. Az Y részhalmaz pontosan akkor altere az X vektortérnek,
ha zart az 6sszeadasra €s a skalarral valds szorzasra nézve, azaz ha

e minden a,b € Y eseténa +b €Y,
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e minden A € Resetén A-a €Y
teljesiil.

6.35. Példa. Az origén dtmend sikok és egyenesek alteret alkotnak az R3 vek-
tortérben.

6.36. Tétel. Egy vektortérben egy vektorrendszer tagjai Osszes linearis kom-
binécidinak halmaza alteret alkot.

6.37. Definicié. Az elGbbi alteret az adott vektorrendszer altal generdlt altérnek
nevezziik.

6.38. Példa. Ha X egy vektortér és
al,a9,...,ay, € X,
akkor minden z1, xa, . . ., T, valds szdm esetén

r1-a1+x-a2+ ...+ 2y a, € X,

ami val6jdban éppen az
1,02, ...,0n
vektorok 4ltal generdlt altért. Ezt ugy is jeloljiik, hogy

E{a1§ az;. ..; an}'

6.39. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a1, as, ..., a, vektorok az X vektortér
generdtorrendszerét alkotjdk, ha az dltaluk generélt altér X.

6.40. Megjegyzés. Az, hogy egy vektorrendszer generatorrendszer, azt jelenti,
hogy a vektortér tetszéleges vektora eldall a generatorrendszer tagjainak linea-
ris kombinécidjaként.
6.41. Példa. Az {1;x} halmaz generatorrendszere a legfeljebb elséfoku poli-
nomok (kétdimenziés) vektorterének, ugyanis tetszoleges legfeljebb elséfoku
polinom el&all

a+p-x
alakban, ahol «, 3 valds szamok.

6.42. Példa. A a; = (2;—3) és az az = (1;1) vektorokbdl 4ll6 vektorrendszer
generdtorrendszere az R? vektortérnek.

Megmutatjuk, hogy tetszdleges R?-beli vektor eldall az a; és ao vektorok line-
4ris kombindciéjaként. Legyen (z;y) az R? tér egy tetszbleges vektora. Ha a
vektorrendszer generatorrendszer, akkor 1éteznek olyan \; és A9 valds szamok,

hogy
(T39) = A1+ (2 -3) + A2 - (1;1).
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Elvégezve a skaldrral val6 szorzést és az 6sszeaddst

(z;9) = (2A1 + A2; =3A1 + A2).

addédik. Ekkor az
T =2\ + A
és az
Yy = —3>\1 + )\2
egyenletekhez jutunk. Az elsé egyenletbdl kivonva a masodikat azt kapjuk,
hogy
zT—-Y

x—y:5)\1:>)\1:?

adddik. Ezt visszahelyettesitve példdul az elsd egyenletbe azt kapjuk, hogy

— 3 2
x:2-%+>\2=>)\2: x—g— 4

Tehat
-y 3z + 2y
() = L (2-3)+

-(1;1).

6.43. Tétel. Egy vektortér vektorrendszere pontosan akkor bézis, ha linedrisan
fiiggetlen generatorrendszer.

6.44. Tétel. Ha a B vektorrendszer bazisa a V vektortérnek, akkor a vek-
tortér minden vektora egyértelmtien el6all a bazisbeli vektorok linedris kom-
bindci6jaként. Az itt felléps egyiitthatokat a vektor adott bazisra vonatkozd
koordindtdinak mondjuk. Tehat ha

{a1;a9;...5a,}

az X vektortér egy bazisa, akkor tetszdleges b € X vektor esetén egyértelmiien
léteznek olyan x1, x2, . . ., x, valds szdmok, hogy

b=x1-a1+x2- a0+ ...+ Zp-ap.

Az x1,x9,...,T, szamok a b vektor

{a1;a9;...;an}

bazisra vonatkoz6 koordinatai.
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Bizonyitds: Mivel B bazis, ezért generatorrendszer, igy 1éteznek olyan
1,22, ...%p
valds szdmok, hogy
b=x1-a1+x2- a0+ ...+ 2y ap.
Tegyiik fel, hogy 1éteznek valamilyen y1,y1, . . . , y» skaldrok is igy, hogy
b=yi-a1+y2-az+...4+Yn-an.
Ekkor a két egyenlet kiilonbségét véve
r1-a1+xTo-a2+ ...+ Ty an—
(a1 ty2-az+...+Yn-an) =0
adodik. Az egyenletet dtrendezve azt kapjuk, hogy
(1 —y1) a1+ (w2 —y2) -ag+ ...+ (Tn — yn) - an = 0.

A vektorrendszer bazis, igy specidlisan linedrisan fiiggetlen, tehat

1 —1y1 =0 = r1 =y
r9—y2=0 = T2 = Y2
Tp —Yn =0 = Tn = Yn,

tehdt az el6allitas egyértelmd. m

6.45. Definicié. Egy vektorrendszer rangja a maximalis tagszamu linedrisan
fiiggetlen részrendszerének tagszdma.

6.46. Definicio. Egy matrix rangja a matrix oszlopvektoraibol képzett vektor-
rendszer rangja.

6.47. Tétel. Egy matrixnak és a transzponaltjanak a rangja megegyezik.

6.48. Kovetkezmény. Egy matrix rangja megegyezik a matrix sorvektoraibol
képzett vektorrendszer rangjaval.

6.49. Tétel. Egy n-edrent kvadratikus matrix rangja pontosan akkor n, ha a
matrix determindnsa nem nulla.

6.50. Tétel. Egy n-dimenzids téren egy n elem vektorrendszer pontosan akkor
linedrisan fiiggd, ha a vektorokbdl, mint oszlopvektorokbdl képzett matrix de-
termindnsa nulla.
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Bizonyitds: Legyen X egy n dimenzids vektortér, amelyen az
ai, ag, ..., Qn

vektorok linedrisan fiiggtk és legyen az A matrix olyan n X n tipusd matrix,
melynek oszlopai rendre aj, as, ..., a,. Mivel a vektorok linedrisan fiiggok,
ezért 1éteznek

L1y L2y ooy Ty
nem mind nulla skaldrok dgy, hogy

T1-a1+x2-a0+ ...+ ay, =0.

Feltehetd példaul, hogy z1 # 0. Ekkor az A matrix els6 oszlopat szorozzuk
x1-gyel, majd adjuk hozza az i-edik oszlop x;-szeresét minden ¢ # 1-re. Ekkor
az elsé oszlop minden eleme zérus lesz, igy a matrix determinansa nulla.
Megforditva, ha a matrix determindnsa 0, akkor olyan atalakitdsokkal, amely
soran a determinans értéke nem valtozik, elérhetd, hogy a matrixnak legyen
olyan oszlopa, amelynek minden eleme zérus. Ez az oszlop a tobbi oszlop
linedris kombinacidja, tehat az ay, ao, . . . , a, vektorok linearisan fiiggdk. m

6.51. Kovetkezmény. Egy n-dimenzids téren egy n elem( vektorrendszer pon-
tosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha a vektorokbdl, mint oszlopvektorokbdl
képzett matrix determinansa nem nulla.

6.52. Kovetkezmény. Egy n-dimenziés téren egy n elem( vektorrendszer pon-
tosan akkor bézis, ha a vektorokbdl, mint oszlopvektorokbdl képzett matrix de-
termindnsa nem nulla.

6.53. Kovetkezmény. Egy n-dimenzids téren egy n-tagd vektorrendszer pon-
tosan akkor bézis, ha a vektorokbdl, mint sorvektorokbdl képzett matrix deter-
minansa nem nulla.

6.54. Példa. Bazist alkotnak-e az R? vektortérben az
ar = (1;2;-1), ag = (1;152), a3 = (2, -1;1)

vektorok?
Mivel az
1 1 2
A= 2 1 -1
-1 2 1

matrix determinansa:
11 2 1
det A = 2 1 -1 2
-1 2 1| -1

=1+4+14+8+24+2-2=12+#0,

N — =
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ezért a vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Mivel az R? téren maximalis tag-
szdmu (ugyanis minden legaldbb 4-tagi vektorrendszer mar linedrisan fiiggd
lenne), ezért bazis.
6.55. Tétel. Egy matrix rangja nem valtozik, ha

o két sorat felcseréljiik;

e egy sorat nulldtdl kiillonbz6z6 szdmmal szorozzuk;

e egy sordhoz hozzdadjuk egy mdésik sordnak valahdnyszorosat.

2 3 4
6.56. Példa. Hatirozzuk megaz A = | 2 1 —1 | matrix rangjat!
4 4 3

Els6 1épésben az elsd sor —1-szeresét hozzadjuk a masodik sorhoz és az els6
sor —2-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz. Masodik 1épésben a masodik
sor —1-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

2 3 4 2 3 4 2 3 4
A=(21 -1 |—-|(0 -2 -5 |10 -2 =5
4 4 3 0 -2 =5 0 0 O

Az alkalmazott eljards utdn kapott métrixban két olyan vektor van, amely line-
drisan fiiggetlen, ezért a rangja 2.

6.57. Példa. Hatdrozzuk meg az

=W N =
Ot = W N
O UL W
-1 O Ol

matrix rangjat!

Els6 1épésben az els6 sor —2-szeresét hozzadjuk a masodik sorhoz, az elsé sor
—3-szorosat hozzaadjuk a harmadik sorhoz és az els6 sor —4-szeresét hozzdad-
juk a negyedik sorhoz:

1 2 3 4
0 -1 -2 -3
0 -2 -4 —6
0 -3 -6 -9
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A madsodik sor —2-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz és a mésodik sor
—3-szorosat hozzdadjuk a negyedik sorhoz:

1 2 3 4
0 -1 -2 -3
0 0 0 O
0 0 0 O

Az alkalmazott eljards utdn kapott métrixban két olyan vektor van, amely line-
drisan fiiggetlen, ezért a rangja 2.

6.58. Definicio. Ha az
{fi;s fas 5 fn}

vektorrendszer tagjai n— 1-szer folytonosan differencidlhaté fiiggvények, akkor
a

bil fa2o oo fn

f ! Y &

W(z) = det : : . :
fl(n.fl) 2(n‘fl) o fT(lnfl)

determinanst Wronski-determindnsnak nevezzik.

6.59. Tétel. Ha az
{fis fos -5 f}

vektorrendszer tagjai n — 1-szer folytonosan differencidlhat6 fiiggvények és a
vektorrendszer linedrisan fiiggs, akkor W (z) = 0.

6.60. Tétel. Ha az
{fi; fos. . fn}

vektorrendszer tagjai n — 1-szer folytonosan differencidlhat6 fiiggvények és a
beldliik képzett W (x) Wronski determindns sehol sem zétus, akkor a vektor-
rendszer linedrisan fiiggetlen.

6.61. Példa. Tekintsiik az {1, x, 22} fiiggvényeket. Ekkor a Wronski-determi-

nans:
2

1 » =z
W(z)=det| 0 1 2z | =1-1-2=2%#0,
00 2

igy a vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.
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6.62. Példa. Tekintsiik az {1, sin z, cos 2} fiiggvényeket. Ekkor a Wronski-de-
termindns:

1 sinx Ccos T
W(z)=det| 0 cosz —sinz :—COSQx—sin2;U:—17$O,
0 —sinx —coszx

igy a vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

6.63. Példa. Tekintsiik a {3x,5z} fiiggvényeket. Ekkor a Wronski-determi-
ndns:

3z bx
3 5
ilyenkor az el6bbi tétel nem mond semmit a vektorrendszer fliggetlenségérdl.
Megjegyezziik, hogy egyébként a vektorrendszer linedrisan fliggd, mert a zé&-
rusvektort, azaz az azonosan zérd polinomot nem csak trividlis linedris kom-
binacidval allitja eld, mert

5.3z + (—3) -5z =0.

W (x) = det < > = 152 — 15z = 0,
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Ellenorzo kérdések

1. Azt mondjuk, hogy az aj, as, ..., a, vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha

. Az ay és ag vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha ................
. Az R? vektortér természetes bazisvektorai: ...............

. Az R3 vektortér természetes bazisvektorai: ...............

. Az ( (1) ) MAtriX rangja: ..........e....

[ Y "\

6. Az MALriX rangja: ......ce.......

MALrix rangja: ................

\]

>

N
O OOk, OOH
SO O OO OO

8. Az MALriX rangja: ......cecee.e.

O, O OO0 OO O

@)
)

9. Allitsuk el6 az (a;b) vektort az R? vektortér természetes bazisvektorainak
linedris kombindcidjaként!
10. Allitsuk el6 az (a; b; ¢) vektort az R? vektortér természetes bazisvektorai-
nak linedris kombinaciéjaként!
11. Egy n-edrendd kvadratikus matrix rangja pontosan akkor n, ha ................
12. Linedrisan fiiggetlenek-e az a; = (1;3) és aa = (2;6) vektorok?
13. Linedrisan fiiggetlenek-e az a; = (1;2) és ag = (2; —3) vektorok?
14. Lehet-e bdzisa az R? koordinatasiknak az
a1 = (1;2), az = (3;4), a3 = (0;1)
vektorrendszer?

15. Egy 3 dimenzi6s vektortérben egy 4 elemti vektorrendszer linedrisan .........

16. Egy 2 dimenzids vektortérben egy 3 elemi vektorrendszer linedrisan .........
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17. Egy n-edrenddi métrix determindnsa pontosan akkor nulla, ha a sorvektorai
linedrisan ................ vektorok.

18. Egy n-edrendli matrix determindnsa pontosan akkor nulla, ha az oszlop-
vektorai linedrisan ................ vektorok.

19. Egy n-edrendl matrix determindnsa pontosan akkor nem nulla, ha a sorvek-
torai linedrisan ................ vektorok.

20. Egy n-edrendl matrix determindnsa pontosan akkor nem nulla, ha az osz-
lopvektorai linedrisan ................ vektorok.
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7. Linearis egyenletrendszerek megoldasa

7.1. Definicié. Legyenek a;; (1 =1,...,m;j=1,...,n)ésby,..., by adott
valds szamok. Ekkor az
a1 - xy+ae-xro+ ...+ a, T, = by

ag1 - X1+ a2 -T2+ ...+ ap - Ty = b

Aml " X1+ ama - To+ ...+ QGmn - T = b,

egyenletrendszert linedris egyenletrendszernek nevezziik. Az a;; valés szamo-

kat az egyenletrendszer egyiitthatoinak, az x1, s, ..., T, szimokat az egyen-
letrendszer ismeretleneinek hivjuk. Ha az egyenletrendszer jobb oldaldn sze-
repl6 minden szdm 0 (azaz by = by = ... = b, = 0), akkor azt mondjuk,

hogy az egyenletrendszer homogén, ellenkezd esetben inhomogén. Ha létezik
megoldédsa az egyenletrendszernek, akkor azt mondjuk, hogy megoldhaté, el-
lenkezd esetben azt, hogy ellentmonddsos. Ha a megoldés egyértelmd, akkor
az egyenletrendszer hatdrozott, ellenkezd esetben hatdrozatlan. Az

ari a2 - A1n
a21 a2 - a2n,
aml Am2 **° Omn

matrixot az egyenletrendszer alapmdtrixaként emlitjiik, mig az

ail a2 alp, b1
a1 G2 azp,  bo
Aml am2 - Amn bm

matrixot az egyenletrendszer kibdvitett mdtrixdnak nevezzik.

7.2. Definicié. Egy linedris egyenletrendszer olyan megoldasat, melyben min-
den ismeretlen értéke zérus, trividlis megolddsnak nevezziik.

7.3. Példa. Az
5x1 + 2x9 + 33 = 2
2x1 — 3x9 —4a3 =4
3x1 + 4xo 4 63 =
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linedris egyenletrendszerben az ismeretlenek x1, z2, z3.
Az egyenletrendszer alapmétrixa:

5 2 3
A= 2 -3 —4
3 4 6

A linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

5 2 32
(AlD)=| 2 -3 —4 |4
3 4 6|5

7.4. Definicié. Ha a 7.1 definicidban felirt linedris egyenletrendszer esetén
bevezetjiik az

a1l a12 A1n
a1 a2 a2n
a = . ; ag = . ;oo Qp =
am1 am2 Amn
ésa

by
by
b= .
bn

jelolést, akkor az
T1-a1+x2-a2+...+Tp-anp=>0
alakot a linedris egyenletrendszer vektori alakjanak mondjuk.

7.5. Példa. A 7.3 példaban szerepld egyenletrendszer esetén beveztve az

5 2 3
ay = 2 , ag = -3 ; az = —4
3 4 6
ésa
2
b=1 4
5

jelolést, akkor az egyenletrendszer vektori alakja:

T1-a1+xo-as +x3-a3 =0b.
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7.6. Definicié. Ha a 7.1 definiciéban szerepld linedris egyenletrendszer esetén
az ismeretleneket az

x1

T2

T
oszlopvektor, a jobb oldalt a

b1
bo

bn
oszlovektor jeloli, akkor az egyenletrendszer az
A-x=b

ugynevezett mdtrixos alakra irhat6 at, ahol A a linedris egyenletrendszer alap-
matrixa.

7.7. Tétel. (Kronecker-Capelli)
Egy linedris egyenletrendszer pontosan akkor megoldhatd, ha az alapmatrix-

s

nak és kib&vitett métrixdnak a rangja megegyezik.

Bizonyitds: Tekintsiik az A - x = b lineéris egyenletrendszert, amelynek a
vektori alakja
x1-a1+x3-a2+...+Tya, =D>.
Ez azt jelenti, hogy a b vektor az a1, ag, . . ., ay, vektorok linedris kombinécidja.
Tegyiik fel, hogy az alapmatrix és kibdvitett matrix rangja egyarant r < n.
Ekkor az
{ai;as;. .. an}

vektorrendszernek van r darab linedrisan fiiggetlen vektora, feltehets, hogy
ezek

{ar;ag;.. . ;ar}.
Azonban mivel az A métrix rangja r, ezért minden r + 1 tagi vektorrendszer
linedrisan fiiggd, azaz

{ar;a9;...;ar;0}
linedrisan fliggd vektorrendszer. Ez csak gy lehetséges, hogy a b vektor eldal-
lithat6 az

{ai;az;.. .50, }
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vektorok linedris kombindcidjaként, azaz léteznek x1, z2, . . ., z, valds szdmok

gy, hogy
r1-a1+x2-a9+...+x,.-a. =0>.

Legyen x,41 = ... = ... = x,, = 0, azaz a tobbi vektort nulla egyiitthatéval
szerepeltetjiik. Ekkor
x1-a1+x3-a2+ ...+ Ty an =0,
amivel igazoltuk, hogy a linedris egyenletrendszer megoldhatd.
Megforditva, ha a linedris egyenletrendszer megoldhatd, akkor 1éteznek
1,02, ..,0,
valds szdmok, hogy
ar-alt+agaxt+...+aya, =0

Tegyiik fel, hogy rang(A) = r. Ekkor A-nak van r darab linedrisan fiiggetlen

oszlopvektora. Megmutatjuk, hogy az (A|b) kibGvitett mdtrix minden r + 1
elemi vektorrendszere mdr linedrisan fiiggo.

e Ha a kivasztott r + 1 tag k6zott b nem szerepel, akkor
rang(A|b) = rang(A) = r.

e Ha akivalasztott r+ 1 oszlop koziil az r darab A-beli linedrisan fiiggd,
akkor (A|b) is linedrisan fiiggd, mert minden linedrisan fiiggd vektor-

)

rendszer bdvitése is linedrisan fiiggd.
e Ha a kivalasztott r + 1 oszlop koziil az r darab A-beli linedrisan fiig-

getlen, (legyenek ezek példdul ay, as, . . ., a;,), akkor barmely a;, ahol
(r+1<j<n)elédl az a1, as, . .., a, vektorok linedris kombina-

cidjaként. Ezeket behelyettesitve a

oa1-a1+agag+ ...+ aya, =0

Osszefiiggésbe, azt kapjuk, hogy b el6dll az ay,aq,...,a, linedris
kombinécidjaként, igy a1, ag, . . ., ar, b is linedrisan fliiggd.

Ezzel igazoltuk az allitast. m

7.8. Tétel. Egy (megoldhatd) linedris egyenletrendszer megoldasa akkor és
csak akkor egyértelm, ha az alapmatrix (és igy a kib&vitett matrix) rangja meg-
egyezik az ismeretlenek szdmdval.

7.9. Tétel. Ha egy linedris egyenletrendszer hatdrozatlan, akkor a szabad para-
méterek szdma az ismeretlenek szdmanak és az alapmaétrix rangjdnak a kiilonb-
sége.
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7.10. Tétel. Egy linedris egyenletrendszer megoldasa nem valtozik, ha
o két egyenletet felcseréliink;
e egy egyenletet 0-t6l kiillonb6z6 szammal szorzunk;
e egy egyenlethez hozzdadjuk egy masik egyenlet valahdnyszorosat.

7.11. Definicié. Az el&bbi tulajdonsdgok felhaszndldsdval tetszoleges linedris

egyenletrendszer kibdvitett métrixa trapéz alakd maétrixd alakithaté. A trapéz
alakra hozds algoritmusat Gauss elimindcionak nevezziik.

7.12. Eljaras. (Gauss-eliminacid)
Legyenek a;; (i = 1,...,m; j =1,...,n)és by,..., by, adott valés szamok.
Tekintsiik az

ai - x1+a2 -T2+ ...+ ay, T, = by

ag1 - 1 + age - xa + ...+ gy - Ty = bo

Aml X1+ am2 -T2+ ...+ QGmn - T = b

linedris egyenletrendszert. Tegyiik fel, hogy a;; # 0. (Ha a;; = 0 lenne
a kiinduldsi egyenletrendszer kibévitett métrixdban, akkor eldszor cseréljiink
fel két sort ugy, hogy a csere utdn a7 # 0 teljesiiljon.) Ekkor az els6 sor
skaldrszorosat adjuk hozza a tobbi sorhoz tgy, hogy a kibdvitett matrixban az
app alatt valamennyi elem nulldvé védljon. Ezutédn tekintsiik az a9y elemet az
atalakitott matrixban. Ha aso # 0, akkor a mésodik sor skaldrszorosat a tobbi
(alatt 1év6) sorhoz hozzdadva elérjiik, hogy a matrixban az as» elem alatt vala-
mennyi elem nulldvd viljon. Ha az els6é 1épés utdn az 4talakitott métrixban
a2z = 0, akkor a mdsodik egyenletet cseréljik meg valamelyik alatta 1év4
egyenlettel ugy, hogy a csere utdn ags # 0 teljesiiljon. (Ha nincs méd ilyen
cserére, azaz a mésodik oszlopban az age elem alatt is csupa nulla 4ll, akkor
masodik sorban egyet jobbra lépve, az ott 1évS elemmel nulldzzuk ki az alatta

lévéket.) Folytassuk tovabb az eljardst, mig a f64tl6 alatti elemek mindegyike
nulldvd nem valik.

7.13. Példa. Tekintsiik az
r+y —z=0
2 +3y—z2=4
3r -2y +2=2

egyenletrendszert! Irjuk fel az alapmatrixt, a kibSvitett matrixat. Hatdroz-

s

zuk meg az alapmadtrix és a kibdvitett matrix rangjat. Ennek felhasznaldsaval
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dontsiik el, hogy megoldhat6-e a linedris egyenletrendszer! Ha megoldhatd,
akkor osztdlyozzuk a megolddsok szdma szerint és adjuk meg a megoldést!
A linedris egyenletrendszer alapmatrixa:

1 2 -1
A= 2 3 -1
3 -2 1

A linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

1 2 -1 10
Alpy=| 2 3 -1 |4
3 =2 1|2

Els6 1épésben elsé sor —2-szeresét hozzaadjuk a masodik sorhoz, illetve az els6
sor —3-szorosat hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 2 =110 1 2 -1 10
2 2 -1 114 - 0 =2 1|4
3 -2 112 0 -8 412

Kovetkezé 1épésben a masodik sor —4-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 2 -1 0
0 -2 1 4
0 0 0] -14

Gauss elimindci6 utén kapott métrix rangja a nem csupa nulla sorok szama. Igy
az alapmadtrix rangja 2, a kibdvitett matrix rangja 3. Mivel az alapmadtrix €s
a kibdvitett matrix rangja nem egyezik meg, ezért az egyenletrendszer ellent-
mondasos.

7.14. Tétel. (Cramer-szabaly)

Ha egy linedris egyenletrendszer alapmaétrixdnak determindnsa nem nulla, az
egyenletrendszer k-adik ismeretlene:

. det Ak

~ det A’

Lk

ahol A az egyenletrendszer alapmatrixa, Ay pedig az a matrix, amelyet az alap-
matrixb6l igy kapunk meg, hogy annak k-adik oszlopat az egyenletrendszer
jobb oldalan szerepld szamokbdl képzett oszlopvektorra cseréljiik ki.
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7.15. Példa. Oldjuk meg Cramer-szaballyal az

dbx+2y= 9
20 — 3y = —4}
egyenletrendszert!
Az egyenletrendszer alapmatrixdnak determindnsa:
5 2
D_‘ 9 _3 ‘_—15—4_—19.

Az elsd ismeretlent tigy kapjuk meg, hogy az alapmatrix elsé oszlopat kic-
seréljiik az egyenletrendszer jobb oldaldbdl képzett oszlopvektorra. Ezutan a
kapott matrix determindnsdnak és az alapmatrix determindnsanak hanyadosként
all el6 az x. Mivel

9 2
Dl‘ 4 3 ’—27—(—8)—19,
ezért
D19
YT D T 19~

A masodik ismeretlent tigy kapjuk meg, hogy az alapmatrix méasodik oszlopat
kicseréljiik az egyenletrendszer jobb oldaldbdl képzett oszlopvektorra. Ezutan a
kapott matrix determindnsanak és az alapmatrix determindnsanak hanyadosként
kapjuk y-t. Mivel

9

5
Dz—‘ 9 _4 ‘——20—18——38,
ezért
_&__38_2
Y= DT 19~

Tehat azt kaptuk, hogy az egyenletrendszer megolddsa: x = 1, y = 2.

7.16. Tétel. (inverzmatrix-moédszer)
Ha az A matrix olyan kvadratikus matrix, melynek a determindnsa nem nulla,
akkor az A - x = b linedris egyenletrendszer megoldésa:

z=A""1.b.
7.17. Példa. Oldjuk meg inverzmdtrix médszerrel az
20+ 3y = 11
oxr — by = —13}
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egyenletrendszert!
Az egyenletrendszer alapmétrixdnak determindnsa:
Azdet( g _2 > =—-12-15=-27#0,

igy alkalmazhat6 a médszer. Az A matrix inverze:

_ 1 -6 -3
A 1:—27-<_5 2>7
igy az egyenletrendszer megoldésa:
(2)=e (5 2) ()= ()05
Yy 27 -5 2 —13 27 —81 3 )
Tehat azt kaptuk, hogy =z = 1, y = 3.

7.18. Megjegyzés. Az inverzmatrix modszer egyik fontos el6nye, hogy ha is-
merjiik az alapmaétrix inverzét, akkor az
A-x=b

linedris egyenletrendszer megoldasa barmely b esetén megadhatd egy matrix-
szorzassal.
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Ellenorzo kérdések

Az
T+y=2
r—y=3
linedris egyenletrendszer alapmatrixa: ................
. Az
rT+y=2
r—y=3
linedris egyeneletrendszer kibdvitett matrixa: ................
. Az
T+y=2
r—y=3

linedris egyenletrendszer métrixos alakja: ................

. Ha egy linedris egyenletrendszer hatdrozott, akkor a megolddsainak szdma

Ha az
T +y=>b
r—y=by
linedris egyenletrendszer homogén, akkor: b; = ....... €sbhy = .........

. A Cramer-szabaly akkor alkalmazhatd, ha a linedris egyenletrendszer alap-

matrixanak determindnsa ................

. Az inverzmatrix médszer akkor alkalmazhatd, ha a linedris egyenletrendszer

alapmaétrixdnak determindnsa ................

. Ha egy linedris egyenletrendszer alapmétrixdnak és kibdvitett métrixdnak

rangja 3 és az ismeretlenek szdma 5, akkor a szabad paraméterek szdma:
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10. Ha egy linedris egyenletrendszer alapmatrixdnak és kibdvitett matrixdnak
rangja 10 és az ismeretlenek szdma 15, akkor a szabad paraméterek szdma:

11. Haegy 5 egyenletb6l all6 5 ismeretlenes linedris egyenletrendszer megold-
hatd, és a megoldasa egyértelmd, akkor az egyenletrendszer alapmétrixdnak
determindnsa ................

12. Haegy 5 egyenletb6l all6 5 ismeretlenes linedris egyenletrendszer megold-
hat6, és a megoldasa egyértelmti, akkor az egyenletrendszer oszlopvektorai-
bél képzett vektorrendszer linedrisan ................
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8. Szamitasok egyenarami halézatokban

8.1. Elméleti osszefoglalé. Egyendramu aramforrdsokat és fogyasztkat (oh-
mos ellendllasokat) elektromos vezetdkkel Osszekotve egyendramii hdlozatot
kapunk. Egy ilyen egyendrami halézatot szemléltet az alabbi abra:

F QE D
B — ? — T
1 ﬁ |
ﬁA B | c

A csomopont a hédldzat olyan pontja, amelybe legalabb harom vezeték fut be
(A, B, E, F pontok).

Az dg két csomOpontot Osszekotd vezetékszakasz, amely végpontjain kiviil
nem tartalmaz csomépontot (B —C — D —-FE;A-B;E—F,;A—F;E—B
vezetékszakaszok).

A hurok olyan vezetékszakasz, amelynek két végpontja ugyanaz a pont. Péld4ul
a
B-C-D-FE-B
vagy az
A-B-C-D-E—-F—-A
vezetékszakaszok.

Egy dramforras belsd fesziiltségén (Uy) a nyitott kapcsain mérhetd fesziiltséget
értjiik. Ha a kapcsokat vezet6vel 6sszekotjiik, akkor a forrdson keresztiil &ram
folyik. Minden dramforrdsnak van belsd ellendlldsa (Ry), amelyen az dram
hatasara fesziiltség esik.

A kapcsokon mérhetd Uy kapocsfesziiltség zart esetben eltér az U, belsé fe-
sziltség értékétdl és fiiggvénye az dramerdsségnek. Ebbdl adéddan a kapocs-
fesziiltség helyett mindig a belsd fesziiltség és ellendllds értékét adjuk meg,
amelyeket rajzban kiilon jeloljiik.

Az egyenaramu halézatokra vonatkozé feladatok megoldasa Kirchhoff két tor-
vényén alapszik. Ezeket ismertetjiik az aldbbiakban.
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Kirchhoff I. térvénye:

Barmely csomépont esetén a befoly6 és elfoly6 daramok elbjeles 6sszege zérus.
Elgjelszabaly: a befolyé dramokat pozitivan, az elfolyokat negativan el6jelez-
ziik.

Tekintsiik az alabbi abrat:

Az dbra jeloléseivel Kirchhoff elsd torvényét alkalmazva az aldbbi egyenletet
kapjuk:
Lh+I,+1Is—1,=0.
Kirchhoff II. torvénye:
Barmely hurok mentén korbehaladva, a fesziiltségesések elGjeles Osszege zé-

rus. Elbjelszabdly: a hdlézat minden hurkdhoz onkényesen hozzarendeliink
egy koriiljarasi irdnyt és minden 4gdhoz egy dramirdnyt.

8.2. Példa. Tekintsiik az al4bbi 4brat:

IR
F R 1 ‘ E

|
I]Rbll élﬁ,] N 'f ¢ Uy,
Uy * ——t Ry LR,

2
I 5
A 'IB

A fenti dbra jeloléseivel Kirchhoff masodik torvényét alkalmazva az aldbbi
egyenlethez jutunk:

—Up —I1 Ry +1-R+ Uy — I5- Ry = 0.

8.3. Megjegyzés. Az egyendramu hélozatokkal kapcsolatos feladatok megol-
dasanak 1épései az aldbbiak:
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1) Mivel az dramirdny nem ismert, ezért felvesziink egy (feltételezett) drami-
ranyt.

2) A halézat csom6pontjaira felirjuk Kirchhoff I., hurkaira Kirchhoff II. torvé-
nyét. Eredményiil mindig linedris egyenletrendszert kapunk.

3) Az egyenletrendszert rendezziik, majd valamelyik ismert médszerrel (pél-
d4ul Gauss eliminécid, bazistranszformacid, Cramer-szabdly, inverzmatrix
moédszer) megoldjuk. Eredményiil megkapjuk az ismeretlen dramer6ssége-
ket, ellenallasokat, fesziiltségeket.

4) Ha egy aramerdsségre negativ értéket kapunk, az annyit jelent, hogy a felté-
telezett aramirannyal a (technikai) d&ramirany ellentétes.

8.4. Példa. Tekintsiik az aldbbi egyendramii hal6zatot!

F ! E R

e
A
- R,
I, O T U,,
U
- + 1 bl
| ] ‘ ’ +T
A B

Ry

2 I, D

U

b2
Az adatok az aldbbiak:
Un=20V]; Up=10[V] Us=5[V]; Ri=2[Q Ry=4[Q;
Rbl =7 [Q], Rb2 =6 [Q], Rbg =4 [Q]
a) Irjuk fel Kirchhoff elsG torvényét a B csomépontra!
b) Irjuk fel Kirchhoff masodik torvényét az A — B — F — F — A hurokra!
¢) Irjuk fel Kirchhoff masodik térvényéta B — C' — D — E — B hurokra!
d) Adjuk meg a kapott egyenletrendszer alapmatrixat és kib&vitett matrixat!

e) Hatdrozzuk meg az ismeretlen aramerdsségeket Cramer-szaballyal!

f) Adjuk meg a valédi dramirdnyokat!

Megoldas:
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a) Kirchhoff elsd torvénye szerint egy csomdpontba befolyé és onnan elfolyd
aramok algebrai 6sszege zérus, igy az A — F' — E — B — A hurokra azt
kapjuk, hogy

—L+1L+13=0.
b) Kirchhoff masodik térvénye szerint barmely hurokban korbehaladva és a

fesziiltségeket elGjelesen 6sszegezve zérust kapunk, igy az A—B—E—F—A
hurokra alkalmazva a torvényt azt kapjuk, hogy

Ii- R+ 13- Rp3 — Ups + 11 - Rpo + Upg = 0.

¢) Kirchhoff masodik torvényét felirvaa B — F — D — C' — B hurokra:
Ups — I3 - Rpg + Lo - Ro+ Iz - Rpy — Uy = 0.

d) Az adatokat behelyettesitve a megoldand6 egyenletrendszer
—hi+L+ I3= 0
81 + 413 = -5
117, — 413 =15
A fenti linedris egyenletrendszer alapmatrixa

-1 1 1
0 11 —4
8§ 0 4

)

kibdvitett matrixa

-1 1 1 0
0 11 —4 15
8 0 4| -5

e) Az egyenletrendszer alapmatrixdnak determindnsa (példaul Sarrus-szabaly-
lyal szdmolva):

-1 1 1
D = det 0 11 —4 | =—-44—-32—-88= —164.
8§ 0 4

Mivel ezen determinans értéke nem zérus, ezért az egyenletrendszer megol-
daséra alkalmazhatjuk példaul a Cramer-szabalyt.
Az egyenletrendszerben szerepld I ismeretlen értékét igy kaphatjuk meg,
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hogy az alapmatrix elss oszlopdt kicseréljiik az egyenletrendszer jobb olda-
14bdl képzett oszlopvektorra, kiszdmoljuk az igy kapott métrix determinén-
sat, végiil az els6 ismeretlent a kapott métrix determindnsdnak és az alap-
matrix determindnsdnak hdnyadosként kapjuk. Mivel

0 1 1
D = det 15 11 -4 =20+ 55— 60 = 15,
-5 0 4
ezért D 15
1
[ =—=——~—0,09]A].
1 D 164 ) [ ]

Az egyenletrendszerben szerepld I ismeretlen értékét dgy kaphatjuk meg,
hogy az alapmatrix masodik oszlopat kicseréljiik az egyenletrendszer jobb
oldalabol képzett oszlopvektorra, kiszdmoljuk az igy kapott métrix deter-
mindnsat, végiil a masodik ismeretlent a kapott méatrix determindnsdnak és
az alapmatrix determinansdnak hanyadosként kapjuk. Mivel

-1 0 1
Dy = det 0 15 —4 = —60 — 120 + 20 = —160,
8 -5 4
ezért D 160
2
Ih=—=—«x Al.

Az egyenletrendszerben szerepld I3 ismeretlen értékét igy kaphatjuk meg,
hogy az alapmétrix harmadik oszlopat kicseréljiik az egyenletrendszer jobb
oldalabdl képzett oszlopvektorra irjuk, kiszamoljuk az igy kapott matrix de-
terminansat, végiil a harmadik ismeretlent a kapott matrix determinansanak
és az alapmatrix determindnsanak hanyadosként kapjuk. Mivel

-1 1 0
D3 = det 0 11 15 | =55+4120 =175,
8 0 -5
ezért D 175
3
Ii=—=—— -1 Al.
3 D 164 ) 07 [ ]
Az I és az I3 dramerdsségek értékére negativ szdmot kaptunk, ami azt je-

lenti, hogy a hozzdjuk tartozé technikai dramirdnyok ellentétesek a feltéte-
lezettel.
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Ellenorzo kérdések

Mit neveziink csomépontnak? ................

Mit neveziink dgnak? ................

Mit neveziink huroknak? ................

Mit mond ki Kirchhoff elsé torvénye? ................

Mit mond ki Kirchhoff masodik torvénye? ................

83
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9. Kémiai reakcidegyenletek

9.1. Elméleti osszefoglalé. A kémiai reakciokban mddosul a kiinduldsi anya-
gok kémiai Gsszetétele, mivel az eredeti kémiai kotések felbomlanak és 4j ko-
tések, mds Osszetételd molekuldk vagy ionok jonnek létre.

A kémiai reakcidkat altaldban fizikai valtozasok is kisérik. A reakcidegyen-
letben (kémiai sztochiometriai egyenlet) a kémiai folyamatokat kémiai képle-
tekkel irjuk le, amelyekben a reagdld és a keletkezett anyagok anyagmennyi-
ségeinek aranyait is feltiintetjiik.

A kémiai reakcidkra mindig érvényes a tomegmegmaradds torvénye, mely sze-
rint a kémiai egyenletek két oldaldn az egyes elemek elemi vagy kotott dllapot-

z. 2

ban 1év6 atomjainak szdma és igy a két oldal tomege is megegyezik.

A kémiai reakcidkban az elemek atomjai nem alakulhatnak 4t masik elem atom-
java. A tomegmegmaradds torvénye értelmében a kémiai egyenletek jobb olda-
l4n és bal oldaldn az atomok szdma is megegyezik (atommegmaradds torvénye).
Az el6bbi torvényen alapszik a kémiai egyenletek rendezése.

A kémiai reakcidegyenletben szerepld (molekulaszamokat kifejezd) egyiittha-
tokat a kérdéses kémiai komponensek adott reakciéra vonatkozd sztochiome-
triai egyiitthatoinak nevezziik.

Az egyértelmiiség érdekében a sztochiometriai egyiitthatéknak a lehetd legki-
sebb abszolut értékli egész szamokat valasztjuk.
9.2. Példa. A kalcium-klorid és natrium-foszfat reakcidjat az aldbbi kémiai
egyenlet irja le:

a-CaCly+b- NagPOy — c¢-Ca3z(POy)2 4+ d- NaCl.

Hatdrozzuk meg az egyenletben szerepld ismeretlen egyiitthatok értékét ugy,
hogy azok mindegyike a lehet6 legkisebb pozitiv egész szam legyen, majd irjuk
fel a helyes reakci6 egyenletet!

Az egyensiilyi feltételeknek megfeleld linedris egyenletrendszer:

a = 3c
2a =d
3b=d
b=2c

4b = 8c.
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Azonnal l4thatd, hogy az utolsé egyenlet kdvetkezmény egyenlete az utolsé

el6ttinek, igy az elhagyhaté az egyenletrendszer egyenletei koziil.

egyenletrendszer kibGvitett matrixa:

A fenti

10 -3 010
20 0 -11]0
03 0 -11]0
01 -2 010
Az elsé sor —2-szeresét adjuk hozza a masodik sorhoz:
10 -3 010
00 6 —-11]0
03 0 -11]0
01 -2 010
Cseréljiik meg a masodik és negyedik sort:
10 -3 010
01 -2 010
03 0 -11]0
00 6 —-11]0
A madsodik sor —3-szorosét adjuk hozza a harmadik sorhoz:
10 -3 010
01 -2 010
00 6 —-11]0
00 6 —-11]0
A harmadik sor —1-szeresét adjuk hozza a negyedik sorhoz:
10 -3 010
01 -2 010
00 6 —-11]0
00 0 01O

Az alapmatrix és kibOvitett matrix rangja is 3, igy az egyenletrendszer megold-
hat6. Az alapmaétrix rangja 1-gyel kevesebb, mint az ismeretlenek szama, igy
az egyenletrendszer hatdrozatlan, azaz végtelen sok megolddsa van. A fenti
matrixbdl felirva a Gauss-elimindcié utdn kapott egyenleteket az alabbi egyen-
letrendszert kapjuk:

a—3c=0
b—2c=0
6c—d=0.
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Legyen ¢ = t, ahol t € R. Ekkor a = 3¢, b = 2t, d = 6t. Mivel az egyenlet-
rendszer legkisebb pozitiv egész megoldasit keressiik, ezért az alibbi megolda-
sokat kapjuk: a = 3,b =2, ¢ = 1, d = 6. A kapott eredményeket felhaszndlva
a reakcidegyenlet:

3-CaCly+2-NazPOy — Ca3z(POy)2 +6- NaCl.
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Ellenorzo kérdések

1. Mit mond a tdmegmegmarad4s torvénye? ................

2. frja fel a x1 - Hy 4+ x2 - O5 — x3 - H2O egyenletnek megfelel$ linedris
egyenletrendszert! ................
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10. Linearis egyenletrendszerek tovabbi alkalmazasai

10.1. Motivacié. A linedris egyenletrendszerek fontos szerepet toltenek be a
matematikdban. Ezen kiviil szdmos olyan alkalmazasuk van, amelyek a kozgaz-
dasagtanban, a fizikdban, a mechanikaban, a biolégidban és egyéb teriileteken is
megjelennek. Ebben a fejezetben bemutatunk néhany olyan egyszertibb példat,
amelyekben linedris egyenletrendszer megoldésat kell alkalmaznunk.

10.2. Példa. (Geometria)
Mekkordk annak a haromszognek az oldalai, amelyben két-két oldal 6sszege
rendre 26, 32 és 34 [cm).

Megoldas:

Jeloljiik a haromszog oldalait a, b, c-vel. Ekkor a megoldandé lineéris egyen-
letrendszer:

a+b=26
a+c=32
b+ c = 34.

Felirjuk a linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixat, majd Gauss-eliminaci-
6val megoldjuk az egyenletrendszert. Els6 1€pésben a kibdvitett matrix az els
sordnak —1-szeresét adjuk hozza a masodik sorhoz:

1 1 026 1 1 0|26

10132 |—-([0 —-11 6

01 13 0 1 1|34

Misodik 1épésben adjuk 6ssze a masodik és a harmadik sort:
1 1 026 1 1 026

0 -1 1 6 | -1 0 -1 1 6

0 1 1| 34 0 0 2|40

Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy ¢ = 20, a masodik egyenletbdl b = 14,
az els6bdl a = 12. A hdaromszog oldalai tehdt 12 [cm], 14 [cm] és 20 [cm].

10.3. Példa. (Statika)
Az alabbi szerkezet AD gerenddja a B, illetve C' pontokndl rogzitett kotelek
segitségével egy m = 960 [kg] tomeg terhet tart. A teher stlydt a silypontja-
hoz kotott

G=m-g=2960-10 = 9600 [N] = 9,6 [kN]
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nagysdgu erdként vessziik figyelembe, amely az alkalmasan megvdlasztott ko-
ordindta-rendszerben G = (0;0; —9, 6) [kN] erGvektor lesz. (A g értékét az
egyszerliség kedvéért 10-nek vettiik.)

Feltételezziik, hogy a teher silya mellett a gerenda silya elhanyagolhatd, igy a
gerenddt egy sulytalan riddal modellezhetjiik. A feladat egyszer(sitett dbrdjat
elkészitjiik, ahol a berajzolt egyenes szakaszok egyben az ébredd belsé erdk.
Az adott koordindta-rendszerben a vonatkoz6 pontok helye:

A=(0;0;0), B=(-1;0;4),C = (3;0;4) és D = (0;0;6).

Tegyiik fel, hogy a szerkezet tartés nyugalomban van. Hatdrozzuk meg az is-
meretlen kotélerdket!

Megoldas:
Az adott koordindtarendszerben a pontok helye
ra=(0;0;0), rp=(=10:4), rc=(3;0;4), rp=(0;6;0).
A tartés egyensiily feltétele, hogy a testre haté erdk ereddje zérus legyen. Az
ismeretlen kotélerdket Fi-vel jelolve (i = 1,2, 3), az egyensiily feltételére az
L+ +F+G=0
egyenlet adodik. A megolddst a tovdbbiakban az
F,=X\aqa;

alakban keressiik, ahol a; az er irdnyat kijel6l6 irdnyvektor, \; pedig a vonat-
koz6 skalarszorz6 lesz. Ennek megfelel6en

a; = zﬁ =(0;6;0), a9 = Eﬁ = (1;6;—-4), a3z= C,'ﬁ = (—3;6;—4).
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Tehat a megoldand¢ linedris egyenletrendszer

Al-a; + Xy -ag+ A3-a3 = —G.

Behelyettesitve a megfelel$ adatokat az

A —3A3=0
61 +6Xg +6A3 =0
—4Xy —4X3 =9,6.

egyenletrendszerhez jutunk. Felirjuk a linedris egyenletrendszer kibdvitett mat-
rixat, majd Gauss-eliminaciéval megoldjuk az egyenletrendszert. Els6 1épésben
megcseréljiik az els6 és masodik sort, majd az 1j elsd sort osztjuk 6-tal, a har-
madik sort osztjuk —4-gyel:

0 1 -3 0 11 1 0
6 6 6 0O ]l—-(01 -3 0
0 -4 —4 19,6 0 1 1| -2,4
Végiil a masodik sor —1-szeresét hozzdadjuk a harmadikhoz:
11 1 0
0 1 -3 0
00 4| -24
Az egyenletrendszer megolddsa A3 = —0,6, Ao = —1,8, \; = 2,4. Ezek

ismeretében
Fiy =X -a1 = (0;14,4;0) [kN]
Fy =Xy a3 =(-1,8;-10,8;7,2) [kN]
F3=MX3-a3=(1,8;,-3,6;2,4) [kN].
10.4. Példa. (Kozgazdasagtan)

Egy véllalkozé haromféle terméket allit el6. Az aldbbi tdblazat mutatja, hogy
az egyes termékek elddllitdsdhoz mennyi alapanyagra van sziikség:

T1 | T2 | T3 | Kapacitas
Al| 2 |1 |3 130
A2 1 | 2|1 80
A3| 3 10| 2 90

Mennyit gyértson az egyes termékekbdl ahhoz, hogy a rendelkezésre 4ll6 ka-
pacitast teljes egészében felhasznalja?

Megoldas:
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Jeloljik a 11, T5, T3 termékbdl eldéllitott mennyiségeket rendre z, y, z-vel.
Ekkor felirhat6 az al4bbi linedris egyenletrendszer:

2z4+ y+32=130
r+2y+ z= 80
3x + 2z = 90.

Az egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

2 1 3 | 130
(Alp)=1 1 2 1 80
3 0 2 90
Cseréljiik fel az els6 és a masodik sort:
1 21 80
(Alb)=1 2 1 3 | 130
3 0 2 90

Az els6 sor —2-szeresét adjuk hozzd a masodik sorhoz és az els6 sor —3-
szorosat adjuk hozza a harmadik sorhoz:

1 2 1 80
(Alp)=1 0 =3 1 —-30
0 -6 —1 | —150
A masodik sor —2-szeresét adjuk hozz4 a harmadik sorhoz:
1 2 1 80
(Alb)=1 0 -3 1 | =30
0 0 =3 | -90
Az utolsé sornak megfeleld egyenlet:
—3z=-90 = z = 30.
Ezt behelyettesitve a masodik sornak megfeleld egyenletbe
—3y + 30 = —30 = y =20
adddik. Az els6 sornak megfelel$ egyenletbdl azt kapjuk, hogy
x4+ 40+ 30 =80 = x = 10.

Azt kaptuk tehdt, hogy az egyes termékekbdl rendre 10, 20 és 30 egységet kell
eldéllitani.
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10.5. Példa. (Mozgdstan)

Egy 100 [m] hosszd korpélyan két test kering. Egy irdnyba haladva 20 masod-
percenként, ellenkezd irdnyba haladva 4 masodpercenként talalkoznak. Mek-
kora a testek sebessége?

Megoldas:

Legyen a két test sebessége v1 és v. Feltehetd, hogy vy > vs.

Azonos irdnyba haladva, az els6 taldlkozasig az utkiilonbség a palya hossza.
Ellenkez6 irdnyba haladva, egy taldlkozdstdl a kdvetkezdig az utak Osszege a
palya hossza.

Tehat a megoldand¢ linedris egyenletrendszer:

20v7 — 20v9 = 100
4v1 + 4vy = 100.

Az egyenletrendszert Cramer-szabdllyal oldjuk meg. Az alapmaétrix determi-
ndnsa:

D = det 200 =200 80 4+ 80 = 160.
4 4
Tovabba
100 —20
Dl_det(loo 4>_400+2000_2400
és

20 100
Dg—det< 4 100>—2000—400—1600.

A kapott eredményeket felhaszndlva azt kapjuk, hogy

U:&:Mﬂ:w[g].
™D~ 160 s’
UF&:@:O[E]

D~ 160 s

Azt kaptuk tehat, hogy a testek sebessége:
v = 10 [E] Vo = 15 [E:| .
S
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Ellenorzo kérdések

1. Soroljunk fel legaldbb hadrom olyan tudoményteriiletet, ahol alkalmazhatdak
a linedris egyenletrendszerek! ................

2. Adjuk meg olyan geometriai feladatot, amelynek megoldésa linedris egyen-
letrendszerre vezet! ................
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11. Formula matrix, sztochiometriai matrix

11.1. Elméleti osszefoglalé. A kémia egyik legfontosabb feladata a kémiai re-
akcidk tanulméanyozasa.

A kémiai reakciok olyan folyamatok, amelyek sordan kémiai komponensek (re-
aktansok) alakulnak 4t mas kémiai komponensekké (termékekké).

Azt mondjuk, hogy egy kémiai reakcié dsszetett, ha van legaldbb egy koztes
termék, elemi, ha nincs koztes termék.

Az Osszetett kémiai reakciok elemi kémiai reakciokbdl allnak.

Az Osszetett kémiai reakcidt alkotd elemi reakciok a kémiai rendszer reak-
ciolépései. A reakcidlépések Osszessége alkotja a rendszer kemizmusat (kémiai
mechanizmusat).

A kémiai reakcidkra mindig érvényes a tomegmegmaradds torvénye, mely sze-
rint a kémiai egyenletek két oldaldn az egyes elemek elemi vagy kotott dllapot-

sz 2

ban 1évd atomjainak szdma és igy a két oldal tomege is megegyezik.

Az el6bbi allitds kovetkezményeként a kémiai reakcidkban az elemek atom-
jai nem alakulhatnak 4t masik elem atomjavd. A tomegmegmaradas torvénye
értelmében a kémiai egyenletek jobb oldaldn és bal oldaldn az atomok szdma is
megegyezik (atommegmaradds torvénye).

A kémiai reakcidegyenletben szerepld (molekulaszamokat kifejez6) egyiittha-
tokat a kérdéses kémiai komponensek adott reakciéra vonatkozd sztochiome-
triai egyiitthatoinak nevezziik.

Az egyértelmiiség érdekében a sztochiometriai egyiitthatoknak a lehetd legki-
sebb abszolut értékl egész szamokat valasztjuk.

Ha egy kémiai reakcié Osszetett, azaz tobb elemi reakciobdl all, akkor eléal-
lithatjuk az dgynevezett formula mdtrixot Ggy, hogy a maétrix sorai (az utolsd
kivételével) az egyes kémiai elemeknek felelnek meg, mig a matrix utolsé sora
a toltéseket mutatja. A matrix egyes oszlopai az egyes vegyiileteknek felelnek
meg.

A formula matrix rangja megegyezik a fiiggetlen kémiai reakciok szamdval.

sz

Ha ismerjiik egy folyamatban lejatsz6dé reakcidkat, a koztiik 1€vé linedris kap-
csolatot az tigynevezett sztdchiometriai mdtrix segitségével irhatjuk le. Ennek
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oszlopai a reakciokhoz, sorai pedig a reakcidkban szerepld vegyiiletekhez tar-
toznak. Az i-edik sorban, j-edik oszlopban 4ll6 szdm a j-edik reakcié O-ra
rendezett egyenletében az i-edik vegyiilet mennyisége.

11.2. Tétel. A formula matrix és a sztochiometriai matrix rangja megegyezik.

~~~~~~

HQCO?, — HCOg_ —|—H+
HCO; = CO5~ +H™.

a) Irjuk fel a formula métrixot!

b) Adjuk meg a formula matrix rangjat!

¢) Adjuk meg a sztdchiometriai métrixot!

d) Adjuk meg a sztochiometriai mdtrix rangjat!

e) Adjuk meg a linedrisan fiiggetlen reakciok szamat!
Megoldas:

a) A formula métrixot dgy éllitjuk el6, hogy a matrix sorai (az utolsé kivéte-
1ével) az egyes kémiai elemeknek felelnek meg, mig a métrix utolsé sora a
toltéseket mutatja. A matrix egyes oszlopai az egyes vegyiileteknek felelnek
meg. A feladatban megadott folyamathoz az aldbbi formula métrix frhat
fol, ahol az els6 sor a H, a masodik a C, a harmadik az O molekulanak
megfeleld sor. Az els6 oszlop a HoC'O3, a masodik oszlop a HCO5 , a
harmadik oszlop a H™ és a negyedik oszlop a CO%‘ vegyiiletet jelenti:

| H,CO3 HCO; HY CO;”

H| 2 1 1 0
A=]| C 1 1 0 1
o| 3 3 0 3
q 0 ~1 1 -2

b) A formula matrix rangjanak meghatarozasahoz els6 1épésben cseréljiik meg
a matrix elsd és masodik sordt:

1 1 0 1
2 11 0
3 30 3
0 -1 1 -2
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Az els6 sor —2-szeresét adjuk hozzd a mdsodik sorhoz, az elsd sor —3-
szorosét adjuk hozz4 a harmadik sorhoz:

1 10 1
0 -1 1 -2
0 00 O
0 -1 1 -2
A maésodik sor —1-szeresét adjuk hozz4 a negyedik sorhoz:
1 10 1
0 -1 1 -2
0 00 O
0 00 O

A matrix rangja: 2.

sz 2

¢) Ha mar ismerjiik egy folyamatban lejatsz6dé reakciokat, a koztiik 16vo li-

nedris kapcsolatot a sztochiometriai matrix segitségével irhatjuk le. Ennek
oszlopai a reakcidkhoz, sorai pedig a reakcidkban szerepld vegyiiletekhez
tartoznak. Az ¢-edik sorban, j-edik oszlopban all6 szam a j-edik reakci6 O-
ra rendezett egyenletében az i-edik vegyiilet mennyisége. A sztochiometriai
matrix tehat jelen esetben:

H,CO3 | -1 0
HCO; | 1 -1
H* 1 1
co3 |0 1
Az els6 oszlop a feladatban szerepld elsd, a mésodik oszlop a feladatban

szerepld mdsodik reakcidnak felel meg. Az egyes sorokban a vegyiiletek
rendre: HoCO3, HCO3, H' és CO;™.

B =

d) A B matrix els6 sorat adjuk hozza a masodik sorhoz és a harmadik sorhoz,

majd a keletkezett matrix masodik sortit adjuk hozza a harmadik sorhoz és
a negyedik sorhoz::

1 0 1 0
0 —1 0 —1
o 1|17 o o
0 1 0 0

A kapott matrix rangja: 2.

e) A linedrisan fliggetlen reakcidk szdma: 2.
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Ellenorzo kérdések

Mit neveziink elemi kémiai reakcidénak? ................
Mit neveziink Osszetett kémiai reakciénak? ................
Mit neveziink formulamatrixnak? ................

Mit neveziink sztochimetriai matrixnak? ................

Milyen kapcsolat van a formula matrix rangja és a fiiggetlen kémiai reakciok
szdma kozott?

Milyen kapcsolat van a sztdchiometriai matrix rangja és a fiiggetlen kémiai
reakcidk szdma kozott?
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12. Parcialis tortekre bontas

12.1. Tétel. Minden raciondlis tortfiiggvény felbonthaté egy polinom és egy
olyan raciondlis tortfiiggvény Osszegére, amelyben a szdml4lé fokszdma kisebb,
mint a nevezd fokszdma.

12.2. Példa. Tekintsiik az

r—5
z+3
tortet. Ekkor
r—5 x+3-8 8
r+3  z+3  x+3

12.3. Megjegyzés. A tételben szerepld felbontdst dltalanosan polinomosztas
segitségével lehet elvégezni. Elvégezve a

P(x)
Q(x)
polinomosztast legyen M (x) a maradék, H (z) az osztds hanyadosa. Ekkor
P(x) M (z)
H(x)+ .
o) 1O

12.4. Példa. Tekintsiik az
a2t + T2 + 5+ 1
x2 —4

tortet. A polinomosztast alkalmazva azt kapjuk, hogy

(*+ Ta? + 52 +1): (22 —4) =2 + 11,

—(zt— 42?)
1122 + 5z +1
—(112* — 44z)
49x + 1

Ezt felhasznalva

at + 722 + 5z + 1 9 49z + 1
=z + 11+

2 —4 x2—4

adddik.
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12.5. Definicié. Legyenek A, B és C valds szamok, n € N és 2o € R. Az

4

(x — o)™
ésa

Bz +C

(22 + pz + q)"
alaku torteket, ahol p? — 4¢ < 0 (azaz az 22 + px + ¢ masodfoki polinomnak
nincs valos gyoke) parcidlis torteknek nevezziik.

12.6. Példa. Az

5
(z —3)*
tort parcidlis tort.
12.7. Példa. Az
z+3
(x +x+2)3

tort parcidlis tort.

12.8. Tétel. Minden olyan raciondlis tortfiiggvény, amelyben a szamlalé fok-
szama kisebb, mint a nevezd fokszama, felbonthat6 parcidlis tortek osszegére.

12.9. Példa. Bontsuk fel parcidlis tortek Osszegére a
r—5
2%+ 5r + 4
algebrai tortet!
Megoldas:
Elsé 1€pésben szorzattd alakitjuk a nevez6t. Ehhez megkeressiik az
22 4+5x+4=0
egyenlet megoldasat:
—-5+v25-16 —5+3
2 2
azaz x1 = —4, illetve xo = —1. Ezt felhaszndlva a gyoktényezs alak:

2?45 +6=(x+4) (x+1).

T2 =

A keresett kifejezést
x—>5 A . B
w2+5x+4 z+4 z+1
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alakban keressiik. Az el6bbi egyenlet mindkét oldalét szorozzuk a k6zos neve-
zdvel:

r—5=A-(x+1)+B-(x+4).
Felbontva a zaréjeleket
xr—b=Ar+ A+ Bx+4B
adodik. A tagokat csoportositsuk fokszdm szerint csokkend sorrendbe:
r—5b=(A+B)-z+A+4B.

A megfelel6 fokszamu tagok egyiitthatdit 6sszehasonlitva az

A+ B= 1

A+4B =-5

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszert Cramer-szabdllyal oldjuk
meg. Az alapmétrix determinénsa:

11
Dzdet(1 4>:4—1:3.

Tovabba
11
Dl—det<_5 4>—4+5—9
és
1 1
Dg—det< 1 _5 ) =—-5—-1=-6.
A kapott eredményeket felhaszndlva azt kapjuk, hogy
D 3
Dy -6
B=—=—=-2
D 3
Azt kaptuk tehat, hogy a keresett felbontds:
-5 3 2

x2+5x+4:x+4_x—|—1'
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Ellenorzo kérdések

. Milyen alak torteket neveziink parcidlis torteknek?

. Parcialis tort-e a

tort?
2 —4

. Parcialis tort-e a 1 tort?

z2 +

re rz+1
. Parcialis tort-e a tort?

2

1 X .
. Parcialis tort-e a 5 tort?
¢+ 9

2

e 1
. Parcialis tort-e a 9 tort?

x2 +

101
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13. Matrixok alkalmazasa a koordinatageomatriaban

13.1. Tétel. Az A = (z1;y1) és B = (x2;y2) pontokon &thalad6 egyenes
egyenlete:

z y 1
det r1 y1 1 =0.
r2 Y2 1

Bizonyitds: A determindnst az elsd sora szerint kifejtve azt kapjuk, hogy

x-det( v 1 > —y-det< o1 ) +det< 1 ) =0
y2 1 zy 1 T2 Y2
A mésodrendd determindnsok kiszdmoldsa utdn azt kapjuk, hogy

- (y1—y2) —y-(x1 —22) + 21 Y2 — 22 - Y1 = 0.
Mivel az egyenes egy irdnyvektora:

v = (T1— 2391 — Y2),
ezért az el6bbi egyenlet a
V2L — VY ="0V2 21— V11

alakra frhat6 at, ami éppen az egyenes irdnyvektoros egyenlete. m

13.2. Példa. Az A = (1;2) és a B = (2; 3) pontokon &thalad6 egyenes egyen-
lete:

z y 1
det| 1 2 1 | =0.
2 31
A deteriminast az elsd sora szerint kifejtve
2 1 11 1 2
il ale]s 5]

adodik. A megfelel$ determindnsok kiszdmolasa utdn azt kapjuk, hogy
z-(2-3)—y-(1-2)+1-(3—-4)=0,
igy az egyenes egyenlete:

—r+y—1=0 = y=x+1.
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13.3. Tétel. Az A = (z1;41), B = (x2;y2) és C = (w3;y3) csicsokkal
rendelkezd hdromszog teriilete az

1 r1r U1 1
— - det T2 Y2 1
2

x3 ys 1

érték abszolutértéke.

13.4. Példa. Az A = (1;2), B = (2;3) és C' = (1;3) csticsokkal rendelkezd
haromszog teriilete az

1
— - det
2

—_ N =
W W N
— =

determindns abszolitértéke. A determindnst az elsd sora szerint kifejtve azt
kapjuk, hogy

31 2 1],]2 3
det _‘3 1‘_2"1 1‘+’13

—_ N =
W W N
=

=0-2-(2-1)+6-3=1,

1
igy a keresett teriilet 7' = 3 egység.

13.5. Definicié. Egy erd forgat6 hatasat a forgatonyomatékkal jellemezziik. A
forgatényomatékot megadhatjuk egy pontra vagy egy tengelyre vonatkozdan.
A pontra vonatkozo forgatonyomaték vektormennyiség. Definicidja az O pont-
ra vonatkozdan:

J\OJZTOPXR

ahol rop az O vonatkoztatasi pontbdl az erd P tamadaspontjaba mutatd hely-
vektor.
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Az e tengelyre vonatkozo forgatonyomaték el6jeles skalirmennyiség, amelyet
az alabbi egyenldség definial:

ahol e a skaldris szorzatot jelenti.
13.6. Megjegyzés. A skaldris szorzat definicidjat felhasznalva
M, = Mee=|M|-|e|-cosa=|M]|-cosa.
¢) ¢) &)
Azaz M. az M vektor e tengelyre esd elGjeles merSleges vetiilete.

13.7. Definicio. (Merev test egyenstilyanak definiciéja):
Egy merev test egyensilyban van, ha az alabbi két feltétel egyidejileg teljesiil:
1. A testre hat6 ered6 er6 zérus:

F:ZF,:O.

2. A testre hat6 eredd forgatonyomaték a tér egy tetszdleges O pontjara vonat-

kozdéan zérus:
M=) M=0.
o p (0]
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Ellenorzo kérdések

. Hogyan adhatjuk meg determndnssal két ponton dthaladd sikbeli egyenes
egyenletét? ................

. Hogyan adhatjuk meg determndnssal egy sikbeli haromszog teriiletét, ha is-
merjiik a hdromszog hdrom csicsét? ................

. Egy er6 forgat6 hatdsat annak ................ jellemezziik. A forgatényomatékot
megadhatjuk egy ................ Vagy €gY coverereerennn vonatkozdan.

. Mit neveziink pontra vonatkoz6 forgatényomatéknak? ................

5. Mit neveziink tengelyre vonatkozé forgatonyomatéknak? ................

. Merev test egyenstilydnak feltételei: ................
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14. Lagrange interpolaci6

14.1. Definici6. Legyen n € N és ag, a1, ..., a, olyan valds szamok, hogy
an # 0. Ekkor a

Pl)=an 2" +ap 1 - 2" ' +... +a1-z+ap
fliggvényt n-edfokii polinomfiiggvénynek nevezziik.

14.2. Motivacié. Bizonyos miiszaki feladatok esetében a probléma megoldasa
sordn olyan fliggvények adddhatnak, amelyek meglehetésen bonyolultak, ne-
héz veliik a szdmolds. Ezek helyett dolgozhatunk polinommal, melyet a fiigg-
vény bizonyos helyeken vett helyettesitési értékeinek kiszdmol4sdval hatdroz-
hatunk meg.

Ha a mérési eredmények csak bizonyos id6pillanatokban allnak rendelkezésre,
de mads id6pillanatban is sziikség van az értékre, akkor a polinom segitségével
kozelits értéket szamolhatunk.

14.3. Tétel. Legyenek (z1;y1), (x2; Y2, - .., (Tn; yn) adott pontok. Ekkor egy-
értelmien 1étezik olyan legfeljebb n — 1-edfokd polinom, melynek grafikonja
illeszkedik az adott pontokra.

14.4. Definicio. Az elGbbi tételben szerepl$ egyértelmtien meghatérozott poli-
nomot Lagrange-féle interpoldcios polinomnak nevezziikk. Az x1, xa, ..., Ty
értékeket alappontoknak hivjuk.

14.5. Példa. Hatdrozzuk meg azt a legfeljebb masodfoku polinomot, amely az
(1;-2), (4;1), (5;6) mérési eredményekre illeszkedik, tovdbba a kapott poli-
nom segitségével szamoljuk ki, hogy az x = 3 id6pillanatban milyen mérési
eredményt kaptunk volna?
Legfeljebb masodfoki polinomot keresiink, melynek 4ltaldnos alakja

P(x) = az® + bx + c,

igy a feladatunk az a, b és c egyiitthatok meghatdrozdsa. Azt szeretnénk, hogy
a keresett polinom illeszkedjen a mért adatokra, igy teljesiilnie kell a

P(1)=-2; P(4)=1;, P(5)=6
feltételeknek. Ezt felhasznalva
~2=a-1>4+b-1+c¢
l=a-4*+b-4+c
6=a-5°+b-5+c
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adodik, igy a feladatunk a

a+ b+c=-2
16a +4b+c= 1
25a+5b+c= 6

linedris egyenletrendszer megoldadsa. Az egyenletrednszer kibdvitett matrixa:

1 11| -2
16 4 1 1
25 5 1 6

Els6 1épésben els6 sor —16-szorosat hozzdadjuk a masodik sorhoz, illetve az
elsd sor —25-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 111 -2 1 1 1] -2
16 4 1 1 -1 0 =12 —-15 | 33
25 5 1 6 0 —20 —-24 | 56

Ezutan a harmadik sort szorozzuk 3-mal, majd a mésodik sor —5-sz6rdsét hoz-
zdadjuk a harmadik sorhoz:

1 1 1] -2 1 1 1| -2
0 —-12 -15 3 | =10 —-12 -15 | 33
0 —60 —72 | 168 0 0 3 3

Az utolsé matrixbdl felirva a linedris egyneletrendszert

a+ b+ c=-2
—12b— 15¢ =33
3c=3

adédik. Az utols6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy ¢ = 1. Ezt behelyettesitve a
masodik egyenletbe

—12b— 15 =33 = b=—4
adddik. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy

a—4+1=-2 = a=1.
Tehat a keresett mdsodfokud polinom:

P(z) = 2% — 4z + 1.
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) 4 2 2 4 6 8 10 12
_2 A

Az x = 3 id6pillanatban a fiiggvényérték:
P(3)=3%>—4-34+1=-2.

14.6. Megjegyzés. Az elGbbiekben ismertetett médszer meglehetdsen egysz-
er(i, azonban sok pont esetén idGigényes, ugyanis n darab pont esetén egy n— 1
egyenletbdl all6 n — 1 ismeretlent tartalmazé linedris egyenletrendszert kell
megoldanunk, ami nagy n-ek esetén meglehetsen hosszadalmas. Léteznek
mas eljardsok is (példaul az osztott differencidk médszere), amely ,,sok™ alap-
pont esetén lényegesen hatékonyabb, mint az el6bbiekben bemutatott mddszer.

14.7. Megjegyzés. A Lagrange-interpolécids feladat megoldasa soran kelet-
kez6 linedris egyenletrendszer alapmatrixdnak determindnsa Vandermonde-de-
termindns.
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Ellenorzo kérdések

1. Mit neveziink n-edfokd polinomfiiggvénynek? ................
2. Mit neveziink Lagrange-interpoldcids polinomnak? ................

3. Az (1;2) és (2;4) pontokra illeszkedd Lagrange-interpolacids polinom:
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15. Legkisebb négyzetek médszere

15.1. Motivacio. A legkisebb négyzetek mddszerét széles korben alkalmazzak
mennyiségek kozotti fiiggvénykapcesolat megadasara. A felhasznalt modellfiig-
gvény altaldban valamilyen, a konkrét feladathoz kapcsol6dé elméleti meg-
fontolasbdl ismert. A cél az. hogy a fliggvény ismeretlen paramétereit haté-
rozzuk meg egy jol-definidlt hibafiiggvény szerint.

15.2. Modell. Adottak az (z1;y1), (z2;92), - .. (Tn;yn) pontok. Legyenek
adottak a p1(x), a(z), ..., pm(z) fiiggvények és definidljuk az g(z) fiigg-
vényt az aldbbi médon:

= Zci cpi(z) =c1-o1(x) 2 pa(x) + ...+ em - pm(T).

A feladat a ¢y, co, ..., ¢, paraméterek meghatdrozdsa gy, hogy a
>~ (oten) i)
=1

ugynevezett négyzetes hibafiiggvény minimalis legyen. (Ezt szabatosan tgy is
mondhatjuk, hogy gy szeretnénk meghatdrozni az ismeretlen paramétereket,
hogy az g(z) fiiggvény grafikonja a lehetd ,legkdzelebb” legyen a megadott
pontokhoz.)

15.3. Tétel. Tekintsiik az el6bbiekben leirt modellt. Definidljuk az A matrixot
az aldbbi médon:

A = (aij) = @j(xi),
amit részletesebben kiirva ugy is irhatunk, hogy

e1(x1)  p2(r1) .. pm(T1)
Ao | e ealw) o)
901(5071) 902(3777,) (pm(xn)
Vezessiik be tovabba az
U1
Y2
f:
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és az
C1
C2
x = _
Cn
jelolést. Ekkor a fent leirt modellben meghatdrozandé ¢; (i = 1,2,...,m)

szamokat az
AT A x=AT . f
linedris egyenletrendszer megoldasa adja.
15.4. Definicié. Az el6bbi tételben szerepld
AT Az =AT . f
egyenletrendszert Gauss-féle normdl egyenletrendszernek nevezziik.

15.5. Tétel. Ha a @1, @2, ..., o, fuggvények linedrisan fiiggetlenek, akkor a
Gauss-féle normadl egyenletrendszer egyértelmiien megoldhat6.

15.6. Megjegyzés. A linedris fiiggetlenséget ellendrizhetjitkk a Wronski-deter-
mindnsa segitségével. Kordbban ugyanis mar l4ttuk, hogy ha a Wronski-deter-
mindns értéke nem zérus, akkor a fiiggvények linedrisan fiiggetlenek.

15.7. Megjegyzés. Kiilondsen fontos szerepe van annak a modellnek, amikor a
kozelitést els6foku polinommal végezziik, azaz igynevezett linedris regressziot
alkalmazunk. A kovetkez6kben megvizsgaljuk, hogy ebben az esetben hogyan
néz ki az a megoldandé egyenletrendszer.

15.8. Példa. Tekintsiik azt a specidlis esetet, amikor ¢ (x) = a és pa2(x) = b,
tehat

g(x)=a+b-z,
azaz egy els6foku fiiggvény ismeretlen paraméterit keressiik ugy, hogy az g(z)
fliggvény grafikonja a négyzetes hibafiiggvény szerint a lehet6 ,,legk6zelebb”
legyen az (z1;y1), (x2;Y2)s. - -» (Tn; yn) pontokhoz. Ebben az esetben:

1 Tl

1 o
A= i )

1 x,

18y
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Elvégezve az AT - A szorzést azt kapjuk, hogy

n
i=1
n

n
Yooy ap
=1 3

=1

AT A=

Tovabba az f vektor:
Y1
Y2
Yn
n
> Vi

AT f= ni:1
DOETRET
=1

x:(g).

A megoldandé linedris egyenletrendszer tehat:

és az x vektor:

a

n > : b n_
> T x; 21 T Y
=1 1=

=1 i

£ 5 () [ &
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Ellenorzo kérdések

Mire alkalmazhat6 a legkisebb négyzetek mddszere? ................
Mit neveziink Gauss-féle normél egyenletrendszernek? ................
Linedris regresszion azt értjiik, amikor: ................

Linedris regresszio esetén a megoldandoé lineéris egyenletrendszer alapmat-
[IXAD weevieneeniene
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16. Linearis leképezések

16.1. Megjegyzés. Ebben a fejezetben, ha mast nem mondunk, akkor X, Y és
Z vektortereket jelolnek.

16.2. Definicié. Legyenek X és Y vektorterek a valds szdmok folott. Az
f+ X = Y figgvényt linedris leképezésnek nevezziik, ha additiv és homogén,
azaz ha
fe+y) =f@)+fly)  (zyeX);
fh-x) =X f(x) (r e X, AeR).
Amennyiben X = Y, Ugy linedris transzformdciordl beszélink. A bijektiv

linedris leképezéseket izomorfizmusoknak, a bijektiv linedris transzformacidkat
automorfizmusoknak nevezziik.

16.3. Példa. Az f: R — R, f(x) = x leképezés linedris.

16.4. Példa. Az f: R — R, f(x) = 22 leképezés nem linedris, mert nem
additiv, ugyanis
(1 + x2)2 = x% + x%

16.5. Tétel. Haaz f: X — Y leképezés linedris, akkor f(0) = 0, azaz minden
linedris leképezés a zérusvektorhoz a zérusvektort rendeli hozza.

Bizonyitds: Ha f linedris, akkor additiv, igy minden x,y € X esetén
fle+y)=fl@)+ fy).

Legyen z = y = 0. Ekkor
f(0+0) = f(0) + £(0),

azaz

f(0) =2f(0),
igy f(0)=0.m

16.6. Definicio. Az f: X — Y linedris leképezés magtere vagy mas széval
nulltere a

Ker(f) = {z € X| f(x) = 0},
képtere az

Im(f) ={f(z)|z € X}.
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16.7. Definicié. A magtér dimenzidjat a leképezés defektusanak, a képtér di-
menzidjat a leképzés rangjdnak mondjuk.

16.8. Tétel. (Nullitds és rang tétel.)
Ha f: X — Y linedris leképezés, akkor
dim X = def(f) + rang(f).
A defektust def(f) jeloli.
16.9. Példa. Az f: R? — R?,
flxi;2e) = (21 + w23 1 — 22)

leképezés nullterét az

r1+x20=0

T1—x2=0

egyenletrendszer megolddsa adja. A két egyenletet 0sszeadva 221 = 0, azaz
x1 = 0adddik, amit behelyettesitve az els6 egyenletbe megkapjuk az x5 értékét,

igy
04+22=0 = zo = 0.
Tehét a nulltér:
Ker(f) ={(0;0)}.
A nullteret tehét egyetlen pont alkotja, igy a dimenzi6ja 0, tehat def(f) = 0. A
nullitds és rang tétel szerint
def(f) 4 rang(f) = dim R

Mivel jelen esetben def(f) = 0 és dim R? = 2, ezért a leképzés rangja: 2.

16.10. Megjegyzés. Egy linedris leképezés nullterének meghatarozasa egy ho-
mogén linedris egyenletrendszer megoldasat jelenti.

16.11. Definicié. Egy linedris leképezés természetes bdzisra vonatkozo mdit-
rixdn azt a matrixot értjiik, melyet gy kapunk meg, hogy kiszamoljuk a leké-
pezés természetes bazisvektorokon felvett fiiggvényértékeit, majd az igy kapott
vektorokb6l, mint oszlopvektorokbdl matrixot képeziink.

16.12. Példa. Az f: R? — R3,
f(x1;22) = (21 — T2; 25 —21)
leképezés esetén
f(1;0) = (1 —0;0; -1) = (1;0; 1)
f(0;1) = (0-1;1;0) = (=15 1;0),
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igy a keresett matrix

1 -1
A= 0 1
-1 0

16.13. Tétel. Ha az f: X — Y linedris leképezés matrixa Aésag: X — Y
linedris leképezés matrixa B, akkor az f + g leképezés matrixa A + B.

16.14. Tétel. Haaz f: X — Y linedris leképezés matrixa A és ¢ € R, akkor a
¢ - f linedris leképezés matrixa c - A.
16.15. Tétel. Ha az f: X — Y linedris leképezés mitrixa Aésag: Y — Z

linedris leképezés matrixa B, akkor az f o g leképezés matrixa A - B.

16.16. Tétel. Ha f: X — X invertdlhat6 linedris transzformaci6 és az f
mitrixa A, akkor f~! matrixa A~

16.17. Definicié. Az f: X — X linedris transzformaciot szimmetrikusnak ne-
vezziik, ha a matrixa szimmetrikus matrix.

16.18. Példa. Tekintsiik az f: R? — R?,
f(z1;22) = (z1 + 29521 — 22)
ésa f: R? —» R?,
g(z1;72) = (225 —21)
linearis transzformacidkat!

Az f leképezés természetes bazisra vonatkoz6 matrixanak felirdsahoz el&szor
kiszdmoljuk a természetes bazisvektorokon a fiiggvényértékeket:

f(1;0) = (140;1-0) = (1;1)
f(0;1)=(0+1;0—-1) = (1;-1).
Ezt felhasznélva f matrixa:
1 1
(1)

A g leképezés természetes bazisra vonatkoz6 matrixdnak felirdsahoz el6szor
kiszdmoljuk a természetes bazisvektorokon a fiiggvényértékeket:

9(1;0) = (0; 1)
9(0;1) = (1;0).

Ezt felhaszndlva g matrixa:
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(01,

Az f + g leképezés matrixa:

1
1 —

—_ =

s

Az f — g leképezés matrixa:

11
A_B:<1-4)_

A 2 f matrixa:

Az f o g leképezés matrixa:
1 1 0 1
o= () (400)

(ABF:<_1}>:AB,

ezért A - B szimmetrikus métrix, igy f o g szimmetrikus leképezés.

Mivel

16.19. Tétel. Minden linedris leképezés a matrixdval valé balrdl szorzasként
hat, azaz ha A az f linedris leképezés matrixa, akkor

flx)=A- =z,
ahol z-et oszlopvektorként irjuk.

16.20. Megjegyzés. Az eldbbi tétel kozvetlen kovetkezménye, hogy minden
matrxinak megfeleltethetS egy linedris leképezés, ugyanis ha A egy tetsz6leges
matrix m X n tipusd métrix, akkor az

J@)=A-x

moédon definidlt leképzés linedris leképezés, melyet az A mdtrixhoz tartozo li-
nedris leképezésnek neveziink.

16.21. Tétel. A sikon az origé koriili pozitiv (azaz dramutatd jarasaval ellen-
tétes) irdnyu « szoggel vald forgatds matrixa:

A ( cosa —sina
sin o cosa |-
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16.22. Példa. A sikon az origé koriili pozitiv (azaz 6ramutaté jarasaval ellen-
tétes) iranyu 30°-kal val6 forgatds matrixa:

V31

A [ cos 30° —sin30° | 9 2

~\ sin30°  cos30° ) 1 V3

2 2
16.23. Kovetkezmény. A sikon az origé koriili pozitiv iranyd « szoggel vald
forgatas 1 determinansu ortogonalis transzformacio.

Bizonyitds: Mivel
cosa  sin«o cosa —sina
AT . A - ( I > ' ( I > -
—sina  cos«o sin o Ccos «
_( cos?a+sin®a 0 (10 _E
o 0 cosla+sinfa= /) L0 1)~ 7%

ezért AT = A~ igy a leképezés ortogondlis. A determinansa:

cosa —sino
det <

. 20082a+sin2a:1,
sin «v cos

amivel igazoltuk az allitast. m

16.24. Tétel. A térben az origd koriili pozitiv irdnyd « szoggel val6 z-tengely
koriili forgatds matrixa:

1 0 0
A= cosae —sina 0
sinaw cosa O

16.25. Tétel. A térben az origé koriili pozitiv irdnyd o szoggel val6 y-tengely
koriili forgatds matrixa:

cosa 0 sina
A= 0 1 0

—sina 0 cosa

16.26. Tétel. A térben az origé koriili pozitiv irdnyd « szoggel valé z-tengely
koriili forgatds matrixa:

cosa —sina 0
A= sinawe cosa O
0 0 0



16. LINEARIS LEKEPEZESEK 119

16.27. Kovetkezmény. A térben az origd koriili pozitiv irdnyu « szoggel vald
forgatds 1 determindnsu ortogonélis transzform4cio.

16.28. Tétel. A sikon az origén atmend, az x-tengely pozitiv felével o szoget
bezaré egyenesre valé tiikrozés matrixa:

= < cos(2a)  sin(2a) )

sin(2a)  — cos(2a)

16.29. Kovetkezmény. A sikon az origdn dtmend, az x-tengely pozitiv felével
« szoget bezard egyenesre valo tiikkr6zés —1 determinansu ortogonalis transz-
formacio.

Bizonyitds: Mivel

AT 4= < cos(20)  sin(2a) ) < cos(2a) sin(2a)>

sina —cos(2a) sin(2a)  — cos(2a)

_( cos?(2a) + sin?(2a) 0
N 0 cos?(2a) + sin?(2a) =

10

ezért AT = A~!, igy a leképezés ortogonilis. A determinansa:

cos(2a) sin(2«) — — cos2(2a) — sin2(2a) = —
dor (o) a3 ) = cos?(2a) — sin(2a) = -1

amivel igazoltuk az allitast. m

16.30. Tétel. A térben az yz-sikra val6 tiikkr6zés matrixa:

-1 0 0
A= 010
0 01
16.31. Tétel. A térben az z-tengelyre vald tiikr6z€és matrixa:
1 0 0
A= 0 -1 0
0 0 -1

16.32. Tétel. A térben az origéra valé tiikrozés matrixa:
-1 0 0
A= 0 -1 0
0 0 -1
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16.33. Példa. Tekintsiik a sikon azt a linedris transzformaciét, amely minden
vektort el6szor a kétszeresére nyujt, majd az y-tengelyre tiikkroz, végiil az origd
koriil +30°-kal forgat. A matrix segitségével szamoljuk ki a (2; 0) vektor képét!
Annak a transzformdcidénak a matrixa, amely minden vektort az origd koriil
+30°-kal forgat:

V3
_( cos30° —sin30° \ 9
—\ sin30° cos30° ) 1

|
oy

2 2

Annak a transzformdciénak a madtrixa, amely minden vektort az y-tengelyre

tiukroz:
-1 0
B = ( 01 > ’

Annak a transzformdaciénak a matrixa, amely minden vektort a kétszeresére

nyujt:
2 0
c_<0 2).

A hdrom transzformdacié egymads utdni végrehajtdsdval kapott transzformécid

matrixa:
V3 1
| T 3 10 2 0\
vme=| 5 S (o) (02 )-
p Y
V3 o1
| T2 T2 20\ _[(-V3 -1
_ 1 V3 0 2 /) -1 V3 /)
2 2

A (2;0) vektor képe:

VB o1\ (2 [ 23
-1 V3 0) -2 )
16.34. Definicio. A v # 0 vektort az f: X — X linedris transzformacio

sajdtvektoranak nevezzik, ha létezik olyan A € R, hogy
flx)=X .
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Ilyenkor A-t a v sajdtértéknek hivjuk, és azt mondjuk, hogy v a A sajatértékhez
tartozé sajdtvektor.

16.35. Megjegyzés. Egy matrix sajatértékén, illetve sajatvektoran a matrixhoz
tartozo linedris transzformdcié sajatértékét, illetve sajatvektorat értjiik.

16.36. Kovetkezmény. Legyen az A matrix az f: X — X linedris transzfor-
macié matrixa és v # 0 a A sajatértékhez tartozo sajatvektor. Ekkor:

A-x=X\-x.
16.37. Tétel. Szimmetrikus matrix minden sajatértéke valds szam.

Bizonyitds: Legyen A egy valds szimmetrikus matrix és \ egy sajatértéke az
A-nak és x a A sajatértékhez tartozo sajatvektor. Ekkor

A-x=X\-x.
Vegyiik mindkét oldal transzponaltjat:
(A-2)T =\ -2)T.
A transzpondlés tulajdonsdgait felhaszndlva azt kapjuk, hogy
gl AT =X o7
Vegyiik mindkét oldal konjugéltjat:
el AT =X o7,
A kapott egyenlet mindkét oldalat szorozzuk jobbrél z-el:
zl AT .z =X-27 . 2.
Az
A-z=Xx
egyenlet mindkét oldalét szorozzuk balrél =7 -tal:
el A z=at Xz
Ezt az egyenletet tigy is irhatjuk, hogy
el A z=X-2T -z

Azt kaptuk tehdt, hogy

Noal z=x-at 2.
Az egyenletet nulldra rendezve

Xaloz—x-2T . 2=0
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adédik. Jobbrél kiemelve z” - z-et azt kapjuk, hogy
A=XN -zl z=0.
Mivel x # 0, hiszen sajatvektor, igy
A=A=0 = A=\,
ami azt jelenti, hogy A valds szdm. m

16.38. Tétel. Egy matrix pontosan akkor invertdlhaté, ha a nulla nem sajatérté-
ke.

16.39. Definicié. Legyen az A matrix az f: X — X linedris transzformacio
matrixa. Ekkor az

FON) = det(A — - Ey)

polinomot az f karakterisztikus polinomjanak nevezzik. A
det(A—X-E,)=0
egyenletet karakterisztikus egyenletnek mondjuk.

16.40. Tétel. A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei. A sajatvek-
torok az

(A=X-E,)-2=0

homoglén linedris egyenletrendszer megolddsai. Mivel ezen egyenletrendszer
alapmétrixdnak determinédnsa definicid szerint 0, ezért végtelen sok megolddsa
van, igy egy sajatértékhez végtelen sok sajdtvektor tartozik, tovabb4 az ugyana-
zon sajatértékhez tartoz6 sajitvektorok parhuzamosak.

16.41. Megjegyzés. Haaz f: X — X linedris transzformacionak A sajatértéke
és v # 0 a A sajatértékhez tartoz6 sajatvektor, tovabbd az f transzformacid
matrixa A, akkor az

(A=X-E,)-2=0

egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van, hiszen az alapmétrixdnak
a determindnsa definici6 szerint 0, ezért, igy egy sajdtértékhez végtelen sok
sajatvektor tartozik, tovdbba az ugyanazon sajitértékhez tartozé sajatvektorok
parhuzamosak.

16.42. Példa. Tekintsiik az f: R? — R?,
f(z1;me) = (221 + 2x9; 221 + Hx9)
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linedris leképezést! A természetes bazisra vonatkoz6 métrixat dgy irhatjuk fol,
hogy megnézziik a természetes bazis tagjain felvett értékeket, majd ezekbdl,
mint oszlopvektorokbdl képeziink egy matrixot:

f(1;0) =(2:2), f(0;1) = (2;5).
A linedris leképzés matrixa:
2 2
A_<2 5).

Minden lineéris leképzés a matrixdval balrdl szorzdsként hat, igy példaul a
v=(3;-1)

ro=a=(22)(3)=(1)

A karakterisztikus polinom a

vektor képe:

det(A - A EQ)

polinom. Behelyettesitve az A matrixot és a masodrend(i egységmatrixot a
2—-A 2
det < 9 5\ >
determindnshoz jutunk, melyet kiszdmolva, majd elvégzve a zdréjelfelbontd-

sokat a
2=NGB-N)—4=X\—-TA+6

polinomot kapjuk. A karakterisztikus egyenlet a
det(A - A EQ) =0

egyenlet, ami jelen esetben a

N —TA+6=0
masodfoki egyenlet. A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, igy az
N —TA+6=0

egyenletet kell megoldanunk. A madasodfokd egyenlet megoldoképletét alkal-
mazva azt kapjuk, hogy

T+V/49-24 T+5
2 27

Ao =
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igy A1 = 1, illetve Ay = 6. A sajatvektorokat az
(A=X-E3)-z=0

homogén linedris egyenletrendszer megoldasai adjak. El6szor meghatarozzuk
a A1 = 1 sajatértékhez tartozé sajatvektorokat:

ae= (2 (5 0)=(42).
(1) (2)-(0)

egyenletrendszert kell megoldanunk. Vegyiik észre, hogy az alapmatrix ma-

sodik sora az elsé sor kétszerese, igy az elhagyhatd, mivel az egyenletrendszer
homogén. Tehat a megoldandé lineéris egyenletrendszer

Igy az

x1 + 229 = 0.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk.
Legyen példdul zo = t € R\ {0}. Ekkor z; = —2¢. Tehita A\; = 1
sajatértékhez tartozd Osszes sajatvektorok halmaza (amit sajdtaltérnek is ne-
veziink):

e (1) eem )< () oo}

Meghatarozzuk a Ay = 6 sajatértékhez tartoz6 sajitvektorokat. Ehhez elsd
1épésben tekintsiik az

2 2 6 0 —4 2
A_G'E:<2 5)_(0 6):( 2 —1)
matrxiot. Ezutan a
—4 2 . T o 0
2 -1 T2 o 0

egyenletrendszert kell megoldanunk. Vegyiik észre, hogy az alapmatrix elsé
sora a masodik sor —2-szerese, igy az elhagyhat6. Tehat a megoldandé linearis
egyenletrendszer

2:6'1 — X9 = 0.
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Az egyik ismeretlent szabad paraméternek véalaszthatjuk.
Legyen példaul z; =t € R\ {0}. Ekkor zo = 2t. Tehdt a Ay = 6 sajdtértékhez
tartozo Osszes sajatvektorok halmaza:

e {(4) remim) o (1) oo}

16.43. Tétel. (Cayley-Hamilton)
Minden négyzetes matrix gyoke a sajat karakterisztikus egyenletének.

3 2
=6 1)
matrix karakterisztikus egyenlete:

(3—A)-(4—\) =0.

16.44. Példa. Az

A zér6jelek felbontdsa utdn azt kapjuk, hogy
A —TA+12=0.
A Cayley-Hamilton tétel szerint teljesiilnie kell az
A?—TA+12=0

egyenletenek. Ellendrizziik, hogy valdban teljesiil az egyenlet. Mivel
A2 32\ (3 2)\_(9 14
0 4 0 4 0 16
21 14
= ( 0 28 > ’
ezért

2 _ (9 14\ (21 14 12 0\ _ (00
¢ 7’4“2(0 16 028) "\ 012)7(0o0)
igy valéban teljesiil a Cayley-Hamilton tétel.

16.45. Definicié. Az A és B négyzetes marixok hasonldak, ha 1étezik olyan .S
invertdlhaté matrix, hogy

S~1.A4.5=B8B.

16.46. Tétel. Hasonlé matrixok determindnsa megegyezik.
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Bizonyitds: Haaz A és a B matrixok hasonléak, akkor 1étezik olyan .S invertal-
hat6 matrix, hogy
S1.A.-S=B8B.
Vegyiik mindkét oldal determinansat:
det(S™1- A-S) = det(B).
A determindnsok szorzastétele alapjan:
det (S71) - det(A) - det(S) = det(DB).
Egy matrix inverzének a determindnsa a matrix determindnsanak reciproka, igy
1

det(S)

amibdl azt kapjuk, hogy

-det(A) - det(S) = det(B),

det(A) = det(B),
amivel igazoltuk az 4llitast. m

16.47. Példa. Az
3 2
p=(15);

matrixok nem hasonléak, mert a determinansuk nem egyenld.

D
Il
7 N
L =
=~ DN

16.48. Definicié. Az n x n-es A matrix diagonalizdlhatd, ha hasonl6 egy di-
agondlis matrixhoz, azaz ha l1étezik olyan S invertdlhaté matrix, hogy

S'A-S=D
diagondlis matrix. Ilyenkor az .S matrixot diagonalizdlo mdtrixnak nevezzik.

16.49. Tétel. Az n x n-es A matrix pontosan akkor diagonalizdlhat6, ha van
n darab linedrisan fiiggetlen sajatvektora. Ekkor a D diagondlis matrix az A
sajatértékeibdl all, mig az S diagonalizdl6 madtrix az A sajitvektorait tartal-
mazza.

16.50. Definicié. Azt mondjuk, hogy a A sajatérték k-szoros algebrai mul-
tiplicitdsii sajatértéke az f linedris transzformdacidnak, ha A a karakterisztikus
egyenletnek k-szoros gyoke.

16.51. Definicié. Azt mondjuk, hogy a A sajatérték k-szoros geometriai multip-
licitdsu sajatértéke az f linedris transzformacionak, ha a X sajatértékhez tartozé
sajataltér dimenzidja k.
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16.52. Tétel. Egy linearis transzformdcié pontosan akkor diagonalizalhatd, ha
minden sajatértékének algebrai és geometriai multiplicitisa megegyezik.

16.53. Tétel. (Szimmetrikus méatrixok spektraltétele)
Minden szimmetrikus métrix ortogondlis matrixszal diagonalizalhato.
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Ellenorzo kérdések

Az f: R™ — R"™ leképezés linearis, ha ................

Az f: R™ — R"™ leképezés additiv, ha ................

Az f: R™ — R™ leképezés homogén, ha ................

Haaz f: R™ — R leképezés linedris, akkor f(0) = ................

A

Az f: R™ — R" linedris transzformaci6 esetén v a A sajatértékhez tartozd
sajatvektor, ha ................

6. Az f: R" — R" linedris transzformacié pontosan akkor diagonalizdlhato,
ha ....cccoeeen.

7. A sikon az origé koriili pozitiv irdnyt 90°-os szoggel val6 forgatas métrixa:

11. A sikon az z-tengelyre vald tiikkrozés matrixa: ................
12. A sikon az y-tengelyre valé tiikrozés matrixa: ................
13. Az A és a B matrixok hasonldak, ha ................

14. Haaz f: X — Y linedris leképzés linedris transzformacio, akkor

15. Ha az f linedris leképezés matrixa A és a g linedris leképezés matrixa B,
akkor f + g matrixa: ................

16. Ha az f linedris leképezés matrixa A és a g linedris leképezés matrixa B,
akkor f — g matrixa: ................

17. Ha az f linedris leképezés matrixa A és a g linedris leképezés matrixa B,
akkor f o g matrixa: ................

18. Ha az f linedris leképezés matrixa A, akkor 2f matrixa: ................

19. A térben az x-tengelyre val6 tiikrozés matrixa: ................
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20. Ha f: X — Y linedris leképezés, akkor
def(f) +rang(f) = .ccooveeneennn.
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17. Fesziiltségi matrix

17.1. Elméleti osszefoglalé. Az aldbbi dbra egy szilard testet szemléltet, ame-
lyet kiils6 er6kkel terheliink. A test nyugalomban van. Legyen P a test egy
tetsz6leges pontja. Vagjuk gondolatban két részre a testet egy siklappal dgy,
hogy a metsz6 sik tartalmazza a P pontot. Mivel a test nyugalomban van, az [
és I1 jelzésii darabjai is nyugalomban vannak.

Fi

Fy

i

Fa

Az I-es részt gondolatban eltdvolitva lathatd, hogy a I1-es rész egyensilyat a
réhato kiils6 erdk és a metsz0 feliileten megoszl6 bels6 erérendszer egyiittesen
biztositja. A kiilsd erdk és belsd erérendszer ereddjét Frr-vel és Fy-vel jelolve
felirhat6 az aldbbi Osszefiiggés:

Frr+F =0 = F, = —Fyg.
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7

Az el6z6 modellt tekintve vegyiink fel a metsz6 sikban egy, a P pontot tar-
talmazé A A nagyséagu teriiletelemet és jeloljiikk n-el annak normalisat (sikra
merdleges egységvektorat). A P pontban az n normadlishoz tartozé fesziiltsé-
gena

.. AR
Pr= A iB0AA

vektort értjiik, ahol A F a A A teriiletelemen megoszl6 belsd errendszer ere-
déje.

A p,, fesziiltségvektor mindig felirhat6 egy normalis irdnyu és egy rd merbleges
komponens 0sszegeként:

Pn = 0p N+ Ty -m,
ahol
[n| =|m| =1,

azaz n és m egységvektorok.

7z

Az el6z6 tételben a o, - n, illetve a 7,, - m fesziiltségkomponenseket normdl-,
illetve csusztatofesziiltségeknek nevezziik.

Egy test P pontjdn 4t végtelen sok P pontra illeszkedd siklap vehetd fel. Min-
den egyes metsz6 sikhoz mds n egységvektor tartozik, az egyes vektorokhoz
pedig kiilonboz6 fesziiltségvektorok tartoznak. A P ponthoz tartozo fesziiltségi
dllapoton az egyes n irdnyhoz tartozoé p,, fesziiltségvektorok dsszességét értjiik.

A T:R3 — R3 fesziiltségi tenzor egy linedris fiiggvény, amely az n nor-
malisokhoz a p, fesziiltségvektorokat rendeli, azaz amelyet az aldbbi 6ssze-
fiiggés definial:

T(n) = pn.

A fesziiltségi mdtrix a fesziiltségi tenzornak valamely konkrét koordinétarend-
szerre (bazisra) vonatkoz6 matrixa.

Rogzitsiink a P pontban egy Descartes-féle derékszogti koordinatarendszert, és
vegyiink fel benne egy kicsiny, kocka alaku térfogatelemet az dbra szerint:
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e
/p: T r For
bl
&
P y: o, P y,
X /px X

Jelolje az egyes oldallapok normaélisaihoz (azaz az i, j és k bazisvektorokhoz)
tartoz6 P pontbeli fesziiltségeket p,, py €s p.. Az egyes fesziiltségvektorokat
x, y és z irdnyd komponensekre bonthatjuk. A p, fesziiltségvektor koordinatai
példaul: o, 7y, €s 7.,. Az els6 index az adott komponensnek, a mésodik a
feliilet normélisdnak az irdnydra utal (0, 0y, 0 esetén a két irdny egybeesik).
Tehat a fesziiltségvektorok, mint oszlopvektorok, az alabbi alakdak lesznek:

Oz Txy Txz
Pz = Tyx Py = Oy 3 Pz = Tyz
Tzx Tzy Oz

A fesziiltségvektorokbdl 6sszedllithaté a P ponthoz tartoz6 T fesziiltségi mat-
rix:
Oz Txy Txz
T'=\| Tyz 0Oy Ty
Tzx Tzy Oz

A fesziiltségi matrix szimmetrikus, tehat teljesiilnek a kovetkez6 egyenléségek:
Toy = Tyxs  Tzz = Tzz;  Tyz = Tzy-

A fesziiltségi matrix ismeretében a P pontbeli, n normélishoz tartozé fesziilt-
séget az aldbbi 0sszefliggéssel szdmolhatjuk ki:

pn =T n.

A fesziiltségi matrix ismeretében a P pont fesziiltségallapota ismert. A fe-
sziiltségi matrixot tehat harom, egymasra paronként merdleges irdnyhoz tartozo
fesziiltségvektor meghatarozza. A fentiekbdl adédik, hogy a fesziiltségallapot
megadasahoz elegend6 harom, egymadsra paronként merdleges iranyhoz tartozo
fesziiltségvektort megadni.
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Egy P pont fesziiltségallapotat vizsgdlva mindig taldlhatunk olyan n irdnyokat,
amelyekhez tartozé p,, fesziiltségvektorok normdlis irdnydak, azaz felirhat6 az
aldbbi egyenlet:

pn=T-n=o0,-n In| = 1.
A fenti tulajdonsdgu n irdnyokat a fesziiltségi dllapot fGirdnyainak, a hozzajuk
tartoz6 o, fesziiltségeket pedig fofesziiltségeknek nevezziik.
A fesziiltségi f6iranyok egymadsra paronként merdlegesek.

A fofesziiltségek a fesziiltségi matrix sajatértékei, a f6irdnyok pedig egységnyi
hosszisdgu sajatvektorai.
Mivel a fesziiltségi matrix szimmetrikus, ezért a karakterisztikus egyenletének

mindig harom kiilonb6z6 valds gyoke van. Ebbdl adéddan a féfesziiltségek
szama harom.

Ha egy test valamely pontjdban egyetlen olyan metszet sem létezik, amelyre
miikodd fesziiltségvektor zérus, akkor azt mondjuk, hogy a pont térbeli fesziilt-
ségi dllapotban van.

Térbeli fesziiltségi dllapotban a fesziiltségi matrix mindhdrom sordnak legalabb
az egyik eleme zérustdl kiillonbozo.

Ha egy adott pontban létezik olyan metszet, amelyhez tartoz6 fesziiltségvekor
zérus, akkor azt mondjuk, hogy a pont sikbeli fesziiltségi dllapotban van.

Sikbeli fesziiltségi dllapotban a fesziiltségi matrix o, 7., €s 7, eleme zérus.

2

Sikbeli fesziiltségi dllapotban az el6zd tétel és a fesziiltségi matrix szimmetria
tulajdonsdga miatt a fesziiltségi matrix 7., €s 7. eleme is zérus.

Sikbeli fesziiltségi allapotban a fesziiltségi matrix:
Oy Tazy O

Tye Oy O ,
0 0 0

< Or  Tay )
Tyz Oy

2 x 2-es mdtrixszal is reprezentdlhatunk.

amit a

17.2. Megjegyzés. A fesziiltségi matrix szimmetrikus matrix, igy a sajatértékei
valds szdmok, és a sajatvektorok paronként egymadsra ortogondlis vektorok.
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17.3. Példa. Tekintsiik a

20 0 —20
T = 0 10 0 | [MPal
—20 0 50

fesziiltségi matrixot! Ekkor a féfesziiltségek a
det(I'—0-E)=0
egyenlet megolddsai. AT — o - E métrix:
20—o 0 -20
T—-0 -F= 0 10 —o 0
—20 0 50 — o

A matrix determindnsat a masodik sor szerinti kifejtéssel szamoljuk:

(10—0)-det< 20_50" 55300 > = (10—0)- ((20 — o) - (50 — o) — 400).

Tehét a
(10—-0) - ((20=0) - (50 — ) — 400) =0
egyenletet kell megoldanunk, amit
(10 — ) - (6 — 700 + 600) = 0

alakban is felirhatunk. Egy szorzat pontosan akkor zérus, ha valamelyik ténye-
zGje zérus, igy az egyik fGfesziiltség értéke o; = 10 [MPa]. A

0% — 700 + 600 = 0
egyenlet megdoldésa:

70 + /4900 —2400 70 =+ 50
2 2 7

012 =

a masik két fofesziiltség: o9 = 60 MPa, illetve o3 = 10 [MPal.

17.4. Feladat. Egy szerkezet valamely P pontjdhoz tartozo fesziiltségallapotot
az alabbi abran lathat6 elemi hasabon bejelolt fesziiltségi adatok jellemzik:
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T
L (=
U‘ yx ....... RS IS
X -"I'-—O’:/P
— /

¥l

Az 4bran szerepld adatok az alabbiak:

oz = 50 [MPal; o0, = —30 [MPal; o, = 25 [MPal;
Toy = Tye = 30 [MPa]; o = 30°.
a) Adjuk meg az = tengelyhez o széggel hajlo, xz-sikban fekvd n normalis
egységvektor koordinatait!
b) Adjuk meg a fesziiltségi matrixot a P pontban!

¢) Hatarozzuk meg az n vektor altal irdnyitott feliiletelemhez tartozé p,, fe-
sziiltségvektort!

d) Hatdrozzuk meg az n vektor éltal irdnyitott feliiletelemhez tartoz6 normaél-
fesziiltség értékét!

e) Szdmoljuk ki a csusztatéfesziiltség nagysigat!
f) Hatdrozzuk meg a f6fesziiltségek nagysdgat!

2) Adjuk meg a fesziiltségi féiranyokat!
Megoldas:
a) A normdlis egységvektor koordin4tai:

ngz = cosa = cos 30° = :

| S

n, =—sina =—sin30° = —=.



136

Nyilvan n, = 0, igy a keresett normélis egységvektor:

b) A fesziiltségi métrix a P pontban:

Oz Try Tzz

T = Tye Oy Tyz =
Tex Tzy Oz
50 30 O
=1 30 —-30 0 | [MPa].
0 0 25
¢) Az n vektor éltal irdnyitott feliiletelemhez tartozé p,, fesziiltségvektor:
3
50 30 O \g
pn=T-n=1 30 =30 O . =
0 0 25 0
-0,5
25-v3
V3 43,3
= 15-+/3 ~ | 25,98 | [MPa].
—-12,5
25-(—0,5)

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
lpn] = +/(43,3)2 + (25,98)2 + (—12,5)2 ~ 52,02 [MPa].

d) Mivel g,, = n e p,, ezért

V3 43.3
o 2 e 25,98 | ~43,75 MPal.
0 ~12,5
—0,5
A normalfesziiltség tehat 43, 75 [MPa].

e) Mivel

’pn‘ -V U?L +T7%7
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ezért a csusztatéfesziiltség:
Tn = \/ P2 — 02 ~ 28,14 [MPal.
A féfesziiltségek a fesziiltségi matrix sajatértékei, amiket a karakterisztikus
egyenlet megoldasaval kapunk meg. Tehat meg kell oldanunk a
det(T'—0-E)=0

egyenletet. Behelyettesitve a 7" matrixot és az F egységmatrixot azt kapjuk,
hogy

50 30 0 c 0 0
|T — o - E| = det 30 =30 O -1 0 o O —
[\ 0 0 25 0 0 o
50 — o 30 0
= det 30 —-30—0 0 .
0 0 25 —o

A kapott determindnst kiszdmolhatjuk példdul a harmadik sor szerinti kifej-
téssel. Ekkor azt kapjuk, hogy

T —0-E|=(25-0) (1" [(50 — o) - (=30 — o) — 900] =
= (25 —0)- (6% — 20 - 0 — 2.400).
A féfesziiltségek tehat a
(25 — ) - (02 =20 - 0 — 2.400) = 0
egyenlet megoldasai. Egy szorzat tigy lehet zérus, ha valamelyik tényezdje
zérus, igy o = 25 [MPa] vagy
0% =200 —2.400 = 0.

A masodfoku egyenlet megolddképlete alapjan
20 + /400 + 9.600 _ 20 + 100

2 2

igy o = 60 [MPa], illetve 0 = —40 [MPa]. Indexezziik az aldbbi médon a
fofesziiltségeket:

o1 = 60 [MPa]; o9 = 25 [MPal; 03 = —40 [MPa).

012 =
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g) Az egyes fofesziiltségekhez tartozo6 féirdnyokat a
(T'—0-FE)-n=0

homogén linedris egyenletrendszer megolddsaként kapjuk. Behelyettesitve
a o1 = 60 [MPa] értéket az

-0 30 0 Mo 0
30 =90 0 |- my |=1[0
0 0 -35 n 0

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk,
hogy
—10n; +30n, =0
30n; —90n, =0
—35n, =0
Az utolsé egyenletbdl n, = 0 adédik. Az elsd és mdsodik egyenletek ek-
vivalensek egymassal, igy koziiliikk az egyik egyenlet elhagyhat6. Az n, és
n, ismeretlenek kozott az n, = 3n, kapcsolatokat kapjuk. A konnyebb at-

tekinthetSség kedvéért legyen példaul n,, = ¢, ahol t € R\ {0} tetsz6leges.
Ekkor n, = 3t. Az n vektornak egységvektornak kell lenni, igy teljesiilnie

kell, hogy
\/"2+nd+n2 =1,
azaz
1
VOr2 4+ 12 =1 = V10t =1 = t:ﬁ.
Tehat a o; fofesziiltséghez tartozé f6irdny:
3
V10
ny = 1
V10
0

A o9 = 25 [MPa) értékii ffesziiltség esetén az alabbi linedris egyenletrend-
szerhez jutunk:

25 30 0 o 0
30 =55 0 |- ny | =
0 00 n, 0

o
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Az egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk, hogy

251, +30n, =0
30n; — 55n, = 0.

Ekkor n, = t adddik, ahol ¢ € R \ {0} tetszGleges. Tovdbbd n, = 0 és
ny = 0. Az n vektornak egységvektornak kell lenni, igy teljesiilnie kell,

hogy
\/n?c—kng—i—nz:l,

azaz t = 1. Tehat a o9 féfesziiltséghez tartozé féirdny:

0
nog = 0
1
A o3 = —40 [MPa] értékii fofesziiltség esetén az alabbi linedris egyenlet-
rendszerhez jutunk:
90 30 O Ng 0
30 10 0 || n |=]0
0 0 65 Ny 0

Az egyenleteket részletesen kiirva azt kapjuk, hogy

90n; + 30n, =0
30n; + 10n, =0
65n, = 0.

Az utolsé egyenletbdl n, = 0 adédik. Az elsd és mdsodik egyenletek ek-
vivalensek egymadssal, igy koziiliik az egyik egyenlet elhagyhaté. Az n, és
n, ismeretlenek kozott az n, = —3n, Osszefiiggést kapjuk. A konynyebb
attekinthetGség miatt legyen példdul n, = t, ahol t € R\ {0} tetszSle-
ges. Ezt az elsd vagy mdsodik egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy
n, = —3t. Annak is teljesiilni kell tovabba, hogy az n vektornak egységvek-
tornak kell lenni, igy fenn 4ll a

/2 2 2
ny +ny+n; =1,
Osszefiiggés, azaz

Vo242 =1 = VvV10-t=1 = t =



140

Tehat a o3 fofesziiltséghez tartozé f6irdny:
1

V10

nsg =

o
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Ellenorzo kérdések
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4. A f6iranyok a fesziiltségi matrix ................
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18. Alakvaltozasi matrix

18.1. Elméleti osszefoglaldé. Vegyiink egy szilard testet és biztositsuk annak
stabil egyensilyi helyzetét megfeleld kényszerekkel. A kényszerek megakada-
lyozzék a test merev mozgdsait (elmozdulds, elfordulds), de lehet6vé teszik
annak alakvéltozdsit. Az aldbbi dbra a testet szemlélteti terheletlen, és kiilsé
erbkkel terhelt dllapotaban.

Fi b c

a

Vilasszuk ki a test egy tetszdleges P pontjat, majd terheletlen dllapotban ve-
gylik fel a hozz4 tartozé kicsiny, kocka alaku térfogatelemet és benne egy P-re
nem illeszkedd @ pontot. A belsd fesziiltségek hatdsdra a P pont a P/, mig a
Q pont a Q" pontba mozdul el, a térfogatelem alakja pedig paralelepipedonna
torzul. Az dbra c) részén feltiintettiik a () pontnak a P ponthoz viszonyitott Ar
relativ elmozduldsat. Az dbra alapjan, egy ardnypdr segitségével értelmezhetjiik
az n irdnyhoz tartoz6 «,, alakvaltozasi vektort:
an:%:H; |n| = 1.
| I

Az «ay, vektort a PQ) szakasz hosszdval megszorozva megkapjuk a () pont el-
mozdulésat:

Ar = ay - r|.
Azaz az o, vektor ismeretében barmely, az n irdnyd egyenesre illeszkedd pont
elmozduldsa meghatdrozhatd6.

Egy test P pontjabdl a tér minden irdnydba indithaték n egységvektorok. Az
egyes vektorokhoz kiilénb6z6 alakvéltozasi vektorok tartoznak.
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A P ponthoz tartozé alakvdltozdsi dllapot alatt az egyes n irdnyhoz tartoz6 o,
alakvéltozasi vektorok 0sszességét értjiik.

Az A: R? — R3 alakvdltozdsi tenzor egy linedris fiiggvény, amely az n ird-
nyokhoz az «, alakvaltozasi vektorokat rendeli:

A(n) = o,

Az alakvdltozdsi mdtrix az alakvéltozdsi tenzornak valamely konkrét koordind-
tarendszerre (bazisra) vonatkozé matrixa.

Rogzitsiink a P és P’ pontokban két azonos tengelyalldsud, Descartes-féle derék-
sz0gl koordinatarendszert, majd a P ponthoz tartozéban vegyiink fel egy egy-
ségnyi oldalhosszisagu kockat:

zZ Z

Ax

X X

Jelolje o, oy és o, az i, j és k irdnyokhoz tartozé alakvéltozdsi vektorokat
deformélt dllapotban. Az egyes alakvaltozdsi vektorokat z, y és z irdnyd Ossze-
tev6kre bonthatjuk. A « alakvaltozasi vektor koordinatdi példaul: o, oy, és
;. Az elsd index az adott komponensnek az iranyara, a masodik az ¢ irdnyra
utal. Tehdt az alakvdltozdsi vektorok, mint oszlopvektorok, az aldbbi alakot
oltik:
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A alakvaltozési vektorokbdl dsszedllithaté a P ponthoz tartozé A alakvaltozési
matrix:
Oy Ogy Oy
A= ay oy oy

Oy Ozy Oy
Az alakvéltozasi matrix fiigg a koordindtarendszer megvdlasztdsitél. Kiilon-
b6z6 koordinatarendszerek esetén dltalaban kiilonboz6 alakvaltozasi matrixo-
kat kapunk.

Az alakvaltozasi matrix elemeinek szemléletes geometriai jelentést adhatunk,
ha dbrazoljuk példaul a j és k vektorok altal kifeszitett paralelogramma y z sikra
esé merdleges vetiiletét. Ekkor teljesiil, hogy

o= WOl
1 -1
Qyy = 2+ alyy) = &y

tovabba kis deformdacidk esetén j6 kozelitéssel

Oy, 1y, = Oy

Oy R 1oy = Py
adodik. Az Osszefiiggésekben e, és €, az y €s z irdnyu fajlagos nyilds, ¢.,
és ¢,. pedig az y tengelynek a z tengely irdnydba, és a z tengelynek az y
irdnydba torténd elforduldsa. A fenti egyenletekbdl adddik, hogy ¢., €s ¢,
értéke pozitiv, ha az y tengely z felé, illetve a 2 tengely y felé fordul el; €, és e,
el6jelét pedig a koordindtatengelyek irdnyitdsdhoz igazitjuk, azaz az dbran adott
esetben €, negativ, ¢, pozitiv. Mindig teljesiil tovdbbd az aldbbi szimmetria
tulajdonsag:

Pzy = Pyz = % *Vzys
ahol v, az yz-sikbeli szogelfordulds. Ezek alapjdn az alakvaltozasi matrix:
1 1
Ex 5 * Yoy 5 *Vez
A= % " Yyz Ey % " Vyz
1 1
5 " Vex 5 *Vzy €z

Az alakvaltozasi matrix szimmetrikus.
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Az alakvdltozési métrix ismeretében a P pontbeli, n irdnyhoz tartozé alakval-
tozdsi vektort az alabbi Osszefiiggéssel szdmithatjuk:
o =An,
ahol [n| = 1.

A alakvéltozasi matrix segitségével barmely tetszSleges n irdnyban létrejove
fajlagos €, nyilds, illetve két egymasra merdleges n €s m tengely egymads felé
fordulasanak

1 1
szdge az aldbbi mdédon hatdrozhaté meg:

en=nea,=n-A-n
Ymn =mea,=m-A-n

Yam =N e, =n-A-m.

N =N =

Egy P pont alakvaltozasi dllapotat vizsgalva mindig talalhatunk olyan n irdnyo-
kat, amelyekhez tartozé a, alakvaltozasi vektorok parhuzamosak az n irdnnyal,
azaz felirhat6 az alabbi egyenlet:

ap=A-n=¢e, n,
ahol |n| = 1.

Az el6bbi tételben szerepld n irdnyokat az alakvaltozasi allapot féirdnyainak, a
hozzéjuk tartozé e, fajlagos nyuldsokat fényiildsoknak nevezziik.

Az alakvéltozdsi f6irdnyok egymdsra paronként merdlegesek.

A fényuldsok az alakvaltozasi matrix sajatértékei, az alakvaltozasi f6iranyok
pedig egységnyi hosszisagu sajatvektorai.

Terheljiik az egységnyi oldalhosszisagu kocka két szemkozti oldaldt o nagy-
sagd, normdlirdnyu fesziiltséggel. A tapasztalatok szerint a kocka a fesziiltség
irdnydban megnyulik, a fesziiltség irdnydra merdleges keresztmetszete pedig
csokken.

Jelolje € a fesziiltségiranyu, e, az arra merdleges (keresztirdnyu) fajlagos
nyulast. Tapasztalat szerint, kicsiny deformdacidk esetén teljesiilnek az aldbbi
Osszefliggések:

0=Y € Eper=—V-E.

Az elébbi tételben szerepld Y és v szdmok az anyagi mindségre jellemzd al-
landodk elnevezése Young-modulus és Poisson-tényezd.



146

Kicsiny deformécidk esetén a 7 csisztatéfesziiltség ardnyos a v szogtorzulds-
sal:

T=G 7.

Az eldbbi tételben szereplé GG ardnyossdgi tényezlt csisztato rugalmassdagi
modulusnak hivjuk.
A hérom anyagi dllandé kozott az alabbi 6sszefiiggés all fenn:

Y
2-(1+v)
A fesziiltségi és alakvaltozdsi allapot kapcsolatdra felirhatéak az alabbi 6ssze-
fliggések:

1 v
A= _— . (T_ CFy
2G < 1+v Fi E)

14
T=2G 1A A B
G ( +1—2l/ I >>

ahol

Fr=0;+0y+o0.,=01+02+03
Ar=ez+ey+e, =1 +e2+¢3.

7 2oz

Az el6z6 tételben szerepld Osszefiiggéseket dltaldnos Hooke-torvénynek nevez-
ziik.

18.2. Példa. Egy test alakvéltozasi matrixa a P pontban:

10 0 0
A= 06 0] 1073
00 -3

Ekkor a fonytlasok nagysagat a
det(A—¢e-E)=0
karakterisztikus egyenlet megoldésai adjak. Az A — € matrix:

10— O 0
A= 0 6-¢ 0 1072,
0 0 —3—c¢
A mitrix diagondlis, igy determindnsa a f64tléban 1év6 elemek szorzata, igy a
megoldandé egyenlet:

(10—¢)-(6—¢)-(—3—¢)=0.
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Egy szorzat csak Ugy lehet nulla, ha valamelyik tényez6je nulla, igy a fényula-
sok értékei

€1 =—3; gg; € = 10.
18.3. Példa. Egy test alakvaltozdsi matrixa a P pontban:

2,58 1,95 0
A= 1,95 -2,62 0
0 0 -0,95

Azt is tudjuk, hogy Young-modulus Y = 2 - 10! és Poisson-tényez6 v = 0, 3.
Meghatéarozzuk a fényuldsokat €s a cstsztaté rugalmassagi modulus értékét!

A fényuldsok az alakvaltozdsi métrix sajatértékei, amelyeket a
det(A—¢-E)=0

karakterisztikus egyenlet megoldasaval kapunk meg. A karakterisztikus poli-
nom:

det(A—e-F) =
2,58 1,95 0 e 00
= det 1,95 —2,62 0 10— 0 e 0 =
'\ 0 0 —0,95 0 0 ¢
2,58 -107% —¢ 1,95-1074 0
= det 1,95-107%  —2,62-107* —¢ 0
0 0 —0,95-107% —¢

A kapott determinanst példdul a harmadik sora szerint kifejtve azt kapjuk, hogy
(—0,95-107* —&)- (€2 —0,04-10"%. £ — 10,56 - 107%).
A megoldandé egyenlet tehét:
(=0,95-107% —¢) - (e2 = 0,04-107% - £ — 10,56 - 1078) = 0.
Egy szorzat csak akkor lehet zérus, ha valamelyik tényez&je zérus, igy a sajat-
értékek
e~ 3,23-107%
g9~ —0,95-1074
eg~ —3,27-107%.



148

A csusztaté rugalmassagi modulus értéke:
y o 2.10M
2-(1+v) 2,6

G = ~0,77- 10" [Pa).
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19. Kvadratikus fiiggvények

19.1. Definicio. Legyen x = (z1;x2;,...,2,) € R™ éslegyen A egy n X n
tipusd szimmetrikus matrix. A Q: R — R,
Qz)=2T - A-x

leképezési szabdllyal definidlt figgvényeket kvadratikus fiiggvényeknek, kvad-
ratikus formdknak vagy kvadratikus alakoknak nevezzik. Az A matrixot a
kvadratikus fiiggvény mdtrixdnak hivjuk.

19.2. Példa. A
Q(x1;x9) = x% 4+ 4dx129 + x%

kvadratikus fiiggvény matrixa:

A:<;§>

Vezessiik be az

jelolést. Ekkor

1 2 x
(acl 3:2)-(2 1>-<x;>:x%+4xlajg+x%.

19.3. Definicié. A Q): R™ — R kvadratikus fliggvény
e pozitiv definit, ha minden x # 0 esetén Q(z) > 0;
e negativ definit, ha minden z # 0 esetén Q(z) < 0;
e pozitiv szemidefinit, ha minden = # 0 esetén Q(z) > 0 és van olyan
x # 0, hogy Q(x) = 0;
e negativ szemidefinit, ha minden = # 0 esetén Q(x) < 0 és van olyan
x # 0, hogy Q(x) = 0;
e indefinit, ha Q(x) pozitiv és negativ értéket is felvesz.
19.4. Példa. A Q: R?> —» R,
Q(x1;x2) = 23 4 21119 + 23
kvadratikus fiiggvény pozitiv szemidefinit, mert

Q(z1;22) = x% 4 2x129 + a:% = (z1 + $2)2 >0
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és példaul (x1;x2) = (1;—1) esetén

Q(l;-1)=(1-1)2=0.
19.5. Definicié. Legyen

ai;p a2 - Aln

a1 azz2 -~ Q2p
A=

Anl Ap2 -+ Qpp

egy tetszbleges n x n tipusd matrix. A

D{ =detaq;
Dy = det [ @11 912 ;
az; a2

ai;p ai2 ais
D3:det a1 a2 ass

asy agz az3

air a2 - Qin

a1 a2 - a2n
D, = det

anl Aap2 -  Qpp

determinansokat bal felsd sarok minor determindnsoknak nevezziik.

19.6. Tétel. Legyen a Q: R” — R kvadratikus fiiggvény matrixa A. A @
kvadratikus fiiggvény pontosan akkor pozitiv definit, ha az A matrix minden
bal fels6 sarok minor determindnsa pozitiv.

19.7. Tétel. Legyen @): R™ — R kvadratikus fiiggvény matrixa A. A Q
kvadratikus fiiggvény pontosan akkor negativ definit, ha az A maétrix elsd bal
fels6 sarok minor determindnsa negativ és a bal felsd sarok minor determinan-
sok valtakozé eldjeldek.

19.8. Tétel. Legyen @Q: R® — R kvadratikus fliggvény matrixa A. A @
kvadratikus fiiggvény pontosan akkor indefinit, ha az A matrix elsd bal felsd
sarok minor determinansai kozott negativ és pozitiv elgjeld is van.
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19.9. Példa. A Q: R? — R,
Q(z1;x0) = 227 + 2x1 29 +
kvadratikus fiiggvény matrixa:
A= ( o ) .
Az elsé bal fels6 sarok minor determindns:
Dy = det(2) = 2.

A masodik bal felsd sarok minor determinans:

2 1
Dg—det<1 1>_2—1_1,

igy a kvadratikus fiiggvény pozitiv definit.

19.10. Definicié. Minden n X n tipust szimmetrikus matrixhoz hozzarendel-
hetiink egy kvadratikus fiiggvényt az

2T Az

elGirassal, ahol © = (z1; x2;. .. ; zy). Ezt a kvadratikus fuggvényt a mdtrixhoz
tartozo kvadratikus fiiggvénynek neveziink.

19.11. Megjegyzés. Azt mondjuk, hogy egy matrix pozitiv definit, negativ
definit, pozitiv szemidefinit, negativ szemidefinit, illetve indefinit ha a hozza
tartoz6 kvadratikus fiiggvény pozitiv definit, negativ definit, pozitiv szemidefi-
nit, negativ szemidefinit, illetve indefinit.

19.12. Tétel. Egy kvadartikus fiiggvény pontosan akkor pozitiv definit, ha a
matrixdnak minden sajitértéke pozitiv.

19.13. Tétel. Egy kvadartikus fiiggvény pontosan akkor negativ definit, ha a
matrixdnak minden sajatértéke pozitiv.

19.14. Tétel. Egy kvadartikus fiiggvény pontosan akkor negativ definit, ha a
matrixdnak van pozitiv és negativ sajatértéke is.

19.15. Példa. A Q: R? — R,
Q(z1;m2) = 27 + da172 + 223

kvadratikus fiiggvény matrixa:

A:@;)
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A sajatértékei a karakterisztikus egyenletének gyokei, azaz a

det< 12>\ 23)\>—0
egyenlet megoldésai. Ha kiszdmoljuk a determindnst, akkor azt kapjuk, hogy
(I1-=X)-(2-X—-4=0.
A zar6jelek felbontdsa és az 6sszevonds utdn
A —3XA-2=0
addédik. A masodfoku egyenlet megoldoképletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

3+v9+8  3+VI1T
2 - 2

A2 =

Tehat a sajatértékek:

3+V17
= >

A\ . 0
és
3 - 17
A2:f<o,

igy az A madtrixnak pozitiv és negativ sajatértéke is van, ezért a kvadratikus
fiiggvény indefinit.

19.16. Definicié. Azt mondjuk, hogy a @): R” — R kvadratikus fiiggvény
kanonikus alakii, ha a métrixa diagondlis.

19.17. Megjegyzés. Ha a (): R™ — R kvadratikus forma kanonikus alak,
akkor

e _ 2 2 2
Q(z1;20;...5an) =c1 2] +C2 X5+ ...+ Cp - T,
ahol ¢y, ¢o, ..., ¢, a kvadratikus forma diagonélis matrixdnak féatlébeli elemei.

19.18. Megjegyzés. Egy kvadratikus fiiggvény kanonikus alakra hozésa a kii-
16nboz6 alkalmazdsok szempontjabdl meglehetdsen fontos. A kanonikus alakra
hoz4s algoritmusat mutatjuk be az aldbbiakban:

Legyen A egy n x n tipusu szimmetrikus matrix. Tegyiik fel, hogy A diagonal-
izalhat6, ortogonalis matrix. Ekkor 1étezik olyan .S ortogonalis matrix, melyre

ST-A.-S=D
diagonalis matrix és D az A matrix sajatértékeit tartalmazza. Tekintsiik a

Q:R" >R, Q)= Az
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kvdaratikus fiiggvényt. Ekkor az y = S - y transzformécié utdn azt kapjuk,
hogy
el Ax=(S-yT - A-S.y=

)\1 0 0 0 Y1
0 XN -+ 0 Yo

SR ZHZIENREE ) R R N N
0 0 0 M\ Yn

e R D TR D WY T
ami mar kanonikus alak.

19.19. Megjegyzés. Egy kvadratikus fiiggvénynek tobbféle kanonikus alakja
létezik. Azonban ezek az alakok nem teljesen fiiggetlenek egymastdl. Erre
vonatkozé a kovetkezd tétel.

19.20. Tétel. (Sylvester-féle tehetetlenségi tétel.)
Egy kvadratikis fiiggvény kanonikus alakjdban szerepld poizitiv, nulla és nega-
tiv egyiitthat6k szdma egyértelmiien meghatarozott.
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Ellenorzo kérdések

1. Kvadratikus fiiggvénynek nevezziik a ................ leképezési szabdllyal defi-
nidlt fiiggvényt.

2. AQ(z1;22) = :c% + 8x129 + 2x% kvadratikus fiiggvény matrixa:

A Q(
AQ(
AQ(x
(
(

x) kvadratikus fiiggvény pozitiv definit, ha .................

x) kvadratikus fiiggvény negativ definit, ha .................
kvadratikus fiiggvény pozitiv szemidefinit, ha .................

AQ
AQ

8. Az A= < 1 > matrix bal felsé sarok minor determinénsai:

x) kvadratikus fliggvény negativ szemidefinit, ha .................

N kW

T

~— ~— ~— ~— ~—

kvadratikus fiiggvény indefinit, ha .................
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20. Masodrendii gorbék

20.1. Definicié. Legyenek a1, by, c1, d1, e1 és f1 tetszGleges, egyszerre nem
mind zérus valds szamok. Ekkor az

a1-x%—|—b1'xlxz—l—cl'x%—i—dl-xl—l—el-xg—l—fl =0
egyenletd alakzatokat mdsodrendii gorbéknek nevezziik.

20.2. Megjegyzés. Ha az elGbbi egyenletet osztjuk a — f1 # 0 valés szammal,
akkor az egyenlet

ar 5 b c1 o el

—— x| — /" T1T2 — 5 Ty — — ——x2=1
ACVORCTYET R TR T R
alakra hozhaté. Vezessiik be az
b d
a——al;b——l,c——c—l;d——l, 4
J1 1 fi f1 J1

jeloléseket. Ekkor a masodrendii gorbe egyenlete az
a-x%+b-x1m2+c'$3+d~m1—I—e'xg:1

alakra hozhato.

C

()0
) b

jeloléseket. Ekkor a masodrenddi gorbe egyenlete
' A z+ K x=1

N
>
Njc

alakban irhato fel.

20.4. Definicié. Az el6bbi felirasban szereplé A matrixot a mdsodrendii gorbe
madtrixdnak nevezziik.
20.5. Tétel. Ha egy masodrendti gorbe matrixanak determinansa

e pozitiv, akkor a misodrendl gorbe ellipszis;

e negativ, akkor a masodrend(i gorbe hiperbola;

e zérus, akkor a masodrend{i gorbe parabola.

20.6. Megjegyzés. A masodrendd gorbék vigynevezett elfajul6 esetben pontok,
parhuzamos egyenesparok vagy metsz6 egyenesparok is lehetnek.
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20.7. Tétel. Az ellipszis egyenlete alkalmas & és [ valds szamokkal az

ﬁ_ﬁ_ﬁ-l
K212

ugynevezett kanonikus alakra frhat6 4t.

20.8. Tétel. A hiperbola egyenlete alkalmas k és [ valds szamokkal az

2 2
1T
K22

Ugynevezett kanonikus alakra irhaté 4t.
20.9. Tétel. A parabola egyenlete alkalmas k valds szimmal az
x3 = 4k - 22
ugynevezett kanonikus alakra frhat6 4t.
20.10. Példa. Tekintsiik a
327 — 4zyme 4+ 323 =1

egyenletdi masodrendd gorbét!
A
Q(z1;22) = 356% —dzix0 + 39:%

kvadratikus fiiggvény matrixa:

(22

Mivel az A matrix determindnsa
3 -2
-2 3

( 1)
T

)
jelolést. Ekkor

3 -2
(a:l xg)-<_2 3 >-<g>:3x%—4x1x2+3x%.

Az A maétrix sajatértékei a karakterisztikus egyenletének gyokei, azaz a

3—\ =2
det< _9 3_)\)—0

detAzdet( >:9—4:5>0,

ezért a gorbe ellipszis lesz.
Vezessiik be az

157
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egyenlet megolddsai. Ha kiszdmoljuk a determindnst, akkor azt kapjuk, hogy
(3-XN%?-4=0 = (3—-N)?% =4,

amibdl A\ = 1, illetve Ay = 5 adddik.
A A1 = 1 sajatértékhez tartozo6 sajatvektorok meghatirozasahoz elsé 1épésben
felirjuk az A — A E» métrixot:

am=(55)-(51)=(33)

A sajatvektorokat a

(=) (2)-()

egyenletrendszer megolddsa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmaétrix masodik
sora megegyezik az elsd sor —1-szeresével, igy az elhagyhatd, mert nincs 4j
inform4cidtartalma. Tehdt a megoldandé linedris egyenletrendszer

2x1 —2x9 =0 = x1 — a9 = 0.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk. Legyen
To=1E€E R\ {0}

At = 0 értéket azért zarjuk ki a megolddsok koziil, mert akkor a sajatvektor
zérusvektor lenne, amit definicid szerint nem engediink meg. Tehdta A\ = 1
sajatértékhez tartoz6 0sszes sajatvektorok halmaza, azaz a sajitaltér:

1
Sy, :{( q ) tER\{O}}:{t- ( ' ) tER\{O}}.
A A1 = 1 sajatértékhez tartozé egységnyi hosszisagu sajatvektor:
5 (1)
v2 \1 /)

A Ay = b sajatértékhez tartozd sajatvektorok meghatirozdsdhoz elsd 1épésben
felirjuk az A — \E5 matrixot:

asn= (4 0)-(08)-(2 3).

A sajdtvektorokat a

(2 3)(2)-(0)
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egyenletrendszer megolddsa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmaétrix masodik
sora megegyezik az elsé sorral, igy az elhagyhatd, mert nincs 4j informéciétar-
talma. Tehdt a megoldand¢ linedris egyenletrendszer

—2x1 — 229 =0 = x1 + x9 = 0.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk. Legyen
ro=t€R \ {0}

At = 0 értéket azért zarjuk ki a megolddsok koziil, mert akkor a sajdtvektor
zérusvektor lenne, amit definicié szerint nem engediink meg. Tehdt a Ao = 5
sajatértékhez tartozd osszes sajatvektorok halmaza, azaz a sajitaltér:

Sy, = {( _tt ) teR\{O}}—{t- ( _11 ) teR\{O}}.
A )Xo = b sajatértékhez tartozé egységnyi hosszisagu sajatvektor:
()
RN

Az A matrix diagonalizalhatd, mert minden sajatértéknek az algebrai és geo-
metriai multiplicitdsa megegyezik. A diagondlmatrix:

10
p=(53);

a diagonalizdl6é métrix:

igy

1L /r20)\_ (10
2 (0 2/ \01
A kvadratikus forma kanonikus alakja az

x=S8-y
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transzformacioé utan:

1 0
y'-D-y=(n y2)-<0 5>-<z;>—y%+5y§.

Tehat a mdsodrendd gorbe kanonikus alakja

y? +5y3 = 1.
Atalakitva azt kapjuk, hogy
y2
n+_—ts5=1

Azt kaptuk tehét, hogy az ellipszis kis féltengelyének hossza %, a nagy fél-
tengelyének hossza 1. Az ellipszis kdzéppontja az origd és a tengelyeinek
irdnyvektorai a sajatvektorokbdl olvashatdk le, igy (1;1) és (—1;1). Tehét az
ellipszis:
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Ellenorzo kérdések

. Egy mdsodrendd gorbe 4ltaldnos alakja:

. Ha egy mésodrendii gorbe matrixdnak determindnsa pozitiv, akkor a mdsod-
rendd gorbe ................

. Ha egy masodrendii gérbe matrixanak determindnsa negativ, akkor a méasod-
rendd gorbe ................

. Ha egy méasodrendi gorbe matrixdnak determindnsa zérus, akkor a masod-
rendd gorbe ................
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21. Rekurziv sorozatok matrixokkal

21.1. Eljaras. Legyenek k, m, x,y adott valds szamok. Tekintsiik az
ap = T;
ar =1y
ap, =k-apo+m-a,_1 (n>1)

rekurziv sorozatot! Mivel

()= (oo )= (1 ) ().
a= (3 0)

jelolést bevezetve azt kapjuk, hogy
(et )= (3)
An+1 Yy
Amennyiben az A matrix diagonalizalhaté, akkor felirhatjuk S—!-D-S alakban,
ahol D diagondlis matrix és S a diagonalizadl6 matrix. Felhaszndlva, hogy
A'=(S-D-sN'=8-D-8'.8.D.-§".....8.-D-S =
=S.p". 81

el tudjuk végezni az A matrix hatvanyozasat, majd elvégezve az

v ()

szorzést fel tudjuk irni a rekurziv sorozatot zart alakban.

ezért az

21.2. Példa. Adjuk meg a Fibonacci-sorozat ltalanos tagjat zart alakban!
A Fibonacci-sorozatra teljesiil, hogy

ap = 0;
(Ilzl;

ap = Ap—2 + ap—1 (n > 1).

()= ()= (0 1) (o),

Mivel
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01
=(1)
jelolést bevezetve azt kapjuk, hogy
an —A™. ao
Ant1 ar )

A kovetkezOkben diagonalizaljuk az A matrixot.
Az A matrix sajatértékei a karakterisztikus egyenletének gyokei, azaz a

det<01/\ 1i)\)20
egyenlet megolddsai. Ha kiszdmoljuk a determindnst, akkor azt kapjuk, hogy
(=\)-(1=X)—1=0 = M _X—1=0,
amibdl a méasodfoku egyenlet megolddképletével azt kapjuk, hogy

1+£v1+4 1+£4V5

ezért az

A2 = 5 5
Legyen
14+5
)\1 = 2 )
és /B
1—-+5
Ay = 5

Az el6bbi masodfoku egyenlet megolddsaira vonatkozéan most megjegyziink
néhdny olyan szdmoldsi szabdlyt, amelyet a kés6bbiekben haszndlni szeret-
nénk. A Viéte-formuldk alapjan azt kapjuk, hogy egyrészt

AL+ A =1,
masrészt

AL A = —1.
Teljesiil tovabba az is, hogy

A1 — A2 = V5.

A A\ sajatértékhez tartozé sajatvektorok meghatdrozasahoz elsé 1épésben felir-
juk az A — \q - E'5 matrixot:

(01 M0 -a
A_)‘l'E2_<1 1)‘(0 )\1>_< 1 1—/\1>'
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Felhaszndlva, hogy Ao = 1 — A; a sajatvektorokat a

—)\1 1 ) I . 0
1 1-— )\1 T2 o 0
egyenletrendszer megolddsa adja. Mivel az egyenletrendszer alapmdtrixdnak a

determindnsa nulla, ezért a sorvektorai linedrisan fiiggdk, és a rangja 1, igy az
egyik sor elhagyhat6. Ekkor azt kapjuk, hogy

A -x1+22=0 = To = A1 - T1.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk. Legyen
r1=t€eR \ {0}

At = 0 értéket azért zarjuk ki a megoldasok koziil, mert akkor xo és x1 is zérus
lenne, ami azt jelentené, hogy a sajatvektor zérusvektor, amit definicid szerint
nem engediink meg. Tehat a \; sajatértékhez tartoz6 6sszes sajatvektorok hal-
maza, azaz a sajataltér:

e () resia}-f () emi).

A Ao sajatértékhez tartozo sajatvektorok meghatdrozasahoz elsé 1épésben felir-
juk az A — Ay - Fo matrixot:

(01 A 00 _ (- 1
A_A2‘E2_(1 1)‘(0 AQ)_< 1 1—)\2>'

Felhaszndlva, hogy 1 — Ao = A1, a sajatértékeket a

= /\2 1 ) I . 0
1 )\1 o o 0
egyenletrendszer megolddsa adja. Mivel az egyenletrendszer alapmétrixdnak a

determinansa nulla, ezért a sorvektorai linedrisan fiiggdk, és a rangja 1, igy az
egyik sor elhagyhaté. Ekkor azt kapjuk, hogy

—Xorxr1+x=0 = To = Ay - 27.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk. Legyen
Ty =1€ R\ {0}

At = 0 értéket azért zarjuk ki a megoldasok koziil, mert akkor x5 és x1 is zérus
lenne, ami azt jelentené, hogy a sajatvektor zérusvektor, amit definicid szerint
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nem engediink meg. Tehat a Ay sajatértékhez tartoz6 6sszes sajatvektorok hal-
maza, azaz a sajataltér:

shz{( A;.t> ‘teR\{O}}:{t-<)\12 ) ’teR\{O}}.

Az A mitrix diagonalizalhat6, mert minden sajatértéknek az algebrai és geo-
metriai multiplicitdsa megegyezik.
A diagondlmatrix:

A0
b= < 0 A2 )
a diagonalizal6 matrix:
1 1
5= ( . ) .
Mivel
S~1.A.S=D,
ezért
A=S-D-S

Ezt felhasznilva
A"=(S-D-5N)'=8-D-8'.8-D-§".....8-D-S!=

=8-D". 57!

adédik. Az S matrix determindnsa
det S = Xy — A\ = —V/5,
igy az S matrix inverze
5—1:_1.< Ay —1 >
V5 A1

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

e (A ()

A1 A2 0 A NG -1

Diagondlis matrix hatvanya olyan diagonalis matrix, melynek f6atlébeli elemei
a matrix féatlébeli elemeinek hatvanyai, igy

g (1 TN (A 0N L -l
PV 0 X)) s L 1)



166
Ha elvégezziik az elsd két métrix szorzatdt, akkor azt kapjuk, hogy
TR T B R B AP PR
V5 AL A -\ 1)

Elvégezziik a matrixok szorzdsat:

1 A" A2 = A A A"+ A"
\/5 )\171—1—1 Ao — \p - )\2n+1 _)\1n+1 + )\2n+1

A kapott eredményt felhasznélva azt kapjuk, hogy

()= (20 -

Gn+1 ai

1 A" A2 = A A" A" 4 A" <0>_
RV NP Vi D VD VD PL e VLA D Vi 1

1 WIS
B \/5 7>\1n+1 +)\2n+1 ’

Azt kaptuk tehat, hogy

1
an = E : O\ln - /\Qn)
Felhasznalva, hogy
1
N = LF V5
2
és
1—+/5
Ay = 2*[

azt kapjuk, hogy
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lim (1_\/g> =0,
n—00 2

igy nagy n értékekre ez a tag elhanyagolhatéan kicsi lesz.

ezért

21.4. Megjegyzés. A Fibonacci-sorozat elsé 4 tagja:
a1 =1; a9 =1; a3 =2; ag = 3.

Ezeket a tagokat kiszdmoljuk az

= ((uf)”_ <1_2¢5>n>'

formula segitségével is.

Az els6 tag:
1 1 1-— 1

NG 2 2 V5
A madsodik tag
2
_ 1 1+f 1-V5) ) _
V5 2
1 + 2 5—1 2 1
\[—F +2v/5 7‘\/521.
VR V5
A harmadik tag:
3
_ 1 1+f 1-V5) ) _
5 2 a
1 1+3f+15+5\f 143515+ 5v5
=75 2 =
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A negyedik tag:

ay4 =

Sl

(595

1 1+4+4V5+30+20V5+25-1+4V5-30+20V5-25
16 B

1 [48V5) 1 B
_\/5.<16>\/5-3\/53.

Ezzel az els6 négy tagra ellendriztiik a formula helyességét. A rekurziv ké-

plettel szemben a formula egyik nagy el6nye, hogy egy tetszbleges tag kisza-
moldsdhoz nem kell ismerniink az el6tte 1év6 tagokat.

=
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Ellenorzo kérdések

1. frjuk fel matrixszorzatos alakban az
ag =4
a; = 6;
an = 2ap—9 + 4an—1 (n > 1)
rekurziét!
2. Irjuk fel matrixszorzatos alakban az
apg = 2;
a; = 6;
an = 4an—9 + 5ap—1 (n > 1)

rekurziot!
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22. Polinomok stabilitasa

22.1. Definicié. Legyenek ag, a1, ..., a, adott valés szamok. Azt mondjuk,
hogy a

PA) =an - A"+ an_1- N 4. +a- X +ag
polinom stabil, ha
RGAZ‘SO <i=1,...,n),
ahol \; (¢ = 1,...,n) a polinom gyokei.

22.2. Példa. A
P(A) = A2 +5\+6
polinom gyokeit a
A4+ 5X4+6=0

egyenlet megoldasai adjak. A madasodfoku egyenlet megoldéképletének alka-
Imazasaval azt kapjuk, hogy

—5+425-24 —5+1

2 -
igy A1 = —3, valamint Ao = —2. Mivel a sajatértékek valdsak és negativak,
ezért az eldbbi definicié szerint ezért a polinom stabil.

A2 =

22.3. Tétel. (Routh-Hurwitz kritérium)
Legyenek ag, ay, ..., a, adott valés szdmok. A

P\) = ap\" + an N4 Faid+ag

polinom pontosan akkor stabil, ha
Q, al Ap—1
0 ; >0;...;— > 0;
an ap, an,

és a polinom egyiitthat6ibol képzett

Gp—1 0dn—-3 0an-5 0 0 0

ap  QAp—2 Qp_4 0O 0 0

0 ap—-1 Ap—3 0 0 0

H = 0 An  Gp—2 0 0 0
0 0 0 ... a3 a; O

0 0 0 ... a4 as agp

ugynevezett Hurwitz-matrix pozitiv definit.
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22.4. Megjegyzés. A
P()\) :CLQ-)\2+CL1 ~>\+CLO

masodfoki polinom egyiithat6ibdl képzett Hurwitz-matrix:
( ar ap )
0 ag /)~

P(\) = A2 +5\+6

polinom egyiitthat6ibdl képzett Hurwitz matrix:
< a1 ag ) - ( 5 6 )

0 a9 01 )"

Az els6 bal felsd sarok minor determindns:
Dy = det(5) = 5.

A masodik bal fels6 sarok minor determinans:

5 6
Dg—det<0 1)—5-1—0—5.

Azt kaptuk tehat, hogy minden bal fels6 sarok minor determindns pozitiv, tehat
a matrix pozitiv definit. Kdvetkezésképpen teljesiil a Routh-Hurwitz kritérium,
tehat a polinom stabil.

22.6. Példa. Tekintsiik a
P(A\) =5A% + 202 43X + 1

polinomot! A Harmadfoku polinom egyiitthat6ibdl képzett Hurwitz-matrix:

22.5. Példa. A

as ap 0 2 1 0
az ai 0 = 5 3 0
0 as ap 0 2 1
Az els6 bal fels6 sarok minor determinans:
D = det(2) = 2.
A masodik bal felsé sarok minor determinans:

21
Dg—det<5 3>—2-2—5~1—6—5—1.

A harmadik bal fels6é sarok minor determinans:
2 1 0 9 1
Dsg=det| 5 3 0 zl‘det<5 3):1.

0 2 1
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Azt kaptuk tehdt, hogy minden bal felsé sarok minor determinéns pozitiv, tehat
a matrix pozitiv definit. Mivel az is teljesiil, hogy a polinom minden egyiittha-
tdja pozitiv, ezért a polinom stabil.
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Ellenorzo kérdések

1. A
P(A) =ap,\" + A A" T N+ ag
polinom stabil, ha ...............
2. A
P()\) :ag-)\2+a1 ')\+ao
polinom egyiitthat6ibdl képzett Hurwitz matrix: ................
3. A
P()\) :ag-)\3—|—a2-)\2+a1-)\—|—ao
polinom egyiitthatéibol képzett Hurwitz matrix: ................

4. Routh-Hurwitz kritérium: ................

173
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23. Sztochasztikus- és atmenetmatrixok

23.1. Megjegyzés. A valdsziniségi valtozoé idSbeli valtozasaval taldlkozhatunk
gazdasagi, miiszaki szdmitdsokban. Példdul, megvizsgalhatjuk, hogy egy rész-
vény 4ra vagy egy cég piaci részesedése hogyan alakul az id6 muldsaval.

23.2. Definicié. Az idSben véletlenszerdien valtozé folyamatokat sztochaszti-
kus folyamatoknak nevezziik.

23.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy sztochasztikus folyamat diszkrét ideji,
ha a vizsgalt id6pillanatok szdma véges vagy megszamlédlhatéan végtelen.

23.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy sztochasztikus folyamat folytonos ide-
Jji, ha a folyamat allapota nemcsak diszkrét id6pillanatokban, hanem tetszdle-
ges iddpillanatban megfigyelhetd.

23.5. Definicio. Markov-ldncnak neveziink egy olyan diszkrét ideji sztochasz-
tikus folyamatot, amely Markov-tulajdonsdgu, ami azt jelenti, hogy adott jelen-
beli dllapot mellett, a rendszer jovSbeni dllapota nem fiigg a multbeliektdl.

23.6. Megjegyzés. A Markov-tulajdonsag azt jelenti, hogy a jelen leirdsa telje-
sen magéaba foglalja az 6sszes olyan informaciét, ami befolyasolhatja a folya-
mat jovobeli helyzetét.

23.7. Megjegyzés. Egy Markov-lanc id6beli viselkedését csak akkor tudjuk
vizsgélni, ha ismerjiik a folyamat eloszlasét a O id6pillanatban.

23.8. Definicié. Egy Markov-lanc ¢ = 0 id6pillanatbeli eloszlasat kezdeti valo-
sziniségeloszldsnak vagy egyszertien kezdeti eloszldsnak nevezziik.

23.9. Definicié. Ha egy rendszer egy id6periddus alatt az 7 allapotbdl atlép a
j allapotba, akkor azt mondjuk, hogy végbement egy dtmenet az i allapotbdl a
j éllapotba. Az ¢ allaptbdl a j 4llapotba valé dtmenet valoszintliségét drmeneti
valdsziniiségnek vagy dtmenetvaldsziniiségnek nevezziik €s p;;-vel jeloljiik.

23.10. Definicié. Ha egy rendszer 6sszes atmeneteinek valdszintiségeibdl els-
allitjuk a

P11 P12 --- DPin
p_ p?l p?2 . p?n
Pn1 Pn2 --- Dnn

matrixot, akkor az {gy kapott matrixot dtmenetvalosziniiség mdtrixnak nevez-
ziik.
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23.11. Példa. A 0 id6pillanatban 2 dollarom van. Az 1,2, ... idpillanatokban
1 dollar értékd fogaddsokat kotok. A fogaddast p valészinliséggel megnyerem €s
1 — p val6szintiséggel elveszitem, ahol p € [0; 1]. A célom az, hogy a t6kémet
4 dollérra noveljem. Amint ez teljesiil, a jatékot befejezem. A jatéknak akkor
is vége, ha a t6kem 0 dollarra redukélédik. Az dtmenetvaldszintiségek matrixa
az alabbi lesz:

0 1 2 3 4
0 1 0 0 0 0
11 1-0p 0 D 0 0
2 0 1—p 0 p 0
3 0 0 1—-p 0 p
4 0 0 0 01

Ha az allapot 0 dollar vagy 4 dollér, akkor nem jatszuk tovabb a jatékot, igy
ezekbdl az allapotokbdl a rendszer mar nem léphet ki, igy pgg = 1, illetve
p4qa = 1. Minden mds allapotban p valészinliséggel a kovetkezé idGpillanatbeli
allapothoz tartozo6 érték eggyel meghaladja a jelenlegi értéket, illetve 1 — p
valdszinliséggel eggyel kisebb lesz a jelenlegi értéknél.

23.12. Definicio. Azt mondjuk, hogy egy négyzetes matrix sztochasztikus, ha
minden eleme nem-negativ és minden oszlopdban az elemek 0sszege 1.

23.13. Példa. Az

Y ) )

1 0
40,
5 0

)

A=

)

oo o
- =N
oo
W W

? )

matrix sztochasztikus matrix, mert minden eleme nem-negativ és az egy os-
zlopban 1év elemek Osszege 1.

23.14. Definicio. Azt mondjuk, hogy egy négyzetes matrix dupldn sztochasz-
tikus, ha minden eleme nem-negativ és minden oszlopdban és minden sordban
az elemek Osszege 1.

23.15. Példa. Az

matrix duplan sztochasztikus matrix.

23.16. Tétel. Ha egy Markov-lanc atmenetvaldszintiség matrixa P, akkor an-
nak a valdszintisége, hogy az n-edik id6pillanatban az 7 dllapot a j dllapotba
keriil a P matrix (4; j) index( eleme.
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23.17. Definicio. Az i dllapotbol a j dllapotba vezet$ iron olyan dtmenetek
sorozatdt értjilkk, amelyek az ¢-bdl indulnak és a j-be érkeznek és a koztes
dtmenetek sordn minden dtmenetvaldszintiség pozitiv.

23.18. Definicié. Azt mondjuk, hogy a j éllapot az i allapotbdl elérhetd, ha
megadhat6 olyan (t, amely az ¢-bdl indul és a j-be érkezik.

23.19. Definicié. Azt mondjuk, hogy az i és a j allapotok kommunikdlnak
egymdssal, ha a j dllapot elérhet6 az i-b6l és az 7 dllapot elérhet6 a j-bol.

23.20. Definicié. Markov-lanc allapotainak egy S halmaza zdrt, ha az S hal-
mazon kivill egyetlen allapot sem érhetd el az .S halmazbdl.

23.21. Példa. Tekintsiik az alabbi dtmenetvaldszinliségi matrixszal rendelkezd
Markov-lancot:

1 2 3 4

0,4 0,6 0 0

0,5 0,5 0 0

O O O Ot

1
2 ) )

P=30 o0 03 07
4 o o 05 04 01
50 0 0 08 02

A konnyebb attekinthetdség kedvéért felrajzolhatjuk az dtmenetvaldszintisége-
ket az aldbbi médon:

)

Az 5 éllapot elérhetd a 3 dllapotbdl, példdul a 3 — 4 — 5 tton keresztiil. A 3 és
a 4 allapotok kommunikalnak, mert 3-bol 4-be is vezet 1t és 4-bdl 3-ba is vezet
ut. Az
S1={12}
és az
Sz = {3;4;5}

halmazok zartak.
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23.22. Definicié. Azt mondjuk, hogy az i allapot elnyeld, ha p;; = 1.

23.23. Definici6. Az i allapotot tranziensnek nevezziik, ha 1étezik olyan j l-
lapot, amely elérhetd i-bdl, de az ¢ allapot nem érhetd el j-bdl. Ha egy éallapot
nem tranziens, akkor visszatérének nevezziik.

23.24. Megjegyzés. Az i éllapot tranziens, ha ki lehet olyan médon 1épni az
1-bdl, hogy oda soha nem tériink vissza.

23.25. Definicié. Azt mondjuk, hogy az ¢ dllapot periodikus és a periddusa
k > 1, ha k az a legkisebb pozitiv egész szdm, melyre az i-bdl kilépd lanc
visszatérési idejének hossza a k egész szdmu tobbszordse.

23.26. Megjegyzés. Meg kell jegyezni, hogy attél fiiggetleniil, hogy egy dllapot
periédusa k, nem jelenti azt, hogy bel6le kiindulva k 1épésben ujra el tudjuk érni
azt. Példaul, ha egy allapotba vissza tudunk térni 6, 8, és 10 1épésben is, akkor
annak periédusa 2 lesz, annak ellenére, hogy a 2-es szadm nincs a listdban.

23.27. Megjegyzés. Az i allapot periodikus k periddussal, ha k& > 1 alegkisebb
olyan pozitiv egész szdm, melyre a P* mitrix i-edik soraban minden elem 0,
kivéve a p;;, melynek az értéke 1.

23.28. Definicié. A nem periodikus allapotokat aperiodikusnak mondjuk.

23.29. Példa. Tekintsiik az alabbi dtmenetvaldszinliség matrixszal rendelkezd
Markov-lancot:

A B C

A0 1 0
P=B|l0 0 1
c\1 0 O

A Markov-lancot szemléltet6 abra:

Az 6sszes allapot periédusa 3. Ha az A allapotb6l indulunk ki, akkor az A élla-
potba valé visszatérés egyediili itja az A — B — C — A (illetve ennek barmilyen
tobbszorose).
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23.30. Definicié. Ha egy Markov-lancban az 6sszes dllapot visszatérd, aperi-
odikus és az dllapotok kommunikédlnak egymdssal, akkor a 1dncot ergodikusnak
mondjuk.

23.31. Példa. A

1 2 3
1/ 20
p=2|3 0 3
3lo 1 2

atmenetvaldszintiségi matrixszal rendelkezd Markov-lanc ergodikus.

23.32. Példa. A

A B C D
Al L 0 0
1 1
BlL L 0 0
P=¢clo o 2 1
Dlo 0 3 3

atmenetval6szinliségi matrixszal rendelkezd Markov-ldnc nem ergodikus, mivel
két zart részhalmazzal rendelkezik. Ezek az S} = {1;2} és a So = {3;4} és
a kiilonbozd osztalyokban 1€vé dllapotok nem kommunikdlnak egymadssal. A
Markov-lancot az alabbi dbra szemlélteti:

23.33. Tétel. (Perron-Frobenius)
Ha P az s darab allapotbdl 4ll6 ergodikus Markov-ldnc dtmenetvaldszintség
matrixa, akkor 1étezik olyan

T = (m1; 2. .. Ts)



23. SZTOCHASZTIKUS- ES ATMENETMATRIXOK 179

vektor, hogy

m™ T ... Ts
m™ To ... Ts
lim P" =
n—oo
T T2 ... Tg

23.34. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az elGbbi tétel 1ényegében azt mondja,
hogy hosszu id6 elteltével egy Markov-lanc viselkedése ,kiegyenlitddik™, és
annak a valészintisége, hogy a rendszer valamely 7 allapotbdl a j allapotba
keriil, fiiggetlen az ¢ kezdeti allapotatdl. Masképpen fogalmazva: ahogy telik
az id6, a Markov-lanc elfelejti, hogy honnan indult (azaz a kezdeti eloszlasat),
és konvergdl egy olyan matrixhoz, melynek minden sora azonos.

23.35. Definicié. Az el6bbi tételben szerepls 7 vektort staciondrius eloszldsnak
vagy egyensiilyi eloszldsnak hivjuk.

23.36. Megjegyzés. A staciondrius eloszlést a
m=m-P
l=m+m+...4+ 75

egyenletrendszer megolddsaval kapjuk.

23.37. Példa. Egy iizemben két fajta kolat gyartanak. Ha valamely személy az
A tipusu kolat vette, akkor 90% val6szintiséggel legkozelebb is A tipusiit fog
venni. Ha valaki B tipusi kolat vett, akkor 80% valdszintiséggel legkozelebb
is B tipusu kolat fog venni. Az dtmenetvaldszintiség matrix:

A staciondrius eloszlast a
0,9 0,1
(7T1 7T2):(7I'1 71'2)' 0.2 0.8 .
és a m; + mo = 1 egyenletekbdl 4ll6 egyenletrendszer megolddsa adja. Elvé-
gezve a matrixszorzdsokat azt kapjuk, hogy
0,911 + 0,27 = m;

0,1m + 0,87 = mo
T +m = 1.



180

Az egyenleteket dtrendezve a
—0,1m 4+ 0,219 =0
0,1m — 0,2m3 =0
T +m = 1.

egyenletrendszerhez jutunk. Vegyiik észre, hogy az els6 és a méasodik egyenlet
ugyanaz, igy koziiliikk az egyik elhagyhat6. Tehat az

0,1m — 0,2m =0
T +m = 1.
egyenletrendszert kell megoldani. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy
T = 279.

Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
3 2 = 1 = Mg = —

adédik, amibdl azt kapjuk, hogy
1

2

21
T=\|z;%].
33

Ennek megfelel6en hosszi id6 elteltével % lesz annak a valdszinlisége, hogy
egy tetsz8legesen valasztott személy az A tipust kolat fogja vasarolni és % lesz
annak a valészinlisége, hogy a B tipusu kolat fogja vasérolni.

A stacionarius eloszlas tehat

23.38. Definicié. Egy ergodikus Markov-lanc esetén jelolje m;; azt a szdmot,
hogy a folyamat az ¢ dllapotbdl indulva hany 1épésben éri el a j dllapotot. Ezt a
szdmot a j 4llapot 7 4llapotbdl valé dtlagos elérési idejének nevezziik. Specia-
lisan, ha j = ¢, akkor dtlagos visszatérési idorol beszéliink.

23.39. Tétel. Tekintsiink egy ergodikus Markov-lancot. Tegyiik fel, hogy az i
allapotban vagyunk és p;; annak a valdszintisége, hogy az ¢ dllapotbdl 4tlépiink
a j dllapotba. Ha k # j, akkor p;p valészinliséggel 1épiink at a k& allapotba.
Ilyenkor dtlagosan 1 + my; 1€pés sziikséges ahhoz, hogy az i éllapotbdl a j
allapotba érjiink. Megmutathat6 az is, hogy

mj =1+ Zpik “ Phjs
Py
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tovabba
1

mg; = >
7

ahol 7; a Markov-lanc staciondrius eloszldsdanak ¢-edik koordinatéja.

23.40. Példa. Egy iizemben két fajta sampont gyartanak. Ha valamely személy
az A tipusu sampont vette, akkor 80% val6szintiséggel legkozelebb is A tipustit
fog venni. Ha valaki B tipusi sampont vett, akkor 75% valdszintiséggel leg-
kozelebb is B tipusu sampont fog venni. Modellezziik Markov-lancként a lefrt
folyamatot! Ekkor az dtmenetvalészintiségi matrix:

A B
A (0,8 0,2
P= < 0,3 0, 7) '
Az A és B iallapotok visszatérbek, kommunikdlnak egymassal és aperiodiku-

sak, igy a Markov-lanc ergodikus.
A staciondrius eloszlést a

0,8 0,2
(7‘&'1 7T2):(7T1 71'2)' 0.3 0.7 .
és a m + mo = 1 egyenletekbdl 4ll6 egyenletrendszer megolddsa adja. Elvé-
gezve a mtrixszorzdsokat azt kapjuk, hogy
O,87T1 + 0,37‘1’2 = T
0,2m1 + 0,770 = o
m +my = 1.
Az egyenleteket dtrendezve a
*0, 27‘1’1 + 0,37'&'2 =0
0,2m1 —0,3m =0
m + w9 = 1.

egyenletrendszerhez jutunk. Vegyiik észre, hogy az els6 és a mésodik egyenlet
ugyanaz, igy koziiliik az egyik elhagyhat6. Tehat az

0,21 — 0,372 =0
T +m = 1.
egyenletrendszert kell megoldani. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy

m = 1,57‘(’2.
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Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
2,5my =1 = mo = 0,4
adddik, amibdl azt kapjuk, hogy
m=1,5-0,4=0,6.
A staciondrius eloszlas tehat
7 =1(0,6;0,4),
ami azt jelenti, hogy

lim P" = (0,6;0,4).

n—oo
Hosszd tdvon tehdt azt kapjuk, hogy az A terméket a vasarlok 60%-a, a B
terméket a vasarlok 50%-a fogja valasztani.
Az étlagos visszatérési idok:

1 10

= = — 3 3‘

mii 0,6 3 59y
1 10

moo 0’ A 4 ,5

Az atlagos elérési idoket az
mig =1+ pi1 - miz
ma1 = 1+ pa2 - may.

egyenletrendszer megolddsa adja. Behelyettesitve a megfelel6 adatokat azt
kapjuk, hogy

m12:1—|-0,8-m12
mo1 = 1+0,7-ma1.

Az elsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy

miz =9,

mig a mdsodik egyenletbdl
10
ma1 = ?

addédik. A kapott eredmény azt jelent, hogy egy olyan személy, aki el6szor az
A tipusu sampont vasdrolta, atlagosan 5 doboz ilyen sampont fog megvenni,
miel6tt a B tipusi sampon vésdrldsara térne at.
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Ellenorzo kérdések

1. Az id6ben véletlenszerlien valtozé folyamatokat ................ folyamatoknak
nevezzik.
2. Azt mondjuk, hogy egy sztochasztikus folyamat ................ , ha a vizsgalt

id6pillanatok szama véges vagy megszamlalhatéan végtelen.

3. Azt mondjuk, hogy egy sztochasztikus folyamat ................ , ha a folyamat al-
lapota nemcsak diszkrét id6pillanatokban, hanem tetsz6leges id6pillanatban
megfigyelhetd.

VSR nak neveziink egy olyan diszkrét idejii sztochasztikus folyamatot,
amely esetén adott jelenbeli dllapot mellett, a rendszer jovdbeni dllapota nem
fligg a miltbeliektd].

5. Az i allaptbdl a j 4llapotba val6é dtmenet valdszinliségét ................ nek ne-
vezziik.
6. Azt mondjuk, hogy egy négyzetes matrix ................ , ha minden eleme nem-

negativ és minden oszlopdban az elemek 6sszege 1.

7. Azt mondjuk, hogy egy négyzetes matrix ................ , ha minden eleme nem-
negativ és minden oszlopdban és minden sordban az elemek Osszege 1.

8. Azt mondjuk, hogy a j allapot az ¢ allapotbdl ................ , ha megadhat6 olyan
ut, amely az ¢-bdl indul és a j-be érkezik.

9. Azt mondjuk, hogy az ¢ és a j allapotok ................ , ha a j allapot elérhetd
az 1-bol és az ¢ allapot elérhets a j-bdl.

10. Markov-lanc allapotainak egy S halmaza ................ , ha az S halmazon
kivill egyetlen allapot sem érhet el az .S halmazbdl.

11. Azt mmondjuk, hogy az i dllapot ................ 8S A e k, ha ahhoz,
hogy ¢ allapotbdl az ¢ dllapotba visszatérjiink, k-nak valamely tobbszoros
darabszdmdu 1épésre van sziikség.

12. Ha egy Markov-lancban az 6sszes dllapot visszatér8, aperiodikus és az al-
lapotok kommunikélnak egymadssal, akkor a lancot ................ nak mondjuk.

13. Egy ergodikus Markov-lanc esetén azt a szadmot, hogy a folyamat az ¢ al-
lapotbdl indulva hany 1épésben éri el a j allapotot ................ nek nevezziik.
Specidlisan, ha j = 4, akkor ................ ol beszEliink.
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24. Populaciok modellezése Leslie-matrixokkal

24.1. Elméleti osszefoglalé. Egy populdciot korcsoportokra osztunk és a po-
pulécié ndstényekbdl allé részhalmazat vizsgaljuk.

A populécié egyedeinek szamat szeretnénk meghatdrozni az id6 fiiggvényében.
Ehhez els6ként rogziteni kell a korcsoportok szamat. A szaporodasrél, valamint

7 2

az elhaldlozasrdl feltételezziik, hogy korcsoport fiigg és linedris fiiggvénye az
egyedszamnak.

Szaporoddsi rdtdnak (b;) nevezziik az utédszam és a korcsoportbeli egyedek
szdmdanak hdnyadosét az i-edik korcsoportban.

Tulélési rdtdnak (p;) nevezziik a tdlélt egyedek szamdnak és a korcsoportbeli
egyedek szdmdnak hdnyadosét az i-edik korcsoportban.

Az egyes korcsoportokat jeldlje z1(t), z2(t), ...,z (t). Az ezen koordinatak-
kal rendelkezd

vektort korcsoport vektornak nevezziik.

Az egyedszam véltozasat (az id6 fliggvényében) modelliink szerint az aldbbi
linedris egyenletrendszer irja le:

ml(t—i— 1) =by - wl(t) + by - 332(25) + ...+ by - {L'n(t)
xa(t +1) = p1 - 21(t)
z3(t +1) = p2 - 22(1)

Tp(t+1) = pp_1 - Tp-1(t).

A kapott linedris egyenletrendszer alapmatrixa:

b1 b2 ... bp—1 by
P1 0 e 0 0
L = 0 P2 ... 0 0 ,

0 0 oo Pn—1 0
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amelyet Leslie-mdtrixnak neveziink. Ezen métrix bevezetésével az el6bbi line-
aris egyenletrendszer az
x(t+1)=L-xz(t)
tomorebb formdaban irhaté fel.
A k-adik év utan a populacié korcsoporteloszlasa
x(t+k)=LF-x(t).

A populaciét stabil korcsoporteloszldsinak nevezziik, ha valamely A € R ese-
tén

z(t+1) =X z(t),
vagyis az egyes korcsoportbeli egyedek szdmanak ardnya az idében nem valto-
zik. Ekkor az egyedszdm egy generdcionyi id6 alatt A\-szorosara véltozik, tehat
A a populédcion novekedési ratdja. Ebben az esetben

L-x(t)=z(t+1)=X-x(t),
Tehat
L-x(t)=X-x(t),
ami azt jelenti, hogy A az L maétrixszal reprezentdlt linedris transzformacid
sajatértéke és x(t) egy, a A-hoz tartoz6 sajatvektor.

Ha minden sajatérték abszolitértékben azonos értékd, akkor a populacié hosszui
tavi korcsoporteloszldsirdl nem rendelkeziink infoemécidval a modelliink alap-
jan. Amennyiben valamelyik sajatérték abszolitértékben nagyobb, mint a tobbi,
Ugy az abszoldtértékben legnagyobb sajitérték segitségével becsiilhetjiik a po-
puléci6 (tavoli) jovobeli korcsoporteloszlasat.

A stabil kor(csoport)eloszlasi populacié A > 1 esetén nd, A < 1 esetén csokken
az id6 figgvényében. Egyensiilyi populdciordl beszéliink, ha a korcsoportvek-
tor az id6ben valtozatlan. Ez stabil korcsoport eloszlast jelent A = 1 novekedési
rataval.

24.2. Megjegyzés. Harom korcsoport esetén a korcsoportvektor:

I (t)
i) (t)
I3 (t)

A matematikai modell:
x1(t+1) = by - x1(t) + ba - wa(t) + b3 - x3(3)
Ta(t +1) =p1 - 21(?)
z3(t +1) = p2 - 22(1).
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A Leslie-matrix:

by by b3
P1 0 0
0 D2 0

24.3. Példa. Egy adott halfajta egyedei legfeljebb 3 évig €lnek és 3 korcso-
portba osztjuk Sket. Egy ndstény hal atlagosan 500 olyan ikrat rak, amely
megéli az elsd életévét. Az egyéves halak 5%-a €li meg a masodik életévét.
A kétéves halak 10%-a éli meg a harmadik életévet. A vizsgélt halfajtik az
elsé két évben még nem szaporoddképesek.

A populacié Leslie-matrixa:

0 0 500
L=|(005 0 0
0 0,1 0

Ha kezdetben minden korcsoportban 100 ndstény volt, akkor 1 év mulva a kor-
csoporteloszlas

100 0 0 500 100 50 000
L-| 100 | =1 0,06 0 0 - 100 | = )
100 0 01 O 100 10
A korcsoporteloszlds 2 év milva:
50 000 0 0 500 50 000 5000
L. 5 =1 0,06 O 0 : 5 = | 2500
10 0 0,1 O 10 0,5

24.4. Tétel. A korabbi jelolések felhaszndlasaval, hdrom korcsoport esetén a
Leslie-féle modellben, ha csak az utolsé korcsoport egyedei szaporodéképesek,
akkor a Leslie-matrix egyetlen sajatértéke:

A= /bs-p1-po.

Bizonyitds: Harom korcsoport esetén a Leslie-matrix:

b1 b2 b3
L= D1 0 0
0 p2 O

Ha csak az utols6 korcsoport egyedei szaporodoképesek, akkor by = 0 és by =
0, igy a Leslie-matrix:
0 0 O
L= D1 0 0
0 D2 0
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A sajatértékek a
det(L—X-E)=0
karakterisztikus egyenlet gyokei. A karakterisztikus polinom:

-2 0 0
det [ p1 =X 0 | ==X40b p1-po.
0 P2 -\

A karakterisztikus egyenlet:

—X* 4 b1 -p1-p2 =0,
amibdl azt kapjuk, hogy

A= /b1 p1-p2=0,

amivel bizonyitottuk az 4llitast. m
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Ellenorzo kérdések

1. Egy n darab korcsoportbdl 4116 populdcié Leslie-métrixa: ................
2. Két darab korcsoportbdl 4116 populécié Leslie-métrixa: ................

3. Héarom darab korcsoportbdl all6 populacié Leslie-matrixa: ................
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25. Az ellenorzo kérdések megoldasa

Alapmiiveletek matrixokkal

1 2 4 e .

1. Az ( 31 0 ) matrix tipusa: 2 X 3.
1 2 4

2.Az | 2 1 0 | maétrix tipusa: 3 x 3.
3 00
1 2 4

3.Az | 2 1 0 | matrix ass eleme: 0.
3 00
2 3 4 ‘o

4. Az ( 31 1 ) matrix aio eleme: 3.

5. Két métrix csak akkor adhat6 6ssze, ha azonos tipusiak.
6. Egy m x n tipust matrix csak m X n tipust métrixszal adhaté Ossze.

7. Egy maétrix transzponaltja: a matrix sorainak és oszlopainak felcserélésével
kapott matrix.

8. Egy m X n tipusd métrix transzpondltja n X m tipusu.
9. Egy 4 x k és egy k x 6 tipusu matrix szorzata 4 x 6 tipusu.

10. A matrixok 0sszeadasa kommutativ-e?
Igen kommutativ, azaz A + B = B + A.

11. A matrixok szorzdsa kommutativ-e?
Nem kommutativ, azaz A - B # B - A.

12. A 2 x 2 tipusu egységmatrix: < (1) (1) >

13. A 3 x 2 tipusud egységmatrix:
nem létezik, mert egységmatrix csak négyzetes matrix lehet.

S, ... (0 000
14. A 2 x 4 tipusd zérusmadtrix: < 00 0 0>

15. Ha az m X n tipusi A matrix kvadratikus, akkor m = n.
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16. Igaz-e, hogy egy matrix és a transzpondltja mindig 6sszeszorozhatd? Igen,
mert ilyenkor az els6 matrix oszlopainak a szdma megegyezik a misodik
matrix sorainak a szdmaval.

17. Ha A tetszGleges m X m-es matrix, akkor milyen nevezetes tulajdonsaggal
rendelkezik az A - AT matrix? Szimmetrikus matrix.

18. Ha A és B olyan métrixok, hogy A - B létezik, akkor (A - B)T = BT - A”.

19. Ha A és B olyan métrixok, hogy A + B létezik, akkor (A + B)T =
AT + BT,
20. Egy matrix transzpondltjdnak a transzpondltja: az eredeti matrix

21. A B matrix az A matrix inverze, ha teljesiil, hogy A- B = B-A = E,,
ahol E,, az n-edrendd egységmatrix.

22. Az A miétrix szimmetrikus, ha AT = A.
23. Az A mitrix ferdén szimmetrikus, ha AT = — A.

24. Az A mitrix ortogonalis, ha A7 = A~
Matrixok alapmiiveleteinek gazdasagi alkalmazasai

1. Mit neveziink széllitdsi matrixnak? A széllitdsi matrixot olyan esetekben
készitik el, ha tobb raktirban tarolnak termékeket és ezeket tobb rendeltetési
helyre kell kiszallitani. A matrixban a fajlagos koltségeket tlintetik fel azaz
azt, hogy az aru egy egységének elszallitdsa mennyibe keriil.

2. Mit neveziink technolégiai métrixnak? Tekintsiink egy iizemet, amely kii-
16nboz6 termékeket allit eld, és a termékek eldallitdsdhoz kiillonféle nyersa-
nyagok sziikségesek. Ha ezeket az adatokat tdbldzatba fogalaljuk, akkor az
igy kapott matrixot technolégiai matrixnak nevezziik.

Matrixok determinansa és inverze

._
>
S

N

(SIS

> matrix determinansa: a-d — b - c.

matrix determinansa: 2 -3 -1 = 6.

[\o]

9
S O N
O wWww &
— W
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o <

b matrix inverze: . d =b

d “a-d—b-c - a )
0

1

i (10
matrix iverze: 0 1 .

>

>

N
TN N N

O =

N~

o

b matrix inverzének bys eleme b
1X INVETrZ L.
d 12 a-d—b-c

3 2 e p -1 1
6. Az ( 1 _1 > matrix inverzének by; eleme: =5

7. Egy matrix pontosan akkor invertdlhat6, ha a determinansa nem zérus.

8. Ha egy métrix két sorat felcseréljiik, akkor a determindnsa
eldjelet vélt, azaz a —1-szeresére véltozik.

9. Ha egy matrix két oszlopét felcseréljiik, akkor a determindnsa
el6jelet vélt, azaz a —1-szeresére valtozik.

10. Fels6 haromszog alakd matrix determindnsa a féatlobeli elemek szorzata.
11. Als6 haromszog alakd matrix determindnsa a féatlobeli elemek szorzata.
12. Diagondlis matrix determindnsa a f6atldbeli elemek szorzata.

13. Az n-edrendd egységmatrix determindnsa 1.

14. Azn x n tipusu zérusmatrix determinédnsa 0.

15. Két matrix szorzatdnak a determindnsa megegyezik a tényezdk determinan-
sainak szorzatdval.

1

~det A

17. Ha az A métrix kvadratikus, akkor det(A”) = det A.

16. Ha az A métrix invertdlhat6, akkor det(A~1)

18. Egy matrix reguldris, ha a determindnsa nem zérus.
19. Egy matrix szinguldris, ha a determindnsa zérus.
20. Ha az A mitrix invertdlhat6, akkor det A - det(A~1) = 1.

21. Ha A és B olyan matrix, amelyekre A - B 1étezik, tovabbd det A = 5 és
det B = 3, akkor det(A - B) =5-3 = 15.

22. Ortogonélis matrix determindnsa: +1 vagy —1.
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23. A 2 x 2-es Vandermonde-matrix és determinansa:

V(w;y)zdet< } §>=(y—x)-

24. A 3 x 3-es Vandermonde-matrix és determinansa:
2

1l = =z
Vizy;z)=det | 1 y v* | =@W—2)-(z—2) (z—y).
1 z 22

Titkosiras matrixokkal

1. Mit neveziink titkositott szovegnek? A titkositandé szdveget vagy iizenetet
nyilt szovegnek nevezziik. Maga a titkosit6 eljaras egy algoritmus, amely
a nyilt szoveget egy masik szoveggé alakitja. Az utobbi szoveget nevezziik
titkositott szovegnek.

2. Mit neveziink kédoldsnak? Az algoritmus alkalmazdsa a nyilt szovegre a
kédolas vagy rejtjelezés.

3. Mit neveziink dekédolasnak? Azt az eljardst, amelynek sordn visszanyerjiik
a nyilt szoveget a kédolt szovegbdl, dekddoldsnak nevezziik.

Leontief-féle modell

1. Mit neveziink réforditdsi matrixnak? Raforditdsi matrixnak nevezziik azt
a matrixot, melynek a;; eleme azt jelenti, hogy az i-edik dgazat termelt
értékébol mennyi sziikséges a j-edik dgazat egységnyi termeléséhez.

2. Mit neveziink Leontief-inverznek? Ha A egy raforditdsi matrix, akkor az
(E — A)~! métrixot Leontief-inverznek nevezziik.

3. Mi produktivités feltétele? Egy gazdasag akkor és csak akkor produktiv, ha
Iétezik a Leontief-inverz és annak minden eleme nemnegativ.

Vektorterek, matrix rangja

1. Azt mondjuk, hogy az a1, ao, ..., a, vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha a
zérusvektort csak trividlis linedris kombinécidval allitja eld.

2. Az a; és ag vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha nem egy egyenesre illeszked-
nek.
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3. Az R? vektortér természetes bazisvektorai: i = (1;0) és j = (0;1).

4. Az R3 vektortér természetes bazisvektorai:
i =(1;0;0),7 = (0;1;0) és k = (0;0; 1).

5. Az L0 matrix rangja: 2.
0 1
1 00

6. Az| 0 1 0 | matrix rangja: 3.
0 01
1 00

7. Az | 0 0 O | maétrix rangja: 1.
000
1 00

8. Az| 0 1 O | matrix rangja: 2.
0 00

9. Allitsuk el6 az (a;b) vektort az R? vektortér természetes bazisvektorainak
linedris kombindcidjaként! Az elGallitas: a -7+ b - j.

10. Allitsuk el6 az (a; b; ¢) vektort az R? vektortér természetes bazisvektorai-
nak linedris kombindcidjaként! Az el6allitas: a -t +b-j 4+ c- k.

11. Egy n-edrendl kvadratikus matrix rangja pontosan akkor n, ha a determi-
ndnsa nem zé€rus.

12. Linedrisan fiiggetlenek-e az a; = (1;3) és as = (2;6) vektorok? Nem,
mert egy egyenesre illeszkednek.

13. Linedrisan fiiggetlenek-e az a; = (1;2) és ag = (2; —3) vektorok? Igen,
mert nem egy egyenesre illeszkednek.

14. Lehet-e bazisa az R? koordindtasiknak az
a1 = (1;2), az = (3;4), ag = (0;1)

vektorrendszer? Nem lehet, mert a két dimenzids vektortérben 3 vektor min-
dig linedrisan fliggd.

15. Egy 3 dimenzés vektortérben egy 4 elemi vektorrendszer linedrisan fiiggd.

16. Egy 2 dimenzds vektortérben egy 3 elemii vektorrendszer linedrisan fiiggd.
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17. Egy n-edrenddi métrix determindnsa pontosan akkor nulla, ha a sorvektorai
linedrisan fiiggd vektorok.

18. Egy n-edrendli matrix determindnsa pontosan akkor nulla, ha az oszlop-
vektorai linedrisan fiiggd vektorok.

19. Egy n-edrendii matrix determindnsa pontosan akkor nem nulla, ha a sorvek-
torai linedrisan fiiggetlen vektorok.

20. Egy n-edrendl matrix determindnsa pontosan akkor nem nulla, ha az osz-
lopvektorai linedrisan fiiggetlen vektorok.

Linearis egyenletrendszerek megoldasa

1. Az
r+y=2
rT—y=3
P ‘o 1 1
linedris egyenelterendszer alapmatrixa: 1 -1 )
2. Az
rT+y=2
r—y=3
D . ‘s 1 1 2
linedris egyenelterendszer kibdvitett matrixa: 1 1|3 )
3. Az
T+y=2
r—y=3

linedris egyenelterendszer métrixos alakja:
L 1N [z _ (2
1 -1 y ) \ 3 )

4. Ha egy linedris egyenletrendszer hatdrozott, akkor a megolddsainak szdma
1, azaz a megoldas egyértelmdi.

5. Haegy linedris egyenletrendszer hatarozatlan, akkor a megoldédsainak szdma
végtelen.
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6. Ha az

r+y="b
r—y=by

linedris egyenelterendszer homogén, akkor: by = 0 és by = 0

7. A Cramer-szabdly akkor alkalmazhatd, ha a linedris egyenletrendszer alap-
matrixdnak determindnsa nem zérus.

8. Az inverzmatrix médszer akkor alkalmazhat6, ha a linedris egyenletrendszer
alapmatrixanak determinansa nem zérus.

9. Ha egy linedris egyenletrendszer alapmatrixdnak és kibdvitett matrixanak
rangja 3 és az ismeretlenek szama 5, akkor a szabad paraméterek szama: 2.

s

10. Ha egy linedris egyenletrendszer alapmatrixdnak és kibdvitett matrixdnak
rangja 10 és az ismeretlenek szdma 15, akkor a szabad paraméterek szdma:
5.

11. Haegy 5 egyenletbdl 4116 5 ismeretlenes linedris egyenletrendszer megold-
hatd, és a megolddsa egyértelmd, akkor az egyenletrendszer alapmétrixdnak
determindnsa nem zérus.

12. Haegy 5 egyenletb6l 4ll6 5 ismeretlenes linedris egyenletrendszer megold-
hat6, é€s a megoldasa egyértelmi, akkor az egyenletrendszer oszlopvektorai-
bél képzett vektorrendszer linedrisan fliggetlen.

Szamitasok egyenarami halézatokban

1. Mit neveziink csom6pontnak? A csomdpont a halézat olyan pontja, amelybe
legaldbb harom vezeték fut be.

2. Mit neveziink dgnak? Az 4g két csomdpontot 0sszekotd vezetékszakasz,
amely végpontjain kiviil nem tartalmaz csomépontot.

3. Mit neveziink huroknak? A hurok olyan vezetékszakasz, amelynek mindkét
végpontja ugyanaz a pont.

4. Mit mond ki Kirchhoff els6 térvénye? Barmely csomdpont esetén a befolyd
és elfoly6 dramok eldjeles Osszege zérus. ElGjelszabdly: a befolyé dramokat
pozitivan, a elfolydkat negativan elgjelezziik.
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. Mit mond ki Kirchhoff méisodik térvénye? Barmely hurok mentén korbe-
haladva, a fesziiltségesések elGjeles 0sszege zérus. ElGjelszabdly: a hdlézat
minden hurkdhoz 6nkényesen hozzarendeliink egy koriiljarasi irdnyt és min-
den dgdhoz egy dramirdnyt.

Kémiai reakciéegyenletek

. Mit mond a tdémegmegmaradds térvénye? A kémiai egyenletek két oldalan

az egyes elemek elemi vagy kotott dllapotban 1évé atomjainak szdma és igy
a két oldal tomege is megegyezik.

. frja fel a 1 - Hy + x2 - O3 — x3 - HoO egyenletnek megfelel$ linedris
egyenletrendszert! x1 = x3; 2x92 = T3

Linearis egyenletrendszerek tovabbi alkalmazasai

. Soroljunk fel legalabb harom olyan tudoméanyteriiletet, ahol alkalmazhatéak
a linedris egyenletrendszerek! Fizika, kémia, biolégia, kozgazdasagtan.

. Adjuk meg olyan geometriai feladatot, amelynek megolddsa linedris egyen-
letrendszerre vezet! Mekkordk annak a haromszognek az oldalai, amelyben
két-két oldal osszege rendre 26, 32 és 34 cm.

Formula matrix, sztochiometriai matrix

. Mit neveziink elemi kémiai reakciéonak? Ha a reakcié soran nincs koztes
termék.

. Mit neveziink 0sszetett kémiai reakcionak? Ha a reakcié sordn van legaldbb
egy koztes termék.

. Mit neveziink formulamétrixnak? Ha egy kémiai reakci6 Osszetett, azaz tobb
elemi reakciébdl all, akkor eléallithatjuk az formula matrixot Ggy, hogy a
matrix sorai (az utolsé kivételével) az egyes kémiai elemeknek felelnek meg,
mig a matrix utolsd sora a toltéseket mutatja. A matrix egyes oszlopai az

egyes vegyiileteknek felelnek meg.

. Mit neveziink sztochimetriai matrixnak? Ha ismerjiik egy folyamatban lejat-
sz0do reakcidkat, a koztiik 1évo linedris kapcsolatot sztochiometriai matrix
segitségével irhatjuk le. Ennek oszlopai a reakciokhoz, sorai pedig a reak-
ciokban szerepld vegyiiletekhez tartoznak. Az i-edik sorban, j-edik oszlop-
ban all6 szam a j-edik reakci6 0-ra rendezett egyenletében az i-edik vegyiilet
mennyisége.
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. Parcialis tort-e a

. Parcialis tort-e a

e x+1
. Parcialis tort-e a

. Parcialis tort-e a

. Parcialis tort-e a

. Milyen kapcsolat van a formula métrix rangja és a fiiggetlen kémiai reak-

cidk szdma kozott? A formula métrix rangja megegyezik a fliggetlen kémiai
reakciok szdmaval.

. Milyen kapcsolat van a sztochiometriai matrix rangja és a fiiggetlen kémiai

reakcidk szama kozott? A sztochiometriai matrix rangja megegyezik a fiig-
getlen kémiai reakcidk szaméaval.

Parcialis tortekre bontas

. Milyen alaku torteket neveziink parcidlis torteknek? Legyenek A, B és C

A Bx+C

és a
(x — )" (22 +px +q)"
torteket, ahol p? —4q < 0 (azaz az 22 + px + ¢ masodfoki polinomnak nincs
valds gyoke) parcialis torteknek nevezziik.

valés szamok, n € Nés xg € R. Az alakud

tort?

N t 3 A + B
em, mer = )
22 -4 x4+2 -2

xr2 —

1 tort? Igen, mert az 22 +4 nem bonthaté fel elséfoku
x

polinomok szorzatdra.

r+1 A B

-0 43 z-3

5 tort? Nem, mert
72 =

1
N 5 tort? Igen, mert az 22 49 nem bonthaté fel elsfoki

. z? +
polinomok szorzatdra.
2

719 tort? Nem, mert a nevezé nem Kisebb fokszamu,
T

mint a szamlalo.

Matrixok alkalmazasa a koordinatageomatriaban

. Hogyan adhatjuk meg determindnssal két ponton dthalad6 sikbeli egyenes

egyenletét?

Az A = (z1;y1) és B = (x9;y2) pontokon édthaladé egyenes egyenlete:
z y 1

det r1 Y1 1 =0.
r2 Y2 1
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. Hogyan adhatjuk meg determindnssal egy sikbeli hdromszog teriiletét, ha
ismerjiik a hdromszdg hadrom csticsat?
Az A = (z1;01), B = (x2;92) és C = (x3;y3) csicsokkal rendelkezd

1 1T Y1 1
haromszog teriilete az 3 det | 22 y2 1 érték abszolutértéke.
x3 ys 1

. Egy er6 forgaté hatdsat annak forgatonyomatékaval jellemezziik. A for-
gatényomatékot megadhatjuk egy pontra vagy egy tengelyre vonatkozdan.

. Mit neveziink pontra vonatkoz6 forgatényomatéknak?
M = rop X F, ahol rop az O vonatkoztatasi pontbdl az er§ P tdmadas-
¢)

pontjaba mutatd helyvektor.
. Mit neveziink tengelyre vonatkozé forgatonyomatéknak?
Me = M ee

6]

. Mereyv test egyenstilyanak feltételei: A testre hatd eredd erd zérus és a testre
haté eredd forgatonyomaték a tér egy tetszdleges O pontjara vonatkozdan
zérus.

Lagrange interpolacié

. Mit neveziink n-edfokid polinomfiiggvénynek?

Legyen n € N és ag, ay, ..., a, olyan valés szamok, hogy a,, # 0. Ekkor a
Px)=an 2" +ap1- 2" ' +... +a1-z+ag

fliggvényt n-edfokud polinomfiiggvénynek nevezziik.

. Mit neveziink Lagrange-interpolacids polinomnak?

Legyenek (z1;41), (x2;Y2, - .., (Tn; yn) koordindtarendszerbeli pontok. Ek-

kor egyértelmiien l1étezik olyan legfeljebb n — 1-edfokd polinom, melynek

grafikonja illeszkedik az adott pontokra. Ezt a polinomot Lagrange-féle in-

terpolédcids polinomnak nevezziik

. Az (1;2) és (2;4) pontokra illeszked6 Lagrange-interpoldciés polinom:

Yy = 2.

. Az (1;4) és (—2; 3) pontokra illeszked$ Lagrange-interpolécids polinom:

_ 1 11

Legkisebb négyzetek modszere
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. Mire alkalmazhat6 a legkisebb négyzetek mddszere?

A legkisebb négyzetek modszerét széles korben alkalmazzak mérési adatok-
bdl 4116 pontsorozatok kozelitésére.

. Mit neveziink Gauss-féle normal egyenletrendszernek? A7 - A.x = AT . f

3. Linedris regresszion azt értjiik, amikor: a kozelitést elséfokd polinommal

A

végezzik.

. Linedris regresszi6 esetén a megoldandé linedris egyenletrendszer alapmat-

rixa:
n
n dox
i=1
n n
>
i=1 i=1

Linearis leképezések

Az f: R™ — R™ leképezés linedris, ha additiv és homogén.

Az f: R"™ — R™ leképezés additiv, ha f(z1 + x2) = f(x1) + f(x2).
Az f: R™ — R™ leképezés homogén, ha f(c-x) = c- f(z).

Haaz f: R” — R™ leképezés linedris, akkor f(0) = 0.

Az f: R™ — R" linedris transzformdaci6 esetén v a \ sajatértékhez tartozo
sajatvektor, ha
A-v=2A-0.

. Az f: R™ — R" linedris transzformaci6é pontosan akkor diagonalizalhatd,

ha 1étezik a sajatvektorokbdl 4ll6 bazis.

. A sikon az origd koriili pozitiv irdnyud 90°-os szoggel valé forgatds matrixa:

cos90° —sin90° | 0 -1
sin90°  cos90° )\ |

. A sikon az origé koriili pozitiv irdnyud 30°-os szoggel val6 forgatds matrixa:

V3
cos30° —sin30° | 9
sin 30° cos30° ) 1

|
DO
oy



25. AZ ELLENORZO KERDESEK MEGOLDASA 201

9. A sikon az origé koriili pozitiv irdnyd 45°-os szoggel val6 forgatds matrixa:

cos45° —sin45° |
sin45°  cos45° |

SIS

10. A sikon az origd koriili pozitiv irdnyd 60°-os szoggel valé forgatds matrixa:

cos60° —sin60° \
sin60°  cos60° )

11. A sikon az x-tengelyre vald tiikkrozés matrixa:
1 0
0 -1

12. A sikon az y-tengelyre valé tiikrozés matrixa:
-1 0
01

13. Az A és a B matrixok hasonldak, ha
létezik olyan S invertdlhaté matrix, hogy S~!- A -S = B.

14. Haaz f: X — Y linedris leképzés linedris transzformacid, akkor
X=Y.

15. Ha az f linedris leképezés matrixa A és a g linedris leképezés matrixa B,
akkor f + g matrixa: A+ B .

16. Ha az f linedris leképezés matrixa A és a g linedris leképezés matrixa B,
akkor f — g matrixa: A — B.

17. Ha az f linedris leképezés matrixa A és a g linedris leképezés matrixa B,
akkor f o g mtrixa: A - B.

18. Ha az f linedris leképezés matrixa A, akkor 2 f matrixa: 2 - A.
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19.

20.

A térben az z-tengelyre valo tiikkr6zés métrixa:
10 0
0 -1 0
0 0 -1

Ha f: X — Y lineadris leképezés, akkor
def(f) + rang(f) = dim X.

Fesziiltségi matrix

. Fesziiltségi tenzor egy T: R? — R3 linedris fiiggvény, amely az n nor-

malisokhoz a p,, fesziiltségvektorokat rendeli, azaz amelyet az 1'(n) = p,
Osszefiiggés definidl.

. Fesziiltségi métrix a fesziiltségi tenzornak valamely konkrét koordinétarend-

szerre (bazisra) vonatkozé matrixa.

3. A fofesziiltségek a fesziiltségi matrix sajatértékei.

. A féirdnyok a fesziiltségi matrix sajitvektorai.

Alakvaltozasi matrix

. Alakvaltozasi tenzor: egy A: R3 — R3 linedris fiiggvény, amely az n ir4-

nyokhoz az «, alakvaltozasi vektorokat rendeli.

. Alakvéltozési matrix: az alakvéltozdsi tenzornak valamely konkrét koordi-

natarendszerre (bazisra) vonatkoz6 matrixa.

3. A fényulasok az alakvaltozasi matrix sajatértékei.

. Az alakvéltozasi f6irdnyok az alakvaltozdsi métrix sajatvektorai.

Kvadratikus fiiggvények

. Kvadratikus fiiggvénynek nevezziik az 27 - A - x leképezési szabdllyal defi-

nialt fiiggvényt.

. A Q(w1;79) = 23 + 8179 + 273 kvadratikus fliggvény matrixa:

(32)
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3. A Q(x) kvadratikus figgvény pozitiv definit, ha minden x # 0 esetén
Q(x) > 0.

4. A Q(z) kvadratikus fiiggvény negativ definit, ha minden = # 0 esetén
Q(x) <0.

50AQ
Q(x

6. AQ
Q(x

7. A Q(x) kvadratikus fiiggvény indefinit, ha QQ(z) pozitiv és negativ értéket
is felvesz.

x) kvadratikus fiiggvény pozitiv szemidefinit, ha minden = # 0 esetén
> 0 és van olyan x # 0, hogy Q(x) = 0.

x) kvadratikus fiiggvény negativ szemidefinit, ha minden x # 0 esetén
< 0 és van olyan x # 0, hogy Q(x) = 0.

~— ~ — —~

8. Az A= é i > matrix bal fels6 sarok minor determindnsai:
D1:1é8D2:4—9:—5.
1 00
9. Az | 0 2 0 | maétrix pozitiv definit.
0 0 3
10. Ha egy kvadratikus fiiggvény kanonikus alaku, akkor az alakja az aldbbi:
Q(z1;m0;. . .5xp) =c1- 25+ o 254 ... +cp-a?
-1 0 O
11. Az 0 —2 0 | matrix negativ definit.
0 0 -3
Masodrendii gorbék

1. Egy mdsodrendd gorbe 4ltaldnos alakja:

ay - a3+ by -ximetey-xi+dy -z +er - xo+ fL =0,

2. Ha egy masodrendii gorbe matrixdnak determindnsa pozitiv, akkor a masod-
rendi gorbe ellipszis.

3. Haegy mdsodrend gorbe matrixdnak determindnsa negativ, akkor a masod-
rendd gorbe hiperbola.

4. Ha egy masodrendi gorbe matrixdnak determindnsa zérus, akkor a masod-
rendd gorbe parabola.
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Rekurziv sorozatok

1. Irjuk fel métrixszorzatos alakban az
ag = 4;
a] = 6;
an = 2ap—9 +4an,—1 (n > 1)

(o )= (aa) ()

2. Irjuk fel matrixszorzatos alakban az

rekurziot!

ap = 2;
a1 = 6;
an = 4an—9 + 5an—1 (n > 1)

(o )= (55 ) ()

Polinomok stabilitasa

rekurziot!

1. A
PA) =an - A"+ ap_1- N1+ ... +a1- A +ag

polinom stabil, ha Re)\; < 0 (i =1,...,n),ahol \; (1 = 1,...

polinom gyokei.
2. A
P()\) :a2~)\2+a1-/\+a0

polinom egyiitthat6ibdl képzett Hurwitz matrix:

ay Qo
0 as

,n) a
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A
P()\):ag-)\3+a2-/\2+a1-)\+ao

polinom egyiitthat6ibdl képzett Hurwitz matrix:

a2 agp 0
a3 ai 0
0 as ap

Routh-Hurwitz kritérium: A
P()‘) :an')‘n+an—1')\n71+~--+a1'/\+a0

polinom pontosan akkor stabil, ha az

ago ai Ap—1
— >0, —>0;...;
an an, Qn

> 0;
€s a polinom egyiitthat6ibdl képzett Hurwitz-matrix pozitiv definit.

Sztochasztikus- és atmenetmatrixok

. Az id6ben véletlenszeriien valtozé folyamatokat sztochasztikus folyamatok-

nak nevezziik.

Azt mondjuk, hogy egy sztochasztikus folyamat diszkrét, ha a vizsgalt id6-
pillanatok szdma véges vagy megszdmldlhatéan végtelen.

. Azt mondjuk, hogy egy sztochasztikus folyamat folytonos, ha a folyamat al-

lapota nemcsak diszkrét id6pillanatokban, hanem tetsz6leges id6pillanatban
megfigyelhetd.

Markov-lancnak neveziink egy olyan diszkrét idejii sztochasztikus folyama-
tot, amely esetén adott jelenbeli dllapot mellett, a rendszer jovSbeni dllapota
nem fiigg a multbeliektdl.

. Az 1 allaptbdl a j allapotba valé dtmenet valdszinliségét dtmenetvaldszind-

ségnek nevezzik.

. Azt mondjuk, hogy egy négyzetes matrix sztochasztikus, ha minden eleme

nem-negativ és minden oszlopaban az elemek Osszege 1.

. Azt mondjuk, hogy egy négyzetes matrix dupldn sztochasztikus, ha min-

den eleme nem-negativ és minden oszlopdban és minden sordban az elemek
Osszege 1.
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8. Azt mondjuk, hogy a j dllapot az 7 dllapotbdl elérhetd, ha megadhaté olyan
ut, amely az i-bdl indul és a j-be érkezik.

9. Azt mondjuk, hogy az 7 és a 7 allapotok kommunikdlnak egymdssal, ha a j
allapot elérhetd az ¢-bdl és az ¢ allapot elérhetd a j-bdl.

10. Markov-ldnc allapotainak egy S halmaza zért, ha az S halmazon kiviil
egyetlen allapot sem érheté el az S halmazbdl.

11. Azt mmondjuk, hogy az ¢ allapot periodikus és a periddusa k, ha ahhoz,
hogy ¢ allapotbdl az ¢ dllapotba visszatérjiink, k-nak valamely tobbszoros
darabszadmu l€pésre van sziikség.

12. Ha egy Markov-lancban az ¢sszes allapot visszatérd, aperiodikus és az al-
lapotok kommunikdlnak egymadssal, akkor a ldncot ergodikusnak mondjuk.

13. Egy ergodikus Markov-lanc esetén azt a szdmot, hogy a folyamat az s 4l-
lapotbdl indulva hany 1épésben éri el a j éllapotot dtlagos elérési idejének
nevezziik. Specidlisan, ha 7 = ¢, akkor 4tlagos visszatérési id6r6l beszEliink.

Populaciok modellezése Leslie-matrixokkal

1. Egy n darab korcsoportbdl 4116 populdcié Leslie-métrixa:

bl b2 cee bn—l bn
P1 0 cee 0 0
0 P2 ... 0 0
S
0 0 oo Pn—1 0

2. Két darab korcsoportbdl 4llé populécié Leslie-matrixa:

()
pt 0 )

3. Héarom darab korcsoportbdl all6 populacié Leslie-matrixa:
b1 by b3
pt 0 O
0 p2 O
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