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1 Introduction

Most of my research activity in the past years was focused on certain financial
problems which are related with discrete time financial markets. In my PhD
thesis I showed the main results I obtained on these fields. The present work is
an outline of the thesis at issue. The basic research problems were the following;:
construction of arbitrage free Heath-Jarrow-Morton type random field interest rate
models in discrete time case, that is, models where the forward rate curves are
driven by a random field; estimation of the parameters of random field forward
rate models and the properties of the estimators; limit behaviour of some discrete
time markets, in particular, the case of multinomial tree models and the case of
random field forward rate models; comparison of the proportions of financial assets
in optimal portfolios, the case of dependent assets, and the relationship between
the demand of the assets and stochastic dominance of the assets. For further
results of the author on other topics see the list of publications (page 25).

The results summarised in the thesis are based on [7], [8], [9], [10], [11], [12].
Except for [7], these papers of mine are joint works with my co-authors, Prof. G.
Pap (University of Debrecen, Hungary) and Prof M. van Zuijlen (Radboud Uni-
versity, The Netherlands).

It is of course not possible to present all results of the thesis, especially not in
a detailed way, in such an short outline. Hence, I summarise the results of the
research topics in a short way and I only give a few main results in a more precise
mathematical form as an example in case of each main topic. In this work, R,
Z, N and Z, will denote the sets of real numbers, integers, positive integers and
nonnegative integers, respectively.

2 Discrete time forward rate models

First we deal with problems related with forward interest rate models (and their
construction), which was a main field of our research interest in the past years. We
proposed (see [11]), discrete time Heath-Jarrow-Morton type forward rate curve
models where the forward rates corresponding to different time to maturity values
are driven by a random field.

The main notions and assets of such a model can be summarised as follows.
Let fi denote the forward interest rate at time k with time to maturity date



¢ (k,¢ € Z4). Thus, this forward interest rate is supposed to hold for the time
period [k+¢,k+¢+1). Based on this we can define the bond price structure of the
market in the following way (using continuous compounding convention). At time
k the price of a zero coupon bond having maturity date £ is defined recursively by

(k-1
Pog=exp— Y frjp, O0<k<{
i=0

where Py j := 1. The proposed models we study in the thesis are equipped with
forward rate dynamics of the form

fre41,5 = frj+ anj + Brj (Sk+1,5 — Sk,j) s

where {Sk j}rjez, is a random field and {Sy ;, o, Orj}rez, is adapted to a
certain filtration, say, {F}rez, for all j € Z;. The key feature in our proposed
model is that the forward rates corresponding to different time to maturity values
can be driven by different discrete time processes, that is, the forward rates are
driven by a random field. Hence, different market ‘shocks’ may impact at the
different forward rate processes.

In the literature one can find several approaches to the formulation of interest
rate structures and based on them one can derive prices of bonds and other interest
rate dependent financial assets. An overview on this subject is given e.g. in [23].

Our approach is based on the idea of Heath, Jarrow and Morton [18]. They
constructed a continuous time model for the forward interest rate structures and
derived the bond prices from this structure. Later on many authors studied similar
models. We note that there are different parametrisations of these models. We
follow the so-called Musiela parametrisation (see [22] and [3] for more). It is natural
to generalise the HJM model by introducing a random driving field instead of a
single driving process so that the forward rates with different time to maturity
values can be driven by different processes. Such generalisation of the continuous
time HJIM model has been proposed by Kennedy [21]. Later, Goldstein [15] and
Santa-Clara and Sornette [27] studied such models. Such a general model (driven
by a random field) will be called ‘random field” model in contrast to the earlier,
in the above sense more simple (not random field) models of the literature, which
we will call classical.

A major task in defining such a model is to find appropriate driving processes
or driving fields for the forward rates. Although in the classical models, Brownian
motion is the most commonly used driving process (see e.g. [18]), more general



models are also known in the literature. Schmidt [26] proposed for instance a
natural alternative of the Brownian motion, namely, the Ornstein-Uhlenbeck pro-
cess, which can be considered as the natural analogue of an AR(1) process of
discrete time. Sometimes, some further considerations can be taken into account
—especially in the random field case—, which help us to find appropriate and more
realistic candidates. Typically, the covariance structure of the driving field can be
restricted by further assumptions, as described e.g. in [15] and [27]. Knowing
the classical models, it is not surprising to notice that Brownian sheets and also
integrated Brownian sheets and Ornstein-Uhlenbeck sheets are quite often used
in the random field case. See Kennedy [21], Goldstein [15] or Santa-Clara and
Sornette [27]. Note that in [27] some further examples are also studied.

The HJM model in [18] as well as the models studied in [21], [15] and [27] are
continuous time models. One can find several works on the discrete versions of the
classical HIM models. Here we mention [17], [19] and [24]. Like in the classical
case, it is reasonable and sensible to model and investigate possible discrete time
counterparts of the continuous time random field models.

Having in mind the above historical remarks our motivation was based on the
following ideas. This way one can build up more general and hence more flexible
interest rate models than in the case of classical models (which are driven by a
single process). On the other hand, one has the chance of finding an appropriate
structure to describe interest rate behaviour such that the models are fitted well
in a statistical sense and not necessarily overparametrised or overfitted as in many
cases of financial applications. This leads to many statistical problems, some of
them (e.g. asymptotic properties of maximum likelihood estimators) are studied
in Chapter 3. That was the motivation for dealing with some statistical issues.
Last but not least, the idea of random field models occurred in the literature of
continuous time interest rate models, however, certain difficulties with financial
calculus suggest that one could benefit from a discrete time approach, which may
help later the development of continuous time models as well.

First (in Chapter 2) we turned to the introduction of discrete time random
field forward rate models at issue. After the definition of necessary fundamental
notions the main aim was to derive sufficient conditions under what arbitrage
opportunities are excluded in the market. Such conditions are often called drift
conditions (or no-arbitrage conditions) in the literature of forward rate models,
since one can interpret them as an extra condition for the form of the drift term,
more precisely, under such a condition the drift term can be determined by the
rest of the model features. In this chapter drift conditions are derived for a general



forward rate structure and drift conditions are also given in the interesting case
of Gaussian driving fields. For this the existence of a general stochastic (market)
discount factor, say { My }rez, , which contains market price of risk parameters, is
assumed, namely: put My :=1 and

exp {—Tk +3 %0 ¢k,jA15k,j}
E (eXp {Z;io ¢k,jA15k,j} \ﬂ)

where the market price of risk factor ¢y ; is an Fji-measurable random variable
for k,j > 0, A1Sk,j = Sk+1,j — Sk,; and Z;io ¢r,jA1Sk,; is assumed to converge
in probability. The role of this factor is to describe how the market sets up the
prices, more precisely, it describes how the market adjusts the prices by taking
into account certain risk preferences.

Mk—i—l = My ; k€Z+,

Following this one can find two examples for the random field structure which
the statistical studies of the following chapter are based on. Here we mention a
spatial autoregression random field, where Sy, := Zf:o Eﬁ:o pt=In;; for k0 €
Z, where the n; ;’s are i.i.d. r.v.’s. with mean 0 and variance 1. That is we have
A1Sko1 = pALSke + My1,041-

In Chapter 2 one can also get a comparison of the random field and the classical
structures, since first a simple structure (called classical model) is considered,
where the forward rates corresponding to different time to maturity values are
driven by the same stochastic process.

Finally we note that the approach we have chosen is not the only possible way
in order to obtain flexible general forward rate structures in discrete time. (Here
we refer to two recent works by Filipovié¢ and Zabczyk [6] and by Akahori, Aoki
and Nagata [1].)

3 Maximum likelihood estimation in random field
forward rate models

In Chapter 3 some specific cases of the models introduced in Chapter 2 are con-
sidered: the forward rates are driven by a spatial autoregressive type of Gaussian
random field described above, where the word Gaussian refers to the fact that it
is generated here by i.i.d. standard normal r.v.’s, furthermore, it is supposed that
the volatilities of the model are deterministic and they do not depend on time and



time to maturity, i.e. Byy =0 € R, k,£ € Z;. Assuming the no-arbitrage condi-
tions (derived in the previous chapter) the maximum likelihood estimation of the
parameters is studied in such models. Throughout this part the estimations will
always be based on a sample of forward rates f;,, 1 <k < K, and 0 < ¢ < L,,
that is on a sample of size K, X L,. It is also supposed that K,, = nK + o(n) and
L, =nL+ o(n) as n — oo with some K >0 and L > 0.

3.1 Estimation of volatility

First only the estimator of the volatility is considered in various cases (see Sec-
tion 3.1). For this, the likelihood function is derived and an explicit form of the
estimator is given, where the remaining parameters are known.

Afterwards, a sequence of discrete time forward interest rate curve models at
issue, say, {f,g}) i k0 € Zy}, n € N is considered with initial values {féfz) S
Z4}, with volatilities 3, € R, 3, # 0, and with a Gaussian spatial autoregressive
driving process {S,(f@) : k,0 € Zy} (described in page 4) equipped with parameter
on. Depending on the asymptotic behaviour of the autoregression parameter of
the driving field the asymptotic normality of the estimator of the square of the
volatility is shown both in the so-called stable case, where the autoregression
parameter lies in (—1,1), and in a nearly unit root case, where the sequence of
the autoregression parameters (of a sequence of forward rate models) tends to 1.
Though asymptotic normality is proven, the two cases are fairly different: among
others one needs to emphasise that the norming factors in the asymptotic results
have different rates in the two cases.

Such results are first given in the so-called martingale models, where market
price of risk factors do not occur. Here we only summarise these two martingale
cases for the sake of simplicity.

Theorem. Assume that 90, = 1+ v/n+ o(n™1) as n — oo, where v € R, and
liminf,en |Bn| > 0. Then

257 (B — ) 2o N (0,10°).



where!

1 L 2t K s p2L42u 2
— = K/ </ e dv> dt—i—/ - / / e’ dvdu | ds.
9 0 0 o S 0o Jo

Theorem. Assume that 0, — o, where ¢ € (=1,1) and 8, — 3 € R as n — oco.

2

Then P
3 _ ) 2, _ 2
n (BK,,,L,, ﬁn) N (0) 262)\"' KL) )
where
 KQ2L+K)
8(1-9)°

Afterwards, some more general cases involving market price of risk factors are
the object of study as well, which provides a more natural setup. It is shown that
using the tools applied in the previous results one can obtain similar results again.
In certain cases depending on the behaviour of the autoregression parameter and
the market price of risk parameters the asymptotic normality of the volatility
estimator is proven again.

3.2 A joint estimation of the parameters

For practical applications it is more important to study the joint estimation of
all parameters of forward rate models. In Section 3.2 such a problem is studied.
For this, a vector of market price of risk parameters is involved in the stochastic
discount factor: ¢g, = boe € R for k € Zy and 0 < ¢ < J and ¢ = 0 for
¢ > J, where J is a known positive integer. Furthermore, the model contains
the volatility and the autoregression parameter. In such a situation an explicit
form of the estimators cannot be given due to the complexity of the likelihood
function (here we note that the likelihood function is a high degree polynomial of
the autoregression parameter). We also mention that the estimations are based
on samples consisting of not independent and not identically distributed random
variables, which causes further difficulties. However, first strong consistency of
the parameter estimators has been proven and using this result the asymptotic

D e .
1Here — denotes convergence in distribution, whereas N (11, 02) denotes the normal law with
mean p and variance o2.



normality of the joint estimator has also been shown. Hence, numerical proce-
dures are suggested to find the maximum likelihood estimators which show good
asymptotic properties according to our results. Numerical (empirical) studies are
out of the scope of this work, but we mention that we have started to deal with
such problems (see [13] and [14].

The main results can be summarised as follows.

Theorem. Let H C R7*3 be a compact set such that for all (3,0,b) € H we
have 8 > 0, o0 € (=1,1). Let (8o, 0o, bo) denote the true parameters, where
we write bg = (bo o, bo,1,---, bo,s) and we assume that (o, 00, bo) lies in the
interior of H. For each n € N let (ﬁn,@\n,gn) denote a maximum likelihood
estimator of (8o, 00, bo) (mazimising the likelihood function over H ), where we
write Bn = (En,oj)\ml, .. ,En7J).

Then the mazimum likelihood estimators (B\n, On, Bn) of (Bo, 00, bo) are strongly
consistent, i.e.,

(B, 8n, bn) — (Bo, 00, bo) a.s. as n — oo.

Furthermore,

n(ﬁn - ﬁo) .
n(on —00) | — N(0,A), as n — 0o,
\/ﬁ(bn - bO)

such that A is of the form

A1 O
o)
where )
A = 01,1 01,2 _ 2 \"1]| 022 —01,2
! [02,1 02,2 <01’102’2 01’2) —012 01,1
with
2KL K(K+2L) KL K(K + 2L)ﬁ(2)
o1,1 = 2 + 2 02,2 = 2+ )
e 2(1—00) 1- 0} 2(1— o)
K(K +2L)by
012 =021 = —————3
2(1 - 00)



furthermore, Ao of size (J + 1) x (J + 1) has the form

[1+02 —o0 0 0 0 0

—00 14+0 —o0 0 0 0

1 0 00 1+02 —00 O 0
=g : :
0 0 0 —o00 1+02 —oo
L 0 0 0 —00 1_

We emphasise that in this chapter only a few specific models have been in-
vestigated. One can, of course, choose different model features regarding to the
volatility structure, the structure of the driving field or to the market price of risk
structure. We hope that the methodology (applied in Subsection 3.2.2 and Sub-
section 3.2.4) and some general lemmas (derived in Subsection 3.2.5) we used can
help to obtain similar results for various models. For the specification of further
forward rate models we refer to Cont [5], where one can find many useful practical
and theoretical issues (e.g. suggested model features) for this purpose.

4 Limiting results for discrete time markets

In Chapter 4 the limit behaviour of sequences of certain type of discrete time
financial models is studied.

4.1 Limiting behaviour of some stock price trees

First, some tree models for stock prices are considered, that is, generalisations
of the well-known binary (e.g. binomial) tree models. The main question was to
describe the possible limit laws of the stock price at the terminal date. Note that
in the special case of binary trees such results are given in [25].

For this, let N > 1 be a fixed integer, Sy > 0 be a constant representing the
initial value of the stock price at time 0, T" > 0 be a terminal date. The trading
times, when the new prices are announced, will be ¢} = kT'/n for k =0,...,n and
n € N. The trading time ¢} is meant to be the kth one in the nth market. The
value of the stock price process in the nth market at time ¢7 is defined by

Sk = So(L+p™ ) (1 +p"2) ... (L+p™F)



for n € N and k = 1,...,n, where p™*’s are row-wise independent triangular
system of random variables with P(p™* = a?’k) = p?’k, i=1,...,N, such that
SN o =Tanda® > a", > - > a7 > —1. The term p™* is the (random)
rate of return on the stock over the time interval [t}'_,,t}!]. Furthermore, we shall
use notations X, ; := In(1 + p”’k), where the X, ;s are called logreturns and we

denote their possible values by b?’k =1In(1+ a?’k), 1=1,...,N.

Different cases depending on the asymptotic behaviour of the possible rates of
returns of the stock price were investigated where we derived limit theorems for
the stock price. First we have shown that the logreturns of the stock price can only
be asymptotically normal provided that the possible logreturns vanish uniformly,
furthermore, necessary and sufficient condition is given for the existence of the
limit. In other words, in this case the limit is a Black-Scholes type model (see [4]).
We omit to give the precise statement here and we turn to a more general (mixed)
case. We only show here the main result of this case, in which a convolution of
normal and Poisson distributions may occur for the logreturns and a necessary
and sufficient condition is given for the existence of a limit in this case as well.

Theorem. Consider price processes with the following features. Let us assume
that there exist constants \;, i =1,..., N, such that

A = lim max b?’k: lim min b?’k, Vi=1,...,N,
n—oo 1<k<n n—oo 1<k<n
and Ay > An_1 Z...Z)\j2+1 >/\j2 :/\j2_1=...=)\j1 =O>)\j1_1 22/\1,

where 1 < j1 < jo < N. Write I :=={1,...,51 — 1,j2 + 1,..., N} and assume,
furthermore, that lim,, . Maxi<p<n Ziel p;”k =0. Let zp 1, 1= 52=j1 b:’kp:lk
Then In(S,,/So) is weakly convergent if and only if the following limits exist:

n

di = lim > p*, el
n—oo

k=1

J2 n bn,k — 20k
b= lim >N prF ot 4 —— ™ 7
n— o0 4 K ? ok 2
i=j1 k=1 1+ (bi’ - zn,k)

and
: n,k 2
2 . = & (bi7 _Zn’k)
o := lim E E
n—oo

k=1i=j 1+ (b?k — znk)

n,k
3 D -




In case of convergence the limit distribution of In(S,/So) has the form
/\17D(d1) EE 3 )\jl_ﬂ?(djl_l) *N(b, 0'2) * /\j2+177(dj2+1) ...k /\NP(CZN),

where * denotes convolution?.

Some special cases and examples are also given and some consequences of the
limit results are also studied in the final remarks of the section in which sufficient
conditions are given for the convergence of payoff values and other functions of
the stock price.

4.2 Limiting results for some discrete time forward rate
models

In the second part of Chapter 4 (in Section 4.2) the general framework of forward
rates in discrete time settings (introduced previously) are recalled. Given a se-
quence { f,ing) : k0 € Zy}, n € N, of such models with deterministic volatilities
a functional limit theorem is derived to describe the asymptotic behaviour of the
sequence, i.e., sufficient conditions are given under what it is shown that for the

random step functions fn(s,t) = %fE:;J,LntJ’ s,t € [0,1], n € N, we have fn 2, f
in the appropriate Skorokhod space D([0,1]?) (see [2] for more on the metric of
the space), where fis a continuous time forward rate model driven by a random
field. As an example, a nearly unit root autoregression case is studied as well,
where it is supposed that the driving fields are of the same autoregression form as
in the previous chapter (see also page 2): in this case the limit model is driven by

an Ornstein-Uhlenbeck sheet. We omit to give the detailed statements here.

5 Proportions of financial assets in optimal port-
folios: a case of dependent distributions

Finally, (in Chapter 5) we dealt with a classical problem of portfolio management
(which can also be considered, in fact, as a microeconomic problem of optimal
choice under uncertainty). The main question is the following: what properties
of the individual utility function and of the distribution of the stock prices of

2If a random variable ¢ has Poisson distribution with parameter d then we denote here the
law of A¢ (A € R) by AP(d).
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the market can imply that an individual invests more in a financial asset then in
another one.

We considered a simple one—step financial market of n securities, where the
securities are represented by their rate of returns {ry,7s,...,7,} corresponding to
a future time point, say, T, where r; is a random variable with P(—1 < ;) = 1,
i =1,...,n, and denote the initial capital by Xy. Then a portfolio is denoted by
m = (01,02,...,0n), Bi € R, where §; is the amount of money invested in asset ¢,
and the value of w at T is X7 = > | 5;(1 +r;). Given a utility function U, we
consider portfolios which are optimised by maximising their expected utility, that
is, the portfolio 77, = (87 1, 85,175 - - - » By 1) 18 said to be optimal if E U(X;‘*]) =
suprcoy, B U(XT), where the set of possible portfolios is Cx, = { 7 | 7 =

(BlaﬁQa R 76%) € Rn7 E?zl 61 = XO}

In order to answer the above question we introduced some new notions of
stochastic dominance, which we called strong first order stochastic dominance
(SFSD) and strong second order stochastic dominance (SSSD), as well as a condi-
tional form of them for the case of multi-securities market. Here we give only the
definition of SFSD.

Definition. The random variable £ is said to display strong first order stochastic
dominance (SFSD) over the random variable n, which is denoted by & =srsp 1,
if Fep(xly) < Fy(x) for all z € R and Py-a.e. y € R, where I, is the distribution
function of n and Fy),, is a regular conditional distribution function of & given 7).

First, some basic properties of these notions are described in the thesis, we omit
the details here. These properties are natural analogues of the well-known basic
properties of the notions of first and second order stochastic dominance (discussed
e.g. in [20]).

Based on SFSD or SSSD or their conditional forms some generalisations of the
results of Hadar and Seo [16] are derived for the case of not necessarily independent
returns of stocks. Here we give only one result for a two-securities market.

Theorem. Let U : R — R be differentiable, concave and nondecreasing. Then the
following statements are equivalent:

(1) By = G5 in any two-securities market {ry,ra} with r1 =spsp r2, and Er; <
o fori=1,2,

(2) the function x — xzU’(x) is nondecreasing.

11



Examples are also given for markets where SFSD or SSSD are fulfilled. Fur-
thermore, another notion of stochastic dominance, called preferred stocks, is in-
troduced and similar results are discussed for this case as well in the thesis.

12



1 Bevezetés

Az elmilt években kutatdsi tevékenységem olyan pénziigyi probléméakra koncent-
ralédott, melyek diszkrét idejii pénzpiacokkal kapcsolatosak. Az ezeken a teriile-
teken kapott eredményeket mutattam be a PhD disszertaciémban. Ezen tézisek
a disszertacié legf6bb eredményeinek Osszefoglaldja. Az alapvetd kutatédsi prob-
1émak az aldabbiak voltak: arbitrazsmentes Heath-Jarrow-Morton tipusi véletlen
mez6s kamatlabmodellek konstrukcidja diszkrét ideji esetben, azaz olyan modellek
konstrukcidja, ahol a forward ratdk gorbéit egy véletlen mez6 hajtja meg; vélet-
len mez6s kamatlabmodellek paramétereinek becslése és a becslések aszimptotikus
tulajdonsagainak vizsgalata; diszkrét idejii piacok konvergencidja, nevezetesen,
multinomidalis famodellek és véletlen mez6s kamatlabmodellek esetének vizsgdalata;
pénziigyi eszkozok részaranyanak osszehasonlitasa optimalis portfélidkban, fliggd
eszkozarak esetén, az eszkozok keresletének és az eszkozok sztochasztikus domi-
nancidjanak kapcsolata. Az egyéb teriileteken irt publikdcidéimat a publikécios
lista tartalmazza (25. oldal).

Az ebben a doktori értekezésben taldlhaté eredmények alapjat a [7], [8], [9],
[10], [11], [12] munkaim jelentik. Ezek, a [7] munka kivételével, kozos publika-
ciék szerzétarsaimmal, Pap Gyula (Debreceni Egyetem) és Martien van Zuijlen
(Radboud Egyetem, Hollandia) professzorokkal.

Természetesen nem lehetséges a disszertdacié minden eredményének az ismerte-
tése, kiillonosen nem lehetséges a részletes ismertetés egy ilyen rovid Gsszefoglalo-
ban. Ennélfogva 6sszefoglalom az egyes kutatasi teriileteken kapott eredményeket
roviden és a f6bb teriiletek esetén csak néhany eredményt ismertetek matematika-
ilag precizebb forméban (példaként). Ebben a munkdban R, Z, N és Z rendre a
valds, az egész, a pozitiv egész illetve a nemnegativ egész szamok halmazat jeloli.

2 Diszkrét idejli forward kamatlabmodellek

Elészor forward kamatldbmodellekkel (és azok konstrukcidjaval) kapesolatos kér-
déseket targyalunk, amelyek kutatasunk egyik fo tertiletét jelentették az utobbi
években. Olyan diszkrét ideji Heath-Jarror-Morton tipust forward kamatldbmo-
delleket javasoltunk (I1d. [11]), amelyekben a kiilénbo6zé lejaratig hatralevs idé
kiilonbo6zé értékeihez tartozd forward kamatldbakat egy véletlen mez6 hajtja meg.

Az aldbbiakban Osszefoglaljuk egy ilyen modellhez sziikséges legfontosabb fo-
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galmakat és eszkozoket. Jelolje a k id6pontban az ¢ lejaratig hatralevé id6hoz
(k.0 € Zy) tartozé forward kamatldbat fi,. Ez a forward kamatldb tehdt a
[k 4+ ¢,k + ¢+ 1) idSintervallum alatt érvényes a feltevések szerint. Ennek segit-
ségével definidlhatjuk a piac kétvényeinek drstruktirijat (a folytonos kamatozdsi
konvenciét haszndlva). A k idSpontban egy ¢ idépontban lejaré kuponszelvény
nélkiili kotvény ara a

(k-1
Pog=exp— Y frjp, O0<k<{
i=0

rekurziéval adhaté meg, ahol Py, := 1. A javasolt modellek, amelyekkel a disszer-
taciéban foglalkozunk, az

fre41,5 = frj+ kg + Brj (Sk+1,5 — Sk.j)

dinamikat kovetik, ahol {Sk ;}r jez, egy véletlen mez6 és {Sk j, arj, Br.jtrez,
adaptalt egy adott {F }rez, filtracidhoz minden j € Z, esetén. A javasolt modell
legfébb tulajdonsaga az, hogy a kiilonbo6z6 lejarati id6hoz tartozéd forward kamat-
ldbak kiilonbozé diszkrét idejii folyamatokkal lehetnek meghajtva, azaz a forward
ratdkat egy véletlen mez6 hajtja meg. Ennélfogva kiilonbozé piaci valtozasok le-
hetnek hatassal a kiilonbozé forward kamatlabak folyamatara.

Kamatlabstrukturdk kialakitasara szamos megkozelitést taldlhatunk a szaki-
rodalomban és ezeket alapul véve kotvények és egyéb kamatldbfiiggd derivativak
drait is lehet igy szdrmaztatni. Tobbek kozott Pelsser [23] ad egy attekintést
ezekrdl.

Az altalunk alkalmazott megkézelités Heath, Jarrow és Morton [18] &tletén
alapszik. Ok egy folytonos idejti modellt adtak a forward kamatlabak lefrasara
és ezekbdl szarmaztattak a kotvények drait. Késobb szamos szerzo foglalkozott
hasonlé modellekkel. Jegyezziik meg, hogy egy ilyen modell esetén kiilonb6zé pa-
rametrizaldsok ismertek, mi az in. Musiela-féle parametrizéldst kovetjiik (1d. [22]
és [3]). Természetesen adédik a HIM modell egy olyan dltaldnositdsa, amelyben
a meghajté folyamat szerepét egy véletlen mez6 veszi at, hogy igy a killonbo-
76 lejaratig hatralevo idohoz tartozd forward kamatlabakhoz kiillonb6zé meghajto
folyamat tartozzon. A folytonos ideji HIM modell egy ilyen altalanositdsat java-
solta Kennedy [21]. Kés6bb Goldstein [15], tovdbbd Santa-Clara és Sornette [27] is
ilyen modelleket vizsgéltak. Egy ilyen (véletlen mez6 dltal hajtott) dltaldanositott
modellt véletlen mezds modelinek fogunk nevezni szemben a szakirodalom korab-
bi, a fenti értelemben egyszertibb (nem véletlen mezds) modelljeivel, amelyeket
klasszikusnak fogunk nevezni.
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Egy ilyen modell felépitése soran fontos feladat a forward ratdk egy megfelel6
meghajté folyamatanak vagy meghajté mezGjének megadasa. Bar a leggyakrab-
ban alkalmazott meghajté folyamat a klasszikus modellek esetén a Brown-moz-
géds (1d. pl. [18]), ennél &ltalanosabb modellek is ismertek az szakirodalomban.
Schmidt [26] példdul a Brown-mozgds egy természetes alternativdjat, nevezetesen
az Ornstein-Uhlenbeck folyamatot javasolta, amelyet ugy is tekinthetiink, mint a
diszkrét idejiit AR(1) folyamat analégja. Néhol tovabbi szempontokat is figyelem-
be vesznek —kiilonosen véletlen mezds esetben—, amelyek segithetnek alkalmas
és realisztikusabb folyamatok/mez6k megtaldlasiban. Tipikusan a véletlen mezdk
kovariancia struktirdjara vonatkozéan szokds tovabbi feltevéseket tenni, ahogy
ezt megtalalhatjuk példaul Goldstein [15], Santa-Clara és Sornette[27] munkaiban.
A Kklasszikus modellekbdl kiindulva nem meglepé, hogy Brown lepeddk, integralt
Brown lepeddk és Ornstein-Uhlenbeck lepeddk igen gyakran hasznélatosak a vé-
letlen mezGs esetben. Ehhez 1d. Kennedy [21], Goldstein [15] vagy Santa-Clara és
Sornette [27] munkdit. Jegyezziik meg, hogy Santa-Clara és Sornette [27] tovabbi
példakat is targyal.

A [18]-ban térgyalt HIM modell folytonos idejii modell, mint ahogy a [21], [15]
és [27] munkdkban hasznélt modellek is azok. T6bb munkdt is taldlhatunk, ame-
lyek a klasszikus HIM modellek diszkrét idejli valtozataval foglalkoznak. Példaul
emlitsiik meg a [17], [19] és [24] munkdkat. A klasszikus eset mintéjdra vélet-
len mezds modellek esetén is észszertinek és hasznosnak tlnik a folytonos ideji
modellek diszkrét ideji megfeleldinek a vizsgalata.

A fenti torténeti megjegyzéseket figyelembe véve a kovetkezd megfontoldsok
jelentettek motivaciot szamunkra. Ezen az uton altalanosabb és igy rugalmasabb
kamatldbmodellek alkothatéak, mint a klasszikus modellek esetén (amelyeket e-
gyetlen folyamat hajt meg). Mdsrészt igy lehetévé valhat, hogy a kamatldbak
leirasara alkalmas modelleket talaljunk tigy, hogy azok statisztikai értelemben jél
illeszkedjenek és ne legyenek tulparaméterezve vagy tulillesztve, ahogy az szdmos
pénziigyi alkalmazas esetében tapasztalhaté. Ez szamos statisztikai kérdést vet
fel, ebbdl tdrgyalunk néhényat (pl. maximum likelihood becslések aszimptotikus
tulajdonsdgait) a 3. fejezetben. Végiil, de nem utolsé sorban megemlitjiik, hogy
a véletlen mezos kamatlabmodellek oGtlete a folytonos idejii kamatlabmodellek i-
rodalmaban merilt el0szor fel, azonban az ezekhez tartozé pénziigyi kalkulussal
kapcsolatban jelentkezé bizonyos problémak azt sugalljak, hogy a diszkrét ideji
megkozelités ezen problémékban is segithet és igy akar a folytonos idejii modellek
fejlédéséhez is hozzédjarulhat.

Eloszor a szobanforgd diszkrét idejii véletlen mezds kamatldbmodellek beveze-
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tését tettitk meg (a 2. fejezetben). A sziikséges alapvetd fogalmak definidldsa utédn
a f6 cél olyan elégséges feltételek levezetése volt ezen modellekhez, amelyek mellett
a piacok kizdrjdk az arbitrazs lehet6ségeket. Ezeket a feltételeket gyakran drift
(vagy arbitrazsmentességi) feltételeknek is nevezik a kamatldbmodellek irodalmé-
ban, hiszen azokat gy is értelmezhetjiik, hogy egy tovabbi feltételt adnak a drift
tag alakjara vonatkozoan, pontosabban, ilyen feltételek mellett a drift tag meg-
hatarozhaté a modell egyéb tulajdonsagai altal. Ebben a fejezetben egy altalanos
forward kamatlabstruktira esetében adunk drift feltételt, tovabbd egy érdekes e-
setben, Gauss meghajté mezdék esetére is adtunk drift feltételt. Ezen modellekben
feltételezziik egy { My }rez, éltalanos sztochasztikus piaci diszkont faktor folyamat
létezését, amely Un. piaci kockdzati feldr (market price of risk) paramétereket is
tartalmaz, nevezetesen: legyen My :=1 és

exp {—Tk +3520 ¢k,jA1Sk,j}

M1 = MkIE (eXp {Z;‘;o ‘bk,jAlSk’j} ‘fk)

’ keZJrv

ahol a ¢y ; piaci kockdzati felar egy Fji-mérhet6é valészinliségi valtozé minden
k,7 > 0 esetén, A1 Sk j = Skt1,; — Sk,j és E?io @r,j A1 S, j sztochasztikusan kon-
vergens. Ezen faktor szerepe az, hogy leirja, hogy a piac hogyan hozza létre az
arakat, pontosabban: hogyan korrigalédnak az arak adott kockazati preferencidk
figyelembevételével.

Ezt kovetGen két példat adtunk véletlen meghajté mezdkre, amelyeket a sta-
tisztikai vizsgalatok soran is alkalmaztunk. Itt csak egy un. térbeli autoregresszids
véletlen mezét mutatjuk be, ahol Sy = Zf:o Z?:o p*~In; ; minden k, ¢ € Z,
esetén, ahol az n; j-k fiiggetlen azonos eloszldsi valdsziniliségi valtozék 0 varhatéd
értékkel és 1 szdérassal. Azaz A1S; o411 = pA1Ske + Mht1,641-

A 2. fejezetben egyben lehet6ség nyilik a klasszikus és a véletlen mezds struk-
turdk egy Osszehasonlitasara, hiszen elGszor egy egyszerli strukturat vizsgaltunk,
melyet klasszikus modellnek neveziink és amelyben a lejaratig hatralevé id6 kii-
16nb6z6 értékeihez tartozé kamatlabgorbéket ugyanazon sztochasztikus folyamat
hajtja meg.

Végil jegyezziik meg, hogy az altalunk valasztott mddszer nem az egyetlen,
amelynek segitségével rugalmasabb, dltalanos forward kamatldbmodelleket kapha-
tunk diszkrét idejli esetben. (Itt emlithetjitk Filipovié és Zabczyk [6], Akahori,
Aoki és Nagata [1] munkdit az elmilt évekbél.)
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3 Maximum likelihood becslések véletlen mezos
forward kamatlabmodellekben

A 3. fejezetben a 2. fejezetben bevezetett modell néhdny specidlis esetét vizsgdl-
tuk: a forward kamatldbakat egy, a fentiekben leirt térbeli autoregresszids tipusiu
Gauss véletlen mez6 hajtja meg, ahol a Gauss jelzé arra utal, hogy esetiinkben
standard normalis valészintiségi valtozok generdljdk a mezoét, tovabba feltessziik,
hogy a volatilitas determinisztikus és sem az id6tol, sem a lejaratig hatralevo i-
détél nem fiigg, azaz Bry = f € R, k,¢ € Z,. Ezekben a modellekben, az
(eléz6 fejezetben levezetett) arbitrazsmentességi feltételek mellett a paraméterek
maximum likelihood becslését vizsgaltuk. Ebben a részben a becsléseinket egy fi ¢,
1<k<K,é 0<{<L,, forward ratakat tartalmazé mintabdl szamitjuk, azaz
a minta mérete K,, x L,. Azt is feltessziik, hogy n — oo esetén K, = nK + o(n)
és Ly, =nL+ o(n), ahol K > 0és L > 0.

3.1 A volatilitads becslése

Elgszor a volatilitds becslését tanulményoztuk kiilonbozé esetekben (1d. 3.1. alfeje-
zet): meghatdroztuk a likelihood figgvényt és a volatilitds becslésének egy explicit
alakjat, ahol a tobbi paraméter értéke ismert.

Majd tekintiink a szobanforgd diszkrét ideji forward kamatlabmodelleknek egy
{fli,? ik, L € Zi}, n € N, sorozatit, amelyek kezddértékei {féz) : £ € Zy}, volati-
litasai 3, € R, B, # 0, és amelyeket rendre egy (a 2. oldalon leirt) g,, paraméter(i
{S,(:Z) i k0 € Zy} térbeli autoregressziés Gauss mez6 hajt meg. A meghajtéd
mez6 autoregresszios paraméterének aszimptotikus viselkedésétdl fliggéen bebizo-
nyitottuk a volatilitas-paraméter négyzetének aszimptotikus normalitdsat mind az
un. stabilis esetben, ahol az autoregressziés paraméter a (—1,1) intervallumban
van, mind egy kozel egységgyok esetben, ahol az autoregresszids paraméterek so-
rozata (mely forward kamatldbmodellek egy alkalmas sorozatédhoz tartozik) tart
1-hez. Bar az aszimptotikus normalitast mindkét esetben megmutattuk, a két eset
meglehetosen kiillonbozo: tobbek kozott kiemelendd, hogy a két esetben kiillonb6z6
normalé tényezok mellett bizonyithatéak az aszimptotikus eredmények.

El6szor in. martingal modellekben vezetiink le ilyen eredményeket, ahol nem
jelennek meg a piaci felar paraméterei. Az egyszeriiség kedvéért itt csak a két
martingal esetet ismertetjik.
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Tétel. Tegyiik fel, hogy n — oo esetén 0, = 1+ v/n+ o(n=1), ahol v € R és
liminf, ey |Bn| > 0. Ekkor

’I’Lzﬂ;l (BKan - ﬁg) 2, N (0,40’2) ,

ahol?

2

1 L 2t K s 2L42u 2
— = K/ </ e’ dv> dt—i—/ - / / e dvdu | ds.
9 0 0 o S 0o Jo

Tétel. Tegyiik fel, hogy 0, — 0, ahol p € (—1,1) és n — oo esetén B, — f € R.

FEkkor |
) 2 D 20
(= 22) 2o (0.5 e )
ahol
 KQ2L+K)
8(1—0)*

Ezt kovetéen néhany ennél altalanosabb, piaci felar paramétereket is tartal-
maz6 esetben is levezetiink hasonlé eredményeket, ahol lathaté, hogy a korabbi
esetekben kifejlesztett eszkozok itt is alkalmasak hasonlé eredmények levezetésére.
Az autoregresszids paraméter és a piaci feldr paraméterek viselkedése alapjan tobb
esetet is targyaltunk ebben a részben.

3.2 Egy egyiittes paraméterbecslés

A gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl sokkal fontosabb a forward kamatldbmo-
dellek Osszes paraméterének egyiittes becslését vizsgalni. A 3.2. alfejezetben egy
ilyen kérdést vizsgaltunk. Ebben az esetben a piaci felarak paramétereinek adott
egy vektora, mely megjelenik a piaci sztochasztikus diszkonttényezében: ¢y, =
boe € R minden k € Z; és 0 < ¢ < J esetén, tovabba ¢;, = 0 ha £ > J, ahol
J egy ismert pozitiv egész. Tovabba a vizsgalt modell a volatilitds és az autoreg-
resszios paramétereket tartalmazza még. A likelihood fiiggvény bonyolultsiganak

31t 2> az eloszlasban valé konvergencidt, mig N'(u, o2) a normalis eloszlast jeldli u varhaté
értékkel és o2 szérasnégyzettel.
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kovetkeztében ebben az esetben a becslésekre explicit alakot nem lehet meghata-
rozni (ehhez megemlitjiik, hogy a likelihood fiiggvény az autoregresszids paraméter
egy magas fokd polinomja). Mindemellett jegyezziik meg, hogy a becsléseket olyan
mintdkbdl kell nyerni, amelyek nem fliggetlen és nem azonos eloszlasu valészinii-
ségi valtozokbdl dllnak, ami tovabbi nehézségeket okoz. Ennek ellenére elészor
bizonyitottuk a becslések er6s konzisztenciajat majd ezen eredmény alapjan az
egylittes becslések aszimptotikus normalitdsat is. Ennélfogva numerikus eljaraso-
kat hasznalva ajanlott a maximum likelihood becslések meghatarozéasa, amelyek jé
aszimptotikus tulajdonsagait garantaljak a bizonyitott eredmények. Ennek a mun-
kédnak nem tartozik a kérdéskoérébe numerikus (empirikus) problémék targyaldsa,
4m megemlitjiik, hogy elkezdtiink ilyen irdnyu vizsgdlatokat (1d. [13] és [14]).
A 6 eredményeket az alabbi médon foglalhatjuk Gssze.

Tétel. Legyen H C R7*3 egy kompakt halmaz tigy, hogy minden (3,0,b) € H
esetén > 0, o € (=1,1). Jeldlje (Bo, 00, bo) a valddi paramétereket és le-
gyen bg = (b0, bo,1,---, bo.s), tovdbbd feltesszik, hogy (Bo, 0o, bo) a H belsd
pontja. Minden n € N esetén jelilje (Bn,ﬁn,gn) a (Bo, 00, bo) vektor mazimum

likelihood becslését (amely a likelihood figguényt mazimalizdlja a H halmazon),
(lhOl bn = (bmo, bn,l; ey bn,J).

Ekkor a (Bo, 00, bo) vektor (En,ﬁn,gn) mazximum likelihood becslései erdsen
konzisztensek, azaz

(anz)\nagn) — (Bo, 00, bo) m.b. ha m — oo.

Tovdbbd,

~

n(ﬁn - 60)

n(@n — 00) | = N(0,A), n — oo esetén,

V(B — bu)

ugy, hogy A az aldbbi alaki:

A_[Mo0
0 Ao’
ahol
o o19] " 1| o o
1,1 1,2 . 2\~ 2,2 —01,2
A= = (01,102,2 - 01,2)
02,1 022 —01,2 01,1
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2KL K(K+2L) KL K(K +2L)3?
o1,1 = 2 + 2 02,2 = P )
e 2(1—00) 1-0} 2(1— o)
K(K +2L)f
012 =021= —————3
2(1 - 00)
tovdbbd a (J + 1) x (J + 1) méretd Ag felirhato
[1+02 —oo 0 0 0 . 0
-0 14+0 —o0 0 0 0
1 0 —00 1+02 —o00 O 0
Ay = 174 . . :
0 0 0 —o00 140 —oo
| 0 0 0 =00 1]

alakban.

Hangstlyozandd, hogy ebben a fejezetben csak néhany specidlis modellt vizs-
galtunk. Természetesen a volatilitds, a meghajté mez6 és a piaci felar struktu-
rait illetéen mas tulajdonsagu modelleket is valaszthatnank. Remélhetd, hogy a
technikai médszertan (melyet a 3.2.2. és 3.2.4. részekben alkalmaztunk) és néhdny
altaldanos segédtétel (melyeket a 3.2.5. részben vezettiink le) alkalmas arra, hogy
szamos hasonlé modellben hasonlé eredmények legyenek bizonyithatéak. Tovab-
bi forward kamatldbmodellek specifikaldsdhoz megemlitjiik, hogy szdmos hasznos
gyakorlati és elméleti kérdést (pl. ilyen modellek javasolt tulajdonsdgait) térgyal
Cont [5].

4 Diszkrét idejii piacok konvergenciaja

A 4. fejezetben bizonyos tipusu diszkrét idejii pénziigyi modellek konvergenciajat
vizsgaltuk.

4.1 Részvényfak konvergenciaja
El6szor részvényarak famodelljeit tekintettiik, azaz olyan modelleket, amelyek a

jol ismert bindris (példdul binomidlis) famodellek altaldnositdsai. Ehhez kiilonbo-
70 eseteket vizsgdltunk az alapjan, hogy a részvényar lehetséges hozamratdinak
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milyen az aszimptotikus viselkedése. Itt megjegyezziik, hogy specidlisan binaris
részvényfék esetére [25] tartalmaz ilyen eredményeket.

Ehhez legyen N > 1 egy rogzitett egész, So > 0 egy konstans, amely a rész-
vényar 0 idépontbeli kezddértékét jeloli, T > 0 a vizsgdlt idOszak vége. A keres-
kedési idéket, amikor az 1 drak ismertté vélnak, ¢t} = kT'/n fogja jel6lni, ahol
k=0,...,n é n € N. Tehdt t} a k-adik kereskedési id6 az m-edik piacon. A
részvényarfolyamat értéke a ¢} idépontban az n-edik piacon

Sk = So(L+p™ ) (1 +p"2) ... (L+p™F)

minden n € N esetén k = 1,...,n, ahol p™* valészintiségi valtozék soronként fiig-
getlen haromszogrendszert alkotnak tigy, hogy P(p™* = a?’k) = p?’k, i=1,...,N,
SN P =16saF > at > > alF > —10 A vésevény [t} 7] idészakhoz
tartozé (véletlen) hozamrataja tehat p™*. Tovabba az aldbbi jeloléseket haszndl-
juk: X,k = In(1 + p™*), ahol X,, -t loghozamnak nevezziik, lehetséges értékeit
pedig b"F := In(1 + a*) jeldli, i = 1,..., N.

A hozamratak aszimptotikus viselkedése alapjan kiilonboz6 eseteket vizsgdltunk,
ahol hatareloszlas tételeket vezettiink le a részvényarakra vonatkozéan. ElGszor
megmutattuk, hogy ha a lehetséges loghozamok egyenletesen eltiinnek, akkor a
részvényar loghozama csak normalis eloszlasu lehet aszimptotikusan, tovabba sziik-
séges és elégséges feltételt adtunk a hatarérték létezésére. Mas szdval, ebben az
esetben a hatdrmodell egy Black-Scholes tipusi modell (I1d. [4]). A pontos allitds
ismertetésétdl itt eltekintiink és egy altaldnosabb (kevert) esetet mutatunk most
be. Csak a {6 eredményt mutatjuk meg ebben az esetben, amely szerint normaélis
és Poisson eloszlasok konvolicidja jelenik meg a loghozam eloszlasaban aszimpto-
tikusan, tovabbéa ebben az esetben is adtunk sziikséges és elégséges feltételt a
hatarérték létezésére.

Tétel. Tekintsiink részvénydrfolyamatokat az aldbbi tulajdonsdgokkal. Tegyiik fel,
hogy léteznek N\;, i =1,..., N, konstansok gy, hogy

Ai = lim max b" = lim min 0%, Vi=1,...,N,
n—oo 1<k<n n—oo 1<k<n
€S AN > AN_1 > ... Z)\j2+1 >/\j2 :/\j2_1 :...2/\3‘1 :O>)\j1_1 > ...2/\1,

ahol 1 < j1 < jo < N. Legyen I := {1,...,j1 — L, ja+1,...,N} és tegyiik fel,
hogy lim,, o Maxi<p<n Ziel p?’k = 0. Legyen zn 1 := £2=j1 b?’kp;”k,

FEkkor In(Sy,,/So) pontosan akkor konvergdl gyengén, ha az aldbbi hatdrértékek
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léteznek:

d; := lim ;" 1€ 1,
n—oo —
J2 n br.l’k — 20k
b:= lim Z p:l’k bf’k + L i 5 |
n—oo
i=j1 k=1 1+ (b?”“ — 2z k)

: n,k 2
) n o j2 (bi’ —Zn,k) .
o := lim E E ’
n—oo

k 2
k=1i=j 1+ (bf — znk)

Amennyiben teljesil a konvergencia, akkor In(S,/So) hatdreloszldsa az
MP(dr) .o Nj 1P (dgy—1) * N(b,0%) % Xja 11 P(djpi1) %% ANP(d)

alakban irhatd fel, ahol * konvolicidt jelol*

Néhany specialis esetet és példakat is bemutattunk ebben a részben, végiil a
fejezet zaré megjegyzéseiben néhdny kovetkezményét tdrgyaljuk a fenti hatéarel-
oszlas-eredményeknek, amelyekben elégséges feltételeket adtunk a részvényar kifi-
zetési és egyéb fiiggvényeinek konvergencigjara.

4.2 Diszkrét idejii forward kamatlabmodellek konvergenci-
aja

A 4. fejezet mésodik részében (a 4.2. alfejezetben) ismét diszkrét idejii forward
kamatldbmodellek (korabbiakban targyalt) dltaldnos modelljét vizsgaltuk. Ilyen
modellek egy { f,gz) 2kl € Zi}, n €N, sorozata esetén —melyekre determiniszti-
kus volatilitast feltételeziink— egy funkcionalis hatareloszlas-tételt bizonyitottunk,
amely leifrja a modellsorozat aszimptotikus viselkedését, azaz elégséges feltétele-

ket adtunk, amelyek mellett beldttuk, hogy az fn(s,t) = %ffZiJ lnt)> ST € [0, 1],

n € N, lépcs6s véletlen fiiggvényekre fn 2, f teljesiil az alkalmas D([0,1]?)
Skorokhod térben (a megfelelé metrikdrdl 1d. [2]), ahol f egy véletlen mez§ 4ltal
hajtott folytonos idejli forward kamatlabmodell. Példaként egy kozel egységgyok

4Ha egy ¢ valdszintiségi véltozé Poisson eloszlast d paraméterrel, akkor itt AP(d) a A¢ elosz-
lasdt (A € R) jeloli.
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tipusu autoregresszids esetet is vizsgaltunk, ahol feltételek szerint a meghajté mezo
ugyanolyan autoregressziés form&ji, mint az el6z6 fejezetben (1d. még 2. 0.): eb-
ben az esetben a hatdarmodellt, amely egy folytonos idejii forward kamatldbmodell,
egy Ornstein-Uhlenbeck mez6 hajtja meg. Az allitasok részletes ismertetésétol itt
eltekintiink.

5 Pénziigyi eszkozok részaranya optimalis portfo-
lickban: egy fiiggo eset

Végiil (az 5. fejezetben) a portféli-menedzsment egy klasszikus problémédjaval
foglalkoztunk (amelyre egyben tekinthetiink gy is, mint egy bizonytalan koriil-
mények kozotti valasztasi problémdra a mikrodkondémia targykorébdl). Az alap-
kérdés a kovetkezd volt: az egyéni hasznossagfiiggvénynek és a piaci részvénydarak
eloszlasdnak melyek azok a tulajdonsigai, amelyek kovetkeztében az egyén tobbet
fektet be egy pénziigyi eszkozbe, mint egy maésikba.

Egyszeri egylépéses, n értékpapirt tartalmazé pénziigyi piacokat tekintettink,
ahol az értékpapirokat az {ry,rs,...,r,} hozamokkal adjuk meg, amelyek egy jo-
v6beli T id6ponthoz tartoznak, ahol r; egy valészin(iségi valtozd, melyre P(—1 <
r;) = 1,4 =1,...,n, tovdbbd Xy jelolje a kezdeti t6két. Ekkor egy portféliét
m = (b1, B2, -, 0n) fog jelolni, B; € R, ahol §; azt mutatja, hogy mennyi pénzt
fektettiink az i-edik értékpapirba, tovdbba a m portfélié értéke a T idépontban
X7 =3", Bi(1+r;) lesz. Ha adott egy U hasznossdgfiiggvény, akkor olyan port-
félickat fogunk vizsgalni, melyek optimélisak abban az értelemben, hogy varhaté
hasznossdguk maximélis, azaz a 77, = (67 7, 65 175 - - -, By 1r) Portfoliét optimélis-

nak nevezziik, ha E U(X}V) = SUPrccy, B U(XT), ahol a lehetséges portfolick
halmaza CXO = { ™ | ™= (61,52, e ,ﬂn) e R”, E?:l Bi = Xo}

Annak érdekében, hogy a fenti kérdésre valaszoljunk, sztochasztikus dominan-
cia 1j fogalmait vezettiink be, amelyeket erés elsérendii sztochasztikus dominancia-
nak (SFSD) és erds masodrendii sztochasztikus dominancidnak (SSSD) neveztiink,
tovabba ezen fogalmak egy feltételes valtozatat is targyaltuk tobb értékpapirt tar-
talmazo piacok esetére. Itt most csak az SFSD definiciéjat ismertetjik.

Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy & valdsziniiségi vdltozo erds elsérendi sztochasz-
tikus dominancia értelmében domindl egy n valdszindségi wvdltozdt (jeldlés:
§ =srsp 1), ha Fep(zly) < Fy(x) minden v € R és Py-m.m. y € R esetén,
ahol F,) az n eloszldsfigguénye és Fg, a § reguldris feltételes eloszldsfigguénye
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n-ra vonatkozdan.

Elészor ezen fogalmak néhany alaptulajdonsagat mutattuk meg a disszertaci-
Oban, amelyeket itt most nem részleteziink. Ezek a tulajdonsagok természetes
megfelel6i az elsérendi és a masodrendii sztochasztikus dominancia jol ismert a-
lapfogalmainak (1d. pl. [20]).

Az SFSD, SSSD ill. azok feltételes alakjai segitségével Hadar és Seo [16] ered-
ményeinek dltaldnositasait vezettiik le nem sziikségképpen fiiggetlen részvényhoza-
mok esetére. Itt csak egy eredményt mutatunk be egy két értékpapirt tartalmazd
piac esetére.

Tétel. Legyen U : R — R differencidlhato, konkdv és novekvs. FEkkor az aldbbi
allitasok ekvivalensek:

(1) By > B3 minden {ri,ra} két értékpapirt tartalmazd piac esetén, ahol
7 =SFSD T2, €8s Er; < oo fori=1,2,
(2) az x— zU'(z) figgvény novekvd.
Példakat is ismertettiink olyan piacokra, ahol az SFSD és SSSD tulajdonsa-
gok teljesiilnek. Egy tovabbi sztochasztikus dominancia fogalmat is bevezettiink,

melynek teljesiilése esetén a részvényeket preferaltnak neveztiik. A disszertdciéban
ezen fogalom esetére is a fentiekhez hasonlé eredményeket vezettiink le.
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