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FRANKLIN-TARSULAT NYOMDAJA,




BEVEZETES.

. L. Mennyiségtani alapfogalmak,

A mennyiségtan a mennyiségek tulajdonsigait és egymdshoz
valé viszonyait vizsgilja.

A mennyiségek szdm- és térmennyiségels lehetnek ; az eléh-
biekkel a szdmian, az utébiakkal a mértan foglalkozik.

A mennyiségtan olyan megdonthetetlen igazsdgokon épiil fel,
amelyek annyira egyszeriiek, hogy okokkal be sem bizonyithatok ;
am egyszersinind annyira viligosak is, hogy bebizonyitisra nem
szorulnak. Az ilyen igazsigokat sarkigazsdgoknalk (axioma) nevezziik.
llyenek a kovetkezok :

1. Minden mennyiséy egyenls onninmagdval. Ezt mennyiség-
tani jelekkel igy fejezziik ki: a — a (clvasd: @ annyi mint a).

2. Az eyész nagyobb, mint barmelyik része. igy, ha:a = b + ¢,
akkor: a > b-nél, és a > c-nél.

3.Ha ket mennyiséy kiilin-kiilin ugyanazon harmadilha egyenld,
egymuis kizt is egyenls, azaz, ha: a = b és a — c, dkkors o —"c.

4. Ha egyenli mennyiségeket egyenlien vdltoztatunk, ismét

- egyenloket nyeriimk. Nevezetesen

a) Ha egyenls mennyiségekhez eqyenléket adunk, vagy azokbdl
egyenliket kivonunk, ismét egyenlsket kapunk. Jelokkel :

ha a = b, akkor ¢ +¢c =b 4 ¢, 6sa — ¢ = b — .

b) Ha egyenls mennyiségelet ugyanazon szimmal szorzunk,
vagy osztunk, wsmet egyenliket kapunk ; vagyis :

ha a = b, akkor ¢ X m = b X m, és a:m=>b:m.

5. Hua egyenls mennyiségelet nem egyenlden wvdltoztatunl:,
egyenlitlen mennyiségek szirmaznak. Nevezotesen : :

a) Ha két egyenis mennyisiyhez Ieét nem egyenldt adunk, olyan egyenlitlen
mennyiségelet kapunk, amelyels kizil az less a nagyobb, amelyikhez a nagyobba
adtul. Azaz, ha: a = b, és ¢ > d-nél, akkor: @ 4~ ¢ > & -} d.

Abel-Lévay-Polikeit : Mértan. 1. rész, 1




b) Ellenben, L ket egyenld mennyiségbbl Lét nem egyenlit Iivonunk, @
maradélol kozil az lesz a lisebb, amelyilbbl « mnagyobb mennyiséget vontuk Ii;
vagyis, ha: a = b és ¢ > dnél, akkor: ¢ — ¢ < b — d.

6. Ha mnem egyenls mennyiségeket egyenlien vdltozlatunk,
egyenlitleneket Tapunk olyan értelemben, hogy a nagyobb mennyi-
ség a wvdltoztatds uldn is magyobb wmarad, vagyis, ha: a > b-nél,
akkor: @ 4+ ¢ > b 4 enél, a — ¢ > b — c-nél stb.

7. Ha valamely mennyiség nagyobb eqy mdsikndl és ez megint
nagyodh valamely harmadikndl, akkor az elsé mennyiséy is nagiyobd
a harmadikndl. Jelekkel, ha: a > b-nél, és b > c-nél, ugy még
inkabb @ > e-nél ;

A mennyiségtan olyan tételeit, amelyek Onmagukban nem
viligosak, hanem helyességilket még okokkal is kell tamogatni,
azaz amelyek bebizonyitdsra szorulnak, tantételeknek nevezzik. Minden
tantétel keét forészbol 4ll, u. m. a foltételbl (hypothesis) és a kovet-
kezménybdl, vagy zdardtételbdl (thesis).

A Dbizonyitis modja kétféle lehet; még pedig: 1. egyenes,
vagy direkt a bizonyitds, ha a tétel helyessége magukbol a fel-
sorolt okokbol tiinik ki és 2. kizvetett, vagy wndirekt a bizonyitas,
ha azt mutatjuk meg, hogy a tétellel -cllenkez6 minden Aallitds
sziikkségképen ellenmonddsra vezet, azaz vagy a tantétel feltételei-
vel, vagy pedig valamely elismert igazsiggal ellenkezik és igy
helytelen,

Az olyan tételeket, amelyek mds, dltalanosabb tételekbol, mint
kiilonleges esetek onként folynak, kivetkezményes-tételelnel: nevezzik.

A mennyiségtan egyik foutos célja, arra képesileni benniinket,
hogy feladatokat tudjunk megfejteni. A feladatok megfejtése abban
all, hogy adott mennyiségekbdl, az. azok kozt megéllapithato kap-
csolatok révén, ismeretlen értékeket hatirozunk meg.

A mennyiségtanban fontos még az is, hogy az eléforduld mennyi-
ségeket szabatosan értelmezziik, illetdleg meghatdrozzuk. A mennyi-
ségek fogalmat vagy tigy haldrozzuk meg, hogy azoknak minden
lényeges tulajdonsigaikat felsoroljuk ; vagy pedig oly mddon, hogy
azok keletkezését ismertetjiik meg. Az elébbi a fdrgyértelmezés; az
utobbi a. szdrmacztati-értelmezés.

" A legegyszeriibb mennyiségtani fogalmakat, amelyeket mas
egyszeriibbekbdl dsszetenni nem lehet, alapfogalmaknak nevczzik.
llyen példaul az irdny fogalma.
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IT. A mértan targya.

A wértan a tér fogalman alapszik. Azt, hogy mi a tér, meg-
magyarazni nem lehet (alapfogalom). A tér lényeges tulajdonsdigai,
hogy : minden irdnyban, folytonosan, hatartalanul Kkiterjed és egy-
nemii részekbol all.

A térnek minden felol hatarolt részét mértani testnek nevezziik.
Ilyen test a valosaghan nincs, mert a fermészets test anyaghbél all,
amelynek kiilonféle tulajdonsigai vannak u. m. szine, keménysége,
sth.; a mértani test cllenben a természetinek puszta alakja, tehat
annak csak térbelv tulajdonsigai. vannak. :

Jollehet, hogy a testek minden lehetd irdnyban kiterjednek, mégis
azokon harom f6 irdnyt, vagy méretet kiilonhoztetiink meg, u. m.
hosszusagot, szélességet és magassagot (vastagsigot, mélységet).

A test hatarai a lapok. Minden lapnak két irinyban van kiter-
Jedése, u. m. hossziban és széltében. A lapoknak hatérai: a

‘vonalak, melycknek csak egy méretiik van, t. i. - hosszisdguk.

A vonalak hatirai a ponfok, melyeknek semmi kiterjedésiik sincs.
A pont esak a tér bizonyos helyénck kijelolésére szolgal, ezért
magdban véve semmiféle mértani vizsgaloddsnak targya nem lchet.

[l szerint Gsszesen haromféle téralakzat gondolhatd, t. i. fest,
lap és vonal ; czeket kozos néven térmennyiségeknel: nevezziik.

Megjegyzendd, hogy valamely térmennyiség hatire nem annyi, mint
annak része; azaz a test semmiféle vésze sem lap, a lap legpardnyibb része
sem vonal, és a vonal bérmely csckély része sem pont; viszont az egymds
mellett 416 pontok sora nem alkot vonalat, az egymés mellé helyezelt vona-
lakbél nerr szdérmazik lap és a lapokbdl nem keletkezhet test, habdr minden
testen szamlalan lapot, minden lapon szdmtalan vonalat, és minden vonalon
szdmlalan pontot gondolhatunk.

Az imént a. lest fogalmé4bél indultunk ki és elértiink a pontig; lehet
azonban meglordilva a ponthdl kiindulva a teslig eljutnunk. Ugyanis a mozgé
pont ulja, vagy nyoma vonalat alkot; a vonal folytonos; kiterjedési iré.hy:ilél
eltérd mozgdsdbol lap szirmazik; végre a lap folytonos, kiterjedési  irdnyaitél
eltéré mozgasibol test keletkezik. A test folytonos mozgésa ismét csak testet
eredménycz. Latni valo tehat, hogy csak hdromféle térmennyiséy képzelhetd.

A vonalak egyenesek és girbék lehetnek. Az egycnes vonal
fogalma oly egyszerli, hogy azt érlelmezni nem tudjuk.. Amely

- vonalnak legkisebb része 'sem cgyenes, azt gorbének mondjuk. Tobb
~egyenes vonal Osszetételéhol tort vonal, az egyenes 6s ’gtirbe; vonalak

Osszetételéhol vegyes vonal keletkezik.
1.
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A lapok szintén kétfélek: sik és girbe lapok. A siklapnak,
vagy siknak az a jellemz$ tulajdonsdga, hogy azon barmely irany-
ban egyenes vonalat huzhatunk; azaz, ha a sik akdrmely két
pontjat egyenes vonallal Gsszekapcsoljuk, ennek minden pontja a
sikba esik. Egyébként a siklap (planum) fogalma az alapfogalmak
kizé tartozik, tehdt nem értelmezhetd.- Amely lapnak legkisebb
része sem sik, azt givbe lapnak nevezziik.

A testek is kétfélék; még pedig: szogletesek, amelyeknek
hatarlapjaik esupa sikok (ilyen test példiul a kocka), vagy gombi-
lyiiek, ameiyeket részben sik, részben gorbe lapok, vagy kizéirolag
gorbe lapok hatérolnak (pl. a gomb).

Az elosorolt térmennyiségek szabdlyszerii Osszekapesoldsibol
mértani alakzatok, idomok szirmaznak. Az Osszekapesolast alakitds-
nak, vagy szerkesztésnel: (constructio) mondjuk.

IIL. A mértan felosztisa és mdadszerei.

Anyagat tekintve a mértannak két forésze van: a sik- és a
térmértan (planimetria ¢és stereometria).

A sikmértan azon alakzatok tulajdonsdgait ismerteti, amelyek
ugyanazon egy siklapban elférnek; a térmértan ellenben azon alak-
zatokat vizsgalja, amelyek a térnek mind a hirom méretét foltéte-
lezik, tehdt egy sikban nem férnek el

A térmennyiségek tulajdonsdgait két kiilonboz6 mod szerint
vizsgalhaljuk, u. m. az dsszetevy és az elemzd mod szerint (synthesis,
analysis). :

Az dsszetev. médszer fO eszkoze a szerkesztés. Ez a mddszer adolt
elemekbdl és foltélelekbol indul ki és ezeknek fokozatos Usszekapesoldsa, nem-
killsnben célirdnyos kovetkeztetések Wljdn igazsdgokat fejteget. Az Osszelevo
médszer jobhdra egyes killon esetekbdl indul ki és az ekkép nyert ercdmények
cgyhevetése 6s Osszehasonlildsa alapjdin fokonként emelkedik {0l az altaliinos
igazsdg magaslatira,

Az elem=6 médszer ecllenben a szdmtan hathatés segilségével elbb a
térmennyiségek dltaldnos viszonyait, torvényeit Allapitja meg, és ezekbdl vezeti
le az egyes esetekre vonatkozé torvényeket.

Kizirolag egyik moédszer sem alkalmazhat) a mértanban. A nevezett
két médszer kozolt talaljuk az tgynevezetl Kdromszdgtani médszert; ez foleg a
haromszog-mértanban nyer alkalmazdst és a szerkesztést a szimildssal egybe-
kotve alkalmazza.

dar psrvadedon:



SIKMERTAN.
(PLANIMETRIA)

Elsé fejezet.
A vonalakrol és a szogekrol.

1. § Az egyenes vonal.

Az cgyenes vonal egyszerii fogalmibol a kovetkezd igazsdgok
folynak :

1. A sil bdrmely adott pontjan dt szdmtalan cqyenes vonal
hiizhate.

2. Minden egyenes vonal haldrtalanil meghosszabbithals.

3. Két adolt ponton keresztiil esak cgy cgyenes vonalat hiiz-
hatunk; tehit az olyan cgyeneseck, amelycknek két kozos pontjuk
van, eg¢sz terjedelmiitkben cgyiivé esnek, szoval fodik egymist.

4. Kd adott pont kizt az egyenes vonal a legrividebh iit, azaz
ha két pont kozott akdrmilyen gérbe vonalat huzunk, ez mindig
hosszabb az eme pontokat dsszekapesolo egvenesnél. Ezért az egyenes
vonalal az Gsszckapesolt pontok tdvolsdgdnak (distantia) mondjuk.

5. Amely eqgyenes wvonalnak két pontja kizis a sikkal, az
eqcsz hosszdban ezen silban van. ‘

A felsorolt tételek mindegyike be nem bizonyithato sark-

1gdzsag.

1. dbra. Az cgyenes vonalat két betiivel jeloljik ;
A B czeket. a hatirolt egyenes vonalndl a vég-
= 4 pontok mellé, a hatirtalannak gondolt egyenes
C D vonalndl pedig annak tetszés szerinti két pont-

jahoz irjuk. (L. abra.)

OLt, Tiol abbdl félreérlés nem szirmazhatik, az egyenes vonalat roviden
egpenesnel: fogjuk nevezni. :




6. Két eqgyenes vonalnak csak egy kizis ponija lehet, mert
2. dbra. két kozos pont cselében azok a 3. p.
szerint tokéletesen cgybeesnének. A ko-

z0s ponlot metszd-pontnak nevezzik.
£ Igy pl. ADB és CD cgyenescknek (2. dbra).
o 8 17 a melsz6-pontjuk.

Az cgyenes vonalnak két Iényeges
jegye van t. i. irdnya és hossza.

2. 8. Az egyenes vonalak Gsszeaddsa, kivondsa, szorzasa
és ogzilasa.

Valamely hatarolt egycnes vonal hossza kétféleképen valtoz-
tathat6 meg, {. i. hosszabbildssal és rovidiléssel.
Ha AD cgyenest (3. 4bra) B

3. abra. . 3 3 3 %Y
végpontjan tul C-ig megnyujijuk, AC

e egyenest nyerjilk ¢s ezt ADB ¢és LC
8 B C egycnesek Osszegének nevezzik, azaz:

AC = AB- BC. Viszont AD cgyenes AC és BC cgyencesek kiilonb-
sége gyanant tekinthetd, vagy jelekkel Kifejezve: AD = AC — BC.
Epcn gy : BC= AC — AD.
Tovabba A B egyenest (4. abra)
ralamely hatartalan  egyenesre
i g & £.d £ ismételten ramérhetjiik pl. m-szer,
az ckkép szarmazolt AE vonal
ADB egyenes m-szeresét, azaz m szimmal valo szorzatat ébréizolja.
ADB cgyenes a szorzando, m a szorzo. A felvelt esethen: AE=4. AD.
Viszont ha AL cgyenest m egyenld részre osztjuk; cgy ilyen
AB r6sz nem ogyéh, mint AE cgyenes m-cd része, azaz: AB=2"
Itt ATZ az oszlando, m az oszlo. A felvett esethen 4B = r
Az clmondottakbol nyilvénvalo, hogy: az egyenes wvonalakat
épen gy, minl a szamokal, ésszeadni, kivonni, szorozni és oszlani lehet.

4. dbra.

3. & Az egyenes vonalak mérésérdl.

Hogy valamely véges egyenes vonal hosszat meghatarozlassuk,
azt mas ismerl egyenesscl kell ‘9sszehasonlitanunk, keresve, hogy
Sanyszor vihelé fel az ‘ismert egyenes a misikra. Ezt az cljardst
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mérésnek, az ismert egyenest egységnek, azt a szamot, amely meg-
mutatja, hogy hanyszor mérhetd fel az egység a megmérendo
egyenesre, mértékszdmnal nevezziik. - Minden mérésnek szdm az
eredménye, amely az Osszehasonlitott térmennyiségek aranyat fejezi
ki. A mérésnél két eset fordulhat eld. T. i.: :

1-szir. Az egységil vélasztott CD ecgyenes (5. dbra) a meg-

5. 4bra. mérendd AB-re maradék nélkiil
A g felmérhetd. Ekkor a mérés ered-

ménye: egész szdm; ADB egyenest
CD tobbszorisénel, CD-t, pedig
AD mértékénele nevezzik. A felvett esetben CD egység 4-szer meér-
heté fel AB-re tehat AB négyszerese CD-nck.

9-szor. Az egységiil elfogadott €D vonal a megmérendd AD-re
nem mérhetd fel maradek nélkiil. Ekkor :

@) vagy talalunk oly harmadik egyenes vonalat, amely tugy
AB-re mint. CD-re maradék nélkiil felmérhetd, vagy:

b) nem taldlunk olyat.

Az a) esetben a harmadik egyenes vonalat A5 ¢s CD egye-
nesek kizos mértékénel: nevezziik és az utobbi két vonalat® dssze-
mérheténel (commensurabilis) mondjuk. Ez esetben CD egységnek
valamely része (nehdnyad része) a megmérendd AD-re maradék
nélkiil felmérhetd ; ennélfogva itt a mérés eredménye vegyes szam.

A b) csethen az egységnek semmifcle része sincs meg maras
déktalanul AB-ben. Ekkor az ADB csak /kozelitiley mérhetd meg a
valasztott egységgel, illetdleg ennek valamely részével; a meres
eredménye végszeritlen (irrationalis) szim : az ilyen egyenesel dssze
nem  mérhetdk . (incommensurabilis). - Hogy ilyen vonalak valoban
vannak, arrol késobben meg fogunk gyozidni.

Midén az egység nincs meg maradék nélkiil a megmérendd egyenesben,
az a kérdés tAmadhat, van-e kozos mértékilk, vagy nincs ?

Ha van kozos mér

c D

L tékiik, azt oly médon keres-
,5, £ 548 siitk meg, mint két szdm
¢ F oo legnagyobh kozos osztdjat.
N e ) T. i. CD egységet a meg-

mérendd AB-re (6. Abra) ismételten felmérjiik, éspedig annyiszor, ahanyszor
lehet; tegyiik fel, hogy a jelen példiban 2-szer, tehdt AL = 2. CD. Most
EB maradékot, mely ‘okvetetleniil kisebb CD-nél, CD-re annyiszor mérjik
fel, ahdnyszor lehet; a széban 'forgd esetben d-szer, tebdt CF=1. EB.
Az Gj FD maradékot ismét folmérjik. az ¢lobbi maradékra EB-re; ennck
folytan EG == 2. I'D. A most fennmaradé GD-t a megeldzd D maradékra
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vissziik, ezt épen 2-szer tehetjilk maradék nélkil. Az ufolsd maradék — GB -=
a keresett kozds mérték, Mert a fontebbiek szerint:

AB =2, CD+ EB. (1)
CD =1. EB - FD, )
EB =2, FD+ GB. 3)
D=2 GB (%)

Az értékek helyeltesilése utan :
EB=2.(2. GB)+4 GB=5, GB,
CD=5. GB+2. GB="7. GB.
AB=2.(7. GB) 4+ 5. GB=19. GB,

Azaz GD vonal mint kdzds meérték, CD-ben 7-szer, ADB-ben 19-szer
talaltatik.

Megjegyzendd, hogy GB egyszersmind AB és CD egyeneseknek a leg-
nagyobb kozos méricke. Mert foltéve, hogy GB-n kiviil van még egy, ennél
nagyob, kozis mérlék is, ez Allitélagos mértéknek gy AB-, mint CD-ben,
tehat az (1) egyenletnél fogva cgyszersmind EB-ben is kellene talaltatnia;
tovibbi a (2) egyenlet szerint FD-ben, és végre a (3) egyenletnél fogva GB-ben
1s; ez azonban képlelenség, mert a hosszabb vonal a rovidebbre mem mér-
heté fel.

A fentebbiek alapjin mar most nem nchéz az AB és CD egyenes vonalak
mértékszimainak arinyit meghatdrozni. Ugyanis a taldlt kozos mérlék CD-nek
hetedrésze, és e hetedrész 4B-hen 19-szer van meg, ennélfogva

CD. 19
Ah=s X5 = 7 CD
tehit a mérés eredménye CD egységre vonatkozolag: %9, vagyis 22, azaz
vegyes szam.

Megeshetik azonban, hogy a kozos mérték keresésénél sohasem akadunk
olyan maradékra, amely a kozvellenil megeldzdben ¢ikéletesen foglaltatnék.
Mert bér az Gj maradék mindig kisebb az el6bbinél, s igy a maradékok foly-
vést esokkennek ; minthogy azonban nincs oly véges hatar, melyen til a maradék
mir nem fogyhatna ; ezért gondolhat6 oly eset is, mikor a maradékok vég
nélkil folytatédnak. Ilyenkor wz adott vonal a kiszabott cgységgel csak Loze-
litileg mérhetd meg. Kelld szimu miivelet utdn t. i. a hatralevo csekély mara-
dékot clhagyjuk; ennek kiovetkeztében a mérés eredménye nem pontos ugyan,
azonban kétségkiviil annal pontosabb, minél kisebh az clhagyott maradék.
Ekkor tehdt a mérés vigszeriitlen (irrationalis) szamot eredményez.

Az utobbi eset a gyakorlatban nem fordul eld, mert érzékeink tokélet-
lensége ¢s miiszereink hidnyossiga miatt az igen apro részek kilionbségét nem
vessziik észre és igy meg sem hatdrozhatjuk.

A hosszlisigmérés egysége hazinkban és a legtébb miivelt allamban a
mdter, vagyis a Pdris virosin Athalad6 délkor negyedénck 10 milliomod része.

Nagyon kicsiny, vagy felette nagy tivolsigok mérésénél a méternek a
tizes szimrendszer torvénye szerint alkotott részeit, illetdleg tobbszoroseit is
alkalmazzuk a hosszisdgok meghatdroziséra.

P
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4. §. A szogek keletkezésérdl.

Ha AD egyenes vonalat (7. &bra) 4
pontja koriil a siklapon koriilforgatjuk, az min-
2 _——8 den képzelhetd iranyon athalad. Kzen szam-
talan sok irany koziil mindegyik, tehat AC is,
az eredeti irdnnyal egy-egy sziget alkot, amely
a fordulat nagysigat mutatja. A szog AB és
AC hatarvonalait szaraknak, a kizés A pontot
szogpontnalk nevezziik.

A szoget vagy a szogpont mellé irt betiivel szokds jelolni, ckkép :
A szig ; vagy, ha ebbol félreértés tamadhatna, akkor hérom hetiivel jelsljiik meg,
ily médon: BAC vagy CAB szdg; itt a kozépsé betit a szigpontot, 2 szélsék
redig a két szdr egy-egy pontjat jelolik. Szokas a szdget egy aprd beliivel is
jelolni, és ezt a két szdr kozé a szogpont mellé irni: Pl « szig.

Megjegyzendd, hogy AB voaal kétfélekép juthat AC helyzetbe,
t. i el0szor, ha a nydirdnydban,tehit az oramutato jirisival meg-
cgvezd irdnyban, masodszor, ha az gramutats jdrdsdval ellenkezi
wranyban fordul ACHg. Ezért minden szognél a fordulas irdnydt
is tekintetbe kell venniink.

Minthogy az adott magyvardzat szerint « sz0g nem eqyéb, mint
ama fordulat nagysdgdnal a mértéke, amellyel eqyik szigszdr a
mdasik helyzetébe keriilhet, azért:

7. 4dbra.

c

8§ agia 1. A sz6g nagysdga nem [iigg a szdrak
hosszusagatol.

AY"—'———B 2. Az ugvanakkora fordulathol szirma-
zott szdgek egyenlok, azaz kellGen egyméasra
fektetve fodik egymést.

e 3. Nagyobb fordulat utin mnagyobb
D sz0g keletkezik. Igy ha AB-t elészor AQ-ig
9. dbra. (8. 4bra), azutin tovibb AD-ig forgat-

juk, az utdbb szarmazé BAD szig nagyobb

A 08
BAC-nél. Itt BAD szoget DAC ¢s CAD szigek:
'/\c Osszegének mondjuk, azaz BAD 3. — BAC <.
~+ CAD <. Viszont BAC sz6g BAD ¢s CAD
0
E
F

szogek killonbsége gvanant tekinthetd, azaz
BAC% = BAD 4. — CAD 4. Ha AB egyenes
(9. dbra) ugyanazon irdnyban tobb egyenld
fordulatol végez, akkor a szirmaz6 BAC, BAD, BAE. ... szigek
DBAC szog 1-szeresét, 2-szeresét, 3-szorosat ...... tiintetik fel.
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Viszont konnyen beldthato,-hogy - valamely - adott szoget képesck
vagyunk akarhdny egyenld részre felosztani. A szigekkel, tehdt épen
gy, mant o vonalakkal, dsszeaddst, kivondst, szovzdsl éa- oszldst
végezhetiink:.
A szogek nemeirdl és meértékérdl.
Ha AB ofrgenebt (10." “4bra) A pontja koril addig forgaljuk,
mig eredeti helyzetével ellenkezd ‘irdnyba AC-be jut, BAC nyujlott,
10. 4bra. \(mv egyenes szog keletkezik. E sze-
' rint nyajtott, vagy egyenes szogen
D olyat értiink, amelynek szdrai ugyan-
ZoTTE = _azon egyenes vonalba, azonban ellen-
B A ¢ kezo iranyba esnek. Minthogy a nyuj-
tott szog ‘mem . tetszoleges, hanem
E szorosan meghatarozott fordulat ered-
ménye, azért a nydjlott sz ogel mind
egyenlok. Ezt killonben az js bizonyitja, hogy két nyujtott szog
mindig egymadsra illeszthetd ugy, hogy szdgpontjaik és sziraik egybe
essenek. (Miért?) A nyujtotindl ]mohl) szoget behajlonak, vagy vdjt
szognek, a nyujtottnal nagyobbat lthajlonak, vagy dombori szig-
nek nevezziik. fgy pl. a 10. dbrdban BAD < behajlo, ellenben
BAI % kihajlo.
Végiil, ha AB egycnest addig fowdtjul\ mig credeli helyzetébe
visszatér, teljes szbg szérmazik.

: A nyujtott szog felét deréksziy-
11. édbra. i :
nek (angulus rectus) nevezzik €s

R R betiivel jeldljiik. igy (11. dbra) BAD
6s CAD derékszogek. Minthogy a nytj-
tott szogek mind egyenlok, tehat fele-

A vészeik, a derékszigek is mind egyen-
ik eqymdssal.

A derékszognél kisebb szogeket hegyes szogeknek, ellenben a
derékszognél nagyobb, 4mde a nyujtotinal kischb szogeket tompa-
szigeknel: mevezzitkk. A 11. dbriban CAE % hegyes, ellenben
BAE % tompa. A hegyes és tompaszogeket k6zis néven ferde-
szogeknek hivjuk.

Az egymist derékszoggé kiegészild hegyes sz0 kt potli-

szogeknek: nevezziik. Ig,y CAE és D AE szogek potlo-szigek, mert
DAE ¥ -+ CAL % = R. -
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Amint a hossztsigok csak hosszisdgokkal mérheték, tgy a szogek méré-
sére is csak szog szolgalhat. A szigek mérésére legalkalmasabb egység a derdlk-
szog. Szoget mériink, ha azt a derékszoggel dsszehasonlitjuk. Kényelmesebb
sszehasonlitas céljabiol a derékszoget 90 egyenld résare osztjuk fel; e részeket
fokoknak, a fok 60-ad részét percnck és a perc 60-ad részét masodpercnek
nevezziik, A mésodpercet még - tizedrészekre is fel szoktdk osztani. A fok
jele: 9 a percé: ', a masodpercé: . >

Tehét ozt 240 18" 495" igy olvassuk : 24 fok, 13 pere, 49'5 mésodperc

Az :lmondoltak alapjin: ;

minden nyujtolt szég = 180°
«  behajlo  « << 180°
« . kihajlé  « > 180°
« teljes =360 %

6. §. A mellékszogekrl.

Ha BAC szog egyik pl. AD szirat (12. dbra) a szogponton tal
meghosszabbitjuk, CAD szig kelet-
kezik ¢s ezt BAC szog mellékszige-
nek nevezziik. Minthogy viszont A
cgyenes az AD szir meghosszah-

12, 4bra.

95 g Ditdsa gyandnt tekinthetd, azért

A BAC % viszont DAC-nck mellék-
szoge. B szerint mellékszogeken oly szogpdrt cértiink, melyek szog-
pontja ¢s cgyik szdra kozos, a masik két szdr pedig ugyanazon
egyenes vonalba csik. Ebbol viligos, hogy két melleksziy egyiitt cgy
nyagtolt, vagyis két derélszoggel cgyenld.

E tétel megfordilva is all, azaz, ha kit seiy cgyilt nyijlott sz0get ad, he
tovitbbi szégpontjul: (s egyile szdrul: kizds; aklor e seiyel: mcllélszogek, azaz @
két kiils6 szar ugyanazon cgyenes vonalba esik. )

13. 4bra. Mert legyen BAC & + CAD <
— 2 R (18. 4bra) és tegyiik fol, hogy 4B

G szarnem fekszik DA szar irany4ban, hanem
pl. AE lenne Dd4-nak a meghosszab-
bitdsa ; ckkor dllania kellene a kovelkezd
egyenletnek : CAD & 4 LAC L = 2R

C o T '(__—"—""'—B oy . .
A — azonban a foltétel szerint egyszersmind

CAD & + BAC & = 2R, tehat:
CAD &+ EAC & = CAD & + BAC &
és ha cz egyenlet mindkét oldaldbol CAD “sziget kivonjuk ; abbél az kovet-
kezik, hogy':
BAC & = BAC <, a mi lehetetlen. Ezen ellenmondds esak tigy sziinik
meg, ha AB-szir DA irdnyaba csik. (Indirckt bebizonyitds.)
Ha T:ct mellékszdg eqyenld egymdssal, alidor mind a Letd deréleszig ; ellenben
ket kiilonhozo mellékszig kizil a kisehbik mindig hegyes, a nagyobbik pedig
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tompaszdg. Ennélfogva a derékszdy a maga mellékszigivel egyenld; ellenben a
hegyes-szog kisebb, a fompa pedig nagyobh a megfeleld mellékszognél.
Ha két cgyenes derékszoget alkot cgymdssal, azt mondjuk,
hogy azok egymasra merdlegesen dllanak.
Igy ha BAC & ==90° (14. dbra), ezt

14. 4bra. fgy is kifejezhetjiik : 4C merdlegesen &ll BD-re
(13 és viszont; kijelolve 4C 1 AB-re.
E Az eddigiek alapjin bebizonyit-

hatjuk, hogy:
1. Valamely egyenes vonal meghatd-
B A -——D  7rozott pontjdn ezen egyenesre csak eqy
merdleges hizhals. (14. dbra.)

Mert tegyiik {61, hogy AC L BD. Ha ezenkiviill még AE egye-
nes is merélegesen 4Hana BD-re, akkor FADB ¥ = 90° — FAD
< lenne; 4m ez lehetetlen, mert EAB X < CAB <-nél; elicnben
EAD 4. > CAD ¥-nél; mér pedig a follétel szerint: CAB X
=4 s = 90%kal:

2. Mindazon szogek osszege, amelyelnck kizis szogpontjuk van
&s amelyel: valamely eqyenes wvonal ugyanazon oldaldra esnek, két
derélsziy.

15. 4bra. Azaz (15. ébra) BAD % +-
DAEX - EAF ¥ - FAC¥ = 2R.

E
D i A :
o / Mert az egész, vagyis az egye-
s \‘A Sl ¢ Tes szog a részek Osszegével egyenld.

3. Az ugyanazon szigpont koriil
felvd szogels osszege mégy derélsziy.

Mert lia a kozos szogponton dt egyenes vonalat huizunk, ennek
mindegyik oldalan a szogek Osszege az elébbi tétel szerint két R,
a két oldalon tehat Osszesen négy I2.

4. Két eqyenli szignek a melléksziger is egyenldk. (Miért?)

b, Két mellékszog felezd vonalai eqymdsra merdlegesek.

7. §. A csucsszogekrol.

16. dbra. Ha valamely szognek mind a két

B szarat a szogponton {ul meghosszabbitjuk,
a megnyuajtott szarak uj szoget alkotnak,
amelyet az eredeti szig -esdes-szogének
neveziink.

c fzy példaul a 16. dbralan DAE L csiics-
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szbge BAC -nek ¢s viszont BAC & cstcsszbge DAL -nek. Epen igy:
EAB & cstiesszoge DAC Ji-nek.

A megfelelé esiiesszigek egyenldl: egyméssal.

Azaz: BAC & = DAL ;
mert BAC -+ CAD = 2R (ncliékszigek),
tovabba CAD -+ DAE = 2R; tehit:
BAC - CAD = DAE 4 CAD
6s ha OAD szoget az egyenlet mindkét oldaldbol kivonjuk,
marad, hogy :
BAC < = DAL %,

a mi bebizonyilando volt. (Direkt bizonyitds.)

Szintigy bizonyithaté be, hogy: CAD < = BAE %

8. §. A korvonal.

A gorbe vonalak kozt legegyszeriibb ¢és leglontosabb a kdr.
Ha az adott hosszusdgii AD egyenes vonalat (17. édbra) 4 vég-
pontja koriil a sikban egyszer koriilforgatjuk, akkor a
mozgd D végpont zart gorbe vonalat ir le, melynek
minden pontja a mozdulatlan A végponttol egyenld
3 tavolsigra esik; ezt a gorbe vonalat Zirnek nevez-
ziikk, A Lir tehdt oly gorbe vonal, melynel minden
pontja valamely meghaldrozott ponitil egyenls tdvol-
sdgra van.

Az egész korvonalat a kor keriletének, az igy hatdrolt sikol
Lorlapnak, a koriilfordulo AD cgyenest a kor sugardnak (radius)
vagy fddtmérdjénck, a mozdulatlan A végpontot a kor kizéppont-
janak (cenlrum) nevezziik.

A korvonal barmely, pl. BC 1észét horienek (arcus), a Koriv
végpontjait osszekold egyenes vonalat hirnak (chorda) hivjuk. Min-
den hur a kort két szelelre (segmentum) oszija.

. A kor kozépponljan dtmend és a keriilet két dtcllenes pontjat
bsszekapesolo egyenes vonalat dimérének (diameter) nevezziik.

Ugyanazon kirben tgy a sugarak; mint az dimérik egyenlik
egymdssal,

17. é4bra.

fes)

[




Masodik fejezet.
A parhuzamos egyenesekrol.

9. 8§ Két és harom parhuzamos egyenes.

1. Az’ olyan egyenes vonalakat, amelyck birmennyire meg-
hosszabbitva sem talilkoznak egymdssal, parhuzamosaknak (parallel)
nevezziik.

18, 4bra. Igy pl. 4B egyenes vomal (18. dhra)
£ parhuzamos CD-vel, a mit igy jeldlink:
A B AB| CD.

Az olyan egyenes vonalakat,
amelyek kelléen meghosszabbitva egy
k6zos pontban taldlkoznak, Osszehajléknak (convergens) mondjuk.

Valamely adott CD egyeneshez adott I ponton dt esak egy
ADB pdrhuzamos huzhaté. (Sarktétel.)

2. Ha két egyenes vonal eqy harmadikkal pdrhiszamos, €gy-
andssal 18 pdrhuzainos.

L

Azaz, ha AB| EI" (19 &bra);
és CD || EF'; akkor: AD | CD.

Itt azt kell bebizonyitanunk, hogy
< 0 AB és CD cgyenesek nem taldlkoz-
hatnak egymadssal, barmennyire meg-
hosszabbitjuk is azokat. E célbél
tegyiik fel, hogy AB és CD egyenesck valahol G pontban metszik
ogymast. Minthogy a f{oltétel szerint ugy A.B, mint CD vonal LF-fel
parhuzamos, tehat e felvételnél ugy &ll a dolog, mintha G ponton
keresztiil 4¢t cgyenest huzhattunk volna, amelyek mindegyike pér-
huzamos EI-fel; ez azonban a megelizd sarkigazsignal . fogva
lehetetlen. Tehdt AB nem talalkozhatik CD-vel, azaz AD || C'D-vel.
{Ez indirekt bizonyités.)

3. Ha valamely egyenes vonal lél parhuzamos kiziil az cgyikel
metszi, a mdsikat 1s okvetetleniil dtmetszi,

Mert, ha az adott egyenes a mdsodik parhuzamost nem met-
szené, akkor a 2. pont szerint az elsovel sem taldlkozhatnék (miért
nem?); ez azonban a foltétellel ellenkezik.

19. dbra.
A B

E F




10. § Két pa’mfhuzamos és egy atmetsz0 egyenes.

1, Ha valamely egyenes vonallal mds egyencst atmelsziink,
minden metszé pont koriil négy szog keletkezik. Igy ha EI’ egyenes
(20. 4bra) AB és CD cgyencscket at-
20. dbra, szeli, a két metszo pont koriil Ossze-
E sen nyolc szog alakiil. Ezeknek pdron-

keént kiilon nevitk van: Ugyanis:

A )('; B a) Megfelels, vagy ellenszigelk
azok, amelyek gy az atmetsz, mint

¢ ;/l(f D az Aatmetszett vonalak ugyanazon
¢ oldalan fekszenek; ilyenek: a« és z,

L 6s 2 O 6s v,y és p.

b) Vdllészigek azok, amelyek tgy az dlmetsz, mint az atmet-
szelt egyenesek kiilonbozo oldalara esnck; ilyenek: a €s p, B ésv;
8 és 2, v 6s »; az elobbi két part kdlsd, az utobbi kettot belw
valtoszogeknek nevezziik.

¢) Ugyanazon oldalon fekvd belsi szogek azok; amelyek az
atmetsz0 egyenes vonal ugyanazon oldalin és a két atmetszell
vonal kozott fekszenek; ilvenek: o és z; v és A Végil ugyanazon
oldalon felvo kiilsé szogek azok, amelyek a ket étmetszett egye-
nesen Kkivill és az Almetszonek ugyanazon oldalan vannak; ilyenek :
@ 63 v, b 6s p. KKéL-két ilyen belsd, vagy kiils6 szoget tarsszognel
is szokas nevezni. ;

9. Ha két egyenes vonal valamely harmadik dtmelszivel egyenls
vdlldszigeket zdr be, vgy a kel egyenes parhuzamos eg, ymassal. (21. 4bra.)

21. 4bra. Legyen o = {-val, akkor egy-
£ szersmind y = d-val, mert az
\M egyenl? szogek mellékszogei is

A & B8 egyenlok egymassal.
>\5 Ha az dbréat gondolatban EF
; N\ o dtmetsz0 vonal hosszaban ketté
F szeljiik és a BMND részt CNMA-ra

illesztjiik akként, hogy JMN vonal NM-re, MB pedig NC-re essck,
ami = és B egyenlségénél fogva okv etetlenul lehetséges ; akkor ND
egyenes MA-ra keriil.

Lzt elore bocsatva, tételiinket igy lnzon)ltjuk be: Tegyiik fel,
hogy MA és NC egyenesek nem parhuzamosak; ez esethen azok
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kelld meghosszabbitds utdn valahol O ponthan metszik egymast ; ekkor
azonban egyszersmind ND és MB egyenesek is talilkoznak. Most,
ha az dbra BMND részct eredeti helyzetébe visszalesszilk, az N.
¢s M B egyenesek sziikségkép osszehajlanak és EF masik oldalin bizo-
nyos P pontban metszik egymdst. E szerint AB és OD egyencs
vonalaknak O és P kél kozos pontjuk lenne, ez azonban lehetetlen,
mert, ha két egyenesnck két kozos pontja van, akkor azok tokéletesen
-egybeesnek, ami pedig AB és CD egyenesekre nézve nem all. Kévot-
kezileg nem tehetjiik fel azt sem, hogy MA és NC egvenesek met-
szik egymdst, s igy MMA || NC-vel.

3. Ha két egyenes vonal valamely dtmetszivel eqyenls ellen-
szogeket alkot, a ket egyenes pdrhuzamos.

: LA Mert, ha példiul « = B-val
(22. ‘4bra), akkor az z-nak meg-
feleld cstcsszog v is egyenl B-val;

g ha tehit két ellenszdg egyenls, a

valtoszogek is egyenlok, kovetkezés-

c 0  kép a 2. pont szerint az atmetszett
cgvenesek parhuzamosak.

F 4. Ha két egyenes vonalat vigy
melsziink egy harmadikkal, hogy az dtmetszinel: ugyanazon oldaldnr
fekvo belsi szigel: Gsszege ket derélszig, akkor az dimetszell eqye-
nesel sziikséglép pdrhuzamosak, (22. 4bra.)

Mert, ha £ + & = 2R, akkor egyszersmind g = y-val azaz
a vélloszogek is egyenlok egymassal.

Ugyanis 7 ¢s 8 mellékszogek osszege 2R, azaz:

v+3=2 R; tovibba a foltétel szerint:

490=2 R, tehat:

y+-0=£+43, 6s ebbil: B=1, tehit a masodik pontnil
fogva AB || CD-vel.

Ebbdl onként kovelkezik: hogy, az olyan ket eqyenes vonal,
melyck mindegyike wgyanazon harmadilkra merdlegesen dll, eqymdssal
pdrhuzamos. Mert ez esetben a két belsd szog Osszege 2R.

A 2., 3. és 4. pontban felsorolt tételek megforditasai is helye-
sek, azaz:

5. Ha ket pdrhuzamos egyenest barmely harmadilkal metsziin’:,
a kelelkezs vdltiszogel: eqyenldl egymdssal.

Legyen AB || CD-vel (23. 4bra) és EF az dtmetszé egyencs,
akkor: BGH ¥ = CHG ¥-gel.

E
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23. dbra. Mert tegyiik o1, hogy e szigek nem
egvenlok ; akkor két eset lehetséges, t. i
B a) BGH < > CHG %-nél. Ez eset-

. ben az utobbi smg annyira megnagyob-
———p bithato, hogy KHG < = DGH ¥-gel.

E két valtoszog. egyenlosége folytan
r KL || AB-vel, azonban a f{oltétel szerint
CD is parhiuzamos A B-vel, e szerint tehdt H ponton keresztiil ADB-hez
két parhuzamost hizhatnank. Ez azonban lehetetlen ésigy BGH <
nem lehet > CHG <-nél. g

b) BGH 4 < CHG <-nél: hasonlé okoskodds utin ebben az
esethen is ellenmondéasra akadunk. Tehat kell, hogy

DGH ¥ = CHG %

5. Ha lét parhuzamos eqyenest valamely harmadikkal dtmetsziink,
a szdrmazo ellenszigel egyenlik egymdssal.

Mert ha az atmetszett egyenesek parhuzamosak, ugy a meg-
elozé pont szerint a valtoszogek is egyenlok ; amde ha ez utobbiak
egyenl¢k, az ellenszogek is egyenlék. (3. pont.)

7. Ha lkét parhuzamos vonalat valamely harmadiklal metszink,
allor az wgyanazon oldalon fekvi belsé szigek dsszege 2R-rel egy, gyenlo.
(Miért? 1. az 5. p.)

Ezekbol egyszersmind kovetkezik, hogy.

«)Ha két egyenes vonalat egy harmadik akkéntszel, hogy amegfeleld szogek-,
vagy a valtoszogek nem egyenlSk, vag gy két belso sz6g osszege Lobb, vagy kevesebb,
mint 2R, ezen esetekben a metszett egyenes vonalak eleqendden meghosszabbitva

metszik egymdst. Mert ha parhuzamosak lennének, a féltétel nem teljesiilhetne.
) Ha két egyenes ugyanazon harmadikra merdleges, akkor azok egy-

méssal parhuzamosak.
¢) Valamely egyenesre kiviil adott ponibhl csak egy merdlegest allithatunk.

8. Ha It isszehajlo cqyenesre egy-eqy merilegest allmmk

_azol kelléen meghosszabbitva sziikségkép metszik egymast.
Mert ha nem metszenék egymidst,

parhuzamosak lennének, amde ez esetben

/A a rajtuk merdlegesen allo egyeneseknek
is parhuzamosaknak kellene lenniok
4 A e (4. p.), ez azonban ellenkezik a foltetellel.

B o LA

9. Az olyan szigek, amelyeknek
M E F' cciraik  kolesomisen pdarhuzamosak €3
megeqyezi (vagy ellenkezi) iranyiak,
eqyenlok egymdssal. (24. abra.)

24. abra.

N

no

Abel-Lévay-Pelikeit : Mértan, 1. rész.
Abel-Levay-Pelikeit : Mértan, L rész.




Azaz: ABC %X = DEF X
és: MEN &= ABC <.

Ellenben az olyan szigek, amelyeknek szdraik pdrhuzamosak
uyyan, azonban csak az eqyik par eqyezs, a mdsik par ellenben ellenlkezs
irdnyi, egymdst 2R-re egészitik ki. ABC ¥ 4 DEM & = 2R,

Ezt a pirhuzamos vonalak tulajdonsdgai alapjan bizonyithatjuk be.

10. Az olyan szogek, amelyeknek sziraik egyméasra merd-
legesek, vagy egyenlik, vagy 180%-ra egészitils ki egymadst.

Hogy e tétell bebizonyithassuk, vegyiik
fel ABC sziget (25. abra.), melynek AL

25. dbira.

" ? : és BC sziraira az I szogponttal biro szog
\ p szarai merolegesek. Az E pontbol AD-re
Bl___}_-f__c csakis egy — FH — cgyenes htzhato
merolegesen, hasonloképen DC-re esakis

DI; ennélfogva az E sziogpontlal biro

7 W sz5g szarai a megadott feltétel mellett

csakis F'H és DI lehetnek. Ezen egyene-
sek azonban I szigpont koril négy szoget zirnak be, melyek kiziil
kettd-ketld, mint cstics-szog egyenld és kettd az 4 BC adott szoggel
egyenld fajta, azaz: hegyes-sz0g; a mdsik kettd ellenkezd fajta,
azaz: lompa-szog. Ha a DI-vel paArhuzamos BO, tovabba az FH-val
parhuzamos BM egyeneseket szerkesztjiik, akkor : MBO < — DEF &,
mint padrhuzamos és egyenléiranyu szogszarakkal biré szogek ; dmde :
(BO < = ABM <, mint derékszigek ;
es igy:
CGBO % — ABO X = ABM & — ABO &;
azaz:
ABC % = MBO & ;
vagy végiil:
ANHORT S DI N R S I B 1)
Mésfelol: I'EI S és DEF ¥ mellék-szogek, tehat:
DEF < -} FEI &€ = 180°;

vagy az 1) alatt megismert egyenlet figyelembevételével :
ABC (- FEI & = 180° és ABC % - DEH % == 180° . ..........9)

Az 1) és 2) alatt talalhato egyenletekbdl kitetszoleg: oly két
sz0g, melyeknek szaraik merdlegesek egymésra, egyenld egymassal,
ha a két sz0g egyenlo fajta, azaz: mind a kettd hegyes-, vagy mind
a kettd tompaszig és 1800-ra egésziti ki egymdst, ha a két szog kiilon-
bozo fajta, azaz: az egyik hegyes-, a masik pedig tompa-szdg.
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Harmadik fejezet.

Az idomokroél dltaldaban. Egybevago
idomok,

I. Ahdaromszogrol.
11. §& A haromszog belsé és kiilsé szogei.

A siklap hatéarolt részét idomnak (figura) nevezzik. Az idom
hatarai vagy egyenes, vagy gorbe vonalak és eszerint egyencs- és
gorbevonalu sikidomokat kiilonboztetiink meg. Az egycsvonali sik-
idomok hatdrvonalait oldalaknak, az oldalak Osszegét az idom
keriiletének hivjuk.

Két cgyenes nem alkothat idomot; erre legalabb is hérom
egyenes vonal sziikséges; ennélfogva a legegyszeriibb idom az, a
melynek hérom oldala van. Ez a hdromszog. Az oldalak metszd pontjait
a héromszog szogpontjainak, az oldalaktol befogott szizcket a hirom-
sz0g belsiszigeinek, vagy roviden szogeinek nevezziik. Minden harom-
szognek hat alkotorésze van, t. i. harom oldala ¢és harom szdge.

Igy a 26. abrdban ABC héromszig oldalai:

26. dbra. AB=c¢, BC=a és AC=10; szigei: BAC==2,
B8 . TABG = BEACB = e
Mindegyik oldallal szemkozt egy-egy szog van,
/ ez az illeté oldal dtellenes szige, igy AB oldalnak C
et 0 az datellenes szoge; a mdasik két sziget scomsz(dos

szogeknek nevezziik.

Viszont, minden sziggel szemkozt egy atellenes oldal van, igy B sziggel
4C oldal van szemkozt ; a masik két oldal az illeté széget befogja, azért azo-
Kat befogs oldalaknak is nevezhetjik.

97. ibra. A haromszog barmely oldalat, tehat
c pl. AB oldalt (27. 4bra) alapvonalnak

™ hivjuk, az alappal atellenes szégponthol
/ XN az alapra bocsatott CD meréleges vona-
Ao | \B lat magassdgnak nevezziik.
5 1. Minden hdromszig hdrom belsé
s20yénelk isszege két R-rel egyenls.

98. Abra. Igy ABC/\-ben (28. dbra)

K B %~Pp -+ y=2R. Ennek bebizonyi-
ANE b tasa céljabol a hiromszog egyik

i szogpontjan parhuzamost hizunk az ét-

gE= C ellenes oldalhoz, tehdtlesz KL || AC

%

z
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Amde: 3 és 2z, tovabbi ¢ és ymint valtoszogek egyenlok, azaz:
e CERSEE = tovabba b) —}— B ¢ = 2R, ebbe most 3 és ¢ éric-
keit helyettesitvén: « 48 4-y=

E tételhol kovetkezik, hogy:

a) Ha valamely hiromszog két szbge ismeretes, a harmadikat is meg-
hatarozhatjuk ; t. i. a két ismeretes szog Osszegét 2R-bol, illetdleg 180°-hél
kivonjuk.

b) A haromszoghen csak ¢gy derék- \any tompaszig lehet, a mésik keltd
sziikségkép hegyesszog.

¢) Ha két haromszognek két-két szize kiilon-kiilon egyenls egymdssal,
a harmadik szognek is egyenlonek kell lennie a megfelelé harmadikkal.

9. Ila valamely haromszog egyik oldalat meghosszabbitjuk, Ziilsd
szig keletkezik, és ez a szemkizt levd két belsi szog dsszegével eqyenli.

29. dbra. Igy ha ABC/\-nek (29. 4bra) AC
8 oldalat meghosszabitjuk, BCD Kkiils6-
P szog = « -+ L.

e L e 0 Mert az 1. pont szerint:

x84 v=2F; a mellékszogekrol tanultaknal fogva pedig:
Y4 BOD = 2F, {ehit:

7—{-—"—-}—(—-* -+ BCOD, vagy a-p = BCD <.

E szerint a haromszog killsdszoge mindig nagyohb barmelyik dtellenes
belsé szognél.

Az elmondoltak alapjan konnyen bebizonyithatok a kovetkezd
tételek is:

3. Valamely egyenes vonalra bdrmely kiviile fekvi ponthil esak
eqyetlen-eqy merdleges hiizhato.

A hdromsziy hdrom kiilsiszogének dsszege 4R.

5. K¢t egyenes vonal mindig azonm wrdny felé hajlil: issze,
amely irdnyban azok eqy harmadik dtmetszivel 2R-nel kischh belsj-
szogeket alkotnak. (20. 4bra).

Ezt a tételt Eulklides az «Elemek» nagyhirli szerzéje (285 év. Kr. e.)
axiomanak (XI-dik) tekinti és a parhuzamosak elméletét erre alapilja.

12. § A haromszogek nemei.

A hiromszogek két kiilonbozo alapon  osztdlyozhatok, t. i
oldalaik és szogeik tekintetébdl. Az oldalakat illetdleg a haromsziogek
vagy egyenlioldalivak, ha mind a harom oldaluk egyenld; vagy
eyyenliszdriak, ha csak ket oldaluk egyenlo; vagy Kkiilonbozo
oldaltiak, ha mindegyik oldaluk mds-més hosszusigu.
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A-szigeket tekintve a haromszogek vagy hegyesszogiiek, ha
mind a hirom szogiik hegyes; vagy derékszigiiek, ha egyik szogik
90°; vagy fompaszogiiek, ha egyik szogilk tompa. £

Az egyenlbszara haromszdg két egyenld oldalat szdrnak, a
harmadik oldalt alapnak nevezziik.

A der¢kszogii héromszogben a derékszoggel dtellenes oldalt
dtfoginak (hypotenusa), a masik kettot befogonak (catheta) nevezzik.

»

A haromszog alkotorészeinek oOsszefiigge-
sérol. Egybevagé haromszogek:

13. §. Altalanos észrevételek.

Ha valamely idom minden alkotorészét ¢s amellett e részek
egymAsutanjit is ismerjiikk, akkor az idom tokelelesen meg van
hatdrozva.

Ebbol vilagos, hogy valahényszor két idom oldalai és szogei
ugvanazon sorban kolesonosen egyenlok, mindannyiszor az idomok
azonosak, 6s csak helyzetiikre nézve kiilonhozok; ha tehat kelléen
egymasra helyeztetnek, fedik egymdast. Az ilyen idomokat egybevdigo
{congruens) idomoknak nevezziik. Az egybevigosag jele: «2. Az egy-
bevigo idomok megleleld alkotorészeit egyenld fekvésii részeknek
is nevezzikk. — A mondottak szerint az egybevago idomok egyenld
fekvésii részei mindig egyenlok.

Az egybevago idomoknak a meértanban igen fontos szerepiik
van. Minthogy minden mértani idom alkotorészei szoros kapeso-
latban 4llanak egyméssal, gy, hogy az idom nehdny részébol a
tobbi is foltalalhato ; azért az idomok meghatirozasahoz nem sziik-
séges azok valamennyi “alkotorészét ismerniink, hanem a legtobh-
sz6r kevesebbel is beérhetjilk. — Ugyanez dll az idomok egybevago-
sagarol. Ket idom egybevagosiganak megillapitasara nem sziikséges
minden alkotorész kolesonos megegyezését kimutatunk; mert, ha
bizonyos szAmu alkotorész kolesondsen megegyezd, akkor a részek
kozt fennallo kapesolatnal fogva a tobbieknek is sziikségkép egyen-
toknek Zell lenniok. Az alkotorészek kolesonos osszefiggését fogjuk
most kozelebbrol megvizsgalni.
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14. § Hidnyosan meghatirozott hiromszogek.

Feleljiink meg mindenekel6tt arra a kérdesre, hogy hany és
mind alkotorész sziikséges valamely haromszog meghatirozasara ?

E célbol tegyiik fol, logy a haromszignek ecsak egyik alkoté
része ismeretes; egy sz0g, vagy egy oldal.

Az els6 esetben az adott sz0g két szara kozott szamtalan
egyenes vonalat hiizhatunk, és igy szamtalan kiilonbozo héromszog
keletkezik, amelyek mindegyikében bent van az adott szog. Vildgos
tehat, hogy egy szig mem clegends a hiromszog meghatirczisira.
A mésodik esetben, midén t. i. a haromszdg egyik oldala ismeretes,
ezen oldal végpontjaibol szdmlalan egyenest huzhatunk, amelyek egy-
mdst padronként metszvén, ugyanannyi zilonbozé haromszoget alkotnak.
Tehat egy oldal magiban szinlén nem hatdrozza meg a haromszoget.

Ha valamely haromszoghol £¢t alkotorész ismeretes, ez lehet
a) két szog, vagy b) két oldal, vagy c) egy oldal és egy szig.

a) Tegyiik tel, hogy a haromszignek ket szige ismeretes ; akkor
a 11. §. 1. pontja szerint a harmadik szdg is meghatirozhat6. Mar
most alkossunk olyan héromsziget, amely az emlitett szogeket

30. #bra magaban foglalja. E végre az adott A és
¢ B két sziget egy egészen telszdlegesen

valasztott AB alapvonalra tugy mérjiik
ra, hogy mind a két szognek egy-egy
szara a f[olvelt alapvonalra essék; az-
, + utdn a masik két szart t. i. AC-t és

A 8 BC-t a C kozos metszopontig meghosz-
szabbitjuk. Minthogy AB alap hosszat tetszés szerint veltiik fol,
nyilvanvalo, hogy szamtalan ilyen héromsziget alkothatunk.

Igy példaul a 30. abraban A’C’ || AC-vel és B'C || BC-vel,
tehat 4’ X = A &, tovabba B % =B & és ¢’ & — ' % Mar
pedig A'B'C’ haromszig lényegesen kiilonhizik ABC hédromszigtol.
Ennélfogva %ct (vagy harom) szig sem hatirozza meg a haromsziget.

b) Legyen adva a haromszognek kat oldala, AB és AC. Ha e
két izmoeretes oldalt a kozos végponttal A-val tetszés szerinti sz0g
alatt Osszeillesztjiik, ezutin B és C végpontokat egyenes vonallal
Osszekotjik, ABC haromszog keletkezik, 6s ez az adott két oldalt
valbban magiban foglalja. Azonban ugyanilyen moédon akdrhény
haromszoget alakithatndnk. Teh4t ¢t oldal sem elegendd valamely
hdromszog meghalirozasara.

1
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c) Ha a haromszognek 4B oldala és A szige ismeretes, akkor
ez utébbi szdg egyik szarara ramérjiik az adott AB-t, a masik
szarbol pedig tetszés szerint elvagunk egy darabot pl. AC-t; ezutan
I pontot §sszekotjitk C-vel. Ekkép ABC haromszog keletkezik, amely
a két adott alkolorészt magaban foglalja; damde mert AC oldal
hosszat tetszilegesen szabtuk meg, vildgos, hogy szamtalan ilyen
hiromszog szerkesztheto. Ennélfogva ezek az adott részek sem
hatdrozzik meg a hiromszoget.

Ha az adott C szog az adott AB oldallal szemben fek-
szik, igy okoskodhatunk. Ha C szog ismeretes, a masik két szog
Osszege is ismerctes, mert 4 ¥ 4 B & = 2R — C <. E két szog
koziil az egyiket (péld. A-t) tetszés szerint vehetjiik (61 [mindazon-
altal ugy, hogy a folvett szog kisebb legyen (2R—C-)nél], a masik
szoget (B-t) pedig a fentebbi egyenlethdl taliljuk meg. Ha most e
két szoget A B oldalra illesztjiik, oly haromszoget nyeriink, amelyben
mind a két adott alkotorész meg van; minthogy azonban az egyik
sz0g nagysdgat tetszés szerint vilaszthattuk meg, a haromszig az
utobbi esetben is hatdrozatlan.

Mindezckb6l kitiinik, hogy a hiarvomszog (okéletes meghataro-
zdsidra ket alkotorész ismerete mem elegentls: hanem e célra leg-
aldbb hdrom alkotorész ismerete sziikséges és e harom adott alkoto-
rész kozt is legaldbb egy oldalnak kell lenni.

15. §. A haromszog meghatirozisa egy oldal és két
szog alapjan.

Lyy oldal és a rajta fekvi két szig teljesen meghatdrozza «
Liromseiget.

Legyenck az adott alkotorészek: AB oldal, = és B szig.
(31. abra.) E harom alkotorészbél csak egyetlenegy héromszog
al>' "hato. Ennek bebizonyitdsa végett tetszoleges hossziisdgu egye-

31. dbra. nes vonalat huzunk, melyre az adott AB

Y oldalt ramérjik. Ezutin az ismeretes szogek

/ cgyikét, pl. « szoget, ADB-re helyezzik
AZ& ) 3 ugy, hogy a .sz(')gpont,ja 1 [)()n!l"f\, eg'yik
szara ADB-re jusson; a szOg masik szara

azon iranyt jeloli, mely felé a hdromszog AC coldala fekszik.
Most 8 < szdgpontjat B pontra, egyik szirit BA egycnesre
illesztjiik ; masik széra BC oldal iranyat jeldli. E két ivdny C kozos
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pontban taldlkozik, és ez a haromszognek harmadik szogpontja.
Minthogy pedig két egyenes vonal csak egy pontban taldlkozhatik, tehat
csak egy oly hiromszog alakithato, mely az adott részeket magaban
foglalja. Ez még akkor is igaz, ha az ecgyik adott szog pl. v, az
adott ADB oldallal dtellenben f{ckszik, mert két adott szogbol a har-
madik is meghatirozhato; az wtébbr eset lényegileg mem kiilinbozilk
az elobbitil.

Ebbol kovetkezik, hogy :

Ha két hdromszigben eqy-eqy megfeleld oldal és két-két meg-
feleld szog kolesimosen eqyenld; akkor e hdromszigek egybevdgil.
(32. 4abra.)

32. &bra. _
AB— DFE

C I
/ll'\ //(/p\\ rC—t )
ek @ —
AL B (AR ABC A\« DEF A\

Ezen tétel ondlléan is bebizonyithato.

E célbol illessziik DEF héaromszoget ABC-re gy, hogy D pont
A-ra, I¥ pont B-re jusson; ¢z a foltételnél fogva lehetséges, mert AB=DE. \
A mondott helyzethen & szognek DI szira AC oldalra, ¢ szognek FEI' szira )q.
pedig BC-re keriil, mert a foltétel szerint 6 = «, és ¢ = . Ennek kovetkeztében |
F pontnak okvetetleniil C-re kell jutnia, mert két egyenes vonal csak egy pont-
ban talilkozhatik egymissal. Tehat a két haromszig egybevigo.

E tantételbol a kovetkez igazsag folyik : .

Minden hdromszog, melynek két szige eqyenli, eqyenli-szdri, {
vagy : A hdaromsziy eqyenlo szogeivel eqyenli oldalak vannak szemkozt.

Legyen ABC /\-ben (33. abra): «=F§,
akkor AC = BC. Ennek bebizonyitisira ACB
szoget felezziik. Legven CD a felezé egyenes.
Ezaton két haromszog keletkezik: ACD és
BCD ; ezekben az egyik oldal kozos, t. i
; , 0D = CD, két-két szog pedig egyenld, mert
o =P (a foltételnél fogva) és ACD <L = BCD < (a szerkesztésnél
fogva). Ezekbol kitiinik, hogy a nevezett haromszogek egybevigok, h
és-igy megfeleld alkotorészeik egyenldk; tehat: AC — BC.

Az olyan hdromsziy, amelyben wind a hdrom szig egyenls,
eqyszegsmind egyenli-oldali s,

33. abra.

i
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16. §& A haromszog meghatarozasa két oldal és a kozbe-
zart szog alapjan. ‘

Két oldal és a két oldal kizé zirt szig leljesen meghatdrozza
a hdaromszoget.

Mert ez alkotorészekbdl esak egy haromszog alakithato. Ugyanis
alkossuk meg az adott szoget, mérjilk rd ennek szaraira a szog-
ponttol kezdve a két adott oldalt és kossiik Ossze a két vég-
pontot egyenes vonallal: ekkép oly haromszog keletkezik, amely az
adott harom alkotérészt magaban foglalja. Minthogy pedig két
kijelolt ponton keresztiil csak egy egyenes vonalat htzhatunk, azért
az adott alkotorcszekbol csak ezen egy haromszog szerkeszlheto.
Ebbél onként folyik, hogy :

Ha két hdaromszogben két-két megfeleli oldal és a kozbezirt szog
eqyenls, akkor e hdromszigel eqybevdgik. (24. dbra.)

34. dbra.

C F AB = DE

\ Al(y == ])]‘Y

\ Pl
sy o gl ABOA & DEFA,

Ezt tnalloan is be lehet bizonyitani: Fektessiik DEI haromszoget ABC-re
oy, hogy & sz6g o-ra, azaz DE szar AB-re, DE szir AC-re jusson; ez lehetsé-
ges, mert a foltétel szerint & = o. Minthogy tovéibba AB = DE, ¢s AC = DF,
tchat E pontnak sziikségkép B-re, I pontnak C-re kell esnie; ennek folylan
EF cgyenes vonal is egybe esik BC-vel (lasd az 1. §. 3. pontjat), tehat a két
hiromszog tokéletesen egybevago.

Ebhol a kivelkezo tantételek szarmaznak :

1. Az egyenloszdri  hdromszigben az alapon fekvo szigek
eqymdssal eqyenlok, vagy: minden hdromszighen az eqyenld oldalak-
Lal dtellenes szigel: eqymdssal egyenldk.

Legyen ABC/\-ben (35. ébra) AC = BC,

NI ekkor o = 4. Mert ha az alappal dtellenes ACB

c szoget CD egyenes vonallal felezziik, ACD és

BCD két kisebb héromszog keletkezik; ezekre

p L g nézve CD oldal kozds, tovabbd AC= BC (a
) {oltétel szerint), végre ACD % = BCD %-gel

(a szerkesztésnél fogva). Tehat a két haromszog cgybevagd, mert
két-két oldal és a kozbezart szog kolesondsen egyenld; ennck
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folytin az egyenlé fekvésii alkotérészek mind egyenlok, vagyis:
2 = (. (Ezen. egyenl¢ szogek mindig hegyesek. Miért 9)

Ebbol egyszersmind kitiinik, hogy : az egyenls oidali héiromszig-
ben a szigel: 1s egyenldk, tehat mindegyik szig 3R, vagy 600

A megeldz6 tantétel alapjan : valamely egyeniéiszdri-h iromszig eqyil: adott
82096000 @ midsile kettd Iiszdmithato.

Ugyane tétel alapjén tovabbad bebizonyithato, hogy: a) Azon
egyenes vonal, amely az egyenlisziri héiromsziy alapjaval dtellenes
szigel felezi, az alapra merilegesen dll és az! felezi.

b) Az egyenliszdri, hdromszig szigpontjabil az alapra hizott
merdleges ugy az alapot, mint a vele szemben felvi szoget felezi.

c) Azon egyenes vonal, amely az egyenliszdri hiromszig alap-
jdanal felezi pontjat az dlellenes szigpontlal Gsszekiti, az alappal
derékszoget zdir.be és az dtellenes sziget felezi.

d) Az dlapvonal felezi poutjiban az alapra dllitott mergleges
az egyenliszdrd hdromszignek az alappal szemben felvé SszGgpontiin
megy dat. (6. § 1. és az cl6bbi ¢) pont.)

e) Ha kizds alapon két egyenlisziric hdromszigel alakitunk, a
vét dtellenes szogpontot osszekiti egyenes wvonal a szogpont koriil
i szogeket fdlezi és ezenkivil az alapra merilegesen dll.

36. 4bra. Eunek  bebizonyitdsira
¢ legyen: AC = BC, és AD —

¢ : BD (36. dbra); akkor CADR
/ X = CBA X és DAB ¥ —=

]\ S 2 i DBA ¥, kovetkezoleg :
3 \ o N CAD <L+t DAB < —=
\lﬁ// B CBA ¥+ DBA ¥, azaz:
CAD < = CBD ¥%. E sze-
0 rint CAD és CBD harom-
szogekben két-két oldal és a kozbezdrt szog egvenld, ennek kivet-
kezlében: CAD/\ «o CBD\ ; és igy e haromszogek-megfeleld alkoto
részei egyenlok, azaz: ACD %X =BCD %, ADC % — BD(C 4.
Mér most nem nehéz kimutatni, hogy A CE/\ «2 BCE/\; és cunél-

fogva AE = BE, és AEC ¥. = BEC % — 90o. (6. §.).

f) Azon egyenes vonal, mely az egyenlisziri haromszighen az
alappal dtellenes szigpontndl fekvd kiilsd sziget felezi, az alapvonallal
pdrhuzamos. (Miért ?)

2. A hdromszig nagyobbik oldddval szemkizt fekvi szog min-
dig nagyobb, mint a kisebbik oldallal dtellenes 8204,
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37. 4bra. Igy, ha. ABC /\-ben (37. &bra) BC > AC-nél,
akkor: BAC < > ABC <-nél. Mert, ha a kisebDh
AC oldalt a nagyobbikra atvissziik gy, hogy
OD = AC legyen ¢s AD egyenest meghiizzuk, az
ekkép alakult ACD haromszog egyenl6szara lévén :
CAD & — CDA <; amde az utobbi, mint ADB hiromszog kiilsé
sz0ge, nagyobb az dtellenes ABC belsd szognél (11. §. 2); tehat
CUAD szbgnek is nagyobbnak kell lennie ABC szignél. Amde (’-1])
csak része BAC szognek, tehat anndl inkabb BAC ¥ >ABC ¥ -nél.

3. Viszont, a /zmrmz.wf/,’/ nagyobb szigével magyobb u./(./a/,/cz.'\”('b/)
szogével kisebb oldal van ~"70m/'()':'/ (L. az elobbi abrat.)

Azaz, ha BAC ¥ > ABC ¥-nél, akkor egvszersmind DC >
AC-nel. I,/L l(*«f("r3~/l‘)lnl)1; n kozvetve bizonyithatjuk be. Ugvanis, ha
nem lenne igaz az, hogy BC > AC-nél, akkor BC vagy = AC- -vel,

vagy pedig kisebb AC-nél. Amde BC nem lehet = 4 C-vel, mert akkor

az 1. pont szerint BAC < = ABC % lenne, ami a f6ltétellel ellen-
kezik. Hasonlokép DC kiscbh sem lohot ACél; mert ez esethen
a 2. pont érlelmeben a BC-vel atellenes BAC .szi)gnek kisebbnek
kellene lennie az AC-vel atellenes ABC szognél; ez azonban a
[5ltétellel ellenkezik, E szerint csakugyan BC > AC- n(l

A fontebbi LCleInél fogva: « derékszigii hdromszdy dtfogdjanal: mindig
nayyobbnal: Iell lennie, mint bir melyil /ﬂ’fm/u'm[/ Szintiigy a tompaszigit hdrom-

sziyben a tompa sziggel dfellenes oldal a le ynagyobb,

Minden: hdromszig két oldaldnalk isszege nagyobb a har
772(((.“/.' odalndl. Azaz AD - BC > AC. (38. abra.)

3S. Abra. Ugyanis hosszabbitsuk meg A BC hirom-
R szog AD oldalat .¢s mérjiik fel arra B-16l

K. N szimitva BD .= BC darabot; ekkor AD —
T / \\ AL 4- DC. Most, ha CD egyenest meghtizzuk
: B DBC egyenloszara hiromszog keletkezik:
ennck BCD szige = BDC szdggel. Amde BOD szog csak Irésze
ACD sz6gnek; tehdt ACD < > BDC % és ACD haromszigben
a nagyobbik (ACD) szoggel szemben levé AD oldal is > mint a
kisebb (ADC) szoggel dtellenes AC oldal (3. pont); azaz AD >
AC-nél, vagyis AB 4 BC > AC-nél.

Ebbol kozvelleniil kovetkezik, hogy«

a) A hdromszig barmelyile oldala nagyobb, mint a mdsile keltd IFiilinbsége.
Azaz: AB>AC—BCnél.

b) Hdrom meghatdrozott eqyenes vonalbdi csak azon esetben alakithatunle
hiromsziget, ha mindegyil: vonal vévidebh @ mdsilk ket dsszegénél,
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5. Ha valamely hdromszig két oldala eqyenli egy mdsik hdrom-
szog megfeleld két oldaldval, dm az elibbiel: dltal bezdrt szig nagyobb
az utdbbiak dltal bezdrt szigndl: akkor az elss hdromszig harmadik
oldala 1is magyobb a mdsodik hdromszig harmadil: oldaldndl.
Tehat,ha AB= I'C,

39. abra.
F AC = FH, és o> o-nél
/‘? (39. 4bra); akkor LC\
G H-nal.

Ennek bebizonyitasa

céljabol az FGH hirom-

N szoget ABC/\-hoz illeszt-

jik oly médon, amint az

abra alsoé része mutatja,

t. i.-4 ponton Kkeresztiil

AD egyenes vonalat hiz-

zuk akkép, hogy CAD X

= legyen o-vel, ezutan

AD-t egyenlének vesszik FG-vel és D pontot 0Osszekotjiik C-vel;

ekkép AC oldalra oly héromszoget rajzoltunk, amely FGH/\-gel

egybevigo. Tehat elegendd lesz kimutatnunk, hogy BC > CD-nél,
mert ekkor egyszersmind igaz az is, hogy BC > GH-nal.

Felezzitk BAD szoget; a felez6 AL vonalnak szikségképen
a nagyobb (x) szog szarai kozé kell esnie; végiil vonjuk £D egyenest.
L7a]tal két egybevago haromszog keletkezik, t. i. ABE/\ w0 ADE/\ :
mert két-két meglelelé oldaluk és a kozbezart szog ogyonlu. IEnnek
folytin : BE = DE. Am DEC haromszigben: DE -4 EC> CD-nél,
vagy, ha DE helyébe a vele egyenlé BE-t irjuk; BE-4- EC > CD,
azaz: BC>> CD-nél.

6. Viszont, ha eqy hdaromszognelk két oldala egyenli egy mdsik
haromszog ket megfeleld oldaldval, dm az elsd hdaromszig harmadik oldala
nagyobb a mdsik hdaromszig harmadik oldaldndl: akkor az egyenls oldalak
dltal bezdrt szig az elsé hdaromszigben magyobb, mint a mdsodikban.

Legyenek ABC és F'GH (39. dbra) a szoban forgé harom-
sz0gek és ezekben AB-—I'G, AC=FH és BC> (GH-nal; ekkor
BAC ¥ > GI'H ¥-nél; vagy » > o-nél. Mert, ha « < lenne ¢-nél, a
megel6z6 pont szerint BC oldalnak kisebbnek kellene lennie (/1 ndl,
amde ez a foltétellel homlokegyenest ellenkezik ; hogyha pedig » = o,
akkor (15. §.) BC = GH, ami szintén ellenkezik a foltétellel. Tehat
csakugyan z > ¢-nél.
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7. Ha A ponthdl (40. &bra) MN adott eqyenesre AB merileges
vonalat és tobh ferde eqyenest hWiveunk, alklkor :

40. dbra. a) AB merileges az dsszes

2 eqyenesel: kizt a legrividebb;

mert a befogd < az atfogénal.

Ezért ADB merdlegest A4 pont

0 e N J/.\r'—ﬂl(’)’l mért tdavolsdgdnak ne-

P R vezziik.

b) Ha kéb ferde egyenes vonal melszd pontjar a merdleges
talppontjatdl a két oldal felé eqyenld tdvolsdgban vannak, akkor
azon egyenesel eqyenlé hosszisdgiak, igy ha BC= BD; akkor
AC = AD, mert ABC/\ w2 ABD/\. (Miért ?)

c¢) K¢t ferde egyenes kiziil az a hosszabbik, amelyncl metszi-
pontja a merdleges womal tlalppontjitil messzebbre esik; igy BIJ
nagyobb lévén BC-nél, AE > AC-nél; mert BCA sziog sziikségkép
hegyes; szog (11. §. 1. p.), tehat a mellékszoge tompa, azaz: ECA
szog > R-nél, de ennek folytan (16. §. 3. p.) AE> AC-:nélL

d) Viszont, minél hosszabh valamely ferde egyenes vonal, anndt
tavolabb esik metszi pontja a merdleges vonal talppontjdtil.

Ezt b) és c) alapjin kozvelve bizonyithatjuk be.

e) Adott ponthdl adott MN eqyenest melszd hdrom egyenls hosszi-
sagi ferde eqyenest mem hitzhatunk ; mert, ha ezt tehetnok, akkor
a merdleges vonal egyik oldalira két egyenlé hosszi ferde vonal
jutna: ez pedig lehetetlen.

Megjegyzendd, hogy az A ponthol (40.abra) valamely adott egyenes
vonalra pl. MN-re hizott merdlegesnek B talppontjat 4 pont MN
vonalon valo wvetiiletének (projekeid) nevezzilk. Magyarazalra nem
szorul, hogy MN vonal minden pontja a maga vetiiletével egybe-
esik. Igy pl. C pont ugyanezen C-nek vetiilete is MN egyenes
vonalon. — A vetiilet fogalmat vonalhosszakra is alkalmazhatjuk.
Példaul AC vonal vetiilete az MN egyenes vonalon nem egyéb, mint
az utobbinak BC szelete, melyet az A és C végpontok vetiiletei
hatérolnak. AB meréleges vonalnak vetiilete MN egyenesen B pont.
— A veliilet fogalmanak segitségével a sikmértan egyik-masik tételét
egyszeriibben lehet kifejezni. Még fontosabb a vetiilet fogalma a
térmértanban, ahol arrél majd bovebben szolunk.
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i7. §. A haromszog meghatirozasa két oldal és a
nagyobbik oldallal atellenben fekvé szog alapjan.

Ket oldal és a nagyobbik oldallal szemkizt fekvi szig meg-
hatdrozza a hdromsziget.

s Adva van AB és BC oldal (41. 4bra) és a BC
B nagyobbik oldallal szemkozt fekvé « szig. Ismét
41 kimutatjuk, hogy ezen alkotorészekbdl csak eqs
/, J 8y 9y

i . hédromszog szerkesztheto.
[‘;_/ I ) Ugyanis az adolt = szig egyik szarara A

e szogponttol szdmitva felmérjitk a kisebbik 4D
oldalt; ezzel a hiromszognek két szigpontjat megkaptuk. A harma-
dik szégpontrol tudjuk, hogy = szognek mdsik szdran fekszik és a
méar meglevé B ponttol BC tavolsdgra van. Most ha B ponthol,
mint kozépponthol, BC hosszusigi félatmérdvel kiorvonalat szer-
kesztiink, ez bizonyara m: 1gdlmn foglalja mindazon pontokat, melyek
D-t6] a kivint tavolsagra vannak. Minthogy a keresett pontnak
eloszor AC sziron, masodszor az emlitett korvonalon kell lennie, C
pont nem lehet masutt, mint ott, ahol a korvonal az AC szért metszi.
Amde a korvonal a nevezett szart nemcsak C, hanem 2z AC szar
meghosszabitasira s D ponlban is szeli. Tehat ugy latszik, mintha
az adott alkotorészekb6l Zél kiilonbozo haromszog lenne alakithato. Ez
azonban nines igy, mert ABD hiromszig két oldala ugyan meg-
egyezik ABC haromszig két oldalival (AB=AB és BO-— BD),
dmde az adott « szdg nincs meg ebben a /\-ben, hanem e helyett
o-nak BAD mellékszogét talaljuk ott. E nnélfogva csak egy oly harom-
sz0g alakithato, amely a kijelolt harom alkotorészt magaban foglalja.

Hogy a font emlitett két metszé pont kozil az egyik (C) AB
szartol jobbra, a masik D pedig ugyanattél balra esik, ez onnan van,
mert BC> AB-nél. Most, ha C és D pontok AB-nek ugyanazon

2. dbra.  oldaldra esnek (42. dbra), akkor AB-nek sziikség-

B kép nagyobbnak kell lennic BC-nél. Ugyanis BDC
szog, mint ABD hiromszognek kiilsd szige, nagyobb
BAC = « szognél; minthogy pedig BDC héirom-
szog egyenlészara, ¢és igy BDC % = BCD %-gel,

C {ehat BOD % is nagyobb #-ndl. Azonban minden
haromszogben a nagyobb sziggel nagyobb oldal van szemkézt, mint a
kisebb szdggel; kovetkezoleg: AB > BC-nél. Ebbil egyszersmind
kovetkezik : hogy ket oldal ¢s a kisebbik oldallal szemlkizt fekvi szig

S
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méy mem haldrozza mey a hdromsziget. Igy pl. a 42. dbrdban nem-
csak ABC, hanem ABD haromszig is magaban foglalja a ket
adott oldalt és az = sziget. Ebben az esetben tehét ket haromszog
felel meg az adott foltételeknek.

Minthogy két oldal és a nagyobbik oldallal atellenes szog a
hiromszoget tokeéletesen meghatérozza, ennélfogva : mindazon hdarom-
szogek, melyckben két-két megfelels odal ¢s a magyobbik ddallal
seembizt fekvs szig egyenls, eqybevdqgik. (43. abra.)

43. abra. AB— DE

A : BC— EF
P
Z \ / > BC> AB
A i e 0/ F ABC )\ 2 DEF A\

Ezt tnélldan is be lehet hizonyitani.

Fektessiik DEF haromszoget ABC-re ugy, hogy DE oldal a vele egyenlé
AB-re, még pedig D pont A-ra. K pont B-re jusson; ekkor DF oldalnak AC-
irinyaba kell esnie, mert a f5ltétel szerint «=23. Most az a kérdés, vajjon az
F” pont épen C-re fog-e esni, vagy sem ? Foliéve, hogy Z' pont nem C-re, hanem
AC oldalnak cgy masik pontjdra G-re jutna, ez esetben ABG haromszog azonos
lévén DEF /\-gel, BG = EI; minthogy azonban a f6ltétel szerint BC is — IIF-fel,
tehit; BG = BC, azaz CBG A\ egyenldszard, kovetkezoleg: BCG < = BGC

¢s mind a ketls hegyes szig, tehat BCG-nck mellékszoge (BGA) okvetetleniil
tompa és ennck folytin (16. §. 8) AB > BG-nél, vagyis 4B > BC-nél; ez
azonban a foliétellel (BC > AB-nél) mershen ellenkezik, tehat lehetetlen.
Hasonl6 ellenmondésra vezet az is, ha I pontot AC szir meghosszab-
bilasén, fekvinek foltételezziik.
Tehdt 77 pontnak valoban'C-re kell esnie és akkor : DEF/NL ABC A

18. § A haromszog meghatérozasa harom oldal alapjan.

Hirom oldal teljesen meghatirozza a hdromsziget.
Legyen a harom oldal: AB, BC ¢s AC (44. dbra). Mérjiikk va
valamely egyenesre a héromszog AD oldalat. Ezen oldal végpont-

Lt ahra. Jaival egybeesik a hidvomszig két szogpontja.
A C harmadik szbgponinak 4 ponttél AC
C lavolségra kell esnie; ennélfogva a kérdéses

(=] ) o

YA pontbol AC sugdrral szerkeszthets. Amde €
pont nemesak az AC, hanem a BC oldalnak
is hatarpontja; C-nek tehat bele kell esnie a
B ponthol BC sugérral szerkesztell kirvoraiba

el :\ C pont azon korvonalon keresendd, mely A
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is. E szerint C' pont.nem lehet mds, mint a két korvonai metszé
pontja: ha tehit az utdbbit A ¢és B pontokkal egyenes vonalakkal
Osszekapesoljuk, a kivant hiaromsziget megalakitolink.

Fontolora kell azonban még venniink, hogy a k¢t kor az em-
litett C ponton Kkivill még D-ben is taldlkozhatik. Ekkor termeésze-
tesen nemecsak ABC, hanem ABD is megfelelne a kiszabolt harom
foltételnek. Hogy megitélhessiik, vajjon az utobbi hiromszog kiilon-
bozik-e az elsotol, vagy sem, C pontot Osszekitjitk D-vel. Minthogy
AC= AD és BC= BD, CAD ¢s CBD haromszogek egvenloszariak,
kovetkezoleg : ACD & = ADC X

BCD 3 = BDC <
tehat: ACB % = ADB &

E szerint ABC ¢s ABD haromszogeknek nemesak az oldalaik
egvenldk, hanem még egy szogiik is egyenld; tehit a nevezetl
haromszogek egybeviagok. Ekkép bebizonyitottuk, hogy hdrom oldal
kétséyteleniil  meghaldrozza a hdromszigel és azon hdromszoger,
melyeknel hdarom megfeleld oldaluk egyenld, eqybevdgil.

A fontebbi vizsgilatok eredményét ezen mondatba foglalhatjuk
ossze: hdrom egymdstil fiiggetlen alkotirész tokélelesen elegends a
hdromszog meghatdrozdasdra,; kétes eset csak egy van, t. 1. amikor
két oldalbol és a kisebbikkel szemkozt fekvo szighol szerkesztendd a
haromszog.

19. § Szerkesztési feladatok.
a) Eyyszerabb feladatok.

A mértani feladatokban a térmennyiségeket tgy kell Ossze-
kapcsolnunk, hogy azok a feladat kovetelményeinek megfeleljenek.
Ha ezt sikeriilt elérniink, akkor a feladatot megfejteitiik. Amde e
mellett még a megfejtés helyes voltat is ki kell mutatnunk. Ezt ugy
érjiitk el, hogy szigoruan bebizonyitjuk, hogy a meglejtés a feladat
minden koveteiményét tényleg kielégiti.

A mértani feladatok nagy részét korzo és vonalzo segitségé-
vel szerkesztésele utjan fejtjitk meg.

Ilyen szerkesztések a kovetkezok :

1. Szerkessziink adott haromsziggel eqybevdys mdsik hdaromszogel.

55 4bra. Legven ABC (45. ébra)

8 € az adott haromszig. Huz-
/\\ zunk hatérozatian hosszi-
sagn egyenes vonalat és

i . i .
A G * mérjiik aita AC oldalt;




ekkor  DI' = AC. Ezutdn . D pontbol 4B hosszusagi sugarral
korivet ‘vonunk, szintigy I pontbol BC sugarral, ez az eléhbi kor-
ivet £ pontban Atmetszi; és ezen E a kercsett haromszoguek a
harmadik szégpontja. Az ekkép alakitott DIEFE Am ABC /\-gel,
mert oldalaik kolesondsen egyenlok.

2. Mérjiimk fcl valamely egyenes vonalra eqyik végpontjaban
adott sziget.

46. dbra. Legyen DE (46. 4bra)
az adott egyenes vonal, mely-
L /C F nek D pontjn keresztiil egy

i : masik olyan egyenes vonalat
Aé‘(-- .,i____a & _\j____ kell huznunk, hogy a kozbe-

K M foglalt szog egyenld legyen

az adott « szoggel. Ezt a két egvenld szoget két egybevagd harom-
szog megfelelo alkatorészénck tekintheljiik; ha tehdt z szig szirai
kozott a tetszés szerinti KL egyenest hiizzuk és az ekkép eredt
AKL hiromszoget, mely az =z szdget magiban foglalja, DE-re
illesztjiikk, vagyis DMN haromszoget AKL /\-gel egybevagonak
rajzoljuk, gy EDF ¥ = BAC ¥ — 4.

Konnyebbitésiil a két héromszoget egyenlé szirtinak rajzoljuk ;
t. i. az adott sz0g szigpontjabol tetszés szerint vett sugarral KL
korivet vonjuk, . tovabb& ugyanezen sugarral D pontbol is hatéro-
zatlan hosszisdgu korivet alakitunk, ez DE egyenest M ponthan
metszi; most KL nyildssal M ponthol kérivet rajzolunk, mely az
elobbi ivet N pontban dtmetszi. Ha végre DN egyenest meghizzuk,
NDM = FDE a kivant szog.

3 Adolt eqyenes vonal felezése.

. ibra. Legyen ADB (47. 4bra) a felezendé egye-
'\< nes vonal.
' Tudjuk, hogy a kozos alapon 4ll6 egyenld
Al E: B szard -haromszogekben a szogpontokat Ossze-

koto egyenes vonal az alapot felezi. Ha tehdt
i az adott AB egyenest kozos alapul tekintjiik
: 6>'< és végpontjaibol tetszésszerinti, azonban ele-
gendd hosszisigi sugarral két-két korivet szerkesztiink, amelyek
egymist €' és D pontban metszik, akkor CD egyenes vonal AB-t
E pontban felezi. (Miért)?
4. Adott szig felezése.

Abvet Lévay-Polikeit: Mértan. 1. rész. 3




Ha az adott BAC szoget (48. abra) tugy
tekin(jiik, mint valamely egyenlészara hérom-
szognek az alappal szemkozt fekvo szogét, és A
szogponthol mind a két szarra egyenld AD=AE
Mg hossziisigot mériink fel ; tovabbd D pontot Gssze-
\ kotjiik E-vel, ez uton oly egyenlészari haromszoget

¢ alakitottunk, amely az adott szoget magiban
foglalja. Ha tovabbd DE alapra még egy méasodik DEF egyenloszari
haromszoget szerkesztiink, nyilvanvalo, hogy az A és F szogpon-
tokat Osszekotd egyenes vonal BAC sziget felezi.

Adott sziget tehit ckkép feleziink: a szog szaraira a szog-
ponttol két egyenld, kiilonhen tetszés szerinti hosszlisigot ramériink,
a végpontok mindegyikébl egyenlo félatmérdvel koriveket rajzolunk
és metszé pontjukat a szog szogpontjival Osszekapcsoljuk.

5. Adott eqyenesre adott pontjdban szerkessziink merdleges egyenest.

Legyen BC (49. 4bra) az adott
egyenes vonal, amelyre 4 pont-

49. 4bra:

; F,‘ jaban a meroleges szerkesztendo.

BAC cgyenes vonalat nyujtott szog-

nek tekinthetjiik, melynek 4 a szog-

B D : \E ¢ pontja. A keresctt meréleges nem

méas, mint ezen nyujtott szog fele-
zbje, mert a derékszog fele a nyujtottnak. Ebbdl vilagos, hogy BC
egyenesre A.pontban merdlegest allitani annyi, mint BAC nyujtott
szoget felezni. A szogfelezés modjat pedig mar ismerjiik.

6. Valamely adott egyenesre, kiviile adott pontbil merileges
vonal bocsdtandd.

50. abra. Legven 4 az adott pont (50. abra)
A és BC a kitlizott egyenes vonal. A-bol

kello hosszuségu, kiilonben tetszés sze-
7 rinti sugirral korivet vonunk, ez BC-t
L

D és E pontban metszi. Ezéiltal ADE
Bt/ © egyenldszdri  haromszog keletkezelt,
F

melynek A a szogpontja. Ha most D és

E pontokbél egyenld sugari koriveket rajzolunk, ezek F metszd

pontja nem més, mint a mésik egyenl6szara hiromszig szigpontja,

A két szogpontot dsszekotd AF a kivant merdleges egyenes. (Miért ?)

7. Kijelolt ponton keresztiil valamely adott egyenéshez szer-
kessziink pdrhuzamos egyenest.
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51. dbra. Legyen 4 az adott pont (BL-
b= A ab.) és BC aXkiliizott egyenes vonal.
& \ A parhuzamos egyenesek, mint
By il tudjuk, barmely atmetszi egyenes-

<o
-
(o]

sel egyenl6 valtoszogeket alkotnak ;
viszont a valtoszogek cgyenloségébol az atmetszelt vonalak pér-

. huzamossigira lehet kovetkeztetni. Ezért, ha az adctt 4 ponton

keresztiil tetszéleges egyenest vonunk, mely az adott DC egyenest

D ponthan metszi, tovabba A pontban 4D egyenesre DAL = ADC

szoget rajzoljuk, a mondoltak szerint AL || BC-vel. A gyakorlali
megfejtésnél nem szitkséges 4D egyenest tényleg meghtizni; elég,
ha A pontbol kello hosszisiga sugarral DE korivet, és D pont-
bol ugyanazon sugérral AF korivet vonjuk; ezutin DE-t egyen-
I6nek vesszitk AF-fel és I pontot osszekoljiikk A-val. E szerkesztés
kovetkeztében: HAD 4 = I'DA ¥ és igy AL || BC-vel.

8. Osszuk a derdksziget hdarom eqyenli részre.

52. abra. Legyen BAC = 900 (52. 4bra), ennek

. / barmadrésze 30° kétharmada 60°. Az
‘\/E< utobbi szog mindea egyenléoldala hérom-
} TANNE Sl szogben eléfordul, mert ennek mindegyik
2 ( sz0ge 600, Ezért ha AB szarbol AD-t elvag-
/ ‘LLD : juk, és ez utobbira ADE egvenld oldalu

A hdromszoget szerkesztjitk, LAD < = 60°
€s CAE % = 30°; ha most még EAD szoget AF egyenessel felez-
zik, nyilvanvalo, hogy AL és AI" egyenesek a deréksziget harom
egyenlo részre osztjak. ‘

b) Osszetettebb feladatok.

Az eddig targyalt feladatok oly egyszeriiek voltak, hogy a meg-
oldis helyessége mar magihol a kovetett eljardshol nyilvinvalo volt.
Osszetettchb feladatoknal nem ily konnyii a megoldas ; mert az ered-
mények csakis tobb tantétel alkalmazasanak lancolatibol nyerhetok.
Az ilyen Osszetettebb feladatok megfejtésénél azért eljardsunk is més
lesz. Még pedig mindenekel6tt megoldottnak tekintjiikk a feladatot;
azutdn megvizsgiljuk, milyen feltételeknek kellett teljesiilniok, hogy
a megoldas lehetéve valjék (elemzés); majd ezen feltételek lanco-
latdban iparkodunk olyanokhoz eljutni, amelyeknek szerkesztése
eloleges ismereteink alapjan mar keresztiilvihetd (szerkesztés). A szer-
kesztés elvégzése utan igazaljuk eljarasunk helyességét (bizonyitds)

3¢
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és kimutatjuk még azt is, hogy milyen korlitok kozott lehetscges a
feladatnak a megfejtése (korlatozas).
Ilyen feladatok a kdvetkezok :

9. Szerkessziink hdromszoget, ha az alapvonal (AB), a mdsik két

oldal dsszege (MN) és az alapvonalon fekvi eqyik szig (=) ismeretes.

a) Elemzés. Tegyiik f6], hogy 4BC a kere-

63. abra. © sett haromszog (53, abra). Ha AC oldalt C

szogponton til annyira meghosszabbitjuk, hogy

CD = BC legyen, akkor 4D a két oldal adott

Osszegét dbrdzolja. Meghizvan BD-t, BDCegyen-

l6szdru A\ keletkezik, melyben CBD . — 3 <.

Amde ABD A konnyen megszerkeszthel, mert

A zdrt szog ¢ adva vannak. ABD A-rfl pediz

'——Kml’) B ; ugyanazon az. uton jutunk A4BC A-hoz,

M- A IN amelyen az imént 4BC A-r6l ABD /\-héz
iutottunk.

__(L'v\ b) Szerkesztés. A mondotlak szerint szer-
kessziik meg tehat 4B alapvonalbdl, a rajla
fekvs « szoghOl és a mésik két oldal megadott MN = AD Osszegébdl ADBD
A-et, ezutin B ponthoz BD oldalra szerkessziik meg CBD = 3 sziget, ennek B
mésik szdra AD-t C pontban metszi és ez a kivant /A\-nek a harmadik szégpontja.
¢) Bizonyitds. Eljardsunk helyes volt, mert ABC A-ben 4B = az
adott alapvonallal o = azadott szoggel; és CB = CD (mert CBD < = 3), tehik
ACH-CB = AC + CD = AD — MN (a szerkesztésnél fogv(l)
d) Korldtozds. A feladat csak tgy fejthets meg, ha MN > AB-nél.
-10. Szerkessziink hdromszoget, ha. az .~1L’ alapon. fekvi z és &
kél szig és a szemkizt levi két oldal iGsszege MN ismereles.
Says: Legyen ABC a keresett hiromszig
54. abra. St St Bt
(54. abra). Ha AC oldalt ismét annyira
meghosszabbitanam, hogy CD = CH
legyen, akkor 4D az adott 6sszeget abra-
zoIn4, és ha most BD-t meghtizom, BCL>
egyenldszara /A keletkezik, ebben D 3
= § ACB 3 (mert ACB mint - kiilso-
sz0g = D 4 D = 2D), D2 tehat isme-
A . retes szognek tekinthetd, mert a kétakkora-
ACLBC —N  40B X az= és B adott szigekkel egyiit-
/ tesen 2R-t ad. Igy tehat 4ADB A-et az
NSe: X adott AD = MN oldalbol ¢s a rajta
' fekvo « és D szogekb6l megalakithatom.-
ABD A\-r0l azutin ABC A\-re juthatok épen gy, amint.az utéhbirdl az elob-
bire kovetkeztcttem volt.
Szerkesszitk n ez tehat az adott MN osszcﬂb()] 2 sz0gh6l és a szintén
ismercles ACD szig felébdl azaz D-bol ADB A-et. Ezutin B szogponton

két oldala: AB és AD — MN, meg a kizhe—

S
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&ereszliil huizzuk BC-t akkép, hogy DBC 3 = D 3 legven; ezen BC és AD nek
C melszd ponlja a hiromszég harmadik szdgpontja.

Eljardsunk helyes volt, mert a szerkesztésnél fogva BCD A egyenld-
szarl, azaz CB = CD, koveikezileg AC -4 BC = AC + CD = 4D — MN,
tovabhi BAC 3 = «, és ACB &, = 2D, tehat cgyszersmind 4BC & = B.
A megoldis csak akkor lehetséges, ha: « - f < 180°.

11. Szerkessziimk hdromszoget, ha o és B két szige és hdrom
oldaldnal: isszege (keriilete) MN ismeretes. -

55..4bra. Legyen ABC a keresett A

c (65. 4abra). Ha 4B oldalt 4 szog-

o TR ponton tal annyira megnyudjtanim,

// hogy 4D akkora legyen, mint a szom-

szédos AC oldal, szintiugy B sziégpon-

E ton tal is, ugy, hogy BE—=BC legyen :

M IN akkor DE vonal az adott MN Gsszeget

/ AB+BC +- AC abrazolnd. Ha tovabba DC és EC

/ vonalakat meghtzom, ACD és BCE
P

egyenldszara hiromszogekben az

A alapon fekv$ © és ¢ szigek az 4 és

v ; B szogpontok mellett fekv) « és B

kiilso szogeknek felével egyenlék ; tehat adott szogekiil tekinthetdk. E szerint

DEC /\-et az adott DE vagyis " MN oldalhol és a rajta fekvd & vagyis & « és

€ = } B szogekbsl megalakithatjuk. Amde DEC /A-bh6l konnyen eléallithatjuk
ABC /\-et, épen gy, amint az ABC A\-bél megkaptuk DEC-t.

Ezek alapjan szerkessziik meg MN = DE oldalh¢l és az adolt szigek

Tele részeibol, azaz 6 = jo és ¢ = I3 szogekbol DEC A-et. Az ekkép meg-

1alalt C pont a keresett A\ egyik szogpontja. Ezen C ponthoz, és pedig CD ¢s

CE oldalakhoz, hozzéillesztjiik & illetleg e szogeket, ezeknek CA és CB széra

DE-t A ¢s B pontokban, azaz a keresett haromszog mdsik két szogpontjaban

metszik.

Eljardsunk helyes volt, mert ACD A\ a szerkesztés kovetkeztében egyenls-

sz4rd, tehat AC = AD ; lovabbd BAC X = 25 = 2. t« = u. Hasonl6kép BCE A

AN is egyenlészaru, tehit BC — BE; ezenkiviil

ABC & = 2: = 2. } =B. Végiil mert AC= AD,

BC = BE és AB'= AB, tehat: 4B+ BC +

"AC = AB -+ BE 4 AD — DE = MN. (Mikor
nem fejtheté meg a feladat ?)

12.  Szerkessziink hdromszoget, ha
az alapon fekvs o és [ két szog és az
atellenes oldalok MN Fiilonbsége ismeretes.

Legyen ABC a kivant /\. (56. ébra.) Ha
a hosszabb AC oldalbél CB-vel egyenl$ nagy-
sag, CD darabot elvigunk, 4D az adott

a\ B kiilonbséget abrazolja. Huzzuk meg DB-t,
A e ekkor ADB sz6g mint a DBC egyenlbszari A\
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alapjan fekvo killsé szog = B -+ § ACB . Kovetkezoleg ABD A az adott
MN oldalbél és a rajta fekvd « és ADB vagyis R - &y ismeretes szighol
megalakithaté. ABD A-rél azutdn ép oly kénnyen lehet ABC-t megszerkesz-
teni, mint az imént az utébbibol az elGhbit.

Ugvanis szerkessziik meg a két oldal adott kiilsnbségéhdl (MN) a rajla
fekv$ o szoghdl, és a szintén meghatdrozott R - iy szoghtl ABD /i-et. Az
ekkép talalt 4 6s B pontok a keresett /\ szdgpontjai. Hosszabbitsuk meg az
AD-t D ponton til és egészitsiik ki BDC A-et az dltal, hogy DBC sziget
egyenldnek rajzoljuk CDB-vel. Ezen cgyenld széri A szogpontja egyszersmind
a keresett haromszog harmadik szdgpontja lesz.

Eljardsunk helyes volt, mert CAB 3 =, ADB ¥ = R + ;ACB A
R+ _T— sth. (Korlatozés.)

18. ABC adott hdromszigben AB alapvonallal pdrhuzamos
vonands, amely AC és BC oldalakat X illetiley Y ponlban aklép
metszi, hogy XY = AX legyen.

Tegyiik fel, hogy XY a keresell pér-
huzamos. (7. 4bra.) Ha AY egyenest meg-
htizzuk, 4 XY egyenld sziri A\ keletkezik, mely-
nek szogpontja X, alapja AY: kiovetkezdleg
o = v; masrészt » = BAY (vallészogek) ;
tehat @ =— BAY azaz AY felezi BAC szbget.

E szerint a szerkesztés is igen egyszerii.
Felezziik BAC szioget, a felezd vonal az étel-
lenes BC oldalt Y pontban melszi: ezen
kereszliil hizzuk XY-t parhuzamosan 4B-vel.

E szerkesztés helyes, mert & = BAY (a szerk. fogva) és BAY = »
(valtoszogek), tehat o = o és A4X = XY. A feladat mindig megfejtheto.

14. Az elébbi feladat ama médositdssal, hogy az AB alappal
pdrhuzamos XY vonal = AX -~ BY legyen.

58: &bra. Tegyiik fel, hogy XY a keresett pirhuzamos vonal.
(58. abra.) Ha erre AX hosszusagot atvissziik, ugy, hogy

& XZ — AX, akkor a fennmaradé ZY szelet = BY-nal:
kovetkezolez, ha még AZ-t és BZ-t meghtizzuk, tgy AZX,
mint BZY A\ egyenlszéru, tehit « = o, és § = o. De
masrészt o = o és o= p' (valtészigek), kiovetkezéskép
Y a==a és p=F', azaz AZ és BZ vonalak az 4B alapon
Al "\ fekvo BAC és ABC suigeket felezik.

e A foladat megfejtése tehat ez. Felezziik 4 és B
szoget, és a felezd vonalak Z metsz6 pontjin keresztiil pirhuzamost hiazunk
AB alaphoz.

Ezen szerkesztés kovetkeztében a = o’ és o' == v, tehita = v és AX =
X . Hasonlokép: B = f' és B’ = o, tehdt f = o é BY — Z¥. Végil
AX -} BY = XZ -} ZY = XY, amint lennie kell.

15. Adva van RS eqyenes vonal és kiviile A és B pont. Jeliljiil:
ki RS wvonalon X pontot akkép, hogy AX s DX isszekild egyene-

57. abra.

A
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sek az adott vonal két ellentétes irdnydval egyenls szigeket alkossa-
nak, azaz AXS 9. = DXR <.
59, dbra. 1-szor, 4 és B pontok
RS egyenes vonal ugyan-
azon oldalan vannak.
Legyen X a keresett
pont (59. dbra); tehit a=40.
Ha az egyik vonalat pl,
BX-et megnyujtjuk, P-nak
cstiesszoge Y is = e-val és
W ha még az 4 ponth6l RSre-
/ a merdlegest meghuzzuk és
[ ezt addig hosszabbiljuk,mig
2 megnyujlott BX-ct A’ pontban metszi, két egybeviagd haromszog kelelkezik,
t. i.: AMX A 2 A'MX A, tehat AM = A'M.
E szerint az X pontot egyszeriien gy taldljuk meg, hogy A-hol RS-re
AM merélegest boesatjuk és ezt IS vonalon alil ugyanannyival meghosszah-
bitjuk olymédon, hogy MA' = MA. Ezutdn A’ pontot osszekotjilk B-vel, A'B
és RS melszd pontja a keresett X pont.
Ez izy helyes, mert a szerkesztésnél fogva A'MX [\ &2 AMX A\, tehat
« =y, ezenkiviil T =0 (csicsszogek), kovelkezlleg « = 5. Magatol értetddik,
hogy RS-re a merdlegest B ponthl is huzhattuk volna.
2-szor. A és B pontok 1S egyenestdl ket kiilonbozd oldalra esnek.
Ezen esetben /A pontot dsszekapcsoljuk B-vel; a hol e kapesold vonal
az RS-et metszi, olt van az X pont.

. A négyszigrol.

20. §& A négyszogek nemei.

Négyszignek a siklap oly részét nevezzilk, amelyet négy
egyenes vonal hatirol. A négyszognek négy oldala, négy szoge é€s
négy szogpontja van. Minden szignek megvan az atellenes sz0g-
parja, szintigy minden oldalnak az atellenes oldalparja. fgy ABCD

B0 EEia négyszighen (60. dbra) A szognek - dtellenes
szoge: C, AB oldalnak dtellenes oldala: CD.
A négyszog két dtellenes szogpontjat Ossze-

/ e SN koto egyenes vonal (pl. AC) a négyszig datldja.
A D A negyszognek két atloja van.
61. abra. A négyszog lehet:
P, o N 1. Parallelogramma, ennek atellenes
/ / oldalai parhuzamosak. llyen EFGH (61. &bra),

Phavs rveedl amclyben EF || GI ¢s FG || EH.




62. dbra. - 2. Trapéz, amclynek csak két atelle-

L M nes oldala parhuzamos, a masik ketts ellen-

; / } ben dsszehajlo. Az elobbieket alapvonaloknak,
N

~az utobbiakat szdraknak is nevezziik. Ilyen
idom KLMN (62. &bra), amelyben csak LM || KN-nel.
Az olyan trapéat, amelynck két szara egyenld, eqyenli-szari,
vagy szimmetrikus-trapéznak mondjuk.
i 3. Trapezoid, amelyben az tellenes oldalak cgyik parja sem
parhuzamos. ;

21. § A négyszog belss és kiils6 szogei.

1. Minden négyszigben a szigek osszege 4.
Hogy ezt beldssuk, hizzuk meg AC

63. abra.
i atlot (63. abra); ez ABCD négyszioget két

B/———»“jj.fﬂc

o haromszogre bontja.
A Lf,;___‘l D ABC/\-ben; BAC <. 4+ B3 4 BCA X —2R.
ADC/\-ben; CADX+ D % 4 ACD % — 2.
Lzen két egyenletet Osszeadva: A - B +OCX+D I =4L.
Kovetkezéleg :
@) Ha valamely négyszognek hdiom szoge ismeretes, a negyedik is meg
van haldrozva. .
) Amely négyszighen hirom szig hegyes, abban a negyedik sziikség-
hépen tompas ha pedig hirom szog tompa, akkor a negyedik hegyes.
¢) A négyszoghen mind a négy szog csak gy lehet egyenld, ha mind-
cgyik derdl: szog.
2. A ndgyszig oldalainak meghosszabbitdsa réven lelethezs négy
kiilsg sziy osszesen 4R. (Miért ?)

22. §. A parallelogramma tulajdonsigai.

1. A pardllelogramina dlellenes szigei egyenlék.

6%. dbra. Ha AB| CD és AD || BC-vel (64. abra),

i ¢ akkora=yés f=23. Mert 4D és BC vonalak

P Vi pirhuzamossiga kovetkeztében z - — 2R

A a ¥p hasonlokép AB és CD parhuzamossiga kovet-

keztében §+y=2R. Tehat «a -8 —p | Y
vagy «=y. Lp igy mutatjuk meg, hogy £ = 9.

Ha tehdt valamely parallelogrammanak cgyik szdge ismeretes, a l6bb;
is meghaldrozhat6.
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2. A parallelogramma dtellenes oldalai egyenlir.

65. abra. Azaz ABCD-ben (65. ibra) AB= CD;

r u/ s AD = BC. Mert vonjuk meg AC atlot. ABC

A /6 és CDA hiromszogekben AC oldal kozos,
N i

tovabbad BAC < = ACD <, mint véltoszogek
és BOAX = CAD <C ugyanazon okbol; tehat ABC/\e«n CADA;
kovetkezbleg AB = CD ¢s BO = DA.

E szerint a pdrhuzamos egyenesel kizé foglalt pdrhuzamosak
cqyenld hosszisdgiial.

3. Az olyan négyszig, amelynek dtellenes szigei eqyenlik,
parallelogramma.

Mert ha A BCD négyszogben (6 1. dbra) o = y és § = 3, akkor egy-
szersmind « -4 =y - & ; minthogy azonban o - -+ v 48 = 4R,
tehat o 48 =2R, és v 0 = 2R, kovetkezileg (10. §. 4.) AD ||

»C-vel. Hasonlo oknal fogva AB || CD-vel.

A 3. tétel az 1-nck megforditollja, azaz ami amott foltétel, az emitt
hovetkezmény és viszont. A tételek ilyen megforditdsa azonban nem  mindig
Ichetséges.

4. Amely négyszignek dtellenes oldalai egyenlsk, az sziikség-
#ép parallelogramma. (A 2. tétel meglorditésa.)

b. Oly négyszig, melynek ket dtellenes oldala éqyenld és pdr-
huzamos, szintén parallelogramma..

6. Oly négyszig, melynel: ket dtellenes szige egyenls és ket
dlellenes oldala parhuzamos, sziikséglépen parallelogramma.

Az ut6bbi hirom megforditott tétel hebizonyildsa végett atlot hizunk
<s megmutatjuk, hogy a két haromszog egybevagd.

7. A parallelogramma dtloi felezik egymast.

66. dbra. Mert ABCD (66. abra) két atlojinak
B'T\_E_—/' € metszo pontjat FE-vel jelolve: AED /\w
//\g CEB /\ (miért?), kovetkezileg: AE = CE és

AT el I B I,

8. Viszont, mindazon mégyszigek, amelyeknek datloi egymdst
[elezik, sziikséghképen parallelogrammdk. (66. dbra.)

Mert ekkor is AED /\ «x2 CEB /\ (miért?).

23. §. A parallelogramméak nemei.

Szogeiket illetoleg a parallelogrammdk vagy egyenld, vagy
kiilonhoz0 = szogliek, azaz - derék-, vagy ferde-szogiick; oldalaikat
tekinlve egyenld, vagy kiilonbozé oldainak.




angulum), a ferdeszogiit romboidnalk is nevezziik. Az egvenl oldalu
parallelogramma neve: diilény (rombus). A der¢kszogii és egyenld
oldali parallelogramma neve: négyzet (quadratum).

1. A derékszigie méqysziy dtloi eqyenlik.

67. dbra. lgy ABCD derckszogii négyszogben (67.4bra):
B o AC = BD ; mert ADC és BCD haromszigekben
Sl AD = BC, 0D = CD s ADC %= BCD %—900,

A —p tehat ADC/\ «»» BCDA\ és AC = BD.

2. A rombus dtléi merdlegesen dllanak egymdsra ¢s a néyy-
szoget négy egybevdys hdaromszigre bontjdk.
68. dbra. Legyen AB—= AD, CD || AB-vel és
B————C DBC| AD. (68. abra.) ABCD diilényben

5 ACL BD-re, mert BEC /\<2 DEC A,
tehat BEC = DEC X = 90¢,

3. A megyzet datlov eqyenlil: és merd-
69. 4bra. legesen metszike egymdst.
B c [gy ABCD négyzetben (69. dbra): AC — BD

AAD és 2. pontnak.

és AC L BD. Ez kozvellen folyomanya az 1.

24. §. A trapéz tulajdonsigai.

1. Az eqyenliszdra trapézben a pdarhuzamos oldalakon fekvi két-
két szog egyenls egymassal. E tétel bebizonyitisara legyen ABCD

70. 4bra. trapézban (70. abra). AD=DBC. Ha CE || AD
egycnest  szerkesztjiik, akkor CE= 4D = BC,
tehat BCE/\-hen B¥ = E<; dmde E¥X=— A4 ;
tehdt: 4 <0 = B <. Minthogy tovabba: A <4 D <«
= 1800 és B ¥ J C3'=180°; ennélfogva: A X
+DX=B&+|OCX és: DX = C3,

2. Az egyenlgszdr trapézek dlloi egyenlok. E tétel a hirom-
szogek egybevigosagara vonatkozo II. tétel (16.§.) és a fentebb meg-

71. dbra. ismert tétel segélyével bizonyithato be.

Az &ltalanos trapézben mind a négy oldal
kiilonboz6 nagysagu.

3. A trapéz eqyik nmem pdrhuzamos oldalil
felezd és az eyyenliiiozii oldalakkal pdrhuzamos
8 egyenes felezi ¢ mdsik nem pdrhuzamos oldalt is.

A derékszogl parallelogrammét derékszigic négyszignelk (rect-




(A=Y
oo

Legyen ABCD trapézben (71. dbra) Al = DM és AMN || AB]||
CD; akkor: BN = NC. E tétel igazolisira szerkesszitk AL
ponton 4t az III' || BC egyenest és hosszabbitsuk meg CD oldalt
I" pontig, akkor: AEM /\ L DFi A s igy EM = MF. Amde M
és BN, tovabba MI és NC, mint parhuzamosak kozt fekvo par-
huzamosak egyenlok és igy: BN = NC. — MN vonalat a trapéz
kiozépvonalanak nevezzik.

Indirekt tton konnyen beigazolhato e tétel megforditottja is,
melyszerint: @ trapéz ket nem pdrhuzamos oldaldnalk felezi egye-
nese az eqyendikizii oldalakkal pdrhuzamos.

4. A trapéz kizépvonala a parhuzamos oldalak félisszegével
egyenld. Az elobbi dbraban: MN —= BE ¢s MN = CF. Osszeadva
e két egyenletet: 2MN = BII 4 CI'= AB — AE+-CD + DF.
Amde AE ¢s DF egyenlok; ennélfogva: 2MN = AD + CD; a
AB -+ CD

honnan: MN =
10nnan 5

25. & A négyszogek meghatarozasirol.

Minthogy a négyszig atloval két hdromszogre bonthato, a
haromszog meghatarozdsira pedig harom alkotorész szilkséges :
azért gy latszik, mintha a négyszog meghatirozdisara 2 X 316
alkotorész kivantatnék. Amde tekintve, hogy az atlé mind a két
haromszognek kozos oldala, azaz két alkotorész képviselije, nyilvan-
valo, hogy a mégyszigel mdr Gt allotorész meghaldrozza.

Némely négysziy meghatarozisara azonban kevesebb alkoto-
rész is elegendé. gy a trapéz mar négy alkotorésszel meghata-
rozhato. Ugyanis A BCD trapézt (72. ibra) AC atloval két hiromszogre

72. dbra. bonthatjuk. ABC /\ meghatarozisara hdrom
- alkotorész sziikséges; azonban DAC /\-re
nézve mar csak egy, mert AC 46 és CAD szig
mar az elobbi hiaromszoghdl ismeretes ; ennél-
fogva a trapéz meghaldrozdsdra mégy allkolirész tokeletesen elégséges.

A parallelogramma meghatarozdsira, ismeretes tulajdonsdgainal
fogva csak hdrom alkotorész szitkséges. (Milyen alkotorészek 2)

A derckszdgii négyszoget ket szomszédos oldal mar meg-
hatérozza.

A rombus meghatirozisira két alkolorész; a négyzet meg-
hat4rozasira egy oldal, vagy egy dflé clégséges.
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IIL A sokszogekr6l

26. §. A sokszogek nemei.

Minden egyenes vonali idomot kizos néven sokszignek (polygon)
neveziink. A sokszog belsi szogeit roviden a sokszig szogeinek hivjuk.
A sokszig két nem szomszédos szogponljit Hsszekoté cgyenesnek
«llo a neve. Konnyii belatni, hogy minden olyan sokszigben, mely-
nek szogei egyenkint kisebbek 2R-nél, az atlék a sokszog teriiletén
beliil vannak.

Az olyan sokszoget, amelynek oldalai egyenlok, egyenls oldalii-
nalk, az olyat, amelynek szogei egyenlék, egyenls. szigiinek és
vegre az olyan sokszoget, amelynek oldalai és szigei egyenldk,
szabdlyosnalk nevezziik.

27. §. A sokszdgek altalanos tulajdonsigai

1. Jlin(lenAsolcs:/byben annyi ¢ szig, ahdny az oldal.

Mert mindegyik oldal a kovetkezivel egy-egy szoget alkot;
nevezetesen az els oldal a masodikkal. ez a harmadikkal stb., végre
az utolso oldal az elsovel. Ezért az m-oldali soksziget roviden
n-szognek szoktuk nevezni '

2. Az m-oldaliy sokszighen az dllék szdma: "(L;E

Mert az n-oldalt idom mindegyik szogpontjabol a tobbihez n—1
egyenest vonhatunk; am ezek koziil az a kettd, amely a szom-
szédos szbgpontokhoz jarul, tulajdonképen a sokszognek két oldala :
ezért egy szogponthol esak (n—1)—2, vagyis n—3 atlo huzhate,
tehat az osszes n szogpontbol n-szer annyi, azaz n (n— 3). [zy azonban
minden allot kétszer szamitunk, t. i. az egyik és a mésik szogpontbol
is; ezért az Osszes atlok szédma : 22

« 3. Az m-oldal sokszgget datlokkal (n—2) hdromszigre bonthatjuk.

73. dbra. Mert barmelyik szogpontbol, pl. A-hol

(73. abra), (n—3) atlot vonhatunk ; ezek koziil

mindegyik egy-egy hiromszioget vig el a sok-

szogh6l, amde az utolsé atlo6 két harom-
szoget szolgaltat.

Sl sokszog bels szigeinek dsszege 4R

hiyan annyiszor 2R, ahdny oldala van a sok-

: seignek  tehdl az m-szighen a szigek dsszege

0. 2R--4R, vagy: m—2).2R.
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Az elébbi pont szerint az n-oldala sokszég n—2 hiromszigre
bonthato. Minthogy a hiromszogek szogpontjai a sokszog szogpont-
jaival azonosak, viligos, hogy a sokszig szogeinek Osszege cgyenld:
az (n—2) haromszogben talilhato szigek Osszegével; amde minden
haromszoghen a szogek Osszege 2. tehdt a sokszOg valamennyi
szogének Osszege (n—2) . 2R azaz: 2nR—4R.

Eszerint minden négyszighen a helsd szogek Osszege 4R, az
otszogben 6R, a halszogben 812, sth. Tovabba a szabdlyos n-szig.
minden szige :

4
o 2n R—4I0 Lo 4B
n
Tehit a seabdlyos négyszog egy-egy szoge: 90°
« Otszog « o« « 108°
« hatszg  « « « 120° sth.

Az o értékébol latnivalé, hogy minél nagyobb az oldalak szama (1),

annél kevéshbé kiilonboznek a szabilyos idom szdgei az egyenes szoglol; mert
4R 3

annal kisebb a kivonandd l:--——-nck‘l értéke. De masrészt azt is latjuk, hogy
n

minden szahdlyos sokszoghen az egyes szigek kisebbek 2R-nél.

b. Az olyan sokszigben, amelynek belss szogei egyenkint kiseblek
2R-nél, az oldalol meghosszabbitdsa kivetkeztében keletkezd- kiilso
szogek osszege 41,

A hebizonyilds a mellékszogek sajilsigin és a 4. ponton alapszik.

28. § A sokszogek meghatarozasarol.

A négyszogek meghatirozasa koriil kovetett eljardst az dlszo-
gekre, hatszigekre, ¢s igy fokozatosan a tobbickre is kiterjesztheljiik ;
hamarabb ériilnk azonban célt, ha a kérdést &ltalinosan fejtjiik
meg, azaz keressitk: hany alkolorész sziikséges és elégséges az
n-oldali sokszdg meghatdrozasara ?

Legyen ABCD ... (74. dbra)valamely n-oldali
sokszog. Alakitsunk AB oldalra tetszés szerint egy
hiromsziget, pl. AMB-t, ameclynek AM és BM
oldalair6l mindazondltal {oltessziik, hogy nem esnek
az eredeti sokszog szomszédos oldalainak meg-
/ hosszabbitésaiba. E toldas kovetkeztében a sokszig
aaer oldalainak szama eggyel novekedett. A hozzitoldott

D haromszog meghatirozasiara harom alkotérész sziik-
séges ; minthogy azonban A8 oldal mér a soksz6ghol ismeretes, A B
hiromszog meghatirozasara kéi alkotorész elegendd. Ha tehat vala-

74. abra.
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mely sokszdg oldalainak szima eggyel szaporodik, a sokszig mey-
hatdrozdsira szikséges ¢és elégséges alkotorészek szama /lellivel
novekedik.

Minthogy a hdromszoget hdrom alkotorész hatarozza meg, tchat :

a négyszog meghatirozdsara b =2 X 4 — 3 alkotorész

az Otszog « 1=2Xb—3 «

a hatszog « — e i «
az n-szog meghatdrozasdra 2n—3 alkolorész sziikséges.

Kovetkezoleg, ha kél n-oldali sokszogben (2n—23) megfeleld alkoto-
rész eqyenld €s ezen alkotirészek ugyanazon sorrendben Livetkeznelk
eqymdsra, akkor a két sokszig egybevdyd.

Vannak azonban itt is olyan esetek, mikor kevesebbh alkoto-
rész is elegendé, amint azt a négyszognél mar lattuk. Igy példaul a
szabalyos sokszogekben a szogek mar eleve ismertek, az oldalak
meg egyenlok ; ezért a szabdlyos sokszog meghatirozisdra eqy alkotd-
1ész elegendd.

(o)

IV. A korrdl
29. §. A kor meghatarozasa.

Minthogy adott sugarral csak egyetlen-egy kor alakithato, ennél-
fogva a kiort mdr a sugara meghatdrozza és igy az egyenld sugari
korok egybevagok : azaz, ha kozéppontjuk egybeesik, keriileteik is {0dik
egymast.

30. § A kor hurjainak tulajdonsagairdl

1. Az atmére a kor leghosszabb hinja,

75. dbra. AD 4tméro > A D harndl (75. dbra), mert
ha AD hur végpontjdhoz CD sugarat hizzuk,
ACD haromszog keletkezik, és ebben AD <C
AC - CD, vagy AD < AD-nél. Ugyanez min-
den més hurrdl is bebizonyithato.

2. Az diméré felezv a kirt.
76. abra. Mert ha 4 B atmérot (76. dbra) kozos alapul
. tekintve, a kornek AEDB részét ADD-re illeszt-
jilk, AEB gorbe vonalnak sziiségképen ADDB-re
kell jutnia, kiilonben a két vonal kozill az egyik-
A TR B nek oly pontjai lennének, melyek a kozéppontlol
kiilonhoz6 tavolsédgban allan4nak, ez azonban a kor
£ fogalmaval ellenkezik.

SN
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8. Ugyanazon kirben (vagy eqyenld sugard kivokben) egyenls
veknek eqyenld hirok s wviszont, eqyenld hurvoknak egyenld tvek
felelnek meg.

77. fbra. Ha ABC iv (77. &bra) egyenld DEF ivvel,
akkor egyik a masikra illeszthetd, ugy, hogy
végponljaik egybeessenek, tehat D pont A-ra,
I pont C-re; dmde ekkor a nevezett pontokat
osszekapesolé cgyenes vonalak is fedik -egy-
mist és AC= DF.

Viszont, ha a hurok egyenlok, akkor azok
ugy illeszthetdk egymasra, hogy végpontjaik egybeessenek; amde
oz esethen a hiroknak megfelelo korivek is fedik egymdst, mert
kiilonben nem lehetnének ugyanazon kornek ivei.

Ep oly konnyii e tételt ket egyenld kirre nézve bebizonyitani.

4. A lLirben nagyobb ivnel: nagyobb hir felel meg; viszont, a
Lor magyobb hivrjdhoz nagyobb v tartozik; foltéve, hogy az tvek
kisebbek: « félkirnél.

%8. #bra. Legyen DE > AB-nél (78. 4bra); ha a na-
gyobbik ivbol az ADB ivvel egyenlé nagysaga DI
részt elvagjuk, az ehhez tartozo DF' har egyenld
AB hurral (3. p.): most CD, CE és CI’ sugarakat
hizvan CDI és CDF héromszigekben CD = CF,
¢s CE = CF, dm DCFE ¥ > DCF <.-nél, tehat (16.
§. 5. p.) DE oldal > DF-nél, vagy DE > AB-nél.

Viszont, ha DI hur > AB-nél, akkor az imént mondottak
szerint AB'iv nem lehet nagyobb DE ivnél, sem pedig = DE ivvel,
(miért nem?) tehat DE > AB-nél.

E tantétel egyenld korok hurjaira nézve is érvényes.

b. A Lir hirjara merdleges sugdr dgy a hart, mint az ahhoz
tartozé kirivet felezi.

79. dbra. Legyen CG sugar L. ADB hurra (79.
dbra). CA és OB sugarakat huzvan: ACD és
BCD haromszogek egybevagok (miért?) s
igy AD = BD. Most AG és DBG hirokat
htzzuk meg és akkor ADG A\« BDG N,
kovetkezoleg AG = BG; tehat a 3. pont

q
szerint AG = BG.

Latnivalo, hogy CG egyenes 1. a kor kdzéppontjin, 2. a hur
felezd pontjan, 3. a megfelelé iv kozepén megy keresztill és ezen-
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kiviil még 4. merdleges a hurra. Amde ezen négy foltétel koziil
mér keltd is tokéletesen meghatirozza CG egyenes fekvését; oly
cgyenes vonal tehat, mely az eldsorolt foltételek koziil kettonek
megfelel, a masik kettonek is megfelel. E szerint :

a) Azon egyenes vonal, mely a hir felezd pontjit a kir kizép-
pontjdval isszekiti, merdlegesen dll az emlitett hiirra és eqyszersmind
felezi az ahhoz tartozo korivet,

b) A hiw kizepére dllitott merdleges eqyenes a kir kizéppontjdan
meqy keresztiil stb.

6. A kir helyzete hdarom pontja dltal teljesen meg van hatd-
rozva, azaz hdrom mem eqy eqyenesen fekvi ponton keresztil csal
eqy kort lehet szerkesztena.

Legyen 4, B, C'a hirom adott pont (80. abra).
AB és BC egycneseket meghtizva, felezd pontjuk-
ban, DF és EG merolegescket szerkesztjiik. Ez
utobbiak sziikségképen taldlkoznak (10. §. 8. és
O pont ennélfogva kozos szogpontja AOB és BOC
egyenldszara haromszogeknek, kovetkezélez mind
a hiarom adott ponttél egyenlé tavolsigra van.
Az O ponthol OB sugarral rajzolt kér tehat 4 B,
és C pontokon megy at. Sot e harom ponton keresztiil csak ezen egy
kor hiuzhato, mert az 4, B és C pontokon dtvonulo kir kizép-
pontjAnak ugy a DF, mint az FG merileges vonalba, tehit o két
vonal %ozds pontjaiba kell esnie (5. p. b.); dmde két egyenes vonal
csak egy pontban taldlkozhatik, kovetkezileg csak egy oly kir szer-
keszthetd, amely a kijelolt harom ponton dtmegy.

Ennélfogva: hdrom pont a kor helyzetét és nagysdigdt tikélete-
sen meghaldrozza, azaz amely kiriknel hdrom kizis pontjuls van,
azok eqybevdyik. ;

Ha még AC egyenest és ennck K felezd pontjan KO merolegest
is meghuizzuk, az utobbinak szintén O ponton kell atmennie, mert ez
gy 4, mint € végponltol egyenld tavolsdgra van (16. §. 1. d.); azaz:

A haromszog oldalainak jelez6  pontjaiban emelt merilegesel:
eqyugyanazon pontbar. taidlkoznak.

A megel6z6 tétel alapjan egyszersmind bebizonyithatjuk, hogy
@ hdromszig hdrom magassigr vonada eqyugyanazon kizis pont-
ban taldlkozif. (A hiromszog mindegyik szdgpontjin keresztiil az
atellenes oldalboz parhuzamost vonunk és a négy egybevago harom-
szoghol allo nagy hiromszogre az clébbi tételt alkalmazzuk.)

80. dbra.
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7. Egyenls hirok a kir kizéppontjitdl eqyenls tdvolsigra van-
nak, viszont amely ok a Ikir kizéppontjatol eqyenls tdavolsdigra
esnek, azok egyenls hossziisdgiialk.

81. 4bra. Legyen AB = DE (81. &bra), tovabba

£ CF 1 ADB ¢és CG 1. DE; kapesoljuk Ossze a

két hir egy-egy végpontjit a kor kozéppont-

Javal; ez tton ACE és DCG hiromszogek

keletkeznek, melyekben AC = DC, AF =

Yy AB=1/, DE=DGés AFC¥—=DGC ¥ =

AS B; tehat ACF /\ v« DCG A\, kovetkezéleg:
CF = CG.

A megfordilolt tétel bizonyitisa szintoly egyszerii.

8. Ugyanazon kirben a hosszabb hir kizelebb fekszik a kor
kozéppontjdhoz, mint a rividebb ; viszont, a kizépponthoz kizelebk
fekvi hiir hosszabb, mint a tdvolabb felkvd.

82. dbra. Legyen AD hir << DF hirnél (82. dbra),
' tovabba CG L AB, és CH 1 DF, - akkor
CG > CH-nil. Mert, ha az AC, BC, DC, FC
sugarakat meghizzuk, AC = DCés BC = FC,
amde AB < DF-nél; kovetkezésképen :
ACB % < DOF ¥-nél ¢és az 5. p.-ndl fogva
70D ¥ is << HCF <-nél. Vagjunk el most a
DI nagyobb hirnak megfeleld ivhol AB
ivvel egyenld hosszisdgi részt, azaz legyen ff"::@, tehat egy-
szersmind JF hir = AB hur; tovibbi hizzuk CK-t merdlegesen
JF hirra; ekkor (7. p) BOQ A\« FCK )\, és mert GOB < <
HOF ¥-nél, egyszersmind KCF 4. << HOF <%-nél. Ellenben CFK <
> CFH %-nél, mert ezek az cldbbiek potloszigei. Ebbol sziikségkép
kovetkezik, hogy CK merdleges .a DI hurt H és F pontok kizt
L pontban szeli 4t. Ugyde CK > CL, CL pedig > CH-nal, tehit
anndl inkabb CK, vagy a vele egyenlo CG > CH.-nal.

A megforditott tétel indirekt uton bizonyithato be.

31. § A kor szel6i és érint6i.

Az olyan egyenes vonalat, amely a kort két pontban metszi,
korszelonek (secans); az oly egyenest pedig, amely a korrel csak egy
pontban talalkozik, a kor érintdjének (tangens) nevezziik. Eszerint,
ha valamely kornek és egyenesnek csak egy kozos pontja van, azt

Abel-Lévay-Potikeit : Mértan. 1. rész. 4
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mondjuk, hogy érintik egymdst. A kiozOs pontot érimtés: pontnak
hivjuk.

1. Barmely eqyenes wvonal a Fkort legfeljebb két pontban
metszhetu.

Mert, ha hdrom pontban metszené, e harom pontnak a kozép-
ponttol egyenlé tavolsaghan kellene lennie és igy egy pontbél (a cen-
trumbol) ugyanazon egyeneshez hirom egyenlo sugarat huzhatnénk ;
ez pedig lehetetlen. (16. §. 7. e.)

2. A kirsugdr végpontjan ugyanezen sugdrra hizolt meréleges
a kort érinte.

83. ‘um Ha BAD 1 C4 sugarra (83. abra),
D akkor BD érintdje a kornek ; mert a C-hol

[ l DD-rehizott CM ferde vonal hosszabb CA
merolegesnél, azért M pont szitkségkép a

K koron kiviil fekszik; BD egyenes tehat

csak A pontban taldlkozhatik a kirrel.

3. Viszont : minden érints vonal az érintési vonthoz hiizott
sugdarra merdlegesen dll.

Mert BD érinté vonal minden pontja, az A4 érintési pontot
kivéve, a koron kiviil fekszik; ennélfogva CA sugiar a C pontbél
BD egyenesre vonhato egyenesek kozott a legrovidebb ; kivetkezoleg
CA I BD-re. (16. §. 7. a.)

Latni ebbél, hogy a kirnek egy adott pontjdn dt ecsak egy
érmltit hazhatunk.

4. A két parhuzamos szelg kozé zdrt kirivek egyenlik.

84. 4bra. Legyen AB || DE. (84 abra). A kor
kozéppontjabol AB-re CF merilegest emel-
vén, ez DE-re is meréleges, tehat ABés DE
hurokat és a megfelelé koriveket felezi: AF
— BF ¢s DI — EF'; ebbdl: AF — DF —
BF — EF,vagy: AD — BE.

Ezen tétel még akkor is 4ll, ha a két
pérhuzamos koziil az egyik esetleg a kornek érintdje. (Miért ?)

32. § A kozépponti szégekrsl és a szogek mértékérsl

Kizépponti szignek oly szoget neveziink, amelynek szogpontja
a kor kozéppontjiban van. Minden kozépponti sz0ghoz megleleld
koriv tartozik, mely a szog szarai kizé esik.




1. Ugyanazon kirben (vagy egyenls sugariv kirikben) egyenls
izépponti szogekhez egyenls kiorivek és wviszont, egyenls ivekhez
eqyenld kizéppont szogek tarloznak.

S fhe Legyen ACB & = KML %

8
(85. 4bra). Boritsuk KA1 szoget
ACB-re; minthogy az egyenlo
M szogeknek szaraik is egyenlo
hosszusiguak, azért A pont
A K L

C-re, K pont A-ra és L pont
B-re jut, imde ekkor AB és KL ivcknek is egybe kell esniok, mert
kiilonben pontjaik nem lennénck egyenld tavolsigra a kozépponttol;
tehat KL — AB. Hasonlokép bizonyithaté be a megforditott tétel is.

2. Az ugyanazon kirben (vagy egyenls sugard kirokben) fekvi
kizépponti szigek wgy ardnylanak egymdshoz, mint a hozzdjul tar-
f0z0 korivek, azaz: ACB ¥.; DCE X = AB: DE.

Itt Zét esetet kell
86. abra. megkiilonbhoztetniink.
a) AB és DE ivek
(86.abra) dsszeméerhetik;
ha a kozos mérték B,
akkor: AB = n. BM,
6s DI =r. BM, tehat:
AB:DE=mn.:r.(1)
(ami esetiinkben (4 : 7).
~Ha a két korivnek oszto pontjaihoz sugarakat —hutzunk,
ACB % =n (4), DCE ¥ =1 (7) eqyenlé részre oszlik. E részek mind-
egyike = MOB <C (1. pont), tehat:

ACB % = n. MCB, ¢s DCE & = r. MCB; kivetkezoleg

ACB¥: DCE ¥ =n:r (azaz 4:7)...(2).

Az (1) és (2) aranyparbol kovetkezik, hogy: ACB % : DCE X
= AB: DE.

b) Ez akkor is igaz, ha a két korivnek nincs kozos mértéke.
Mert, ha a fontebbi arany-
par az utobbi esetre mem
lenne érvényes, akkor a
szogek aranya nagyobb,
vagy. kisebb lenne a meg-
felelo ivek aranydnal. Més
eset nem gondolhato.

4“

87. abra.
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Tegyiik fel, hogy AB: DE < ACB . : DOE % (87. 4bra); legycn
tehdt AD: DF — ACB ¥ : DCE ¥, ahol DI a foltétel kovet-
keztében kisebb DE-nél. Kétségtelen, hogy 4D ivet annyi egyenls
részre oszthatom,.hogy egy ily rész kisebb L7 ivnél. Ezért, ha a
mondott részt, D-t6l kiindulva, DE ivre ismételve atviszem, legalabh
egy osztaspontnak (G-nek) I’ és IV pontok %dz¢ kell esnie. E szerint
AB és. D@ ivek GsszemérhetSk lévén :

AB: DG = ACB % : DCG %. A foltétel szerint azonban:

AB: DF = ACB %.: DCE ¥, tehat a két ardnypar egybe-
vetésebol: DF: DG = DCE <. : DCG <, ez azonban képtelenség;
mert DI << DG-nél, ellenben DCE %X > DCOG %-nél. Tehat az sem
lehetséges, hogy AB: DE < ACB % : DCOE %.

Hasonlé modon AB : DE nem lehet > ACB ¥ : DCE . (Ez
esetben F'és G pontok D F ivnek meghosszabitisiba esnek.) — A sz6ban
forgo tantétel tehat akkor isigaz, ha a koriveket dsszemérni nem lehet.

A szogel: mérésérdl. Szoget mériink, ha annak a derékszighiz,
mint egységhez valé aranyit meghatirozzuk. Amde a fentebbick
szerint a kozépponti szogek aranya azonos a megfelelé korivek
aranyaval; ezért ahelyett, hogy a megmérendd szoget kizvetleniil
a derékszoghtz hasonlitanok (ami gyakorlatilag tigyis bajos lenne),
inkabb a megfeleld koriveket hasonlitjuk Ossze egymdssal. Ez Ossze-
hasonlitds konnyitéseiil a kor keriiletét 360 egyenlo ivre vagyis 360
fokra, a fokot 60 percre, a percet 60 mdsodpercre oszijuk. E szerint
a negyedkor 90, a félkor 180, az cgész kor 360 fokbol all. De mds-
részt (az 5. §-bol) tudjuk, hogy a derékszog hasonlokép 90, az
egyenes szog 180 ¢s a teljes szog 360 fokot foglal magiban. Mind-
ezekbol kitetszik, hogy a kozépponti szog épen annyi fokot, percet,
mdsodpercet tartalmaz, a mennyi fokbol, percbil sth.-bil a megfelels
koriv all. Ezért a kozépponti szoget a megfeleld korivvel mérjiik.

Innen magyardzhatd, hogy a %or- és szig-fokot ugyanazon kozés névvel
és jellel szokdas megjeldlni, t. i.: ° = fok, ' = pere, ” = mdisodperc : noha:
ez elnevezés, szorosan véve, csak a szdgeket illeti meg, mert a koriv hossza
nemesak a fokok és percek szaimatél, hanem a sugar hosszéatol is fiigg-

33. § Egyéb szogek a korben.

Keriilets szignek az olyat nevezziik, amelynek szigpontja a
kor, keriiletéhen fekszik, ‘¢és szarai a kor hurjai.

1. Minden keriileti sziy az wgyanazon kirivhez tartozé kizép-'
ponte szognek [elével egyenls. )

¥
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88. 4bra. E tétel bebizonyitisdnil hirom esctet
kiilonboztetiink meg.

A Kkeriileli szioget mind a hirom esetben
BAD-vel, a kor kozéppontjat C-vel jeloljiik.

Legegyszeriibb az az eset, amikor a kor
kozéppontja (C) a keriileti szog egyik szirin
fekszik (88. dbra). Itt az « szignek inegfeleld
koz¢pponti szog (y) az ABC haromszognek kiilsé szoge, tehat
Y =4 B; dmde AC = BC, tchat « = B, kivetkezdleg y = 2z 63
« = }v; amit bebizonyitani kellett.

89, fbra. Lchetséges azonban, hogy a kor kozép-
pontja a keriileti szog széarai kozitt fekszik.
Lkkor AE &tmérét huzzuk - (89. abra) és
visszatériink az elébbi esetre.

T. 1, ‘BAE = [ BCK %;
DAE ¥ = 1/, DCE <. tehit cgyiitt :
BAD ¥ = 1, (BCE+4DCE) % =
= 1/, BOD %
Végre tegyiik fel, hogy € koézéppont a
keriileti szog szérain kiviil van (90. 4bra).
[tt is meghtzzuk AE atmérét és az elso

8L /i esetet alkalmazzuk :
e it BAE & = 1/, BCE <. ;
) DAE & = 1/, DCE ¥ tchat :

BAE X — DAL ¥ =1, (BCE & — DCE ¥);
azaz: BAD ¥ = 1{, BCD <«

E tantételnél fogva:

a) Az ugyanazon kirivhez, vagy eqyenli kirivekhez tartozs
Leviileti szogek egyenlék. (91. dbra.)

Igv: ABD < = AMD <.

b) Az oly keriileti szogek, melyeknek szaraik valamely 4tméro
végpontjaira tdmaszkodnak, derékszigek (Thales tétele). Igy (92. abra)
BAD % = 90°, mert a megfelelé kozépponti szog = 1809, ennck
fcle pedig derékszog.

2. A kor ugyanazon ponljihoz huzott hinja és érintije dlta
bezirt szig egyenld azon keriileli sziggel, amely a mondott vonalak
kiizé foglalt 7vonek felel mey.

Legyen 4B (93. dbra) a kir egyik hirja és XD az 4 pont-
fioz vont érintd. Hazzuk meg A ponton at AF Atmérét és F

Dy




92. 4bra. 93. Abra.

pontot kapesoljuk ossze B ponttal: ekkor DAB &+ BAF ¥ =90°,
és ABF & = 909, tehit ABF /\-ben BAF ¥ + BFA & = 90°,
kovetkezoleg: DAB % 4 BAF &.—= BAF X 4 BFA 4 és DAB<
— BFA ¥-gel; ez ut6bbi pedig AB ivnek felel meg. Ep oly kénnyii kimu-
tatni, hogy EAB tompa sz0g = a BF A ivnek megfeleld keriileti szoggel.

3. Az elobbi tétel megforditva is érvényes, azaz, ha AB hir
AD egyenessel oly sziget alkot, mely a kizbefogott AD ivhez tartozé
keriileti sziggel egyenls, vigy AD egyenes érinti a kot.

34. § Két kor kolesonos helyzetérsl.

Két kor kolesonds helyzetét illetdleg két esetet killonboztetiink
meg; t. i. vagy kozos a korok kozéppontja, vagy nem kozos.

A kozds kdzéppontbol, kiilonbozo sugirral szerkesztett koroket
Foncentrikus koroknek nevezzik. Ilyeneknél a kisebb kor a nagyobbik
hatiran beliil van.

A kiilonbozo kozéppontu koroket excentrikus koroknek és azon
egyenest, mely a két kozéppontot osszekapesolja, centralisnalk hivjuk.

Két excentrikus kornek megint haromféle kolcsonos helyzete
lehet; t. i. a kordk vagy érintkeznek egymdassal, amikor t. i. csak eqiy
kozos pontjuk van (94. és 95. 4bra), vagy metszik egyméast, ha ket
koz6s pontban taldlkoznak (96. dbra), vagy pedig nincs kozos pontjuk.

Az utobbi esetet mellézziik, csak annyit jegyziink meg arrol.
hogy a két kor vagy kivill fekszik egymason, vagy pedig az egyik
kor a masikat bekeriti. — Az érintkezd kirok vagy kwiilrdl, vagy
beliilrél érintkeznek. Az elsot kiilsd, a mésikat belsé érintkezésnek
mondjuk. A metszés szintén kétféle lehet, aszerint, amint az egy-
mast metszo korok kozéppontjai a kozds hir ugyanazon, vagy
kiilonboz6 oldalan vannak.

Két kor kolesonds helyzete a korsugarak és a centrdlis vonak
hosszainak aranyatol fiigg. Nevezetesen :
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1. Ha a két kir centrdlisa akkora, mint a sugarak dsszege,
vagy killinbsége, e kirok sziikségkép érintkeznek egymassal, méy
pedig az elsé esetben kiwviilrdl, a mdsikban beliilrdl.

a) Ugyanis legyen C az egyik, O a
masik kor kozéppontja (94. dbra); huzzuk
meg CO centralis vonalat; C4 az elsi.
04 a mésik kor sugara és CA + OA = CO.

A centralis vonalon fekvé A pont
mind a két kornek kozos pontja. Iogy
A-n kivill a koroknek mas kozos pontjuk
nincs, azt konnyli kimutatni. Ugyanis, ha
C kornek tetszés szerint folvett 2 pontjat a két koézépponttal
osszekapesolom, CM - OM >> CO, de CM = (U4 és CO = CA+- 0A,
tehat CA 4+ OM > CA -+ OA, vagy OM > OA-ndl, azaz M pont O
koron kiviil fekszik. Ugyanigy kimutathaté O kornek N pontjara
vonatkozélag, hogy CN > CA, azaz, N pont C kiron kiviil esik.
Ennélfogva a nevezett korok csakugyan Zivilril érintkeznek.

AR b) Legyen ismét C az egyik, O a masik
kor kozéppontja (95. dbra), CA az elsé, OA a
masiknak sugara és C4 — 04 = CO. Nyilvan-
valo, hogy a centralis vonalon fekvé 4 pont
mind a két kor kozds, még pedig egyetlen
kozos pontja. Mert ha C kornek valamely B
pontjat, a két kozépponttal Gsszckapesoljuk,
CBO /\-ben CB — CO < OB-nél, vagyis
0A < OB-nél, azaz C kornek barmely pontja tavolabb esik O
kizépponttol, mint A pont. Ugyanigy kimutathato O kérnek D pontjat
illetoleg, hogy: CD <C CA, vagyis O kor pontjai kozelebb esnek
C kozépponthoz, mint A pont. Ennélfogva a két kor belilrdl
érintkezik.

9. Ha két kir centrdlisa a megfeleld sugaralk dsszegénél kisebb,
azonban ugyanazok Fkiillonbségénél na-
gyobb, a két kir metszi egymdst.

Mert az emlitett foltétel mellett CO
centralis vonalra (96. ébra) az adott
CA és 0A sugarakkal két egybevagod
hiromszog szerkeszthetd : CA0 és CBO;
ezeknek A és B szogpontjai a két kor- -
nek kozos pontjai. E ketton kiviil tobb

94. 4bra.

96. 4bra.
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k6zos pontjuk nem lehet, mert ha harom kozos pontjuk lenne, toké-
letesen egybecsnének; ez azonban a f[Gltétellel ellenkezik.

A megel6zo tételeknél fogva:

a) Két erinthezd kirnek érinté pontja a centrdlis vonalba esik.
Mert ha ¢ pont a centralis vonalon kiviil esnék, a két kornek még
eqy kozos pontja lenne és ez a f[Gllétellel ellenkezik.

b) Keét érintkezi kirnek az érintkezési ponton kizis érintije
van. (94. dbriban I'I'))

¢) Két, eqymdst metszé kirnek centrdlis vonala a kizis hiirra
merdleges, tehdt ezt felezi (96. dbra). Mart AB hir kozos alapja
ABC és ABO egyenlészart haromszogeknek.

Az 1. és 2. tétel megforditva is érvényes azaz:

8. A Liviil érindlezs kivile centrdlisa eqyenls a két sugdr
dsszegevel s a beliil érintkeziké a ket sugdr kilinbségével. (Miért ?)

4. Az egymdst melszd kirok kizéppontjainak eqymdstdl vals
tavolsdga kisebb a Lét sugdr dsszegindl, és magyobb a keét sugdr
Liilonbségénél. (Miért ?)

35. §. A korre vonatkozd legegyszeriibb, szerkesztések.

1. Haldrozzul meg valamely adott kir kizéppontjdt.

Az adott kor két nem parhuzamos hurjira azok felezd pont-
Jain merdlegeseket dllilunk ; ezek melsz0 pontja a keresett kizéppont.

2. Adott hir és a megfeleld keriileti szig alapjan Fir szer-
Lesztendd.

97. 4bra. Legyen AD (97. bra) az adott hir és « a
megfelel6 keriileti szog. Az AB hurra felezd
pontjaban emelt DC meréleges a kor kozép-
pontjin megy keresztiil; e pont tehat a DC
vonalon keresendo. Tegyiik fel, hogy C a kere-
sett kozéppont. Ha CB sugarat és az erre

E/ merdleges BI' egyenest meghuzzuk, utobbi a
CB sugarral vont kort érinti, és igy ABF szognek (33. §. 2.) egyen-
l16nek kell lennie az AB hiron allo « keriileti szoggel. Viszont, ha
BI' egyenest akkép htzzuk, hogy ABF < = « legyen, akkor BF
érintéje a kornek; tehat a B ponton BI-re huzott merdleges a kor
kozéppontjan halad keresztil és igy BC és DC metszopontja, C a
keresett kor kozéppontja és CB a sugara.

3. Szerkessziink adott pontbdl a kirhoz érintit.
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It két esetet kell megkiilonboztetniink. Az adott pontt i. \aﬂy
a koron, vagy azon kiviil lehet.

a) Elso esethen az adolt pontot a kor kozéppontjaval ossze-
kapesoljuk, és e sugdrra ugyancsak az adott ponthan merdleges
vonalat szerkesztiink.

98. 4bra. b) Misodik esetben legyen 4 az adott
pont (98. abra), C a kor kozéppontja, és AB
a keresett érintd, mely az adott kort a még
ismeretlen B pontban érinti. CB sugarat
és AC egyenest huzva, ABC &-ben ABC
¥ = 90°. Viszont, ha AC-re mint 4tfogora,
oly derékszogii haromszoget szerkesztiink,
melynek B szigpontja az adott kor keriiletébe esik, AB oldal a kort
<rinteni [ogja. E haromszog megszerkesztése céljabol AC-re, mint &tmé-
rére oly kort rajzolunk, amely az adottat a kérdéses érinté pontbhan
<lmetszi. Minthogy e segédkor az adott kort ket pontban szeli, még
gy masodik AL’ érinté vonal is van. E két érinté egyenlé hossz,
mert ABC' /\ L2 AB'C-vel s igy AB — AB' és CAB & = CAB’ & ;
©z utobbi egyenldséghél kitiinik, hogy a kor kizéppontja a két érin-
16t6l befogott szog felezd vonaliba esik.

36. §. A mértani hely fogalma.

Ha valamely vonal minden pontjanak a siklap tébbi pontjaétol
cltéré kozos tulajdonsdga van, akkor ama vonalat az emlitett kozos
tulajdonségu pontok mértani helyénel: mondja.

Néhény példa érthetdvé teszi a dolgot:

1. Ha valamely hatarolt egyenes vonal felezépontjdban az
cgyenes vonalra merdlegest huzunk, ennek minden pontja az adott
egyenes vonal két végpontjitol egyenld tavol esik.

99. dbra. Igy ha AC= BC, és CD 1 AB-re (99.
dbra), akkor DA = DB. Ellenben a sik t6bbi
pontjardl ez mar nem all. Mert ha a CD-n kiviil
eso0 M pontbol az MA és MB egyenescket huz-
zuk, ezek koziil valamelyik CD-t okvetetleniil &t-
“\  metszi. Es ha e metsziponthoz, E-hez EB egyenest

~B meghtizzuk, MB <, mint ME -}- EB, azonban
EB = EA;tehat ML << MA-nal. Ennélfogva csakis a CD egyenes pontjai
ichetnek azok, amelyek az 4B végpontjaitol egyenld tavolsigra esnek.
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Epen igy a kiozds alapon szerkesztett egyenlészart hiromszigek-
nél az alappal atellenes szogpontoknak azon meréleges egyenes a mér-
tani helye, amely az adott alapvonalat felezi.

Az ugyanazon hurt kozosen tartalmazé korok kozéppontjainak
azon egyenes a meértani helye, amely a kiozos harra annak felezé
pontjaban merdlegesen all.

2. Ha valamely egyenes vonalra merdlegest éllitunk, és az
utobbira adott hossziségot meghatérozott irdnyban (le- vagy folfelé)
mériink, majd az igy nyert végponton keresztiil az adott egyeneshez
parhuzamosat hiuzunk; akkor az utébbinak minden pontja az adott
egyenes vonaltol egyenld tavol esik. Ennélfogva e parhuzamos vonal
mindazon pontoknak mértani helye, amelyek az adott egyenestil
meghatarozott tavolsaghan vannak. Ugyanaz a parhuzamos venal
tovabbd mértani helye mindazon korok kozéppontjainak, amelyek az
adott egyenes vonalat érintik és adott sugaruak.

3. A két adott parhuzamos vonaltol egyenlo tavol es6 pontoknak
azon egyenes vonal a mértani helye, amely az adott egyenesek
kozt adott tavolsagban azokkal péarhuzamosan halad. Az utébbi
parhuzamos egyszersmind mindazon korok kozéppontjanak mértani
helye, amelyek a két adott parhuzamos egyenest érintik.

4. A szoget' felez6 egyenes vonal minden pontja a sziog két
szaratol egyenld tavol esik. (16. §.) Ennélfogva a szoglelezo egyencs
mértani helye mindazon pontoknak, amelyek az adott szig szdraitol
cgyenlé tavolsdgra vannak, nemkiilonben azon korok kozéppont-
jainak is, melyek az adolt sz0g szaraival érintkeznek.

. 5. A korvonal meértani helye mindazon pontoknak, amelyek
cgy adott ponttél adott tivolsdgra vannak. Epen igy az adott sugara

~ 6s ugyanazon meghatarozott ponton atvonulé korok kozéppontjainak

nem mas a mértani helye, mint az eme ponthol az adott sugarral
szerkesztett korvonal.

6. A kozos datfogoju derékszogii hiromszogek szogpontjinak
azon korvonal a mértani helye, amelynek az adott &tfogé az
atméroje.

7. Az adott » sugaru korrel (kiviil, illetéleg beliil) érintkezé @
sugaru korok kozéppontjainak mértani helyét az elobbivel koncentrikus
ama korvonal dbradzolja, amelynek a -} 7, illetéleg @ — » a sugara.
34. §)

8. Keressiik azon pontok mérfani helyét, amelyekbol az adott
(AB) egyenes vonal adott « szog alatt latszik.

A
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A kérdéses hely ama koriv, melynek hirja az adott AB egye-
nes vonal, keriileti szoge pedig az adott o szog (35. §. 2.);

100. 4bra. mert az ugyanazon korivhez tartozo keriileti
D szogek mind egyenlok. Ellenben ha a koron kviil
Y es6 D pontbol (100. dbra) AD és BD vonalakat.

hazzuk, az azoktol bezart ADB ¥ < z-ndl, ha
pedig a koron belil fekvé E pontbol AE és Bl
\/ egyeneseket vonjuk, akkor ismét- AEB ¥ > z-nél.

B (Miért?)

Negyedik fejezet.

Az egyenes vonali idomok hasonlésagarol.

Minden mértani idomnak két lényeges ismerteté jegye van,
mégpedig: alakja ¢és nagysaga; ez alapon az idomokat két szem-
pontb6l hasonlithatjuk Ossze egymdssal, t. i. alakjuk és nagysdguk
tekintetébol. Az alakra nézve megegyezd idomokat hasonldknak, a
nagysigra nézve megegyezoket egyenliknel mondjuk. Az alakra és
nagységra nézve megegyezo idomokat egybevdgs idomoknak nevezziik.

_Ezekrol mar szolottunk. Ebben a fejezetben az idomok hasonldsdgdt

targyaljuk ; elébb azonban a vonalak ardnyosségéarol szerzett isme-
reteinket bovitjilk ki,

37. §. Az egyenes vonalak aranyossagarol.

Két egyenes aranya tulajdonkép a megfelelé mértékszamok
aranyat jelenti. Igy, ha AB és CD cgyeneseket valamely kozos
mértékkel megmeérjitk €s azt taldljuk, hogy a kozds mértek AB-ben
9-szer, CD-ben pedig 7-szer van meg, akkor AB:CD ariny nem
egyéb, mint a megfelelo mértékszamok aranya: 9:7.

Ezen ardnyban AB-t eld-, CD-t utétagnak, azt a szimot pedig, amely-
megmutalja, hogy hinyszor van meg az ulbtag az eldtaghan, ardny-mutatonak
vagy hanyadosnak nevezziik.

Azon esetre, ha az Osszehasonlitott vonalhosszaknak kozos.
mértekiik nincs, ardnyuk csak kozelitbleg hatdrozhaté meg. (Lésd
a 3. §-t.) Hogy ilyen Osszenemmérheto egyenesek valoban léteznek,
eléggé mutatja a négyzet (quadratum), melynek atloja az oldal-
hossznak semmiféle részével pontosan meg nem mérhetd
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Az Gsszenemmérhetd egyencseknél a mérés ercdiménye vdg-
seerdidlen (irrationdlis), vagyis oly szim, mely sem egész, sem tort
szammal poritosan ki nem fejezhets, mindamellett azonban {etszés-
szerinti pontossdggal megkozelitheté elannyira, hogy a hiba barmely
kis mennyiségnél kevesebb.

Ha az AB, CD, ¢s ab, ed két vonal-pir osszehasonlitisanal
az arinymutatok egyenlok, az cgvenloség jelével Osszekotott ara-
nyokbol ardnypdr (proportio) keletkezik ¢s az egyeneseket egyenls
ardanydaknak, roviden ardnyosaknak mondjik.

Igy ha: v
AB:CD =5:3, és ab:cd =10:6,
akkor: AB: CD = ab : cd.
Amint ez ulobbi ardnypér tulajdonkép szdm-aranypar (mert azonos
10

5 . ’ . - .
ezzel ~—;~:~»‘;), hasonlélag minden més is, amelynek tagjai vona-

lak, a megfelel6 mértékszamokhbol alkotott aranyparoknak tekinthetok.

38. §. A sugarrendszerrdl.

Az ugyanazon kozbs ponthol huizott egyenes vonalakat sugarak-
nak, a kozos kiindulo pontot Zezdépontnak, és a sugarak Osszes-
ségét sugdrrendszernek hivjuk. Minden egyes vonalat, mely a sugéar-
rendszer sugarait metszi, roviden démetszének (transzverzdlis) neve-
ziink A sugir metszopontjanak a kezddponttol valo tavolsagat sugdr-
szeletnek nevezziik.

1. Ha valamely sugdrra bizonyos hosszisdgot ismételve rdmeé-
rink s az osztépontokon kereszliil pdrhuzamos dtmetsziket vonunt,
ezelk a sugdrrendszer (Gbbi sugardt is ugyanannyi eqyenls részre osztjdk.

Legyen AB = BC = CD. (101. 4bra) és
AE || BF || CG || DH, ekkor EF = FG' — GH.
Mert, ha példdul F ponton keresztiil SD su-
garhoz MF parhuzamosat vonjuk, amely a
meghosszabbitott AZ-t L pontban, CG-t Af
pontban metszi, akkor: EFL /\ L2 GFM )\
(mivel 'L = AB = BC = FM, és a szbgek
is kolesonosen egyenlok), tehit EIF — F@.
Lp ugy FG = GH stb.

2. Két pdarhuzamos dtmelszd a sugdrrendszer valamennyi
Sugardt ardnyosan osztja, azaz : pdrhuzamos eqyenesel: dltal metszett
sugdrrendszerben az egyik sugdr szeletei dgy aranylanal eqymds-
oz, mint a mdsik sugdr megfelels szeletei.

101. 4bra.
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102. dbra. Legyen S és SN két sugar. AB és CDr
két parhuzamos atmetszg (102. &bra); ekkor
A5 8C—"8SB= 8D,

Hogy ezt igazoljuk, tegyiik fol, hogy SM
sugdr S4 és SC szeletei dsszemérhetik, és-a
kizos mérték SA-ban n-szer, SC-ben r-szer-
taldltatik. Ez esetben:

SA:8C=n:r. (1)

Ha a kozos mértéket a nevezett szeletekre felmérjiik, s az
osztopontokon keresztiill 4B-hez parhuzamosakat hizunk, ezek (az
elébbi pont szerint) SB-t n, SD-t pedig » egyenlé- részre osztjak,
vagyis:

SB:SD =mn:7r. ' (2)
Az (1) és (2) aranyparbol pedig az kovetkezik, hogy:
2 SA[ = SC e ASV[;Z SD (3)

Ez még akkor is &ll, ha S4 ¢és SC sugirszeleteknek nincs
kozos mértékiik.

3. Viszont oly ket dimeltszd, amely az adott sugdrrendszer ket
sugardt ardnyosan osztja, egqymdssal pdrhuzamos.

103. &bra. Azaz, ha S4:8C = 8B : 8D, akkor
AB || CD (103. abra). Mert, ha CD nem
| AB-vel, akkor C ponton keresztiil 4B-hez.
CE parhuzamos egyenest hizhatjuk, és akkor
a 2. pont szerint: SA4:SC=SB:SE, de a
foltétel értelmeben: SA : 8C = SB: SD.

E két ardnypar csak tgy Aallhat meg
egyszerre, ha SE = SD, ami ismét csak akkor
lehetséges, ha IJ pont D-vel egybeesik, tehat CD || AB-vel.

4. A pdrhuzamos dtmetszik ket sugdr kizé foglalt vészei gy
ardnylanak egymdshoz, mint az dtmetszelt sugarak megfeleld szeletei.

104. dbra. .Igy ha AB | CD-vel, akkor: AB:CDr
/5\ = SA4:5C. (104. dbra.) Ennek bebizonyitdsara

A-ponton keresztiil SD-hez AE parhuzamost
vonjuk, azaz AF || SD. C pontot kezddpontu!
tekintvén : OS: AS = CD : ED ; dmde ED ===
AB. Tehat : ‘
0S: A48= CD : AB vagy:
AB: CD — SA : SC.




5. Ha wvalamely sugdr két pdrhuzamos dimetszijére a meg-
feleld sugdrszeletekkel egyenls ardnyi hosszakat mériink, az dtmetszok
végpontjait dsszekapesols egyenes vonal a kezdiponton meqy keresztil.

103 &bra- Azaz, ha AB || CD-vel,és AB: CD = SA :8C
s akkor S, B, D pontok ugyanazon egyenes vonalba
esnek (105, 4bra). Mert, ha ez nem 4allana, SB su-

/\ gar CD atmetsz6t nem D, hanem pl. £ pontban

A B szelné; amde ekkor a 4. pont szerint: AD: CE
G/L A
/

_\p =~84:8C; a foltételnél fogva pedig AB:CD =
E S84 :8C. E két aranypar csak ugy allhat fenn egy-
\ szerre, ha CE = CD, azaz, ha E-pont D-vel egybe-

+ esik, tehdt SB vonal D ponton megy keresztiil.

A fontebbiek alkalmazésaul szolgiljon a kovetkezd két tétel :

6. a) A hdromszig eqyik belsi szigét felezi vonal az dtellenes
oldalt ak“ép szeli, hogy a két szelet a hdromszig szomszédos olda-
laival egyenls ardnyi.

b) A hdromszog valamelyik kiilss szigét felezé vonal a meg-
hosszabbitott dtellenes oldalt akkép metszi, hogy a melsziponttdl mért
szeletek a hdromszog szomszédos oldalaival eqyenls ardnyiiak.

106. 4bra. a) Legyen ABC /\-ben (106. 4bra)
o.={. Ha A szogponton keresziiil a szog
E& felezé BD-vel parhuzamos A E-t meghuzzuk,
1B ez a meghosszabbitott BC oldalt £ pontban
L oja metszi. A 2. pont szerint:
Af’ . T CD:DA— CB: BE.

Amde ABE hiromszog egyenloszard,
mert AE és BD vonalak parhuzamossigandl fogva: y = a« (valto sz.)
és & =. (ellensz.), mirpedig a foltétel szerint « = B, tehaty =3
¢s AB = BE. Eszerint a f{ontebbi aranypar igy irhato: CD : DA
= CB:BA, amint a tétel allitja.

107. dbra. b) ABC hiromsziog ABE Kkiilso-
szogét felezvén (107. abra), «=2_8.
Ismét 4 szigponton keresztiil a szog-
felez6 BE' egyenessel péarhuzamos
AG-t megvonjuk és ekkor a 2. p.
szerint : .

CF:AF = CB: GB.
Amde ABG /\ egyenlésziru, mert AG parhuzamos lévén
BF-fel, o =y (valtosz.) és p=123 (ellensz.); méar pedig a foltétel
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szerint o = £, tehat y =20 és AB—= GB. Ennek alapjin a fontebbi
aranypar igy is irhato: CF: AF = CB : AB.

7. Viszont, ha a hdaromszig alapvonaldt két részre oszljuk akkép,
hogy ezel a szomszédos oldalpdrral egyenld ardnyiiak, az oszté pontot
az dtellenes szigponttal dsszekolo vonal a szoget felezt.

39. § Az egyenes vonalak aranyossagan alapuld
szerkesztések.

1. Adott egyenes vonal n egqyenls részre osztando.
Legyen ADB az adott egyenes vonal, melyet 2 (pl. 5) egyenld
részre kell osztani. (108. 'abra.) Az egyik pl. 4 végponthol tetszo-
108. 4bra. leges iranyban AC sugarat vonjuk, és
erre A-t6l n (5) egyenlo, kiilonben bar-
mekkora vonalhosszat ramériink, ezutin
az n-dik (5-dik) rész végpontjit ossze-
W &L kotjiik B végponttal, majd a tobbi osz-
tasponton keresztiil BC-hez parhuzamosakat hizunk. Ez tton AB-t
7 (D) egyenld részre osztottuk (38. §. 1.) — Magatol értetddik, hogy
ezen eljaras szerint az adott egycnes vonal akdrhdny egyenld részre
feloszthato.
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2. Osszumk adott egyenes vonalat meghaldrozoll ardny szerint
et részre.
109. 4bra. Példaul AD (109. dbra) két részre
X osztandé ezen ardny szerint 3 : 2, vagy
altaliban- m :m. A végponttol tetszés
szerinti AX sugarat vonunk; erre 4
ponttél m -4 n (itt 3 + 2 = 5) egyenlo
részt mériink és a végso C pontot
Osszekotjilk B-vel, ezutan az m-dik (itt 3-ik) osztasponton keresz-
til DE parhuzamost huzzuk, azaz DE || CB. Ezen szerkesztésnél
fogva AE: EB=m:n (3:2).
A megelozo feladat altaldnosabb alakban igy hangzik:
Keressiink adott egyenes vonalon oly pontot, melynek e vonal
kél meghatdrozott pontjdtil valé tdvolsdgai adott (pl. m : m) aranyban
dllanak egymdssal.
Itt két megfejtésnek van helye. A kérdéses pont t. i. vagy az
adott 4 és B pontok %ozott, vagy pedig A B-vonal meghosszabbi-

=,




110. 4bra. tdsdn keresheto. A belsd pontnak
meghatirozasat az imeént lattuk.

X A Kkiilséé sem nehezebb.
0/ Ugyanis az A ponthol
\ (110. 4bra) tetszésszerint huzott
SEEA AX sugiron m (itt 5) egvenld
,,/ \ vonalhosszat kimériink, ezutin az
7\ X m—mn-ik (5—2-ik vagyis 3-ik) F
/‘/ \ \\\ osztdspontot B ponttal Gsszekitjiik
\ \ és az m-dik (5-ik) G osztisponton
N keresztill GH parhuzamosat von-
i Z Z  Juk. Ekkor a szerkesztésnél fogvas:

AHSBH —msa=—{5":2).

3. Hdyrom adolt eqyenes vonalhoz a negyedik ardnyos keresends.

111. dbra. Legyen a hirom egyenes:
X AS, BS és CS. (111. 4bra.) Hiz-
zunk tetszés szerint két sugarat,
"""" SE-t és SI-et. Az egyikre pl.

A————s

B e 3 S v ’ . . o - v
' et e ¢ SE-re atvissziik, S-t61 mérve, SA
: és OB egyeneseket; a masikra
F  SC-t. Ezutdn az A végpontot 6ssze-
. 7 gl

kotjiik C-vel, és B ponton keresz-
til AC-hez BX parhuzamost hizzuk; ekkor SX a keresett negye-
dik arnyos. Mert (38.§. 2.) 84 : 8B = SC': SX, azonban ezen ariny-
drban az elsd, masodik és harradik tag sor szerint a hdrom adott
cgyenest jelenti, tehdt a negyedik tag SX a kivant negyedik ard-
nyos vonal.

Ep oly konnyti 4S és BS egyenesek harmadil: arinyosat feltaldlni ; mert
ez nem egyéb, mint 45, BS és BS-hez a negyedik ardnyost keresni.

40. §. A haromszogek hasonlésiga.

Két hz’xromsz(ig akkor hasonld, ha oldalaik kélesonds fekvése
megegyez0. Minthogy pedig az oldalak kolesonds fekvése a szigek-
ol fiigg; azért: ket hdaromszig akkor hasonls, ha megfelels szigeik
sorban egyenlik. — Tla tehat ABC és A'B'C Iu’uomtz(')f'ekben
(112, ébra) 4 & = A’ &, B <. = B’ ¥ s ennek kapesin €% = €' &
akkor ABC /\ hasonlo A’ B €' /\-hoz, vagyis jelekkel: AB(A
w A’E’C’ TAY

—
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112. Abra. . Az egyenld szigekkel szem-
kozt fckvd oldalpirokat megfeleld
oldalaknak nevezziik. Igy, az elobbi
példiban AB és A'B’ meglelel6
oldalak. — Annak megvizsgilasa
céljabol, hogy a hasonlo harom-
szigek megfelels oldalai mily arany-
ban allanak egymdashoz, a kisebb (4’B’C’) hiromsziget a nagyobbikra
helyezziik gy, hogy 4’ szogpont A-ra, és A’B’ szir AB.irinyiba
Jusson; ekkor a szogek egyenlOségénél fogva A’C’ oldal sziikségképen
AC iranyaba jut, a harmadik oldal B’C’ pedig pirhuzamos BC-vel.
Latni ebbol, hogy a hasonlé héromszigeket mindenkor egymésra
helyezhetjiilk gy, hogy az cgyiknek két oldala a mdsik meg-
felelo kot .oldalira essék és a harmadik oldalpar parhuzamos legyen.
Viszont belathat6, hogy a mely haromszigeknek ez a tulajdonsiguk
megvan, azok egymashoz hasonlok, mert megfeleld szogeik egyenlok.
E tulajdonsdg alapjan most mar konnyen kitaldlhatjuk, miféle ariny
all fenn a hasonlo haromszogek megfelelé oldalai kozott. Ugyanis
a 38. §. (2. ¢s 4.) tantételei szerint:
AB: BC= A'B": B'C"
S ABEEAG—AB A C”

Szavakkal kifejezve: Hasonls hdromszigekben a megfelels
oldalak eqyenls ardnyiiak,

E fontos tétel megforditva is 4ll, vagyis az oldalak egyenldardnyui-
sdgabol viszont a haromszigek hasonlésiga kivetkezik. Ezen jellemzd,
egymast kolesonosen follételezo tulajdonsagok egybevetésébil a kovet-
kezs hasonlisdgi esetek szérmaznak :

1. Ha ket hdromszogben két-két sziy kilesimisen egyenls, e
hdromszigek hasonldk. :

Ez mar a hasonlésig fogalmabol kovetkezik.

2. Ha két hdromszogben az eqyil szig eqyenls ¢s az azt
befogs két-ket oldal egyenls ardnyit, e hdromszigel hasonlik.

113. abra. Legyen B & = B’ & és
AB:BC= A'B': B'C’ (113. bra);
akkor ABC /\cHA'B'C’/\. Ennek
bebizonyitasara legyen BD— A'B'-
tel és legyen DE parhuzamos AC-
vel. Ekkor: DBE /\ o ABC

9
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/\-hoz, mert szogeik sorban egyenldk. ‘Eunek kovetkeztében, a fon-
tebbiek szerint : AB: BC= DB:BE;
vagy: AB:BC= A'D': BE. (1)

Amde a [6ltétel szerint : AB: BC= A'B': B'C". 2)

Az (1) és (2) ardnypdrnak hérom-hirom tagja azonos lévén,
a negyediknek is azonosnak kell lennie, azaz BE—= B'C’; és igy
DBE N\ A'B'C’/\ (minthogy két-két oldal és a kOzbezart szog
kolesonosen egyenld). Ha tehdt DBE /\ «» ABC /\-hoz, bizonyira
A'B'C" )\ is en» ABC /\-hoz.

3. Ha két hdromszigben két-két oldal egyenls ardnyu €s a
nagyobbik oldallal szemkizt levé szig a ket haromszogben egyenld,
dgy e hdromszigek hasonldk.

Tegyiik 6. hogy a 113. Abraban AC > AB-néleés AlGT>ATD
BX — B X ésAB: AC= A'B : A'C/, ekkor ABC/\ v» A'B'C /\-hoz.
Legyen megint BD egyenld A’B'-tel, vonjuk DE-et pirhuzamosan
AC-vel: az ekkép tdmadt DBE/\ (1. pont) hasonlé ABC /\-hiz,
kovetkezéskeép :

AB:AC= DB:DE, vagy:
g AB: AC=A'B': DE.

Amde a foltétel szerint: AB: AC = A'B' : A'C
kovetkezoleg DE = A'C'.E szerint DBE és A'B'C haromszogekben
két-két oldal és a nagyobbik oldallal szemkozt fekve szog koleso-
nosen egyenld, tehat DBE N\ L A'B'CA, (17. §.) és cnnek Kkovet-
keztében ABC /\ v»» A'B'C’ \.

4. Ha két hdromszigben a hdrom oldalpdr egyenld ardnyi, a
Ldromszigek hasonldk.

Vagyis, ha: ABC ¢s A’B'C’ hiromszogekben (113. dbra).

AB:BC= A'B': B'C’ és - AB: AC=A'B': 4A'C,
akkor a nevezett haromszogek hasonlok egyméshoz.

Mert legyen: BD = B'A’, és DE || AC-vel; akkor DBE /\
hasonlé lévén ADC /\-hiz,

AB:BC= DB: BE és

AB:; AC=DB:DL.
Vagyis : AB:BC= A'D': BE és

AB: AC = A'B": DE.

Ezen aranyparokat a foltétellel osszehasonlitvin azonnal latjuk,
hogy BE= B'C' és DE= A'C’, ezekb6l ismét kovetkezik, hogy
DBENL ABC/\ (L a 18. §-t). Minthogy pedig DBE/\ «» ABC/\,
tehat: A'B'C’ /\ «» ABC/\-hoz.

—— s
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Mennyiben kiillonboznek a hasonlésigi esctek az «gybevigésdgi esetektol ?
Mikor hasonlé két derékszogii és mikor két egyenlészart haromszog ?

Végezziik el a kovetkezd bizonyitast:

1. Ha valamely - hiromszog (ABC) «két oldaldnak (BC ¢s CA-nak) felezd
pontjit (D-t és E-l) az dtellenes szigel: szigpontjaval Osszekitjiik, ¢ kozépvonalal:
dllandé ardny szerint meiszik egqymdst, igy hogy mindegyiknek a szogpont felé
est szelete kétszer akkora, mint a mésik. Azaz, ha a metsz6 pontot O-val
jeloljik 40: DO=2:1 és BO:EO0O=2:1.

Mert ha DE egyenest meghtuzzuk, ez parhuzamos -4B-vel (miért?),
ennek kovetkeztében két hasonlé haromszog szarmazik sth.

2. A hdromszig hdrom kizépvonala ugyanazon lkizds pontban t,i. a hdrom-
820g sulypontjaban taldllozik. A kozépvonalakat sulyvonalaknal is nevezziik.

41. §. Mértani koézéparanyos vonal. Pythagoras tétele.

1. A megel6z6 tantételeket a derékszogii haromszogekre alkal-
mazva, azoknak kovetkezo fontos tulaydomdﬂall\at ismerjiilk meg:

a) Ha a derékszigi héromszighen a derékszig szigpontidbal
az dtfogira merdlegest hiizunk, ez a hdromsziget ket kisebb hdrom-
szigre bontja, amelyek az egészhez és egymdshoz hasonlik.

b) A merileges mértani kizépardnyos a két befoginak az dt-
fogon valé vetiileter kozott.

c¢) Mindegyik befogs mértam kizépardanyos az dtfogé és az
zlleto b(’]m/ona]» az dtfogon vald vetiilete kozt.

AR E tételek bebizonyitisara legyen BAC <

3 =90° és AD ! BC (114. &bra). Minden

derékszogii haromszogben a két hegyes szog

m osszege 900, tehat oy - =900 és &4y =

: 900, kovetkezoleg «, =1, és igy DBA /\v»

0 ABC /\-hoz (miért ?). Szintugy : o, = &, tehat:

DAC /\ e» ABC /\-hoz. Azonban, ha DBA /\ és DAC /\ ugyanazon
ABC /\-h6z hasonlo, nyilvanvalo, hogy : DBA /\ «» DAC /\-hez.

Minthogy DBA /\ «» DAC /\-hoz, tehat BD : AD = AD : UD,

B

kivetkezoleg : AD?="BD X CD. L.

ABCés DBA /\-ek hasonlosiga kovetkeztéhen BC: AB = AB: BD,
vagyis : AB* = BC X BD II. '
Végre ABC és DAC /\-ek hasonlosaganal fogva BO: AC = AC: CD,
tehat : AC2= BC x CD. (IL.)

E tételek alapjan ket adott egyenes vonal (MN és OP) mértan
kizéparanyosdat konnyen meghatirozhatjuk.

5*




115. abra. Ugyanis hiizzunk egyenes vonalat;
Mestr iy N mérjiik red az adott egyeneseket, azaz
legyen BD — NM és DC = OP (115.
dbra); ezutin felezziik BC-t K pontban

/___\A\ és alakitsunk KB. vagy KC sugérral

0——ip

FANS félkort. Ha most a D ponton BC-re
\ DA merclegest emeljiik, ez a keresett

.\ kozépardnyos. Mert, ha ABés AC egye-
“C neseket meghiizzuk, ABC héromszog
keletkezik, amelynek BAC szoge 90°-nyi, tehét: BD : AD — AD : DC
azaz: MN: AD = AD:OP.

2. A megel6z6 3-ik tantétel igen fontos igazsigra vezet.
Ugyanis, ha valamely derékszogii haromszog oldalait a hosszegy-
séggel megmérjiik, és a két befog6 mérték szimait b és e-vel, az
atfog6ét a-val, a két szeletét m és n-nel jeloljiik, vagyis a 114. dbrira
vonatkozolag: BC=a, AC=b, AB—=¢, BD=m és CD —n,
akkor a fontebbiek szerint :

i
/ K lD

b2 =am és c*=am
osszeadva e két egyenletet, lesz: b2 4 ¢2 = am -+ an.
Amde am 4 an = a. (m + n) = a.a = a?, tehit:
a?® — b2 + 02,
vagyis: az dtfogs mértél szamdanak négyzete eqyenls a két befogs
hosszdt kifejezd szamok mégyzeteinek osszegével.

Ezt rovidebben, bar kevésbbé szabatosan, igy is mondjik :

Az dtfogo mégyzete egyenls a két befogs négyzetének Gsszegevel.
(Pythagoras tétele, Magister matheseos.)

Ezen fontos tételt a kozvélemény Pythagoras girdg bolesnek tutajdo-
nilja, a ki 580 évvel Kr. e. Samos szigelen sziiletett és Kroton varosiban hires
boleseloi iskolat alapitott.

A Pythagoras-féle tétel segitségével a derékszogii haromszog ket
ismeretes oldalabol a harmadikat konnyen kiszdmithatjuk. Mert,
ha a két befogé (b €s ¢) ismeretes, az 4tfogo : @ = ¢/ 8 4 ¢*; ha pedig
az atlogo (a) és az egyik befogo (b) ismeretes, akkor ¢2 = a? — b2, tehat
o=/ @—F—{ @+ ) @0
; Az olyan derékszogii haromszogeket, amelyekben az oldalak mérték
szam al egész szamok, Pythagoras-féle hdaromszigeknek nevezziik. Ezekben a két
kisebh szdm négyzelének Osszege tikéletes méasodhatvanyt ad. Hyen szimok
a kovetkezok : 3, 4, 5; 5, 12, 13; 8, 15, 17; 9, 12, 15; 7, 24, 25 sib.

—
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Ha Pythagoras tételét az egyenlfszéird der¢kszogii  hérom-
sz0gre alkalmazzuk, lesz : a2 = b2 4 b2, tehat: a = b 1/ 2, kivetkezo-
leg a és b Osszemérhetetlen egyenesek

3. A Pythagoras-féle tétel megforditva is igaz, azaz : ha valamely
dudromszog legnagyobbik oldaldnak négyzete eqyenli a mdsik két o'dal
néqyzetének osszegével (mind a hirom oldalt ugyanazon egységgel
mérve), akkor az elsé oldallal szemkozt fekvi szig 90°-nyi.

116. Abra. Legyen ennek igazolasira ABC /\-ben (1186.

B 4bra): B(C? == AB3 4 AC? Szerkessziik meg 4

ponton AC oldalra AD merélegest, hiizzuk meg

5 DI A, A AD = AB és CD egyenest; akkor: CAD /\-ben

Pythagoras tantétele szerint : CD: = AD: A0,

" vagy OD?=AB*+- AC?; dmde a foltételnél fogva ;

D . BC: — 4B 4 AC:; tehdt CD? — BC:, és

UD = BC, kivetkezoleg ABC/\ v« ADC és ennélfogva BAC & —

DAC ¥ = 90°.

E szerint az oly héromszogek, melyeknek oldalai 3m, 4m, 5m

hosszusiguak, szikségkép derékszogiiek.

42. § A sokszogek hasonlésiga.

1. Ha két sokszoget megfelels datlokkal hasonlé hdromszigekre
lehet szétbontanr, akkor e sokszigek hasonlok. E szerint ket sokszig
akkor hasonlé, ha alkolé hdaromszigeik hasonldk és e részek oly modon
kovetkeznek egymdésra, hogy mind a két sokszogben két-két szom-
szédos haromszognek egy-egy kozos oldala van. g gy példaul ABCDE
otszog (117. abra) hasonlo A'B'C'D'E’-hez, mert az els6 idom ABC,
117. 4bra. ACD és ADE, a masik A'B'C,

A'C'D’ és A’D'E’ haromszogek-
bol all, és ezek ugyanazon sor-
( o ban egyméshoz hasonlok.
> T.i. ABC A o» A'BON,
' ACD /\ v A'C'D)\,
C ADE /\ v» A'D'E\.
Ezen értelmezcs alapjan.
BCA X = B'C’'A’ & CDA & = C'D'A' &
ACD & = A'C'D’ & ' ADE 3. = A'D'E’ & stb.
két-két egyenletet Osszeadva lesz:
BCD X = B'C'D ¥&; CDE ¥ = C'D'E' < sth.. azaz:
Hasonl6 sokszigekben a megfeleli szigek eqyenlil.




Minthogy a hasonlo6 haromszogek megfelelé oldalai egyenl®
aranyuak, azért ABC és A’B'C haromszogek hasonlosiaganal fogva =

A B BO =—"A’B4% B! (1)
SABA (e AV B A O (2)
ACD ¢és A’C'D’ haromszogek hasonlosaga kovetkeztében s
: AC: CD —A'C": D' (3)
CD=AD — DA LD (4)
A (2) és (3) aranypar szorzasa utan:
A B QD == AR (DS (5)
ADFE és A'D'E haromszogek hasonlosdga kovetkeztében s
AL D B A D) (6)
A (4) és (6) aranypart szorozva lesz:
GO = G DR (7)
Végre az (5) és (7) ardnypar Osszevetésébol :
AB D — At Bl DI, (8)

Tehat: a hasonldsokszigeknek megfeleld oldalaikegyenli ardnytiak.

2. Viszont: ha két sokszigben a szigek sorban egyenlik és az
aldalolk: Folesomosen eqyenld ardnyiak, az idomok hasonlik.

Mert, ha a két sokszoget hasonlo fekvésti atlokkal haromszo-
gekre bontjuk, ezek sorban hasonlék egyméshoz, tehdt maguk a
sokszogek is hasonlok.

Megjegyzendd, hogy két sokszog hasonlésdganak megallapita-~
sara nem sziikséges az alkotérészeknek eldsorolt Osszefiiggéseit
cgytol-egyig megvizsgilnunk, hanem kevesebbel is beérhetjiik. Igy
lattuk, hogy két hdromszog hasonlosigahoz két adat kivéntatik. Ennek
Lovetkeztében két négyszog hasonlosdgara négy adat kell, mert
minden négyszog két haromszogre bonthato. Két dtszog hasonlosédga-
lhoz hat adat kivantatik stb., altaldban két n-sziy hasonlésdgdara n—4&
adat - szitkséges, amelyek vagy a szogekre, vagy az oldalak Kozt
{ennallo aranyokra, vagy részben az el6bbiekre, részben az utébbiakra.
vonatkozhatnak. E szerint: %ét sokszog hasonlisigdahoz eqy adattal
Levesebb kwdntatik, mint egybevdgisdqulkhoz, és a hasonlo idomok
cgybevagokka valnak, mihelyt az emlitett 2n—4 egyenlethez még két.
megfelelo oldalnak, vagy atlonak egyenlosége hozzajarul (28. §.).

Mikor hasonl6 két négyzet, két rombus, két derékszigi négyszog, két
romboid ?

3. A fontebbiek alapjan bizonyitsuk be a kovetkezo tételeket -

a) Ha két hasonls sokszignek olyan fekvése van, hogy két meg-
felelé oldala pdarhuwzamos: akkor tibbi megfeleli oldalar is pdrhuza-




mosak. (Lisd o 10. §. 9. pontjit ¢és a hasonld sokszogek tulaj-
donsagait.)

b) Ha két hasonld sokszognek olz/(m a kilesinos fekvése, hogy
megfeleld oldalaik pdrhuzamosak, akkor a Izasonla fekvésit szogpom-
tokat Gsszelitd egyenes vonalak ugyanazon kizos pontban taldlkoznak.

Azaz legyen n ABCDE ot-

L szig o A'B'C'D'E'-hovz (118.

4bra) - ezenkivill AB || A'B'-

tel; BC| B'C'~vel, CD|C'D’-

vel sth.: ez esethen A4’

DB, CC', DD’ sth. agyenes

vonialak ugyanazon S pont-
ban taldlkoznak.

A bebizonyitis a vonalak arinyossigin (38. " 5. pont) alapszik.

Az utobbi tétel még igy is kilejezhetd :

Tiasonls idomok aklkép helyezhetile valamely sugdrrendszerbe,
hogy enmelk sugarait a sokszigek keriilelei ardanyosan metszik.

S pontot a két sokszdg hasonldsdgi pontjénak nevezzik.

Az S ponth6l nézd szem a két abrat egybevdgonak latja ; ezért az idomok
hasonldsaga tdvlattans. egybevigdsdgnal mondhato.

A hasonlo sokszogek utobbi tulajdonsdga konnyii médot szol-
giltat arra, miként lehet wvalamnely adott sokszogho: hasonli idomot
szerkeszteni, melynek oldalai amazéival meghatdrozott ardnyban
vannak.

Legyen ABCDE az adoti sokszig (118. abra), vegyiik {6l tetszés szerint
S pontot, ezutin huzzuk 84, Sk, SC, SD, S sugarakat és osszuk 2l az egyik
sugarat pl. S4-t a.megadott ariny szerint (m:n). A' osztéponion keresztiil

A'B' - gyenest AB-vel, pirhuzamosan meghiizzuk ; tovébba, ha B'C'-t || BC-vel,
C'D'-t || CD-vel stb.; akkor A'B'C'D'E' a kerecett sokszig. (‘\Ilert?)

43. §. A haromszogek hasonlésdginak alkalmazasa a
korhoz tartozd egyenes vonalakra.

1. Az eqymdst dtmetszé hivrok szeleter forditott ardnyiiak, vagyis
az egyik hiur szeleteinek szorzata egyenlé a masik hir szeleteinek
szorzataval.

fgy,ha AB és CD hirok (119. 4bra) O ponthan metszik egymast,
akkor AC és BD hurokat huzvan; a szirmazoé AOC és DOB
hiromszigekben 4 & = D ¥%; C % = B %, mert ugyanazon kor-
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119. abra. ivhez tartoznak ; ennélfogva & nevezett hiromszogek
hasonlék ; tehat hasonl6 fekvésii oldalaik ardnyosak,

C B
I," \ azZaz:
(<07 ‘ A0 : DO = €O : BO,

vagy: A0 X BO = CO x DO.

Viszont, ha AB és CD egyenesek akként met-
szik egymdst O pontban, hogy a fontebbi ardnypdr
" helyes, ugy A, B, C, és D poniok okvetetleniil wgyanazon kir kerii-

letcbe tartoznak. Mert ha az A, B, és C pontokon atvonulé kor

D pontot nem érné, kétségkivil CD egyenesnek egy mésik pontjin

pl. D’-n vonulna at; de ekkor igaz lenne, hogy :

A0 DI0—CO:EB0O,
és a foltétel szerint: A0 : DO = CO : BO, 4m ez cgyszerre csak
ugy 4llhat meg, ha D'O = DO, azaz D’ pont .D-vel azonos.

E szerint négy adott ponton keresztiil csak azon esetben lehet
korvonalat huzni, ha a fontebbi aranypar érvényes.

2. A Fiils pontbdl hizott kirszelok szeletei forditott ardnyiak,
vagyis az egyik atmetszé szeleteinek szorzata annyi, mint a mdasik
atmetsz0 szeleteinek szorzata.

120. dbra. Legyen OAB és OCD a két szelé. (120
0 abra.) Huzzuk meg AC és BD hiirokat, ekkor
0AC N\ ¢» ODB /\-hoz mert O & kozos, €s

C& = B (33. § 1.) tehat:

047 0D==00%:40D,
vagy: OA X OB = 0C X OD.

Viszont, ha A4, B, C, D ponloknak OAB és
0CD eg;, Jeneselren oly fekvésiik van, hogy a fentebbi ardnypdr igaz,
akkor a mevezett pontok wugyanazon kor keriletébe esnek.

3. Ha egy Fkiilso pontbil érintit és szelgt vonunk a kirhiz, az
drinto vonal mértane kozépardnyos a szelonelk két szelele Fkizt.

121. bra. Legyen OA az érint6 (121. abra) OBC
8 o a szelo. AB és AC hurokat vonvan, OBA ¢s
¢ 0AC hiromszogekben O ¥ kozos, és BAO X

= ACO ¥-gel (33. §. 2. p.); tehat a két harom-
szog hasonlo, kovetkezoleg :
OB: 04 = 04 : 0C,
vagy: 042 = 0B x 0C.
Viszont, ha OBC korszelonek OB és OC szeletei 6s 04 egyenes
kozt a fontebbi ardnypar &ll fenn, akkor' OA sziikségkép érinti

A
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az A, B és C pontokon atvonulo kort. Mert a foltételezett arany-
parnal és O szog kozosségénél fogva OBA /\ «» OAC /\ (40. §.
2. p.); tehat BAO & = ACO ¥-gel, kovetkezoleg (33. §. 3. p.) 04
a kornek érintd-vonala. ;

4. Ha a kor valamely pontjabdl bdrmely dtmérinel végpont-
Jaihoz a Ikét osszekoto hint és az dimérire a merdlegest meghtizzuk :
a) mindegyik hinr kozépardnyos az egész dlméré és a hir mellé esi
szelet kozt, b) a merdleges vonal kizépardanyos az dtméri ket szelete kozt.

Legyen 4 a kornek adott pontja (122. 4bra),

BC egyik atmérdje és AD L BC-n; eckkor

a derékszogii. BAC hiromszighen: AB* =:

BC X BD, AC*=BC X CD ¢s AD3=
8 D Chan b L SGAI G

Mikép bizonyithal6 be e tétel az 1. pont alapjin ?

122. abra.
A

(Az arany-metszés.) A 3. tétel modot nyajt a kovetkezo fol-
adat megfejtésére: hogyan lehel adolt egyenes vonalat folylonos
ardnypar szerint oszlani, azaz ugy ketté szelni, hogy a nagyobbik
szelet mértani kozépardnyos legyen az egész vonal és a Kkisebbik
szelet kozt.

1923, ibra. Legyen AB az adott egyenes vonal
(123. 4bra), melyet folytonos ardny szerint kell
osztanunk. B végpontjan BC merélegest szer-
kesztjiik és BC =} AB sugarral kort alaki-
tunk, mely az 4B egyenest B pontban érinti;
ezutin a kozépponton &tmend és a kort
D és E pontokban szeld AC egyerest huz-
van, a 3. pont szerint: AE: AB—=AB: AD,
4mde AB = DE; tehit AL : DE = DE: AD
azaz AE szel6 D pontban folytonos ariny szerint van oszlva.

Az utébbi ardnyparbol kovetkezik ; hogy:
(AE — DE) : DE = (DI — AD) : AD,
azaz : AD : AB = (ADB — AD) : AD,
vagy: (4B — AD) : AD = AD : AB,
Most, ha AF-ct cgyenlének vesszilk AD-vel, tgy:
(AB — A F) S e A A B
azaz: BI': AF = AF : AB,
tehit 4B is folytonos ariny szerint van két részre osztva.
E szerint AB-t folytonos ardny szerint Ggy osztjuk, hogy B végponton
BC merdlegest szerkesztjiik, és ezt egyenlének tévén } AB-vel, C-t 6sszekotjiik
A végponttal; az ekkép taldlt AC-hil elvagjuk CD-t = CB-i és 4 ponttél az
AD-t atvissziik AB-re, gy, hogy: AF = AD.
F a keresett oszté pont.




44. & Két kor hasonlésigi pontjairdl.

Hu ket kirben t6db pdrhuzamos sugdrpdrt vonunk € a meg-
feleld sugarak végpontjail egyenes wvondlakkal dsszekapesoljuk, ezek
mind a centrdlis vonal ugyanazon montjdban taldlkoznak.

Itt két esetet kell megkiilonboztetniink t. i @ szoban forgod
parhuzamos sugdrparok vagy megegyezo, vagy ellenkezo irdnyuak.

a) Legyen AM|BN-
nel (124. #4bra), és mind
a két sugar egyfelé irdny-
zott. Nevezzikk MN egye-
nes és AB centralis tavol-
sag metsz0 pontjat C-nek.

AMC és BNC /\-ek
haconlosdganal fogva:

AC v BC = Al : BN (1)
és ebbdl: (AC—DBC): (Al—BN) = BC: BN, vagy:

AB : (AM—DBN) = BC: BN.
Amde ez utobbi aranyparban AB, AM-— BN és BN tagok 4llandé
mennyiségek, melyek a két kor barmelyik sugirparjara nézve ugyan-
azon értékiick; ennélfogva az ardnypar DBC tagja is valto-
zatlan értékii; kovetkezéskép, mindazon egyenesek, melyek két
parhuzamos és megegyez0 iranyil sugdr végpontjait Osszekotik, a
centralis vonal ugyanazon pontjiban taldlkoznak. E pontot a két
kor kiilsé hasonlésdge pontjanak nevezzilk.

Ha e pontnak C4 tavolsigit a magyobbik Kkor kozéppontjatol z-szel, a
centralis vonal hosszit 4-vel, a nagyobbik kor sugarit R-, a kisebbikét r-rel
jeloljiik, a fontebbi (1) arnypar szerint:

x : (x—d) = & : 7, kovetkezéskép:

d IR
T=HT )

TR
b) Legyen AM és BN
(125. abra) két parhuzamos, ellen-
‘//"‘\ : kez0 iranyu sugar. Kossiik 0ssze
4 / s : d pontot N-nel; MN és AB
5 metsz6 pontjat nevezzilk ismeét

124. dbra.

125. abra.

{

‘ 1

3 ARG f C-nek.

o i *”/ AMC és BNC haromszogek
D ' hasonlosdgénal fogva:

AC:BC = A} : BN (2)
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Minthogy a jobb oldali ardny értéke a sugarpar iranyitol épenséggel
nem fiigg, a bal oldalinak is allando értékiinek kell lennie; kovet-
kezéskép AB vonal C pontja is dllands, mert adott egyenest adott
ardny szerint csak egyfélekép oszthatunk. Ez utobbi pontot a két
kor belsé hasonlosdgi pontjanak nevezzik.

Ha e rpontnak tavolsagat a nagyobbik kor kizéppontjatél y-nal, a centrilis
vonal hosszat d-vel, a sugarakat R- és r-rel jeloljiik, a (2) egyenlet szerint:

y: (d—y) = R : r, kovetkezoleg :

d.
Y R (In)

Az egymasnak megfelelé sugarak végpontjait hasonld felvésic
pontoknak szokéas nevezni.

A fontebbi tételbél kovetkezd igazsagok erednek :

a) Keét kor kozis kiilsé érintd vonalai a kiilsé hasonldsdgi pontor
mennek keresztiil ; hasonlokép a belsé kizis érintik a belsi hasonls-
sdagi pontban taldlkoznak.

b) A Fiviil érintkezs kirok érintipontja egyszersmind belso
hasonlésdgr pontjuk 1s. '-

¢) Az egymast dtmetszi koriknél a belsé hasonlisdgi pont @ ket
kor kizis részébe esik.

d) A beldilyél érintkezd kiriknél az érintkezés pontja egyszersmind
a kiilsd hasonlisdge pont.

¢) Ha a kisebbik kir a nagyobbik hatirdn beliil van, mind a ket
hasonlisdgi pontot a kisebbik kiron beliil taldljuk.

f)y Két egyenls korré mézve a belsi hasonlisdgi pont a centrdlis
vonal felezé pontjdban, a kiilsd hasonlisdgi pont végteler tavolban van.

g) Két hasonls fekvésii pontnak az illets hasonldsdgi ponttil
valé tavolsigar dllands ardanyban vannak. Ezen arany t. i. mindig
egyenld a korsugarak aranyaval.

A fontebbi tétel megforditva is &ll, azaz: ha ket kir kiilsé, vagy
belsé hasonlisdgi pontjabil szelt vonunk, ez a két kirt ket pdr hasonlo
fekwésii ponthan melszi (azaz oly pontokban, melyeknek megfeleld
sugarai parhuzamosak). Ezt az elobbi pont,alapjan indirekt uton
bizonyitjuk be.




Otodik fejezet,
Az egyenes vonali idomok teriilete.
I. Az egyenes vonald idomok egyenloségérdl.
45. §. Az egyenl6teriiletiiség fogalma.

A megelozo fejezetben az idomokat alak tekintetében hason-
litottuk Gssze egymdssal, most a nagysagra forditjuk figyelmiinket.
Valamely zart idom teriiletét csak ugy lehet meghatdrozni, ha azt
egy ismeretes idommal, a fteriiletegységgel Osszehasonlitjuk. Teriilet-
egysegiil rendesen oly négyzet szolgal, amelynek mindegyik oldala
a hosszegységgel egyenld. Eszerint az idom teriiletén az idom
€s a teriiletegység kozt alkothaté szim-ardnyt értjiik.

Magétol értetodik, hogy az egybevdgs idomok egyenli teriile-
tiiek is. Azonban viszont nem allithatjuk, hogy azegyenlé teriiletii idomok
szilkségképen egybevigok, mert két idom gyakran egyenlo teriiletii,
anelkiil hogy egybevago, sét hasonlo lenne. Igy pl. valamely harom-
szognek ¢p akkora lehet a teriilete, mint egy négyszognek stb.
Az egyenlo teriiletii idomokat roviden egyenliknek is nevezik ;
ezért az egyenld teriiletiiség jele olyan, mint az egyenlésége.

Lassuk most a foltételeket, mikor egyenld teriiletii ket s0kszog 2
Ebbeli vizsgalatainkat a kovetkezé kétségtelen igazsagra alapitjuk :
«dz olyan idomok, amelyek egybevigi idomok Gsszeaddsdbil, vagy
kivondsdbdl szarmaztak, egyenls teriiletiek.»

Vizsgilatainkat a parallelogrammakkal kezdjiik meg; és mert
a héaromszog valamely parallelogramma felével egyenld, azért e két
idomot egyszerre targyaljuk.

46. §. A parallelogrammék és a haromszogek teriiletének
osszehasonlitisa.

Teriiletek 0sszehasonlitisanal a parallelogramma egyik oldalat
alap-nak, az atellenes oldal valamelyik pontjabol az alapra bocsa-
tott merdlegest magassdgnak nevezziik.

Igy pl. ha ABCD (126. 4bra) parallelogramma AB oldalit alapnak
tekintjiikk, az 4B és CD parhuzamos oldalok kozétt huzolt DK merdleges a
magassag.
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Szintugy a haromszognél is az egyik oldalt alapnak, ¢s az
atellenes szogponthol az alapra bocsatott merdleges egyenest a hirom-
sz0g magassdgdnak nevezziik.
1. Az egyenli alapi é€s magassdgi. parallelogrammdk teriilele
eqyenli.
Legyen ABCD és EFGH a két parallelogramma, és ezekben :
AB=EF (126. 4bra) az alap, DK — GL a magassig. E két
196, &bra. idomot MN egyenes vonalra he-
lyezziik ; ekkor az atellenes CD és

D LY L B
; ; GH oldalaknak ugyanazon egyenes
Ra : vonalba kell esniok, mert a két
M . K : : iL o idom magassidga egyenld; méar-

pedig valamely egyeneshez meg-
hatarozott tavolsagban csak egy parhuzamost vonhatunk. Tovibba
AEHD és BFGC trapézek kellsen egymasra illesztve elfodik egy-
mast, azaz: AEHD £ BFGC (miért ?). Mindegyikbol BCHE trapézt
elvéve az elsébol ABCD, a mésodikbol EFGH parallelogramma
marad meg: és e maradékok egyenlék egymdssal, azaz: ABCD:
N LEGHE 55 :

Ebbol kittinik, hogy a romboid teriilete a vele egyenld. alapi
és magassigi derékszogii négyszog teriiletével egyenlé.

Tekintetbe véve tovabb4, hogy minden haromszig valamely
parallelogramma felével egyenld és az egyenld mennyiségek fele részei
is egyenlok, vildgos, hogy:

2. Az egyenls alapi és magassdagi hdromszigek egyenls terii-
letiiek, és a haromszog teriilete fele az olyan parallelogramma teriile-
tének, amelynek alapja és magassdga a hiromszogével egyenlo.

3. Ha valamely parallelogrammdban az dtlé bdarmely pontjin
keresztiil az oldalakkal pdrhuzamos egyeneseket hizumk, az dtls ket
oldalin alakult parallelogrammdk egyenls teriiletiiek.

127. ibra. Ha ABCD parallelogrammaban FEG egye-

D W ¢ nes || AB oldallal, HEJ egyenes || BC

F/_*-E//7]G oldallal (127-ik 4bra); akkor ABC A «v»

& / ADC /\; AJE «» AFE /\; és EGC /\ «»

/_/_/_ EHC \\ (miért?), tehat: ABC )\ — AJE /\

A g B A N A DN AR A
EHC N, vagyis: EJBG [ ] = EFDH [ ].

4. A derékszigii hdromszog eqyik befogijan alakitott négyzet
eqyenli teriiletic azon derékszigu nmégysziggel, melynek hosszabbik
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odala az egész dtfogs, rovidebbik oldala a befoginak az dlfogin valg
vetiilete.

ABC /\-ben (128. abra).B <L = 90° és BD | AC.Ha AB befogora
ABEF négyzetet szerkesztjiik és AD vetiiletre oly derékszigii négy-
szoget rajzolunk, amelynek magassiga A H
= AC atfogoval ; akkor AF négyzet —= AG
derékszogii négyszioggel. Ennek bebizonyitasa
végett CI' és BH segédvonalakat hizzuk.
Az ekkép tamadt ACEF /\ a vele egyenld
alapi és magassagi ABEF négyzetnek a
felével egyenld. Szintigy 4D B H hiromszog
is fele a vele egyenlo alapu és magassigu
ADGH parallelogrammanak, tgyde a neve-
zett haromszogek egybevigok, mert AC =
AH, AF — AB, és CAF X — BAH<X
(t. i. mindakett6 =— BAC < -+ 90°), tehat
csakugyan ACF A\ «» ABH /\, kovetkezoleg a kétakkora paral-
lelogrammak egyenlok, vagyis:

ABEF — ADGH

5. A megel6zo tantétel a Pythagoras-féle nevezetes tételre vezet,
mely szerint :

A derékszogi hdromszig - atfogijara rajzolt mégyzet egyenls
teriletii a két befogira rajzolt mégyzetek teriileténck Gsszegével, vagy
rovidebben : az dtfogs mégyzete annyi, mint a befogik nmégyzetének
\0sszege.

128. é4bra.

129. ibra. Mert, ha ABC haromszog (129 abra) B szoge

8 = 90° és az AC atfogora ACDE négyzetet szer-
kesztjilkk és BG merdlegest huzzuk, ez a négyvzetet

A F ¢ két derékszogii négyszogre osztja ; ezek kozill AFGE

-a megeldzo tantétel alapjan egyenld teriiletii az
AB-re rajzolt négyzettel, CFGD pedig = a BC
befogon - alakitott négyzettel. Minthogy a nevezett
e 0 paf'z’illelogra,mmék fjssze'sen az atfogdo négyzetét
adjik, tehat az atfogé négyzete = a befogok
négyzeteinek Osszegével.
6. Viszont, ha valamely hdaromszig eqyik oldalinalk négyzete
eqyenls a mdsik két oldal négyzetének dsszegével, a hdaromszig derék-
820q1L,




47. § Sokszogek atalakitasa egyenls teriiletii parallelo-
grammakka és négyzetekké.

Minden n-oldalis sokszig m—1 oldalic egyenld terilelds sok-
s26ggé alakithaté. Példiul ABCDEF idomban (130, 4bra), vagjuk
el AE atloval AFE héaromszoget; majd huzzunk F' ponton keresz-
tiil az atlohoz parhuzamost ; tovibba hosszab-
bitsuk meg a szomszédos DE oldalt, mig G
A f:%-{”\'K ¢ pontban a pdrhuzamossal talalkozik; végiil hiz-

"""""""""""" g zuk meg AG egyenest. Ekkor AGE /\ kelet-

/ kezik, melynek teriilete = AFE hiromszoge-

//D vel (miért ?). Ha most a hatramaradt ABCDE
o2 sokszoghoz AGE haromszoget hozzdadjuk,
ez uton az elvett AFE haromszoget mas
eqyenls terilelii haromszoggel potoljuk, tehat az adott sokszog terilete
nem valtozik. Azonban az ) ABCDEG sokszogben az oldalak szama
eggvel kevesebb, mint az eredetiben volt, mert AL és FE helyett
csak egy oldal AC maradt meg.

Létnivalo, hogy ha ezt az eljardst tobbszor ismételjiik, az oldalak
szama folyton-folyvést kevesbedik ; e szerint bdrmely sokszoget egyenlo
teriiletti hdromsziggé vdltoztathatunk dt.

A hdromsziget tovabba egyenid teriiletii parallelogrammdva
alakithatjulk dt. Legyen ABC (131. dbra) az atalakitandé hiromszog.

131 4bra. Felezzilk valamelyik oldalat, pl. AB-t és

B a felezo D pontbol huzzunk AC-vel par-

huzamost, szintigy C-bol AB oldalhoz

DL\ £ parhuzamost. Ezen parhuzamosak ACED
parallelogrammat alkotjék, mely az ABC /\-

A 2 C gel egyenld teriiletii, mert a szerkesztésnél
fogva: OE = AD = BD, tovabba CFE ¥ = BFD % és FCE & =
FBD % ; tehat EFC /\ «»» DFB /\ ; ennélfogva ABC és ACED terii-
lete egyenld. Mert, ha ABC hiromszoghtl DFDB /\-et kihasitjuk, és
potlasil az épen akkora EFC /\-et hozzd adjuk, nyilvénvalo, hogy
ACED parallelog:amma ABG héromszoggel egyenld teriiletit lesz.
Ha AC-re (132. abra) AG és CH

130. &bra.

(=]

132. abra. i

G D y g merdlegeseket vonjuk, ACHG derékszogii
—__w'_/—' négyszog keletkezik, mely ACED parallelo-

T ROEERRPTI Yy L gramméaval teriiletre nézve megegyezik.

(Miért ?)




Ezckbdl kitiinik, hogy : minden sokszigct eqyenls teriiletic derék-
s20qu méqysziggé alakithatunk dt.

A derékszogit négyszogek kozt legegyszeriibb a négyzet ; kérdés
nem lehetne-e a derékszogii négyszoget egyenli teriiletic mégyzetté
atalakitani ? Az el6bbiek szerint a derékszogii hiromszog egyik befo-
gojara rajzolt négyzet egyenlo teriiletii azon derékszogi négyszoggel,
mely az egész atfogobol, és az emlitett befogonak vetiiletébél alakult.
Ennek értelmében tehdt oly derékszogi hiromszoget kell alakitanunk,
melynek atfogoja akkora, mint az adott derékszogii négyszog hosz-
szabbik oldala, az atfogo egyik szelete pedig = annak kisebb oldali-

val. Ezt pedig ily moédon érjitk el. Legyen ABCD (133. dbra) az .

133. 4bra. adott derékszogii négyszog. Felezziikk 4B

3 oldalt és szerkessziink oly félkort, melynek

/ AB az atmérdje. Tovabba legyen BH

3 egyenlo BD-vel és emeljik H pontban
7 6  ABre HE merdlegest ; ez a kort £ pontban
A(~—L G éri. Ha E-t A és B végpontokkal 0Ossze-
l kapcsoljuk, AEB derékszogiit hiaromszog
¢ 0 keletkezik és haennek az EBbefogojaranégy-

zetet rajzolunk, az az adolt derékszogii négyszoggel egyenio teriiletii.
Azaz EBGE [} = ABCD derékszogii négyszoggel, tehit EBGF a
kivant négyzet.

Az elmondottak utin nyilvanvalo, hogy : 3inden sokszoy egyenls
teriiletic mégyzetté alakithato dt.

48. §. Sokszogek Osszeadasa, kivonasa, szorzisa és
osztasa.

Minthogy a sokszogek egyenld teriiletit négyzetekké alakithatok,

azért két sokszig dsszeaddsa azonos értelmi két mégyzet Osszegezé-

13%. abra. sével. Erre ncézve pedig a Pythagoras-féle
tantétel nyijt egyszerii modot.

Ha t.i. AB (134. dbra) az egyik, 4C a

\ masik négyzet oldala; akkor ¢ vonalakbdl

/ mint befogokbol derékszigli haromszoget ala-

/ kitunk ; - az atfogéra szerkesztett négyzet a

keresett négyzetet dbrazolja ; mert ennek terii-

lete akkora, mint az adott két négyzet terii-

letének 0Osszege. Magatél érthets, hogy ily

>‘7 0
UJ"\\

—— -



81

modon akdrhdny négyzetet osszeadhatunk. Tekinlve tehat az elohbi
§-ban mondottakat: akarhdny adott sokszigel oly mégyzelté egyesil-
hetiink, melynel teriilete a sokszigek teriiletének dsszegével eqyenld.

Az elobb kovetett eljéirds a sokszigek kivondsdra is alkalmaz-
hato, foltéve, hogy az adott sokszigeket elobb négyzetekké dtala-
kitottuk. Ugyanis barmelyik befogénak négyzete annyi, mint az
atfogd €s a mdasik befogd négyzetének kiilonbsége. Ha tehat két
négyzetet egymasbol ki akarunk vonni, oly derékszigii hiromszoget
alakitunk, melynek atfogoja a nagyobbik négyzet oldalival, egyik
befogoja a kisebbik négyzet oldalival egyenld hosszusagi; ekkor a
misik befogo ama négyzet oldalat abrazolja, melynck teriilete az
adott négyzelek teriileténck kiilonbségével egyenld.

Szintoly kdnnyii a négyzetek szorzdsa szaimokkal, vagyis oly négy-
zet szerkesztése, melynck teriilete valamely adott négyzet t6bbszorosé-
vel, pl. n-szeresével egyenld. Allitsuk e célbol az adott négyzetet vala-
mely alapvonalra és rajzoljuk le n izben kizvetlenill egymds mellé.
Ez uton oly deréksziogii négyszig keletkezik, melynek teriilete az
adott négyzet m-szeresével egyenld. Ia ezt a parallelogrammat négy-
zetté atalakiljuk, megvan a keresett idom.

Végiil a négyzeleknck szimokkal valo oszlasat illetéleg, oly
negyzet szerkesztésére, melynek terillete az adott négyzet m-ed
részével egyenld, osszuk el a négyzet egyik oldalit = cgyenld
részre ¢s huzzunk az oszlopontokon keresztiil merdleges vonalakat.
Ez dton n egybevigd derdkszigii négyszog keletkezik ; melyek mind-
cgyike a négyzet n-ed részével cgyenld. Ha egy ily részt négyzetté
dtalakilunk, a keresett négyzetet megtalaltuk.

IT. Az egyenes vonali idomolk teriiletmérése.

49. §. Az cgyenes vonali idomok teriileteinek Ossze-
hasonlitésa.
1. Az egyenld alapis parallelogramndk leriileter gy ardny-
lanak egymdshoz, mint megfelels magassigail.

185, &bra. Legyen ABCD és EFGH
D L C : (135. abra) a két osszehason-

litand6 parallelogramma és AD
G = EF.Ezcsctben ABCD [ ]:

LA F, .__J\ EFGH [ ] = KL: MN.E té-
\ tel bebizonyitasanal tegyiik fel,

[ hogy a magassdgok kozos mén-

i

!

B
|
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t¢ke KL-re n-szer (p\ -sz0r), MN-re r-szer (pl. 3-szor) mérheté fel.
[ szerint: TEPR TR S e ' (1)

Ha most a kozds mérl¢ket KL-re és MN-re tényleg ramérjikk
és az osztopontokon keresztill az alappal parhuzamosakat huzunk,
mindegyik idom épen annyi kisebb parallelogrammara oszlik, ahdny
részbdl az illetd magassig all; azaz ABCD idom n, XFGH pedig
7 kis parallelogramméra. E kisebb idomok teriiletre nézve egyenlok,
mert alapjuk és magassaguk egyenlo. Ha tehdt ezek koziil cgyet
(pl. CDOP-t) kizos mérte¢knek veszink, ez az ABCD-hen n-szer,
LFGH-han r-szer taldltatik, kovetkezoleg :

ABCD[SS]AsREGH [ S li==neriees (2)

Az (1) és (2) egyenletbol kozvetleniil kovetkezik, hogy:

ABOD.[] : EFGH [ ] = KL: MN.

2. Az egyenli magassdgi parallelogrammak teriileter digy ardny-
lanak egymdshoz, minl megfeleld alapjaik.

A bebizonyilds menete azonos az elébbivel.

3. Minthogy minden haromszog a vele egyenld alapi és magas-
shgt parallelogramma felével egyenld, a felerészek pedig ugy arany-
lanak egyméshoz mint a megfeleld egészek; azért:

Az egyenls alapt hdromszigek teriiletei vigy ardnylanak, mint
megfeleld magassdgaik, €s:

Az eqyenld magassdgiv hdromszogek ter Giletei gy ardnylanak
egymdshoz, mint a megfeleld alapok.

4. Az 1. és 2. tétel egylittes alkalnazidsa a FAdalinbozi alapa
és magassagn parallelogrammdk teriileti ardnyat is meghatérozza.

136. dbra. Legyen ABCD ¢s EFGIH

T I I (136. abra) a két dsszeha-

D C ; sonlitand6 idom. Kétségkiviil

- : H — M L~ modunkban all oly harmadik

/__/ [i | parallelogrammat  alakitani,

AN Bro EN BG T, K melynck alapja az elsg alap-

javal, magassaga a masodik magassagival megegyezik. Ilyen parallelo-
gramma: JKLM; ebben: JK = AB, ¢s MT = HO.

Méir most az I-s6t a IH-kal, osszeha\onllt\a az 1. pont szerint

: ABCD [ ]:JKLM [ | = M (1)
\agy ABCD [ ]:JKLM [ ] —’DA\ "HO. (2)

oA Il-ikat Osszehasonlitva a Ill-kal, a 2. pont szerint

JELM [~ _] EFGH [ ] = JKEF “(3)

vagy: - JKLM | + ERGH.[] = AB~ EF. (%)
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A (2) és (4) arnyparbo6l szorzis utjin kovetkezd Gj ardnypar
szirmazik :

ABOD =15 BEGH [ ] == AB X DN BIEXHO  azaz:
a Iét pardlelogramma teriilete wgy ardnylil egym.ishoz, mint
megfelels alapok és magassagok szorzatai.

Abban az esetben, ha az osszehasonlitott parallelogrammék
szigei kolesonosen cgyenlok, a fontebbi ardnypéart mas alakban is
frhatjuk ; ekkor t.i. a magassigok aranyét az oldalak aranyaval potol-
hatjuk. Mert foltéve, hogy a fentebbi &braban az I ¢és II idomok
szobgei kolesonosen egyenlok és a Il idomot is ezekkel egyenld sz6-
giinek szerkeszlettiik, ADN és JM1 hiromszogek hasonloséga kovet-
keztében :

DN : M1 = AD : JM;
vagy : DN : M1'—= AD : EH (mivel JM = EH).
Tehat az (1) szdmi aranypart a jelen esetben igy irhatjuk:
ABCD.["]: JKLM [ ] = AD : I'H.
Tovabba a fontebbiek szerint:
JKLM [ ]:EFGH [ ] = AB: EF.
LEbbol szorzés tutjan:

ABCD [ ]:EFGH [ ] = (AB X AD): (EF X LH)
azaz: két cgyenli szogli parallelogramma leriilete tigy ardnylik egy-
mdshoz, mint kél-két szomszédos oldaluk szorzala.

5. Ezekbol kovetkezik, hogy :

a) Két . haromszig teriilele vgy aranylil: egymdshoz, mind
alapjaiknalk magassdgaikkal vald szorzatar, és:

b) Ha két hdromszighen egyik sziy kizds, vagy egyenld, terii-
leteik 2igy ardnylanak egymdshoz, mint a kizis sziget befoglali
Lét két oldal szorzatai. :

Valahényszor tehat két hdromszognek egy-egy szige és a leriilete egyenld,
az egyenlé szoget befogd kél-két oldal szorzatdnak is egyenlének kell lennie

Tovabbé :

6. Két hasonld hdromszig teriilete dgy ardanylik egymdshoz,
wint ket megfelels oldalnak mégyzeles. ;

Mert legyen ABC és A’B'C”

137. dbra. :
‘ (137. &bra) két hasonlé haromszog,
/G 8 melyvekben 4 X =A’¥, BE=D';
y \\ /\ a megel6z0 pont szerint:
’ R A BT ABOE A =" AB YAl
S A . : : > X :
[ s S B n e Sarpi iy

()t




Amde a hiromszigek hasonlosiga kovelkeztéhen még a kivet-
kez$ ardnyparok is helyesek:
A S DRSS B B
A G A== BO B}
ezeket egymassal szorozva, lesz:
(AB-x AQ): (A'B' X A'C)=BC*: B'C....... 2)
vagy az utols6 aranypéart az (1)-vel osszevetvén, kiovetkezik, hogy:
ABC N\ : A'B'C \ = BC:: B'C™.

7. Ezen tantétel a hasonlo sokszigekre is érvényes, azaz: két
Lasonlo sokszig teriilele vigy ardnylik egqymdshoz, mint két megfeleld
oldalul négyzeter.

138. Abra. : Legyen ABCDE «» A'BC'D'E'.
(138. abra.) A hasonlo sokszoge-
ket megfelelo atlokkal hasonlo
haromszogekre bonthatjuk fel, azaz:
ABC /\ e A'B'C" N\,
ACD )\ o A’C'D’ /\ stb.
ezekre nézve az elobbi pont szerint a kovetkezo aranyparok allarak:
ABC N\ : A'B'C \ = AB?: A’B'
ACD )\ : A'C'D’' /\ = CD?: C'D’3
ADE N : AD'E \= DEs: D'E".
Amde a két sokszog hasonloséga kovetkeztében :
ARSI BE=N )= G — DE : - D'HE Sth.s
vagy: AB: A'B"= CD?: C'D"* = DE?: D'E" stb.
tohat : ABC /N o ACD )\ 2 ADE )\ A (_A_P;)
ALBICYN e AL CED Y A DI A'B
ABCN+ACDANA+ADEANS . ... :(AB)'J.

ABCN\+ACDA+ ADENH ..., AR LS
azaz: ABCDE : A'B'C'D'E = AB?: A'B".

Az utébbi tételt a Pylhagoraséval egybevelve érdekes igazsigra jutunk.
Ugyanis, ha valamely derékszogii hiromszog harom oldaldra ugyanannyi hasonlé
sokszoget alakitunk oly médon, hogy a hdromsziog oldalai a sokszogek megfeleld
oldalai gyanént szolgilnak ; tovibb4 az &tfogd mértékszamat a-val, a befogdk

mértékszimait b- és c-vel jeldljiik ; az atfogora rajzolt sokszog teriiletét A-nak, a

befogékhoz tartozd idomok teriiletét B- és C-nek nevezziik, a fontebbiek szerint :

B 0® C c? B4C  b2-c?
=

3 Ry és PR e T e tehat stzeadva p
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Amde Pytliagoras télele szerint: a? =122 4 ¢?, tchit a jobb oldalon
levé hinyados =1, kovetkezoleg:

4 =B 4 C.

Azaz: ha valamely derélszUyil hdromsziy Ldrom oldaldra ugyanannyi hasonlé
sokszoget szerlesztimle oly moden, hogy « hdromszdy oldalai a sokszdgel: megfelelé
oldalaival eqyenldk, aklor: az dlfogére rajzolt sokszog terilete egyenld a befogolira
szerkesztett Ieét sokszog teriileténel: osszeylvel.

50. §. Az egyenes vonald idomok teriiletének kiszdmitasa.

Teriilet-mérés. Valamint az cgyenes vonalat megmérni annyi,
mint hosszdnak az cgységhez val6 aranyit megallapitani; gy az
idom teriilctének mérése nem cgyéb, mint megdllapitisa annak az
aranynak, mely az idom terjedelme és a teriiletegység kozott van.
Teriiletegységul olyan négyzet szolgdl, melynek mindegyik oldala a
hosszegységgel egvenld. Minthogy a hosszegység kitlonhozo, a meg-
felel6 teriilctegység is tobbféle.

A négyzettel kozvetleniil csak a derékszogii négyszoget mér-
Letjik meg, sezamitds “tjan azonban mas idomok teriiletét is meg-
hatdrozhatjuk, amint ezt la(ni fogjuk. :

1. A parallelogramina teriletének kiszamildsa. Kezdjik meg a

139. dbra. derékszogii négyszoggel. Keressiik ABCD
)i C derékszogii négyszog teriletét (139. abra),
l osszehasonlitva az MNOLP négyzettel,

l L2 vagyis a teriletegységgel.

A e BaaMT TN Az clébbi §. 4. ponl(ja szerint:

ABCD : MNOP = AB X AD.: MN X MP,
ABCD AD. AD

el MNOP — MN.MP

Minthogy MN = MP = a hosszegységgel, a bal oldalon &llo
hinyados nem egy¢h, mint ABCD fteriilleténck ¢ mértékszama; a
jobb oldalon levé AB : MN hinyados = AB alapnak a és AD: M P’
= AD magassignak m mértékszamaval. E szerint valamely derék-
52098 négyszig teriiletszdma () annyi, mint az
alapvonal ¢s a magassdg mértékszamanalk a
szorzata. Jelekkel kifejezve: ¢ = a . m.

140. dbra.

D ' c

"’—! RETb Pl. Ha ABCD (140. 4bra) alapvonala 5 m.,
—J— —_-!-__‘, magassfiga 8 m., akkor teriilete =5 X 3 = 15(] m.

| | Ezt szemlélhetdvé is tehetjik. Ugyanis mérjuk fel a
AT B hosszegységet AB-re H-szir, AD re 3-szor ; az osztd

A
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pontokon keresztiil az oldalakkal pirhuzamosakat huzva, a keletkezd aprd négy
zetek a teriiletegységgel azonosak. Ezek szama tehit a derékszogl négyszog terii-
letszamat fejezi ki. Az elsé fekvd sor 5 ily négyzetet foglal magdban; és mert
3 fekvd sor van, a négyzetek Osszes szama 3 X 5 = 15, amint a képlet is bizonyitja.

A négyzet oly derékszogii négyszog, melynek oldalai egyenlik ;
ennélfogva : a négyzet teriilet-szama annyi, mint valamelyik oldala
mertékszamdnalk onmagdval vale szorzata.

A négyzet oldalhosszét a-val, terulelbzanmt t-vel jelolvén, a
mondottak szerint: ¢ = a?, és ebbél: a = y/ ¢

Minthogy a ferdeszigii parallelogramma tcmlete az ugyanakkora
alapi ¢s magassdgu derékszogiiével egyenld; ennélfogva: barmely
parallelogramma teriiletszama (t) annyi, mint az alap (a) és magassdiy
(m) mértékszamdanak szorzata.

Jelekkel kifejezve ¢ = a. m.

9. A hdromszig teriilete. A hiromsziog a vele egyenld alapa
és magassdgu parallelogramma teriiletének a felével egyenld, tehdl :
A hdromszig teriiletszdma annyi, mant alapjinalk és magassagdanak
fél szorzata.

Jelekkel kifejezve : ¢ /\ == a‘;_”_.

3. A trapéz teriilete. A trapézt barmelyik 4tloja két haromszigre
osztja; ezekben a parhuzamos oldalak alapvonalakul, az alapok
kolesonos tavolsaga kozos magassdgul tekinthetok. :
Nevezzilk ABCD trapézben (141. 4bra) a pér-

141. 4bra. '
huzamos oldalak mértékszamait a- és b-nek, a kozis
Ani magassagot m-nek, akkor:
m a.m b. m
ABD \ = ——, és BCD /\ = —
A 73 D A 2 ) A 2 B f

tehat a trapéz teriilete: ¢ _a_—}:i
azaz : a trapéz teriileldt gy v.‘alaljulc mey, hogy a pdarhuzamos oldala’k
fél dsszeqél o magassaggal megszorozzuk.

4. A sokszogek terilete. A sokszogek teriiletét lxetfel('kupen hata-
rozhatjuk meg.

a) A soksziget atlokkal hdromewnel\m bontjuk, és ezek terii-
letét egyenként kiszamitvan, Osszeadjuk. =

-b) A sokszoghen alkalmas &tlot, vagy valamely dtmetszét hizunk
és erre minden szogpontbol egy-egy merdlegest bocsdatunk; a sok-
szog ckkép hdromszogekre és trapézekre oszlik, melyek teriiletének
Osszege, illetdleg kiillonbsége a sokszig teriiletét adja.
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142. -4bra - fgy pelddul ha ABC... HJ sokszig

D (142. abra) teriiletét kellene kiszimitanunk,

B £ AF &6t meghtzzuk, erre minden szog-

7\ m| o | p pontbél (kivéve A-t és F-et), merdlegest

s |2 l3 o hiuzunk, és a talppontokat 1,2, 3, 4......

7 g WF szamokkal jeldljik. Ekkép az egész sok-
6

17//4 [ szoget négy haromszogre (I, V, VI és IX)
és ot trapézre (U1, I1I, IV és VII, VIII) osz-

J H tottuk fel és ezeknek teriilet-Osszege a sok-
szog teriiletével egyenld. Ha tehdt a merdlegesek és az 4tld szeletei ismeretesek,
a sokszog teriilete konnyen kiszdmithato. '

51. §& Teriiletek atalakitasa.

1. Alakitsuk dat ABC hdromszigei (143. dbra) mds, vele egyenls
hdromsziggé, vgy, hogy egyik oldala meghaldrozott hosszisdgit legyen
és az eredeti haromszig AC oldala vdllozatlan maradjon.

A feladatot megfejteltnek tekintve, legyen
AF'C akeresett haromszog. Minthogy ABC /\
’ — AE'C A és AC alap kozos, tehat a két /\
magassdganakisegyenlének kelllennie (miért?);
koveikezéskép BE' || AC-vel. Masrészt £ pont-
\ nak A-t6l valo tavolsaga AFE is ismeretes. A fol-
-\}.\ adatot tehat igy fejtjilk meg: Meghuzzuk B

AL ——>S¢ pontbola megtartando 4C oldallal pirhuzamos
A g BE egyenest és ezt A pouthol a megadott
_ AL sugaru korrel I pontban atmetszik. Az

ekkép keletkezd AE'C /A = ABC /\-gel. (Miért ?)

9. Alakitsulk dt ABC /\-et (14%. dbra) akkép, hogy az )
haromszig az adott ¢ szigel €s ezenkiviil az eredeti hdromszognek
egyik pl. AC oldaldt magdaban foglalja.

143. abra.

14k, 4bra. Minthogy a hdromszig AC
™M 3 D N alapvonala itt is valtozatian marad,
ZAS

a magassig sem viltozhatik meg.
: Ezért ha' ADC a keresett /\,

A K BD sziikségképen || AC-vel. Mas-
részt CAD szognek egyenlonek kell lennie o-vel. A szerkesztés
tehat ekkép torténik: A megmaradé AC oldaira az adott ¢ szoget
ramérjilk és B ponton keresztiil AC-vel parhuzamosan MN egye-
nest huzzuk; ahol ez a ¢ szog masik (AD) szirat metszi, ott van
a kereselt haromszog bharmadik szogpontja D. :
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Eszerint igen kénnyen lehet barmely ferdeszogii hiromszoget
derélszigive, vagy egyenliszdriivd atalakitani,

8. Alakitsuk @t az adoli ABC /\-et (145. abra) gy, hogy ac
uj hdromszog az adott AE oldalt és az eredeti
haromszignek egyik, pl. A szigét tartalmazza,
0 Tegyiik fol, hogy ADE a kerosott

hiromszig.

Vildgos, hogy AD-nek hosszabbnak
kell lennie AB-n¢l, mert kiilonben ADE
E—C A kisebb lenne ABC A-nél; mirpedig a

pA—————iE kovetelés szerint:
ADE /\ = ABC A.

Minthogy tovabbé ezen hiromszdgeknek A szOgiik kozos, tehdt
(49. §. 5. b.)

1%5. 4bra.

A e SN

AB.AC=AD . AE,
kovetkezoleg : AB:AD=AE: AC,
azaz B és DO cgyenescknek parhuzamosaknak kell lennitk (miért ?).
Ugyde I pont fekvése wsmereles, tchat a foladatot igy fejthetjiik
meg : B ponlot 6sszekotjiik L-vel, ezutén a nyert egveneshez C ponton
keresztiil CD parhuzamost hizzuk 6s meghosszabbitjuk AB oldalt,
mig CD-t D pontban melszi; végre D pontot Osszekotjilk F-vel
Gs ckkor ADE a keresett héromszog.

Az 4 oldal természelesen nagyobb is lehet az eredeti hiromszég meg-
felel§ oldaldndl; ekkor a fontebbi #briban (145. abra) ADE héromsziget az
adott és ABC hiromsziget a keresett haromszognek tekinthetjiik.

4. Alakitsul dt ABC haromsziget (146. abra) gy, hogy az adott ()
szoget s az eredeti hdaromszignek egyik pl. A sz69¢ét magdban foglalja.

146, 4bra. Legyen ADE a Fkeresett hi-
romszog és ADE S = g-vel.

Vilagos, hogy DEa BC oldalt
B és C pontok kizill szeli at,
méskiilonben ADE /\ okvetetleniil
nagyobb lenne ABC /\-nél, ami
a foladat kovetelésével nem for
Ossze. Minthogy ABC és ADE hiromszogekben A szig kizis a
49. §. 5 b. pontjanal fogva:

ABC )\ : ADE )\ = AB.AC: AD . AE,
amde foltessziik, hogy+ A BC' A=ADE ), tehit AB. AC = AD. 4E,
vagy: ABEGAD =AW AC ., (1)

> -
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Mésrészt, ha B ponton keresztiil DIhez BE pirhuzamost

hizzuk, a haromszogek hasonloséga mialt :
AB:AD = AF: AL ... (2)

Az (1) és (2) ardnypiarbol :

AF: AE=ALE: AC.

Azonban AF ismerctes, minthogy ADBI ¥ = ADE ¥ = o¢;
ennélfogva az E pontot is megtalilhatom ; evéghdl t. i. AC és AF
egvenesck kozépardnyosat (AE-t) keresem meg. Meglevén L nont,
ozen keresztiill BIFthez parhuzamost huzvin, ez uton ADI-t, azaz
a keresett haromszoget megkapom, mert kimutathatom, hogy :

ADE N\ — ABC ).

Ez alapon oly hiromszoget is alakithatunk, mely teriiletre
nézve ABC héromszoggel, alakra nézve pedig egy masik A’B'C
haromszoggel megegyezo, azaz = ABC /\-gel és v A'B'C" /\-hoz.
Ugvanis az ABC hiromszoget atalakiljuk akkép, hogy 4 szoget
egyeibre megtartva, masodik - szogiil B’-t vesszik, ezuldin az uj
hiromszoget ismét alvaltoztatjuk ugy, hogy a mér meglevé B’ szog
mellé még a € szoget is magdban foglalja. Az ekkép keletkezo
haromszogben a B ¢s €' szigek mellett 4’ is bent van, azaz a
hiromszdg hasonlo A'B'C'/\-hiz * ¢s azonkivill még egyenld ABC
/\-gel is.

Veégiil az cléadollak alapjin bdrmely hdromszig  egyenldolda-
lwa alakithald dat. (Mikép ?) :

5. Adott parallelogramma vy alapi, egyenls teriiletis parallelo-
grammdavd alalitando dt.

E foladat mogfejlése a 46. §. 3. ponijan alapdl. Ha t i. az oda val6
Abrdban ABGI-L az adott paralielogrammdnak és 4J-t az j alapnak tekintjiik,
AJIID a kivant parallelogramma. (Miért ?) Miképen fejtendd meg a foladat ?

Hatodik fejezet.
A beirt és koriilirt idomokrol.
52. §. A beirt és koriilirt haromszogekrol.
Az olyan sokszogeket, amelyeknek oldalaik valamely kor hirjai,
Livbe @rt, vagy roviden beirt idomoknak; azokat pedig, amelyeknek
oldalaik egy és ugyanazon kor érintdi, kdrilirt idomoknak nevezzik.

A beirt sokszogeket a kor koriilfogja, a koriilirtakndl ellenben a
kér van az idomba beleirva.
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A beirt és koridirt idomok kozil legfontos abbak a haromszo-
gek, négyszogek és a szabalyos sokszogek.

1. A beirt hdromszigekril. Minden egyenes vonalis hdaromsziy
karbeirt hdaromszognek tekinthets, mert minden haromszog koré kort
alakithatunk. (30. §. 6. pont.)

147. abra. Legyen ABC az adott haromszog. (147.
abra.) Hirom oldalanak L, M, N felezo pont-
jaban az illeto” oldalakra merdlegeseket alli-
tunk; ezek kozos metszépontja (0) mind a
harom szogponttol egyenlo tavolsidgra van és
ennélfogva a korilirt kornek a kozéppontja.
(Miért ?)

Hogy a sugdir hosszdt meghatiarozhassuk, htzzuk
OB és 0OC su"arakat és B ponth6l AC-re BD merélegest. Ezaltal ADB és
OMB két hasonlé héromszog keletkezik ; mert ADB = BMO < ==R és
BAD keriileti szog = % BOC = BOM (. Ennek folytén:

AB-BD:=!B0i:“B1AL.
Most, ha a hédromszog oldalainak mértékszimait @, b, c-vel, a sugir

hosszat »-rel, DB magassigot m-mel jeloljiik, az utébbi aranypart igy irhatjuk =
ac

c:im= 7':--2—; kovetkezbleg » = T

Tekintetbe véve, hogy a hiromszog teriilete:
bn ot

t= 5 tehat m =
»-nek értéke igy alakul:
abe
T )
[ 217 : @ hdromszig koré &rt kor sugardt gy szdmitjuk ki, hogy oldalhosszainalk
szorzatdt a négyszeres teriletszdammal elosztjul,

A 261. feladat szermt
t=V S (s —a)(s—10b (s —¢),

miképen alakul tehdt az I. képlet 1. az egyenléoldali, 2. az egyenldszard,
3. a kiilonhozoé oldali héromszogre nézve ?

2. A kirilirt hdromszogekrdl. Minden hdromszighe oly Firt
srhatunk, mely annak oldalait érinti.”

Mert, ha az adott ABC hiromszognek

148. dbra. (148. abra) A és C két szoget felezzik, AO

és CO felez6 egyenesek O metszdpontja mind

a harom oldaltol egyenlé tavolsagra esik.

Ugyanis, ha O pontbol mind a harom oldalra

merolegeseket  vonunk, azaz OD | AB,

OF | AC ¢s OF 1 BC-re; ekkor ADO A\

2 AEO /\ (miért ?); tehat OD = OF'; tovabba

r =
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CL0 N2 CIF0 /\, kovetkezésképen: OE=OF 'és ennélfogra
0D — O = OF, vagyis az O ponth¢l OD sugarral alakitolt kor
a haromszog oldalait érinti. Végre O-bol a harmadik szogponthoz
vont OB a harmadik B sziget is felezi, mert BDO és BFO
haromszogek egybevagok, tehat OBD ¥ = OBF . Eszerint: «
hdrom szogfelezi vonal ugyanazon kizis nontban laldlkozik s e
pont a hdromszigbe irt kor kozéppontja.

Nevezziik a kor sugarit g-nak, tovdbbé legyen BC=a, AC=0b, AB=c¢
és ABC haromszégnek teriilletszama = ¢ Minthogy 4BC A-nek teviilete BOC
A0C és AOB hiaromszogek teriileteinek Osszegébdl all, viligos, hogy:

1 1 i (a+b—4c)p
t=c5ap - 5 b 5 epvasyt="—rg

és ebbol: 2t ¢

qu-i-b—{—u:? (in
Azaz, a hdromsziybs irt kir sugardt gy taldljul: meg, hogy @ hdromsziy teriiletdt
- ugyanannal: fél Leriletével eloszijul.

53. § Beirt és koriilirt négyszogek.

1. A korbe iré mégyszighen két dtellenes szig osszege 180°.
Igy ABCD négyszogben (149. abra):

149. dbra. AL} CX=2R és BX -+ DX =2R. Mert,
ha két keriiletiszog ivei egyiitt teljes kort alkot-
nak, a szogek Osszege 2R.

0 Ebhol kitiinik, hogy a korbe frt parallelo-

B grammék sziikségképen derékszigiiek.
/ 2. Viszont ‘oly méqyszoy, melynek két dt-
ellenes szige osszesen 180°, kivbe irt mégyszig-

nel tekinthetd. ’ :

Itt esak azt kell kimutatnunk, hogy az emlitett négyszog
harom szdgpontja altal meghatérozott korvonal a negyedik szog-
ponton is Atvonui; ezt pedig az eldbbi tétel alapjan kozvetve lehet
bebizonyitani. (Mikép ?)

150. bra. 8. A lkirbe @t mégyszighen az atlol
szorzata eqyenls az dtellenes oldalak szorza-
tainal: 0sszegevel.

Mert, ha a kirbe irt ABCD (150. dbra)
négyszoghen AC és BD atlokat és D pont-
bol DEL vonalat hizzuk, akkép, hogy AF =
BC, kovetkezoleg ADE < = CDB %, két par
hasonlé haromszog keletkezik. Ugyanis :




1. ADE \ «» BDC A, mert CAD ¥ = CBD X (mint ugyan-
azon ivhez tartozo keriletiszogek) 6és ADE X = CDB <,

2. LCD /\ «» ABD /\, mert 41(’]) L= A4ABD &, (ugyan-
azon ivhez tartozo keriiletiszogek) és EDC 4. = ADB ¥, (mert ha
két cgyenld szOghoz ugyanazt az EDB sziget lmxmudjal\, ismét
egyenld szogek keletkeznek).

Az 1. alatt kimutatott hasonlosignal fogva:

Al AD =BG+ BD;
vagy: AK.BD — AD . BC. 1)
A 2. alatt kimutatott hasonlosignil fogva:
I'C: CD — AB: BD,
vagy: EC.BD = AB.CD. 2

(1) és (2) egyenletet dsszeadva:

(AE 4 IEC). BD = AB. CD 4- AD. BC,
vagy : AC.BD = AB.CD - AD.BC

Ezen tétel, melyet f5ltalalGja emlékére Plolemaeus-f6le tantételnek nevez-
nek, a Pythagorasét is magdban foglalja, mert ha a fdnlchbi cgyenletet a
derékszogli négyszogre alkalmazzuk, egyrészt az atellenes oldalak és masrészt
az &tlék egyenldsége kovetkeztéhen Pythagoras tételéhez jutunk.

4. A korilirt négyszigben ket dtellenes oldal isszege eqyenls
a mdsik két dtellenes oldal isszegcvel.

151. dbra. Legyen ABCD a koriilirt négyszég (151.
abra), melynek oldalai a kot E, I, G, H pon-
tokban érintik. A 35. §. 3. p. szerint: AE = AH,
BE=DBF, OG¢=CF, DG=DH. E négy
cgyenletet Gsszeadva, lesz:

AEA-BEH-CG++DG=AH{-BI'{-CF4+DH;
azaz: AB-}- CD = AD - BC.

Ebbél Gnként foly, hogy csakis oly parallelogrammiba lehet
kort irni, melynek oldalai egyenlok, tehat esakis a négyzetbe és a
wmbu\ba

. Viszont : amely négyszigben kél-keét dtellenes oldal isszege
e//enlo, abba oly kirt frhatunk, mely a négyszig oldalait érinti.

54. §. Szabalyos sokszogek.

1. Ha a kir keriletét m egyenls vésere osztjuk és az os:s
pontokat sorban hivrokkal dsszekitjiik, beirt szabdlyos sokszig kelet-
kezil; ha pedig az emlitett osztépontokon keresztiil érintchet vonunk
a 70)110.2, koriilirt szabdalyos sokszig Leletkezik.




s 152, abra. T agven AB=BC—=CD = DE —
L__D ——K\ EF = FA (152. 4bra); ekkor a megfeleld

egyenld ivekhez tartozo keriiletiszogek is
egyenlék, azaz ABC X = BCD ¥ =. . .
— I'AB ¥; kovetkezoleg ABCDEL sza-
balyos sokszog.

Ha pedig 4, B, C, . .. osztéspontokon keresztiil érintoket vonunk
a korhiz, az ckkép tamadt ABH, BOJ, CDK sth. héaromszigek
mind cgybevigok, mett AB=DBC=CD=....és a szomszédos
szogek BAH, ABH, CBJ, BCJ sib. szintén egvenlok. (33. §.)
Ennek kovetkeztéhen AHB < = BJC ¥ = CKD ¥ ...; tovabba
AH — HB = BJ = JC— CK = . ... kovetkezileg Hf = JK=.. .,
vagyis a korillict GHJKLA sokszbg is szabalyos.

9. Minden szabalyos sokszig beirt és egyszersmind Learulirt
solszigmel tekinthetd, azaz: minden szabalyos sokszogbe és sokszog
koré kort irhatunk.

\G hirok is egyenlok, tehit AD oldal = BC
T\\ — CD = ... FA oldallal; tovdbb4 az
/ J

Legyen ABCD . . . (153. abra)
“valamely szabdlyos sokszig keriileténck
ogyik része. Ha ennek harom szomszédos
szogpontjan, példaul, 4, B, és C pot-
tokon keresztiil kort vonunk (30. §. 6.),
ez a sokszog tobbi szogpontjin is dtmegy.
Mert ha az 4, B és C pontok dital
meghatirozott kornek 40, BO, CO sugarait meghtizzuk, A0B /\ 2
BOC A\, tehat OAD % = OBA % = 0BC ¥ = 0CB ¥ =} ABC .
Masrészt a sokszig szabalyossagandl fogva ABC & = BCD <, tehit
OCB 4. = } BCD %, és OCB % = 0CD % ; ezenkivill BC = CD
6s 0C = 0C, kovetkezoleg BOC /\ w2 COD /\, és OC = 0D, vagyis
az A, B, ¢s C pontok dltal meghatarozott kor a negyedik (D) szog-
ponton is keresztiil megy. Ugyanez igazolhat6 a szabdlyos sokszog
tobbi szogpontjara nézve is; szoval, az emlitett kor a sokszig vala-
mennyi szogpontjan atvonul.

Latni ebbél, hogy a szabélyos sokszog oldalai valamely kor
egyenls hirjai gyanant tekinthetok. Ugyde az egyenld hurok ugyan-
azon korben a kozépponttol egyenld tivolsigra vannak, tehat az

0-bol a sokszog oldalaira bocsatott merélegesek egyenlok, azaz :
04' = OB’ = 0C' stb.

153. dhra.




Ennélfogva ugyanebbol az O ponthél még egy misik Lor is
alakithato, mely a soksz0g valamennyi oldalat ¢rinti.

A beirt és korilirt kérnek eme Zozos kozéppontjat a szabdlyos
sokszig kizépponijdnak nevezziik. Az AOB, BOC, COD sth. szigeket
melyek mind cgyenlik, a szabilyos sokszog kizépponti szigeinek

ondjuk.,

Az m-oldalid szabilyos sokszogben minden kézépponti szog

nny:.mmt—L—. Eszerint a kozépponti szog Lonnyen kiszdmithato.

8. A Lorbe irt szabalyos négyszig. A korbe irt négyzetnek
360°
kozépponti szoge: e 90°; szerkesztése techat igen egyszerii.
154. abra. T. i. meghtizzuk az adott kiorben AC (15%.
abra), majd crre merdlegesen BD dtmérdt; akkor
ABCD a kivant négyzet. Ebben Pythagoras tantétele
szerint :

C

AB = A0® + BO2 = 2.40?
tehit AB = AO. y‘?:-7 0T
azaz: abeirt mégyzel oldalhosszdt gy laldljul: meg,
hogy a kirsugdr hosszdt 1/ 2-vel megszorozzuk.

A beirt szabilyos négyszog kozépponti szogeinck felezése altal
szabdlyos nyolez-sziget, ebbol a jelzett szog ismételt felezése dltal
szabdlyos 16-, 32- ... 'szoget szerkeszthetiink.

4. A betrt szabdlyos halszig ¢s hdromszig. Legyen AD (153.

bra) az adott korbe irt szabdlyos hatszog cgyik oldala. Végpont-

165, Gbra; jait a kor kozéppontjival osszekitvén, AOB

D héromszog keletkezik; cbben AOB szig, mint a

E_—~— I b BERe S TR

T, - szabélyos hatszog kozépponli szige, —~ vagyis
m 60°kovetkezoleg a masik két szog osszege 120 fok-
'“'}Q\m ---- ¢ nyi; minthogy azonban AO = BO, azért mind-
' egyik sz0g 60°-nyi, azaz AOB hiromszig egyenl-
oldala, kovelkezbleg a beirt szabdlyos hatszig
oldala éppen aklkora, mint a kir sugara. Ha tehat a kor sugarat a
keriiletre hatszor felmérjiik, szabalyos hatszog szirmazik.

A szabdlyos hatszoghol szabalyos hdromsziget alakithatunk,
ha az clébbinek paros (vagy paratlan) szimu szogpontjait mellozve,
a 16bbi harmat Gsszekapcsoljuk (pl. ACE A\). A szabdlyos hatszig
kizépponti szogeinek ismételt felezése révén szabdlyos 12-szoget,
24-szbget stb., alakithatunk,
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. A Lorbe z')t S/ab[il yos tizszog és otszig. A szabalyos tizszig

10~ = 369 Legyen AOD ¥ = 36° (156. abra),

tehat AB a beirt szabdlyos tizszog egyik oldala. AOD haromszig

156. 4bra. egyenld szara lévén OAB < = OBA4 % =
I (180° — 36°) = }. 144° = 720,

Felezzitk OBA szoget, ckkor ODL < =
LBA & = 1. 720 = 369 kovetkezoleg OLD
haromszog is egyenlodszari, (mert LOB = OBL
sz0g 86 foknyi) és OL = BL. Szintugy ABL
haromszog is egyenldszari, mert LBA szig
360-nyi, OAD szog 72°-nyi lévén, a harmadik
X-nek- sziikségképen 72°-nyinak kell lennie; ennek kdvetkeztéhen
b=l —T10;

A mondottaknal fogva: AOB /\ «» ABL /\-hoz, lehdt:

BO: AB—=AB: AL,
vagy: AQ ' LO = LO: AL
azaz AO sugdr L pontban folytonos ardny seerint van oszlva, és a
nagyobbik szelet LO akkora, mint a befrt szabdlyos tizszig oldala.
Ha tehat az adott kor sugarat folytonos ardny szerint osztjuk (43. §.),
a nagyobbik szelet a korbe irt szabélyos tizszog oldaldt adja.

A f{ontebbi aranypir alapjin a szabilyos lizszog oldalhossza
is kiszamithato. Rovidség okaért legyen AB = LO = z; a sugar
Liossza = 7, ekkor:

kozeppontl szoge :

riew —==x:(r—z) tehit: 23’'=1r (r — ) és:

x——— ‘/ ~+ 73

Minthogy itt a kettos CIQ]OIb()l csak a -+-nak van helye, tehat

1/0—1

A szabdlyos (izszoggel az otszq; is meg van hatirozva, mert,
ha az el6bbinek péaros szogpontjait elhagyjuk és a pératlanokat
Osszekotjik, szabélyos otszog keletkezik.

A kozépponti szogek felezése révén a szabdlyos tizszoghol
20-, 40-, 80- sth. oldali szabdlyos sokszoget alakithatunk.

A szahdlyos hatszog kozépponti szoge a keriilet § részének, a tizszogé pedig
a keriilet 5 részének felel meg; tgyde $— 1 = i's; e szerint a szabdlyos
tizenotszog is konnyen megalakithatd; t. i. a hatszog. kozépponti szogéhdl a tiz-

szogét kivonjuk. A tizenotszdg segltségével a 30- szug, 60-szog stb. is megszer-
keszthetd. y y
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6. Az adolt korbe @t szabdlyos 1 sziy oldalhosszdbil az ugyan-
azon kivbe @t 2n-szig oldala 1s kiszamithals és viszont.

Legyen AB (157. dbra) a korbe irt szabalyos
n-sz0g egyik oldala; ha erre O kozéppontbol OC
merdlegest boesdatjuk, ez ugy a hurt mint a meg-
felelo korivet felezi; AC tehat a beirt 2n-szig
egyik oldala. Huzzuk meg AO sugarat és AL
hurt, tovdbba legyen rividség okdért AB =1,
AC = lyy, 40 = CO = r. — CAE der¢kszogii
haromszoghen : !

AC? = CD. CF, vagy & = 2r. CD.
Azonban CD = 0C — OD =r — OD. Tovibba AOD derékszogii
haromszighen :

tehat : Ol e “L/“ s (4)

157., Abra.

kovelkezdsképen: &, = 2r ( r— 1/1‘9 — -Z—;‘—)
?

oy T)

vagy: o= 7 iian ) |
tehdt: G — VQ — i/d e ,:', ! (1) |
s

Viszont, a befrt 2n-sz0g oldalhosszabol a szabalyos N-sz0g -
oidala is kiszdmithat6. Ugyanis ADC derékszigii haromszoghen :

AD? = AC" — CD?, vagy:
(l ) =0 _TD,

i

2 2n
Amde 4C° = 0D . CE; kovetkezoleg :
AT e e b
L =len o

ezen értéket helyettesitve, lesz:

1, \? I3, l3n
HUATRAS o, L e o B
( 2 ) = ( 2 ) B 43

l:; l;n l2;
vagy : Rt g |- ]
XAy 4 4 (1 1'2)’

o




Ry

et St et~

Al
Lovetkezoleg : ln. = Lo l/l = —’3 (2)
Lissuk czen képletek alkalmazisit nehany Lsctben

A korbe irt szabalyos négyszog oldalhossza : I, = » V2 tehit az ugyan-
azon korbe irt szabdlyos nyoleszig oldalhossza (%) az (1) keplet szerint :

/2—\/_), tovabba /,, =7 V ‘/ 2+ \/3
ey

A Kkorbe firt szabilyos hatszog oldalhossza: ¢, = », tebat a heirt hirom-
szog oldala a (2) képlel szerint: 7, = » V 3.

A korbe frt szabalyos tizszdg oldalhossza: 7, = 3 (\/9~1) tehat
a (2) képlet alapjan :

B=1 (1/)_1) 1/4 — 1,(V6—1)*,

vagy, ha (Vo — 1)t a gykjel ald vissziik és a kijelolt miiveleteket végre-
hajtjuk, lesz: :

i, =" 10—2V3.
2

Emlitésre mélt, hogy ha a tizszog oldalhosszdnak masodhatvanyahoz a
sugdr négyzetét hozzdadjuk, 6sszegiil az 6tszog oldalhosszdnak négyzetét kapjuk

Ugyanis 72 -7/: ('/5 — 1) == —’,: (10-—2\/5) == (1,2
& %

Eszerint a korbe frt szabdlyos olsz6g oldala egyszersmind atfogdja
azon derékszogii hiromszognek, melynek egyik befogzéja a sugar, masik befogéja
a tizszog oldala.

7. Az adott kirbe irt szabdlyos soksziy oldalhosszabdl az ugyan-
annyi oldali korilirt sokszog oldala is kis:dmithats; és viszond.

158. 4bra. Legyen AB (158. 4bra) a beirt szabalyos
n-sz0g egyik oldala; ha erre O kozépponthol OC
. merdleges sugarat vonjuk, és az utobbinak C vég-
pontjan keresztiil AB-hez IF parhuzamost hizzuk,
mely a kelléen meghosszabbitott OA és OB suga-
rakat % illet6leg /' pontban metszi; akkor ezen EF
a koriilirt szabdlyos 7 szognek egyik oldala, mert
EF érinti a kért és ugyanazon kozépponti szognek felel meg, mint
az AB hur. (2. p.)
Rovidség okéért legyen AB = I, EF — L, és AO = r.

Abel Lévay Polikeit : Mértan. 1. rész. 7
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AOD és EOC haromszogek hasonlosiganal fogva:
LC:AD = CO0: DO, vagy:
EF:AB = C0: DO, azaz:
Il e = Bk
Azonban ADO derékszogii haromszogben :

NG s

=y (&)

tehat:

kovetkezésképen :

e —
]/7'2 bn
-+
vagy:
Ly
L o 3)
i b
fhis
Hasonlolag :
2Ln
ly = i :
T (4)
‘/’ A T
’2

Alkalmazzuk a (3) képletet nehdny egyszerii esetben.

A héromszoget illetdleg: ly =1V 3, L, = 2-V3 =2l

A négyszoget illetoleg: 4=rV 2, L, =2

A hatszogre nézve: =1, Lg=2yV3=4L,.

. 8. A beitrt és kordilirt szabdlyos sokszogek keriileténel: és terii-
letének Fkiszamitdsa.

Legyen ismét (158. abra) 4B abeirt, LI a koriilirt szabalyos
n-szognek egy-egy oldala; az elsd ismét ,, az utobbit L,-nel jelol-
jik; tovibba a beirt idom keriiletét és teriiletét &, és #,-nek a koriil-
irt sokszog keriiletét és teriiletét K, és T,-nek nevezzik.

A szabdlyos sokszig keriiletét megtaldljulk, ha egyik oldalinak
hasszdt az oldalak szdmdeal megszorozzuk. Eszerint :

kn=mn Uy (%)

Kon=mn Ly ()
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U

Vagy a (3) képlet tekintetbe vétele mellett s
o 2nl, : :
i Fove (7)
72 p

Ebbol “egyszersmind kitiinik, hogy a bedrt szabdlyos n-szoy
Leriilete sziikségkép Tisebb, mint a. megfeleld korilirt szabdlyos
n-s209¢. (Miért ?)

A teriiletet illetleg a 2. pontban lattuk, hogy minden n-oldaiu
szabalyos sokszog m egybevago haromszogre oszthato: ezért csak
gy ilyen haromszog teriiletét kell kiszdmitanunk ¢s azt n-szer
venniink.

A beirt sokszoghez tartozo A OB haromszog teriilete : =1} i,,. 0D,
OD-t ADO derékszogii haromszoghol tudjuk meg, ugyanis:

P AT
01)__1/72—-— ]/4—,.'§;

' 3 T
tehit: = 7; . 1/4 — ;2—;

kovetkezoleg a korbe irt sokszog teriilete:

nrl, AR T
it e e
ey 1/ & (8)

A Foriilirt sokszogre vonatkozolag EOF hé:z-mszog teriilete:
T = Yoo Lyt 00 = 15 Dns 7y
tehat az egész korilivt n-szog teriilete :
[T L =R BRI
Azaz: a korilirt szabdlyos sokszig teriiletét megtaldljuk, ha
annal keriiletét a sugdr felével megszorozzuk. '
Vagy ha L, hosszat a beirt sokszog oldalhossza &, dltal fejezziik ki :
'l

e o ey
st

Péld4ul a héromszogre vonatkozolag: £,'= 212 V3, és T, =32 V3;a
mégyszogre nézve: f, =22 és T, = 4»?, azaz a koriilirt haromszog teriilete
4-szer akkora, mint a beirt hiromszogé, és a Kkoriilirt négyzet teriilete kétszer
akkora, mint a megfeleld beirt négyzeté ; stb.

A (8) és (9) keplet  Gsszehasonlitisabol Kitiinik, hogy: a beiit

2-520y leriilete mindig kisebb, mint a megfelels kor alirt m-sz6gé,
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Hetedik fejezet.
A kor Kkeriilete és teriilete.
55. §. A korvonal mérése.

Minthogy a kort a sugara tiokéletesecn meghatirozza, a kir-
vonal hossza csak a sugir hosszitol fiigghet. E szerint a keriilet és
sugdr hossza kozolt bizonyos meghatdrozott Gsszefiiggésnek kell
léteznie ; ennek megdllapitasat a korvonal kiegyenesitésének (rectifi-
catio) nevezziik.

A kior mérésénél a 6 nehézség abban all, hogy iilinnemi:-
mennyiségeket kell egvmassal 6sszehasonlitanunk, t. i. gorbe vonalat.
cgyenessel, ez pedig csak Adzvelve, a szabdlyos sokszogek segitso--
gével végezhetd. Ugyanis, ha valamely korbe szabdlyos soksziget.
pl. négyszoget) rajzolunk, és az oldalak szamat ismételve meg-
kettoztetjiik : a szdrmazott sokszogek anndl inkdbb kézelednek o
kor keriiletéhez, minél inkébl szaporodik az oldalak szdma. Ugyanez
all a koriilirt sokszogekrdl; ezek is annadl kozelebb simulnak a
korhoz, minél inkdbb nivekedik oldalaik széma; csakhogy a koriilirt.
sokszigek keriilete az oldalszim szaporodtival folyton kisebbedik.,
a beirtak keriilete ellenben mindinkdbb névekszik.

Ezt szorosan igy bizonyitjuk be.
Legyen ADB a beirt szabilyos n-szow
egyik oldala (159. abra), O a kor kizép—
pontja, ¢s OC sugir | AB-re; ekkor
AC és BC egyenesek a beirt 2n-sziz
ket oldalat abrazoljik. A BC hiromszog-
ben mint tudjuk AB< A€ 4 BC,
vagy ln < 2la tehdt nl, < 2uly,, vagyis
KoMy

159. 4bra.

Szinlugy:
begn < Ty
szoval : @ Lorbedrt . oldalvi szabdlyos sokszig keriilele mindig Fisebb,
mint az ugyanazon kivbe 0t 2n-szig keriilete.
Tovabbd ha A, C ¢s B pontokon keresztiil a kérhdz érintékek
Liizunk és ezeket kolesonos atmetszésiikia meghosszabbitjuk, 4F
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&s FB egyenesek a koriilirt szabalyos n-szognek egy-egy féloldali-
val, DE pedig a koriilirt 2n-szoguck egy egész oldaldval cgyenlok,
azaz AI' = BE — LL,, és DE = Lj,.
Mar most DI haromsnmbon;
DE < DF - EL,
@chat egyszersmind ;
AD - DE -- EB < (AD - DF) - (EF - ED);

minthogy : AD — D0 ='CE = EB,
dehat: 4AD < AF -} BI' = 24F, vagy:
L 2, L, !
2 <2 ’i_” azaz 2L2;1<Ln:
m-nel szorozva lesz: I Ly v bng

vagyis :
Ko sl
Szintugy bizonyithato be, hogy:
K < Kaw sib:

azaz: a koviilirt n-oldalii szabdlyos sokszog keriilete mindig nagyobb
a korilirt 2n-oldalds sokszog keriileténél.

Ennélfogva, ha dgy a beirt, mint a megfeleld kirilirt sokszog
oldalai szamdt ismételve megketiozletjiil, a beivt sokszigek keriilete foly-
ton nivekcdiky a koriilirtaké ellenben szakadatlanul csokken, azonban
<sak bizonyos hatérig, mert barmekkorira nétt is az oldalak széma,
a beirt idom keriilete mindig a kirin beliil van és ennél kisebb, a
Zoriilivt sokszigé ellenben a Lirin Lkivil esik és ennél magyobb.
(Archimedes clve) E szerint ugy a beirt, mint a korilirt sokszog
keriilete az oldalszam szaporodtival ugyanazon kozos hatirhoz: a
kor Leriiletéhez kozeledik, és ¢ kor mindig a beirt és koriilirt sok-
szogek keriilete kozé esik. Vilages tehat, hogy a beirt és koriilirt
.soksziogek oldalai szdméanak kelld szaporitasival a kor lxeruletet
tetszoleges szitk hatarok kozé szorithatjuk.

Ezekutan legkozelebbi téendénk: két megfeleld szabalyos
sokszig keriileiét kiszdmitani. Erre nézve a legcélszeriibb a beirt
szabalyos hatszoghdl kiindulni, mert ennek keriilete végszerii (ratio-
malis) szdm, feltéve, hogy » végszerii. Kiszémitjuk tehat elészor a:
beirt 6s koriilirt szabdlyos hatszog keriiletét, ezutin a- beirt és
koriilirt szabalyos tizenkétszog, tovabbé a belrt és korilirt szabélyos
liuszonnégyszog stb. kerilletét.
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- Az eredményt a kovetkezd tdbla mutatjas

n A beirt n-szog keriilete | A koriilirt 7-sz6g keriilete
6 2743 2 r. 34641016
12 2 r. 3'1058285 2 7. 32153903
24 2 7. 31326286 2 7. 31596599
438 2731393502 2 7. 3:1460862 -
96 27.31410319 2 1. 31427146 3
192 2 1. 31414524 2 r. 31418730
384 21.31415576 2 1. 31416627
768 2 7. 31415838 27. 31416101
1536 271, 31415904 27.31415970
3072 2 7. 31415921 2 r.3:1415937
6144 2 7. 31415925 2 7. 31415929
12288 2 7. 31415926 2 r. 31415927
sth. sth. sth.

A kor keriiletének keresett hossza (%) e tabla masodik és
harmadik rovatinak megfeleld szamai kozé esik. Latni valo, hogy e
szamok mind jobban és jobban kozelednek egyméshoz és ha a sza-
mitast az eléadott mod szerint folytatjuk, a kor keriiletét oly pontos.
hat4rértékek kbzé szorithatjuk, amint akarjuk. Az utolsé sor szerint:

k> 2r 31415926 és

k<< 2w 31415927
ieh4t hat tizedesnyi pontosséggal:

k= 2. 3:141592.

k
A keriilet ¢s az 4tméro ardnyat, vaoylsg—lmny adost =-vel szokds

jelolni ; eszerint:

s = 81415926.... ==
2r

Kovetkezéskép
k=2r.=n (1)
A mondottak szerint = végszeriitlen, azonban dllandi szam, azaz
minden korre nézve ugyanazon értékii.. Az (1) egyenlet érlelmében
a kor hosszat gy szamitjuk ki, hogy az atmérot (2r-f) =-vel meg-

szorozzuk.

=-nek értékét az egyptomi Almes-féle papyruson (16 :9) 2 = 3:1604-nek,.
Archimedesndl (212, év koril Kr. e.) 31-nek taldljuk, ami a fontebbi tdbla 4-dik
soranak felel meg. Metius szamitdsa szerint (1550. év Kr.utin) == {3§; ezem
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érték a hatodik tizedesig szabatos, ennélfogva gyakorlati szimitisokra elég

pontos. Még pontosabb Ludolf van Ceulen szamitisa (1596. évben), szerinte:
= = 314159 265635 89793 23816 26433 83279 50288...

Az § tiszteletére =-t Ludolf-féle szimnak is nevezik. Fels6bb mennyiségtani

uton Vega 140, Dahse 200, Richter 500 lizedesig hatdrozta meg = értékét.

A fontebbi képlethol tovabba kovetkezik, hogy:

L Y/
r—=-—ésr=_—~ (2

Ha a kor sugara = a hosgzegységgel, vagyis » = 1, ez eset-
ben % = 2=, tehdt = = %, azaz = egyszersmind azon kor fel-
keriiletét fejezi ki, melynek sugara = 1.

Két kulonbozé kort hasonlitva Ossze egymdassal, és a meg-
felelo sugarat R- illetsleg r-rel, a korok keriiletét K- és &-val jelolve
K =2R=% és=k = 217y

tehat:
K =D R D=1z 7,

azaz: a korok keriileter vigy ardnylanalk egymdshoz, mint a
megfeleld datmérik, vagy sugarak.

56. § A korivek mérése.

A 32. §. szerint ugyanazon kor ivei gy ardnylanak egymas-
~hoz, mint a megfeleld kozépponti szogek. Ha tehit valamely kor
két ivének hosszat I- és [;-gyel, a megfelelé két kozépponti - szoget
a- 6s o,-gyel jeloljiik :
L lie =205 00
Ennek alapjin'az «° szioghoz tartozo iv hosszat (I-t) azonnal
kiszamithatjuk, mihelyt egy meghatarozott «,° szoghoz tartozo iv
hosszat (I,-t) ismerjiitk. Am ha «,° = 360°, a megfelelé koriv isme-
retes; mert ez esethen (55. §.) §, = 2r=. Tehat:
Lo == r 0369
217w e R

kovetkezoleg : l'="a, 3550 — % 1—8—"0—0 ras(d)

Viszont, ha ! és r ismeretes, kiszamithatjuk z-t, t. .
I 180° :
i (]

o Fp——t

~

; - 800
A fonnebbi egyenletekben eléforduld 1800 2 torteknek mér-

tani jelentésiik van. Ugyanis az elobbiek szerint = oly kor fél kerii-
letével egyenld, melynek sugara = 1;tovabbd tudjuk, hogy a fél kor-
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keriiletnek 180°-nyi kozépponti szog felel meg; ezek szerint = : 1800
nem egyeb, mint az 1°-nyi sz6ghdz tartozo koriv hossza, midén a
sugar hossza = 1; mert ha a 180%nyi koriv hossza 7, vildgos,

hogy az 1%nyi iv hossza - tehat 1° iv = arc 10 —

~ 180Y 180
= . 180° 2o B R phs :
Viszont —-— azon kozépponti szdg fokszamat jelenti, melynek

ive 1, foltéve mindig, hogy » = 1. Az osztast végrehajtva:

R 0
189 pro 17 4w, ()
Tovabba :
17 = arec1’ = 180.60 & Letv o 17— 180. 60. 60’

foltéve ismét, hogy » = 1.
A szamitdsok konnyitéseiil célszerii az 1°-nyi, 1-nyi és 1”-nyi
iv hosszat egyszer s mindenkorra kiszamitani. E szamitas kovetkezo
eredményre vezet :
arc 1% = 0:017453292562 . . . ]
arc 1" = 000029088821 . . .
arc 1”7 =: 000000484814 . . . |
Ezen értékek alapjdn a 27 8°.. . 1800 ivek, tovibb4 a 2/, 3',...60"-nyi
fvek és végiil a 2", 3" . . 60"-nyi ivek konnyen kiszdmithaték és kényelmes
hasznalat céljabol tablazatosan Gsszeallithatok. Ilyen fvhossz-tiblazat a legtobb
logaritmus-konyvben taldlhato.
Valamint a korkeriiletek akként aranylanak egymashoz, mint
a megflelel6 sugarak, ugy az egyenl6é kozépponti szogekhez tartozo
ivek s dgy ardnylanak egymdshoz, mint a megfelels kirik sugarai.
Mert : Lo 2rm =% 360°
tovabba egy masik korre vonatkozolag:
L: 2Rz —2°%: 360°; tehat
I BRI R Tt (6)

R "1

57. § A kor teriilete.

Az eddig eldadottak utdn konnyii belatnunk, hogy a beirt és
koriilirt szabalyos sokszogek feriiletei is annél inkidbb kozelednek
a kor teriiletéhez, minél inkabb szaporodik az oldalak szdma. Ezért
a kor (teriiletének Xkiszamitisanal is a szabdlyos sokszogekbél
indulunk ki.

Nyilvéanvalo, hogy a beirt sokszog teriilete kisebh, a koriil-
irté ellenben nagyobb a kér teriileténél. Amde birmely szabélyos
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sokszog teriiletszamat ugy talaljuk meg, hogy keriilete hosszdt a kozép-
ponti haromszogek félmagassdgdval megszorozzulk (54.§. 8.p.) K szerint
a kirilirt sokszogek teriilete az oldalszim szaporodtaval folyton
Lisebbedik ; mert keriiletiik folyton csokken (55. §.),-a kozépponti
haromszogek magasséga pedig allandéan a kor sugara. -Ellenben a
beirt sokszogek keriilete az oldalszdm novekedtével - mindinkébb
nagyobbodik ; mert ez esetben a keriilet hossza és a haromszogek
magassiga egyarant novekedik. De sem a korilirt sokszogek
teriileténck kisebbedése, sem a beirtak teriiletének nagyobbod4sa nem
lehet hatartalan; ellenkezdleg vigy a koriilirt, mint a beirt sokszogek
teriilete az oldalszam szaporodtival ugyanazon kozos hatdrhoz, a ko
teriiletéhez kozeledik.

Minthogy a koriilirt sokszog teriiletszama annyi, mint a keriilet
szorozva a fél sugarral, e keriilet hatira pedig a kor keriilete, melyet
tetszés szerinti pontossiggal Kiszamithatunk : ennélfogva a kor terd-
letét is gy taldljuk meg, hogy a kir. kerileténel hosszit a fél
sugdrral megszorozzuk. Azaz, ha a kor teriiletszdmat t-vel, keriiletét
k-val, a sugir hosszat r-rel jeloljik: ¢ = 1/, r/k; mivel pedig £ —
2r%; tehat:

= e (7)
szavakkal : a kor teriiletét wgy szamithatjul ki, hogy a sugdr mdso-
dik hatvinydt w-vel megszorozzuk. Ezt egyébként az 54. §. mintdja
szerint szabatosabban is bebizonyithatjuk, ha a beirt és a koriilirt
szabalyos 6-sz0g, 12-sz0g, 24-szog sth. teriiletét tényleg kiszamitjuk.

A fontebbiek szerint a kor teriilete oly haromszog teriiletével
egyenld, melynek alapvonala a kor keriilete, magassiaga a kor sugara.
Masrészt tudjuk, hogy minden hdromszioget égyenlé teriiletii négyzetté
lehet 4Atalakitani; e szerint a kort is egyenld teriiletit négyzetté
valtoztathatjuk. Csakhogy a kor eme négyszogesitése (quadratura
circuli), mellyel ugy az 6- mint az uj-kor mennyiségtudosai sokat
foglalkoztak, csak szdmitdssal végezhetd, mert a kirkeriilet hosszdt
mértani szerkeszitéssel szabatosan meghatdrozny lehetetlen. Ha az
egyenld teriiletit négyzet oldalhosszéit a-val jeloljiik, a*nek egyen-
16nek kell lennie 72=-vel, tehat:

QiAo e e TERAR IR S

Viszont, a kor adott teriiletéhol a sugar hossza is kiszémithato,
mert a fontebbi képlet szerint:

s 1/-2-: 05641896 . . Vi, (8

(1
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Vigiil hasonlitsuk 6ssze két kor 7' 6s ¢ teriiletét, ha megfeleld
sugaraik R és 7. Minthogy :
T =i Raziés t —13r;
Azért:
T:t=R3:r3,
azaz: két kir teriilele gy ardnylik egymdshoz, mint a megfelels
sugarak mdsodhatvanyaz.

58. § A kor részeinek teriilete.
¥ Dol | ].'omym‘w teriilete. Korgyiirinek (160. dbra) a sik azon
160. dbra.  részét nevezziik, mely két koncentrikus kor keriilete
kozé esik. Ha a két kor sugarat R- és r-rel jeloljiik,

e a korgyiirtt terilete :
t= Rz — 'z = (R2—r¥gz,
vagy: t (P+ ) (R—7)= 9)
Minthogy 2Rz = K, és 2rz = £k, kowct]\ezuleg (R+r)m =

1/, (K 4 %), tehat a fonnebbi egyenletet igy is frbatjuk:
K+ %
t =~ (E—1)
azaz: a kirgyiri teriilete oly trapéz teriiletével egyenls, melynek
ket pdarhuzamos oldala a kirik keriileteivel, magassiga a gyiinric széles-
séqivel eqyenld.

2. A korcikk teriilete. Korcikknek, vagy kirsectornak a kor
olyan részét nevezziik, melyet két sugér, meg egy koriv hatérol.
161. &bra. (161 ?’lbl'a.)

A 32. §. szerint konnyi kimutatni, hogy

A/ >B az ugyanazon korbdl kihasitott két cikk teriilete
y gy aranylik egymdshoz, mint a megleleld kizép-
ponti szogek. Eszerint, ha valamely korcikk
c teriiletszamat {-vel, kozépponti sziogét az-val,
PI
svgardt r-rel jeloljiik, a kovetkez6 ‘aranypart allithatjuk fel:
tienina i tes 3600
10
YTV R
360°
dnyde 22:360°=1: 2rr, (ha t. i. a koriv hosszat llel jeloljiik),
ennéllogva

t: r’x __Z 2rz, és ebbol

o 1/2 Z'v

(10)
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1ohAt: a kircill teriilete oly hdromszig teriiletével egyenls, melyncl:
alapvonala: a korvcikl tve, magassdga: a kor sugara.

3. A ILirszelet (segmentum) teriilete. Kirszelet (162. dbra) a kor

162. 4bra. azon része,mely egy koriv és a hozza tartozo har

s C kozé esik. Minden korszelet egy korcikk részeiil

¥ tekinthet6 ; igy ADBC korszelet AOBC kor-

A B sector egy része. A kirszelet teriiletét meg-

taldljuk, ha az llels kircikk teriiletébil a

0 kozépponti hdromszig teriiletét kivonjuk.
4. Iippokrates tantétele, Ha valamely derékszogii hdromszog hdrom oldalédra.

{ilkoroket alakitunk: a befogék. f6l6tt tAmadt holdacskdknak Osszesen akkora
teriiletiik van, mint a hiromszognek.

163. 4bra. Mert legyen ABC (163. abra) valamely derék-

szogli haromszog; az 57. §-nal fogva az 4C 4tfogéra

F/ D B G rajzolt felkor terilete = § (JAC)x = {4C%; az 4B
befogéra rajzolt félkdr terilete = } (} AB)=

1 ABx és a BC befogbra rajzolt félkor teriilete = &
A C 4 BOz = § BCs.
Amde PylLiagoras télele szerint:
AC» — AB: + Boe;
lia ezen egyenletet iz-vel szorozzuk :

- 4 AC — 1 D= + } BC,
vagyis :
ABC félkor = AI'B {élkor -~ BGC félkor.
Vonjuk ki ezen egyenlet mindkét oldalabll az ADB és BEC-vel jelolt korsze-
Icteket, marad:
ABC AN = AFBD J + BGCE ).
T'eladatok a sikmértanhoz.
I. Fejezet. A szogekrol.
1. Hany masodperc az o = 3° 27' 10" szdg ?
9. Hany fok, perc és masodperc 1827" ? :
at &
! 8.« — 57° 37" 18", p = 48° 10' 26" ; mennyi & - p és «a—f; __';',_,
R LT .
€ —5

"

4. Mily nagy szoget zar be a két 6ramutaté 4 drakor, 7 érakor, 1 ra
15 perckor, 3 6ra 45 perckor ?
5. Mennyivel nagyobb 270°, mint = 690 42' 56" és @ = 76° 86’ 35" szigek
Usszege ?

R
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6. Hiarom szog Osszege 159°32'; az elsd.szog 59° mekkora a masik kettd, '
ha ezek egyenldk?
. Mennyi.o, ha 8 B - &« = 3 R—a?
4 p = 72° 38" 18", a—f — 24° 18' 58" ; mennyi z és (?
.o — 18° 10" 12", f ='26° 18' 9"; mennyi 5 ca—3 §?
. Mekkora az 59° 36" 20"-nyi szignek a p6tlé szoge ?

11. Mekkora a 75° 39" 45"-nyi szognek a po6tlo szoge ?

12. Mekkora két p6tlé szog, amelyeknek kiilonbsége 1° 6" 40" ?

13. Mekkora a 80° 36" 20"-nyi szognek és mekkora a 130° 26’ 48"-nyi
szognek a mellékszoge ?

14. Meckkora két mellékszog, amelyeknck kiilonbsége «) 18° 50' 32";
&) 151° 32" 40" 2

15. Valamely szdg 90° 4 «; mi a mellékszige ?

16. Két mellékszog aranya 2:7; mekkora mindegyik ?

17, Két mellékszog koziil az egyik kétszerese a mdasiknak; mily nagyok

- szogek ? .
18. Bizonyitsuk be, hogy a mellékszogekel felezd egyenesek egymasra
merdlegesek.

19. Ha valamely egyenes egyik pontjibdl az egyenes ugyanazon oldaldn
két egyenld szoget ellenkezd irdnyban felmériink és az egyenesre ugyanebben
a pontban merdlegest allitunk, ekkor ez felezi a két szog kozépsé szarai altal
bezért szoget.

20. A két egymdast metszo egyenes dltal alkolott négy szég koziil egyik
a = 38° 28" 18" ; mily nagy a L6bbi szig ?

21. Bizonyitsuk be, hogy hirom egymdst egy pontban metszé egyenesnél
barmely hirom nem szomszédos szog Osszege 180°

22. Bizonyitsuk be, hogy a szog szogpontjaban a sziget felezé egyenesre
emelt merdleges a mellékszoget felezi.

23. Ha a derékszog két szara kozt, szogpontjin 4t egyenest huzunk, a
keletkezelt négy szog koziil két-két atellenes sziognek a kiilonbsége Z.

24. Bizonyitsuk be, hogy valamely szog felez0je annak cstesszogst
is felezi.

25. Ha valamely szog szogpontjiban mindkét szirra merdlegeseket
Allitunk, az ezek &ltal bezart szig cgyenlé az adott sziggel, vagy kiegésziti azt
18C%ra, aszerint, amint a merdlegesck az adolt szdg egyik szirinak ugyan-
azon, vagy két kiilonboz0 oldala felé haladnak.

II. Fejezet. A parhuzamos egyenesekrol.

26. Ha két paArhuzamos egyenest ugyanazon harmadikkal dtszeliink és
az egyik szdrmazotl szog 102° 30" 20" ; mekkora a tébbi Lét ? .

27. Bizonyilsuk be, hogy, ha két parhuzamos egyenest egy harmadikkal
“Atszeliink, akkor:

@) a tarsszogek felezd egyenesei merdlegesek egymésra ;

b) a valté-, vagy a megfeleldszogek felezd egyenesei egyméssal pér-
tiuzamosak.
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28. Bizonyitsuk be, hogy a pdrhuzamos szérakkal hirs szdgek felezi
vagy pirhuzamosak egymassal, vagy pedig egymasra merdlegesek,

29. Ha valamely szog egyik szarinak valamely pontjabél az adolt szig
mindkét szdrira merclegeseket szerkesztiink, az ezek &ltal bezart szig vagy-
egyenlé az adott szoggel, vagy 180%ra egésziti ki azt, aszerint, amint a mers-
legesek az elsé szar egyik, vagy mindkét oldalén haladnak.

ITI. Fejezet. Az idomokrdl és az egybevagosagrol.

I. A hiromszig.

A héromszdg belsd és kiilsé szogei. 30. Valamcly ferdeszogii hirom-
£20gben o — f&:-, Y = 51° 56' 14" ; mennyi « és B?

31. Valamely haromszigben az egyik szog a - derékszignek §-od része,
& masik 32° 45'; mekkora a harmadik szig ?

32. Bizonyos héromszig szigeinek ardnya 1:3:5; mekkordk a szogek -
Mekkorak, ha az ardny 2:5:3:429

33. Valamely derékszogit héromszog egyik hegyes szige 56° 12" 6”;
mennyi a masik ?

34. Valamely haromszigben két szbg fél osszege 58° 12" 15", ugyanazok
1¢1 kiilonbsége 28° 10" 54"’ ; mekkorik a haromszog szogei ? -

35. Valamely hiromszog egyik szdge «; mckkora ama szig, amelyet
a misik két szoget felezd egyenesek alkotnak ?

36. Bizonyitsuk be, hogy a hiromszoghen az egyik szoget felezd egyenes
€s az ugyananazon szog szOgpontjabél vont magassig a misik két szog fél
Liilonbségével egyenld szoget zar be.

37. Mily nagyok a derckszigii hiromszog hegyes szogei, ha az atfogénal
fekvo egyik kiilso-szog 56° 16" 23" 2

38. A haromszog egyik kiilsi-szoge 118°26', a vele szemben fekvd belso-
szogek egyike 82° 33' 16”. Mily nagyok a hiromszog szogei ?

39. Bizonyitsuk be, hogy a hiromszig egyik kiilsé-szogét felezd egyenes
a szbggel szemben fekvo oldallal oly sziget alkot, amely a kiilsd-szoggel szem-
ben fekvo belso-szogek fél kiilonbhségével egyenls.

40. Az ABC hiromszig B és C szigének felezd egyenesei 90° 4- -A
nagysigua szoget zdrnak be.

A hiromszog atellenes alkotorészeinek osszefiiggése. 41. Az egyenld.
szara haromszoghen az alappal szemben fekvd szig 72° 26" 18”. Mily nagy
a masik két szog ?

42. Az egyenloszart hiromszog alapjén fekvé egyik szog 53" 16’ ; mekkora
a masik két szog ?

43. Az egyenlésziri hiromszog egyik sziranak meghosszabbitdsa folytan:
keletkezd kiilso-szog 1320 16" 38" ; mekkorak a haromszog szogei ?

44. Valamely egyenlGszart hdromszighen az alappal szemben fekvd.
sz20g @) kétszer akkora, &) fél akkora, mint az alapon nyugvé egyik szog. Mily;
nagyok a hiromszog szogei ?
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45. Az egyenlGszard hiromszig alapjanil fekvd egyik sz8g 2; mily na’
az atellenes szogpontndl szerkesztett: kiils6-szog ? :

46. Ha a derékszogii haromszogben az egyik hegyes szog kétszer akkor
mint a masik, akkor az 4tfogé kétszer akkora mint a kisebbik befogé. (Ugyana
a haromszoget a nagyobbik befogé mellé szerkesztjiik stb.!)

47. Bizonyitsuk be, hogy az egyenl6sziru hiromszog egyik szirdnak
meghosszabbitisa 4ltal nyert kiilsd-szog felezé egyenese padrhuzamos az alaphoz.

48. Ha az egyenldszari haromszogben az alappal atellenes szigponton
keresztill az alappal parhuzamost huzunk, gy ez a kiils6-szoget felezi.

49. Az a szig, melyet az egyenlészaru haromszoghen az egyik szarira
bocsatott magassig az alappal befog, fele az alappal szemben fekvd szognek.

50. Ha valamely derékszogii haromszoghen az atfogét mindkét végpontjin
t1l a szomszédos befogdval hosszabhitjuk, és a nyert két végpontot a derékszog
szogpontjaval Osszekotjiik, az ezen Osszekots egyenesek dltal befogott szog 135°.

51. Ha valamely egyenldsziri haromszog egyik szarit az alappal szem-
kozt fekvo szogponton til sajit hosszaval hosszabbitjuk, és a nyert végpontot
az alap végpontjaval Osszekotjiik, a nycrt egyenes merdleges az alapra.

52. Ha valamely haromszog két oldalat a kozos szogponton tul hosszabbit-
juk, és pedig mindegyiket a masiknak a hosszaval és a nyert végpontokat a
a harmadik oldal két végpontjival Osszekotjiik, a nyert egyencsek egymdssal
parhuzamosak.

53. Ha az egyenléoldali hdromszdgnek minden oldalira a végponttdl
kezdve egyenld iranyban egyenlé darabokat felmériink, és a nyert pontokat a
hiromszog dtellenes szogpontjaval Osszekotjilk, az ezen egyénesek 4ltal hati-
rolt hiromszog egyenldoldali.

54. A derékszogii haromszoghen a derékszig szogpontjabdl kiinduld
kozépvonal az atfogo felével egyenld. (Hosszabbitsuk meg a kizépvonalat sajit
hosszaval és a végpontot kossiik 6ssze a befogé egyik végpontjival.)

5. A héromszog minden szogfelez0 egyenese az étellenes oldalt két
részre osztja, melyek mindegyike kisebb, mint a szomszédos oldal. (A kiilsd
szog nagyobb az dtellenében fekvd belsé-szogek egyikénél!)

A haromszog két oldaldnak Osszege. 56. Vizsgiljuk meg, lehet-e a
kovetkez6 harom tivolsig valamely haromszdgnek hirom oldala ?

a) 38:32 m, 3509 m, 46:59 m, ) 13030 m, 260°15 m, 125°15 m. c¢) 624 m,
776 ‘m, 1145 m. d) 624 m, 77°6 m, 110'5 m.

57. Legyen, b és ¢ harom tavolsig. lla ¢ = 242 m, b — 32'8 m, mekkori-
nak veheté ¢, hogy a harom tavolsig valamely héiromszéz hirom oldala
lehessen ?

58. Bérmely héromszog kozépvonala kisebb, mint a két szomszédos
oldal fél 6sszege. : '

59. A harom kozépvonal Usszege nagyobb a hiromszog fél keriileténél,
azonban kisebb, mint az egész keriilet. (Kozépvonal az az egyenes, mely a
héromszog valamely oldalfelez6 pontjat az atellenes szigponttal osszekoti.)

60. A haromszogon beliil fekvd ponttol a hirom szogponthoz szerkesztett
egyenesek Osszege nagyobb a hdromszog fél keriileténél, &mde kisebb, mint
az egész keriilet.
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61. A hiromszdg birmely magassiga kisebb, mint a két szomszédos
oldal fél Osszege, és a hirom magassig cgyiittvéve kisebb, mint a héromszog
keriilete, azonban nagyobb mint annak fél keriilete.

62. Ha valamely haromszogben minden oldalin ‘egy-egy pontot vilasz-
tunk, és e hérom pontot egyenesekkel Osszekoljiik, az czaltal keletkezett
hiromszog keriilete kisebb, mint az eredeti hiromszog keriilete.

A hiromszogek egybevagodsaga. 63. Az egyenlGszari haromszog szaraira
vont magassagok egymissal egyenlok.

64. Az egyenldszari haromszoghen az alap mellett fekvé két szogfelezd
egyenld egymissal és egyenld darabokat vignak le a szarakbol.

65. Ha az egyenldoldali haromszdghen a szpgpontokbél kiindulva min-
den oldalra ugyanabban a rendhen egyenld tdvolsigokat felmériink, és a nyert
pontokat egyenesekkel dsszekotjiik, a szirmaz6 haromszog szintén egyenléoldali.

66. Ha az el6bbi esetben az oldal harmadrészét mérjiik fel, akkor az
0j haromszog oldalai merdlegesek az adott hiaromszog oldalaira.

67. Az egyenldoldald héromszog magassdgai egyenlok.

68. Ha egy haromszdgben az egyik oldalahoz tartoz6 kozépvonalra ezen
oldal két végpontjab6l merdlegeseket allitunk, ezek hosszuségai egyenlok.

69. Ha két parhuzamos egyenes két pontjat Osszekotjiik és ezt az Ussze-
kols egyenest felezziik, akkor minden, a felezd ponton &t vont egyenesnek a
parhuzamosak kozt fekvé részét ezen pont felezi.

70. Két haromszog egybevagd, ha azokban egy-egy oldal és a mésik két
oldalra bocsatott magassidgok egyenlék.

71. Két haromszog egybevigd, ha azokban két-két oldal és a harmadik
oldalhoz tartoz6 magassagok egyenlék.

72. A haromszog harom oldalat felezé pontokat, 6sszek6td egyenesek a
haromszoget négy egybevagd hiaromszogre osztjik.

73. Ha valamely haromszoghen két magassig egyenld, a héromszog
egyenldszara.

Szerkesztési feladatok. 74. A héromszog két adott szogéhez keressiik
meg szerkesztés 1tjan a harmadikat.

75. Két szdg Osszege: «, killonbsége: B; szerkesztés utjan meghaldro-
zand6, mekkora a két szog?

76. Szerkessziink egyenl6oldalii hiromszoget :

a) Az adott oldalbél. — &) Az adott magassighol.

77. Szerkessziink egyenlészara haromszoget:

@) Az alap és a mellette fekvd szbgbdl. — &) Az alap és a szdrbll. —
¢) Az alap és az atellenes szogh6l. — @) Az alap és a hozzatartoz6. magas-
sagh6l. — ¢) Az alaphoz tartozé magassagho6l és az alappal atellenes szoghél.

:78. Szerkessziink derékszdgli haromszoget : :

a) Az atfogd és egy befogdhél. — b) Az atfogé és egy hegyes szoghol. —
¢) A két befogobol. — @) Egy befogd és:a mellette fekvo, .vagy az 4tellenes
szoghol. — ¢) Egy befogé és az atfogéhoz tartozé magassaghol.

79. Szerkessziink haromszoget : :

‘@) Kgy oldal, a mellette fekvé egyik szog és az oldalhoz tartoz6 magassig-
bol. — 3) Egy oldal, az tellenes szdg és egy mésik oldalhoz tartozé magassag-
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bol. — ¢) Egy szig és a bezar6 oldalakhoz tartozd két magassighdl. — @) Két
o'dal és az cgyikhez tartoz6 magassagh6l. — e) Két oldal és a harmadikhoz
tartoz6 magassaghol.

80. Adva van harom pont: A, B és C; A-n keresztiill B és C kozoit
hiuzzunk egyenest akkép, hogy a mésik két pont ezen egyenestél egyenld
tavol legyen.

81. Az A szbg egyik szaran adva van P pont; hatirozzuk meg a masik
szaron X pontot gy, hogy a) AX = PX, 2) AX | PX adott hosszlsigh
legyen.

82. Olyan egyenlgszara hiromszog szerkosztcnd('),v melynek keriilete:
meghatarozott hosszusagu legyen.

83. Szerkessziink derékszogii haromszoget, ha az atfogd és a két hefogé
Usszege, vagy kiilonbsége ismeretes.

84. Haromszog szerkesztendd, ha az alapvonal (4B), a masik két oldal
kiilonbsége (MN) és az alapvonalon fekvé kisebb szig () ismeretes.

II. A négyszog.

A négyszog szogei és atloi. 85. Valamely négyszoghen két szig dsszege
118°32'; a masik két szdg egyenld ; mekkorik az utébbi szigek ?

86. A négyszog szogeinek ardnya 1:2:4:5; mekkorik e szigek ?

87. Valamely négyszogben minden szég 1°12'-vel nagyobb, mint az el6tte
fekvé. Mennyi az elsé szog ?

88. Mily nagyok azon négyszig szogei, melyben hérom szég egyenld és
mindegyik haromszor akkora mint a negyedik ?

89. Minden négyszoghen az egyik belsd szog mellett fekvé dombort
szog egyenld a tobbi harom belsd szig Osszegével.

90. A négyszogben a belsd szogeket felezd egyenesek négysziget alkot-
nak, amelyben két-két atellenes szig egyittvéve 2 R,

91. A négyszoghen az atlok osszege kisebb az oldalak Gsszegénél, azon-
ban nagyobb azok fél Osszegénél.

92. A négyszog atldinak Osszege nagyobb két-két szemkozt fekvd oldak
Osszegénél.

A parallelogramma. 93. Birmely négyszogben az oldalainak felezd pont-
Jait Osszekoto egyenesek parallelogrammat alkotnak.

94. A derékszigii négyszog oldalainak felezé-pontjait osszekoté egvenesck
rombust zérnak be.

95. A romhus oldalainak felezé pontjait sszekitd egyenesek derékszogia
négyszoget alkotnak.

96. A parallelogramma szigfelezdi derékszogli négysziget zdrnak be.

97. Az a négyszig, melyben az atlok egymadst felezik, parallelogramma.

98. A parallelogramma 4tléinak metszéspontjan it hizott egyenest az a
pont felezi.

99. Ha a parallelogramma két 4atellenes oldalanak felezd pontjait az
egyik 4tlé végpontjaival §sszekotjik, ezen két egyenes a mdisik atl6t hirom
egyenld részre osztja.




113

100. Ha valamely parallelogramméban minden szogponltdl minden oldalra
ugyanabban a rendben egyenlé darabokat felmériink, a nyert pontokat dssze-
koto egyenesek parallelogrammat alkotnak. .

101. Ha ugyanazt négyzethen tessziik, négyzetet kapunk.

102. Ha valamely héromszig egyik oldalanak valamelyik ponljabol a
misik két oldalhoz parhuzamost huzunk, a szdrmazott két kisebb haromszog
keriileteinck Osszege az eredetiével egyenld.

103. Ha a parallelogrammdaban az atlok &ltal befogolt szogeket felezziik,
a felezd egyenesek metszési pontjai az oldalakkal egy rombus szdgponljait adjak.

104. Két parallelogramma egybevigd, ha azokban két-két atlo és az
azok altal bezirt szog kolestndsen egyenlo.

105. Ha valamely hiromszigben egy kizépvonalat sajit hosszival hosszab-
bitunk ¢s a nyert végpontot a felezett oldal két végpontjaval osszekotjik,
parallelogrammait kapunk.

Parallelogrammak szerkesztése. 106. Szerkessziink négyzetet, ha adva
van: a) annak keriilete; 8) az atlgja.

107. Szerkessziink derékszogi négyszoget, ha ismeretes: @) két szomszédos
oldal; &) egy oldal és egy atlé; c¢) egy atlo és a két atlo altal bezart szog;
d) egy 4116 és az 4tlé6 és a hosszabb oldal altal bezdrt szog.

108. Szerkessziink rombust, ha ismeretes: a) egy oldal és cgy szig; 4) egy oldal
és egy atlo; ¢) a két 4tlo: d) egy 4tl6 és az atl6 meg egy oldal altal bezirt szdg.

109. Szerkessziink parallelogrammét, ha ismeretes: @) két oldal és az
cgyik 4t16; ) egy oldal, egy Atl6 és ¢ kettd dltal bezdrt szig; ¢) a két atlé
és az azok altal bezart szig; d) cgy szig, egy oldal és egy atlo.

A trapdz. 110. Az egycenldszart trapézben az atl6k egyenlok.

111. Az egyenldszira trapéz oldalainak felezé pontjait Osszekdto ezye-
nesck rombust alkotnak.

112. Két egyenloszirt trapéz egybevdgd: @) ha két-két szomszédos oldal
és egy-cgy szog kolesonoscen egyenld ;-4) ha két-két parhuzamos oldal és egy-
egy szig kolesonUsen egyenld.

113. Szerkessziink egyenlészaru trapézt, ha adva van : ) egy parhuzamos,
egy nem parhuzamos oldal és egy 4tlé; 4) a két parhuzamos és cgy nem
parhuzamos oldal; ¢) az egyik pirhuzamos oldal, az egyik &tl és a magassag ;
@) az alap, a rajta fekvé egyik szog és a magassig.

114. Szerkessziink trapézt, ha ismeretes: @) hirom egymdsutin kovet-
kezb oldal s az ezek koziil vett kettd &ltal bezirt szog; b) az alap, egy nem
pirhuzamos oldal, a ketts altal bezdrt szog és egy atlé; ¢) hiarom oldal és a
magassig; @) egy parhuzamos oldal, a két atlé és a magassig.

115. Négyszig szerkesztendd, ha ismeretes @) két szomszédos oldal ¢s
hirom sz6g; &) harom oldal és a két &tl6; ¢) hirom oldal és a negyediken
fekvo két szogz; @) mind a négy oldal és az egyik 4tlo.

III. A sokszigek.

116. Hiny 4tlét hazhatunk a 3-; 9-, 13-, 22-, 25-szighen ?
117, Hany oldala van annak a sokszignek, melyben az 4tldk széma
@) 35; ) 170; ¢) 2759
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118. HAny oldali az a sokszdg, melyben a szbgek Osszege a) 1800°;
b) 3240°; ¢) 54000,

119. Van-e olyam sokszig, melyben a szbgek dsszege a) 1820°; &) 21609;
¢) 1070°; @) 100 2?

120. Mekkora egy szog a szabélyozés 5-, 6-, 8-, 10-szdghen ?

121. Valamely 6tszog szogei tigy ardnylanak, mint 4:5:6: 7 : 8 ; mekkora
mindegyik szoge ?

122. Hany oldalt azon szabalyos sokszog, melyben egy-egy szog @) 150°;
b) 1281°; ¢) 168°?

123. Van-e olyan szabalyos sokszog és ha van hiny oldald az, melyben
egy-egy szog @) 1720; 4) 17005 ¢) 100°?

124. Melyik szabdlyos sokszog az, melynek kiilsé szoge a) 10°; &) 15°;
¢) 1809 '

$25. Ha 6t pont ugy fekszik, hogy e sorban 1, 2, 3, 4, b, Osszekotve,
homortszogii dtszoget adnak, akkor ebben a sorrendben: 1—3—5—2—4—1
osszekotve csillagidomti Gtszoget (pentagramma) nyeriink, a melyben a.sz0g-
pontoknal fekvo szogek osszege 2 R. — Ugyanaz 4ll, ha hét pontot e sorrend-
ben 1—4—7—8—6—2—b5—1 osszekotiink.

126. Ha egy szabalyos sokszog oldalainak szdmat 9-cel szaporitjuk, akkor
a sokszog mindegyik szoge 9°kal né. Hany oldaltt a sokszig? -

127. Két sokszog Osszes oldalainak szima 24, atldinak szama 109 ; hany
oldala és hany all6ja van mindegyiknek ? ;

128. Melyik az a sokszog, melynél az 4&tlék szdmat ugy kapjuk meg,
hogy az oldalak szAmahoz hozzdadjuk azt a szamot, amely megmutatja, hogy
hany derékszog a szbgek Osszege ?

IV. A kor.

Hirok és szogek a korben. 129. A kordn beliil fekvé ponton 4t huzott
hurok kizt az 4 legrovidebb, mely az e ponton keresztiil mend sugirra merdleges.
130. Két nem a kozépponton atmend hir, nem felezheti egymdst.

131. Ha két egyenlé hdr egymést melszi, a szeletek paronként egyenldk.

132. Parhuzamos hiirok, melyck valamely dtmérd két végpontjdn mennek
at, egyenlok és végpontjaik egy atmérén fekisznek.

133. Két egyenld és parhuzamos hur végpontjai nem egyebek, mint
valamely derékszdgili négysz0g szogponltjai.

184. Két parhuzamos, azonban nem egyenld hir végpontjai nem egyebek,
mint valamely egyenlészar( trapéz szogpontjai.

135. Ha valamely hurt hirom egyenld részre osztunk és az osztasi
pontokon 4t sugarakat hizunk, akkor ezek a hiarhoz tartozé ivet hirom részre
osztjak, melyek koziil a belsé nagyobb, mint a két egyenld nagysigi kiilsé
rész mindegyike.

186. A két hur altal befogolt szdg egyenld az ezen szoghez és csics-
szogéhez tartozé iveken nyugvo keriileti szogek osszegével.

137. Ha a kor két hirja egymisra meréleges, akkor a két csicsszog
koze esd iveknek az Osszege akkora, mint a kor fél kerilete.
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A kor szel6i és érint6i. 138. Két egymist metszd szelé altal bezért szog,
melynek szogpontja e kordn kivill van, a két iven nyugvé keriileti szigek
kiilonbségével egyenlo.

139. Ha két érinté § R nagysdgi szdget zar be, akkor az érintok kozos
pontjat és a kér kozéppontjat sszekotd tivolsdg az dtmérdvel egyenld.

140. A htrhoz pArhuzamos érinté felezi a hirhoz tartozé ivet.

141. Az atmérdk két végpontjaban buzott érinték piarhuzamosak.

142. Ha valamely korhoz két egymdst metszé érintét <zmkc<ztunk és a
két érinté kozt fekvé koriv valamely pontjiban egy harmadik -érintét, akkor
¢ harom érintd oly hédromszoget zar be, amelynek keriilete akkora, mint a két
¢rinté Osszege.

Két kor. 143. Két kor kozéppontja: O, és 0,, a sugarak: 7y és 7,;
vizsgiljuk meg a két kor kolesonos helyzetét, ha a centrilis és a sugarak
meér(ékszamai: @) 0,05 =525, 7. =8:6, 7, =3:1:10)" 0,0, —11:7,"r, — 86,
P8 1o iec ) S O7 O Omepi == 8 s b k- —— 3 o] el ) SR 0 DSl (b ey e== ] () £
Tai— 8B e )R 010 i=—=h 6 7% =81 220 Bl =627

144. Harom kor kozéppontja: O, 0,, O,; a sugarak 7y, 7y, 75; vizsgél-
juk meg a hdrom kor kolesonds helyzetét, ha a centrdlisok és a sugarak
mértékszimai :

B0 0= (R OR0F == 70 Oy == 8 Eat == 380 ' f==52 4 =l e 38
[) () () == 1(;, ()'.'“u e 16Y ()1 ()3 == 1(;' == 10, Iy = 6, 5= i’
() () ()Z — G, () (’ < 14, ()1()3 = 1’2, 2y = 6Y e 7 .

O o Rt S e X 8,4,= 6;
e)R0 0Ngd S0 Dt (1780 O ==58 % SE i
PO O e OO e ) O =D S B g == b
g) 0,0,= 3, 0,0,=11, 0,0,= 9, r, i r,= 6;
h) 0,0,= 2, 0,0,= 4, 0,0,= 6, 1 4, 13 = 8;
7) 20, 05— 3 80 0=t d s () O TS, 1 —a g
EIe0: 0 == AR 0L 0=t s OE D =138 R e

145. Vizsgaljuk meg az elobbi feladat ulols6 hiarom esetében a hirom
kozéppont kolesonos helyzetét és hasonlitsuk Gssze az el6bbi ese'ck egyikével.

146. Egymast metszé egyenlé korok egyenld iveket vignak le egymidshol.

147. Ha nem egyenld® korok egymdst metszik, a levagott ivek nem
egyenlék és a kisebb korbél leviagott ivhez nagyobb kozépponti szog tarlozik.

Szerkesztések. 148. Adott koriv felezendd.

149. Adott kozépponthol szerkessziink oly kort, mely @) adott egyenest
érint ; ) adott kort érint.

150. Adott sugirral szerkessziink kort, mely @) két adott ponton keresz-
(il megy; &) adott ponton keresztiil megy és adott egyenest érint; ¢) két adott
cgyenest érint.

151. Adott korbe szerkessziink oly haromsziget, melynck alapja és
magassiga ismeretes.

152. Adoft korbe irjunk egyenloszdri trapézt, melynek parhuzamos
oldalai adva vannak.

153. Az alapvonalbdl, a hozzitartozé magassigh6l és az elobbivel szem-
kozt fekvé szogh6l hdromszog szerkesztendd. (35. §. 2. p.)
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154. Valamely adott korhoz két érintdt kell szerkeszteni akkép, hogy
adott sz6g alatt messék egymast.

Mértani helyek. 155. Keressiik ama pontok mértani helyét, melyek az
» sugari kor kozéppontjalél meghatirozott tévolsigban vannak.

156. Keressiik azon kordk kozéppontjainak mértani helyét, amelyek
adott egyenest adott pontban érintenek. '

157. Mi azon korok kozéppontjainak mértani helye, melyek adott kort
adott pontban érintenek ?

158. Azon pontok mértani helye, melyek mindegyikének két adott egye-
nestél valé tavolsdgaiknak Gsszege éllandd, oly derékszogii parallelogramma,
amelynek 4tl6i az adott ezyenesek. (Miért?)

159. Hatirozzuk meg mindazon hurok kozepének mértani helyét, a
melyek valamely koron beliil fekv ponlon keresztiil huzhatok.

160. Mi azon koiok kozéppontjainak mértani helye, melyek @) két adolt
ponton mennek 4t; &) két adolt parhuzamos egyenest érintenek; ¢) adolt
egyenest és adott kort érintenck ?

161. Hatarozzuk meg azon egyenld tavolsigok végpontjainak mértani
helyét, melyek adolt egyenest adott szig alatt metszenek.

162. Keressiik azon pontok mértani helyét, melyekbél, ha valamely
adott korhoz az érintd parokat meghuzzuk, ezek meghatarozott szighen
metszik egymdst.

1G8. Mi azon egyenlé korok kozéppontjainak mértani helye, melyek adott
kort érintenek ?

IV. Fejezet. Az idomok hasonlésagarél és a sugar-
rendszerrol.

Tivolsigok ardnyossdga. 16k 4B tiyolsigon keressiink olyan C pontot,
melyre nézve AC:BC=5:12.
165. ADB tivolsig hosszabbitdsin keressiink olyan D pontot, melyre
nézve AD: BD=5:12.
Az elébbi két feladatban AB tévolsig a belsd C pont és a kiilsé
D pont altal egyenld ardnyban van osziva. Ilyen oszlast harmonilus osztas-
" nak neveziink.
166. A haromszog cgyik belsd és a hozzitartozd. kiilsé szogét felezb
egyenesek az dlellenes oldalt harmonikusan oszljak.
167. Hazzunk oly egyenes vonalat, mely adott cnyenmnm\ n (Pl 2) része.
168. Az ABC haromszighen a BC oldallal pérhuzamos (ﬂyencs AC-t
9:3 arAnyban osztja; mily nagyok 4B oldal szeletei, ha AB=525m?
169. ABC /\-ben C szog felizOje az atellenes oldalt 5:7 ardnyban.
oszlja; mily nagy a misik két oldal, ha ezek Osszege 288 m ?
170. Valamely h#romszog oldalai rendre 3m, 5m, 6m; mily nagy
szeletekre bontjak a szigfelezok az dtellenes oldalakat?
171. Valamely haromszigben a & és ¢ oldal felezé pontjait osszekitd
‘cgyenes 37 m; mennyi az « oldal?
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172. Mily nagy a b és ¢ oldalok felezd pontjait Osszekité egyenes, ha
a=—4m?

178. BAC szbg szarai kozt fekvé M ponton keresztiil atmetszo egyenest
kell meghtiznunk Ggy, hogy a szog széraibol elvigolt AX ¢és A1 szeletek adott
ardnyban (pl. 2 5) legyenek. g

174. BAC szbg szarai kozt fekvo M ponlon keresztiil XY atmelszo
vonand6 akkép, hogy MX és MY szeletei @) adott aranyban (pl. 3 : 4) legyenek ;
) hogy egyenlék legyenck. (ML ponton kereszlil hizzunk varhuzamost az
egyik szarhoz sth.)

175. Ha valamely szog szarai kozt tobb pirhuzamos egyenest huzank,
és ezek mindegyikét egyenlé ardnyban osztjuk, az oszlasi pontok oly egye-
neshen fekiisznek, amely a szdg szogpontjin megy at.

Haromszogek hasonldsdga. 176. Valamely hiromszig oldalainak mériék-
szdmai: a = 15'6m; b = 182m, ¢ = 20m; egy mis, vele hasonl6é haromszog-
ben o = 38 m; mennyi e hiromszog masik két oldala b és ¢'?

177. Egy falu tornyénak arnyéka 05683 ugyanakkor a 2m hosszi
fiiggélyes rudé 3m. Mily magas a toreny ?

178. Valamely 4BC haromszog oldalai: ¢ = 52m, b= 43m, c=G6Hm.
Mily nagy szeletckre oszija a C szdg felezé egyenese az atellenes oldalt ?

179. A haromszig barmely két oldala az azokhoz tartozo magassagokkal
forditva aranyos.

180. Két hasonlé haromszog alapvonalai ugy ardnylanak egymadshoz,
mint a megfeleld magassagok.

181. Valamely haromszog magasségainak metszése folytin minden magas-
sig két szeletre oszlik; ugyanezen magassigok szeleteinek szorzatai egyenldk
egymassal. :

182. Két tavolsag mértani kozépardnyosa kisebb, mint azok’ arithmetikai
kozéparinyosa.

183. A trapéz Atloi egymast ardnyosan oszijik.

184. Ha a derékszogii hdromszog atfogojit a magassig folytonos ardny-
ban osztja, akkor minden befogé egyenlé az alfogénak nem  szomszédos
szeletével.

.185. Ha valamely hdromszdg magassigainak {alppontjait paronként
ssszekotjilk, az eredeli hdromszog szbgpontjai felé harom kis haromszog kelet-
kezik, melyek mindegyike hasonlé az eredetihez. A magassigok a talppontokat
Osszekold haromszig szogfelezoi.

186. Két haromszog hasonl6, ha egy szig egyenld és az eme- sziget
bezaré oldalakhoz tartoz6é magassigok ardnyosak.

187. Két haromszog hasonl6, ha egy-egy oldal ardnya egyenld a meg
feleld magassigok aranyéaval és az oldal mellett fekvo szogek egyenlok.

Kozéparanyos. 188. A derékszogii hiromszog egyik befogéja geomelriai
kijiéparzinyos az 4tfogé és a masik befogd Osszege és kiilonbsége kozt.

189. Mekkora a derékszogii haromszog atfogbjahoz tartozé magassig,
ha az atfogd szeletei: 72 m és 16'2 m?

190. A derékszogii haromszog atfogdja 729 m. Mily nagyok a befogék
és a magassdg, ha az egyik befog6 projekcija az dtfogén 64 m?
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191. A derékszigli haromszognek az &lfogéhoz tartozé magassiga 12°4 m,
az atfogd egyik szelele 8'8 m; mekkordk az alkolorészek ?

Pythagoras tétele. 192. A derékszogii haromszogben az 4tfogé mérték-
szdma a, a két befogbéé & és c¢; ha ¢ hiarom koziil ketlé adva van, szamitsuk
ki a harmadikat;

@) — 1005 =025 b =79 ¢ ==7 66 3abi—=D s c == 12,
b) a=1044 b= 756; a = 0374}, c ==30144; a =72, h=234%.
193. A befogék rendre 24 m és 7:16 m. Meckkora az 4ifogé és a hozza-

tartoz6 magassig ?

194 A derékszogii hiromszog egyik befogdja 45, az atfog6hoz tartozé
magassig 3'6 m; mekkora a két ismerellen oldal ?

195. A derékszigii haromszog befogéi; 8 m és 5 m. Keressiik a hirom
szogfelezé hossza’.

196. Az cgyenldoldald hdromszig oldala @, magassiga m; a ketls
egyikéhdl szdmitsuk ki a mdsodikat.

197. Négyzetben az oldal e, az 4tl6 b; ha a ketté kozil az egyik adva
van, hatarozzuk meg a mdsikat.

198. Egyenlészari hiromszogben az alap @, a szdr b, a magassig m;
ha ezek koziil kettd adva van, szamitsuk ki a harmadikat.

199.- Valamely 4BC héromszogben 4B = 120 m, 4 § = 60, B . = 459,
Hatdrozzuk meg a hiromszég BC és AC oldalit és a BC-hez tartozé magasségot.

200. A szemlél6nek a szeme a Fold feliiletén oly tavolra l4t, amilyen a
szemtdl a Foldgombhez vont érintd hossza; mekkora ezen tdvolsig @, ha a
szemnek a magassdga a Fold feliilete {616ttt m és a Fold sugara »? — Legyen
m =48 m, r = 858474 {6ldr. mérfold, 1 mérfold = 7520:44 m.

201. Legaldbb is mily magasnak kell valamely hegynek lennie, hogy
annak cstcsat 100 km. tavolsdghdl lathassuk ?

A hiromszogek hasonlésiga és a kor. 202. A koron beliil fekvd ponton
dtmend hir két szeletének a szorzata egyenld az ezen ponton dtmend legkisebb
- hur felének a négyzetével.

203. A kornek egy pontbdl kiindulé érinldje és szelGje van; a szeld
kiils6 szelete 56 dm, a belsé 12'6 dm; mekkora az érinté ?

204. Valamely kor 4B hurjit, melynck hossza 26 m, C pont 4:9
arinyban osztja. Mckkora az e ponton keresztiil mend legkisehb hir ?

205. Valamely ponth6l a korhoz hizott érinté hossza 1'4 m; mekkora
ugyanazon ponthol a korhoz huzott szeld, ha azt a korvonal felezi ?

206.- Adott kiils6 ponthél a kérhoz htzott érintd és a kor kozépponljan
at htzott szeld 45%-nyi szoget zdrnak be; mekkora az érintd és a szeld, ha a
kor sugara »?

207. Adott pontbél a korhoz szerkesztett érinld és szeld 60°nyi sziget
zarnak be; a szelé kiilsd szelele @, a belsé haromszor akkora ; mekkora a
kor sugara ?

Szerkesztésck. 208. Valamely szog szdrai kozott fekvo ponton keresztiit
egy, a szdrakiol hatdrolt oly egyenes vonandd, hogy az adolt ponthan adolt
ardnyban (pl. 3:4) os:lassék. (A ponton keresztiil parhuzamost hizunk a
szog egyik szdrdhoz.)
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9209. Valamely szog szarai kozt fekvd ponton keresztiil egvencs vonandd
akkép, hogy a szdg szaraibdl elvagott részek adott ardnyban {pl. 2:5) legyenek.

210. Rajzoljunk adott haromszoghtz hasonlo haromszoget, melynek
magassiaga adva van.

211. Rajzoljunk derékszogii haromszoget, ismerve az atfogot és a két
Lefog6 ardnyat. (Mindenek elott a kivint hiromszighez hasonld hiromszog
szerkesztendd.)

9192. Szerkessziink egyenlészdri haromsziget, ha ismerjiik annak magas-
sigat és alapjanak az egyik szarhoz valé ardnydt.

213. Szerkessziink haromszoget a harom magassighol.

914. Szerkessziink haromszoget, ha ismerjiik az alapot és az oldalak aranyéat.

915. Szerkessziink két korhoz kozos érintot.

V. Fejezet. Az idomok teriiletérdl.

I. Teriiletek egyenldsége.

Terilletek egyenlésége. 216. A parallelogrammak atloinak metszési
pontjin dtmend minden egyenes felezi a parallelogrammak teriiletél.

217. A parallelogramma atlojanak egyik pontjan &t parhuzamosakat hizva
az oldalakhoz, a szirmaz6 négy parallelogramma koziil azok, melyeket az atl6
nem szel at, egyenldk.

218. Béarmely négyszog oldalainak felezo pontjai oly parallelogramma
szogpontjai, melynek teriilete az adott négyszog teriiletének felével egyenld.

919. Ha valamely négyszog négy szogpontjin keresztiil az atlokkal par-
huzamosakat htzunk, az 4ltaluk alkotott parallelogramma kétszer akkora,
mint anégyszog.

220. Mi a kozos alapu és egyenld teriiletit haromszogek szogpontjainak
mertani helye ?

Teriiletekkel valdé miveletek. 221. Osszuk fel adott hiromszig teriiletét.
egyik szogpontjabol kiindul6 egyenesckkel 3:5:7 ardnyban.

929, Adott hiromszog egyik oldalival pdrhizamos egyenesekkel négy
egyenld részre osztando.

923. Egyenlotlen oldald hdromszoget alakitsunk 4t cgyenld teriiletd,
egyenléoldaluvé.

924. Szerkessziink négyzetet, mely egyenld teriileli @) adott derékszogii
négyszozgel, &) adott haromszoggel, ¢) adott parallelogrammaval, @) adolt
trapézzel.

995. Parallelogramma egyenld teriiletii rombussa atalakitandé.

996. Osszuk fel a parallelogrammat egvik szdgpontjabol kiindulé egye-
nesekkel tobb egyenld részre.

997. Trapéz egyenld, vagy arinyos részekre osztando.

923, Adolt egyenesre oly parallelogramma szerkesztendd, melynek terii-

lete két mas adott parallelogramma teriiletének vsszegével egyenld és melynek

a) egyik szoge, b) egyik dtlGja meghatdrozott nagysigi.
999. Szerkessziink négyzetet, mely @) kétszer akkora, ) {8l akkora, mint
valamely adott négyzet.
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230. Szerkessziink haromszor akkora haromszoget, mint valamely adott
haromszig.

231. ABC haromszdg az A szégpontbol huzott egyenisckkel két részre
osztand6, melyeknek teriiletei adott ardnyban (pl. 2:3) vannak.

232, Felezziilk ABC hiromszoget BC oldallal parhuzamos cgyenessel.

233. Felezziik ABC hiromsziget BC oldalra merdleges egyenessel.

II. Tertiletek mérése.

Teriiletszdmitis. 234.Valamely derékszogii négyszog egyikoldala @ = 86 m
és atléja @ =164'304% m, mekkora a teriilete ?

235. Valamely parallelogramma alapja 6241 m, magassiga 250 m. Sza-
mitsuk ki a vele egyenlo teriiletii négyzet oldalat.

236. A négyzet atldja a; szamitsuk ki a teriiletét,

237. Szémitsuk ki a derékszogii haromszdg teriiletét, ha az atfogoja (a)
¢s a két befogdja (b) és (¢) koziil keltd adva van: & — 15;fe =855 = b/
c=12; a =25, b6 = 24; a = 15, ¢ — 12.

238. Adva van az egyenléoldalt hiromszig oldala @, mennyi a teriilete ?

239. Ismeretes az egyenldoldalu hiromsz6g magassiga, mekkora a
teriilete ?

240. Keressiik a derékszigii haromszog teriiletét, ha annak befogéja (%)
és az atfogdjahoz tartozé magassig () adva van. b = 181 m, m =19,

241. Mennyi a derékszigii hiromszog teriilete, ha az atfogéhoz tartoz6
magassig azt (n) ¢s (o) szeletekre oszlja ? 7 =26 m, 0 = 104 m.

242. A derékszigii haromszog teriilete (2) és atfogéja () adva van ; mennyi
a két befogd (B) és (0)? t = 924 m2, @ = 21 m.

2i3. Az egyenldoldala haromszdg teriilete 7, mekkora az oldala és a
magassaga ?

2%4. Mennyi az egyenldszdari haromszog teriilete, ha ismeretes az alap
és a szar?

2145, Ismerjiik az egyenlészari hdromszig ¢ teriiletét és @ alapjat ; mekkora
a szdra? ¢t = 376 m2, a = 2:34 m.

246. Valamely hdromszig két oldala, (@) és (3) és a harmadik oldalhoz
tartoz6 magassig (m) ismeretes; mekkora a hiromszog teriilete ?

247. A négyzet 4tl6janak és oldalanak kiilonbsége 24 m ; mennyi a teriilete ?

248. Az egyenldoldali haromszig oldalanak és magassdginak osszege
adva van; mennyi a teriilete ?

249. A derékszogii hdromszog befogsinak Gsszege 21 m, teriilete 0-54 m?;
mekkordk az oldalai ?

250. A trapéz parhuzamos oldalai: 17:32 m, 27:65 m, magasséga 314 m;
mennyi a teriilete ?

251. A trapéz parhuzamos oldalainak hossza 612 m és 417 m, egyik nem
parhuzamos oldalé 376 m, s az ezen oldal és az alap 4ltal bezart sz0g 45°;
mennyi a trapéz teriilete ?

2562, Az egvenlOszart trapéz parhuzamos oldalai 55 m és 7 m; nem par-
huzamos oldala 6 #; mily nagy azon hiromszog teriilcte, melvet a trapéz
egyenld oldalainak megnytjtasa 4ltal nyeriink ?
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253. A {rapéz terillete 1881 m2, parhuzamos oldalai 55 m és 44 m
hossziak ; mekkora a trapéz magassiga ?

2564 Mennyi az cgyenldszarua trapéz {eriilete, ha az egyik parhuzamos
oldal 52m, a nem parhuzamos oldal 481 m, a magassig 48 m ?

205. Adva van a trapéz teriilete (), egyik pirhuzamos oldala (@) és
raagassiga (m); mekkora a mdsik parhuzamos oldal ?

256. A trapéz két parhuzamos oldaldbol («, b) és leriilet¢hol () szimilsuk
ki a magassigot.

257. Valamely trapéz teriilete oly négyzet teriiletével egyenld, melynek egy
oldala 26 7, a trapéz parhuzamos oldalai 1°6 7 és 2'2 m; mekkora a magassiga ?

208. Mekkora azon trapéz teriilete, melynek kozépvonala 5, egyik nem
parhuzamos oldala 38 m, a kozépvonal és az adott oldal dltal bezéart szig 45°?

259. A rombus teriilete kiszimitandd, ha adva van: @) a két atlé; b) az
oldal és egy atlo.

260. Mekkora a rombus oldala, ha magassiga 124 m és teriilele

73:68 m2? :

261. A hiromszog hdirom adott oldalahdl (@, b és ¢) szimitsuk ki a

feriiletet (7).

164, 4bra Ha ABC A-ben : AB=<¢, BC = q,
; AC =1, és ha az AB = ¢ alaphoz tarloz6 ma-
G gassiagot azaz CD-t rni-mel jeloljik:

/ o Ll
o
A / A magassig meghaldrozdsa végell legyen

D B  BD = =z és megfeleléleg 4D = ¢ — . Pytha-
goras Létele szerint:

BCD /\-ben: m? = a® — a* (1)

ACD /\-ben: m® = b* —(c—a)* (2)
Kovetkezileg : a*—u? = U*—(c—x)?,
vagy : @t =02 — ¢ ‘+‘ 2L'~(', és ebhol:

a? 4-c? — b2
by Tt

z-nck ezen értékét az (1) egyenletben helyeltesilve:

m== - — TR T T
2¢

= (a+ 2r2 =) (a ‘L':t_‘::b“)

Que + a? —I— ¢ — b2 2(6( — a® — ¢2 + b2
v T R N R 2¢ ’
(u—|‘ )-—-—71- 2 — (@ —¢)?
D¢ 2¢ ?
—((t_}..(_‘-])(([—‘v—f——IJ}//I—'—(('—‘()(IJ_‘(I+)
= T
1 S
I5vetkezéskép: m = "2(;"\/ (@+b+c)@+b—-¢) (atc—0b) b+c—a)
114 most feltessziik, hogy : @ -} & 4 ¢ = 23, akkor: @ 4- b — ¢ = 2 (5—¢) slb.
el == Vv S(S——-(l) (S——-/;)——(-\-")
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262. Ismeretes a haromszdg hérom magassiga my, %, #;; mekkora a
haromszog teriilete ?
Ha az m,, m,, m; magassigokhoz fartozé oldalakat sorban @, & és c-vel
a m, a

jeloljiik, akkor a 180. sz. feladat szerint b == ——, ¢ = == ; tehiat a harom oldal

. ' ¥ e By b e
fél osszege g =211 (1 -+ g —}—L és $—a— {(—::—'l ( -+ —— ~~) sth.

2 12_!1 7.);; My 1, g my
Ha ezeket az értékeket az elobbi feladatra alkalmazzuk, és tekintetbe

a m.
FA 1 . m
vessziik, hogy —5— a haromszog teriilete ¢, akkor
1

o ¥

VR Gra-D EE D) G-

ms ’"11 1]12 Mg Hl1 i’/llr
Az eredményt megvizsgilva, milyen értékiiek lehetnek a magassagok ?
263. Adva van ABC hiromszog két oldala @ és & és a harmadik oldal-
hoz tartoz6 kozépvonal K ; meghatirozandé a héromszog teriilete.
Ha az adott kozépvonalat CD-t sajat hosszaval E-ig hosszabitjuk és az
E pontot 4-val dsszekotjiik, Ggy AEC haromszog egyenlé az adott ABC hirom-
szoggel s igy a 261. sz. feladat szerint

fo— 1/ (a4 b4 2K) (@ + b — 2K) (@ — b + 2K) (— a+ b+ 2K).

264. ABC haromszoghen adva van a harom stlyvonal s, s., 8;; kiszd-

milandé a haromszog teriilete.
A hirom stlyvonal egymdst O pontban metszi, akkor ABC A\ =3 A0B A,
és igy az elobbi feladat szerint

t=1 Y (it sts) G+sm—s) G+n—s) 6t s—s)

Vizsgaljuk meg az eredményt!

Bizonyltsule be a kovetkezd tételelet :

265. Az egyenlboldalit haromszog belsejében vilasztott pontbél az
oldalakra bocsatott merélegesek Osszege a magassiggal egyenld.

266. A parallelogramma belsejében felvett pontot a négy szigponttal
osszekotve, oly négy haromszoget nyeriink, melyek koziil két atellenes tériile-
tének Osszege a mdsik kettéével egyenld.

267. Az oly négyszog teriilete, melyben az atlok egymasra merdlegesck,
az atlok fél szorzatival egyenlo.

268. Ha a trapéz egyik nem-pirhuzamos oldalanak felezd pontjahdl a
mdsiknak végpontjaihoz egyeneseket huzunk, az ezekt6l meghatirozott hirom-
szilg a trapéz felével egyenld.

VL. Fejezet. A beirt és koriilirt idomok.

Harom- és négyszog. 269. Az egyenldoldali haromszig oldala @ ; mekkora
beirt és koriilirt korének sugara ?

270. Mekkora az » sugari korben a beirt és a koriilirt @) egyenlgoldald
hiiromsziog oldala ; D) négyzet oldala ?




271. Az egyenldoldalit hdromszog terillete #; mekkora a beirt és a
koriilirt kér sugara ?

272. A kor koré irt egyenlészara trapéz két parhuzamos oldala 408 m
€s 6:02m ; mekkora a masik két oldal ?

273. A kor koré irt héromszog egvik oldalat az érintési pont 203 és
317 m-nyi szeletekre osztja; a masik oldal egyik szelete 8:05 m; mekkora a
harmadik oldal ?

274. Az » sugari korbe oly derékszogii négyszog van irva, melynck
egyik oldala @; mekkora a négyszog teriilete ?

275. Bizonyitsuk be, hogy a derékszigii hiromsziogbhe rajzolt kor atmé-
réje akkora, mint a befogék Osszegének és az atfogénak a kiilonbsége.

276. Hanyszor nagyobb a szabalyos érinlé-négyszog teriilete az ugyan-
azon korhoz tartozé szabdlyos hur-négyszog teriileténél ?

Sokszogek. 277. Bizonyitsuk be, hogy @) a kirbe irt egyenld oldali sok-
8208 ¢és b) a korbe irt egyenld szogli sokszig szabdlyos sokszig.

278. Bizonyitsuk be, hogy két szabdlyos n-szog keriilete gy ardnylik
egymashoz, mint a beirt, vagy koriilirt korok sugarai, teriileteik pedig tgy,
mint ugyane sugarak négyzetei.

279. A szabdlyos hatszog teriilete ¢, mekkora a beirt és a koriilirt kor
sugara ?

280. A szabdlyos nyoleszig teriilete 1200 m?; mennyi a beirt és koriilirt
kor sugara ?

281. Az egyenlboldalit haromszég oldala 51 m; mily nagy az egyenld
teriiletii szabalyos hat- és nyoleszig oldala ?

282. A korbe irt szabdlyos halszog teriilete kétszerese a beirt szabalyos
hiromszigének.

283. Ugyanaz harom-negyede a szabdlyos érintd-hatszog teriiletének.

284. A korbe irt szabélyos hatszog teriilete fele a koriilirt szabalyos
hdromszig teriiletének.

285. Mekkora a beirt szabalyos tizenkélszog teriilete, ha adva van a
sugar ?

286. Az 5m sugart korben a szabalyos n-szog oldala 3'4m; mily nagy
ugyanazon korben a szabdlyos 2n-szig oldala?

287. Mekkora a kor sugara, ha egyik iv hucja 12'64, a felényi ivé 9°49.cm ?

288. A kor sugara »; mekkora az ezen korbe irt szabdlyos 48-szig
oldala ?

289. A beirt szabalyos 2n-szog keriilete geometriai kozéparanyos a
beirt n-szog és a kortilirt 2 n-szog keriiletei kozott.

VIL. Fejezet. A kor keriilete és teriilete.

A kor keriilete és teriilete. 290. Mily nagy a kor keriilete, ha a sugara:
2m, &5m, 72m, 2:05m?

291. Mekkora a keriilete, ha az atmérd: 84, 143, 96, 086 m ?

2992, A kocsikerék atméréje 1'2m; ha a kerék egy perc alatt 180-szor
negfordult, mekkora ttat irt le a koesi és mily sebessézzel haladt ?
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293. Egy kor aAtmérdje két részre van osztva és mindegyik rész (6lott

mint almérd fololt kor szerkesztve; mekkora a korok Kkeriileteinek Osszege?

294. Egy kor atmérdje tobb egyenlé részre van oszlva és mindegyik
résszel mint 4tmérdvel kor szerkesztve ; mekkora a kordk keriileteinek Osszege ?

295. Valamely kocsi kereke 8§ km. tton 3118 fordulatot tesz; mily
nagy a kerék kiillgje ?

296. A kor keriilete 38 m- re] nagyobb, mint dlmérdje; mekkora mind-
egyik ?

297. Mily nagy a kor teriilete, ha sugara §2m?

298. Mily nagy a kor teriilete, ha atmérdje @ 52, 00018 m ?

299. Mily nagy a kor teriilete, ha keriilete K = 15705 m ?

300. Mennyi a kor sugara, ha teriilete 452304 dm®?

301. Adott kor teriiletét koncentrikus korrel osszuk fel két egyenld részre.

302. Végezziik az osztast 4 : 9 ardnydban.

303. A kor atméréjében valasszunk egy pontot, mely az atméréhol a
sugar otodrészét (vagy tizenharmad részét) levdgja; e pontban dllitsunk merd-
leges hurt. Mekkora ezen négy hurszelet folott, mint atmérd {016tt szerkesztett
korok teriileteinek az Gsszege ?

304. Mekkora e négy kor keriileteinek és teriileleinek az Gsszege, ha a

merdleges hir egy atméro ?

805. Kor szerkesztendd, amelynek @) keriilete, &) teriilete adott két
kor keriiletének illetdleg teriiletének, az osszege, vagy kiilonbsége.

306. Valamely négyzet teriilete 6400 m2, mennyi a beirt és korilirt
Loré ?

307. A szabdlyos hdromszog oldala: @; mekkora a heléje és koréje irt
kor teriilete ?

308. Szamitsuk ki azon egyenlfoldalin haromszig oldalit (), melynek
teriilete valamely » sugari korével egyenld.

309. Mily nagy azon kor sugara, melynek teriilete az 15 és 1°2 m.
sugara korok teriiletének osszegével egyenld ? ¢

310. Kornegyedbe van irva egy kor, mely a kornegyed két szarat és
ivét érinti; hatirozzuk meg ama kor teriiletét, melynek sugara a kornegyed és
a beirt kor sugarainak az Osszege.

311. Valamely derékszogli négyszog alapja az » sugaru korbe irt sza-
bilyos hdromszog egyik oldala, magassiga az ugyanazon kor koré irt szabdlyos
hatszog oldala ; mekkora azon kor keriilete, melynek teriilete egzyenld a négy-
szog teriiletével ? :

A koriv hossza. 312. Mily nagy az § m. sugaru kiorhen a 32%os kozép-
ponti szignek az ive ?

313. Mily nagy az iv, ha a sugar 4°5 m., a kozépponli szig 72°?

314. Mekkora are 1°, are 1!, arc 1"? (A sugdr az egységgel egyenld).

315. A 82 m. sugarii korben szadmilsuk ki a 45 m. hosszii ivhez
tartozé kozzépponli szioget.

#16. Mily nagy a sugarral egyenld ivhez tartozé kozépponti szog ?

817. Azon kor sugara keresendd, melyben a 7° 30" kozépponti szighez
tarlozé iv 0°6283 m.
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318. Mily nagy a 86°72 m?® teriiletii kérben a 72%o0s kozépponti szighez
tartoz6 iv hossza ?

319. Mily nagy a kor teriilete, ha a 150° 58" 20" kozépponti szog ive
150 m.?

A kor részeinek teriilete. 320. Az » sugara kor atmérgjét egy koncen-
trikus kor 2:3 ardnyban osztja; mekkora a korgyiri teriilete ?

321. Mily széles a 3 m. sugaru belsd kornél négyszer nagyobb teriiletir
korgyiirii ?

322. Mekkora oly korgytiriinek a szélessége, amelvnek teriilete kétszer
akkora, mint az 5 cm. sugara belsé kor teriilete ?

323. Mily arinyban vannak a korgyiiriit alkoté két kor sugarai, ha a
korgytirii teriilete kétszer akkora, mint a kisebb kor teriilete ?

32+ Mckkora a teriilete azon korgyliriinck, melynél a belsé kor sugara
5 m., a kiils6é pedig azon négyzet oldalaval egyenld, mely a belsé korv koriil
van irva?

325. A szabdlyos hatszog teriilete 1 dm® Szimitsuk ki az oldalat és
szamitsuk ki, mekkora teriiletli a beirt és a koriilirt korok &ltal hatarolt
korgytiri ?

326. Mekkora a teriilete azon korgytiriinek, melynél a belsoé kor sugara 7,
a kiilsdé pedig azon szabalyos négyszog oldalival egyenld, mely a belsé kor
koril van irva? » =5 m.

327. Mily nagy a 6 m. sugarit korben az 5°6 m. hosszi ivhez tarlozé
scclor teriilete ?

328. Mily nagy a sector teriilete, ha a sugdr 3°6 m., a kozépponti
sz0g 56° 38'? E

329. Mckkora, ha » =06 m., « = 36° 8" 16" ?

330. Mekkora a kor sugara, ha egy sector teriilete 1200 m2, a kozép-
ponti szige 36" 12'?

331. Mekkora a korgyiirii sectoranak a teriilete, ha a sugarak 0°5 és 0'4
és az fvekhez tartozé kozépponli szog 48°2

332, Mekkora a szabdlyos otszog egyik oldala altal meghatarozott kor-
sector teriilete az egység-sugari korben ?

333. Mekkora 12°42 m? teriiletii korben oly korsector ive, amelynek a
teriilete, akkora, amekkora ama szabédlyos haromszog teriilete, amelynek oldala
a kor sugaraval egyenld ?

334. Hirom egyenld sugara kor kolesondsen érinti egymadst ; mennyi a
kiztitk levo rész keriilete és teriilete ? (A sugar » =56 m.)

335. Valamely hdromszdg hdrom oldala: e¢=13, =14, ¢=15.
A hiromszog koré kor van irva; mekkora a hdrom segmentum 0Osszege ?
Mekkora a hdromszioghe beirt kor sugara?

336. Mekkora \a szabdlyos négy- és hatszog egy-egy oldaldhoz tartozé
korsegmentum teriilele, ha a kor sugara az egység?

337. Adott 0°572 m. sugara korben mekkora a 60° kiozépponti szoghez
tartozo korsegmentum teriilete ?

338. Mennyi a korbeirt 5 m. oldali szabilyos hdromszig egy oldala
altal meghatarozolt korsegmentum teriilete ?
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339. Mekkora azon korsegmentumnak a teriilete, amelyet egy korbeirt
szabdlyos négyszog egy oldala és a hozzatartozé iv hatirol, ha a négyszog
teriilete 15°708 m? ?

340. Valamely tavolsig («) mint hir {6lott két koriv van szerkesztve ;
a korivekhez tartoz6 kozépponti szogek 907 és 60° Mekkora a két koriv 4ltal
hatarolt holdacska teriilete ?

341, Mekkora két egymést metszé kor kozos részének a teriilete, ha az
egyik kor sugara » és a kozos hurhoz tartozé kozépponti szog 60° a maésik

7" conce
kornek a sugara TR LA
2




A TERMERTAN BEVEZETO TETELEL

Nyolcadik fejezet.
A téridomokrol altalaban.

59. §. Az egyenes vonalak kolcsonds helyzete a térben.

A végtelen tér barmely pontjan keresztiil szamtalan egyenes
vonalat huzhatunk; Z%¢t meghatarozott ponton keresztiil azonban
csak egyet. Mas szoval: az egyenes vonal helyzetét két pont hatd-
rozza meg. (Sarktétel.)

Két egyenes- vonalnak haromféle kolesonos helyzete lehet a
térben. T. i.: :

1. a két egyenes vonal parhuzamos, ha mind a kettd ugyan-
azon sikban van, azonban egymadassal barmeddig meghosszabbitva
sem talalkozik ;

2. a két egyenes metszi egymast, ha elegendéképen meg-
nyujtva egy kozos pontban talalkozik ;

3. a két egyenes vonal keresztezd, vagy kitérd, azaz egymas
mellett halad el, ha sem nem ndarhuzamos, sem mem metszi egymdst;
ez esetben az egyenesek kiilonbozé sikokban vannak.

60. §. A sik helyzetének meghatdrozasardl.

A siklap jellemzé tulajdonsdga az, hogy rajta barmely irdny-
ban egyenes vonal huzhato; azaz ha a siklap barmely két pontjat
egyenes vonallal 0Osszekapcsoljuk, ennek 0Osszes pontjai a sikba
esnek. Konnyit atlatni, hogy a siklap helyzetének meghatirozasira
két, pont nem elegendd; mert ha e két pontot egyenes vonallal
Osszekapesoljuk, ez utobbi koriil a siklapot még forgatni lehet;
minélfogva nem egy, hanem simtalan siklap gondolhato, mely az
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emlilett két pontot magdban foglalja. De ha a siklap e két pontjin
kiviil még egy harmadil is adva van, akkor a siklap helyzete toké-
lotesen meg van hatdrozva. A sik helyzetét tehat hdrom pont hatd-
rozza meg, azonban csak akkor, ha ezek nem esnek ugyanazon
egyenes vonalba.
Ket egymdst melszé cgyenes vonal mindig ugyanazon sikban
felszil: ¢és tikéletesen meghatdrozza a stk helyzetet.
Legyen A pont AB és AC két egyenes
metsz0 pontja (165. dbra). Minthogy e vona-
P: lakat 4, B és C pontok teljesen meghataroz-
zdk és harom ponton kereszliil esak egy sik-
lap fektethetd, tchat a fontebbi tétel igaz.
: Ebbol kitiinik : 1. hogy az egyenes vonalu
haromszognek mind a harom oldala ugyan-
azon sikba esik; 2. két piarhuzamos egyenes
/ mindig ugyanazon siklapon fekszik.
E tételnek megfelelGleg a siklap megjeldlésére hiarom betiit haszndlunk.
Olt azonban, hol kétséz nem tdmadhat, kevesebbel is beérhetjiik.

165. 4bra.

61. §. Az egyenes és a sik kolcsonos helyzete.

.Amely egyencs vonalnak két pontja valamely sikban van,
az egész hosszdban ezen sikban fekszik. (Sarkigazsag.)

A sikon kiviil fekvé egyenes vonalnak a sikhoz képest kétféle
helyzete lehet.

1. Minden olyan egyenest, mely kelléen meghosszabbitva a sikkal
talalkozik, chhez képest hajloltnak mondunk; a talilkozis pontjat

az egyenes vonal talppontjanak, vagy dtdifés: ponijinak nevezzik.

2. Ellenben, ha az egyenes vonal — barmennyire meghosszab-
bitva — sem taldlkozik a végtelen sikkal, akkor azt mondjuk, hogy

az egyenes a sikkal és viszont, a siklap az egyenessel pdrhuzamos.

62. §. Két sik kolesonos helyzete.

Két sik kolesonos helyzete kétféle lehet. T. i. a sikok vagy
talilkoznak, vagy nem taldlkoznak egymdssal. Az elso esetben a
sikokat dsszehajléknak, az utobbiban pdrhuzamosaknak mondjuk.
Kot parhuzamos sik a véglelen tért hérom részre, két osszehajlé
sik ellenben négy részre osztja. Az 0sszehajlo sikok metszd vonaldt
elnck nevezziik.
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Két osszehajlo sik kozos éle csak eqyenes vonal lehet,

Mert, ha gorbe vonal is lehetne, ezen kijelolhetnénk hdrom
olyan pontot, melyek nem esnek ugyanazon egyenes.vonalba: azonban
ekkor a két siklapnak hérom kozos pontja lenne, tehit a 60. §-nal
fogva tokéletesen egybeesnék; ez azonban a foltélellel ellenkezik,
mert eredetileg két Zulonbizd sikrol volt szo.

63. §. A siklapra merélegesen 4116 egyenes vonalakrol.

1. Ha valamely egyenes vonal a talpponljan dlmend és a sik-
ban fekvi ket egyenesre merileges, aklor a talppontjan dthalads
valamennyt egyenesre €s magdra a sikra is merdleges.

166. abra. { Legyen 3O (166. dbra) az RS sikban
Mp. hiazott A0 és DO egyenesekre merdleges;
A akkor MO | OC-re is; mert, ha M0 meg-
hosszabbitdsa utin MO = NO, akkor AB,
MA, MDB, NA és NB egyeneseket huzvin:
AOM NLAON/\ és BOM /<L BON A,
mibol: MA= NA; MB= NB és MAB )\ 2
NAB /\, tehit MAB ¥ = NAB . Ha még
az MC és NU egyeneseket is meghizzuk,
akkor: MAC A\ <L NAG/ és MC= NC,
azaz MNC /\ egyenloszara s igy: MO 1 0€.
Azonban hasonlo eljards utjdn beigazolhato az is, hogy MO a talp-
pontjan dtvonuld valamennyi egyenesre, igy tehdt magéara a sikra is
meréleges. (Cauchy bizonyitisa.)

2. Lgy adoti pontbol valamely sikra csak egy merdleges vona-
lat huzhatunk. E tétel bebizonyitisindl figyelembe kell venniink,
hogy az adott 4 pont vagy magiban a sikban, vagy ezen kiviil lehet.

a) A pont a sikban van. Tegyiik fel, hogy AB 1 MN sikra
167. 4bra) és ezenkivill AC is merélegesen dll ugyanarra a sikra. E két
egyenes vonalon keresztiil vezessiik BAC sikot; ez az adott MN sikot

167. abra. AD egyenesben metszi. A foltétel kovetkez-
Bl /C tében ugy 4 B-nek, mint 4C-nek merélegesen

kell allania AD-n; ez azonban lehetetlen,
mert ugyanazon siklapon ennek egyik pontjdn

r__![_—__N keresztiil csak egy merdlegest huzhatunk
XCEER ~D§ valamely adott egyencsre. Ha tehat AB |
M MAN sikra, akkor AC nem lehet az.

Abel-Lévay-Polikeit : Mértan. I. rész. 9




A - 168. dbra, b) A masodik esetet illetdleg tegyiik
A {6, hogy AB-n kivil még AC is merd-

leges MN sikra (168. dbra); ekkor ABC
haromszog a foltétel szerint két derék-
szoget foglalna magiban, dmde ez lehe-

Bl—¢ ; tetlenség. Ennélfogva A ponthol MN sikra
M AB az egyediili mer¢leges vonal.

8. Ha valamely egyenes vonal egyik pontjdn hdrom, vagy tibb
merdlegest hiizunk, ezel mind ugyanazon sikban vannak.

169. dbra. Legyen AB az adott egyenes vonal
A (169. abra), melyre BC, BD, BE stb. vona-

lak merdlegesen allanak. Ha BC és BD egye-
neseken keresztiil MN sikot vezetjiik, akkor
AB egyenes vonal az 1. p-ndl fogva 1 ezen
sikra. Azonban ugyanezen sik BE stb. egye-
nest is magaban foglalja, mert ha BE vonal
a sikon kivill lenne, akkor AD- és BE-m
keresztiil oly sikot vezethetnének, mely MN sikot BF' egyenesbhen
metszené. Minthogy ADB 1 MN sikra, tehat ABF szognek 90°nak
kell lennie; kovetkezoleg:
ABF & = ABE ¥ = 90°.

imde ez képtelenség. Tehdt DI egyenes nem fekhetik a sikon
kiviil. Ugyanez 4ll a tobbi merdlegesrdl is.

Ebbol onként folyik, hogy : ha valamely deréksziget egyik szdra
Liril forgatunk, a mdsik sedra siklapot ir le; ez utobbi tehat
mindazon egyenes vonalaknak a mértani helye, amelyek valamely
adolt egyenesre ugyanazonegy pontban merdlegesen allanak.

4. Az ugyanazon siklapra merdlegesen dlls egyenes vonalak

pdrhuzamosal egymdssal.
170. ébra. Legyen AB vonal 1 MAN sikra (170.
abra) és CD | MAN-re; akkor AB || CD-vel.
Ugyanis, ha a két meréleges talppont-
jat MN sikon AC egyenes vonallal Gssze-
kapesoljuk, BAC X + DCA ¥ = 180°. Most
azonban még be kell bizonyitanunk, hogy
a nevezett egyenesek ugyanazon sikban
vannak. E célbol CD talppontjéan keresztiil
MAN siklapon AC-re FCG merdleges
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vonjuk ; tovabha CF részt egyenlonek vesszik CG-vel, és C, F, G pon-
tokat 4 B-nek valamelyik pontjaval (pl. /-val) ésszekapesoljuk ; végiil
még az AF és AG egyeneseket huzzuk. Az ekkép szdrmazott idomban :

1. ACF N\ L ACG )\, tehit AF = AG;

A HAH/N L GATH /NS HEHE— (s

8. HCH /N & GCH.)/N, HOIM<t = HOGS: — 909%

Minthogy ezenkiviil a foltételnél fogva DCOF = 90° és a
szerkesztés kovetkeztében ACE g = 90° tehat a 3. pont értelmé-
ben CA, CD és CH egyenesek ugyanazon sikban vannak, kovet-
kezéleg AB és CD vonalak is ugyanazon sikban vannak és igy a
fontebbieknél fogva AB || CD.

b. Viszont, ha két varhuzamos kozil az egyil merdlegesen dll
valamely stkra, a mdsik is merilegesen dll wyyanazon sikra.

6. Ha két egyenes vonal (AB ¢és CD) valamely harmadikkal
(LF-fel) pdrhuzamos, egymds kizt is pdrhwzamos.

Mert, ha EF harmadik egvenes vonalra merdleges sikot allitunk,
ez a megeléz0 tantételnél fogva AB és CD vonalakkal is derék-
szoget alkot, kovelkezoleg a 4. pontnal fogva AB || CD-vel.

7. Ha A pontbdl (171. dbra) MN sikra egy merileges és tobb
ferde egyenest hitzunk, ezek koziil :

a) AD merdileges a legrovidebb.

171. ébra. b) Ama ferde egyenesek, me-
lyelknek datdifési pontjuic a merd-
leqes talppontjaldl eqyenld tavol van,
egyenlok. Igy pl:
ha; "CB — DB — EB, akkor:

N AC = AD = AE (miért?).
¢) Lllenben, amely ferde vo-
nalnak az aldifést pontja a merd-
legeshez kiozelebb van, az rovidebb.
Igy ha: BD < BF-nél AD is
< AF-nél. Ep ugy viszont. (Miért ?)

64. §. Az egyenes vetiilete a sikon. Az egyenes hajlds-
szoge.

Az A ponthol (172. abra) MN sikra bocsatott merdleges egyenes

O talppontjat 4 pont MN sikon valo vetiiletének (projekcio) nevezziik.

Eszerint AB vonal MN sikon val6 vetiiletén azon OF egyenest
9.
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értjiik, mely az adott vonal Osszes pontjainak vetiileteit magaban
foglalja. Az adott sikot, melyre valamely pontot, vagy vonalat

172. 4bra. vetitiink, vetileti siknak, vagy alap-siknak, a

A\C/B: merélegescket pedig velild sugaraknalk nevez-

i ; ziik.

He : A fontebbi értelmezés szerint: a) a vetii-

} i ‘ leti sikban fekvd pont sajit magdnak vetiilete;

'\ b) az alapsikra mer¢legesen 4llo egyenesnek
F pont a vetillete; mégpedig a merdleges vonal

talppontja.
Az egyenes vonal veliilele barmely sikon egyenes vonal.

Legyen AB az adolt egyenes (173. ébra),
G B MON a vetiileti sik. Ha AB egyik pl. 4 pont-
A__—  jabol MN sikra AO vetitd sugarat huzzuk és
¢ merdleges vonalon és AB-n keresztil BAO
sikot vezetjiik, ez a vetiileti sikot OF egyenes-
ben melszi, és OP egyszersmind a keresett
vetiilet. Mert, ha 4B egyenes tobbi pontjaibol
N ~ pl. B és C pontokbol MN sikra a merdleges
vetitd sugarakat meghutzzuk, ezek mind parhuzamosak AO-val,
kovetkezoleg BAQO sikban vannak: tehat a vetiileti sikot csak az
OP egyenesben metszhetik.

Ezért valamely egyenes vonal vetiiletét ugy hatirozzuk meg,
hogy %ét pontjinak a sikon valo vetiiletét egyenes vonallal Gssze-
kotjiik; az Osszekoto egyenes lesz az adott egyenes vonal vetiilete.

9. Valamely egyenes vonal a vetiiletével Lisebb sziget fog be,
mint a veliilelt sil bdarmely mds egyenes vonaldval.

Jeloljiik az JLN sikhoz ferde irdnyq AD egyenes talppontjit
DB-vel (174. 4bra) és vonjuk A pontbol AC-t a  sikra merdlegesen,

174, abta. azaz: AC | MN. A fontebbiek szerint BC
egyenes AB-nek vetiillete MV sikon. Ha ez

173. 4bra.

O}

ﬁ\ utobbi sikban B ponton keresztiil egy mdsik,

/i pl. BD egycnest huzunk, tugy ABC szdg

M / kisebb ADBD-nél. Mert legyen BD egyenld
B _ ,__,c BC-vel, és kapcsoljuk 6ssze D pontot A-val,

/ Dl ; akkor ABC és ABD haromszigekben AD
N oldal kozos és DC = BD, imde AC°<< AD

(4sd 5. § 7. p.) tehit ABC X < ABD ¥-nél.
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ABO’ szoget AD egyenes vonal ¢s MAN sik hajlds-szogének
novezztk

3. A vetiileli sikban azon egyenes, amely adolt fm de vonal veliile-
1ével derclszoget alkot, magdval a ferde vonal-
lal 15 dercksziget alkol.

Legyen ADB (175. dbra) ferde vonal-

175. 4dbra.

b vetillete AN sikon AC. Legyen tovdbba
" : AD | AC-re; akkor BAD X = R.
S TACT A Mert, hosszabbitsuk meg -AD cgyenest
/ }/ DA irdnyban és legyen AL = AD-vel, végiil
/ \\S_L{,. kapesoljuk ossze D ¢s L pontot B és C-vel,
; TR akkor :
1) CAD A« CAL /\, kbvetkezbleg OD = = CL,

) BCD N\ w2 BCE N, « BD = BE,
3) BAD /\ v BAE /\, tehat BAD ¥ = DAE <31 ==10()0;
) Viszont, a sikban fekvé azon egyenes vonal, mely a ferde
vonallal ennels talppontjdn derdksziget alkot, a ferde vonal vetii-
letevel is derdksziget alkot. (L. a 17D. 4brit.)

Itt is a fentebbi 3 egyenlet ¢rvényes, azonban megforditott
rendben. ;

(
(2
(3
(4

65. §. Parhuzamos egyenes vonalak és siklapok.

1. Oly szigek, melyelnel szdrailk pdrhuzamosak, és egy felé 1rd-
ayulnak, egyenldk.

: 176. dbra. A Legyen BA || D, és BC || EF (176. abra) ;
T T i ezenkiviil feltessziik, hogy a piarhuzamos szdrak
\ il egy felé iranyulnak, mas szoval, vagy mind a

g ('\ két szog hegyes, vagy mind a kettd tompa.
Legyen BA = ED, ¢s BC = EF'; tovabba
hiizzuk meg BE, CF, AD, AC ¢s DF egye-
F\ neseket. Az ekkép alakitott ABED ¢s CBEF
idomok parallelogrammék, mert mindegyikben ket atellenes oldal
pirhuzamos és cgyenld. Ennck folytin ADI'C is parallelogramma
(miért ?) ; tehat AC= DF'; ¢s:
ABC.__\ v DEF' N\, tehit ABC X = DEF .
. Ha valamely AB egyenes vonal az MN siklapon fekvd ba;-
mely pl. CO egyenessel pdarhwzamos, akkor magdval a sikkal is pdr-
huzamos (177. dbra.)

! /




177. dbra. 8 Minthogy AB || CD-vel, mind
A'”‘—““—“— a ketto a kozos ABCD sikba tar-
I : ! N tozik. Ha AB vonal MN sikkal
l/__-_--___.___.....y taldlkoznék, taldlkozasuk pontja a
0“_1?/ két sik koz0s 4atmetszé vonalaba

M azaz CD-be esnék; 4mde ez a
foltétellel ellenkezik, mert 4B || CD-vel. Az ellenmondis csak ugy
sziinik meg, ha AD vonal MN sikkal parhuzamos.

3. Viszont ha ADB egyenes MN sikkal pdrhuzamos és AB
vonalon keresztiil oly sikot vezetiink, mely az adott silot metszi, @
CD metszi vonal AB egyenessel pdarhuzamos.

(L. a 177. &brat.) Ezt indirekt modon kell bebizonyitani.

4. Ha valamely ADB eqyenes vonal MN és OB ket stklapre
merdlegesen dll, ¢ ket stk pdrhuzamos. (178. 4bra.)

178. 4bra. Mert, ha MN sik nem

----- .\-__‘___JY]_/:——‘—_"‘7 lenne || OP-vel, a kizis ¢l egyik
C= S AT S ntAbol Dl OB AB tarss
\\\\ A leges vonal talppontjahoz két

07 e egyenes vonalat (AC-t és BC-t)

Sen / huzhatnank és ennek folytan

L /P oly egyenes vonali héromszog

timadna, mely két derékszoget foglalna magaban; ily hiromszog
azonban nem alakithaté: tehat MN sik | OP-vel.

5. Ha ket parhuzamos sikot egy harmadikkal dtmetsziink, e
metszds vonalai pdrhuzamosak, Igy ha MN-et és OL-t (179. 4bra)
ABC metszi, ugy AB || CD.

179. 4bra. Mert, ha a metszd sikban fekveé A
és CD metsz6 vonalak nem lennének par-
M B huzamosak, okvetetleniil talilkozninak egy-

L / / massal; dmde ez esetben az adott JIN és
N OP sikok is Osszeérnének, ez azonban a
foltételnél fogva lehetetlen, tehat a metszo

\ \[) vonalak sziikségkép péarhuzamosak.

\ 6. Ha valamely egyenes vonal Fit
\ pdrhuzamos stk kizil az ejyikkel pdr-
C

huzamos, a mdsikkal is pdrhuzamos.

By

7. Adott sikhe. wvalamely Fiviile fekvs ponton lkeresztiil esalks
egy pdrhuzamos sikot fektethetiink,




180. abra. Legyen MN az adott sik *(180. dbra), 4
a kiilsd pont és AP sik | MN-nel. A-bol az adott
sikra AB merélegest hizzuk. Most, ha AP
sikon kiviil még egy pdrhuzamos sik pl. A0 létez-
nék, AB egyenesen keresztill oly sikot fektet-
hetnénk, mely MN, AP és AQ sikokat BC, AD
| 6s AF egyenes vonalakban metszenc. Ekkor azon-

M z
ban 4D parhuzamos lenne BC-vel és AFis || lenne
C- B 4 BC-vel, ami képtelenség. ks szerint AQ) sik nem lehet

|| MN sikkal, tehdt a bebizonyitando tétel igaz.
8. Ha valamely egyenes vonal ket pdrhuzamos stk kozil az
eqyiket atdifi, alkor kellden meghosszabbitva « mdsikat 1s taldlna fogja

(e

E
—
S
D

181, dbra. Legyen I sik || £ sikkal (181. dbra
T i Ha AB az elébbit C-pontban atddfi, akkor
4 \‘\(;i:t;—(if kellden meghosszabbitva az utobbit is ta-

Ml i/~ & l4lja; mert, ha ez nem kovetkeznck be, AB

— ———3\ parhuzamos lenne £ sikkal. Amde ha most

/]) ¥ AB vonalon és ¥ sik valamelyik pontjin

P pl. D-n keresztiil FDOG sikot vezetnok,

DF-nek a 3. pontndl fogva parhuzamosnak kellene lennie AB-vel
masrészt pedig ugyanaz a D' az o. pontnal fogva egyszersmind ||
lenne CG-vel. L szerint CDFG siklap C pontjan keresztill DF-hez két
parhuzamost lehetne hizni, ez pedig lehetetlen. Tehit AB nem
lehet || P sikkal és igy kelloen meghosszabbitva atdofi azt.

9. Amely egyenes két parhuzamos stk koziil az eqyikre merd-
leges, a mdsikra 1s merdleges. (Miért ?)

A 182. dbra. 10. Ha két parhuzamos silkol ugyan-
azon ferde vonallal datmeisziink, ez mind

\ a két silkal egyenls hajldsy szoget alkot.,
Legyen MN sik || OP-vel (182.4bra)

0

/ E|~—-—¥ / AD ferde vonal valamelyik pontjibol pl
: \ P A-bol MN sikra AD merdlegest bocsatva,
ez az elobbi tantételnél fogva OP sikra
M \ is merdleges. Kossiitk Ossze B pontot
a1 =AY ; D-vel és C-t B-vel. Minthogy BD || CE-

M vel, ABD ¥ = ACE .
11. Ta két stk egy harmadikkal pdrhuzamos, eqymdssal 18

pdrhuzamos.
Bzt a harmadik sikra meréle gesen allitott vonal segitségével bizonyitjuk be.




136

66. §. A lapszogekr8l. K&t sik hajlasi szoge.

Két egymdist metsz§ sik lapsziget alkot. Ezt is forgéshol szar-
mazotinak tekinthetjiik, és igy kimondhatjuk, hogy a lapsziy a sik-
lapnal: egqy egyenes kivill vals forgdsabdl ered. Ha t. i. a sikot a
Lenne fekvd cgyenes vonalak valamelyike koriil koriilforgatjuk, a
fordulé siklap mindegyik helyzete az eredeti helyzettel egy-egy lap-
sz0get zar be. A lapszog tehat a si& fordulisinak nagyvsagat méri.
A lapszoget alkoto sikokat szdrlapoknak hivjuk.

A lapszigel négy beliivel szokds jeldlni, ekkép: A(BC)D (183-ik &bra).
A két kozépsod betit a sikok BC metszo vonaldt, azaz a lapszog €lét, a két szélso
betli a két siklapot jeloli.

Amely lapszigek sikjai egymdisba illeszthetdk, azok egyenlik.

A lapszioget azon egyenes vonali szoggel mérjiik, melyet a
kozos €1 valamely pontjin a két sikban meghtizott merdlegesek
befognak; ezl a sziget a két sik hajlds-szogének nevezziik.

183. dbra. Igy ha ABC sikban (183. abra) OM egye-
-mes vonal L BC-re és DBC sikban ON 1 BC-re;
akkor MON sz6gz a nevezett sikok hajlasi szoge 6s
egyszersmind A(BC)E lapszig mértéke.
Ha valamely lapszog egyik sikjat a kozos élen
tal megnyujtjuk, két melléllapszog keletkezik. Ha
a lapszdg a melléklapszigével egyenld, azt derck-
lapszignek nevezziik, A deréklapszoget alkotd sikok merdlegesen
dllanak egymasra. A fogalmak és elnevezésck hasonlosigabol magya-
razat nélkiil is megérthetd, mi a hegyes, mi a tompa lapszog mik a
estieslapszogek ? Tovabba konnyii kimutatni : hogy a deréklapszigek
mind egyenlsk, szintigy a megfeleli csiicilapszigel 1s eqyenlik,
tovabba, hogy két melléklapszig egyiittesen két dercklapsziggel, az
ugyanazon € kiril fekvs lapszigel: osszege pedig négy deréklap-
szoggel egyenls.

E tételek bebizonyitdsai az egyenes vonall: szGgekre vonatkozé bizonyi-
tasokkal tokéletesen megegyezik.

A hajlasi szog tulajdonsigai a kovetkezok :

1. A hajldsi sz az él barmely pontjéa egyenls.

2. Az d a lajlsi sziy sikjdra merdlegesen dll.

3. Egyenlilapszigelnel: eqyenld hajlds-szigel: felelnek mey, mert
két egyenld tapszoget okveletleniil egymdsba illeszthetiink akkép, hogy
nemcsak sikjaik ¢s élitk, hanem a megleleld hajlisi szégek szig-
ponljai is egybeesnek: ekkor azonban az utobbiak szdrai is ssze-
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esnek, mert ugyanazon sikon az egyenes vonalra bizonyos pontjiban
“csak egy meréleges vonalat lehet huzni.

4. Ebbol onként folyik, hogy a deréklapszigeknel megfelelé haj-
lasi szogek derékszigek.

5. Két lapsziy ardnya mindig egyenld a megfeleld hajldasi szigelk
ardnydval. Ugyanis, a két lapszog vagy osszemérhetd, vagy nem. Elso
esetben téleliink a 3. pontnak egyszerii folyomanya. Mésodik esetben
e tétel helyességét kozvelve, az elsd eset alapjin bizonyitjuk be.

A hajlasi szogek eme tulajdonsigaibol nyilvanvalo, hogy: ha
valamely lapszoget a derék lapszig 90-dik részével, vagyis a lapszog-
fokkal megmériink, ez utobbi egység annyiszor taldltatik az adott
lapszogben, ahdnyszor a Kkozonséges szogfok a megfelelo hajlasi
szogben. Fzért a hajldsy szig mdllan szolydal a lapszog mértékeiil.

67. §. A merdleges sikokrol.

1. A sikra merilegesen dllo egyenes vonalon dthalads mdsodik

i1tk az clibbi sikra merdlegesen dll.
184. dbra. Legyen AB egyenes | MBN sikra, (184.
A abra). Tegyiik fel, hogy az ADB-n almend sik
/ az adott MN sikot OD egyenesben metszi.
Huzzuk meg B talpponton keresztiill 2N sik-
M D ban a BD-re meroleges DI egyenest. Az

i }</ ekkép szarmazo ADE szog a két sik hajlasi
C EfN sz0gét dbrazolja ; minthogy pedig ABE 3. =90°,

tehat ABC sik | MN sikra.

2. Viszont, ha két merileges stk egyikében a kozis élre merd-

leges eqyenest hiizunk, ez a mdsik sikra is merileges. Mert legyen

et on ACD sik | MN sikra és AB egyenes |
CD-re. Vonjuk BE-t MN sikban merdlege-
sen CD vonalra. Az ekkép szdrmazo ABE X
= 90°, mert a két sik hajlasi szoge a foltétel-
nél fogva derékszog. Eszerint AB | BE;
amde azonkiviil AB | CD ;tehat AB | MN
sikra.

3. E tételhol onként kovetkezik, hogy :
ha ket merdileges stk kozos élének eqyil pont-
gaban az eqyilk sikra merdlegest d@litunk, ez
a merdleges teljesen a mdsik sikban fekszik.
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4. Ha két stk merdlegesen dll ugyanazon harmadikra, az elgbbi
keltonek de is merdlegesen dll a harmadif sikra.

Ugyanis tegyiik f0], hogy ABC és ADE sik 1 AN sikra (185.
4bra.) Most, ha az elobbi két sik AF metszd vonaldnak F' talppontjin
MN sikra merdlegest huzunk, ennck a 3. p.-ndl fogva ugy ABC,
mind ADE sikba kell esnie; e merdleges vonal tehdt nem Iehet mads,
mint az utébbi sikok kozos éle: AL

68. §. A legegyszeriibb térmértani szerkesztések.

A térmértani szerkesztések annyiban lényegesen kiilonboznek
a sikmértaniaktél, amennyiben azok végrehajtisira semmiféle esz-
koziink sem lévén, csak gondolatban fejtheték meg; ellenben a sik-
mértani szerkesztések vonalzo és korzo segitségével valoséggal végre-
hajthatok. Amazoknak csupan elméleti becsiik van, ezek ellenben
gyakorlatilag is alkalmaztatnak.

A térbeli szerkesztések kovetkezé harom egyszeri alap-
foladatra vezethetok vissza:

a) Hdrom ponton keresztiilhalads sik szerkesztése.

b) Valamely sik- és cgyenes vonal dldifési pontjanak fil-
keresése.

c¢) Két sik melszdvonalanak meghatdrozasa.

Ezen kovetelményeken kiviil a sikmértani szerkesztések isme-
rete is elengedhetetleniil sziikséges.

1, Adott A ontbdl MN adott sikra merileges vonal szerkesz-

tendd.

186. 4bra. : : Hazzuk meg az adott sikban a tetszés
szerinti BC egyenest (186. abra) és ez utdbbin
meg A ponton keresztill fektessik ABC sikot;
most ebben 4 ponthél BC-re AD merdlegest
hitzvin, emeljiilk D pontban az MN sikban
DE |, BC egyenest, végre ADE szig sikjiban
AF |, DE-et; akkor AF egyenes | MN sikra.

Ennek bebizonyitisa ¢éljab6l huazzuk
meg I' ponth6l MN sikban FG-t|| BC-vel.
Minthogy BC tigy 4D, mint ED-vel derékszoget alkot, azért BC ] ADF szig
sikjira is; kovetkezoleg a BC-vel parhuzamos I'G szintén '] ADI" sikra, tehat
FG | AF're is. Eszerint .AF 1 FG-re és ezenkivill AF ] TD-re, tehat:
AF ) MN sikra.

2. A sil valamely adott A pontjaban szevkessziink a sikra
merdleges eqyerest.
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187. Abra, Hézzuk meg a sikon kiviil fekvd, egyébként
felszés szerinti B pontbol (187. abra) BC merblegest
tovibbd kossiik ossze 4-t C-vel, és vezessik BCA
szdg szarain keresztil BCA sikot, melyben AD
legyen parhuzamos BC-vel. Ezen 4D 1 az adott
sikra.

3. Szerkessziink a stkon kil adott A
ponton keresztiil az adott sikhoz pdrhuwzamos
egyenest, (177. ébra.)

Vezessiink a kijelolt 4 ponton keresztiil egyr sikot, mely az adott MY

sfkot dtmetszi, és hizzuk meg 4 pontbél az 1uj sikban a metszé vonalnak
megfelelé pirhuzamost; ez az adott sikkal is pArhuzamos,

Minthogy az uj sikot fetszés szerint vezettiik A ponton kereszliil, azért
szdmtalan parhuzamos vonhatd - azaz, a foladat hatirozatlan.

4. Valamely adott vontbil két adolt sikhoz pdrhuzamos egyenes
szerkesztendd. : ‘

Ha a két sik egymést metszi, akkor az datmetszés: egyeneshez vont
parhuzamos mind a két sikkal parhuzamos. Ellenben, ha a két adott sik pér-
huzamos, akkor a féladat az elébbivel azonos.

5. Adott A ponton keresztil valumely adott MN sikhoz pdr-
huzamos sik szerkesztendo. (E szerkesztést azon az alapon végezhet-
Jiik, hogy a parhuzamos szdrakkal biré szogek parhuzamos sikokban
fekszenek.)

6. Szerkessziink valamely egyenes vonal meghatdrozott A pont-
jan keresztiil ugyane vonalra meréleges sikot.

Vezesstink az adott egyenes vonalon keresztiil két sikot; hizzuk meg
mindegyikben az adott 4 ponton keresztiil a mondott egyenesre az illetd
merdleges vonalakat; az utébbiak altal meghatirozott siklap az adolt egyenes
vonalra merdlegesen all. (Lisd 63. §. 1. p.)

7. Szerkessziink valamely meghaldrozott A pontbsl adott BC
egyenesre merdleges sikot. (186. &bra.)

Az adott 4 ponton és BC egyenesen keresztiil sikot vezetve, hizzuk
ebben AD-t merdlegesen BC-re, ezutin fektessiink BCon kereszlil még egy
masik sikot és htzzuk ebben ismét DE-et merdlegesen BCre; az ADL-n
atmend sik | BC-re,

8. Valamely adolt AB egyenes vonalon kereszliil vezessiink oly
stkot, mely egy mdsik MDD sikra merdleges.

Ha az adott 4B vonal valamely pontjib6l 3N sikra merglegest htzunk
és ezen, meg AB-n kereszliil sikot vezetilnk, az utéhbi merdlegesen all
MN sikra. :

9. Bizonyos ponton keresztiil vezessiimk oly stkot, amely adott
egyenessel pdrhuzamos, és adoll sikra merdleges.
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El6bh a kijelolt ponton keresztil meghtzzuk a pirhuzamost az adott
cgyenecshez, azutin a merclegest az adolt sikra; 2z eme két vonal meghats-
rozta sik a feladat mindkét kivinalméinak megfelel.

10. Hatdrozzuk mey két kiilonbozs sikban fekvs egyenes tdvol-
sdqdt.

11. Hatdrozzuk meg azon sik fekvését, amely négy nem ugyan-
azon sikban lévd adott A, B, C és D ponttil egyenld tdvol van.

12. Valamely A ponton keresztiil fektessiink oly siket, mely két
nem ugyanazon stkba tarlozé BC és DE adott vonalhoz pdrhuzamos.

18. Keressiik valamely adott fekvési siléi azon ponljat, mely
a sthon kiviil fekvs hdarom Lijeldlt ponttdl egyenls tdvolsigra esik.

Kilencedik fejezet,
A testszO0gekrdol.
69. §. A testszog fogalma. Cstlics- és sarktestszigek.

IJa egymést paronként metsz0 hérom, vagy tobb sik élei ugyan-
azon pontban Osszetalilkoznak, ugy e sikok a térnek ecgy oldalon
nyitott részét fogjdk koriil, amelyet testszignek neveziink. A szoba
padozata és két fala ott, ahol Osszeérnek, testszoget alkotnak. Minden
testszognek megvan a parja, melyet az clébbihez képest Liilsd
testszognek neveziink. £z épen igy van az egyenes vonali szogek-
nél is, melyek szintén csak parosan gondolhatdk. IMarom wvéglelen
laterjedésit, nem parhuzamos sik, ha cgy kozos pontban Osszeér, a
végtelen tért nyole testszigletre osztja.

A kozos pontot - a testszdg csdcsinak, a taldlkozo sikokat
oldallapoknak, metsz0 vonalaikat a testszog eleinek, €s a Két-két
szomszédos €l bezirta szogeket élszigeknek nevezziik.

Minden testszigben az dlek, élszigek és lapszigek szima az
oldallapok szamdval egyenld. (Miért?)

A testszbget tigy szoktuk megjeldlni, hogy a csucspont melletti betiit
elsd helyre tesszik, az €leket jelzd beliiket pedig zarjelbe foglalva a cstcs-
pont betiije utdn irjuk, ily moédon : S(ABCD). (188. dbra.)

Ha valamely S(ABCD) testszog ¢éleit a csicson tal meg-
nyijtjuk, S(A'B'C'D’), Gj testszog keletkezik, melyet az elébbihez
‘képest cstestestsziglelnek neveziink. Vilagos, hogy ez utobbinak ¢l-
és lapszogei kolcsondsen egyenlok az credeti testszig hasonnevit
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részeivel, mindamellett a két teslsz0g mdg sem egyievago, azaz
egymasba helyeztetvén, nem f{odi egymést, mert az €l- és lapszogek

188. dbra. mindegyik {estszogben més-mas rend-
Bl A ben sorakoznak. Ugyanis képzeljiik
! S(A’B'CD’y testszognek SA'D’ oldalat
(mely a papir sikjaba esik) az eredeti
testszog megleleld SAD oldallapjira
illesztve akk¢p, hogy mind a két testszog
élei a kozos siklol egyfeldl essenek; mar
most, ha SD ¢llo! kiindulva a két test-
szoget koriiljarjuk, az él- és lapszogek
ellenkezd sorrendben tiinnek szemiinkbe.
Az ilyen testszdgeket szemmelrikusaknag
mondjuk. Szimmetrikus testszogek tehat
0 azok, melyeknek megfeleld ¢él- és lap-
szigeik egyenlék ugyan, azonban megforditott rendben sorakoznak.
: Az alabbiakban csak oly testszogekrdl szolunk, melyeknek
lapszogel behajlok, azaz 180°%nél kisebbek. -

Minden testszignek megfelel cg{‘jl’sf(;!]?‘t
clszogfn . az elobhinck lé,.lpsfa'{/,c,w két derékszoggé egészitik ki.
lapsziger élszogerl 2
189, Abra. Ennek bebizonyitisa végett O(KLM)
testszog belsejében (189. dbra) tetszés
szerint felvesziink egy O’ pontot: ebbol
a nevezett testszog harom oldalsikjara
04’, OB, 0C" merolegeseket vonjuk, és
két-két merdlegesen keresztiil sikot fek-
tetiink ; e hiarom sik az eredeti testszog
¢éleit 4, B és C pontokban metszi. Lassuk
mar most az uj O(4’B'C’) és az eredeti
testszog kozott milyen vonatkozds van.

Eldszor is nyilvanvalo, hogy az 1j testszog oldallapjai, u. m.
AB'O'C’, BCO'A' és CA'0'B’ sikok az eredeti testszog 04, OB, OC
éleire merdlegesen dllanak ; kovetkezoleg B'AC’, C'BA’ és A’CB’ szigek
az eredeti sikok hajlasi szigei, vagyis az O(ABC) testszog lapszigei.
Amde: BOC & 4 BAC ¥ = 2R, COA' X 4 CBA’ ¥ = 2R

¢s A'OB ¥ 4+ A'CB £ = 2R;
tehit az uj testszog €lszogei az eredetinek lapszogeit két derék-
sz0ggé egészitik ki.

két derélszogyé egészitik ki.

uldbbinak




Tovabba, az A'B és A'C egvenesek A'0'C’ és A'O'B’ sikokban
az A'0’" egyenesre merdlegesen allanak, tehdt BA’C szig a nevezett
sikok hajlasi szoge, amely egyszersmind az Uj testszig O'A’ élén
fekvo lapszoget dbrézol. Hasonlolag CB'A és AC'B szigek az tij
testszog masik két lapszogét képviselik. Azonban:

BACEX 4 BOC¥X =2R, OBA¥X+ COAX=2R, ACBX
-+ AOB ¥ = 2R, tehit az uj testszog lapszigei az eredeti teslszig
élszogeit két derékszoggé egészilik ki,

70. § A testszogek altalanos tulajdonsigai.

1. Minden hdromélii lestszigben két élszig Osszege magyobb
a harmadike élszognél.

I tantételt csak arra az esetre sziikséges bebizonyitani, ha a
harmadik élszdg (t. i. az, melyet a masik ketlovel Osszehasonlitunk)
a legnagyobb, maskiilonben a tantétel mar magiban vildgos.

190. 4bra. Tegyiik fol tehat, hogy S(A4BO) test-
S szoghen (190. abra) ASC élszog a
‘ legnagyobb. Akkor:
ASB 3.4 BSC ¥ > ASC X-nél.

Ennek bebizonyitisa végett ASC
sikban 48D szoget egyvenlének rajzol-
juk ASB szoggel, tovabbia SD-t = SB-
vel, D ponton keresztiil tetszés szerinti
ADC egyenest vonunk és ennek vég-
pontjait 06sszekapesoljuk B ponttal.

Minthogy ASD A ¢ ASB )\, tehat AD — AB.

Azonban: AC < AB-}- BC; kivonva az egyik oldalon AD-t
és a masikon a vele egyenly AB-t, marad: DC < BC-nél.

Minthogy CSD és CSB haromszigekben CS — CS, SD = SB
de DC < BC-nél, tehit OSD ¥ < CSB ¥-nél.

Adjuk chhez: ASD ¥ = ASB ¥-et lesz:

ASD X+ CSD . << ASB ¥ 4 CSB ¥, vagyis:

ASC ¥ < ASB X} BSC 4.,

2. Bdrmely testszig élszigeinek osszege kisebb mégy derékszignél.

Vezessiink az adott # élii S testszogen (191. abra) 4t valamely
siklapot akkép, hogy ez annak minden élét messe ; a metszé pontok
legyenek 4, B, €, D stb.; ezut4n hizzunk a metsz sik egyik pl. O
pontjabol az élek metszéspontjaihoz egyenes vonalakat. Ez tton

8
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tigy S, mint O pont koriil 7 héromszog alakult, Mindegyik csoport-
ban a szogek Osszege 2nR és fgy a szbgek Osszege a két idom-
csoportban egyenld.

Azonban A pontban az EAO és OAB szigek egyiitivéve
EAB szoget alkotjak és ez ulobbi az 1. p. szerint kisebb BAS és

191. &bra. SAE szogek Gsszegénél; hasonlolag B
pontban ABC X < ABS ¥ -+SBC ¥-nél;
ugyanez all ABCDL &bra tobbi szogei-
rol is. Ebbol azt kovetkeztetjiik, hogy az
O pont kiril lévi hdromszigekben az
AB, BC, CD stb. vonalakon fekvé szigek
dsszege kisebb mimt az & pomt koriil
alkotott hdromszogekben; €bbol ismét
sziikségkép kovetkezik, hogy az O pont
koriil 16vo szogek Osszege nagyobb, mint
az S pont koril levoké, mert kiilonben
a szbgek Osszege a két haromszog-
csoportban nem lehetne  egyenld. Amde az O pont koriil talalhato
szogek Osszege 4R, teh4t viligos, hogy az S szoget alkotd n €lszog
Osszege kisebb 4R-nél.

3. Barmely m i testszogben, melynek lapsziger egyenlint
kisebbek 1800-ndl, a lapszigek dGsszege kisebb 2n derékszignél, azon-
ban nagyobb 2n—4 derékszignél.

Mert a testszognek egy-egy lapszige a sarktestszog megfeleld
élszogével egyiitt 2R. Amde a sarktestszoghen az élszogek Osszege
nagyobb O-nil és kisebb 4R-nél (I a 2. pontot) tehit az adott
testszogben a lapszogek Osszege kisebb 2nIP-nél, azonban nagyobb
2nR—4R-nél.

Ennek kovetkeztében: minden hdroméli testszigben a lapszigek
dsszege magyobb két és kisebb hat derékszignél.

71. §& A haromélii testszogek meghatirozasa.

A mily fontos a hiromszog a sikmértanban, oly nagy jelen-
toségii a haromélii testszdg a térmértanban. Felveljik most a
kérdést, hogy : hdny alkotérése sziikséges ¢s eléységes a hdroméli
teslsziy meghaldrozdsdra ?

~ Hosszas fejtegetés nélkiil is atlitjuk, hogy e célra egy, vagy
két alkotorész nem elég, hanem legaldbb is hdrom adolt alkotd-
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rész ismerete sziiksdéges. MielGtt azonban a kiillonbozo escleket tiize-
tesen largyalnok, ismétlések elkeriilése végett elére boesdtjuk azon
térbeli idom leirdsat, mely késobbi vizsgalataink alapjaul szolgal.

Legyen O(ABC) valamely haromélii testszog (192. é4bra),
melyben rovidség kedvéért az élszogeket a, b, c-vel, a lapszogeket
%, B, 7-val jeloljiikk; azaz BOC =a, COA =0, AOB=c, az a-val
szemkozt fekvo B (0A) C lapszog = 2, sth.

192. 4bra. Az OC él valamelyik N pont-
jabol az éatellenes AOB sikra NP
merdlegest vonjuk, tovabbd az utobbi-
nak P talppontjabol az A0 élre PL
merélegest * és végill LN egyenest
huzzuk. A 64. § 3. pontjanal fogva
A0 1. LN vonalra, kovetkezileg
NLP szig nem mis, mint AOB és
AOCG sikok hajlasi szoge, vagyis
NLP ¥ = «. Hasonlolag, ha P pont-
bol BO élre PM merdlegest vonjuk
és M pontot Osszekapesoljuk N-nel, BO él nemesak PM, hanem
MN-pel is derékszoget alkot; kovetkezoleg NMP I = 8.

1. A hdromélis testszog meghatdrozdsa hdrom €élsziy alapjan. (192.
dbra) A hirom élszdg ismeretes 1évén, ON hosszat tetszés szerint
felvessziik és valamely siklapon ONL és ONM derékszogit harom-
szogeket kiilon-kiilon -megalakiljuk. Ezen alakitis csak egy-egy
haromszoget eredményezhet, mert az atfogd és egy hegves szig a
derékszogit haromszoget tokéletesen meghatirozzik. Ennek folytdn
OL és OM egyenesek szintén ismeretesek és igy azokat AOB sz0g
szaraira ramérhetjitk. Ezutéin AODB sikban L és M pontokon keresz-
til Od-ra és OB-re LP és MP merolegeseket szerkeszljiik, minek
kovetkeztéhen LP és MP vonalak hossza is meg van hatdrozva.
Végill NP vonal L. AOB sikra; tehat NPL haromszighol LN,
LP oldalokat és LPN szbget (= 90°) ismerjiik; kovetkezoleg NPL
/\-et is megalakithatjuk ¢s ez uton PLN = =z szig is meg van
hatdrozva. Hasonlolag MPN haromszog is megrajzolhato, mert
ebbdl MN és MP oldalak és MPN derékszog ismeretesek, kovet-
kezéleg NMP szog, azaz B is meg van hatirozva.

gyanilyen modon barmely Iapszog-par meghatarozhato. Ennél-
iogva 4llithatjuk, hogy: @ sor szerint adolt hdrom élszig teljesen
meghatdrozza a hdromdli teslsziget.
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Innen egyenesen koveikezik, hogy: az oly hdromélii testszigek,
melyeknek élszigeile rendre egyenlilk, vagy egybevdgik, vagy szim-
metrikusak, aszerint, amint élszogeik ugyanazon, vagy megfordi-
tott rendben sorakoznak. Tovabba:

1. Amely hdaroméli, testszognek két élszige eqyenls, annak
dlellenes lapsziger s egyenlsk. (Lasd a 192. 4brat.) Mert, ha b = a,
akkor OLN /\ L2 OMN /\, tehat NL = NM, kovetkezéskép NPL

L NPM N\ és igy: = =8.
Ha valamely haromélii testszignek mind a harom élszige egyenls, lap-

szogei is mind egyenlok. Ha mind a harom élszig derékszig, a hirom lapszog
is der¢klapszog. (Miért ?)

2. A hdromeli testszogben a nagyobb észiggel szemkizt levd
lapszog magyobh, mint a kisebbikkel szemkizt esé. (192. 4bra.)

Il. A hdroméliv testsziy meghatdrozdasa hdrom lapszig alapjin.

Ezen eset a sarktestszog segitségével az I-re vezelhetd vissza.
Mert, ha valamely haroméli testszighél a lapszogek =, [, v isme-
retesek, egyultal a megfelelé sarktestszog élszogei a,, b,, ¢, is
meg vannak hatarozva; by =R2R—P,ie, —
RR—y. Azonban eme sarktestszog «,, B, v, lapszogeit az I pont
alapjan meghatirozhatjuk ; mibdl azutin az eredeti haromoldalu test-
szog €lszogeit is megtudjuk, = 2R—a,, b=2R—B,
és c=LPR—vy,.

Tehil . @ sor szerint adott hdrom lapsziy teljesen meghatdrozza
a hdroméliv testsziget.

Tovabba, amely hdaromeliv testszogekben a megfelels lapszigek
eqyenlok, azok wvagy eqybevigik, vagy szimmetrikusak aszerint,
amint a lapsziogek egyenld, vagy forditott vendben sorakoznak.

Ha valamely hdromdli testszignek két lapszige eqyenls, az
datellenes két élszog is egyenls.

Ellenben, ha a lapszigek Lulonbo/ul a nagyobbil: lapszoggel
nagyobb élszog var. szemben, mint a Azaebb[k/ucl.

; II. A hdromelii testszoy meghatdarozdasa két élsziy és a kizben-
felevi lapszog alapjdn. ‘ ;

Legyenek adva b, ¢ élszogek és a koztik fekvé « lapszog
(192. dbra), — ON hosszusdgot ismét tetszés szerint felvéve,
AOC vagyis b szog sikjaban NL merdlegest vonjuk, mialtal L
pontot €s NL-L megtaldljuk. Mar most NLZI hiromszoghtl NPL &
= R, tovibbd NLP ¥, vagyis = és NL A4tfogo ismeretes, ' kovet-
kezoleg a nevezett haromszog is megalakithato, ami LEP és NP

Abel-Lévay-Polikeil : Mértan. L. rész. 10
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vonalak ismeretére vezet. Ezekutin L ponton keresztil AO0B
sikban AO-ra LP merdlegest hizzuk ¢s erre az imént taldlt LP
hosszisagot  atvisszilk, P pontbol pedig OB-re PM merolegest
vonjuk, midltal PM és OM egyenesek is meg vannak hatirozva.
Ezek folytin OMN héromszoghtl OMN = R, OM befogo és ON
atfogo ismerelesek lévén, MON, vagyis BOC & (azaz a harmadik
élszog) is megtudhato. A hérom élszoghol azutan az I. pont alap-
jan [ és v lapszogek is meghatirozhatok. Tehat:

Bdrmely hdroméliv testszig a sor szerint adott két élszig €3
a kizbefogotl lapszoy dltal tokéletesen mey van hatdrozva.

Kovetkezoleg :

Ha két haromdli testszighen ket megfelel €lszig és a kizben-
felkvo lapszig egyenlik, azok vagy eqybevdgik, vagy szimmetrikusak
aszerint, aminl az emlitett alkotorészek egyenld, vagy forditott
rendben sorakoznak.

IV. A hdroméliv testszig meghatdrozdsa két lapszig €s a koz-
benfekvi €lszig alapjdan.

Az elébbi pontbol a sarktestszog segitségével kovetkezik, hogy :

A hdromélii testszoget a sor szerint adott ket lapszig és a koz-
benfelkvi €lszog teljesen meghatdrozza. Tovabba, hogy :

Amely haromélii testszogekben két megfelelo lapszig €3 a
Lizbefoglalt €lszig egyenlik, azok vagy cgybevdgiok, vagy szimmetri-
Lusak, amint t. i. a mondolt részek ugyanazon, vagy megforditott
sorban kovetkeznek.

V. Tegyiik fel most, hogy két ¢élszog a és b és a velik at-
ellenes lapszogek egyike « ismeretes. (193. dbra.)

ON hosszat ismét tetszés szerint
folvéve, eloszor az ONL és ONM
N /C haromszoget szerkesztjitk meg és ezek

utjan L és M pontokat, tovibba OL,
NL és OM egyeneseket meghatéroz-
__~-B  zuk. Ezek folytan az LPN harom-
L.—-p szogben a derékszogon kivil NL

193. abra.

0 b atfogo és NLP szig, vagyis « ismere-
W tesek, kovetkezoleg a haromszog tobbi
ot részét, tehit LP befogot is ismert-

e nek tekinthetjiik. Ezen LP az elobb
ltala'xlt OL egyenessel OPL derékszogii haromszoget is meghata-
vozza. Veégil az utobbinak OP Aatfogoja, tovabba OM egyenes €s
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OMP & = 90° segitségével OPM hiromszoget is megalakit-
hatjuk. Itl azonban kétség forog fenn, amennyiben nem tud-
hatni, vajjon OPM /\ OP egyenes innenst, vagy tulso oldaldra
szerkesztendé-e ? Az eddigiek ugvanis erre nézve semmi folviligo-
sitast nem adnak, sét ellenkezoleg, a mondottakon semmi csorba
sem esik, ha OB’ et akként huzzuk, hogy POB’ ¥ = POB ¥ ; tehat
OM = OM és PM = PM'. Ennélfogva két élszog és az egyikkel
atellenes lapszog a haromeélii testszoget kétesen haldrozzak meg, azaz
a mondott részekbol két kiilonbizo testszog alakithats. Ebhol ismét azt
kovetkeztetjik, hogy oly hdromélii testszoyek, melyeknek két-két meg-
felel élszige és az utébbiak egyikének dlellenes lapszige eqyenlik,
nem sziikséglép egybevdgik, vagy szimmelrikusak.

VI. A fontebbiek alapjan a sarktestszog segilségével konnyen
meggyOzddhetiink a kovetkezo tételek helyességérol: Keét lapszoy és
az egyikkel dtellenes dlszig méy mem hatirozza mey biztosan a
hdaroméliv testszoget, mert a mondolt részekbil dllalaban két kiilon-
b0z0 testszoy alakithats. Ennek megfeleldleg :

Az olyan hdaroméliv testszigek, melyeknelk két megfelels lapszigiik
€s az egyikkel dlellenes élsziyiik egyenld, nem sziikséghkép egybe-
vdyok, vagy szimmetrikusak.

Feladatok a térmértan bevezetéo részéhez.
VIII. Fejezet. A téridomokrol altaldban.

342. Hany egyenest lehet a térben fekvd 4 ponton &t huzni ugy, hogy
mindegyiknek a fckvése meg legyen hatirozva ? ’

343. Adva van n (7) pont a térben; ezek koziil @ (3) pont egy egyenes
vonalba, & (2) egy maisik egyenes vonalba, ¢ (4) egy harmadik egyeneshe
esik. Hany kiilonb6z6 egyenes vonal fekvése van az adott pontok altal meg-
hatarozva ?

344. Ismeretes 4 () egyenes és7 (n) pont a térben. Hdny siklapot fektet-
hetiink ezeken keresztiil gy, hogy minden sik egy vonalat és egy pontot fog-
{aljon magaban ?

345. Hany kiilonboz6 sik fekvése van n (7) adott pont altal meghatirozva ?

346. Hany sik van 6t egyenes dltal meghatarozva, melyek koziil négy
pdrhuzamos egymdssal és az 0todik két parhuzamost metsz ? :

347. Egy pontbol n (6) egyenes indul ki; hény sikot hatiroznak
meg ezek ?

348. Adolt ponton &t vezessiink oly egyenest, mely egy adott egyenessel
parhuzamos.

10*




"819. Hiny egyenesbon métszheti egymdst » (5) adott sik ?

350. Ilany egycnes vonalban metszi egymast # adott sik, ha koziilok
a parhuzamos és b ugyanazon egyenes vonalon megy keresztiil 2

Siklapra merdleges egyenes. 351. Ha két ponthoi valamely sikra bocsitott
merdlegesek egyenlok, akkor ezen két pont és a két merdleges két talppontja
egy derékszogii négyszog négy szogpontja.

352. Mckkora valamely pontnak a tdvolsiga adott siktél, ha a pontnak
a tavolsiga egy a sikban fekvé ponttél «, és ezen pont tivolsiga a meroleges
talppontjatél b ? @ = 11'38, b = 4:62.

353. Valamely egyenléoldali hiromszig kozéppontjaban a héromszog
sikjara mertlegesen dll egy egyenes, melynek hossza &; ezen merdleges felsé
végponljinak a tivolsiga a haromszog egyik szogpontjatol c¢; mekkora a
haromszog teriilete ?

354. Keressiik azon pontoknak a mértani helyét, melyek két adott
ponttél egyenld tévolsigra vannak.

355, Azon pontok mértani helye keresendd, melyek hirom adott ponltol
eg)enlu tivolsigra vannak.

356. Oly pontok mértani helye keresends, melyeknek két adott ponttol
val6 tavolsagaik négyzetei kozt dlland6 kiilonbség (%) van.

Az egyenes vetiilete. 357. Valamely 12 m. hossz( rid hajlisszige a sik-
hoz 30°; mily nagy a rud, vetilletének a hossza ?

358. Mily nagy a 102 m. hosszii egyenes hajlisszoge a sikhoz, ha a
veliilete @) fele az egyenes hosszlsiganak, £) egyenld végponljanak a siktol
valé tavolsdagival ?

859. Adott kiilsd pont tavolsiga a sikban fekvd két mésik ponttol « és
b; a két tavolsig vetiileteinek ardnya m :#7; mekkora az elsd pont tivolsiga
a siktol? ¢ =143, b == 157, m: a =11:17.

360: Az 40 = 15'6 m egyenes merdlegesen all az O kozépponttal bire
és » — 48 m sugarG kor sikjara; mily messze van 4 pont a kor keriileténck
minden pontjatol ?

861. Két térbeli pontnak a siktol valé tavolsiga a=37 és b =258 m,
a pontokb6él a sikra vont merdlegesek talpontjainak tavolsiga ¢ = 42 m;
mily nagy a térbeli pontok tavolsiga ?

362. Az ABC hiromszog oldalai AB = 40 m, BC = 25 m, AC =25 m;
AB oldal valamely sikban fekszik, mig € szogpontjanak a siktél valé tavol-
sfiga 7 m; mekkora a hiromszig vetiiletének teriilete?

363. Valamely egyenes hajlds szoge cgy sikhoz 45°; a sikban az egye-
nes talppontjan 4t egyenes van htizva, mely az egyenes vetiiletével szintén
450nyi szoget alkot. Mekkora szoget alkot az a két egyenes?

A sik és a sikkal parhuzamos egyenesek. 364. Ha két pdarhuzamos
egyenes vonal egyike valamely siklappal parhuzamos, a masik is az.

365. Ha valamely sikra merglegest dllitunk, és erre is valamelyik pont-
jaban merdlegest, az utébbi pérhuzamos a sikkal.

'866. Ha a siklappal parhuzamos egyenes egyik pontjabél merdlegest
hizunk a sikra, akkor az meréleges az els6 egyenesre is.

367. Ha valamely egyenes vonal két osszehajlé siklap mindegyikével
pirhuzamos, akkor a sikok kozds élével is parhuzamos.

’ .
i)
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368. Mi ‘azon egyenescknek mértani helye, amelyek adott ponton mennek
4t és adott sikkal parhuzamosak ?

Xt egyméast metsz6 sik. 369, Két sik lapszogét és -melléklapszogét
felezd sikok merdlegesek egymdsra.

370. A lapszoget felezé sik mindegyik pontja egyenlé tavolsighan van
a lapsziget alkoto sikoktol.

371. Legyen a sik egyik pontjahol egy miésik sikra bocsétott merdleges
fele az ugyanazon pontbdl a két sik metszé vonaldra bocsdlott merdlegesnek ;
mekkora a két sik hajlasszoge ?

372. Hatarozzuk meg a két adott siklaptél egyenld tavol esé pontok
mértani helyét, @) /ha a sikok parhuzamosak, ) ha metszik egymist.

373. Azon ponlok mértani helye keresendd, melyek két adott siklaptél
a illetdleg b tavolsigra vannak.

374. Azon pontok mértani helye keresendd, melyeknek két adott siklap-
t6l valo tavolsigaik meghatdrozott ardnyban dllanak egyméshoz.

Mergleges sikok. 375. A sikban fekvd egyenesen 4t a sikra csak egy
merdleges sikot vezethetiink.

376. Ha valamely behajlé lapszog élének egyik pontjdban' mind a két
szarlapra merdlegest allitunk, ugy, hogy mind a ketlét a lapszoghoz képest
vagy befelé, vagy kifelé hizzuk; az e vonaldk 4ltal bezirl szog a lapszoget
2R-re egésziti ki. ; :

IX. Fejezet. A testszogrol.

A bhiromélit testszog. 377. la valamely Laroméli testszog hirom lap-
szogét felezzilk, a felezd sikok ugyanazon egzyenes vonalban talilkoznak, és
az egyenesnek mindegyik pontja a testszog hdrom oldallapjatél egyenlé tavol-
shgra ‘esik.

378. Ha valamely haroméla testszog harom élszogét felezziik és a felezd
vonalak mentéhen az illelé oldallapokra meréleges sikokat allitunk, ezek azon
e¢gyenes vonalban talilkoznak, mclynek mmden pontja a teslsz0g harom élé-
161 egyenld tavolsdgra esik.

379. Minden hiromélii testszoghen két lapszog osszeve és a harmadik
lapszog kozt fennalié kiilonbség Kisebb mint 2R.

380. Ha a térnck valamely pontjin keresztiil egy adott haroméli test-
sz0g éleivel parhuzamos és egyezd irdnya hirom egyenes vonalat hizunk, ezek
az adottal egybevagd testszioget alkotnalk. : '

381. Valamely egyenldszara haroméli ‘testsz0zg a cstics testszogével
egybevago.

382, Ha vwhmely teslszog lapjait egy sikkal dtmetsziik, ezuldn a test-
sz6g csticsabol e sikra mersleges vonalat hizunk és ezt talppontjén til annyival
meghosszabbitjuk, hogy a lulsé rész egyenld legyen az innensdvel, és végre

. ha a meghosszabbilott rész végpontjil. a testszog éleinek -metszé pontjaival
('1}101 t. i. az élek ama siklappal taldlkoznak) Gsszekotjiik, ‘ez “6sszekoté vona-
lak ‘az adottal szimmetrikus- lestszoget alkotnak.

'383. Ha valamely héroméli testszog hclso,)ubcn a csticson 4t egyenest
‘hiizunk, akkor ezen egyenes és a harom él dllal alkolott szogek osszeg
nagyobb, mint az élszigek fél Gsszege. (70. §. 1. p.)

[




HAROMSZOG-MERTAN.
(TRIGONOMETRIA)

DBevezeles. Tudjuk, hogy valahdnyszor-valamely hiromszignek
hirom fiiggetlen alkotorésze ismeretes: mindannyiszor — egy kétes
eset kivételével — a haromszog ugy alakjara, mint nagysagara nézve
teljesen meg van hatdrozva, mert a hidnyz6 részeket szerkesztés (con-
structio) utjin konnyen follelhetjiik, és hosszisdg- illetoleg Sz0g-
mértékkel megmérhetjiikk. Minthogy azonban az ismeretlen alkoto
részeknek szerkesztéssel valo meghatirozisa érzékeink és miiszereink
tokéletlensége miatt igen hidnyos, ez oknil fogva mar az 6-kor
mathematikusai az ismeretlen alkotorészeket szdmitds titjan ipar-
kodtak meghatérozni. ‘

A mértan azon részét, mely a hiromszog adott alkoto részei-
bol az ismeretlen alkotorészeknek szamitds ttjan valé meghatdroza-
sira tanit benniinket, hdromszog-mértannak (trigonometria) nevezziik.

Azt az eljardst, mikor a haromszig elégséges szamua adott
alkotorészebdl az ismeretlen alkotorészeket kiszamitjuk, a hdirom-
szigek megfejtdsének nevezziik. Ez alapon mondhatjuk, hogy a trigono-
melria targya a hdromszigek megfejtése.

Tizedik fejezet,
A derékszogil és az egyenlfszari harom-
szogek megfejtésérol.
72. §. A szogfiiggvényekrdl

Minden egyenes vonali -idom oldalakbol és szogekbol all;
amazokat hossziisig-mértékkel, emezeket szogmértékkel mérjiik.
E kiilonnemiiség kovetkeztében a nevezett alkotorészeket Fizvetleniil
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sszehasonlitani nem lehet. E nchézséget csak tgy tudjuk elhdritani,
hogy a szogeket is vonalhosszakban iparkodunk meghatdrozni. Ha
ez sikeriil, akkor azutin az oldalakat és szogeket is Osszehasonlit-
hatjuk cgymassal és ez Osszchasonlitas eredményét szamokkal kife-
jezheljiik. Lassuk tehat most, miképen lehet a szogeket egyenes
vonalakkal meghatarozni.
194. dbra. E célra legyen AOB ¥ = « valamely
C g hegyes szig (194. dbra); huzzuk OB szarnak
M egyik A pontjahol a mésik szarra MN mer6-
legest; ez uton MON derékszogi hiromszog
A keletkezik, mely az « szoget. magiban foglalja
9 mNCN A e amelynck oldalai kozott allando  szam-
ardny van, amely nem véltozik, ha OB szirnak akarmelyik pont-
jabol hizzuk is a merclegest. Mert MO'N' haromszog hasonlo
MON-hez, tehat megfeleld oldalaik ardnyosak, azaz:
BINGR AN 1"ON " "ON!
ol —ox O oM
Eszorint. az emlitett héromszogekben a megfeleld oldalak
aranya dlandi és mindaddig nem valtozhatik, amig a sz0g meg
nem valtozik. Ellenben, ha a szoban forgo szog megvaltozik,
az oldalak szamardnya is sziikségképen megvaltozik. Azaz, ha AOC
> AOB ¥-n¢l, akkor nem lehet tobbé
mn  MN
“om - OM’
mert ez esetben 1mon és MON derékszogii haromszogek hasonlok, kovet-
kezileg AOB és AOC szigek szitksegkep egyenlok lennének; ez
azonban lehetetlen, mert a foltételnél fogva: A0C ¥ > AOB ¥-nél,
Latni ebbol, hogy « szog és az azt meghatdrozé MON /\ oldal-
aranyai kozt szoros kapesolat van; minden hegyes szignek t. i
meghatarozott ardnyok felelnek meg, melyek semmiféle mas hegyes
szogre nem vonatkozhatnak. llyen, az oldalak mértékszamai kozt
felallithato ardny Osszesen hat van. Ugyanis a héaromszog atfogojat
mind a két befogohoz és az egyik befogot a mdasikhoz aranyithat-
juk; ez harom ardnyt eredményez; most még ‘e harom aranyt meg
is fordithatjuk, tehat Osszesen hat kiilonboz0 arany gondolhate. Ezen
ardnyokat szigmértany szamoknak, vagy szogfiigguényelknek (gonio-
metriai fiiggvények) nevezziik, mert értekitk a szog mekkorasagéatol
fiigg, és ehhez képest valtozik.
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Konnyebh megkiilonboztetés végelt a hat szdgfiiggvényt kiilon-
kiilon névvel latjuk el. Nevezetesen MN befogo és OM atfogo
aranyat « szbg sinus-inak nevezziik, amit roviden igy irunk:

- MN
OM

Eszerint valamely hegyes sziy sinusin a sziggel dlellenes
vefogd és az dlfogs ardanydt értjiik.

ON befogo és OM &tfogo ardnyat o szog cosinus-dnak mond-
juk és ekkép jeloljiik :

T

ON
0M
Tehdt : valamely hegyes 5200 cosinusdn a szig mellelt 1év6
befoginak az dtfogéhoz vals arvdnydt értjiik.
MN oldalnak ON-hez valo ardnyat « szog tangens-ének nevez-
zilk és igy irjuk:

= C0S 2.

MN
ON

Emnélfogva valamely hegyes szig tangense mem wmds, mint a
szoggel dtellenes befogd arvdnya a mdsik befogohoz.

Ha az el0sorolt harom ardnyt megforditjuk, a méasik hirom
szogfiiggvényt kapjuk. Névszerint: a tangens nevii oldalarany meg-
forditisabol lesz: ON : MN és ennek cotangens a neve, amit
roviden igy irunk:

=10 o«

ON
Tehdt valamely hegyes sziy cotangense: a sziy mellett fekvi
befogénak ardnya az dtellenes befogihoz.
A cosinus ‘megforditdsabol lesz OM : ON, ez aranyt secans-
nak nevezziik. Jelekkel :

= colg a.

oM
ON
Valamely hegyes sziy secansa az dtfogs é a szog mellett lévg
befogs ardnydval egyenls,
Végiil a sinus nevii ardny megforditisabol lesz: OM : MN és
ennek cosecans a neve. Jelekkel kifejezve : :
oM
JMN
Azaz valamely hegyes sziy cosecansa annyi, mint az datfogé
aranya a sziggel dtellenben fekvi befogihoz,

= Séc «.

= coséc «.
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Minthogy a derékszogit haromszog befogoi egyenként kisebbek
az atfogondl, azonban kiillonben korlatlan értékiiek, a fentebbi értelme-
z6sekbol egyenesen kovetkezik, hogy barmely hegyes szogre nézve:

1. A sinus és a costnus mindig kisebbek 1-nél, tehat valids
tortszamok. :

2. A tangens és a cotangens korlatlan értékiiek.

3. A secans és a cosecans mindig nagyobbak 1-nél; tehat dltortek.

Magatdl értetédik, hogy viszont, valamely hegyessziog barmelyik megadott
fiiggvénye alapjan az illet6 szoget is meg lehet szerkeszteni; igy példaul, ha

sin a = 1, oly derékszigh héromszdg alakilandd, melynek egyik befogdja = 1,
ditfogdja = 2. egységgel ; ‘az elobbivel atellenes szog a keresett « szig.

73. § Fad- és potlofiiggvények. A szogliggvények valto-
zasairdl.

Az elésorolt szogliiggvények kozil a sinust, tangenst és Secanst
foliiggvényelnek, a cosinust, cotangenst és cosecanst .pedig pdtld-
fiiggvényeknek nevezzik. Minden fo-fiiggvénynek egy-egy potlo-fiigg-
vény felel meg: a sinusnak a cosinus, a tangensnek a cotangens stb.
A [6- és a potlo-fiiggvények egyméssal sajatszerti kapesolatban vannak.

05. abra. Ugyanis legyen AOB ¥ = o valamely
g hegyes szog (195. 4bra), tovabba MN | OA, és
rovidség okaért NMO ¥ = [; a {6ntebbi értel-
mezések szerint : i

S
S SIns o BN —C0S" 9. Ry eSSy
" OM 2OV Gl
— = Colg = L g cosec %}
YR OV O MN !
hasonloképen @ szogre vonatkozolag:
O sin f ) cos % i tg 3
OM e R O SIM N,
MN : G : 01

Y L Gt B, o= 880 B, e ="coSEC B.
N T B R ON

*E két rendbeli egyenleteket osszehasonlitva latjuk, hogy:

gun ' B = cus oyl cos Pr="8"«, lg p = cotg =,

COLd O el s S Ce BB et S CDSEC cosec B = sec a.

Minthogy £ = 90° — «, ezen egyenleteket ily alakban ‘is
frhatjuk :

sin (90°— 2) = cos o, €0s (90°—2) = sin «, tg (90°— o) = cotg « sth.




Azaz, minden hegyes szoy pitls-figgvényer azonosak a meg-
feleld pitloszog fo-fiigguényeivel és viszond.

Innen magyarazhalé a harom p6tlo-figgvény elnevezése; cosinus t. 1.
annyit jelent, mint complementi sinus (a p6tlG-szog sinusa), cotangens — comp-
lementi tangens stb.

Minthogy a derékszogii hiromszoghen valtozatlan dlfoys mellelt
az egyvik hegyes szog novekedésével az dfellenes befogo is novekszik,
a masik befogé ellenben fogy, viligos, hogy:

1. A sinus, tangens és secans, eqy szoval, a fo-fiiggvények a
hegyes szig mittével novekednek, ellenben :

2. A cosinus, cotangens €s cosecans, széval a pitli-fiiggvényclk
a heqyes szog ndttével fogynak.

7%. & A szogfiiggvények abrazoldsa.

A szogfiiggvények nevei a korbe rajzolt egyenes vonalaktol
szarmaznak. Ez utobbiak t. i. mintegy térbeli képvisel6i a szogliigg-
vényeknek. Ennek kello megértése végett rajzoljuk 40D = « hegyes
szoget (196. dbra) és alakitsunk O szogpontjabol kort, melynek sugara

196. dbra. akkora, mint a hosszusag-egység. E kor-

& ‘B vonal az A0 széirt ¥ pontban, a BO szért
H C ponthan szeli. Az utobbibol huzzuk
meg AO szirra CD merolegest; akkor
CD Sasiesi O7)
“0(}: SNz es —()'—(j— == C08 %,
0 D Eak A 6s mert az atfogo hossza = 1, azért:
CD = sin a ¢s 0D = cos =, tehit CD vonal, vagyis inkabb ennek

mértékszama, « szog sinusat, OD pedig «-sz6g cosinusat abrazolja,
azonban csak akkor, ha OC = r = 1. Minthogy tovdbba a szdge-
ket a megfelelé korivekkel mérjik, ezért a sinust, cosinust és szintugy
a tobbi fiiggvényeket is a megfelelé korivre vonatkoztathatjuk. Ha
tehat « szog ivét, azaz EC-t, a-val jeloljik, akkor: CD = sin a
vagyis CD egyenes e ivnek a sinusa és OD = cos a, azaz 0D
egyenes vonal a ivnek a cosinusa. .

A tangens és secans dbrazolasa végett OA szarnak E ponljan
keresztiil meghtizzuk EF merolegest; ez a kort E pontban érinti és
OB szart F' pontban metszi. OFE derékszogii haromszighen :

EF

= 1g 2. és e sec o,
_()7,";‘- — 10 %ES —57 = Cc Z,

OE




y 155

és mert: OF == r = 1, tehdt EF = 1g a és OF = sce =, vagy
OE ivre vonatkozolag EF = tg a, és OF = sec a, azaz EF
az a korivnek érintdje (tangense), és OF az a ivnek szeldje (secansa).
Csakugyan az EI' egyenes vonal érinti, OF szeli a kort; innen
szarmaznak tehat a tangens és secans elnevezések.

Hétra van még a cotangens és cosecans dbrézoldsa. Evéghol
szerkessziik meg z potloszoget B-t, azaz vonjuk O-bol OG-t | OA-ra.
A cotangens és cosecans értelmezése szerint:

OK 201,
T cotg =, és TR = cosecx,
Itt azonban IK = OH = r = 1, és OK = HI, tehit:
HI = cotg a és O = cosec a,
és igy mind a hat szogfliggvényt egyenes vonaiakkal &brézoltuk.
Ezen vonalakat szdgmérd (goniometriai) vonalaknak, vagy vonalos szig-
fiiggvényeknek nevezziik.

A régi mathematikusok a szogfiiggvényeket az imént el6adott mdédon

értelmezték.

75. § Ugyanazon szog fiiggvényeinek Osszefiiggésérol.

Minthogy a hegyesszig meghatdrozisara egyetlen egy fiigg-
vény elegendd, kétségkiviil lehetséges egy ily szogfiiggvénybél, példaut
a sinush6l, valamennyi tobbi fiiggvényt leszdrmaztatni; mas szoval
egy és ugyanazon szig hat fiiggvénye kozott bizonyos egyenleteknek
kell allaniok. Ezeket konnyen megtaldlhatjuk a kovetkezo észre-
vételek alapjan.

197, dbra. Az o sziget meghatirozo MON hLa-

B romszighen (197. abra) dsszesen hat oldal-
o
" arany lehetséges, azonban ezek koziil hdrom
'1/ nem egyéh, mint a masik harom megfor-
0= N A

ditdsa. Nevezelesen a cotangens nem egyéb,
mint a tangens megforditolt értéke, a secans a cosinusnak meg-
forditoltja és a cosecans .a sinusnak megforditott értéke. Azaz:

ot ——}——
L tgz”
1 :
8CC ot =———; il
COS %
cosee o = ML

sin %
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Tovabba MON derékszogii héromszighen Pythagoras tétele
szerint :

MN? ++ ON? = O, ()
ezen egyenlet mindkét oldalat OD2-tel osztva lesz:

MN \2 ON I5ss
(oar) +(Gar) =
Amde, MN : OM = sin o és ON: OM = cos a2, tehat:
(sin )3 - (cos @)2 =1 IV.
Ezen fontos egyenletel a szigmértan (goniomelria) alap-egyenleténck
szokltdk nevezni.

A (})-tel jelolt egyenletet ON-tel osziva lesz :

MN OM
[ow) +1 = (ox)
minthogy, MN : ON = tg », és OM : ON = sec 2, tehat :
(tg @) + 1 = (sec "%)3. V.
Ha a (1) jeli egyenlet mindkét, oldalat MN?-tel osztjuk, lesz:

L (u‘?{) (v7v)

mivel ON @ MN = cotg o, és OM : MN = cosec =, tehi!
1 - (coty o) = (cosec «)2. VL.
Megjegyzéndd, hogy (sin @)%, (cosa)y, (fya)? stb. helyelt roviden sin?a-t,
cos®a-t, ty? a-t sth. szoktunk .irni. S
Végre ha sina értékét a cosx-6val osztjuk, hinvadosul {g 2t
kapjuk ; ugyanis : R
s MN'.ON MN .
e« ON'OH ON 7%
tehdt : o == '-;—'. VIL-
08 o
Ezen hét egyenlet -alapjén valamely hegyes szig barmelyik
adott szbgfiiggvényébol a tobbi 616t konnyen kiszdmithatjuk.

Igy példiul, ha valamely szig cosinusa lenne ismeretes, a IV. egyenlelbol s
sin & = V1 — cos; -
helyettesilve ezen értéket a VI egyenletbe :

g o= \_/_1 3 c’ff_"f :
_cosa
tekintethevéve az I, egycnl( tets Lk
s cos o
Cco a = _:::
4 V1 — cos?a
tovdbba a IL képlet szerint: sec a = & ;
o8
1

végiil a III. képlet szerint:  cosec ¢ = ———,
1 —cos®a
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Hasonl6képen jérunk el a tobbi esetekben is. Az idevagé foladalok

fontosabb eredményeit a kovetkezd tdbla mutatja.

Adva Mieigehia & & rooziiaimd Sos
van ; |
sin o c08 o ty o i coly =
: . : e sin Vi — iints
Sin oz SN o == 81N & CO8 O \/1 —gintal tg 6= ST/ — .‘:,/(f/ 0= i —
; V1 — sin? o sin
o e Vi—¢ $2 Ccos %
COS o fvin 7% — V1 — cos?a 08 % = COS o tga— ___{_'_"”_.1 olg 0=
. cos o V1 — cos? a
y : fg 2 1 : . 4 1
g e psen s =— - ——|08 O — T —— g % = g % eoty (7 apmm o ST SE
V14tga V1+4tgo ty o
1 cotn o
cotgolsin a — —————- ldos 0 = —————| g & = el S cotg &= cotg %
& V1 cotya V1 -} cotg?o. 4 coty o
-

{

6. §. Néhany hegyes szog figgvényeinek meghatérozé,sa.

Minden | szoget kozépponti szognek tekinthetiink oly korber,

melynek sugara = 1. Ez esetben:

A hegyes szig sinusa annyi, mint a kélakkora szighoz tartozo

hir mértékszamanak a fele.

Azaz, ha ACB = z szog szogpontjabol (198. ébra), mint k6zép-

ponthol, oly kort alakitunk, melynek sugara CA—=:CB =15 ¢s
198. Abra. B pontbol AC szarra BE merdlegest huzzuk

és ezt a kor D pontjaig megnyujtjuk, akkor
ACD ¥ = ACB X = «
és: "BE = ED, tehat:

BE = iBD = }chorda (22)
amde minthogy : BC = 1, BE = sin =,
kovetkezoleg: sin « = jchorda (2).

Eszerint barmely szog sinusa és ez utin tobbi fliggvényei is:

konnyen kiszamithatok, ha a kétakkora szoghoz tartozo hir hossza
ismeretes. :
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Midén a szabalyos sokszigekkel foglalkoztunk, a tébbi kozott
kiszamitottuk az » sugaru korbe irt szabdlyos hdromsziy, néqyszoy,
hatszig, tizszGy oldalhosszat (I, I, I, l,-et). E sokszigekben az
egyes kozépponti szgek megfelelleg 1200, 909, 600, 360 nagysaguak ;
tchat a fontebbi tétel alapjan:

sin 60° = Jchorda (1209 = 3, — 33,

sin 450 = tchorda (900 = 1, = $y/z,

sin 300 = Ychorda (60%) = 3, = 1,

sin 18° = ichorda (369 = i, = Hy/5—1);
kovetkezobleg :
sin 60° = cos 30° = 0-26602 .. s1m 45° = cos 45° = 070710 .,

511 30° = cos 60° = 050000 .. sin 180 = cos 72° = (:30901 ..

A megeléz6 § képletei nyomén most mar ugyanezen szogek
tobbi fiiggvényei is kiszdmithatok.

A korbe irt n-szog oldalhosszabol Z,-bol az ugyanazon kérbe
irt 2m-szog oldalhossza (I,.) és viszont, az utobbibol az elébbi is
kiszdmithato. (54. §. 6.) Nevezelesen :

1) a korbe irt szabalyos hatsziy oldalabol

a 12-s20g, 24-s20g, 48-szbg, . ... oldalhossza, vagyis

a 300, 150, 7° 30"-nyi ... kozépponti szig hurja,
tehat a fontebbi tétel alapjan

q716% 730, 3° 45"-nyi . .. szogek sinusa is kiszd-
mithato ;

2) a korbe irt szabalyos négyszighil
a 8-s20g, 16-sz0g, B82-sz0g. ... oldalhosszit, vagyis
a-45% 22930, 11°15-nyi..... kozépponti szog hurjat,
tehat megfeleldleg :
a 22°30°, 11°15%, 5°37'30”. .. szbgek sinusit sz&mit-
hatjuk ki;
3) a beirt szabalyos tizszig oldalahol
a 20-sz0g, 40-sz0g, 80-szOg . ... oldalhosszit, vagyis

a 189, 90, 4°30" , .. .. kozépponti szigek hur-
jit és megfeleléleg :
a 99 4930, 215", ... szogek sinusit szamit-

hatjuk ki. 3

Latnivalo ebbol, hogy a kirbe irt szabélyos sokszigek oldalhosz-
szaibol akdrhdny hegyes szbg sinusdt és egyuttal a hozzd tartozo
POtloszig cosinusit kiszamithatjuk. Ugyane szogek tobbi fiiggvényeit
ezatdn a megel6z0 §. szerint hatarozhatjuk meg.




159

Néhiny esethen a szdmitast a kovetkezd egyszerit modon
vigezhetjiik :

199. abra, a) Ha az ABC egyenlooldala harom-
szoget (199. 4bra) szerkesztjilk és annak C
szogpontjabol CD 1 AB egyenest huzzuk,
akkor ACD = BCD = 30°; feltéve még,
hogy: AB = BC = AC =1, lesz:

A y o sin 300 = cos 600::511—10-)-::1{;
cos 300 = sin 60° == ;i), & 2 A; boonill ‘ 1‘/. 35
az b-ik alapegyenlet szerint:
1 4 tg2 300 = sec? 30° = mj,—(); r
Yol cos‘}ii()° A7 (1 ) il Eli’
o ¥

tg 300 = coty 60°=§1/$,

coty 800 = tg 60° = /3 ; sec 30° = cosec 60° = % V3

cosec 30° = sec 60° =
b) Ha az ABC (200. dbra) egyenl6szari derékszogi hérom-
200. &bra. szoget vesszilk szemiigyre, azt taldljuk, hogy
C annak mindegyik hegyes szoge 45°; a befogok

egyenlok és igy Pythagoras tétele szerint:
X S 20
a=12b*=0b12; és sin 4B° = cos 45° =

b a Tl Vgt L
e
s tg 45° = cotg 45° = 1
A =% B sec 450 == cosec 450 = 1/ 2,
¢) Ha BC (201. 4bra) az egység-sugaru korbe rajzolt szabélyos
tizszog egy oldala, akkor, ammt a planimetriabol tudjuk :

201. dbra. BO = o Bl 1/02

Az OBD derékszogii haromszogben :

OD? = OB — BD? =
my (Y5—1p_ 104295
e e e

16 ’

oS Ea—as] 8V
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risi %1/10-;--2}?’3"’;

’ s B BD 1 ) £ T
i MAnN * 0. — ape 790 =L i
ilyformén : sin 180 = cos 72 o) b
4 -:)ﬁr;
c0s 18° = gin 720 — R = ll_Ot Li;
oD 4
3D y’:)_— 1

tg 189 = colg 72° — — R T
0D~ 1/10+>;()
0D vw+ /5

cotg 180 — 5 I
g Wzt B

sec 18" = cosec 720 — ‘/——‘ ——=

cosec 18° = see 720 = ——

77. §. Szogmértani tablak.

Elbb kiszdmitoltuk néhiny hegyes szig fiiggvényeinek az
érickeit és dltalanossagban utaltunk arra az eljardsra, amellyel még
tobb szog fiiggvényeinek a meghatdrozisira juthatunk. Most ama
tablizatok rovid megismertetésére téreksziink, amelyekben az egy-
mist természetes sorban kovetd szigek figgvényeinek értékeit rend-
seeresen Osszedllilva megtaldlhatjuk. Az ilyen tdblizatokat sziy-
mértany tabldknak hivjuk és ezekbol egyrészt az adott nagysaga
szogek egyes fu"“venyemo szamértékeit, mdsrészt az adott fligg-
veény-értckbil a megfeleld szoget kikereshetjiik. Elreboesatjuk, hogy
a szogfiiggvények nagyrésze irrationdlis szam. Rationalisak példaul :

sin 90° = cos 00 = 1; sin 300 = cos 60° = 0-5;

tg 45° = colg 45° = 1;

a tobbiek altaliban irrationdlis szamok, amelyeknek valo értékeit
annél jobban megkozelitjiik, minél tobb tizedes jegyig fejezziik ki azo-
kat. Minthogy azonban sok tizedes jeggyel a szorzas, osztas, hatva-
nyozis és gyokvonds felette kényelmetlen, sit terhes feladat; azert
a trigonometriai szamitdsokban nem a szégfiiggvényeket, hanem azok-
nak Briggs-féle logaritmusait haszniljuk. Ez az oka, hogy a szig-
mérlani tablakban a szigfiiggvények helyett azolnak bizon 108 Szdmb
pl. 4—7 lizedes jegyily terjeds logaritmusait taldljuk.
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A szogmértani tablak a 0° és 90° kozé esd szogek sinusainak,
cosinusainak, tangenseinek €s cotangenseinek a logarilmusait fog-
laljak magukban; mégpedig oly maodon,. hogy a fels6 tdblafejek a
00-tol 450-ig, az alsok a 450-tol 90°%ig terjedd szogeket tiintetik
fel. A percek és esetleg még a mdsodpercek tizesei is a 0°-t6l
450%ig terjedd szogeknel a tdbla baloldalan feliilrol lefelé, a 45°-t6l
900%-ig terjedd szogeknél a tabla jobb oldalan, alulroél folfelé halado
fiiggbleges sorokban vannak feljegyezve. Az ily tablak mindegyikének
bevezetésében a tabla bercndezésére és hasznalatira vonatkozo
ismertetéseket és utasitisokat megtalaljuk. Azért még csak a kovet-
kezo megjegyzést tessziik.

Minthogy a 0° és 90° koz¢ esé szigek sinusai és cosinusali,
nemkiilonben a 45°-nal kisebb szigek tangensei és a 45°-nil nagyobb
szogek cotangensci valodi tortek, amelyeknek negativ karakteriszti-
kaju logaritmusaik vannak; azért (helykimélés céljabol) a tablaza-
tokban az Osszes szogfiiggvények logaritmusainak karakterisztika-
jahoz 10 egység van adva. Haszndlatndl tehdt a szogmértani tablabol
kiirt logaritmusok karakterisztikajabol 10 egyseﬂct minden alkalom-
mal ki kell vonnunk.

Szogmértani tédblakkal oldjuk meg a kovetkezd feladatokat:
1. Keressiik valamely « sy fiiggvényeinek a logaritmusait
Pl Mivel egyenlo logsin «, logcos «, logtg «, logcoty «, ha
= 320 1§’ 26”9 , '
a) logsin 32" 18 = 972783 — 10, Difi. 1”7 = 033
4 033 X 26 = 8§38 9
logsin: 820 18" 26" = 972792 =10
b) logcos 32° 18 = 992699 — 10 Diff. 1” = 013

— 013 X 26 = 338 =g
logeos 32° 18’ 26”7 = 992696 — 10.
¢) logtg 32° 18 = 9:80084 — 10 Diff. 1”7 = 047
+ 047 X 26 = 12:22 12
logty 320 18" 24" = 980096 — 10.
d) log cotg 32018’ = 1019916 — 10
— 047 ‘X 26 =12:22 e 12
log cotg 32° 18’ 26" = 1019904 — 10.

2. Keressiil: valamely goniomelriai fiiggvény adolt logaritmusd
bila hozzdtartozd sziget, Pl.

Abel-Lévay-Polikeil: Mértan. L. rész. 11




@) logsinx = 972791 — 10
972782 — 10 = logsin 32° 18’
9:033 -+ 26"
X— 320 187 26/
b) ogeosx = 979106 — 10
9:79095 — 10 = logcos 510 50/

I

11:027 = — 40"
! x = b1° 497 20”
¢) logtgx = 9765612 — 10
976493 — 10 = logtg 300 12’
19: 048 = + 39"

X = 0% 12°39”
d)log cotgx = 1019625 — 10
1019609 — 10 = log cotg 32° 29"
16 : 0047 = — 36”
X=="320- 28 D4

8. Keressiik valamely adolt szig kijeldlt fiiggvényének a nagy-
sdgdt. Pl.

a) sin 820 18" 26” = x; log sin 320 18’ 26” = 972792 — 10
= 072792 — 1; x = 0'534b.
. b) cos 60° = x; log cos 60° = 969897 — 10 = 069897 — 1;

¢) lg 450 = x; logtg 456° = 1000000 — 10 =0; x=1.

d) colg 36° = x; logcotg 36° = 1013874 — 10 = 0°13874;
Xt SO

4, Keressiik meg valamely adott goniometriai fiiggvénybil a
hozzdtartozo sziget Pl.:

a) sin x = 0'D; log sin x = 0:69897 — 1 = 9:69897 — 10;
K1 a5

b) cos x = 0:75; logeos x = 087506 — 1 =9 87506— 10;
X— 4199245305,

¢) tgx = 045; logtg x = 066321 — 1 = 965321 — 10;
X— 24013384

d) colgx = 56; logeotgx = 074819 = 10:74819 — 10;
s LS DAL
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' 78. §& A derékszogli haromszogek megfejtésére szolgald
t tételek.

| et Jeloljiik ABC (202. dbra) derékszogit harom-

szog atfogojat a-val, a két befogot b- és c-vel,
a szemben fekvd szogeket megfeleloleg z-, B- és

AN

3 y-val; akkor a szogfiiggvények értelmezése
alapjin :
Azvin C
5111°—~Z)-—009~' 008 f = —>— siny;
_a__..{, LlJ—a——-ullI,
B b ¢
iii— e = colg y: colg B = i 97;
czek ily alakban is irhatok:
b= assinp. 1) ¢ ='a cosf (2)
DE=F Cti () (3) C=— 0 cotg P (4)

Szavakba foglalva

1. A derékszigii haromszog bdarmelyik befogdja annyr, mint az
difogénal és a Fkeresett befogoval szemben fekvi szog sinusdnak szor-
zata, vagy az dtfogonak és a befogs mellett fekvi hegyes szig cosinu-
sdanak szorzata. :

9. A derékszigly hdromszig cgyik befogdja annyr, mint a
mdsik befoginal: és a kereselt befogéval szemben fekvi szig langensé-
nek, vagy mint a mdsik befoginak és a keresett befogs mellett fekvo
Legyes szig cotangensének szorzala.

E két tételen kivil a derekswﬂu héaromszogek mecfejtesenel
‘ {felhasznaljuk még Pythagoras tételét is, amely szerint:

_ 3. A derckszigii hdromszig dtfogijanalk négyzete annyi, mint a
Lét befogs mégyzeténel: Gsszege.

E harom tétel alapjin minden derélszdgii egyenes vonali haromszog

megfejthetd.

§. A derékszogli haromszogek megfejtése.
A derékszogii haromszogek megfejtésére két alkotorész isme-
rete szikséges. Ezek lehetnek:
. Az difogs (a) és az egyik befogs (D).
[ szoget megtaldljuk ezen egyenlethol:

AR
Sin ‘j = —Z‘;

' § o)
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logaritmusokra térve :
logsin & = log b — log a.
v szoget illetéleg :
b
v=90°—2; vagy kozvetlenil : cos {fm

- A keresett befoao (c) a Pythavoras féle tantétel szerint :

logarltmusokkal
log ¢ = }[log (a+b) + log (a—b)].
Példaul legyen o = 90 @ = 273, & — 20'9m; mekkora §, v ésc?

log b | 11°32015—10%) log sin B | log .sm 49° 57' 30"
loga | 143616 - B | 49° 57" 30".
log sin § | 9:88399—10 Y | 400 2’ 30".
39k 490 57" :
.......... 30" B = 49° 57’ 30"
[ log (@ + &) | 168305
b 1209 log (@ — &) | 080618
+ b 4 2:48923 : 2
i | log ¢ | 124462
52..1756

1035 4;¢=17564m
Minthogy « sinusok és a cosinusok lassabban vdltoznalk, mint a tangensek,
slletileg contangensek, (a sinusoknél ez kiilondsen 90° kozelében, a cosinusoknél
ellenben 0° koriil igen szembetiing) ezért gyakran célszeriibb a keresett sziget
tangens fliggvényekkel meghatirozni, mert az érintett oknél fogva az utébbi
meghatdrozas pontosabb a sinus, vagy cosinus segitségével nyert értékeknél.
Alkalmazhatjuk pedig e célra jelen esetben a (3) egyenletet (78. §.), melyben
¢ helyébe imént lelt értékét tessziik. Ugyanis:

Gh— = colg -
K ¢ m\/(a—f—b) (@ __b)__coy;.

I1. A derékszigi, hdaromszig megfejtése a b s ¢ két befogi alapjin.

B szogre nézve: o h _lc)_’
logaritmusokra térve :
logtgB = logh — loge.
— 900 — {3,‘ vagy kozvetleniil tg v = —Z—
Az atfogot Pythagoras tétele alapjin szamitjuk ki:
a =1t b2c

* Ily esetben, midén a kivonandé Iowarltmt'ls nagyobb a kisebbitendo-
nél, az utébbinak karakterisztikdjahoz 10 egységet hozzaadunk és a teljes

Jogaritmushé6l ugyanannyit kivonunk.
r

i

R
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E képlet azonban logaritmusos szdmitasra nem alkalmas; ha
:ehat a hatvanyozéast elkeriilni kivanjuk, elébb az egyik szoget pl

v-t szamitjuk ki és ezutin a-t. Ugyanis: b = a cos vy, tehat:
b
ar—
cos ¥.
Példa. Valamely derékszogii hairomszogben a két befogd: b — 173'5m és
¢ = 692m; keressiik fel @, vy és « értékét.
log b | 223930 log b | 223930
__log ¢ | 184011 log cosy | 9°96795—10
log tg [ 110°39919—10 . log a | 227135
{ |68 15" 20" 14...1867
y | 210 44" 40" SO rapitian 88.

a = 186788 m.
UL A derékszogi hdromszig megfejtése az a dlfogs és az eqyik
pl. B hegyes szog alapjdn.
A tobbi alkotorészt a kovetkez6 egyenletekbdl talaljuk meg:
¥ =90%-—L.
b = asm °.
ci—= aicos [
Példa. Valamely derékszogi haromszog atfogéja e = 31456 ¢és egyik
hegyes szoge § = 32° 15’ 20", mekkora y, b és'c?
Y ='90° — 320.15" 20" = 57° 44' 50"

log a | 249770 log a | 249770
log sin [ | 972730—10 log cos B | 9:92720—10
log b | 2:22500 log ¢ | 2:42490
479...1678 - 88...2660
2B kA 8 i fageh 1
b = 167'88 ¢ =266 01

IV. A derékszigii hdromszog megfejtése eqyik pl. b befogs €s
eqyik, pl. B hegyes szog alapjan.
Az ismeretlen részeket kovetkezo egyenletekbol -tudjuk meg.

Tb_—_‘ 90° — (j :
C== b.colg{.‘a [78- § (4’)]7
vagy: ]0{] a== [Og b — 70,9 sin g, €s

log ¢ = log b 4 log cotg .
Pllda. Valamely derékszogli hiaromszog egyik befogdja: & = 891'25 és
E="71° 12' 45" ; kerestetnek v, @ és c.
y = 900 — 710 12" 45" == 180 47’ 15"

log b | 2:95000 log b | 2:95000
log sin [ | 9:97622—10 log cotg (3 | 9'53172—10
 log a | 297378 log ¢ | 2:48172
77..9414 .  59..3031
RS i 2 138380 9
a = 941-42. 01==4303%19,
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V. Az elosorolt négy egyszerii eselen kiviil van még szamtalan
osszetett feladat is. Ezek a derékszogii haromszig alkoldrészeinek
kiillonféleképen torténd egybekapesoldsdbol —szarmaznak. Minden
ilynemii feladatndl oda kell torekedniink, hogy azt a négy {6 eset
valamelyikére visszavezessiik, amint ezt a kovetkezd példdk mu-
latjak.

a) Valamely derékszogi hdromszighil ismeretes az dtfoys és az
eqyilk befogd osszege (s) €s eqy hegyes szig (B); keressiik az oldalakat,

Itt ismeretes: a - ¢ s, és B szog. Tudjuk, hogv:

4 a cos P, tehat:
a -+ c a4 acosp =a(l 4 cosf

vagy : a(l 4+ cosf) = s;

Il

kovetkezoleg :
1
Q= —
14 cos B

Most cos & kiilon kiszidmithaté 1évén, @ értékét a nyert képlet
alapjan meghatirozhatjuk.
Ismerve a-t, kiszdmithatjuk c-t és b-t is, mert:
c=3s8—a, s b=a sinp.
b) Valamely derékszogii hdromszoghil adva van az dtfogs (a)
és a hozzdtartozd magassdg (m); keressiik a két befogit,

Pythagoras tétele szerint: a? = b2 - ¢2, (1)
Tovabbé a derékszogit haromszog harom oldala és az emlitett merd-
leges vonal kozt kiovetkezo egyenlet dll: am = be, (2)

mert mind a két szorzat a derékszogii hiromszig kétszeres terii-
letét fejezi ki. EbbGl a két egyenlethol b és e értékét konnyen meg-
talalhatjuk. Ugyanis a (2) egyenletet 2-vel megszorozva, egyszer az
1) egyenlethez hozzdadjuk, majd ugyanabbol kivonjuk; lesz:

a* - 2am = b2 4 2bc 4 2 )
a? — 2any = b* — 2bc + c3,

vagyis: a(a -+ 2m)= b+ ¢
a(e— 2m) = (b — 0)3
tehdt : bte=1 a(a a(a -+ 2m). E
b—c—-]/ua—im) f
Eszerint a két befogd Gsszege és kiilonbsége ismeretes lévén,

az egyes oldalok is kiszamithatok.
Ha a < 2m-nél, a feladat nem fejthetd meg. (Miért nem?)
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¢) Valamely derékszigi hdromszigbdl ismeretes: a derékszig
szigpontjdbil az difogéra hizott merdleges vonal hossza (m) és a
haromszig keriilete (k); mekkordk az oldalak és a szigek?
Adva van: a +4b -+ ¢ =k, ¢s m. Keressiik elébb a-t.
b + c=k— @, (1)
tehat : b3 4 2bc - 0? = k* — 2ak | a*; - (2)
azonban Pythagoras tétele szerint: b3 - ¢? = a?; (3
ez utobbi egyenletet a megelozobdl kivonva
obe = I* — 2ak. (4)
Masrészt a derékszogit haromszog harom oldala és magassiga (m)
kozt a b) alatt emlitett oknal fogva ezen egyenlet 4ll: :

be = am. 6))
A (4) és (b) szam egyenleteket sszehasonlitva lesz: &2 — 2alk = 2am és
k2 <
S 2&kFm

[smerve a-t, a (3) és (D) egyenlethl b-t és c-t is megtallhat:
juk. [Lasd a b) alatt targyalt foladvanyt].

80. § Az.egyenldszari haromszég megiejtése.

Ha ABC egyenloszira hiromszog (203. dbra) A szogpontjabol
203. abra. BC alapra AD merdlegest vonjuk, az egyenlo-
A szari haromszog két egybevagd derékszogii
héromszogre oszlik. Ebbol kozvetleniil Kittinik,
hogy az egyenldszari haromszogek a derek-
szogiiek egyenletei szerint fejthetk meg. A meg-
fejtésre kerilo esetek a kovetkezok lehetnek ;
ismeretes: 1. az alap és az egyik szar, 2. az alap és egy sz0g,
3. egy szir, meg egy sz0g.
1. Adva vannak « és b oldalak; hatirozzuk meg: « és @ szigeket.
SU 3— = 5;}—; 6 =90°— %~.
Pl: @ = 504 m; b = 277 m.
log sin -;- = 9:95802 — 10; -} = 65° 28" 107 ; & = 130056’ 20”.

8= 90° — ;— — §0° — 63° 28’ 10” = 249 31 50",

9. Adva van a alap és =« sz0g; hatdrozzuk meg b oldalt €s
B szoget.
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{3:90"

2 1
Gl b.sin ol 6s b = a__.
2 2 2 sin—4-
Pl a.= b7:6:m; o — 38% 40% 167

b= 900 — - =70° 39’ 52".
g b =log a — (Zoq 2 -} log sin 19° 20" 8”) = 193943 és’:
b = 8698 m.
3. Adva van b szir és a szog; keressiik: a oldalt és § szoget.
(-4

e | A RS
p'_—go 27

a [ 4 £ oxL
—g_b SN — 5 ,a;?b sm-2—.

Plis o= 612403 % ==111%:85% 20/
f = 90° —.55° 47’ 40” = 34° 12’ 20".
log a = log 2 4 log 61:2 - log sin 55° 47" 40” = 200530 és:
a = 101-228 m.

Tizenegyedik fejezet.
Szogmdértan, vagy goniometria.

81. § A tompa és a kihajlé szogek fiiggvényei.

Eddigelé csak a hegyes szogek fiiggvényeit vizsgilgattuk ; amde
tudjuk, hogy a hdromszog adott, vagy keresett alkotorészei kozott egy
tompa. sz0g is elofordulhat, és a négy-, 6t- stb. oldala idomokban
még 180°-ot meghalado szogek is talalkoznak ; fontebbi vizsgalataink
tehdt még nagyon hidnyosak és lényeges kiegészitésre szorulnak.

Tetszésiinktol fiigg ugyan, hogy a 90 fokot meghaladé szogekre
nézve a sinus, cosinus ¢s egyéb fiiggvény értelmét mikép allapitjuk
meg, azonban, ha e megéllapitds koriil elv nédlkil jirunk el abba a
helyzetbe jutunk, hogy valahinyszor a nevezett fiiggvénycket alkal-
maznunk kell, - mindannyiszor kénytelenck lesziink eldbb megvizs-
galni, vajjon hegyes, vagy tompa-e¢ a kérdéses szog sth. Ezen baj
elharitisa végett oly értelmezésekben kell megallapodnunk, amelyek
mindennemil szogre egyardnt alkalmazhatok.
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Legyen AOB = B (204. dbra) egy tompa szbg; hizzuk OB
szar valamelyik pl. M pontjabol a masik szarra, illetdleg ennek meg-
hosszabbitasdra MNmerolegest; az ekkép szarmazott MON derékszogii

204. &bra. haromszoget B szdg meghaldrozs

BNM haromszogének nevezziik ; mert ez

£ szoget csakugyan teljescn meg-

t——j g A hatarozza. § t. i. MON sz6g mel-

lékszoge. Lalnivalo tovabba, hogy

ON befogo nem cgyéb, mint az egyik szir OM szeletének vetulete
a masik OA szaron. Ezért rovidség okdért ON-et vetiiletnek, MN
befogot merdlegesnek és MON /\-et vetlilety hdromszignek nevez-
hetjiik. Most, ha MON haromszog fekvését a 194. 4dbra — szintén
MON betiikkel megjelolt — haromszogével Osszehasonlitjuk, azt
tapasztaljuk, hogy MN merdleges egyenes helyzete AO szarhoz képest
nem véltozott, mert MN most is A0 szér folott all, épen gy, mint
a hegyes szognél; azonban a misik ON befogonak helyzete meg-
véltozott, mert a hegyes szognél (194 dbra) ON az adott sz0g 0A
szaran van, cilenben a tompa szognél (20% &bra) OA szér meg-
hosszabbitdsdba esik; tehat az elsé esetben O szogponttol jobbfeldl,
azaz a szar irdnyaban, a mésik esetben O-tol balfeldl, az ellenkezd
iranyban van.

Most ha az O ponttol a szaron jobbra mért hosszisigokat pozi-
tivoknak tekintjik és - jellel jeloljiik; akkor az O-10l ellenkez6
irdnyban kimért vonalhosszusagokat negativoknak kell tekintentink és
— jellel jelolniink. Az ilyen, O pontra nézve ellentétes iranyu
tavolsdgok olyan viszonyban allanak egymdshoz, mint a pozitiv. €s
a negativ szamok az algebrdban.

A hegyes szigndla meghatdrozé (vetiileti) hdromsziy mindkél
befogdjdat pozitiv irdnyiinak szokds tekinteni; emnélfogra a tompa
szignél az MN merdleges vonal vozitiv, ON ellenben negativ wranyi.

A kihajlo szogeket illetéleg legyen AOB, vagyis y > 2R-nél,

205, bra. (205. 4bra) azonl’)an <3Rne1, ez
G T 7 A ea.etben a‘m)eghgta’lxoz.o harqms'zo'gne'k
0 mind a két befogdja negativ iranyu,
mert tekintve a hegyes szog abrajat,
(194) ugy MN, mint ON helyzete
B/ i ellentétes. Ugyanis MN a jelen eset-
ben OA szar alatt, NO vetilet pedig
QA szir meghosszabbitdsdn fekszik. '
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206. Abra. Végiil, ha AOB; vagyis § > 3E-nél,

0Q N A (206. abra) ez esctbcp az AO szirra vont
MN meréleges negativ, ellenben ON vetii-

\ let pozitiv fekvésii. — Ezen észrevételek

M\ nyoman a szogfiiggvényeket most mar ugy
B értelmezhetjiik, hogy az értelmezések nem-
csak a hegyes, hanem mindenncmii szogre alkalimazhatok. Ugyanis,
ha barmely szog egyik szirdnak tetszés szerint kijelolt pontjabol
amasik szarra (illetoleg ennek meghosszabbitasira) merélegest vonunk,
az ekkép tdmadt derékszogii haromszoghen a kelld elojellel vett merd-
leges és az difogs szdmardnydt a szig sinusdanak; a vetilet és az
dgtfogo ardnydt a szig cosinusanak nevezziik; tovabbd a merdleges
vonal és a vetiilet szdmardnydt a szog tangensének; a vetiiletnel a
merdlegeshez valé ardnydt a szog colangensének ; az dlfogi és a vetiilet
szamardnydt a szog secansdnak s véqil az dlfogs és a merdleges
ardnydt a szig cosecansanak hivjulk.
Tehat $ tompaszogre vonatkozolag:

e DN MN g —ON T ON
sin p =1 0f T o 2 B s v
MN D MN 0N ON
A 0._,__,,,,_—__,__.
R e N i OR A P A
SRR DI OO, RS AIAr Y E OME
sec 5 = '_—(m Ov,cosec = m— 7 UN
4, 2R-nél nagyobb, azonban 3R-nél kisebb v szigre nézve:
e e S )
Aol T OM o T OB T O YT 177§
— MN MN, — oN ON
WY =—ox= o5 WY = —3v="1 wn
S ON O e OM __  OM
Bl DN LN UAC L 55 SRR T UM
Végre, a 3R és 4R kozé esd O szigre vonatkozolag:
SR NN N e 0N
e Y ey Ty e 1 i +o,1’
S —=MN__CMN, 4 ON ON
0 = hy=rDyiool§ S =—gm=—
& asons OM o 0M oM
e b e Sy v e

Latnival6 ezekbol, 1) hogy a hegyes szogek valamennyi fiigg-
vénye pozit, 2) a tompa szogek fiiggvényei kozil csak a sinus ¢s
a cosecans poiztiv, a tébbi négy negativ; 3) a 3R-t meg nem halado
kihajlo szogek fiiggvényei kozill a tangens és a cotangens pozitiv, a

L]
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tobbi mind negativ; 4) a 3R-nél nagyobb, azonban 4R-nél kisebb
szogek fiiggvényei kozill a cosinus és a secans pozitiv, a tobbi negativ.

A fontebbi eredményeket a kivetkezd tibla mutatja:

o sz0g sin o i coS o ‘ Imryaz coty 7‘ sec o [cosec &
T e o e el S 0 B
.f)uo<a<1s()°:+l~l_i_ TR B
1800 < a < 9700 —k_l+ S epree S
2700 < « < 3600 — + | — — |+ Ly

82. § A hegyes és a nagyobb szogek figgvényeinek
osszefiiggésérol.

Birmely 900-ndl nagyobh szig figgvényeit a megfelels hegyes
szig fiiggvényeivel fejezhetjiik ki.

Nevezetesen, minden tompa szoghoz egy hegyes mellékszog tarto-
zik, mely amazt két derékszoggé
kiegésziti ; az ilyen szogeket, melyek
osszege 2R kiegésziti szogeknek hiv-
juk. Ha a hegyes szoget z-val jelol-
jiik, a tompa mellékszoget (180°—z)
alakban fejezhetjiik ki. Az el6adot-
takbol és a 207. dbra megtekin~
tésebol a tompa szogre nézve kitiinik, hogy :

207. abra.

C N 0

sin (180° — o) = - sin =, cos (1800 — a) = — cos 1,
tg (180° — 2) = — g =, cotg (180° — a) = — cotg =,
sec (180° — «) = — sec «, cosec (1800 — o) = - cosec =.

Azaz: a kiegészits-szigek fliggvényer abszolut értékre mézve
eqyenlik; a sinusok és cosecansok mey jelre mézve 18 azonosak,
ellenben a cosinusok, tangensek, cotangensek és secansok eldjelre
nézve kiilinboznek. '

Tovébbé, a 1800-ndl nagyobb, azonban 270°-ndl kisebb szogek-
nck hasonlokép megfelel egy-egy hegyes szog, mely az illetd kihajlo

208, 4bra. szbggel 6sszevéve 270%-ot ad. Példaul

5 f /o) - AOB kihalj‘lé $708 a‘.‘208.—z'1bréban BOJJ

% hegyes szoggel egyiitt 270°. Az utobbit

A : a-val jelolvén, a kihajlo szog = (270*

/M — o). Minthogy MON meghatérozo

8’ haromszoghen NMO ¥ = BOD ¥
= o; a megeldzo §. értelmében:
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sim (2700 — o) = — cos cos (270° — &) = — sin a,
tg (270° — a) = -} cotg - o, cotg (270° — o) = +tg a,
sec (270° — «) = — cosec «, cosec (2700 — o) = — sec a.

Fejezziik ki a mutatlkozé dsszefiiqgést szavakban.

909. Abra. Végre, a 2700 és 360° kozé eso kihajlo
szogeket (360° — o) alakban fejezhetjiik ki,
ha « azon hegyes sziget jelenti, mely az
adottat 360°-ra kiegésziti.

A 209-ik dbrabol, melyben AOB kihajlo
sz0g = 3600 — «, konnyen meggydzddhetiink
arr6l, hogy:

sin (3600 — o) = — sin a, cos (3600 — o) = - cos «,
tg (3600 — o) = -— tg a, cotg (360° — o) = — cotg a,
sec (3600 — a) = - sec «, cosec (3600 — o) = — cosec .

Szavalban 2
Ha « potloszogét B-val jeldljikk és « helyébe a fontebbi egyen-
letekben (900 — [)-t irunk, a kovetkezé egyenleteket ny euuk
sin (900 - £) = 4 sin (90° — () = - cos

cos (900 4~ B) = — ¢0s (90° — B) = — sin (5.
stb.
oarya . S (1800 4- ) = — cos (900 — B) = — sin 8.
LoYall $ (1800 4- £) = — sin (90° — P) = — cos B.
sth.
st 7 =) gy 0 — ) = — cos 5.
ks sin (2700 - B) sn (90 B) cos |

cos (270° +- £) = - cos (90° — &) = - sin &

- Emlitettiik mdr, hogy-a szogfiiggvényeket a szoget mérs korfvre is lehet
vonatkoztatni. (76. §.) Ismeretes tovabb4, hogy a 90%os szdg ive i, a 1800 {y-
hossza =, a 270° szpg ive §=, és a 360° iv hossza 2x. Eszerint, ha a, B sz8gek
ivét a- 111etoleg b-vel jeldljiik, az imént lufejtelt eg 3en1etek igy is irhaték :

sin (= — a) = -4 sin a, cos (= = — co03 a, sth.
c/n(— — a) ='— c08 a, cos (—~— a) = — sin a, stb.
sin (2z— a) = — sin a, cos (2= — a) = - cos a, sth.

II: 1sonlokepen ’ .
sin (-—- - b) = - cos b, c0s % -+ b) — — sin_b, sth. .
A fontebbi egyenletek akkor is érvényesek, ha =z, vagy f
nagyobb 90%-nal. Mert, tegyiik fol, hogy « tompaszog; ekkor a
hozzatartozo mellél\szog. o sziikségképen hegyes és annyi, mint

1809 — «, tehat:
sin (1800 — a) = sin w.

RSN
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Azonban a fontebbiek szerint o hegyes szogre nezve:
st (1800 — w) = sin o,
vagy, mert 180° — » nem egyeb, mint «:
SIN % = SiN ©;

kovetkezésképen : sin (180° — 2) = sin .

Hasonloképen bizonyithato be a tobbi képlet dltalanos érvé-
nyessége is.

A nyert eredményeket a kovetkezé tiblazatban tekinthetjiik at:
| |

Szog sin - ‘cos | . tang cotang l sec } cosec

900 I af 4-cos « |+ sin a |“Teotga |+ tg a | Fcoseca| 4 sec

1800 F a| + sin a | —cos « | T tg « | Feotga | —sec « | Fcosecx

9700 T a| —cos a | I sin a | tcotga | + tg a« | cosec o|— Sec a
. x g EE

3600 L af F sin a'| J-cos & | F tg « | F cotg x | - sec a | - coseca

Ha a 76. §.-ban levezotett képleteket tompa és kihajlo szogekre
nézve akarjuk alkalmazni; akkor az egyes fiiggvények, eldjelét a
fentebbi tabldzat értelmében kell megvalasztanunk.

Az elbadottakbol végiil kitiinik, hogy valamely szig meghata-
rozisara egy fiiggvény csak akkor elegendd, ha tudjuk, hogy vajjon
hegyes, vagy -tompa stb. szog forog-e kérdésben ? = Méskiilonben
valamely adott szogfiiggvénynek mindig £t kiilonboz6 szog felel meg.
Pl. ha sin » =%, 2 hegyes, vagy tompa szOg lehet; mert sin
(1800 — =) = sin =, azaz két ‘mellékszog sinusa . tokéletesen meg-
egyezo. Szintugy, ha lg 2 = 2, a sz0g vagy az els, vagy a har-
madik negyedbe tartozhatik, mert fg (1800 4- a) = g =.. E kétség
azonban megsziinik, ha még egy masik szogfiiggvény eldjelét is
ismerjiik, foltéve természetesen, hogy ez a masik fiiggvény nem
megforditottja az elsének, mert az ilyeneknek elojelei mindig meg-
egyezOk. Pl ha a fontebbi esetben sin « =4, és cos = negaliv,
o sziigségkép tompa szog, tehat az adott sinus alapjan konnyen
megszerkesztheto.




83. § A szigliiggvények értékvaltozasairdl

Tudjuk, hogy a szog véltoztival a hozzdtartozo fiiggvények
<riéke is sziikségképen megvaltozik. Vizsgaljuk most meg tiizetesen,
mily torvények szerint valtoznak a szogmértani szimok értékei, ha
a szog 0°10] kezdve 360°%ig novekedik ?

E vizsgilatainkban az ACB sziog AC egyik szarat (210. dbra),
mozdulatlannak tekintjiik, a mésik BC szart pedig C szogpont koriil
elforditjuk. E fordulis kovetkeztében BC szirnak minden pontja
korvonalat ir le. Egyszeriiség kedveért tegyiik fel, hogy BC sugar
a hosszegységgel egyenlo. A szar forduldsat azon helyzettdl kezdve
vessziik szemiigyre, amidon BC szar a mozdulatlan AC-vel egybe-
esik. Lassuk elészor a sinus valtozésait.

210. abra. A sinus wdltozdasai. M:dén BC széar

AC-n nyugszik, ACB ¥ = (, és B pont

A-val egybeesik, tehit a D-bol AC-re huzott
meroleges hossza: 0, azaz:
sim 00 = 0.

Amint BC széar a nyil irAnyaban tovabb for-

dul, a sinust dbrazolé mercdleges vonal foly-

ton hosszabbodik, ennélfogva az elsi kirnegyed-

H ben nagyobb szignek magyobb sinus felel meg,
mint valamely kisebb szignek. — 90°-na), midén a mozgo szar egy

negyed fordulatot végzett, a sinus elérte a lehets legnagyobb értékét ;
ekkor t. i. B pont D-re, K pont C-re esik, gy hogy sin ACD ¥ = CD,
azaz: :

sim 90° = 1.

Tovabb forgatvin BC szirt, a masodik negyedbe ériink, hol a
sinusok a szog novekedtével mindinkabb csokkennek, mig végre egy
fél fordulat végeztével a mozg6d szar végpontja F-re jut és a sinus-
vonal elenyészik. Minthogy ekkor ACF & = 1809, tehat:

sin 1800 = 0.

Ugyanazon irAnyban tovabb forgatvdn FC szirt, a harmadik
kornegyedre ériink ; itt a sinusok a szog novekedtével ismét noveked-
nek, csakhogy negativ irinyban. Ez tart 270%ig, midén a mozgo szar
HQC helyzetbe jut; itt a sinus elérte legnagyobb negativ értékét, t. i

sin 2700 = — 1,
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970%n tul, a negyedik kiornegyedben, a negativ sinus ériéke
ismét folyton csokken egész 3600-ig, midén a mozgd szar eredeti
helyzetébe visszakeriilt; itt a sinus ismét 0, azaz:

sin 360° = O.

A cosinus vdltozdsai. Mikor ACB ¥ = 0° vagyis BC szar
AC-vel egybeesik, K pont A-ra jut, tehat 4C sugar é&brézolja a
cosinus-vonalat, azaz: :

= b

A szbg novekedtével a cosinus az clso kornegyeden végig foly-

tonosan kisebbedik, mig végre 90°-ndl mathematikai pontta lesz, azaz:
cos 900 = 0.

900-on tal a masodik negyedben a cosinus megint folyton gyara-
podik, csakhogy eldjelére nézve negativ; 180°-nal eléri legnagyobb
negaliv értékét; t. i:
cos 180° = — 1.

Innen kezdve egész 2700-ig a negativ irdnya cosinus ismét
szakadatlanul fogy, és a — 1 ¢s 0 koat levo térkozt futja at; tehat:
cos 270° = 0.

: A negyedik kornegyedben a cosinus ismét pozitiv jeli, és 0-t61
egész -+ 1-ig novekedik, azaz:
0853608 =—113

Latnivalo, hogy @gy a sinus mint a cosinus értéker +- 1 ¢s — 1
Jizé esmek. Viszont: minden pozitiv, vagy megativ valéde tirtszdm
valamely, szig sinusa, vagy cosinusaként tekintheto.
sin
cos o
véltozasinak szabalyait kikutatni., Midén BC' szér AC iranyaba esik:

g0V =0

Az elsd kornegyedben a tangens szakadatlanul novekedik, mert
a tangenst képviseld tort szdmldloja (a sinus) a szog novekedtével
mindink4bb nagyobbodik, nevezdje (a cosinus) pedig kisebbedik. Mint-
hogy a cosinus a 0-t tetszés szerint megkozelitheti, ha t. i. a mozgo
sin o
cos &
hanyados értéke barmely gondolhaté nagy szamot meghaladhat. Ez
értelemben mondjuk, hogy a 900-nyi szog tangense hatdrtalan nagy
értékit. Vagyis jelekkel: fg 90° = oo

A tangens vdltozdsai. Minthogy tg o = , konnyiia tangens

szart gondolatban 900-hoz egyre kozelebb juttatjuk; azért
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211. 4bra. Ez mértanilag is igazolhato, mert ha a
D M mozgo szir CD helyzetbe érkezik, AM és CD
B vonalak parhuzamosakkd vélnak, tehdt csak
hatdrtalan tavolsighan talilkoznak egymdssal,
azaz AM érinto akkor végtelen nagy értéki.
A médsodik kornegyedben a tangens ugyan-
‘azokat a szamértékeket futja végig, mint az elsé

H N negyedben, csakhogy megforditott rendben és
negativ eldjellel ; tehat 180°ndl a tangens ismét 0, azaz:
tg 180° =

Ellenben, ha « szoget 1800-tol kezdve egészen 90°%ig folytonosan
kisebbitjitk, a negativ iranyu tangens 0-t6l kezdve szakadatlanul
nagyobbodik, mig végre 90%nal — oo értékii lesz. Azaz:

tg 90° = - oo, vagy fg 90° = — ce.
aszerint, amint « szoget vagy 0°-tol 90%-ig novekvonek, vagy ellenkezoleg
180°-t6l 900-ig fogyonak képzeljik. A 90°-nyi szog tangensének eme
kellis eldjele természetes kiovetkezménye a hatdr kétes jellegének,
vagyis azon koriilménynek, hogy a 90°- ngl szoget hegyesnek is,
tompénak is tekinthetjiik.

A mondottakat Osszefoglalva: a tangens az els6 negyedben

0-tol kezdve folylonosan novekedik - oe-ig, itt dtesap — oo-re,
ezulan a masodik negyedben — oo-t6l 0-ig halad.

A harmadik és negyedik kornegyedben ugyanezen véltozisok
ismétlodnek. Azaz, a tangens a harmadik negyedben ismét 0-tol
novekedik -} oe-ig, 270%ndl atugrik — os-re, ezutin a negyedik
kornegyedben — ono-t6l 0-ig csokken.

A cotangens vdllozdsar. A cotangens megforditottja Iévén a
tangensnek, valtozasai ellenkezokép torténnek. T. i. a cotangens kez-
detben 0°-nal = -} o0; az elsé negyedben - o=-t6l 0-ig folytono-
san kisebbedik, a masodik negyedben a negativ szdmok sordba tér
at és 90°-t6l kezdve szakadatlanul no, mig végre 180%nil — oo lesz.
Amit a 90°%nyi tangensr6l mondottunk, ugyanaz all a 180°%nyi
cotangensre nézve is. Azaz cotg 180° = . A harmadik kor-
negyedben a cotangens -}~ co-tol 0-ig esokken, az utolsé negyedben
pedig ismét a negativ szamsoron fut végig 0-tol — oe-ig. Végil
360%nal — ce-rdl atcsap ~}- ce-re és igy tovabb.

Latni ebbdl, hogy amint a tangens, hasonloképen a cotangens is
ugy a pozitiv, mint a negaliv szamok sorat végig futjak ; ezért harmely
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algebrai (4 vagy —) szamot valamely szog tangensének, vagy
cotangensének tekinthetiink.

A secans vdltoxdsai, A secans a cosinusnak megforditott értéke 1évén,
k6nnyii megmutatni, hogy kezdetben, 0%ndl a secans: 1, azaz:

80 ()0 =15

Az elsé necgyedben a secans - 1-16l -+ @-ig nd, ezutin a mésodik
negyedhe érkezve - oo-rél atugrik — w-re és negativ értelemben — 1-ig
csokken, vagyis:

sec 900 = + ao; sec 180° = — 1.

A harmadik negyedben a negaliv jelli secans — 1-t61 — a»-ig noveke-
dik, a negyedik negyedbe érkezvén, atcsap - o-re és ezutdn szakadatlanul
csokken egész - 1-ig, vagyis:

sec 270° = 1 w; sec 360° = -} 1.

A cosecans vdltozdsai. A cosecans nem egyéb, mint a sinus megforditott

értéke; és mert sin 00 = 0, tehat:
cosec 0° = .

A szbg novekedtével a cosecans az els6 negyeden végig folytonosan

csokken - 1-ig, ugy hogy:
cosec 90° = 1,

A misodik negyedben ismét szakadatlanul nd egész -+ o-ig, 180°nél

+ @-rol atugrik — oo-re és a harmadik negyedben a — ® és — 1 kozé
est szamsort futja keresztiil, tehét:
cosec 1800 = + @ cosec 270° = — 1,

Végiil az utols6 negyedben — 1-t61 — a-ig halad és 360°-nal ismét

-+ oo-re ugrik at, azaz:
cosec 360° = F oo.

A secans ¢és cosecans tehat két elkillonitett térkézben haladnak, u. m.
4+ 1-t61 4+ @-ig és — 1-t61 — -ig. Viszont, minden szamot, mely a kijelolt
hatirok kozt fekszik, sz6val minden altortet, valamely szdg secansinak, vagy
cosecansinak tekinthetiink.

Mindezekbdl kitiinik, hogy az egész végtelen szimsor a sz0g-
fliggvényekben kétszer van képviselve, t. i. egyszer a tangensek,
masszor a sinusok és secansok értékteriiletén.

Ha BC szart 360%on tul tovabb forgatjuk, az elobbi valto-
z4asok szakaszonként ismétlodnek ; ezért a szogmértani szdmokat
szakaszos (periodikus) fiiggvényeknek is nevezik. E tulajdonsédguknal
fogva a nevezett fiiggvények szdmos természeltani térvénylen fontos
szerepet jatszanak.

Abel Lévay ol Teit : Mértan L rész, 12
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A szogfiiggvények vallozasait a kovetkezd tibla mutatja:

s e : =
00 900 1800 270° | 3600
Sinus 0 i | 0 =l 0
Cosinus 1 0 - 1 0 + 1
Tangens 0|+ > — = 0 — >, + @® 0
Cotangens () 0 — w, + @» 0 + », — >
Secans 1|4 », —» — 1 —w, + ® + 1
Cosecans @ 4. 1 +» —>» — 1 — ®», + >

84. §. Két sz0g osszegének és kiilonbségének fiiggvényei.
A negativ szogek fiiggvényei.

Felvetjiik most azt a kérdést, hogy : miként lehet két szig adott
fliggvényeibdl a két szog osszegénck a fiiggvényeit kiszamitani?

E célbol legyen « és $ két hegyes
szog (212. dbra), melyek Osszege o 4 f <<
90°-nal. Hizzuk meg OP szar valamelyik
A ponljabol az AB | OM egyenest, akkor :

ADBO derékszogit haromszogben :

)

AD : 3
10 (2 —-5).

212. dbra.

20
0 =8 (z4E).

-Hogy e tortszamokat « és [ szogek fiiggvényeiben kifejez-
hessiik, htizzuk meg az AC | ON; CD | OM ¢és CE || MO egye-
neseket. Ez uton AB-t két részre osztottuk, u. m. AE- és BE-re.
Ennélfogva :

: S e WO D B
sinat ) = =000 = S 0 =0 + 75
Az utobbi két tortszim még nem képviseli kozvetleniil a sz6ban
forgo « és B szogek fiiggvényeit; ezért mindegyik tortet két toriszam
szorzatdvd alakitjuk 4t olymodon, hogy tgy a szamlalét, mint a
nevezot ugyanazon szdmmal megszorozzuk. Ugyanis:
Al AT A Qs S OD e OD 00
A0 T A A0 A v C0L A0
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Minthogy CAE ¥ = o (10. §. 10.), tchat:

AL AC ; C. . (6/0)
10 = %% o = s B, TO = S % g = 008 B,
helyettesilve ezen értékeket, lesz:
ﬁ—OEl = co0s a sin P, és T sin =« cos B
kovetkezésképen :
sin (x 4 B) = sin « cos B 4 cos o. sin p. (1)

Ugyanigy szamitjuk ki cos (z 4~ p)-t. Ugyanis:
0 DO —DB DO DB
CelsnbiE Tol= o A0 40
DO CIL
cos (x ) = 40] 40
DO D000 et CESwe Gl A

Azonban : A0 COLH0 B A0 Al 40
Tovabba:
DO co - CE : C ;
CO0 cos <, TF7 cos B, e s o, o sin B,
{chat : ??OQ —CUSELC037 P, ES Zg = §in o sin B,
kivetkezoleg :

cos (x| B)=cosacosp —sinasinP. (2)
Az (1) és (2) egyenlethdl tg (x 4~ ) és colg (» -+ B) értéke
is konnyen kifejthetd. Ugyanis:

tg (x4 p) = sin (= P) _ sin acos f 4 cos x sin B

cos (x4 P)  cos o cos P — sino sinf’

Ha az utoébbi tortnek tugy  a szamldlojit, mint a nevezdjét
cos « cos (3-val elosztjuk, lesz:
s o cos P, cos o sinf
. cos o cosf 7 cos o cos f3
ARk ra ks cos o cosfp  simo sinp’
cos a cos 3  cos « cos B

vagyis:
tg 2419 P
tg (x4 f) = 1% (3)
Szintugy lesz:
__cos (x--P) - cos acos B — sin asinf
MG e sin (x—B)  sinocosf 4 cos zsin

12°
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Az utobbi tértnek gy a szamldlojat, mint a nevezdjét sin «
sin (-val eloszlva lesz:
cos a cos B Sin a sin
Stz st sim o sin
colg (= = — -
9 (x4-¢) sun o -cos B | cos o sin

stn o sinB ' sin asin

I ™

cotg o coty B — 1 :
TG cotg b+ cotg = (4) ‘
Az (1) és (2) szdma egyenlelek igen fontosak, mert ezekbil
erednek a szogmérlan tovabbi képletei. Az idézett egyenletek mnem
csalk azon esetre érvényesek, ha « 4+ B << 90°ndl, hanem minden
mds esetben s, tehat akkor is, ha pl. « << 909, és B << 90%ndl,
amde o - £ > 90°%nal, vagy ha « > 90%nal és B <C 90°%nal sth.
Ezt minden egyes esetre nézve ép gy lehet bebizonyitani, amint
a fontebbire nézve levezettiik. °
A széban levd képletek allalinos érvényességét még a kovetkezé mdédon
is bebizonyithatjuk.
Tegyik fol, hogy ugy o mintf < 90°-nél, §sszegiik azonban > 90°-nil.
Jeloljiik az a-hoz tartozd pG6tlosziget «'-sal, a B-hoz tartozét £'-sal, ekkor:
¢ =900 — o' €5 B = Y0° — f',
tehit « 4+ B = 180° — (o' -} B')és:
sin (x 4 B) = sin [18(° — (&' 4 {')) = sin (' 4 §');
minthogy a follételnél fogva o' - [' < 900-ndl, tehdt (1) szerint:
: sin (o' + ') = sin o' cos ' 4 cos &' sin §'.
Amde: sin o' = cos a és cos ' = sin B, cos &' = sin x és sin f' = cos B,

kovetkezoleg :
sin (@ -4~ f) = cos a sin B - sin a cos 3;
tehdt az (1) szimu egyenlet akkor is érvényes, ha « 4 8 > 90°-ndl stb.
Hasonl6képen gydzddhetiink meg a (2) képlet dltaldnos érvényességérdl is.
Ezekutdn lassuk, mikép lehet két szog kilinbségének fiiggve-
nyeit az egyes szogek fiiggvényeiben kifejezniink ?
Legyen MON 4 = =z (213.4bra)

Lt ¢s NOPX = p;tehit MOP & — » — .
N OP szirnak tetszés szerint vett A pont-
C/E P Jjabolhuzzuk meg MO-ra ABmerdlegest;
A~ eszerint AB | MO, és:
/ AD :
ﬂ/ l :17)‘ = 8N (7. 7= .6)’
Q L1+ M BO

= ¢08 (=2 -— ).

40 °
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Minthogy e torteket a és P szogek fiiggvényeiben akarjuk kife-
jezni, hizzuk meg 4C 1 NO; CD L MO ¢s CE | AB egyenescket.
AB = BE—AR.>:CD AL,

RO P05 SAOL A0
BO BDDO _BD  DO_EC
D= A0 AD 0+

A torteket szorzatokka Atalakitva, lesz :
AB _CD €O _AE AC

40 - CO A0S AC 140
BO: T HEOSA G DO (80)

A0 A0 HO _l A0
Amde CAE & = MON ¥ = 7, telmt.
AB LT, 5 L1l
Y Sl e cos o sin B;
: gg- = sin o sin B - cos « cos B;
azaz: sin (o — B) = sin « cos p — cos o sin B. (5)
cos (x — P) = cos « cos B - sin a sin B; (6)

Az utébbi egyenletek (1) és (2) fokcpletekb(&l is levezetheldk. Ugyanis
a = (z — fB) -+ B; ezen egyenletre (1) (,s (2) k(plcleket all\almaZ\a
sin &« —sin (¢ — [). cos B - cos (= — ). sin .
cos o = cos (x — [). cos @ — sin (1 — f). sin .
E két egyenlethol az ismerctlen sin (x — [)t és cos (x — f)-t az algebra
szabdlyai szerint kikeresvén, ismét az (5) és (6) evyenletekxe jutunk. (\hkép ?)

Ismerve sin (x—@) és cos (= — B)-t, a tangenst és cotangenst
is kiszamithatjuk. T. i

t 7~——1 8 &
tg (2 — B) = g1-|—zg’/’ 2 (7)
cotg o. colyg 1
IR R = cof/ ——IC(E;;ZL ()

Az utébbi négy képlet negaliv szogek fiiggvényeire vezet,
mert, ha az (5), (6), (7) és (8) cgyenletekben = szoget egyenlove
tessziik 0-val, a kovetkezo egyenletek szz’unm/n ke

sin (— P) = — sinB, co3 (— B) = - cos B,

tg (—=B=—1b colg (-— ) = — cotg B.

Mar mo;t az a kérdés, mit jelentenek ezek az eg gyenletek ? mi
a negaliv sz6g? mit ertsunk az ilyen szog fiiggvényein ?

Emlitettiik méar (4. §.), hogy a szigeknél nemesak a nagysagot,
hanem a mozgd szogszar forduldsdnak az irdnydt is tekintethe kell
venniink, azaz tudnunk kell, mily modon keletkezelt a szog. Lattuk
tovabbd, hogy az ellentétes eldjeleknek a mértanban ellenkezd hely-
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zelek, ellenkezd irnyok felelnek meg. E két észrevételnél fogva
P szog mnegativ eldjelét a fordulds ellentelt irdnydra kell érteniink ;
~+ P és — P tehdt egyenld nagysdgu, azonban ellenkezd irdnyw
fordulatokbol szarmazott szogeket jelentenek.

214. fibra. Igy példanl 214. dbraban ACB X egyenld
ACDB' di-gel, amde az elsd szdg leirdsanal a
fordulé szir A-tol a nyil irdnydiban, vagyis
az Oramutalo jarasdval ellenkez6 irdnyban
mozgott B felé, a masikndl cllenben a fordulds
cllenkezd irdnyban tortént. Ila tehdt az egyik

szoget - B-val jeloljiik, a mdsikat — B-val
kell jelolntink, azaz ACB ¥ = 4 B é¢s ACB. ¥ = — p. Most
mdr a {ontehbi egyenletck érlelmét is konnyen kitaldlhatjuk. Ugyanis,
ha BC = B'C == 1, sin ACB = BD, és sin(— ACH) = — B'D.

azaz, a nevezelt szogeknek “egyenld értékii, dm ellenkezo irdnya
sinusaik vannak; jelekkel kifejezve :

st (— B) = — sin B.
Tovabba cos ACD = cos (— ACD) = CD, azaz:

cos (— f) = - cos B.

A tangensrél és cotangensrdl ugyanaz 4ll,-ami a sinusrél.

A fontebbi egyenletek tehdt tokélelesen igazak, mégpedig
azon alapelvnél fogva, melyszerint ellentéles helyzeteket algebrailag
ellenkezd  eldjelekkel fejeziink ki. Ezen egyenletek alapjdn egy-
szersmind a megativ szigek fiiggvényeit a poeitiv szigek fiigguényei-
vel fejezhetjiik ki, mert e fiiggvények abszolul értékre mézve egyen-
lik, sot a cosinusnak (és reciprok értékének, a secansnak) mdy az
elijele is mindkél szigre mézve ugyanaz; a tibbi figgeény azonban
eldjelre mézve kiilinbozik

85. § A kétszeres és a felényi szogek fiiggvényei.

A megel6zo § (1)....(4) képleteiben 3-t egyenlonek tévén
z-val, a kovetkezd fonlos egyenletekre jutunk:

sin 22 = 28in « cos a. 9)
c0S 27 = cos? % — SiN2 . (10)
2 t(} 54

2 cotg =«

e pon—
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I képletekben valamely adott szog fiiggvényeivel a kétszeres szog
fiiggvényeit fejeztiik Ki.

A (10) cgyenletnek mds alakja is van. Ha t. 1. cos? « helyébe
az ismeretes alapképlet szerint 1 — sin? a-t, illetdleg stn? « helyébe
1 — cos? a-t irunk, lesz:

c0s 20 =1 — 2 sin® a {0
cos 2u = 2 cos? o — L. U,
Ezekbél tovabba:
1 4 cos 22 = 2 cos? ;3
1 — ¢0s 20— 2isin2 o
vagy, ha 2« helyébe o-t, és helyébe —;—-t frunk :
1 4 cos o = 2 cos? -fzi—, (13)
1—coso=28imt - (14)
A (9) és (10) szamu egyenletben « hel5cb0 I ot irva lesz:
A 0) o (15)
$in o =2 sin 5 cos —5=1
p— Pipie SR Sl
cos » = cos? - sin® —5- (16)

Ezen utobbi 4 egyenlet a szogmértan gyakrabban alkalmazott
képletei kozé tartozik. Ugyaninnen erednek a felényi szigek fiiggvényeit

kifejez képletek is. Nevezetesen a (13) egyenlethdl cos —g—, a (14)-bol

sin -Z— értékét keresve, lesz:

1 — 8 -
i (0] —‘/ c0s W ; (“)

m—zl/‘ Esge o (18)
Ezekhol osztdssal:
) .<>‘i'/l'(2L V—l——:> cos m—'
th:@: 1+ cosw
e
coe AT sin __i‘;L_ " T?——cr)s %}

Az ulébhi két gyokmcnnyise"ct végszeril wldkbun is kifejezhetjiik, t. i

1——-00.) w / 1-—u)~ )’ 1—cos )
i S Do vy
¥y + o8 ® l 1 — cos? o sin o ?




l/l—;—cmw_ l/l+w\“(i' 1+¢0>m‘

1 — ¢cos w 1 — cos? w sin w  ?
tehét :
w 1 —cos w
e (19)
W 1 + cos w ;
LA 9
£ 2 sin o ; ('0)

86. § A szogliiggvények Gsszegének és kiilonbségének
szorzatta, illetéley hanyadossa valé atalakitasa.

Trigonomelriai szamitédsoknal rendesen logaritmusokat haszni-
lunk ; dmde ez utobbiak sem 0Osszegekre, sem kiilénbségekre nem
alkalmazhatok, ezért felette sziikséges, modot taldlnunk arra, hogy
a szogmeértani [iiggvények Osszegét és kiilonbségét szorzat, vagy
hanyados alakjiban kifejezhessiik.

E célbol adjuk ossze (1) és (D), tovibba (2) és (6) egyenleteket

(84. §), azutén vonjuk ki (1) egyenlethdl (5)-6t és (2)-hél (6)-ot, lesz:
sin (2 - f') —}< $in (2 — f) = 2 sin a cos B;
n (

sin (z - p) sin (r — ) = 2 cos =« sin B;
cos (z.4 F) —{- cos (x — P) = 2 cos « cos ;
cos (x - P) — cos (1 — B) = —2 sin « sinB.
Legyen itt: « 4+ g = o — B = 9, kivetkezésképen :
ar-z‘( +3)bbﬁ=%(r——0)

e helyetiesités folytin a fontebbi egyenletek ily alakot &ltenek :

sy 4 sin 0 = 2 sin § (y + 9) cos § (y-3);  (21)
sin Y — sin 8 = 2 cos } (y + 3) sin } (y—9); (22)
cos Y + cos § = 2 cos § (y 4 8) cos § (y—3);  (2)
cos Y — cos 8 = — 2 sin § (y 4 ) sin} (y—9). (24)
Ezen egyenletek segitségével ket sinus vagy cosinus Osszegét,

illetdleg kiilonbségét szorzalld alakithatjuk At.
Tovabba :

sin x| Sin B sin o cos B - cos z sin B
¢ t — — — :
i Al co~7+cao{5 cos 7. cos B ?
: sin (% £ %
vagyis: g a4 tg B = i (25)

cos o cos B

sin (3 4 2)
0lg o e e R e 26
»('0 A Ak sin o sin B )
Ezenkivil, ha a (21), (22), (23) és (24) négy egyenlet mind-

egyikét a tobbi harommal kiilon-kiilon elosztjuk, 12 uj egyenletet

Epen tgy:
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talalunk. Ezek koziil helykiméléshol csak egyet emlitiink meg, a
melyre kés6bb sziikségiink lesz. Osszuk el a (21) egyenletel a (22)
szamuval, lesz:

siny -+ sin 8 sin ¥y -+ 9) cos yy—3)
siny — sin 8 cos ¥y -+ 8) sin 3(y—3)’
=g v + 9) cotg {y—9),

vagyis:

!
sin y 4 sind__tg Yy~ 9) @)
1
1

sin y —sin 8 tg 3y — )

87.§ Harom vagy tobb szog osszegének fiiggvényeirdl.

Eddigi képleteink csak k¢t szog fiiggvényeire vonatkoznak;
lehet azonban azokat harom, vagy tobb szogre is alkalmazni.
Példaul, ha sin (= + £ -+ y) értekét, «, B és y szogek fiigg-
vényeiben Kkellene kifejezniink, (8 - y)-t egytagu mennyiségnek
tekintjiik, és ekkép jarunk el:
sin (x + B y) = sin a cos (54 v) 4 cos « sin (38 + ¥),
most: cos (3 4 y)-t és sin (B 4 y)-t azismerctes képletek szerint
kifejtjiikk, és lesz:
sin (z - B 4 y) = sin a. (cos B cosy — sin f sin y) 4 cos «.
(sin B cos ¥ - cos B sin y);
sin (4B 4 v) = sin a cos pcosy— sin a sinf siny =
cos o sin B cos y -} cos x cos B sin ¥.

Ha pedig o« = p =%, akkor:
sin 3x = sin o cos? o — sind o -+ cos? o sin « - cos? 2 s«
sin 3o = 8 sin o cos* a — sind a;
itt cos* o helyébe (1 — sm? «)-t irhatunk, és akkor:
sin 3o = 3 sin o — 4 sind o

Ez az egy példa vilagosan mutatja, miképen kell a tobbi eset-
ben eljarnunk.

88. & A szogmértani fliiggvények kiszdmitésa.

Miel6tt a goniometriai fiiggvények kiszamitdsihoz fognank, az
eddig tanultak alapjin a kovetkezOket kell emlékezetiinkbe vissza-
idézniink : a) barmely szog fiiggvényeit a hegyes szogek fiiggvényei-
vel fejezhetjiik ki; b) valamely szog egyetlen fiiggvényének ismerete
elég arra, hogy valamennyi tobbi fiiggvényét meghatarozhassuk ;
c) teljesen elég a 45%ig terjedd szogek fiiggvényeit kiszdmitanunk,
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mert a (45° -+ «) sz0g fiiggvényeit a potls (45° — «) szog fiiggve-
nyeiben fejezhetjilk ki, csakis azt kell figyelembe venniink, hogy
minden szdg sinusa a potloszog cosinusaval, cosinusa ennck sinusé-
val stb. egyenld.

Ha ezekut4n meggondoljuk, hogy az egység-sugari korben
foglalt « szog ive nagyobb, mint sinusa, azonban kisebb, mint a
szog tangense, akkor:

sin o < arcus o és arc o < tg o;

ar <sin %. are a cos < sin
C & . "C % A SN o
cos %’ !

are «. Y 1 — sind 2 < sin =

Az utébbi egyenlétlenség még inkdbb érvényes marad, ha

sin? « helyett az annél nagyobb arc? a-t tessziik; akkor:
arc o/ 1 — arc® o < sin a.

A gyokjel alatt foglalt mennyiség, ha a sz0g 450-nal Kkisebb,
nem éri el az egységet, hanem 1-nél kisebb értéki tort lesz, azon-
ban akkor:

1 — arcta < Y1 — arc? =,
tehat még inkabb igaz a kovetkezd egyenltlenség:
arc o (1 — are? o) < sin «
és: ;
arc o. — 8w o < arc® «

Ezen egyenldtlenség azt fejezi ki, hogy a 459-ndl kisebb szig tve
és sinusa kizt lélezd kiilonbséy kisebb az tv harmadik hatvanydndl.

Amde az egység sugart korben az egy percnek meglelel arcus
AT :
~ 360.60
clhanyagolhat6 kis tort, igy hogy az 1 percnyi szog ivét €s sinusdt
egyenlének vehetjilk; a hiba, amit ezen felvétel 4ltal elkovetiink,
kisebb, mint 1 : 10%°.

Ilyforman: sin 1’ = 0:0002908882.

Ebbol : cos 17 =1/ 1 — sin? 1 = 0:999999959
azaz: cos 1is=uds

Ha ismerjiik az egy perenyi szog sinusit, akkor a 75. §. szerint
annak valamennyi fiiggvényét kiszamithatjuk, ezekbdl pedig a két-
szeres szogek, majd a két szog Osszegének fliggvényeit kifejezo kép-
letek alkalmazédsival képesek vagyunk valamennyi szdg fiiggvényét
kiszamitani.

— 00002908882 ; ennek a szamnak harmadik hatvinya
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Az 1-nél kiscbb sziigekrdl még jognzabban Allithatjuk, hogy
a sinus a megfelel6 ivvel potolhatd. E szerint:

S o P L8 Y

szn}l = ATC L 50
vagyis: sin 1”7 = 00000018481
és: oSBT

Tovabba: sin 27 = 2 sin 1”; sin 83" = 3 sin 1” stb.

Az elemi mennyiségtannak ezen kiszamitasi médja igen hossza-
dalmas, épen azért a fiiggvények tényleges meghatirozisindl az
egyszeriibb fels6hb-mennyiségtani médszereket alkalmazzék.

89. § A tompa és a kihajl6 szogek fiiggvényeinek loga-
ritmusai.

Ha valamely adott tompa, vagy kihajlo szog fiiggvényeinek a
logaritmusait kell felkeresniink, akkor elobb a 82. §. alapjan az
adott tompa, illetoleg kiliajlo szog fiiggvényeit a megfelelé hegyes-
szog fiiggvényeiben fejezziik ki és gy alkalmazzuk a 77. §. 1. pont-
jaban megismertetett eljardst.

Pl. keressik: logsin 150° 23" 48”.

Minthogy 150° 23" 48” — 180° — 290 36’ 12", azért:
log sin 150° 23" 48" = log sin 29° 30’ 12” = 969372 — 10.

Hasonl6képen lenne : :
log cos 1500 23" 48" = log cos 29° 36’ 12" (n) stb.

Vagy, ha pl.:
log sin 295° 20" 46” lenne meghatiarozando, ugy figyelembe véve,
hogy 295° 20’ 46”7 = 360° — 64° 39" 14", lesz:

log sin 2950 20" 46" = log sin 64° 39’ 14” (n) sth.

Ha pedig a szogmértani fiiggvény adott logaritmusahoz a meg-
feleld szoget kell keresniink, tigy a 77. §. 2. pontja szerint jarunk
el, csakhogy tudvan azt, hogy minden goniometriai fiiggvény logarit-
musanak egy tompa, vagy kihajlé és egy hegyes szog felel meg, a
feladat természeteéhdl iparkodunk megéllapilani, hogy a két szog
kozil melyik veendd.

Igy pl., ha:

log sin « = 9:69372 — 10, tgy:
a)sci =i 2908 361 D
b) a = 1500 28" 48"

A feladatnak, amint ldtjuk két megfejtése van. Hogyha azonban

ki van kotve, hogy « olyan szog lehet csupdn, amelyre nézve cos =
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negativ értékkel bir, ugy az els6 megoldas elesik, mert tadjuk,
hogy a kettd koziil ennek a feltételnek csakis a tompa szig felel-

het meg.
Hasonlé kikotések mellett mas esetekben is hadrozottakka

valnak a feladatok.

90. § Goniometriai egyenletek.

Goniometriai egyenletcknek azokat hivjuk, amelyekben egy,
vagy tobb ismeretlen sz6g goniometriai fiiggvényei fordulnak el6.

Az ilyen egyenletek megfejtésénél arra kell torekedniink, hogy
az ismeretlen szog kiillonboz0 goniometriai fiiggvényeit cgyugyan-
azon szogmértani fiiggvényben fejezziik ki. Ha ezt sikeriilt eléraiink,
ugy az illetd fiiggvényt, mint ismeretlent az algebra szabalyai szerint
konnyen meghatérozhatjuk, és a nyert értékbél a szégmértani tablak
segitségével az ismeretlen szoget is felkereshetjilk. Az itt kijelolt
célt gyakran segédszogek bevezetésével, méskor a kétszeres, vagy a
felényi szogek fiiggvényeirdl tanultak figyelembe vételével, széval a
goniometriai képletek megfeleld felhasznaléséval Ujllk el. PL

1. Héany fokos szog x, ha:

S X oS — a?
Ebbol :
2 SLIVE D COSI T 202}
és: SN Rx —22a.

2. Hany fokos szog z, ha sin (z -+ a) — cos x. sina = cosa?
sin x. cos a - cos x. sin @ — cos x. Sin @ = coS a;

Sy X COS s =108 q S — 1 =200
A sin @ L :
3. cosx=1g x; cos & = -———; C0S® x = SN T;
cos x
1 — sind v'= sin z; sind & 4 sinx ='1;
sing=—t 41/ Iy 1—_ LaF v
2 4 2
4. a,. sin 2 = b. cos x; 2a. stn x. cos x = b. cos x;
sin x = ——.
2a
bbsind i — 15:c0s3 % — . 2:57 811 X ¢ C0S X3
1
b cos? z-szel oszlva, lesz: tg* 2 — < lg 2 = 3;
TR 1 8

o=t/ F=gtgile="2 vy lgr=——




a b a
3. — -1- = +—==c;
smix S xcosx cos?x
a (sin? z. + cos? «) 4 b. sin @. cos & = c. sin?  cos?
c. (sin x.cos ¢ —Db.sin x cos x — a = 03
: 202 qa
sind 2x — —.sin 2x — —=0;
c c
p b+ /b I 16ac
sin 2x _-:__—:_.‘_/_E.:l_—.___.
7. 8in ¢ + cos 2 x = 1;
sinx -+ cos3 x — sintx = 1;
smxz — 2 smix = 0;
simz (1—2 sinz) = 0
a) suere—=0 s =—sn sl 800

s i RO EEB0R
b)) sinxe =452 = { n. 360° 4 150°

8. a sin x -}~ b.cos x = c¢; minthogy cos & = V1 — simd

c—a.sinx =byl—siniz;
: 3 _actby @+ 02—
mésfeldl : AL O ;
; S be+atf ad + br— A
sme=1 1 —cos?x; cosx= ——————55—
Vv 26 e a? - b*

Redlis értékekhez akkor jutunk, ha:

a4 b1 > e
9.2+ y=a;sinx 4 siny =0,

Y : e ) x—1
sin z -+ sin y = 2. sin —g‘/. cos Y —b;

j 2 ’
o Tl
2. s[naf——Q:J 2, sin —;—

r—y kiszdmitisa utin = és y értéke meghatdrozhaté
10. z 4y =175 sin z — sin y = 0:207107.
Si?l« zi-_-—__:l!: 0'292292# xr — y — 150-
2 2iieos 31312 !

Ze— AhYaeesioy)
l.at+y=a,tgxt+tgy =0;
sin (z -+ )
f | S ———————— e
gt cos . cos Y L
sin(x+y)=>b cosxcosy;
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sz’na:l b. [cos (z -} y) -+ cos (z — )];
2.sin a
cos (x — y) = T cos a.

2. g z—cogy=c; x — y =d;
simx  cosy
cosz sy

=

SIN 2. SIN Y — COS . €08 1Y
cos x. SIn Y e

— 2 cos (x4 y)

sin (x4 y) — sind =
e. sin (z+y)+2cs(x+y)=c sind;

sin (z -+ y) + E cos (x -+ y) = sin d.

.
’

Legyen:
2
xty=s;—=199;
akkor:
sin s lg 9. coss = sind;
8in s . cos 9 - cos s. sin 9 =sin d cos 9; :
s1n (s 4 ¢) = sind cos .

o |ro

Innen s -}~ o, illetéleg s meghatérozhato, mert ¢ a = 1g o

egyenleth6l amugy is ismeretes.
Hasonl6 moédon juthatunk az eddig megismert képletek alapjin
eszkozolt é4talakildsok révén mas egycnlet-alakok megoldiséra is.

Tizenkettedik fejezet.
A ferdeszigili haromszogek megfejtéséral.
91. §. A ferdeszogli haromszogek megfejtésére szolgald
képletek.

Valamint az cgyenldszara haromszogek megfejtését a derék-
szogliekére vezeltiikk vissza; gy a ferdeszogii haromnszogeket is két-
- két der¢kszogii haromszogre bontjuk és ezekre a 78. §. egyenleteit
alkalmazzuk.
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E célbol ABC ferdeszogii haromszog (215. &bra) egyik szog-
pontjabol az &tellenes oldalra meghuzzuk a magassigot. Ez vagy
a héaromszogon belil, vagy azon kiviil eshetik. Lassuk egyenként
¢z eseteket :

915, Abra. 1. Jeloljiikk ABCharomszog oldalait a-, b-,

c-vel, a szemkozt levo szogeket megfleleldleg

a-, B-, y-val; huzzuk meg C szogponth6l CD |

3/ fb AB egyenest. Ez uton ACD ¢s BCD derck-

D szogit haromszogek szarmaznak.
ACD derékszogii hdromszighen :
CD = b sin o, (1)
AD = b cos o (2)
BCD haromszoghen :

CD = a sin B, (3)

BD = a cos £. (1)
Az (1) és (3) egyenlethol:
b sin o = a sin B. L

A (2) és (4) cgyenlet Osszeaddsabol:
AD -+ BD = b cos « - a cos B
azomhn: AD 4 BD =c¢; *

tehat:
¢c=0bcos «—+t acosf IL

9. Ha a magassig a haromszogon kiviil esik (216. abra) ACD
derékszogit haromszogben :

216. dbra. D = bsin CAD és
c AD = b cos CAD.
r\\ a Amde CAD ¥ = 180° — «, kdvetkezoleg:
b \ stn CAD = sin «, és cos CAD = — cos «;
D Nl B {chat a fontebbi cgyenletek igy is irhatok :

CD = b sin «, (5)
AD = —bcosa. (6)

BOD derékszogii hdromszoghen :
CD = a sin B, (7)
BD =@ cosp: (8)

Az (5) egyenletet dsszehasonlitva a (7)-dikkel, 1atni valo, hogy :
b sin o = a sin p,

a (6) cgyenletet kivonva a (8)-bol lesz:

BD — AD = a cos B -|- b cos %, .
vagy : ¢ = acos -+ b cos .
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E szerint az 1. és II. szamu egyenletck minden ferdeszogii
haromszogre nézve egyarant érvényesek. Hasonlo egyenleteket tald-
lunk, ha a magassigot A vagy B szogpontbol huzzuk meg az ételle-
nes oldalra ; ekkép Osszesen hat egyenlet szarmazik u. m.:

asin P =bsinz a=>bcosy-ccosB ]
asiny —csmo: 3, b=acosy+ccosz }1I.
bsiny=csmp ¢ =acos -+ b cos =

Ezen egyenletekbol a kovetkezo fontos tantételek szirmaznak.

1. Az egyenes vonali hdromszig oldalai vigy ardnylanak egy-
mdshoz, mant az dtellenes szogek sinusai. (Sinus-tétel.)

Mert az I. alatt sszefoglalt egyenletek arinyparok alakjaban
igy irhatok:

a:b=sma:sinp,
aic=sma:siny,
biec=smp:siny;
azaz: _
a:b:ic=smna:sinB:siny.

2. Minden ferdeszogii hdrdmszigben ket oldal Gsszege gy
ardanylik ezen oldalak kilonbségehez, mint a szemkizt fekvi szigek
fel osszegének tangense ugyan e szogek fél kiilinbségének tangensé-
hez. (Tangenstétel.) Ez is az I. alatt dsszefoglalt egyenletekbél folyik.
Ugyanis :

a:b=sna:sinf.

Azonban a mértani aranypar ismeretes tulajdonséigaindl fogva :
az elsé és masodik tag Osszege gy aranylik e tagok kiilonbsége-
hez, mint a harmadik és negyedik tag Osszege ugyanezen tagok
kiillonbségéhez; tehdt a fontebbi ardnyparbol a kivetkezé uj arany-
par ered:

a—~0):(a — b) = (sin & -+ sin p)s (sin x — sin B).

Tekintethe véve a szégmérlan 27. képletét, melyszerint : :
sma-smp gt (x4 p)
sine —smpB tgk(x—p)’

lesz:

@+b:i@—b)=tgh(+E:lg}—p.

8. A ferdeszigi hdromszig bdrmelyik oldalinak négyzete
annyi, mint a mdsik két oldal mégyzeténelk isszege, kivonva ebbil
az utdbbi ket oldal ¢s a kizbefoglalt szig cosinusdnak kétszeres szor-
zqtdt. (Cosinus-tétel, vagy Carnot-féle téiel)
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E tétel a II. alatt osszefoglalt egyenletekbol kovetkezik. Mert,
ha az elsé egyenletet a-val, a masodikat b-vel, a harmadikat c-vel
megszorozzuk ; akkor :

a? = ab cos y -+ ac cos B,
b2 = ab cos y - be cos «,
¢ = ac cos {3 ~+ be cos a.

<)

Most, ha két-két egyenletet Gsszeadunk és az Osszeghol a har-
madikat kivonjuk, lesz:
a® = b3 4 ¢2 — 2b¢ cos 2, ]
b2 = a? 4 ¢ — 2ac cos §,
et = a% 4-b* —2abcosy; )
és ez a hiarom egyenlet a fontebbi, szavakban mar eldadott cosinus-
tételt fejezi ki, a haromszog mindegyik oldalara alkalmazva.
Ha a hiromszog dérékszigh, példanl « = 90° akkor cos o =0, tchat:
@t = % -4 ¢?;
azaz a cosinus-tétel Pythagoras tantételévé viltozik at. Eszerint a Carnot-féle
tétel a Pythagorasét is magdban foglalja.
4. Végiil emlitésre méltok még a Mollweide-féle egyenletek.
A sinus-tantétel szerint:
bsina=asinf;
C Sina = asmy;
ezekbol Osszeadds és kivonas ttjan lesz:
(b4 c¢)sina=a(snp -+ siny)
(b —¢)sin o = a (sin p — sin y).
Minthogy « = 180° — (8 + v) és igy sin a = sin (B 4 ¥), tehat:
b4 c)sin B4 y) =a (sin -+ stny);
b—c)sin B+ v) = a(smp—siny).
Tekintetbe véve a szogmértan ‘) képletét, melyszerint :
sm@B4+y)=2smi @4 v cs% @47,
tovabba a (21) és (22) kcplctel\et melyeknél fogva :
sin B+ sy = 2 sin z (& + Y) cos z (i)
simB—siny=2cos $B+y)smi@—1);

\¥

fontebbi egyenleteink igy ix'hatok:

G+c)2simt P+y)eosiP+y)=a2sn§@4y)cos §(@E—1)
(b—-0) 2 sin § () cos § B+ 1) = a 2 cos 15+

vagy :
(b4-c)cos § (B4-9) = a cos § (5—7)
(b— d)sin} (54+) = asin} (8—1).
Alel- Lévay-Polikeit : Mértan. I. rész. 13




194

Ezen egyenleteket Mollweide tanar taldlta fol és ezek arany-
parok alakjiban még igy is irhatok:
s+ (E+Y)
b—c):a=sm}B—y);smiG+7Y).
A megel6z6 tantételek alapjan barmely ferdeszogii hiromszoget meg
lehet fejteni, amint ezt a kovetkezd §. mulatja.

92. § A ferdeszogii haromszogek megtejtése.

I. A hdaromszig megfejtése egy oldal és két szig alapjan.
Legyen adva ¢ oldal és a rajta fekvé két szog « és £.
A harmadik szog y = 180° — (x 4 p). (1)
Az oldalak kiszamitaséra a sinus-tételt alkalmazzuk, melyszerint
a:c=sima:siny;
minthogy: vy = 180° — (2 4 P) azért sin y = sin (2 4 @),
tehat az elobbi- ardnypart igy is irhatjuk:
a:c=sm«:sim (x4 p),
kovetkezoleg : ; :
_csme  csina ©)
sy sin (x—+P)
Hasonloképen :
¢ simf csinf
=2 o)
sm y sin (x4 )
Példa, Valamely hiromszogben « == 43° 20°, 5 = 61° 40" és ¢ = 4378 m
mekkora v, « és 0?

o | 430 20
B 61040 y = 180° — (x 4§) = 75°
v -+ B 1105°
log ¢ | 264128 log ¢ | 264128

log sin | 983648 — 10

log sin B | 994458 — 10
1268586 — 10

log sin v | 998494 — 10 log sin y | 998494 — 10

i + 4
log a | 249282 B log b | 260092 e
76 ..3110 86 ...3989
& B 4 Tharris 5
a = 31104 m. b = 39895 m.

Azon esetre, ha az egyik ismeretes szog az adott oldallal szemkozt
esnék, elobb a harmadik szoget hatirozzuk meg, a tobbit azutin a fontebbinek
a mintdjara szamitjuk ki.

I. A haromszig megfejtése két oldal és a kizbefoglalt szog
alapjan.

Legyen adva a és b oldal és y szog.
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Az ismerellen szogek kiszamitdsara a tangens-tételt alkalmaz-
zuk, eszerint:
(@+b):(@—b)=tg} (x40 :tg} (x—p)
Minthoay a4 p= 180° — v és ennek kapesan:
(-+B) (1800 — y) =90° — } v,
a fontebbi aranyparnak hcuom tagja ismereles, kovetkezoleg a negye-
dik is kiszamithaté. T. i.:

Whle—f =y 0 (4 ) (1)
Kiszamitva ebbol a szogmértani tablak segitségével § (x — ) sziget,
a keresett « és B szogeket konnyill szerrel megtalédljuk a kovetkezo
egyenletekbol :
, 725(’_{_”)—*—5(7—3)1 Y (3)
Bp=4@=+p—3E=—F)

A harmadik oldalt vagyis c-t illetdleg, a sinus-tétel szerint:
CoRm =S S Ty
€s c:b=simy:sinB,

tehat:
Wi sy
Sin o
smy (3)
vagy: c=0b—
s f J

Példa. Valamely héromszogben ¢ = 31'7m, 6 =295 m & y = 32° 17';
mekkora «, $ és ¢.

a | 317 y | 320 17
b |29 : %7' 160 8' 80"
o+ b |612 $(x+p) | 78° 51’ 30"
o= b 2'2,2‘2
log (@ — b ' 34:2-
log tg g((z+ ri,? 105384710 b+ 0 |7§° 8180
1088089 10 bodgaphport & 407
log (a+b) | 178675 « | 800 56" 19"
log ig & (x—B) | 9:09414—10 3 |66° 46' 41"
330....7° 4
Y e 11
log a | 1:50106 log b| 146982
log sin y | 972763 — 10 log sin y | 972763 — 10
T 1122869 — 10 |1r19745 —10
log sin a« | 999464 — 10 log sin B | 996330 — 10
log ¢ | 123415 T log e | 123415
01...1714 01...1714
TR 5 13 e 5
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Célszeriibb azonban az ismeretlen oldalt a Mollweide-féle
egyenletek alapjan kiszamitani.
Az elobbiek szerint:

a—b
_ty%(2~5)=m’y%(1+?,

(@ —b)sin § (24 )
: tg4 (0 — )= 4
vagy .(/7(/ .) ((¢+b)00’ 11 7___;[_,, (*)
Ezen egyenleth6l mindenekelott kiszamitjuk § (x — 2) szoget.

A tangenst azért fejeztiik ki a sinus és cosinus altal, mert az
ekképen szarmazott tortszam szamlalojanak és nevezéjének még
tovabbi hasznat vehetjiik. Ugyanis, ha a keresett harmadik oldalra
Mollweide egyenleteit alkalmazzuk :
(@ b) cos § (2= B) = ccos § (x — £),
(@ —bd)sink (24 0)=csmi(z—f);

tehat : Yo (@ —b)sin § (x4 B) )
it stnt (x— f) i ! %
B i b) cos § (x -4 B) i 6)

cos & (& — B)

)

Az utobbi képletek alkalmazdsinal csupin a sin § (z — B) és
cos L (= — p) logaritmusait sziikséges kikeresni, minthogy a szdamldlik
mar az elobbi szamitéasbol ismeretesek. Ekképen kétféle titon kapjuk
meg ¢ értékeét, és ez egyszersmind az egész szamitds probdjaal szolgdl.

Plda, Valamely haromszoghen « = 197'74m, b = = 14029 m és y = 1120

47' 20" ; mekkora a tobbi rész?
a | 19774

b 14029 loy (a— b) | 175929
o SEB 33803 log sin (x4 5) 1974309 — 10
« — b | b74H 150258 (log n)
3y | 98023 40" log (a -+ b) | 2:52896
3 (= - B) | -33° 36" 20" log cos & (a— ) 1992057 — 10
T 1244953 (log )
10
log tg § (= — f)
5 — 10
I (x -+ B) = 830 36" 20" 60 20
i (z = f).=. 6%,26" 37 VB . ¥
(e = 40 2 57" 5) = 6° 26’ 37"
} B =270 9 43"
log m Il )0.’.33 log n | 2:44 ‘}y;
log sin § (2 — ) 19:05C09 — 10 log cos § (2—§) 1999725 — 10
PR 1@2 Iz/ozzs) e : log ¢ | 245228
25..2833
BT, ¢ = 28532 m.
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Ha csak a harmadik oldalt, c-t keresnok, ezt kozvetleniil a megadott

részekbol is kiszamithatjuk, a cosinus-tétel segitségével. Ugyanis:
e = a® 4 0 — 2ab cos Y

Minthogy e képlet logaritmusos szamitédsra nem alkalmas, azt e célra

4t kell alakitani. E véghol a szoban forgd egyenletet ily alakban irjuk:
e2 = a® — 2ab + 12 4 2ab — 2ab cos Y,

vagy: : ¢t = (¢ — D) 4 2ab (1 — cos Y).

Azonban (1 — cos y)-t egytagt alakban is  kifejezhetjiik, mert a szog-
mértan (14) képlete szerint:

¥
1.—"¢c08 Y 2=-9 8in®—
8 Y 2 2
o
tehat : ¢t = (@ — b)2 + 4ab sin® 4>

vagy, ha (@ — b)-et kozos tényezokép kiemeljiik, lesz:

3
4 $ine —
2 = (@ — b) ( 1+ dud oin 2 )

e — b
Tegyiik fel most, hogy : Y
& ¢ 83 4ab sin? o o
¢ - = 2 @
(@ — b2 e

vagy: 2 Vabsin
s e ) (6)
ahol ¢ valamely segédszoget jelent.
Ekkor foéntebbi egyenletiink ily alaka lesz:

2= (@ — 0% (1 4 tg% @) = (¢ — b)> sec® 9;

A vt (@ — o)
cos? o; ?
tehat:
a — b ‘ &
e e o

ebben ¢ érték a ('6) egyenleth6l meghatirozhato.
Pilda. Legyen ismét @ = 19774, b = 14029 m és y = 1120 47 20";
keressiik ¢ oldalt.

log @ |2:29610
log b | 214703
T |FiaB1s 2
log Vab |2:22156 log (@ — b) | 1°75929
loy 2 1030103 loy cos » 1030701 — 10
log sin by | 992057 — 10 log ¢ | 245228
R OB 6 25..2833
log (@ — 1) |1:75929 J LD
log tg o | 068387 ¢ =283:32 m.,
8t . 780 18"
T e gl

e = 78° 18’ 8"




198

Lehet végre a, vaay B8 szoget is kiilon kiszdmitani. Ugvanis 4ABC
haromszoghen (217. abra):

217, abra. S A RO S s %
G Azonban CDe= AC #%-DAC —Brinz
]/ X 6 BD = AB — AD = ¢ — b cos a, tehit:
—l T b sin: *
A._[_.._c D B = c—b.cosx ®)

Az alkalmazasra nézve megjegyzendo,
hogy, ha ¢ < & cos a, tehit fg § négativ, akkor nem a szogmértani tablakhol
kiirt hegyes szig, hanem a megfeleld fompa melléksz0g veendd.

a sin

Hasonlokép ered: tg o — Gl cos B

. A ferdeszigie hdaromszig megfejtése ket oldal és eqyilk dtel-
lenes szig alapjdi.

Legyen adva @ és b oldal és « szdg, keressiik a tobbi harom
alkotorészt. (Megrajzoljuk a megfeleld abrat.)

B szdget a sinus-tétel segitségével szamiljuk ki. T. i.:

a:b = sin a: sin B,
tehat -
: b s a
S =— Q:—z-. (1)

@ szogre nézve itt sajitsigos kétértelmiiség forog fenn. Mert
tudvalevd, hogy sin (180°—-p) = sin P; azaz, két mellékszig sinusa
ugy szamértékre, mint el6jelre nézve egyenld; ennélfogva az a
kérdés tdmad, vajjon a fontebbi (1) egyenletbol taldlt sinus-fiigg-
vénynek hegyes-, vagy tompaszog felel-e meg? vagy pedig Zét kii-
16nb6z6 megfejtése van-e a feladatnak ?

Elemezziik. Az a oldal vagy >, vagy < b oldalnil. (Lehetne
ugyan: a = b, ez esetet azonban mellozhetjiik, mert ekkor =z = §,
kovetkezéskép B szog ismeretes.)

1. a>b; ezen esethben « >> @-ndl, mert a nagyobbik oldallal
nagyobb szog fekszik szemben; tehil B szog szitkségkép hegyes.

2. a < b; ekkor 2 < B; és sin 2 < sin B-ndl. Ezen esetben
tehdt nemcsak a szogmértani tablabol kiirt hegyes szog hanem az
utobbihoz tartoz6 tompa mellékszog is nagyobb az ismeretes x szig-
nél; az adott alkotorészekbél tehat altaldban két kiilonhozé harom-
szOg alakithat6, amint ezt méar a sikmértanbél is tudjuk. (Lasd a
17. §-t.)

Egyébirant megjegyzendd, hogy ez utobbi #étes esetben (middr
t. i. a hdromszog két oldala és a kisebbik oldallal &tellencs szig
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van adva) az is megtorténhetik, hogy az adolt alkotorészekbol
haromszoget alkotni épenséggel nem lehet. Ugyanis, ha @ oldal nem
csak b-nél, hanem még b sin z-ndl is kisebb, ekkor a fontebbi (1)
egyenlet nem lehet igaz, mert sin B > lenne 1-nél, ez pedig kép-
telenség. Ez esetben tehdt az adott részekbol nem lehet harom-
szoget alakilani. Minthogy & stm « nem egyéb, mint a haromszog C
szOogpontjabol az atellenes oldalra boecsatott merdleges egyenes hossza,
a fontebbi eszrevételt szavakkal is konnyen kifejezhetjiik.

Emlitésre mélté még azon eset, midén @ = b sin %3 ekkor az
(1) egyenlet szerint: sin & = 1, tehat 8 = 909, vagyis a haromszog
derckszogii és b oldal az éatfogoja. .

Ha kiszamitottuk § szoget, a hatralevé harmadik sz6g:

= 1800 — (x + ) @)

Végre, ami a ¢ oldalt illeti, ezt legeélszeritbhen a sinus-tétel

alapjan keressiik meg:

(e Ty g 1% e 2
& G a siny asin(x g
Kovetkezoleg: ¢ = ————= ( s ‘). (3)
sin o sin x

Vilagos, hogy abban az esetben, ha { szognek ket kitllonbozo
értéke van, y szognek és ¢ oldalnak is ket killonbozo érték felel meg.
A harmadik (¢) oldalt kozvetleniil az adott részekbdl is Kisza-
mithatjuk a cosinus-tétel segitségével. Mert:
a? = b* + ¢ — 2be cos 2, tehdt
¢? — 2bc cos o = a® — b?, és
¢ =bcos o+ a®— b2} b cos?a
¢ =bcos z T a*— b?sain?z (4)

Ez utobbi egyenlet ujolag igazolja a f{ontebbi eredményeket.
Ugyanis:

A) ha a < b sin o, vagyis ha @ oldal kischb az emlitett
merdleges egyenesnél, ¢ képzetes értekii, mis szoval a haromszog
meg nem alakithatos ‘

B) ha a = b sin =, c-nek két egyenld értéke van, azaz, csak
egy derékszOgit haromszig alakithato, melynek atfogoja: b3

C) ha a > b sin «, akkor c-nek altaliban két kiilonb6z6
értéke van. Ila ezenkiviil @ = b, akkor c¢-nek egyik értéke = 0,
azaz csak egy, még pedig egyenldszari hdaromszog szerkesztheto.
Ha pedig « > b-nél, akkor a gyckmennyiség ¢éri¢ke a megel6zo
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b cos -t felilmualja (miért ?); tehdt e-nek egyik értéke negativ, kivet-
kezéleg hasznavehetetlen, azaz, csak egy héromszog alakithato.

A fontebbi (4) képlet logaritmusos szimitisra nem alkalmas. E célra
azt valamely segédszog felvételével 4t kellene alakitanunk, oly forman, amint
ezt mar egy alkalommal (a II. pontban) megtettiik. Azonban mivel az atalakitott
képlet semmivel sem kényelmesebb az eléadott kozvetett szamitdsi mo6dnal,
azért azt, mint nem elényoset, mell6zziik.

Pdddl. 1) Valamely 'ferdeszigii haromszighen ismeretes ¢ = 42865 m,
b = 391'77m és o = 320 55 41"; mekkordk a tobbi részek ?

log b | 259303

log sin o | 97352710

~112:32830—10 Minthogy itt @ 2> &-nél, tehat B-nak
log a | 2:63210—10" hegyes szognek kell lennie, kivetkezd-
log sin G| 969620 - 10 leg csak ezen égy értéke van:
11..290 47" B = 290 47' 24",
L RV 24"

Tovabba: « - f:="62° 43' 5" és y = 117° 16' 55",
Végre ¢ oldalt illetdleg :
log @ | 263210

log sin (x + B) | 994879
12:58089—10
log sin o | 973527—10 . ¢= 700'8im
T lge | 284562
59...7008

5D i 4.

2. Egy miasik haromszighen o = 73625, b — 97242 és a — 430 55'.
o ’

log b I 2:98785 : Mivel itt a < &-nél, tehit B

log sin o | 9'84112—10 vagy hegyes, vagy tompaszog
12°82897—10 lehet, azaz:

log a 1 2:86703—10

| o 91" 40"
og sin B N 996194—10 B 1?3 f,i ,?)
90..660 21’ Sk i
s
B két kiilonbozd értékének megfeleldleg :
Yy = 69° 43" 20" és v, = 220 26’ 40",
loy a ] 286703 log a | 286703
log sin v, § 997221 -10 log sin v, 1 958182—10
oo l1o83991—10 R 1124188510
log sin o | 984112—10 . log sin o | 984112—10
Tlog ¢, | 299812 : log ¢y | 260773
‘ 08...9956 67...4052
Sl Sl 8 1 RRes

¢, == 99568 o —"403:23.
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V. A hdromszog megfejtése a hdrom oldala alapjan.
A szogeket Carnot tételével szamitjuk Ki. Ugyanis :

© a? = b* 4 ¢ — 2bc cos o,
ésebbol : R s S
I — ,,,l‘_# (1)
2be

Itt 2 szognek csak egy érték felel meg; mert, ha cosa«
szhmértéke pozitiv, azaz b? -+ ¢* > a?, akkor « okvetetleniil hegyes-
szog (miért?); ellenben ha cos 2 szamértéke negativ, vagyis
b 4 2 < a?, akkor « szitkségképen' tompaszog. Eszerint az
elsé esetben a szogmértani tdblaban megtaldlt hegyes szog a kere-
sett szog; a masodik esetben ellenben a tablabeli szoghoz tartozo
tompa mellékszoget kell venniink.

G és y szog kiszimitésara hasonl6 képletek vannak.

Minthogy ezek a képletek logaritmusos szamvetésre nem alkal-
masak, a fontebbi egyenlet jobb oldalit egytagu kifejezéssé fogjuk
Atalakitani. E célra a szogmértan 17: és 18, képleteit haszndljuk;
ezek szerint:

SN = = / Lot 65 €08 —-= ‘/—1-——~+ 608—7'—‘-

2 l 2 2 2 ¥
cos = helyébe fontebbi értékét téve lesz:

L b? 2 — a?
Sin —2'~__—_ 1 — _._,.‘)_}_‘ ;
2bc

o b2 _.l._ cd — 2
cos o ‘/ 1 + e e
Most a gyokjel alatti kifejezéseket kozos nevezire hozva:

i /'2/:6'_:75‘5 — a2
St —— ===
l 4be !

[\

5)
-
% /2bc+bz+cz~ a3
vagyis:
Yy e e
SN S ‘/ e =

2
|
st
A
S|
5
=
|
| |
| s
| w
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Végiil a szimlalokat tényezokre bontjuk :

: % D i, c
8“2%:1/(1—{—) ¢) (a )—{—)’

4be

/b+c4a) (b+c— a)
' 4be :
Rovidség okaért legyen. a4+ b+ ¢ = 2s, kivetkezoleg:
a+b—c=2 —2=2( —¢);
atc—b=2 —2b=2(s—b);
b+c—a=2s—2a=2(s— a);
ekkor a fontebbi képletek rovidebben igy uhcxtok

S’Ln———l/b_b s—c
o %
““?Ivﬂ—zf“'l

Ezekbol « szog értéke mar kiszamithato.
Hasonlokép szarmaznak :

J?_t_ (—;—-- (l) (S—O) j_ \_.(,) §— ]
sin == l/-———————ac sin i 1/ o o l
(
|

‘eb

B /s (5=0) 2 [s(s—¢)
e B

A sinus- és cosinusbol a langens fuggvényt is }\lkCIO\thjll.\.

Ugyanis: e l/(s — b) (s — ¢
STV === —
o y be

lg o AT

cos 7 l/ : o

]

Do

vagy: SR e
L (s —b)(s—¢
Yy 2"1/ s (s — a)
hasonloképen :
g Je=ak—a | .
tg~2__l/ s (s—0) (©)
és:
s (s —a)(s—b)
Yy 2'—1/ s (s— o
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Latnivald, hogy ez utobbi képletek alkalmazdsa mellett mind a harom
s20g kiszamitdsahoz Osszesen 4 szdm logaritmusat kell kikeresni; ellenben,
ha a sinus-képletek szerint szdmitunk, 5 logaritmust, a cosinus-képletek szerint
pedig 6-ot kell a tablabol kikeresniink. De még azon esethen is, ha csak eyy
szoget kellene kiszdmitani, a tangens-képlet célszeriibb a mésik kettdnél, mert
a tangens [fiiggoinyele a szdg vdltoztdval gyorsabban vdltoznal, mint a sinusol:,
vagy cosinusok . ennélfogva a tangens-figgvénnyel a sz03 méasodperceit ponto-
sabban hatirozhatjuk meg, mint a sinus-, vagy cosinussal.

Az imént Kifejtett képletekben a gyokjel elott csak - allhat, mert a
haromszogben mindegyik szog kisebb 180°nal, tehat a felényi szog sziikségkép
kisebb 90°-ndl, azaz -;—, —g— és % hegyes szogek, ennéliogva minden fligg~
vényiik pozitiv mennyiség.

Péda. Valamely haromszogben a harom oldal ¢ = 216'7m, b = 3921 m,
és ¢ = 4652 m; mekkordk a szogek ?

a = 2167 3 . § —a == 320'3
b= aog1h Be SR AUTAT sl p =5 1149
< ¢ = 4652 o g.—c= 718
log (s—b) | 216107 log s | 272997
log (s—c) | 1.85612 log (s—a) }2'50556
2401719—20 i 523553
_ 623663
o I{1878166 —20): 2 O
log 19 5 l 9:39083— 10 B A
2..180 49’
Dl sl o — 270 38’ 2"
log (s—a) | 250555 log s | 272997
loy (s—v) } 1'85612 log (s—0b) 1216107
2 94°36168—20 489104
: 489104 .
e (19‘4706‘-—20)22 AN ' "
log 19 =5 l 973532 10 i L
5.7.. 280 31’
DB T i S 50" B = 57° 3' 40"
log (s—a) | 250366 log s | 272997
log (s—0) 2'16107 Z_O(I_(_-S_—:_b_). 1'85%
24°66663—20 458609
_ 468609
(20 08054—20): 2 R B
1oy tg iy | 10:04027—10 g, = ATV AY 0

23,.470 3%

TR 9" 1 = 950 18" 18’
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93. § A haromszog teriiletének kiszamitisa.

Tudjuk, hogy a haromszog teriilete (1) egyenlé az alap (a) és
a magassag (m) fél szorzatival, vagyis jelekkel kifejezve:

Amde a haromsziog magassiga kozvetleniil nem szokott isme-
retes.lenni, hanem azt tobbnyire a haromszog ismeretes alkotérészeibél
kell elobb kiszdmitanunk. A gyakrabban eléfordulé esetek a kivet-
kezOk.

1. Adva van a hdromszog kél oldala (a, b) és a kizbezdrt szoy
(v). keressiik a teriiletet.

218. 4bra. BC = a oldalt alapnak tekintvén
A (217, 4bra), a hiromszog teriilete :
am
f — “")ﬁ
8 Azonban ADC derékszogii hiromszogben :
D a C ] =}
m = b sy,
tehat: : ?
{ = % ab sin y. B
Péddul legyen o = 71'7m. b = 295 m. és y = 320 17'; keressiik a

hiromszog teriiletét.
log a | 1:50106
log b | 1°46982
log sin y | 972763—10
tiz, lkieg. log*2 | 9:69897—-10
log t | 2:39748
t 124973 m=.

Ha a kozbefoglalt szog helyett egy masik ismeretes, akkor eléhb a
befogolt szoget keressiik, és csak ezutdn alkalmazzuk a fontebbi képletet.

2. Adva van egy oldal (a) és két szig (5 és v); mekkora a
Lifromszog teriilete ? ,

a oldalt alapul véve: m = b sin y; vagy b-t az adott részek
altal fejezve ki:
| PR L SN v

sin (8 +47) =
tehat
_asimBsiny @ sinfsiny

2smPB4y) 2 2sin a2 I
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Pdds, Legyen a = 283'75m, B = 82° 24 20" és y = 78° 12' 50",
kovetkezoleg « == 69° 22’ 50" ; mekkora a haromszog teriilete ?

log a | 245294
‘—')ZT)
490538
log sin B §9°72909—10 log 2 ]0-30103
log sin y 99907510 log sin o 9-97125—10
£62572 027228
S| 0iATEeG
log t | 435344 t =—.22565 m?2.

Hairom adott oldalbdl szamitsuk ki a hdromszig teriiletet.

« oldalt alapnak tekintvén, m == b sin y. Minthogy a szog-

mértan (15) képlete értelmében: sin y = 2 sin —;— c0s -;; és a meg-
elozo §. 1V. ponlja szerint

sin v_‘—~ == l/ ~—aab¢ (&= 0) és cos —L- '/ —-———'7 tehdt
m:_bl/ °—'—;ﬁ_“'—b(q_(j)

a® b?
i == 2ab y/s(s—a) s—1b) (s—0)
: Ly 2ab s

vagyis:

bie="1/ /s (s — a) (s — b) (s — o). 1L
Az ut6bbi formula mar régéta ismeretes ; a gordgok alexandriai Heronak
tulajdonilottak.

Pdda. Tegyen ¢ = 2167m, b = 392'1m, és ¢ = 4652 m ; mekkora ¢ ?

a | 2167 log s | 272997
b1 38921 loy (s—a) }2:50556
¢l 4652 log (s —b) | 216107
~ 92 s 110740 log (s—c¢) 185612
s | 5370 925272 : 2
s—a ] 3203 log t = | 462636 t = 42302 m2.
s—b| 1449 3. ..4230
§ —¢C 718 ED 2

A Hero-féle l\LpIcL tekintetbe vételével a felényiszogek t'1n<*0n~emok
egvenletei (lisd a 92. §. IV. pontjaban a (3) egyenletet) igy is irhatok =

ol l/(s—m (s—e¢) _ l/ ss—a) (5—b)(s=-0)
YEOPE Biailev—a) ' o s (s—a)p .
t

o TR Bl 11
95~ (s —a)

B t ) t
Samtigys 19 5= sy & 95— s 5—o

Ez utobbi alak némely feladatndl igen célszeriien alkalmazhato
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94. §& A koriilirt és a beirt kor sugaranak kiszamitédsa. -

1. Adott hdaromszogre nézve szamitsuk ki a koriilivt kor sugardt.
Legyen ABC az adott hiromszog (219. abra);
O a koriilirt kor kozéppontja, OL 1 AB, tovabba
Ol | BC és ON | AC; tudjuk hogy:
AL = LB = ¢, BM = MC = 1a ¢s
AN = NC = 1b tovabbi:
BAC ¥, vagyis o« = } DOC = DOM g,
AI)’C {, « {5 — ﬁ A0C = AON {,
ACB Syt o= 1 40B'— AOL <.
Most, ha a koriilirt kor sugarvat »r-rel jeloljiik, azaz:
A0 = B0 = (O = r, akkor:

219. 4bra.

ta i b e 14 :
E_=SIN% —=8IN I €5 —— =8I,
, 7 r r -
kovetkezoleg :
X a b c (I)
e Y QTG D B, B R Y

Latni ebbol, hogy a haromszdog koré irt kor sugara csak egy

oldaltol és az ezzel szemkozt fekvé szogtol fiigg.
-3

E képlet mas alakban is felirhatdo; mert ha sin « helyébe 2 sin —;— cos 5t
irunk és a felényi-szig fiiggvényeinek értékét a 92. 8. IV. pontjabél helyet-
tesitjiik, lesz:

a
— -
(Bt oye o) s (s—a) R
4 l/ = l/ e és ebhol:
abe
Tk NG ia) (e D) (8 5y

Amde a nevezdben levé gyokmennyiség nem egyéb, mint a héromszig
teriilete ¢, vagyis:
abe
r= _{Et—-
A fontebbi (I) egyenletbél egyattal kovetkezik, hogy a:b:¢ =
sim o : sin B : sin y. (Sinus-tétel).
2. A hdromszog hdrom oldaldbil szamitsuk ki a befrt kir sugardt.
A sikmértan 52. §-dnak 2. pontja szerint:
At
Aalraa B weeet,
ahol p a beirt kor sugardt és ¢ a haromszog teriiletét jelenti.
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Minthogy: ¢ = {/s(s—a)(s—b)(s—¢), ésa + b + ¢ = 2,

azért:
— YAl hE—g_y/b-ak=bb=9

s

s — — b — ..—[ ey
Azonban: ‘/ %) (S it s—a)l/ sb (),——bu) ()7

s—b) (8—0)
tovabba : l/——(s—o—(j):(—t)——— ) 5 (92. §.IV. pJ);
B

2 . 2 Y
tehat: o= (s —a). iy »2—::(.5-—11). tg?::(s -—c). tg 5
Az ut6bbi képleteket a megfelelé abrabol (52. §. 2. p.) kozvetleniil is

leszrmaztathatjuk.
3. A hdromszig eqy oldaldbsl és ket szi9ebil kiszdmitands a

bewrt kir sugara.

220. dbra. Legyen O az ABC haromszogbe irt kor
8 kozéppontja (220. dbra); a kor az oldalakat
A D, E, I pontokban érinti. A sikmértanbol
tudjuk, hogy 40, BO, CO sugarak 4, C B,

szogeket felezik. Ha adva van AC = b oldal
A A . és a rajta fekvo « és y.szdég, AOE és COE
A E C  derékszogii haromszogekben:

AE = p. cotg —;’—, CE = . coly —%»—;

\

AE 4 C‘J:b:p(cotg—;——kcoz{/ é)
b

i & e
Ly tg -
cotg - -+ colg 5
A neveziben levd cotangenst cosinus és sinussal® kifejezve,
lesz:
i b sin —;"— sin % & b sin —;— sim %— :
o )

o ‘
¢m Bk e
cos + cos -&- sm 5 simy (@47

S5 b sin 2 S 5
—P— .
cos 9
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4. A hdromszog hdrom adott oldaldbdl (a, b, ¢) kiszdmitands a livilid]
érintlezd hdrom kir sugara (p, oy o). Megfelelo dbrat készitoén, Fitinik, hogy :

‘/ s (s—0) (s—0)
[ o ]
1 $—a

s(s—ua) (s—¢)
7 s—b ?
s(s—a)(s—10b)
e l/ T

Ebbol latnivalé egyszersmind, hogy

Szavakkal ?

95. § Haromszogmértani feladatok.

A 92. §-ban targyalt négy féfeladaton kivil még szimtalan
mas, tobbé-kevésbbé Osszetett feladat is adhaté, részint a hirom-
szog alkotorészeinek kitlonféleképen valo Osszekapesoldsa, részint a
koriilirt, vagy beirt kor sugaranak, a magassagoknak, a kozépvonalak-
nak, a szogfelezOknek sth. szambavétele utjan. Minden ilynemii
foladatnal arra kell torekedniink, hogy azt a tanult haromszogtani
télelek segitségével az elobbi egyszerit feladatok valamelyikére
vezessiik vissza. E tekintetben utmutatéil szolgédlhatnak a kovetkezo
példak :

1. Valamely hdromszogbdl ismeretes az egyilk oldal (@), tovibba
a mdsik két oldal isszege (b —+ ¢), és az utibbi oldalaklal dtellenes
szogel osszege (B =+ v); fejtsiik meg a luuomwn;pt

A Mollweide-féle elsé egyenlet szerint (91. §. 4):

(b4c).cost (B+y)=acos % (E—).
Ebben: a, (b-+c) és & (34 +) ismeretes mennyiségek, tehat:
(b+0). cos } ¢ +)

a :

Mar most § (B v)-t és ¥ (B—y)-t, vagyis a két szog feél Osszeget
és fel kiilonbségét ismervén, B-t és y-t is konnyen kiszamithatjuk.
Az oldalakat pedig a tangens-tétel alapjan kereshetjiik. Mikor nem
fejthetd meg a feladat?

Egyszertibb eszkozokkel, habir nem oly vivid uton fejthetd
meg e feladat, ha olyforma eljarast kovetiink, mint a szerkesztés
utjan torténd megfejtésnél (19. §.). Ugyanis gondoljuk a fentebbi

03 § (B—1) =
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feladatot megfejtetinek és legyen ABC a keresett haromszog. Hosz-
szabbitsuk meg ennek b oldalat, vagyis CA-i annyira, hogy 47 =c¢,
tehat CD = b-}-c legyen. Az ekkép szarmazott BCD /\-hen BDC
sz0g =90°— 1 (3-y) és CBD =90°—§ (8 —¥); minthogy pedig
BC=a, CD=b-}c és BDC sztg ismeretes, tehit a sinustétel
alapjan § (3 — y) szog is kiszamithato.

2. Fejtsiik meg « hdromsziget, ha az alapvonal (a), a mdsik
ket oldal osszege (b -+ ¢ = s), €3 as alapon fekvd szigek egyike (3)
tsmeretes.

A Mollweide-féle elsé cgyenlet szerint (91, §. 4.):

acos} (@ —y)=0-+c)cos } (B4-v)
Hogy cbbol y-t megtalilhassuk, a cosinusokat az egyenlet
mindkét oldalin a szogmértan (6) és (2) képlete szerint kifejtjiik ;
akkor lesz:

a (cos%ms'»—- - szn_sm ) = (b + ¢) (cos g cos -;:———

sin 2 sin
2

ezutan az egyenlet mindkét oldalat sin 1 T el osztjuk

2— cos 9

a (coty +fJ D=0+ 0 (eoty- -g 95,
és ebbol: ;

¥ ])_{_ oy [
ig - e R
U=t

Sokkal hamarabb érilnk célt, ha ly—g— és iy —% ismeretes egyenleteit

92. §. IV. pont (3) egymdssal szorozzuk.
- Ezen egyszerii képlethil ¥ sziget kényelmesen kiszamithatjuk ;
a tobbi alkotorészt ezutin a szokott modon kereshetjiik.

Fejtsiik meg ugyanezt a feladatot olv scegédhdromszog folvételével,
melyben az adott @ alapvonalon és B szigién kivill az oldalosszeg (b+-¢) is,
mint egyszerii alkotorész fordul eld. Léasd az [. példdndl alolt utasitist és a
19. §. 1. pontjit.

3. Valamely hdromszoybil ismeretes a keriilel (azaz a harom
oldal Osszege (@~ b-¢) és két szog (B, ), fejlsiik meg a hdromsziget.

A harmadik szog z==180°— (8-} y).

A hirom oldal ismeretes Osszegét 2s-sel jeldljiik, azaz:

a—4-b-4c=2s.

Avel Lévay-Potikeit : Mértan, 1. récz. 1k
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A sinus-tétel alapjan:

GELED S L
s o sin o

Ezen értékeket (1) egyenletbe helyettesitvén, lesz:

a s f a sin 3 :

iy sum o + sin :/.{ ot
vagy: a(sina-tsinf-t-siny)=2ssinay
28 sin «
tehat: = Sinat-sinpJ-siny
Hasonloképen nyerhetd & és ¢ értéke, melyet kiilon levezetni

folosleges.

De minthogy a fontebbi tortszdm nevezdje tobbtagu kifejezés
6s cnnek kovetkeztében logaritmusokkal valé szémitisra nem
alkalmas, a hirom sinus Osszegét szorzattd fogjuk éatalakitani:
(st a <} sin B) 4 sin y =2sin § (x4 B) cos§ (x— ) -+ sin (2 -+ )

— 2 sin § (-4 B) [cos } (x — ) +-cos § (x4 B)]

= 4 cos —g— . €08 »é— . COS —g—.
Ezen ut6bbi értéket helyettesitvén, kello rovidités utan lesz:
8 Sin =
R
S By
€03 5= €08 &

Irjuk fel & és c értékét is. :

Fejtsiik meg vgyane feladatot oly segédhiromszog felvételével, melynek
alapvonala: a-}-b--¢. (Lisd a 19. §. 8. pontjat.)

4. Valamely hdromszighil ismeretes az egyik oldal (a), a
mdsik két oldal Liilonbsége (b—c) és az utébbi oldalakkal szemkozt
fekvs czogel kiilonbsége (B—v); fejlsiik meg a hdromsziget.

(E feladat megfejiése hasonlé az 1-hoz.)

E. Valamely hdromszigbdl ismevetes az aloy (@), a hozzdtartozo
magassdg (m) €és az alappal szemkiozl fekvd szig (x); mekkordk a
tobbe alkotorészek ?

Alkalmazzuk Carnot tételét az « oldalra és keressiik (&4 ¢)- és (2 — ¢)-t.

6. Valamely Idromszightl wsmerjiil, az ecgqyik oldalt (a-t), a
hozzdtartozo magassdgot (m-t) &8 a mdsik két oldal Gsszegét (b-4=¢),
szamilsuk ki a hdromszoget. (Lisd a 93. §. ulolsé pontjit.)

2 am

(74
t —_—— — "
IR T et T re—a
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7. A hdromszog my, My, my hdrom magassdgabdl szdmitsuk ke
a teriletet.

Nevezziik a hérom oldalt , y, z-nck, fél 6sszegiiket s-nek, lesz:
N

A m ;
M, X —=my Yy =m, z,tehit y = —* x, és 2=
~ my 1y

Helyettesitsiik e két értéket a Hero-féle képletbe, melyszerint
== {/s(s—2) (s —y) (s — 2) és irjunk ¢ helyébe } m, z-et. Stb.

Tizenharmadik fejezet.
A trigonometria néhany alkalmazasa.

96. §. Néhany feladat a négyszogrol.

Tudjuk, hogy a négyszog meghatirozisara of alkatorész sziil-
séges. Lassuk nehdny példaban, mikép lehet 6t adott alkotorészbél .
a négyszog tobbi részét kiszamitani.

1. ABCD (221. &bra) négyszigbdil ismeretes hdarom szig, név-
szerimt: a, B, y €s két dtellenes oldal: a 65 c; szamitsuk i a
221. dbra. tobby alkotirészt és a négysziy teriiletet.

Hosszabbitsuk meg a b és d két ismeret-
len oldalt, a mig Z pontban talilkoznak. Ez
uton AED és BEC haromszogek jonnek létre.
Mind a kettobol egy-egy oldal és két-két szog
ismeretes 1évén, a tobbi alkotorészeket kony-
nyen kiszamithatjuk.

Ugyanis AED haromszighen :

, si $in o
AR — & ?lnS s DE— 2 sz
Sin ¢ SN <
DEC hiromszoghen :
BE = ST Y o5 OF — 2500
sin € sin s

Minthogy AB = AL — BE és CD = DE — CE, tovabba
€ ==180° — (2 + 9), kovetkezoleg: sin ¢ = sin (= 4 J), tehait:
gl sin d csiny asind—csiny

sin (z49) sin(@—+9)  sin(z490)

a sin o. ¢ sin a sin a—c sin B

et sin (z-4-0) sin(x498) —  sin (z )9

13 &
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E képlelek akkor is érvényesek, ha 4B és CD oldalak 4D alaft érnck
Ossze. (Miért ?)

Megfejtheti-e a fontebbi feladat azon esetben, ha 2 - & = 180°?

A négyszog teriiletének kiszdmitaséira: AED haromszog terii-
letéhél BEC /\ teriiletét kivonjuk. Azaz:

a? sin 2 sind 2 sin B sin d
2sin(at0)  2sinad-9d)

9. ABCD négyszighdl adva van hdrom oldal : a, b, ¢ és a két
Lizbezdrt szog o« és B, miképen szdmithaté ki a mdsil két szig?
(Lasd az elohbi Abrat.)

A szamilds kovetkezs rendben torténik : Eldszor ABD haromszdgbél ki-
keressiik BD 4tl6t és ABD szoget; ezen két alkotérész segitségével azutédn
kiszamitjuk BCD haromszighol y-t és végiil 8-t.

3. A trapéz mégy ismerctes oldaldbl Fkiszamitandok a szigek

¢s a teriilet.

999. ibra. Jeloljik ABCD trapéz oldalait (222.

abra) sorban @, b, ¢, d-vel, a szdgeket

B, L e a, B, ¥, 0-val. A trapéz jellemzé tulajdon-
J/ ; \z saganal fogva :
A @ é D

o 4 B = 180°, és y 4 & = 180"

Huzzuk meg CE = AB egyenest;
ezzel a trapéz kot egyszeriibb idomra t. i. ABCE parallelogrammira
¢s ECD hiromszogre oszlik. Minthogy az utobbinak mind a hérom
oldala ismeretes, tovabbid CED ¥ = a és CDE ¥ = 3, tehit a
trapéz eme két szoge konnyen kiszdmithato. (92. §. 1V.)

A teriiletet illetoleg:
ABCE [ ] =cd sinp = cd sin «

CED A\ — (a—c)d sina

2 b
; e 3 (a—c) dsina
tehat : ADBCD =cd sin .- 5 .
ABCD = ﬁ;_—c)— s, vagy:
ABCD =d (a -+ ¢) sin ; cos g ;
végre Sin -—;—- -t és cos—;(—-t CED hiromszog oldalaival kifejezve;
ABCD = 7:—2 i/s (s—0) (s—d) (s— (a—¢c)),

ahol CED haromszog fcélkeriiletét s-sel jeloltiik.
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4. A Lirbe ért mégyszig négy ismeretes oldaldbil szdamitsul
Li a szigeket ¢s a teriiletet. (223. abra.)

223. 4bra. : Rovidség okaért anégyszog oldalait @, b, ¢, d-
vel, a szdgeket a, B, v, O-val, a két atlét f és
g-vel jeldljiik. Tudjuk, hogy a korbe irt négy szoghen
két atellenes szog Osszege 180°. Ennélfogva:

a4+ y=180° és 8- 3=180°,
kovetkezoleg :

=180 — « s 3 =180 — .
ABD és BCD haromszogekre a cosinus-tételt alkalmazvan:

{2 = a*-+ d* — 2ad cos o. €s
f2 =02 - ¢ — 2bc cos y =024~ 2 +-2bc cos
ezekhol :
a2+ d? — 2ad cos = =b?4-c? - 2b¢ cos a,
tehat :
a-d?—0b*—c?
9 (ad +-be)
Minthogy czen egyenlet logaritmusos szamvelésre nem alkal-
mas, a 92. § IV. pontja médjara atalakitjuk.
Ugyanis, a szi)g11161 tan szerint:

1——(0» 1 (os‘x
5171———‘/ (,SCOS—- +

cos « imeént talalt értékét helyettesxt\ én:
k& 2ad +2bc — a2 — >+ b*+ c‘-‘
Sm o~ 4 (ad -}~ be)
e 2ad 4-2bc - a* - d? —b* —c*
AT T 4 (ad 4 be) !

=5!/ (@+b+ (;{;é-lf)/;}— —J,—d—a)

/((a—{—c—%—d —b)(a+b4d—r0)
ad +-be

C0S o0.=

sin

[OR [\')R

Rovidség kedveért legyen:

: a—}—b—}—c—{—d—_—‘Zs ckkor :

at-b4ec—d=2(s—d),
at+bt+d—c=2(—0),
atect+d—b=2(s—Db)

b-ec+d—a=2(5s—a),
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€5 képleteink igy alakulnak

SN

(s—a)(s — /)
a(lJr-b( T

a — b (s —(
a(l—{-bc :
ezekbdl osztis utdn lesz:

(s—a)(s — r()

iy 2 —l/ (s—b)(s—¢)
f-ra nézve hasonlo képlet nyerhets, ha g allot egyszer ABC,
majd ACD hiromszioghél ker essiik ; akkor a fontebbi eljaras mellett =

s—c)(s—d)

93 —]/s —a)(s—1b)
A négyszog teriiletés illetéleg nyilvédnvalo, hogy ez ABD és
BCD héromszigek teriiletének Osszegebol all. A 93. §. értelmében s

ABD A— ad?laésBCDA:bm;nl :

t\clsz m|\

tehat :

8in o ot 3
= (ad -+ bc) s R = (ad -} be) sin e 008 5

sin —; és ms—;— helyébe az imént kifejtett értekeket téve, kiovetkezé

egyszerii képlet szarmazik :
(=Y (s—a)(s—b)(s—¢)(s— d).
5. A kirbe 0t négyszig ismeretes oldaldbel keressiik a két atlot.
Az clobbi pont szerint:
=@+ d* — 2ad cos 7, és:
A —-dd — 0t — 3
A + 2 (ad -} be) :

€05z ezen €rtékct a megel6zo egyenletben helyettesitve, lesz:

=i — 2aﬂ’+dh‘m‘”1

2 (ad - be)
: __(ac+-bd) (ab - ca)
HEEYS [ ad 4 be {
v ac +-bd) (ab +- ed)
tehat: f== ‘/ Fraery
Hasonloképen

3y l/ (ac -+ bd) ad—-}— /'L)
T ab - cd
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Ebbél a két egyenlethdl szorzas és osztds altal két nevezetes

kapcsolat szarmazik, t. i.: ; B e
ab - e
f9=ac—+ bd, és o Py

Az elsd egyenlettel mar az 53. §-ban (Ptolemacus-féle tantétel) megis-
merkedtiink ; a mésikat sem nchéz szavakkal kifejezni.

6. Valamely négyszighil ismeretes a ket atls (f és g) €s a kiz-
befogott szig (w); szdmitsuls ki a négyszig teriiletét.

A négyszog teriilete egyenld az atlok meghiizasa altal keletkezett
négy hiromszog teriiletének osszegével. Ha most az egyes hiromszogek
teriiletét két oldal és a bezart szog sinusaval kifejezziik, lesz :

e —fl- SN .

Léatni ebbdl, hogy az egyenld atlo]u négyszogek kozott az a legnagyobb,
amelynek atloi egymast dcrékszugben metszik. (Miért ?)

97. § A szabalyos sokszogek kiszamitasa.

1. Szamitsuk ki valamely n-oldald, szabdlyos sokszig oldal-

hosszdbdl a teriiletét, és viszont, a teriiletébil az oldal-hosszdl.

. 224. abra. Legyen AB = a valamely szabalyos
n-szognek egyik oldala (224 é&bra); C pont
ugyanannak kozéppontja és CD | AB-re.
Tudjuk, hogy:

B __360°

2 ?

5 2 1b0°
Iovetkezoleg ennek fele: ACD ¥ =

Tovabba ACD /\-ben:

DC=AD. cotyg ACD = —§~ colg

180°

tehat ACB haromszog teriilete :
AGB N\ = AL C’D——-». - coly

kovetkezoleg a szabalyos sokszog terulete.

nad 180°
14 e coty

v

Megforditva, ha ¢ ismeretes és a-t keressiik:

/ 4t 18()
o
vagy. =2 I/__ tg E‘P_-
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2. A kor sugardbil szdmilsuk ki a befrt n-oldali

szabdlyos
sokszoy oldaldl ¢s teriiletét és megforditva, a

tva, a szabdlyos n-sziy oldaldbdl,
vagy teriiletébil keressiil: meg a kiviilivt ko

225. abra.

sugardat.
Legyen O a kir kizéppontja (225. dbra),
AO=DBO=1FR, ¢s AB=1 az n-oldala szabélyos
sokszog egyik oldala. Legyen OC | AB-re, akkor
AOC derékszogii haromszochen

A Ce—=u ()

sin ACC, vagy
l w1800
i LR.sin i
tehdat:

()0
l'=2R.sin1bO .
n
A sokszog keriilete : K =nl, vagyis:

180°
K=2n R .sin —0—
A teriiletre vonatkozolag :

0
AOB N\ = AC. 0C = -’771? L

R a
vagy [ értékét helyettesitve:

P 180°
—_— D SN T .
AOB /\ = gy 2 U8 ey
vagyis:

R2 3600
A()L’A—a S 30 :
kovetkezoleg a sokszOg teriilete

nlu e 3800
t.= —— s

Ellenben, ha & az ismeretlen mennyiség, akkor az I és f sz4-

mara nyerte gyenleteket Z-re nézve fejtjikk meg; lesz megfelelsleg
l

Lo

2 sin

63 : R= l/
n.sin’ v-e

n
3. A Ior sugardbil FLiszimitands a kivilirt szabdlyos

Nn-8209
oldalhossza ¢s teriilete és wmegforditva, az n-oldalii szabdlyos soks
oldalhosszdbol, vagy teriletébsl a beiri kir sugara

1800
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Legyen O a kor kozéppontja (226. dbra), r a
sugir, MN = L a koriilirt szabalyos n-szig cgyik
e oldala, ¢s P az érintési pont. — MODP derékszogi

haromszoghben : :

226. 4bra.

/0 MP — OP.tg MOP, vagyis:
i& L B0
j s dEXy Tt 2 S

tehat: iz 802

A sokszog keriilete: K = nL, vagyis:
2 180°
K=2nr.1g _‘_’n“,

A terjiletet illetdleg:

: 180°
MON A\ = ME, OP =YLy = 13lg _,;;_;
. 30°
tehat a sokszog teriilete: T'=mr?.tg——

Ha » a keresett mennyiség, akkor az L és T szaméra nyert
egyenleteket 7-re vonatkozolag kell meglejteniink ; lesz:
L It 180°

1.=Ti:@-=~2—~.00[(' ——:I'z‘ )
2lg ——
7
es: ol i g T 1800
r = 80 Y w9 a
n .ty Tyt

98. §. Feladatok a gyakorlati meértan korébol.

A trigonometria a gyakorlati mértanban bo alkalmazdst nyer.

Mi csak néhany fontosabb foladat megfejtésére szoritkozunk. Ezek :

1. ‘Hatdrozzuk meg ket pont egymdstil vald tdvolsdgat, feltéve,

hogy valamely kizbeeso akaddly miatt e tavolsdgot kozvetetleniil meg-
méini mem lehet,

927. Abra. Legyen e két pont 4 és B(227.4bra).

Minthogy a helyi viszonyoknal fogva

A L\—'dd‘—;‘/’_—:?ﬁ (példaul mocsér, vagy mis akadaly
\\\ Qs et miatt) az AB egyenes kozvetleniil nem

e 7 mérhetd meg, valamely™ harmadik C

\\ Vi pontot tiiziink ki ugy, hogy ebbbl gy

A A mint B-felé mérni lehessen. Ezutan
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a méré lanccal megmérjiik CB=a és C4 =10 tavolsigokat, és
végiil valamely szogmérd miiszerrel ACB=+y sziget; most mair
a keresett AB tavolsigot ABC hiromszoghtl a 92, § IL pontja
szerint konnyen kiszamithatjuk.

2. Hatdrozzuk meg két pont egymdstil vals tdvolsdgdt, feltéve,
hogy az egyik hozzdférhetetlen.

228. 4bra. Legyen 2 két pont 4 és B

/ . (228. abra). Itt is egy harmadik C

G A pontot tiiziink ki gy, hogy ebbdl a
3N W_./  megkozelithetd 4 pont felé mérni
2 / lehessen. Ezutdn megmérjitk AC tavol-
\ 7 sdgot, tovabbd PAC és ACB szoge-
c ket; e harom adathol a keresett AB
tavolsdgot a 92. §. I. pontja szerint kiszimithatjuk.

3. Hatdrozzuk meg két hozzdférhetetlen zont eqymdstdl valg
tavolsdgat.

Hogy e feladatot megfejthessiik, oly

229. abra.,
(CD = a) alapvonalat (229. 4bra) kell ki-
x : / B tlizniink, mely a meghatirozando AB—=:z
ga egyenes vonallal ugyanazon sikban fek-
\‘\»,/"’ — szik, és amelynek végpontjaibol 4 és I
% “\\ S pontokat latni és irinyba venni lehet.
5 Sk 2 Megmérvén ezutin CD alapvonalat,

tovibbd D ponton a és B szigeket, vé-
giil C pontban y és 3 szogeket, az ismeretlen z tavolsigot szimitds
utjdﬂ ekkép hatirozzuk meg:

CAD ¥ =180 — (x + 8 +7v);
és: DBC ¥ =180°— (B 41+ 3).
Tehat gy ACD mint BCD héromszéghen egy oldal és valamennyi
sz0g ismeretes, kovetkezileg a 92. §. 1. pontja szerint:

ACD /-ben:
A a sin (¢ - f) Sty a.svn{_
S pty) sl B

BCD /\-ben:

___asin asin(y-43)

BD — — :
~ sty ) © sin (57 -+9)
E négy adat alapjin z-et akir ABD, akir ABC hiromsziz-
bol konnyen klszamithanuk mert mmdegylkbol két oldal és a kozbe
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zart sz0g ismeretes 1évén, a harmadik oldalt (z-et) a szokott modon
meghatarozhatjuk.

Kell6 ellendrzés tekintetébol célszerti x értékét mind a két
héromszoghdél kiszamitani.

Joval egyszeriibb a feladat megfejtése, ha az alapvonal (CD) egyik vég-
pontja (pl. C) a meghatirozandé AB meghosszabbitasaba esik.

4. Hdarom A, B és C pontnak ismeretes helyzelébdl hatdrozzulk
meq valamely D negyediknek ¢ fekvésél, az utdbbi pontban tett szog-
meresek alapjdn. Foltesszuk., hogy mind a négy pont ugyanazon
sikban van. (Pathenot-féle foladat.)

Minthogy A, B és C pontok (230. dbra) kélesonos fekvése
ismeretes, tehat AC és BC, vagyis a és b tavolsagokat, tovabba

930. abra. ACB, vagyis 7 szoget ismerteknek tekint-
hetjiik ; ezenkivill még ADC = a. és BDC
= B szogek is meg vannak mérve.

D pont fekvését A, B és € pontokra
vonatkozolag AD, BD és CD tavolsigok
hatdrozzak meg, melyeket réviden 2,7, z-vel
jelolink. Hogyha CGAD =9 és CBD = ¢
£ szogek ismertek lennének, a keresett tavol-
siagokat ACD és BGD haromszogekbdl kénnyen kiszamithatnok ;
mert a sinustételnél fogva ACD hiromszogben :

a st (o -+ ) asing.

U o e és i
Sin o s o

2odl)

BCD haromszogben pedig:
__bsin(B+9) : s bisin iy
TR e B R o
Legkozelebbi teendénk tehat ¢ és ¢ szogeket meghatdrozni.
z-nek - két értékébol kovetkezd 1 egyenlet szdrmazik :
asing _ bsind @)

sin o sin B
ezenkivill ACBD négyszoghben : :
¢ + ¢ = 360° — (. + B 1 7)- 4
A (3) és (4)-ik egyenlet @ és ¢ szogeken kiviil mds ismeretlen
mennyiséget nem foglal magdban ; e szogek tehat meghatdrozhatok.
Rovidség kedvéért legyen 360° — (& + B + 1) = 0; ekko
a (4) egyenlet szerint:
b=0—r. (5)




<-nek ezen értékét a (3) egyenlethe helyetlesitve, lesz:
asing __ bsin (3 —9)

sim o« sin B
vagy : asing b sin dcoso — beosdsino
e sin B ;

ebbol: = asingsinB=>0sindcospsina—bcosdsingsinaz,
-ezen egyenletet sin o-vel osztva:
asin =0 sind sinu cotg p — b cos 3 sina,
asimf
: -+ coty 3

0 b sim 2 810 0

Az utébbi egyenletbol kiszamithatjuk o-t, ezutin az (5) egyenlet
alapjan ¢-t, végre az (1) és (2) egyenletekbol z-et, y-t és z-t.

Ha « + B -+ y = 0 = 180°% azaz ha 4, B, C, D pontok
ugyanazon kor keriiletébe esnek, a feladat hatdrozatlan, kovetkezo-
leg meg nem fejthetd (miért nem?). Ezért a gyakorlati alkalmaza-
soknél iigyelniink kell, nehogy a negyedik pont a masik hérom
altal meghatarozott kor keriiletébe (vagy ennek kozelébe) essék.

Mennyiben viltoznak a {ontebbi egyenletek

1. azon esethen, ha a keresett D pont C-yel AB-tol egyfeldl esik ?

2. ha C pont 4D egyenes vonalon fekszik ?

3. ha a meghatarozandé D pont ABC haromszig terébe esik ?

5. Haldrozzuk meg valamely ldrgynak (példaul toronynak)
magassdagdt wsmert hosszusdgi vizszintes alapvonalbil.

231. abra. Legyen AD (231. dbra) a meghatéro-

[y zando magassig ¢s CD a vizszintes alap-

vonal, mely kelloen meghosszabbilva B talp-
ponton halad keresztiil.

Eltekintve a szigmérd miiszer magassa-
gatél, mely minden csetre a talalt magassag-

(6)

¢

C D B ,hoz hozzdadando, C ponthan ~megmérjik
ACB = ¢ és D pontban ADB = &, emelkedési (elevacio) szoget.
Rovidség okaért legyen: AD = x és CD = a.

ADC haromszogben :
ADC .= 180° — ¢, CAD X = ¢, — ¢,
4 ' CA=.—.—“$£”€2 =
1N (€5 — &)
Minthogy CAB derékszigit haromszoghen :
a==04_ sz
a sin e, SN &
sin (%3 —¢,).

tehat : R
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Gyakran nincs modunkban oly vizszintes alapvonalat kitiizni,
mely a megmeérendd targy talppontjan megy keresztiil. Ilyenkor a

932, Abra. CD alapvonal C végpontjéban (232. dbra) meg-
mérjiik a vizszintesen fekvd BCD — o sz0-

get és ACB = ¢ emelkedési szoget, a masik
D végpontban a vizszintes BDC = { szoget.

Ekkép BCD vizszintesen [ekvo haromszoghen

egy oldal (CD = a) és két 5208 (« €s 2)
ismeretes 1évén, a sinus-tételnél fogva:
asin P
BO— X

—in @+
Minthogy tovabbi ABC derékszogii haromszoghen :
AB =z = BC .1{g¢,
tehdt : R gl Big =
sin (x4 P)
6. Hatdrozzuk meg valamely felhi magassdgdt, ha annak képet
az alattunk felvé t6 tikrének bizonyos pontjaban latjuk.
933. abra. Legyen C a felhd helye, (233. &bra) B
C annak képe az EBD to tiikrében, A a parton
levd megfigyeld dllasa; AD=m, a part
magassaga, CE=m, a felhd magassaga, o a.
A hajlasszog (depresszio-szog) a tiikorkep felé ;
0‘] B az cmelkedési szog (elevacio-szog) a felhd
T
)

Ly ! irdny4dban. Minthogy siktiikroknel a beesési.
2 'B sz0g egyenld a visszaverGdés szogével, ennél-

fogva:
COBE & = ABD ¥ = a; ACB = a—3.
BOE derékszogiit haromszoghol :
my = CE = BC sin 2
ABC héromszoghol :
BC: AB=sin (2} B):sin (z—B);
BO — ABsin («-B) .
sin (x—B)

végre ABD derékszogi haromszoghol :

m=AB.sin a; AB=5;: H
y o
tehat : B A (7 +6 ;
sin o sin (z— )
o o R

sin (o« —P)
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Feladatok a trigonometriihoz.

X. Fejezet. A szogliggvényekrsl és a derékszogli és
egyenldszari hiromszog megfejtésérsl.

Szogtiiggvények. 384. Legyen a derékszogii haromszog atfogdja c, a két
befogdja @ és 0, az czekkel tellenes szigek « és B. — Mily nagyok « ¢és B
szogfiiggvényei, ha:

c=2>5, 89, 499, 13, 1, ¢ m, m? - n2;
=3, 8 391, &%, &, §m, m?— n2;
b=4 39, 12, 332 iviim 2mn2

385. Mily nagyok ama derékszogii hdromszog « hegyes szogének a fiigg-
vényei, melyben @) ¢ = 2b;0)a = % ¢;¢c)a b = 5 ¢?

386. Mekkordk a derékszogli hiromszig « hegyes szbgének a fiiggvényeli,
ha ismerjiik az @ befogét és az atfogéra hocsatolt magassagot ?

387. Mekkordk akkor, ha ismerjiik az egyik befogét és a masik befogé-
nak az dtfogén valé projekcidjat ?

388. Derékszogii, egyenlészart héromszighen az-alfogé « ismeretes ; mek-
kordk a hegyes szogek fiiggvényei ?

389. Valamely derékszégii hdromszog teriilete 12 m?®, egyik szogének
tangense 1°5; mily nagyok a befogdk ?

390. Mily nagy az dtlogd, ha sin & = 06, az « sziggel szemben fekvo
befogé pedig 205 m ?

391. Mekkordk a derékszogii haromszog olalai 6s teriilete, ha : a) e =145
€sfg @ = 1'05; 0) a = 24 ¢és cos « = 028; ¢) b = 117 és sin « = 0-359.

322. Szerkessziik meg a szoget, ha: sin a = 08; cos x — S tga=3;
colg o ==1; sin o= 06; coly o = 3; cotg & — £,

Szogfiiggvények Osszefiiggése. 893. Mily nagyok =« sz0g tobbi figg-

vényei, ha:
2 m

a) $in o =075; sine==2%; sina= ——_F—i; sin @ = 085; sin « = 1;
m?
S$in o= §y/3 ?
— L ms — n?
b) cos o= };c0s « = 028 ; cos e = } V2;c08a =1} v/z; cosa— ;1?_{_ o

o) lya=2%;tg0—==2%; fga=3;lga=1;tga=1vi tga=1}9
: d) cotg o. = (0:8; coly a = $; cotg a — 15 c0lg a = 1; coty o« = v/35;
cotg o = $9?

€) 3800&:2;505«:'75;36001::\/-_)—;sccz—_—;};s(’c:::l;seca:wg—-. ——2?

1) cosec o = 13 ; cosec a==1'125; cosec o — 2; coseca=$; coseca=2% /3
cosec ¢ = \/= ?
394. Egyszeriisitsiik a kovelkezd kifejezéseket akkép, hogy azokban csak
ugyanazon egy fiiggvény forduljon el :
coty

o £33 :
a) cos & - —=——; a kifejezés csak sina-t tartalmazzon
sin o 2
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——f‘r-l—f—; a kifejezés csak cos«-t tartalmazzon,

cos o sin o
¢) sino cos @ tga colg a; a kifejezés csak cos a-t tartalmazzon,

b) 800 @ —

d) 1 tg o — Vsecto— 1; a kifejezés csak cofg a-t tartalmazzon,

e) R S - Vo mntaige cos «; akifejezés csak cofy -t tartalmazzo «
V1 — cos® a 1 —cos?a
395. Szamitsuk ki a kﬁvetkezb kifejezések ériékét ha : o~ f -y =180°
a)sin—:‘t—(i———-cos— b)tg +tg (t‘l_(]—— B-{-col ——)
) sin® +ﬁ+col‘// +(cofg——cos21-d)cos +p+tg :{- -
4 2 2 2 2.1
Cg 5 - cos® .
A 300 450 60°-nyi szogek fliggvényei. £06. Mivel egyenlé:
2 o
)» —, lnaa—"i)" /)-i—lo—— ha « = 60°; )2 7% haa=45¢
sin a cos 95 — sin 7 cos a

397. l\kkkora @ és B, ha: @) sin (2 — P) =} é o5 'm - f) = &
B tg (- + B =vs éstg@—f=1?
Tiiggvények logaritmusai. 398. Mekkora:
a) log sin 38°17"; log sin 17°8' 20" ; log sin 0° 48’ 37" ; log sin 517 58" 33" ¢
b) log tg 1025' 40" ; log ty 69° 27" 39" ; log tg 23° 23’ 23” log tg 82919 31" ¢
¢) log cos 57948' ; log cos 89°9' 47" ; log cos 50°9' 9" ; log cos 24°16' 20" ¢
d) log coly 770 31" ; log coty 8°8' 54" ; log cotg 0° 40 9" ; log cotg 63° 15" 26" ¢
399. Hany fok, perc, masodperc a szog, ha:
a) log sin x = 967843—10; log cos x = 9'91469—10; log tg x = 0" %043,
log coty x = 9'65062—10.
b) log sin x == 959530~—10; log cos @ = 9:94603 —10 ; log tg = — 9-81963-10 .
oy cotg & — 0'83012.
¢) log sin 2=995301—10; log cos x = 974151—10; log tg x —0-21453;
log cotg = = 9'88603—10.
400. Mekkora a szog, ha:
log sin o == — 052791, log cos = = — 0:25849, log coty o = 0°79825.
log tg & == — 0°18027, log cotg « = — 011387, log tg « = 1"08851.
401. Mekkora a szig, ba:
a) tga=23; sino==05; cos a = 0637 ; cotg « = 2539.
b) sina==§ \2; cos a = 096; cotg a = §; tg a =
402. Adva van a szdg; keressik meg logaritmus- t{xble’lk segitségével &
fiiggvény értékét. Mekkora :
sin 36°12' 6", cos 530 42' 6", tg 72025" 20", tg 21° 12' 40", coty 300 26' 20" .
eolg 500 67, sin 8300, cos 30°, tg 456°°?
403. Szamitsuk ki @ értékét, ha =
a) x = 32'538. sin 120 52" 20", tg 4308" 6" ;
S 000 et b0 bl 0 060,10 204 16'10" |
= 5095 46010 " 7 "7 10437 colg 1305’97
e 4536 sin 50° 16" 4" cotg 36° 10’ 10"
0-0R7 cos 15°32" 16" g 659 30" 20"
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Derékszogli haromszogek megiejtése. 404 A derékszogii hiromszig
atfogdja @, két befogdja & és c, az ezekkel szemben fekvd szigek £ ésy; ha
ezek koziil két alkotérész adva van, szamitsuk ki a tobbit és a teriiletet:

a b c B :
G)u 235 105 208 29047°9" 63012' 51" ;
b 397 228 325 3503" 4" 54° 56" 56" ;
6) 505 336 377 410 42" 32" 48017 28" ;
d) 659 396 403 440 29' 53" 45030' 7"
¢ 379t 2:083 3171 85018'2" 56041’ 38" ;

) 23156 1:3988 1:8828 36°36' 37" 330 23" 23",

405. Fejtsiik meg o derékszigii hdromsziget, ha ismeretes a teriilet (¢) és
epy 8208 B (¢ ="797'94 m?, L =14i°30"7"; vagy ¢ = 37050 dm?, y=54°56' 56'".)

406. Megfejtendé a derékszogli hdromszog, ha ismeretes a teriilet (£) és
rgy befogd (8) vagy (c). (£ = 3:3026 m?, & = 2:083 ; vagy ¢ — 131685 m?, — ¢ 1'8828).

407. Fejtsiik meg a derékszigli haromszoget, ha az atfogdja: a,az atlo-
gohoz tartoz6 magassig: m. (@ == 13 m, m = 6 m.)

408. A derékszogit hdromszog befogéinak az atfogéra vald projekcidi
Py €s p,; fejisik meg a haromszoget. (p;, = 32'4 m, p, = 57°6 m.)

409. A7 egyik projekeid (p,) és a szig B ismeretes; megfejtends a harom-
sz0g. (p, = 143 m, = 83° 16’ 1".)

410. Valamely ut 2°51" 44"-nyi szdg alalt hajlik a vizszintes sikhoz;
hdny percent az emelkedés ; azaz mekkora az ut olyan pontjanak a magas-
sdga a vizszintes sik folott, amelynek talppontja az ut kezddpontjatél 100 m-nyi
tavolsighan van ?

411. Valamely hegyi Glnak az emelkedése 4'8 9/ ; mekkora az emelke-
dési szig ?

412. Mily nagy & Nap magassiga, mikor a 152431 m magas torony
arnyék . 4762 m ? :

413. Mily magasan &ll a Nap, mikor az ember drnyéka magassiginak
kétszercse ?

414. Ismeretes valamely derékszizii hiromszogben az tfogs és az egyik
befogé kiilonbsége (s) és a bezdrt szog (v); szdmitsuk ki az atfogit. s = 212,
Y = 49¢ 14" 50", &

415. A derékszdgii hiromszighsl ismeretes a két befogo Gsszege (s) és
az egyik hegyes szdg (8), szdmitsuk ki az oldalakat.

416. A derékszgl hdromszoghol ismeretes az egvik befogdé (b)) és az
ehhez tartozo kizépvonal (@) ; fejtsiik meg a hiromszoget. (=240 m, 2 = 200 m.)

417. Valamely derékszigli hdromszogh6l ismeretes a két bcfom31107 tar-
toz6 két Lkozépvonal (@, és d,); megfejtends a héromszog. d, = 200 m,
d, = 252'96 m.

418. A derékszizii hiaromszig dlfogéja 8 m, az egyik hefogd 2 m-rcl
hosszabb, mint a misik. A haromszig megfejtends.

419. Egy 4 pont valamely » = 12 m sugari kor kozéppontjatol 20 m
{avolsighan van. Sz&mitsuk ki az 4 pontbdl a kérhiz vont érintdket, az érin-
tok dltal bezdrt szoget, az érinlési ponlokat 6sszekotd hiar ésaz ehhez tartozé
iv hosszit.
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420. Két kor kiviilrol érintkezik; az egyik sugara R = 10 dm, a masiké
r == 6 dm, mily szioget alkolnak a kozos érintdk a-centrilissal?

421. Mekkora szoget alkotnak két kirhoz huzott kiilsd érinték egymds-
sal, és mekkora a kiills6 kozos érintSknek az érintési pontok kozt fekvs része,
ha a sugarak: 7, = 32'5 c¢m, 7, = 247 cm, a centrilis 65°8 cm ?

Az egyenlészari haromszog megfejtése. 422. Valamely egyenlészari
hiromszég alapja: @, szara: b, az atellenes szogek: o és f, magassiga: m;
fejtsiik meg a haromszoget, ha két alkotérésze ismeretes :

« b n 7 &
) 88 125 1 P 410 13" 6" 69023' 27"
b) 672 505 377 83025 4" 48°17" 28"
d) 312 2:05 1-33 990 6 400 27"
e) 45 2:3995 08338 1399 20’ 200 20",

423. Meglejtendé az egyenldszar(i haromszig, ha ismeretes a teriilet (t)
és egy szog (P), vagy (2). ¢ = 1515'88 n:2, @ == 43030’ 7"; vagy ¢ = 1876,
B = 200 20. ;

424. Az egyenl@sziri haromszog keriilete (%) és az alapon fckvé s202
(B) ismeretes ; mekkordk az oldalok ? k = 24'8 m, B = 360 12".

425. Az egyenl6sziri hiromszoghen az alapnak és az ehhez tartozé
magassignak az Gsszege kéltszer akkora, mint a szdr; mekkordk a szdgek ?

426. Mekkora valamely égitest valésdges dtmérdje, ha litszolagos dtmé-
réje () és a Foldiol vald tavolsiga (d)?

427. Valamely test eltiinik szemiink elél, ha 45"-nél kisebb a szemszig ;
mekkora tivolsigban fogjuk a @ 4tmérdjii goly6t pontnak ldtni ?

428. Mekkordnak kell lenni valamely testnek a Hold foliiletén, hogy
500-szoros nagyitisndl még észrevehets legyen, ha a Hold tavolsiga a Foldtsl
385080 Km.?

429. Valamely korb6l ismeretes a sugar,  és a kozépponti szog «; mek-
kora: ) a megfeleld har hossza %, &) az iv hossza i, ¢) a kozépponti harom-
szOg teriilete ¢, d) a kirsegmentum teriilete ?

4°0. A korscclor teriilete ¢ == 10 m?, a kér sugara » = 10 m ; mily nagy
a sectorhoz tartozo Lir?

431. Egyenlosziri haromszoghen az alappal Aatellenes szdg 12005 ez
hdrom egyonld részre van oszlva. Hogy ardnylik az alapnak kozépsé szelete
egy kiilsohoz ?

432, Buy szabilyos Olszog oldala 25 dm; mekkordk az Otszdg atloi?

433, Két kerék egy sikban van feldllitva ; sugaraik £2 és », kozéppont-
jaik tavolsign o 5 mekkora e két kercket korilfogd szij ?

XI. Tejezet. Feladatok a goniometridhoz.

A hegyes sz0gaél nagyobb szog liiggvényei. 43L Fejezziik ki hegyes
szogek fiiguveényeivel a kovelkezoket : 4

«) sin 156° 27" 18" ; cos 1220 18’ 12" ; #g 135024’ 8”; sec 1560 22" 48",

&) sec 100020 20" 5 cotg 17600" 10 ; cosec 160° 16" 0" 5 sin 11000’ 30",

¢) sin 2000; cos 2200 0" 40" ; #g 1900 10" 10" ;- cotg 1999 39" 10".

d) eos 280 10" ; 79 3000 20" 21" ; coty 3490 59" 20" ; sin 2890 9" 50",

Abel- Lécay- Polikeit : Mértan. 1. rész. 15
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485, Eayszeriisitsiik e kifejezéseket :
a) sin (909 — «) — cos (180° — &) — cos (90° — a) sin (180° — a);
a?sec (1800 — o) cos o b2 cotg (180°— ) tg B .

) cosec (1800 — f) sin cos o cosec (900 — o)
L (a2 =1 cotg (1800 — @) (e + 27 2y (90° — &)
) ty (900 — ) coty (1800 — d)

436. Szerkesztendd a szog, ha adva van a fiiggvény:

1)sina=-43%,c08a0;2)cosp=—%,sinf>0;3)tgy—=-+2,siny <0;
&) colg 5 = — 2;c083 <0; b) sino=— 3,190 <0; 6)cos v =}, sin » <O.

437. Egyszcriisitsiik a kovetkezo kifejezéseket :

a) .09+ b cos 90° — ¢ tg 180%; — b) a cos 90° — b tg 180° +- ¢ cotg 90°;
¢) atsin 90° 4 2 ab cos 1800 4 b sec 0°; — @) b sin 900 — ¢ cos 0° +- (b — ¢) cos 180°.

438. Ugyszintén : ;

a) 7 sin 3600 — 11 cos 2700 4 21 cotg 0°. — &) a*cos 360° — ab sin 270°— ab
cos 1800 -}~ b sin 90°.

a cos 09 — b sec 180° s a sec 3600 — b cos 3600
') @ cosec 90° -} b cosec 270° (¢ ) cos 0° — 2 @ sin 1809
439. Mivel egyenld: A R = 00 e DG
cos a co8
coty o 1 — cosa
=000 ——r, - L e i =0%Y
3 0 ?1-}—4;0.5'21 ha «=90°? o ha a =10

A szbgiiiggvények logaritmusai. 410. Keressiik a kovetkezd figgvények
logaritmusait :

a) log cos 1469 20" 32" ; log ty 170° 16" ; log sin 100°; log cotg 190° (Y 20",

b) log sin 1850 20" ; log tg 25000 30" ; log cos 2450 16" ; log cotg 216 19"

¢) log cos 2800 15" ; log sin 3)C0 20" ; log ty 320°15' 20" ; log cotg 350° 10'.

441. Mekkora « szog, ha: @) log sin o« = 935643 — 10; &) log cos x« —
9:47635 — 10 (1) ; ¢) log tg « = 0:97235 ; d) log coty = = 943206 — 10; ¢)log cos a =

—- 0°43965 ; 1) log sin a = — 0:93521.
442. Mekkora o sz0g, ha: @) sin « = 04323 ) sin a = — 075 c)cos 2=
— 0967 ; d) cos a = — 0:9325; ¢) tg & —= — 1327.

443. Szamitsuk ki z értékét, ha:

a) 'z = 325 cos 110029 160°. — b) z == 0039 tg 113° 20" sin 160° £0".
¢ x = /49'3 sin 1600 cos 1200, Y L sy (8 1;)()".

! ens 1389 cotg 1680

444. Kiszamitand6 « sz6g, ha:
0:3298 cotg 1129 sin 10° 30" 3" b) tg = 092 cos 1100 sin 1700
00239 cos 1300 tg 1100~ cotg 130° cos 140°
445. Logaritmustablikkal szdmitsuk ki a fiiggvényeket: sin 1200 12;
cos 1500; tg 2000 20" ; coty 178°; sin 2200 2)'",
Szogek Osszegének és kiilonbségének fliggvényei. 446. Kiszdmitandok
« + B fiiggvényei, ha: @) «= 90° f=230°; &) «=90% f=60°; c) «a=2309,
f=00; @) =60 B =¢45°; ¢) «a = 4d° [ = 30°
447. Mennyi «, ha: a) tg (45°+ %) =2 4 V3; b) tg (46° —a) =—=—3?
448. Mennyi «, ha: tg (45° — o) - coty (400 —a) = 4?
449. Egyszerisitendd : cos (1800 + a) cos (270° — ) — sin (180° -«
gin (2700 — f).

@) cos o=

TR
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450. Egyszeriisitendd :

sin (2700 — a) /g (180° f) | cotg (900 — 2) sin 'y — 909 |

2g (1800 + B) cos (1800 — ) ' cos (180° — y) tg (1807 —0)

451. Mennyi: sin 165° (1()00*‘ 1200 -+ 459), sin 12005 cos 150, (159 =450
— 309); sin 1359 cos 135° tg 135°; sin 750, cos 759, sin 78°, cos 78"?

452. Mennyi sin (3600 +a); g (90° £ a); sin (2 +F+1)?

453. Alkalmazzuk =+ { fiiggvényeinek a képletét azon esetre, ha a szog :
90° + «, 1800 + «, 2700+ 2,

Negativ szog fiiggvényei. 454 Szdmitsuk ki a — 30% — 45° — 60°,
— 135°% — 120° — 180°, — 240° negaliv S/Gﬂek fiiggvényeit.

455, Mutassuk meg, hogy sin (— o) = »7» *’ haa-£=90° és «= 3600,
456. Ha cos (— a) = #, mennyi cofy (— «); ha tg (— o) = — 1875, mennyi
1 :
st L A o s SR (RO PN
cos (— a) I

457. 30° és /m" segitségével szamitsuk ki sin (— 15°) értékét,

4 coty (— 2407)

458. Mekkora sin (— 135° — cos (— 135°) ? Mekkora o (= 2407 ?

459. Ha « negativ sz6g, mikor lesz cos 2= — sin 2 ?

A kétszeres és felényi szogek fiiggvényei. 460. Mekkorik 60° fiigg-
vényei, ha ismerjiik 30° fiiggvényeit ?

461. A 45"nyi szog figgvényeivel fejezziik ki a 9C0-nyi szog fliggvényeit.

462. cotg x=1+/3 : mennyi 8in 2 a, cos 2 x, fg 2 x ?

463. Mennyi sin 3 «, cos 3 x? S

464. Ha coty (— 2)= — {5, mennyi sin (2a)?

465. Ha egy haromszigben fg B sin? y==tgysin® §, ekkor a hirom-
8z0g egyenldsziru, vagy derékszogi.

466. Ugyszintén, ha sin 2 f PuAE T

= % cos? Ty—2
467. Ha sin a=4, mennyi cos 2? hatgx= %, mennyi sin ‘;? ha cos 2=

38, mekkordk 2 fiiggvény ei?
468. Ha Ig 450=1, mekkordk 22° 30" fiiggvényei?
469. Fejezziik ki a 15° és 7°5%nyi szg fiiggvényeit a 30°-nyi szbg figg-
vényeivel.
470. cos 2 & = — v/+ mekkora fg a?
471. Mekkora sin (— 15°, ha ismerjitk a 30%nyi szog fiiggvényeit ?
472. Mekkora cotg (— 75%) — tg (—75%)?
473. Ha g (—a)=x—\/3 és coty (— 2) = x -}- V7, mekkora 2 és (—)?
474. Bizonyitsuk be a kovetkezd képletek helyesséoét

a) sin 2 a=2 tg a cos3 x; A 1+ sin 2%
b) 2 sec 2 a=tg (45" 4 =) + e) tg (45° 4 2) = T cos 2 a
tg (45" — a); f) 2 cotg 2 = cotg * — /J
1 — cos 2 94
2 oot HETE MRt T2 UL 5%
<)ty ’——1_}_009217 g)sm21_‘l iy Tk
1 4 c0:2 2 1 1y a
2 g = -— 3 T 2 2= ———
d)colg P {—¢os 22’ A B 1——!ya+ 14—me
15%




- sec ] m) sin 2 a = (1 — cos 2 x) cotg x;
t) g a = - i O
sec & I 17 S i sin 2 a
)ty a= e = o
)t 1208 s 14 cos 2a
) itg e =" Stk s ot
)t sin 2 a ] o) cot sin 2 «
fi B e e S
2 ein 2 a=(1-4cos 2 a) lg «; g 1— cos 2 2
A szogfiiggvények Osszege ¢és killonbsége. 475. Mennyi :
a) sin 105° -+ sin 75°; cos 75° 4 cos 15°,
) cos 135° — cos 45%; sin 240° — sin 120°.
476. Viltoztassuk szorzalokkd a kovetkezoket :
a) sec a + sec (3 cosec o + cosec .
b) ty « + tg coty a + cotg f
477. Bizonyitsuk be a kovetkezo képletek helyességét:
sin a -+ sin b g +b  sina—sinb a—>b
a —_—— = [ ————— — ——
& —+ cos b 979 ' cos a-t cos b faes
) Sin @ -+ sin'd a—0b sina—sinb a-+b
b)) ——— — colg ——— == — (0l — 3
)) (l)\ a — 03 // ‘/ 2 4 (‘U> ({ - CUS 1) '/ Y4
sin @ in b b a—1>b sina—sinb a-l-1 e by
c) 2’:, f, + ,\ gt — __i—A [,/ —_— A CO(y L ’_’] 3
7 osin @ — sind 2 2 sin a - sin b 2 2

(@ -4-D) — sin (@ — ¥ in (a1 in (@ —12)

) sin (@ ~-0) — sin (a ;)_ ot st a sin (a4 b) 4 si
cos (rt—r-b)‘w: (@ — 20 c0s (a — b) + cos (@ -+ b)
e) sin(x—} () sin(a — p) =sin2a— sinf; cos (2 - B) cos (x — )= cos* = — sinl .

=1g a.

sin a 08 o cos o .sln o :
b)) .”t, 51N & C08 & = ~V——+ =1tg 2 a4 sec? a.
8e¢ %~ cosec o 08 @ — sin
tg 2 1// & f 19 a
7) g2 —sin2 a; — 4 — == ¢08 2 a,
3 tg 22 —1tg a

I//‘) % — ty x
478. Ha a4 8+ v =180° akkor bizonyitsuk be, hogy:
a) sin « -} sin - sin y =4 cos ; o8 r(f cos ¥
) cos @ - cos i 4 cos y =1 sin Zsin -(; sin _’ :
c)sin 2 a4 sin2f4sin2 y=14 sin @ sin 5 sin y.
d) tg « -+ ///f——{—//]‘f"‘/Jd/Jih//
e) cotg % + coty B +-colg ‘zf ==cotg % colg ¢ coty e

Goniometriai egyenletek. 479. Old)ul\ meg a kovelkezd egyenleteket :

1.2 cosi e =" colg. wr; 12, sin @ — 2c08 = = 6.
2.2 sin-x=lg w, 13. ¢in 20 — sin . =.2 tg x.
3. sin & = cos® 2. 14. cosec? § — sec? %= 2y/3 coscc z.
4 4y @ — colg x = a. 15. } V8 sin 2z = cos .
6. sin x colg x = }. 16. tg = 4 1 cotg = — 2.
6. ,..{4”,,..1:_ S 17. 2 4 y =92 és sinx — sin y =
sl 0:673554.
Zrighnescpl Jgia == diieeod i, 18. 2 +y = 103" ¢és sin = cos y =
8. sina —+tg x = o ldd 06124,
(“s_[:r.,,,, z - 19.sin x + sin y = 14783 é3 cos x
e e R ey e — cos y = 0'1937.
10. tg @ -} coly = = 2. €0. sin (x —y) =1 scos (x+y) =14
., tg = 4 sec® x == 3. 21. cotq & 4-tyy — 2 és sin x cos u = 4
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XII. Fejezet. Feladatok a ferdeszogli haromszigek
megfejtésérol.

Héaromszog. 480. A hiromszog oldalai «, & és ¢, az alellenes szogek
%, §, v. Hirom adott alkotérészbdl szamitsuk ki a tobbit.

a b c o g ¥
1. 388 389 195 75°10' 52" 75° 45" 0" 290 9" 8"
2. 569 281 680 50017" 31" 23057' 8" 1000 45" 21"
3. 3301 4122 3713 49°29' 50" 71042' 42" . BBV 47 28"
4. 1547 17:39 2288 420 30" 44" 49° 25" 49" 8803" 27"
b 1275 1:2753 00565  88°24' 10" 890 3" 30" 20 32" 20"

481. Valamely hdromszoghen adva van két oldal « és b és f§f = 2x
mekkorak a szogek; @ = 225 m, b = 3536 m.

432. Valamely haromszog oldalai ugy aranylanak, mint 3: 4:5; a leg-
kisebb oldal ¢ = 12 cm; mekkordk a szogek ?

483. A haromszoghol ismerefes ¢, v, és «@:b ==n; hatirozzuk meg a
tobbi alkotérészt. ¢ = 200 m, y = 76°10'8", n = 5 : 4.

484, Valamely haromszoghen o= -‘&()"iB', =310, ¢« + b, = 2215 m;
mekkora: ¢, v, @, 0?2
485. Valamely harom_:ziogben ismeretesek az @ és & oldalakra bocsitott

magassagok y €s m,, és y szOg; megfejtendd a hdromszog. my = 45,
o, = 574, vy = 56%7'48".

486. Adva van a hdromszoghdl @ 4+ 6, * — [ és v; oldjuk meg e
héromszoget.

487. A hiromszoghdl ismeretes: @, b, « — [; mekkordk az oldalak ?

438. Fejtsiik meg a haromszoget, ha ismerctes :

@) mind a hirom szdg és egy magassdg; 4) két oldal és egy magassigs;

¢) a magassig, az alappal dtellenes szog és ennek felezije.

48). Két egymdast 4 pontban 60°-nyi szog alalt metszé egyenes B és C
pontjainak tavolséiga 35 dm. Ha C pont 4 pont felé kozeledik C-ig, CC; =22 dm. ;
a C, és B egyméslol mért tavolsiga 2& dm. Mily tdvolra esik 4 p()nt Bés C-tol e

490. Egy a koron kiviil fekvé 4 ponttol a korhoz vont két szelo egyike,
AB =40 dm, ennck a kiils¢ szelete AC=13% dm, a mdésik AD szeld kilso
szelete AE =15 dm ; a szelok kozt fekvo fvrészek 80020'10” és 30°14'30” ; mekkora
ADB A-nek BD oldala ?

A haromszog teriilete. 491. Ismerjilk a haromszdg teriiletét (2), egy
oldalat (@) és [ szozét; mekkora a obbi oldal és szog? ¢ = 715 m? « =
534 m, § = 38°%7'30".

492. Szamitsuk ki a haromszog oldalait, ha a szogek és a teriilet

adva vannak.

493. A hiromszdg teriilete ¢ = 812'566 m?, két oldala 486 m és 584 m
mekkora az ezen oldalak altal bezirt szog ? 3

494. A haromszog teriilete ¢, két oldalanak Gsszege & 4 ¢ = n, és
¢ sz0g ismereles. Meghatarozandé & és ¢ oldal.

495, Adva van « + f=—105°12"14", « — [ = 5°14'32", ¢t = 108132 m*
mekkorak az oldalak ?
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496. Adva van ¢ 4+ b = 10857 m, ab = 27100 m, ¢ — 1890%¢ m:**
megfejlendd a haromszig.

497. Mckkora azon két hdromszog teriiletének az' Gsszege, melyeket a.
kétértelmii megfejtés esetéhen (92. §. 1L p.) kapunk.

A héromszdg beirt és korilirt korének sugara. 498. A hiromszig
két oldalahél (¢ = 24 m, b = 20 m) és a koriilirt kor sugarahdl (+ = 14 m)
szamitsuk ki a szogeket és a teriiletet.

499. A hiaromszog két szogébol (x és B) és a beirt kor sugardbdl (p)
szamitsuk ki az oldalakat ¢és a teriiletet.

5%0. Halarozzuk meg valamely hiromszog teriiletét, ha két szigét és a
koriilirt kor sugardt ismerjiik.

501. Adva van a korilirt kor sugara (), ezy szog (2) és a ¢ oldalhoz
tartoz6 magassig (m) ; mekkora a teriilet ?

502. A hdromszig egyik oldalibol (@), a kortilirt kér sugarahdl (), és a.
¢ oldalra bocsatott magassigh6l (1) szamitsuk ki a szdzeket.

503. A hiromszig két szogébol (z, ) és a korilirt kor sugaribdl (p
hatidrozzuk meg a beirt kor sugarat (z).

504. Ismerjiik a hiaromszognek egyik oldaldt («), a beirt kir sugarat (p)p
és a koriilirt kor sugarat (7). Mekkora a teriilet ?

505. Ismeretes egy hiromszoghol a teriilet, ¢ = 106 dm? az egyik
s20g a=62%3'20", a koriilirt kor sugara » =32 dm. Mckkordk az oldalak 2

506. Egy -haromszognek oldalai 569 m., 281 m., 650 m.; mekkora azon
héromszog teriilete, melynek egyik szégpontja az els6 hiromszig koré irt kér
kdzéppontja, egyik oldala pedig az adott haromszog legkisebb oldala ?

507. Egyenldszira héaromszog alapvonala @ = 12 m, a korilirt kor
sugara = 6'25 m; mekkora a szir, a magassig, a szigek és a teriilet ?

508. Egyenlészéra hiromszog alapja « = 4'36, a szar b = 635 ; mekkora.
a beirt kor sugara. g

509. Valamely derékszdgii haromszégbe irt kér sugara = 65 dm, az
atfogéra vont magassig m = 154 dm; megfejtendd a haromsziz:

510. Valamely derékszogli hdromszog egyik befogdja & = 396 mm, a
beirt kor sugara ¢ = 117 mm; megfejtendé a haromszig.

Hiromszogmértani feladatok. 511. Ha egy hiromszig két oldalinak
Osszege @ + b = 21 m, teriilete ¢ = 5f m?, a beirt kor sugara 2 ==3 m, mily-
nagyok az oldalai és szigei?

512. Egy haromszioghen két oldal osszege @ -+ 5 — 118 m, teriilcte
¢ = 5964 m?, v 90 = 490 57' 41" ; megfejtendd a hiromszog.

513. Mckkorik annak a hédromszognek az oldalai és a teriilete, melynck
kerilete 2 s = 36'5 m, egyik szdge « = 520 s ennck a szogpontjibdl boesatolt
magassiga m = 105 m ?

514. Valamely derékszogii hiromszoég keriilete 2 3 = 40 m, a két befog6
Gsszege 6 m-rel nagyobb, mint az 4tfogd; megfejtends a hiromszig.

515. Derékszogit haromszigben a befogdk kiilonbségze 4 dm, a keriilot
48 dm; mekkora a hirom oldal kiilonvéve, mekkorik a szogek ?

516. Egy héromszoghen két oldal kiilonbsége & — ¢ =23 m, az oldal
8 = 52 m, és az «-val szemkozt fekv szog « == 46° 15" ; megfejtends a hiromszig.
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517. Egy héromszog teriilete meghalirozand6 egy szoghol, « = 700 42
30", ezen szog szogpontjabol bocsdlott magassighol, m =— 140 m, és a koriilirt
Kor sugaribdl » = 117-603 m.

518. Ismerjiik a derékszogli haromszdg atfogojat, ¢ — 852 dm, és a
szoget felezd egyenest, d = 648 dm ; megfejtendd a haromszog.

XIII. Fejezet. A trigonometria alkalmazasa.

Négyszog. 519. Ismeretes a parallelogramma két atldja (4 és d,) és az
Atlok altal bezart szog (=); mennyi a teriilet? =98 m, d, =124 m, « =135°
b4 12:4".

520. Mily nagyok a parallelogramma oldalai és szogei, ha az atlok és
a teriilet advavannak? ¢, =8 m, d,=2'0m, ¢t =320'5 m®.

521. A parallelogramma teriilete (¢), egyik szige (%) és egyik oldala (2)
ismeretesek. Mekkora a misik oldala (0)? ¢ = 74212 m?, « = 28°31' 15"
a=154m.

522. A derékszogili négyszog oldalainak felezo pontjait Osszekold egye-
nesek rombust alkotnak. Az elsé oldalaib6l szamitsuk ki a rombus oldalat
<¢s szogeit.

523. A rombus teriilete ¢, egyik szoge «. Mily nagy az oldala ? ¢ = 2125 m?,
a = 128026’ 30".

524, Egy rombus két atlojabol hatirozzuk meg a szogeket.

52b. Ismeretes az egyenldszara trapéz két parhuzamos oldala (a és d) és
ogyik szoge (»); megfejtendd a trapéz.

526. Egyenloszéra trapézben ismerjiik a két parhuzamos oldalt és a
teriiletet ; szamitsuk ki a szogeket.

H27. A 65. cm. sugaru korbe {irt trapéz parhuzamos oldalai 126 és 66 cm.
hossztiak. Mekkora a teriilete és keriilete ?

528. Egy trapéz nem parhuzamos oldalai (¢ = 351, & = 70f) meg-
hiosszabbitva derékszog alatt talilkoznak ; mekkordk a (rapéz szozei ?

529. Valamely trapéznek @ és & parhuzamos oldalaibol és az ¢ mellelt
fekvo 2 és B szogekbol szdamitsuk ki a nem parhuzamos oldalakat.

530. A {rapézbdl ismeretes a nagyobbik parhuzamos oldal (), a mellelte
fckvo két szog (=, f) és egy nem parhuzamos oldal ; mekkora a trapéz teriilele 2

531. A trapézbol adva van hirom oldal és egy sziog; meglejtends a
trapéz. ‘
532. Valamely harnégyszogben adva van két dtellenes oldal (a, ¢), egy
zar ‘ay 5e g korilirt kor sugara (); szamitsuk ki a mdsik két oldalt.

533. Valamely hiirnégyszogben ismeretes két aUlé (m, n), az ezektdl bezart
szog (). és a koriilirt kor sugara (r); hatirozzuk meg a négyszog szogeit és
oldalait.

Szabélyos sokszog. 53t. Mekkora leriilete van ama szabilyos tizenkét-
szignek, amelynek cgyik oldala ¢ =8 m ?

535. Valamely szabalyos nyoleszdg teriilete 1 m?2; mekkora az oldala ?

536. Mekkora teriilete van a 10 m sugina kirne irt szabalyos tizszognek ?

537 A korbe irt szabdlyos tizenitszog oldala 4 cem; mckkora a kor
atméraje ?
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538. Valamely négyzet teriilete £==239 dm?; mekkora a koriilirt kornek .

a sugara ?

539. A szabilyos nyoleszogbe irt kor sugara r==5 dm; mekkora a
sokszog teriilele ?

540. Valamely szabélyos huszszog oldala 29 mm; mekkora a beirt kir
atméroje ?

541. Hany oldali azen szabdlyos sokszig, melyre nézve a koriilirt kor
sugara kétszer nagyobb a beirt kor sugardndl ?

542. Valamely szabdlyos tizenkétszdg teriilete akkora, mint valamely
szabdlyos hétszog teriilete, melynck oldala @=4 m; mekkora a tizenkétszoghe
irt kor sugara ?

543. A korbeirt szabdlyos otszog teriilete £; mekkora a beirt kilencszig
teriilete ?

544, Valamely szabdlyos tizenegyszog és szabdlyos hiszszog egyenld
keriilettel birnak. Az elso teriilete d-vel kisebb, mint a madsiké. Mekkora a
hiszszog oldala @ ? (d=294'5).

545. Adva van két koncentrikus kor 56 m, illetéleg 54091 m. sugdrral ;
hinyoldaltt az a szabdlyos sokszog, melynck oldalai az elsé korben hurok, a
a masikra nézve pedig érinték ?

546. Szabilyos tizenkétszog alaka erddteriilelrdl kivagjak a fit. Hany
kobméter fa keriil ki onnan, ha a szabilyos sokszignek oldala 125 m, egy
hektarrol pedig 240 m? fat nyernek ?

Magasség- és tdvolsdgezdmitds. 547. Hogy 4B torony magassagil meg-
hatirozhassuk, ha annak A talppontjihoz nem juthatunk, mérjiik meg a sik-
ban ama CD egyenest (CD = 86'5 m), mely kelléen meghosszabitva A pontot
érné ; szintiigy BDA = 14°32' 50" és BCA = 25° 32" 40" szogeket. Mekkora 4B ?

548. CD torony magassigit meg kell hatirozni (a talppontja D); e végelt
megmériink a vizszintes sikban egy telszés szerinli cgyenest: AB =385 m;
tovahbi BAD . = 62° 31" 40", ABD 3 = 33° 42' 15" és DAC g - = 387 42" 50"
Meckkora €D ? ;

549. CD hegy magassiginak meghatirozisira megmérjiik a vizszintes
sikban az AB = 24'5 m hosszti egyenest, mely kellden meghosszabbitva C tal)-
ponton haladna 4t. Ha DAC & = 38°15' és DBC ¥ = 42038'; mekkora a
magassig ?

550. Egy torony kereszije 290 m tavolbol = szig alatt litszik: e sziig
megkétszerezédik, ha a {oronyhoz 150 m-rel kozelediink. Mily magas a torony ?

551. Egy hiz tetején lové 4B villimharitd magassigal akarjuk me;-
hatarozni. E véghol a villimhariloval egy sikban, fekvé M és N pontokbdl,
melyek tivolsiga 18 m, a villamhdrité végpontjaira tekintiink : 4N J = 135%
ANM . == 31° 40", BNM J = 42° 10",

552. Valaki a folyé partjan dllva, a talsé parion levd fit 6(° alatt latja,
ha pedig 12'64 m-rel tovdbb megy, a fat 30° alatt litja. Miné széles a folyo
és milyen magas a fa?

553. AB torony magassiga 72 m. B csiesponthol a CD torony 30° 15™-nyi
szog alatt latszik s azon szig, melyet a B-t6l C-hez huzolt egyencs AD-vel

t 590 35’ 40"”. Mily magas CD és miné messze van a két torony egymdstol ?

N
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554, A, B, C egy vizszintes egyenes hirom pontja, D egy épiilet cstics-
vontja, @, B, Yy az 4D, BD és CD egyeneseknck a vizszintessel alkotott szogei ;
mily magas az épiilet, ha: AB = 50 m, BC = 30 m, « = 9° 29’ 41'5", £ = 15>
14!, v ==27951"?

855. Egy bizonyos tavolsighdl nézve, valamely fa 52028’ 55'"-nyi szog
alatt latszik ; 10 m-rel kozelebb menvén a fihoz, az mar 59° 47° 57"-nyi
ldtszélagos magassiggal bir. Mily magas a fa ?

556. Egy torony magassiga ¢=35m és tavolsiga egy folyé innensé.
partjatol 30 m. Mily széles a foly6, ha ez a torony tetejérél = 15°13' 14" -nyi
szbg alatt latszik ?

537. A Szt.-Gellérthegy legmagasabb pontjarol az alatta levé Duna-meder
két pontjat 62°53' 2", illetve 18°46'45" depresszio-szig alatt ldtjuk. Mekkora
a Duna szélessége, ha a Szt.-Gellérthegy magassiga a Duna partjatél szimitva
1367 m ?

558. A volgynek egy pontjdbol B hegy csicsa az eloite levé A hegy
folott 209" 20”-nyi szog alatt latszik, az 4 hegy pedig 8°23' 40" alatt. A hegyek
felé haladva 1725 m-nyire, az A hegy egészen elfedi a B hegyet. Ekkor 4 és B
lat6szoge 12016' 35". Milyen magasak a hegyek és mekkora a két hegycsics.
tavolsiga ?

539. Mekkora egy 41% m magas torony tetején 4ll6 kereszt magasséga,
ha a kereszt 663 m tavolsighan a torony talppontjatél 49'53"-nyi szog alalt
Litszik ?

560. Mily magasan all folottiink az a felhd, melyet m =10 m magas
partr6l « = 56°10" emelkedési szog alatt latunk, ha a felhd képét az alattunk
16vo t6 tiikrében [ =36°10" lehajlas-szog alalt észlelhetjiik 2

Mekkora a magassig, ha m =15 m, x=45°20", = 52°16'8" ?

561. Két haj6 (C és D) tavolsiginak -meghatirozisa végelt a parton
kitiiziink két pontot (4 és B), melyek tivolsiga 670 m és megmérjiikk BAD =
400 16', BAC = 96° 56/, ABC = 420 22" és ABD — 113° 19’ szigeket.. Hatiroz-
zuk meg CD-t.

962, Hatarozzuk meg a mocsirnak 4B hosszat, ha csak 4 és B pont-
Jahoz juthatunk és ha C allaspontban CA és CB egyenesek 72° 13" 12"-nyi
szoget alkotnak és C4 = 308 m, CB pedig 672 m.

563. Valamely 62'8 m magas CD toronynak D cstesirdl a szemléld
litja a kozel elteriilé folyam pertjainak két dtellenes A és B pontjait. Szog-
mérdvel azt taldlja, hogy ADC T = & == 64° 5(° 16" és BDC L = 8 = 790 32"
48" és hogy a vizszintes sikban ACB JC == 180 42' 50". Milyen széles a folyam ?

564. Valamely folyé partjan torony 4ll két, fiiggélyesen egymds felett
4ll6 nyildssal, melyek kozéppontjai 10 m-nyire vannak. Ezen nyilasokbdl az
atellenes partnak valamely pontjahoz vezeté sugarak a fiiggélyes irannyal
a =800 21" és = 96° 53’-nyi sziget alkotnak. Mily széles a foly6 ?

565. Egy folyo AB szélességének meghatirozisa végett 4B irdnydban
kitlizzitk C pontot. C-bél y szog alatt kijeldljiikk CI' = d egyenest, és meg-
mérjiik CFA = « és CI'B = f szogeket. Mekkora 4B ?

566. Harom 4, B, C pont a mezén hozzaférhetetlen. A tivolsigokat ugy
akarjuk meghatdrozni, hogy beallunk AB egyeneshe valahovi (X-be) és onnen
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AB-re merbleges irAnyban haladunk @ tavolsigra M-ig, ugy, hogy BUC egy
cgyeneshe essék ; onnan azuldn & tavolsigra N-ig, ugy, hogy ACN egy egyenesbe
essék. M és N pontokhan megmérjik az XMB ¢és XNA szogeket. ¢ = 4120 m,
b= 5900 m, XMB .= (60°, XNA J_ = 45°.

557, Hatarozzuk meg egy folyé AB szélességét, ha AB meghosszab-
bitdséban C ponthol « szog alatt kitiiziink egy CD=a egyenest, mely a D-hol
a foly6 két partjihoz huzolt egyenesekkel COB=@ és CDA=y szogel alkot.
&« =—57013' 153", =150 81'49-2", y=1053° 7' 48'4", a =56 m.

568. Ilogy a folyam AC szélességét meghatirozhassuk, megmérjiik a
sikban telszés szerint felvett 4B =142 m egyenecst, mely AC-vel 95933’ 44"
szbget alkot; ABC szog 48015' 13", Milyen széles a folyam?

569. Ismerjiilk hirom, B, C és D pontnak kolesonds helyZetét; hatiroz
zuk meg valamely negyedik 4 pontnak B, C és D pontoktol valé tdvolsigat,
ha A4 ponthol a BC és CD egyenesek «, illetdleg { szog alalt lilszanak.
{(AC az AB és AD kozotl van.)

@) A és C pontok BD egyenes két kiilonbozd oldalin fekiisznek.
BC=520m, CD =312 m, BCD ¥ =63°27', «a =32°52', [ =23%25".

%) Az A pont C-vel BD-15l egyfeldl esik; BC= 12934, CD = 12485,
BCD . ==126°50' 40", «=233°2' 33", [ =18°34'17".

¢) Az 4 pont BCD haromszog terébe esik. BC=2277"9, CD = 22719,
BCD . =76°57' 30", « = 97°8' 15", = 126°50’ 40",

d) Az A pont BD egyenes vonalon fekszik. BC=232m, CD =80 m,
o= 85%11' 56", B =46"12'45".

Vegyes feladatok. 570. Valamely héaromszog oldalai szdmtani sort
alkotnak, melyek kiillonbsége 1; a legkisebb oldal atellenes szdgének cosi-
uusa 3/;. Megfejtendd a héromszog.

571. Mckkorik azon haromszog szogei és teriilete, melynek oldalai a

By 3 4 43 1 2 1
kovetkezo egyenletek gyokei: —- ——!/—-]- =60 @ = i
e
ZAARET % .60

572. Egy. haromszog két oldaldt a kovetkez6 egyenlet két gybke adja
em-ben: 1/ 3 z® 479 4 81 = 3 z; a nagyobb oldallal szemkozt fekvd szog
a = 76°10". Mekkora a haromszog teriilete ?

573. Hasonloképen: 1/ @* — 540 4- 42 =2, és « = 730 45' 20"

574. Egyenloszar trapézb6l ismerjilk a szart (¢) és a korilirt kor
sugarat (); a teriillete a koriilict kor,6todrésze. Megfejtendé a trapéz.

575, Valamely kornek szeldje és érintdje 60° alatt metszik egymdst; a
szelonek kiilsé szelete @, a belsd 3« ; mekkora a kor sugara ?

576. Valamely hirnégyszoghen adva van a négy oldal; szdmitsuk ki a
négy szoget.

577. Valamely érinténégyszognek két szomszédos oldaia (e és 2), az
Altaluk bezart szog (B) és a kor sugara (o) ismeretes; szamitsuk ki a négyszog
szogeit és oldalait.

578. Egy trapéz teriilete (f), a parallel oldalainak killénbsége (@), a nem
parallel oldalaké (0) és a szemkozt Jévd szogek kiilonbsége (¢) ismeretesek. Mily
nagyok az oldalak?
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579. A trapéz-alaku 3600 m? nagysagi telket egyik atlgja egy egyenld
oldalt és egy ferdeszogii hiromszogre bontja. A részek teriileteinek aranya 5 : 4.
Mokkordk az oldalak?

550. Tompaszogii hiromszoghol, melynek @ a legnagyobb oldala, adva
van két oldal arinya a:b=4:1, egyik szoge f=12°33'40", és a b oldal
meghosszabbitisa, amig a B szogpontjabol boesatott magasséggal talalkozik:
d— 65 cm. Mekkordk az oldalak és a szogek ?

581. Két egymaést metszd kor kozos részének teriiletét kell meghatarozni,
ha a két kor sugara és kozéppontjaik tavolsdga ismeretes.

532. A haromszog egyik oldala: «=25305 m; az @ oldalra bocsatott
magassag az a-val szemben fekvd szoget oly két részre osztja, melyek nagysiga
99991" és 33°15'20"". Mekkora.a hdromszog teriilete ?

583. A haromszog teriilete ¢, a keriilete 2s, és az egyik oldala @ adva
van. Mekkora az « sz0g?

584. Egy hiromszogben a == 184 dm; P 6s y eleget tesznek ezen egyen-
letcknek:ﬁyg B+t {3 8, tgp — iy =1 Megfejtendd a haromszog.

585. Valamely haromszog alaku f5ldteriilet két oldala akkora, mint vala-
mely 2} hektarnyi négyzet, illetdleg 7% hektdrnyi teriiletii szabalyos 01sz0g
oldala, harmadik oldala pedig olyan, mint a 4 hektdrnyi teriiletit kor lmérdje;
mily nagyok ezen haromszog szogei €s teralete ? ey

5S6. Egy hiromszog oldalai szAmtani sort alkotnak, melynek kiilonb-
sége 1., a legkisebb szog fele a legnagyobbnak. Fejtsik meg a héromsziget.

587. Valamely haromszdg oldalainak mértékszamai a természetes szim-
sorban egymds utan jovo harom szam. A teriilet mértékszama kétszer akkora,
mint a keriileté. Megoldand6 a haromszog.

588. Mutassuk meg, hogy az 2? — s (— «). 4 cos (— «) =0 egyen-
let gyokei csak akkor valésak, ha o > cotg (—a) > — }, vagy pedig
o < cotg (— o) < §.

589. Egy hiromszog oldalai a kovetkezo egyenleteknek tesznek eleget:
bic=1:2 a8 + b = 13, &® — »? — b; mekkordk a hdromszog oldalai
és szogei, a teriilete és a beirt kor sugara?

590. Egy héaromszdg oldalai: a? Fax41; 22415 22— 1. Mutas-
suk meg, hogy a legnagyobb sz0g 1200-3, és oldjuk meg a haromszoget,
ha z = 4}

591. Valamely derékszogii hdromszog egyik szoge «=33°15"; terillete
egyenld oly korszegmentum teriiletével, melynek kozépponti szoges2 &, és mely-
nek hurja a kozépponttol 48 m-nyi tavolsighan van. Mekkorak az oldalak ?

592. Valamely héaromszog szogel . geometriai sort alkotnak, melynek
héanyadosa }; mutassuk meg, hogy a legnagyobb oldal agy ardnylik a keriilet-

T 1. ;

hez, mint 2 sin VA

593. Egyenldszari haromszéghen az alapnak fele egyenlo a folytonos
ardny szerint osztott szérnak nagyobbik szeletével ; mekkorik a szogek ?

594. Egyenlészara trapézben a rovidebb parhuzamos oldal a trapézbe
szerkeszthetd oly négyzet oldalit adja, melynek 4tl6ja 24 cm, s mely atlé a
trapéz egyik nem pirhuzamos oldalaval 68040’ szoget alkot. Mckkora a {rapéz
teriilete ?

16*




595. Valamely hdromszognek oldalai geometriai sort alkotnak, melynek
hianyadosa 1'1, és Osszege 2648; mekkora a legkisebb oldalra hoesdtott

magassag ? i

596. Valamely hdromszognek szogei szdmtani haladvanyt alkotnak,
melynek kiilonhsége @ = 8% ; mckkora a hiromszog teriilete, ha a legkisebb
sz0g szogpontjibol bocsatott magassiag m =— 30 v/3 m ?

597. Valamely haromszog szogei geomelriai sort alkotnak, melynek hinya-
dosa ¢ = 2; a haromszdg teriilete £ = 32795 dm?; megfejtendd a hdromszig.

598. Valamely haromszognek egyik oldalat, méterekben kifejezve, ezen
egyenlet gyoke adja: 52 + 1 — 72 41 — 522 L 72; ezen oldal végpontjabol
bocsitott magassig, mely 027225 m, a masik oldallal 20° 16’ 30"-nyi sziget
alkot ; mekkora a haromszog teriilete ?

599. Valamely haromszégben adva vannak az @ és & oldalra bocsatott
magassdgok: my = 452 és m, = 574 dm, és y L = 5h° 17' 48”. Megfej-
tendd a haromszog.

600. Valamely héaromszog teriilete ¢ = 84 e¢m?; a héromszog koriilirt
kérének a sugara 7 = 825 m; tovibba & oldalnak ¢ oldalon levé projekcidja
ugy aranylik a ¢ oldalra bocsitoft magassighoz, mint 3:4. Megfejtendd a

héromszog.
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