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BE VE ZETES.

. I. Mennyiségtani alapfogalmak.
A m ennyiség tan  a  m ennyiségek tu lajdonságait és egymáshoz 

való viszonyait vizsgálja.
A m ennyiségek szám- és térm ennyiségei lehetnek ; az előb­

biekkel a  szám tan , az utóbiakkal a  m értan  foglalkozik.
A m ennyiségtan olyan m egdönthetetlen igazságokon épül fel, 

amelyek annyira  egyszerűek, hogy okokkal be sem bizonyíthatók;’ 
ám  egyszersm ind annyira világosak is, hogy bebizonyításra nem 
szorulnak. Az ilyen igazságokat sarJcigazságoJcnaJc (axioma) nevezzük 
Ilyenek a  következők :

1. M inden  m ennyiség  egyenlő önnönmagával. Ezt m ennyiség­
tani jelekkel így fejezzük k i: a —  a (olvasd: a annyi m int a).

2. A z  egész nagyobb, m in t bárm elyik része. így, ha : a =  b -j- c, 
akkor : a >» ft-nél, és a >  c-nél.

3 .I la  két m ennyiség kiilbn-kúlön ugyanazon harm adikkal egyenlő, 
egymás közt is egyenlő . azaz, h a : a '=  b és a =  c, akkor: b =  c.

4. I la  egyenlő m ennyiségeket egyenlően változtatunk, ismét 
■ egyenlőket n yerü n k . Nevezetesen :

a) H a  egyenlő m ennyiségekhez egyenlőket adunk, vagy azokból 
egyenlőket k ivonunk, ism ét egyenlőket kapunk. Jelekkel :

h a  a —  b, akkor a -[- c =  b -f- c, és a —  c —  b —  c.
b) H a  egyenlő m ennyiségeket ugyanazon számmal szorzunk , 

vagy osztunk, ism ét egyenlőket k a p u n k ;  vagyis:
h a  a  =  b, akkor a  X  tn =  b X  m, és a :  m  =  b : m.
5. H a  egyenlő m ennyiségeket nem  egyenlően változtatunk, 

egyenlőtlen m ennyiségek szárm aznak. Nevezetesen :
a) H a hét egyenlő m ennyiséghez hét nem egyenlőt adunk, olyan egyenlőtlen 

mennyiségehet kapunk, am elyek közü l a z  lesz  a nagyobb, am elyikhez a  nagyobbá 
adtuk. A za z ,  h a :  ff =  b, és e >  rZ-nél, a k k o r: n c >  b +  d.
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b) E llen b en , ha hét egyenlő mennyiségből két nem egyenlőt kivonunk, a  
m aradékok közü l a z  lesz a  Icisebb, am elyikből a  nagyobb mennyiséget vontuk k i  ; 
vagyis, h a :  a ■= b és c ~g> íZ-nél, ak k or: a —  c <C. b d.

G. H a nem  egyenlő m ennyiségeket egyenlően változtatunk, 
egyenlőtleneket ka p u n k  olyan értelemben, hogy a nagyobb m en n y i­
ség a változtatás u tá n  is nagyobb marad, vagyis, h a : a >  ft-nél, 
akkor : a c >  b - j-  c-nél, a — c >  b —  c-nél stb.

7. H a  valamely m ennyiség  nagyobb egy m ásiknál és ez m egint 
nagyobb valamely harm adiknál, akkor az első m ennyiség  is nagyobb 
a harm adiknál. Jelekkel, h a : a  7> &-nél, és b )>  c-nél, úgy még 
inkább a >  c-nél.

A m ennyiségtan olyan tételeit, am elyek önm agukban nem 
világosak, hanem  helyességüket még okokkal is kell tám ogatni, 
azaz amelyek bebizonyításra szorulnak, tantételeknek nevezzük. Minden 
tan tétel két főrészből áll, u. m. a föltételből (hvpothesis) és a  követ­
kezményből, vagy zárótételből (thesis).

A bizonyítás m ódja kétféle leh e t; még pedig: 1. egyenes, 
vagy direkt a  bizonyítás, ha a tétel helyessége m agukból a fel­
sorolt okokból tűnik ki és 2. közvetett, vagy ind irek t a bizonyítás, 
ha azt m utatjuk  meg, hogy a tétellel ellenkező m inden állítás 
szükségképen ellenm ondásra vezet, azaz vagy a tan tétel feltételei­
vel, vagy pedig valam ely elism ert igazsággal ellenkezik és így 
helytelen.

Az olyan tételeket, amelyek m ás, általánosabb tételekből, m int 
különleges esetek önként folynak, következményes-tételeknek nevezzük.

A m ennyiségtan egyik fontos célja, a rra  képesíteni bennünket, 
hogy feladatokat tudjunk megfejteni. A feladatok megfejtése abban 
áll, hogy adott mennyiségekből, az azok közt m egállapítható kap­
csolatok révén, ism eretlen értékeket határozunk meg.

A m ennyiségtanban fontos még az is, hogy az előforduló m ennyi­
ségeket szabatosan értelm ezzük , illetőleg meghatározzuk. A m ennyi­
ségek fogalmát vagy úgy határozzuk meg, hogy azoknak minden 
lényeges tulajdonságaikat felsoroljuk ; vagy pedig oly módon hogy 
azok keletkezését ism ertetjük meg. Az előbbi a tárgyértelmezés ; az 
utóbbi a  származtató-értelmezés.

A legegyszerűbb m ennyiségtani fogalmakat, am elyeket m ás 
egyszerűbbekből összetenni nem lehet, alapfogalmaknak  nevezzük. 
Ilyen például az irány fogalma.



II. A mértan tárgya.
A m értan a  tér fogalmán alapszik. Azt, hogy mi a tér, m eg­

m agyarázni nem  lehet (alapfogalom). A té r lényeges tulajdonságai, 
hogy : minden irányban, folytonosan, ha tárta lanu l kiterjed és egy­
nem ű részekből áll.

A térnek  minden felöl határo lt részét m értani testnek nevezzük. 
Ilyen test a valóságban nincs, m ert a  természeti test anyagból áll, 
am elynek különféle tulajdonságai vannak u. m. színe, keménysége, 
stb. ; a  m értani test ellenben a term észetinek puszta alakja, tehát 
annak csak térbeli tulajdonságai, vannak.

Jóllehet, hogy a testek m inden lehető irányban kiterjednek, mégis 
azokon három  fő irányt, vagy m éretet különböztetünk meg, u. m. 
hosszúságot, szélességet és m agasságot (vastagságot, mélységet).

A test ha tá ra i a JapoL  Minden lapnak két irányban van k iter­
jedése, u. m. hosszában és székében. A lapoknak h atára i : a 
vonalak, melyeknek csak egy m éretük van, t. i. hosszúságuk. 
A vonalak h a tá ra i a pontok, melyeknek semmi kiterjedésük sincs. 
A pont csak a té r bizonyos helyének kijelölésére szolgál, ezért 
m agában véve semmiféle m értani vizsgálódásnak tárgya nem  lehet.

E szerint összesen háromféle té ra lakzat gondolható, t. i. test, 
lap  és vonal; -ezeket közös néven tér m ennyiségeknek  nevezzük.

M egjegyzendő, hogy  va lam ely  térm en nyiség  határa  nem  an n yi, m int 
an n a k  része  ; azaz a  test sem m ifé le  része sem  lap, a  lap legparányibb  része  
sem  von al, és a von a l bárm ely  c sek é ly  része  sem  pont ; v iszo n t az egym ás  
m elle tt álló  pontok  sora nem  a lk ot vonalat, az egym ás m ellé  h e ly ezett v o n a ­
lak b ól nem  szárm azik  lap és a lapokból nem  keletk ezh et test, habár m inden  
testen  szám talan  lapot, m ind en  lapon  szám talan  v on a la t, és m inden  v o n a lo n  
szám ta lan  pontot gondolhatunk .

Az im én t a le s t  fogalm ából indultunk  ki és elértü n k  a pontig ; leh e t  
azon b an  m egfordítva a pontból k iin du lva  a testig  elju tn u n k . U gyan is a m ozgó  
pont útja, vagy  n yom a von alat alkot ; a von a l fo ly ton os, k iterjedési irán yátó l 
e ltérő  m ozgásából lap  szárm azik  ; végre a lap fo ly ton os, k iterjedési irán yaitó l 
e ltérő  m ozgásáb ól test keletkezik . A test fo lytonos m ozgása  ism ét csak  teste t  
ered m én yez. L átni való tehát, hogy  csak  három féle tét-mennyiség k ép zelh ető .

A vonalak egyenesek és görbék lehetnek. Az egyenes vonal 
fogalma oly egyszerű, hogy azt értelm ezni nem  tudjuk. - Amely 
vonalnak legkisebb része sem egyenes, azt görbének mondjuk. Több 
egyenes vonal összetételéből tört vonal, az egyenes és görbe vonalak 
összetételéből vegyes vonal keletkezik.



A lapok szintén kétfélék : s ík  és görbe lapok. A síklapnak, 
vagy síknak az a jellemző tulajdonsága, hogy azon bárm ely irány­
ban egyenes vonalat húzhatunk ; azaz, ha a sík akárm ely két 
pontját egyenes vonallal összekapcsoljuk, ennek minden pontja a  
síkba esik. Egyébként a síldap (planum) fogalma az alapfogalmak 
közé tartozik, tehát nem értelm ezhető. Amely lapnak legkisebb 
része sem sík, azt görbe lapnak  nevezzük.

A testek is kétfélék; még pedig: szögletesek, amelyeknek 
határlap jaik  csupa síkok (ilyen tes t például a kocka), vagy gömbö­
lyű ek , am elyeket részben sík, részben görbe lapok, vagy kizárólag 
görbe lapok határo lnak  (pl. a gömb).

Az elősorolt térm ennyiségek szabályszerű összekapcsolásából 
m értani alakzatok, idomok szárm aznak. Az összekapcsolást alakítás­
nak, vagy szerkesztésnek (constructio) mondjuk.

III. A mértan felosztása és módszerei.
A nyagát tekintve a m értannak  két főrésze van : a sík -  és a 

térm értan  (planim etria és stereom etria).
A síkm értan azon alakzatok tulajdonságait ism erteti, amelyek 

ugyanazon egy síklapban elférnek ; a  térm értan  ellenben azon alak­
zatokat vizsgálja, amelyek a térnek mind a három  m éretét föltéte­
lezik, tehát egy síkban nem férnek el.

A térm ennyiségek tulajdonságait két különböző mód szerin t 
vizsgálhatjuk, u. m. az összetevő és az elemző mód szerint (synthesis, 
analysis).

Az összetevő m ódszer fő eszk öze  a szerk esztés. Ez a m ódszer ad óit  
elem ek b ő l és fö ltételek b ől in d u l ki é s ,e z e k n e k  fokozatos  ö sszek ap cso lása , nem ­
kü lönben  célirán yos k öv etk ezte tések  útján igazságokat fejteget. Az ö sszetev ő  
m ódszer jobbára  egyes kü lön  esetek b ő l indul ki és az ekkép n yert eredm ények  
eg y b ev etése  és ö sszeh a so n lítá sa  alapján fokonként em elk ed ik  föl az á lta lá n o s  

igazság m agaslatára.
Az elemző  m ódszer e llen b en  a szám tan  h a th atós se g ítség év e l e lőbb  a  

térm en n y iségek  általános  v isz o n y a it , törvén yeit á llap ítja  m eg, és ezek b ől v ezeti 
le  az egyes esetekre von atk ozó  törvényeket.

K izárólag egyik  m ódszer sem  a lk alm azh ató  a  m értanban. A n evezett  
két m ódszer között találjuk  az ú g y n ev ezett három szőgtani m ódszert ; ez  főleg a 
három szög-m értanban n yer  a lk a lm azást és a szerk esztést a szám ítássa l egyb e­
kötve a lkalm azza.



SÍKMBRTAN.
( P L A N I M E T R I A . )

Első fejezet.
A vonalakról és a szögekről.

1. §. Az egyenes vonal.
Az egyenes vonal egyszerű fogalmából a következő igazságok 

folynak :
1. A  sík  bármely adott pontján  át szám talan egyenes vonal 

húzható.
2. M inden egyenes vonal határtalanul meghosszabbítható.
3. K él adott ponton keresztül csak egy egyenes vonalat h ú z­

ha tu n k;  tehát az olyan egyenesek, am elyeknek két közös pontjuk 
van, egész terjedelm ükben együvé esnek, szóval födik egymást.

4. K ét adott pont közt az egyenes vonal a legrövidebb út, azaz 
lia két pont között akárm ilyen görbe vonalat húzunk, ez mindig 
hosszabb az eme pontokat összekapcsoló egyenesnél. Ezért az egyenes 
vonalat az összekapcsolt pontok távolságának (distantia) mondjuk.

5. A m ely egyenes vonalnak két pontja  közös a síkkal, az 
egész hosszában ezen síkban van.

A felsorolt tételek mindegyike be nem  bizonyítható sa rk ­
igazság.

1. ábra. Az eg y en es  von a la t két b etű v e l je lö ljü k  ;
£  g ezek et a határolt eg y en es von a ln á l a vég-
 -------------, 1 pontok m ellé , a h atártalannak  gondolt eg y en es

C   D von a ln á l pedig annak tetszés sser in ti két pont­
já h o z  irjuk. (1. ábra.)

Olt, hol abból fé lreértés nem  szárnuizhatik , az egyen es von a la t röv id en
?'jen esn ek  fogjuk n evezn i.



6. K ét egyenes vonalnak csak egy közös pontja leket, m órt
2. ábra. kót közös pont esetében azok a  3. p.

szerint tökéletesen egybeesnének. A kö­
zös pontot metsző-pontnak nevezzük, 
így pl. A B  és CD  egyeneseknek (2. ábra). 
E  a metsző-pontjuk.

Az egyenes vonalnak két lényeges 
jegye van t. i. iránya  és hossza.

c

A

2. §. Az egyenes vonalak összeadása, kivonása, szorzása
és oszlása.

Valamely h atáro lt egyenes vonal hossza kétféleképen változ­
ta th a tó  meg, t. i. hosszabbítással és rövidítéssel.

3 l ia  A B  egyenest (3. ábra) B
végpontján tú l C-ig megnyújijuk, A C

i  t 1 egyenest nyerjük és ezt A B  és B C
A B C egyenesek összegének nevezzük, azaz':

A C —  A B -] -B C .  Viszont A B  egyenes A C  és B C  egyenesek különb­
sége gyanánt tekinthető, vagy jelekkel kifejezve: A B — A C  — BC. 
Énen úgy : B C  =  A C  — A B .

/  ábra Továbbá A B  egyenest (4. ábra)
valam ely ha tá rta lan  egyenesre

5______ £_______  1-5---------- i ismételten rámérhetjük pl. 7>i-szer,
az ekkép szárm azott A E  vonal 

A B  egyenes m -szcrcsét, azaz m  szám m al való szorzatát ábrázolja. 
A B  egyenes a szorzandó, m  a  szorzó. A felvett esetben : A E =  4. A B .

Viszont ha A E  egyenest m  egyenlő részre  osztjuk ; egy ilyen 
A B  rész nem egyéb, m int A E  egyenes wt-cd része, azaz : A B  =  ~ - 
Itt A E  az osztandó, m  az osztó. A felvett esetben A B  —  -4 .

Az elm ondottakból nyilvánvaló, hogy : az egyenes vonalakat 
épen ú g y , m in t a számokat, összeadni, kivonni, szorozni és osztani lehet.

3. §. Az egyenes vonalak méréséről.

Hogy valamely véges egyenes vonal hosszát m eghatározhassuk, 
azt m ás ism ert egyenessel kell összehasonlítanunk, keresve, hogy 
hányszor vihető fel az ‘ism ert egyenes a m ásikra. Ezt az e ljárást



mérésnek, az ism ert egyenest egységnek, azt a  számot, amely meg* 
m utatja , hogy hányszor m érhető fel az egység a megmérendő 
egyenesre, m értékszám nak  nevezzük. Minden m érésnek szám   ̂az 
eredm énye, amely az összehasonlított térm ennyiségek a rányát fejezi 
ki. A m érésnél ké t eset fordulhat elő. I . i. :

1-ször. Az egységül választo tt CD  egyenes (5. ábra) a meg- 
5 m érendő A B - re  m aradék nélkül

A ' 1 g felmérhető. Ekkor a m érés ered-
1 1 " ' 1 m enye : egész szám,' A D  egyenest

  P CD többszörösének, C D -1, pedig
A B  m értékének' nevezzük. A felvett esetben CD  egység í-szer m ér­
hető fel A B - re teh á t A B  négyszerese CD-nck.

2-szor. Az egységül elfogadott CD  vonal a m egmérendő A B -yc 
nem  m érhető fel m aradék nélkül. Ekkor :

a) vagy találunk oly harm adik egyenes vonalat, amely ügy 
A B - re m int C D -re m aradék nélkül felm érhető, vagy :

b) nem találunk  olyat.
Az a) esetben a harm adik egyenes vonalat A B  és CD  egye­

nesek közös m értékének  nevezzük és az utóbbi két vonalat össze- 
mérhetönek (commensurabilis) mondjuk. Ez esetben CD  egységnek 
valam ely része (nehányad része) a  megm érendő M ikre m aradék 
nélkül felmérhető ; ennélfogva itt a  m érés eredm énye vegyes szám.

A b) esetben az egységnek semmiféle része sincs meg m ara ­
déktalanul M ikben. Ekkor az A B  csak közelítőleg m érhető meg a 
választo tt egységgel, illetőleg ennek valam ely részével ; a  m érés 
eredm énye végszerütlen  (irrationalis) szám : az ilyen egyenesek össze 
nem  mérhetők (incommensurabilis). Hogy ilyen vonalak valóban 
vannak, arró l későbben m eg fogunk győződni.

M időn az egység  n in cs m eg m aradék n élk ü l a m egm érendő eg y en esb en ,
a z  a kérdés tám adhat, van-c k özös m értékük, vag y  n in cs ?

Ha van  k özös m é r  
6' ábra. tékük, azt o ly  m ódon kercs-

£______  £__________________sük  m eg, m int két szám
legn agyob b  k özös osztóját.

i----------------- L__ ? T. i. C D  egység et a m eg ­
m érendő A B -xe  (G. ábra) ism ételten  felm érjük, ésp ed ig  annyiszor, ah án yszor  
le h e t ;  tegyük  fel, hogy  a je le n  példában  2-szer , teh át A h  — 2. CD. Most 
E B  m aradékot, m ely  ok vetetlen ü l k isebb C D -nè  1, C D -re an n y iszo r  m érjük  
fel, ahán yszor le h e t ;  a szóban  forgó esetb en  1-szcr, tebát C F — l . E B .  
Az új E D  m aradékot ism ét fölm érjük az előb b i m aradékra E B -r e ;  ennek  
fo ly tán  E G  =  2. F D . A m ost fennm aradó G B -1 a m egelőző  F D  m aradékra



v isszü k ; ezt épen  2-szer teh etjü k  m aradék n élk ü l. Az utolsó  m aradék — G B  —  
a keresett közös m érték. Mert a fen teb b iek  szerin t :

A B  =  2. C D  - f  E B . (1)
C D  — 1. E B  -{- F D . (2)
E B  — 2. F D  +  G B . (3)
F I)  =  2. G B  (4)

A z értékek h e ly e tte s íté se  u tán  :

E B  =  2 . <2. G B  — 5. G B .
C D  =  5. - f  2. G B  —  7. (7-B. 
v l/ i  =  2. (7. (7/1) -j- 5. G #  =  19. G £ .

A zaz G B  von al m int közös m érték , Ctö-ben "-szer, v l B - b e n  19-szer  
ta lá ltatik .

M egjegyzendő, hogy  G B  egyszersm in d  A B  é s  CD  egyen esek n ek  a leg­
nagyobb k özös m értéke. Mert fö ltéve, hogy  G B -n  k ívü l van  még egy , ennél 
nagyobb, közös m érték is, ez  á llító la g o s m értéknek  ú gy  A B -, m in t C D -ben, 
teh át az (t) eg y en le tn é l fogva egyszersm in d  E B -b a a  is  k e llen e  ta lá lta tn ia ;  
továbbá a (2) eg y en le t szer in t F D  ben, és végre a (3) eg y en le tn é l fogva G.B-ben 
is ; ez  azonban  k ép te len ség , m ert a h osszab b  vo n a l a rövidebbre nem  m ér­
hető  fel.

A fen tebb iek  a lapján  m ár m ost nem  n eh éz  az A B  és CD  eg y en es vonalak  
m érték szám ain ak  arányát m eghatározni. U gyanis a ta lá lt közös m érték C£>-nek 
h eted része , és e h eted rész  ztJ5-ben 19-szer van  m eg, en n élfogva

C D  19 
A B =  19 X  ~ y  =  ~rj-C D

teh át a m érés ered m én ye CD  egységre vo n a tk o zó la g : Jy9, v a g y is  2á, azaz  
v eg y es  szám .

M egeshetik  azonban , hogy  a közös m érték k eresésén é l soh asem  akadunk  
olyan  m aradékra, am ely  a k özvetlen ü l m egelőzőb en  tökéletesen  fogla ltatnék . 
Mert bár az új m aradék m indig  k isebb  az e lő b b in é l, -és így  a m aradékok fo ly ­
v á stcsö k k e n n ek  ; m in th ogy  azon b an  n in cs o ly  véges határ, m elyen  túl a m aradék  
m ár nem  fogyhatn a  ; ezért gon dolható  o ly  e se t  is, m ikor a m aradékok vég  
n élk ü l fo lytatódnak. Ilyenkor az adott von a l a k iszabott egységgel csak  köze- 
litöleg  m érhető  m eg. K ellő szám ú  m ű v e le t után t. i. a h átra levő  csek é ly  m ara­
dék ot e lh a g y ju k ; en n ek  k övetkeztében  a m érés eredm énye nem  p on tos ugyan, 
azon b an  k étség k ív ü l an n á l pontosabb , m in é l k isebb  az elh agyott m aradék. 
Ekkor tehát a m érés végszeríítlen  (irrationalis) szám ot eredm ényez.

Az u tóbbi e se t  a gyakorla tio n  nem  fordul e lő , m ert érzékeink  tökélet­
len ség e  és m űszere in k  h ián y o ssá g a  m iatt az igen  apró részek  k ü lönb ségét nem  
v esszü k  észre és igy  m eg sem  határozhatjuk .

A h osszú sá g m érés egy ség e  h azánkban  és a legtöbb  m üveit á llam ban  a 
m éter, va g y is  a  P a ris  városán  áthaladó délkör n egyed én ek  10 m illiom od  része.

N agyon k icsin y , vag y  felette  nagy  távo lságok  m érésén él a m éternek  a  
tizes szám rendszer törvén ye szerin t alkotott részeit, il le tő le g  többszöröseit is  
alkalm azzuk a hosszú ságok  m eghatározására.



7. ábra.

A szögek keletkezéséről.
Ila  A B  eg yenes vonalat ( /. abra) A  

pontja körül a  síklapon körül forgatjuk, az m in­
den képzelhető irányon áthalad. Ezen szám ­
ta lan  sok irány  közül mindegyik, tehát A G  is, 
az eredeti iránnyal egy-egy szöget alkot, amely 
a fordulat nagyságát m utatja . A szög A B  és 
A C határvonalait száraknak, a közös A  pontot 
szögpontnak nevezzük.

A szöget vagy  a szügpont m ellé  írt b etű ve l szokás je lö ln i, ekkép : 
A  szög ; vagy, ha ebből félreértés tám adhatna, akkor három  b etűvel je lö ljü k  m eg, 
i ly  m ó d o n : B A C  vagy  C A B  s z ö g ;  itt a középső  betű  a szögpontot, a szélsők  
\  edig a két szár eg y -eg y  pontját je lö lik . Szokás a szöget ecj’j  apró  b etű ve l is 
je lö ln i, és ezt a két szár közé a szögpont m ellé  írn i : P l. a szög.

Megjegyzendő, hogy A B  vonal kétfélekép ju th a t A G  helyzetbe, 
t. i. először, ha a n y ű  irán yá b a n , teh á t az óram utató járásával meg­
egyező irányban, m ásodszor, ha  az óramutató járásával ellenkező 
irányban  fordul A (7-ig. Ezért m inden szögnél a fordulás irányá t 
is tekintetbe kell vennünk.

Minthogy az adott m agyarázat szerint a szög nem egyéb, m in t 
ama fordulat nagyságának a mértéke, amellyel egyik szög szár a 
m ásik  helyzetébe kerülhet, a zé rt:

8. ábra. 1- A szög nagysága nem függ a szárak
hosszúságától.

2. Az ugyanakkora fordulatból szárm a­
zott szögek egyenlők, azaz kellően egym ásra 
fektetve födik egymást.

3. Nagyobb fordulat u tán  nagyobb 
szög keletkezik. így ha  A B -1 először A G -ig 
(8. ábra), azután tovább A D - ig forgat­
juk, az utóbb szárm azó B A U  szög nagyobb 
B AC -nél. Itt B A I )  szöget B A G és C A D  szögek 
összegének mondjuk, azaz B A B  <  =  B A C  <  
-j- C A D  «X. Viszont B A G  szög B A D  és C A D  
szögek különbsége gyanánt tekinthető, azaz 
B A C =  B A D  <  — C A D  Ha A B  egyenes 
(9. ábra) ugyanazon irányban több egyenlő

fordulatot végez, akkor a szárm azó B A C , B A D , B A E . . . .  szögek 
B A C  szög 1-szeresét, 2-szeresét, 3-szorosát ............  tüntetik  fel.

A

9. ábra.

A



Viszont könnyen be lá th a tó ,, iiogy valamely adott szöget képesek 
vagyunk akárhány egyenlő részre felosztani. A  szögekkel, tehát éjien 
úgy, m in t a vonalakkal, összeadást, kivonást, szorzást és osztást 
végezhetünk.

5. §. A szögek nemeiről és mértékéről.
Ha A B  egyenest (10. ábra) A  pontja körül addig forgatjuk, 

míg eredeti helyzetével ellenkező irányba A C -be  ju t, B A C  nyújtott,
vagy egyenes szög keletkezik. E sze­
rin t nyújtott, vagy egyenes szögen 

D olyat értünk, amelynek szárai ugyan­
azon egyenes vonalba, azonban ellcn- 

C kezö irányba esnek. Minthogy a nyúj­
to tt szög nem tetszőleges, hanem  
szorosan m eghatározott fordulat ered­
ménye, azért a  nyú jto tt szögek m ind 

egyenlők. Ezt különben az is  bizonyítja, hogy két nyújto tt szög 
mindig egym ásra illeszthető úgy, hogy szögpontjaik és száraik egybe 
essenek. (Miért?) A n y i to t tn á l  kisebb szöget lehajtónak, vagy vájt 
szögnek, a nyújto ttnál nagyobbat kihajtónak, vagy doniború szög­
nek  nevezzük. így pl. a 10. ábrában B A B  óC behajló, ellenben 
B A E  áö kihajló.

Végül, ha  A B  egyenest addig forgatjuk, mig eredeti helyzetébe 
visszatér, teljes szög származik.

A nyújto tt szög felét derékszög­
n ek  (angulus rectus) nevezzük és 
I I  betűvel jelöljük. így (11. ábra) B A B  
és G A B  derékszögek. Minthogy a nyú j­
to tt szögek mind egyenlők, tehát fele- 
részeik, a derékszögek is m ind  egyen­
lők egymással.

A  derékszögnél kisebb szögeket hegyes szögeknek, ellenben a  
derékszögnél nagyobb, ámde a nyújtottnál kisebb szögeket tomjia- 
szögeknek nevezzük. A 11. ábrában  G A B  G  hegyes, ellenben 
B A E  <  tompa. A hegyes és tom paszögeket közös néven ferde­
szögeknek  hívjuk.

Az egym ást derékszöggé kiegészítő hegyes szögeket pótló- 
szögeknek nevezzük. így C A E  és B A E  szögek pótló-szögek, m ert 
B A E  <  +  C A E  <  =  R .

11. ábra



A m int a h osszú ságok  csak h osszú ságok k a l m érhetők , ú gy a szögek  m el e ­
gére is csak  szög szo lgá lh at. A szögek  m érésére lega lk alm asab b  egység  a derék -
szög. S zöget m érünk, h a  azt a derékszöggel ö sszeh ason lítju k . K ényelm esebb- 
ö sszeh a so n lítá s cé ljáb ól a d erék szöget 90 egy en lő  részre osztju k  fel ; e részek et  
fokoknak, a fok 60-ad részét percnek  és a perc GO-ad részét m ásodpercnek  
n evezzü k . A m ásod p ercet m ég  tized részek re is  fel szokták  osztan i. A fok

j e le :  °, a p ercé: a m á sod p ercé: ".
T ehát ezt : 24° 13' t&'b" így o lv a ssu k :  24 fok, 13 perc, 49T) m ásod p erc

Az ^ m ondottak  alapján  : f
m inden  n y ú jto tt szög  “  180°

« behajtó  « <  180°
« k ih ajló  « >  180°
« te lje s  « — 3G05.

6. §. A mellékszögekről.
Ha B A C  szög egyik pl. A B  szárát (12. ábra) a szögponton tű t

m eghosszabbítjuk, C A D  szög kelet­
kezik ős ezt B A C  szög mellékszögé­
nek  nevezzük. Minthogy viszont A B  
egyenes az A D  szár m eghosszab- 

ß b ítása  gyanánt tekinthető, azért 
B A C  viszont D A C -nek mellék- 

szöge. E szerin t mellékszögeken oly szögpárt értünk, melyek szög­
pontja és egyik szára  közös, a  m ásik két szár pedig ugyanazon 
egyenes vonalba esik. Ebből világos, hogy két mcllékszög együtt egy  
n yú jto tt, vagyis két derékszöggel egyenlő.

E téte l m egfordítva  is  áll, azaz, ha két szög együtt nyú jto tt szöget a d , ha- 
továbbá szögpon tjuk  és egyi/c szá ru k  közös ; akkor e szögek : m ellékszögek , azaz a  
k él k ü lső  szár u gyan azon  eg y en es von a lb a  esik .

Mert leg y en  B A C  <£. -j- C A D  
=  2 R  (13. ábra) é s  tegyük föl, h og y  A B  
szár nem  fek szik  D A  szár irányában , h anem  
pl. A E  le n n e  D A -nak a m eg h o ssza b ­
b ítása  ; ekkor á llan ia  k ellen e  a k övetk ező  

3 egyen le tn ek  : C A D  <£ -J- E A C  =  2 l i  ; 
azonban  a fö ltéte l szerin t eg y szersm in d  
C A D  - |-  B A C  <3C 2R , teh át :

, C A D  <  +  E A C  <  =  C A D  <  +  B A C  <  
é s h a  ez eg y en le t m ind k ét o ldalából C A D  szöget k ivonjuk  ; abból az k ö v e t­
kezik , hogy’:

E A C  <  =  B A C  <£, a mi leh ete tlen . E zen e llen m on d ás csak  ú gy sz ű n ik  
m eg, ha A B -szár D A  irán yáb a esik . (Indirekt b eb izon y ítás.)

11a k i t  m ellikszög egyenlő egym ással, akkor viincl a kettő  derékszög ; e llen b en  
két kü lönb öző  m cllék szög  közül a k iseb b ik  m ind ig  h egy es , a nagyobbik  p ed ig



B

íom paszög . E n nélfogva a derékszög a maga mellékszögével egyenlő ; e llen b en  a 
l ieg y es-szö g  k isebb , a  tom pa pedig nagyobb  a m egfe le lő  m ellék szögn él.

Ha két egyenes derékszöget alkot egym ással, azt mondjuk, 
hogy azok egym ásra merőlegesen állanak.

íg y  lia  D A C  <£ — 90° (14. ábra), ezt 
14. á b ia . így  is  k ifejezhetjük  : A C  m erőlegesen  á ll B D -re
C és v isz o n t;  k ije lö lv e  A C  JL Ä B -re.

Az eddigiek alapján bebizonyít­
hatjuk, hogy :

1. Valamely egyenes vonal meghatá-
V -----------------D rozoü lyoniján ezen egyenesre csah egy

merőleges húzható. (14.- ábra.)
Mert tegyük föl, hogy A C  1  BT). Ha ezenkívül még A E  egye­

nes is m erőlegesen állana B D - re, akkor E A B  <£ =  90° =  E A D  
<  lenne; ám  ez lehetetlen, m ert E A B  <  «< C A B  < -n é I; ellenben 
E A D  <  >» C A D  < -n éI ; m ár pedig a föllétel szerin t: C A B  <£ 
=  C A D  <  =  90°-kal.

2. M indazon szögele összege, amely elmek közös szögpontjuk van  
és amelyek valam ely egyenes vonal ugyanazon oldalára esnek , két 
derékszög.

15. ábra. Azaz (15. ábra) B A D  <  -\-
E p D A E < + E A F < + F A C <  =  2R .

Mert az egész, vagyis az egye- 
„ nes szög a részek összegével egyenlő. 

A 3. A z  ugyanazon szögpont körül
fekvő szögek összege négy derékszög.

Mert ha a közös szögponton á t egyenes vonalat húzunk, ennek 
mindegyik oldalán a szögek összege az előbbi tétel szerint két R , 
a  két oldalon tehá t összesen négy R .

4. K ét egyenlő szögnek a mellékszögei is egyenlők. (Aliért ?)
5. K ét mellékszög felező vonalai egymásra merőlegesek.

7. §. A csúcsszögekről.

Ha valam ely szögnek m ind  a két 
szárá t a  szögponton túl m eghosszabbítjuk, 
a m egnyújtott szárak uj szöget alkotnak, 
am elyet az eredeti szög cstíes-szögének 
nevezünk.

Így p éld áu l a 1G. ábrában D A E  c sú c s­

16. ábra.



szöge B A C  < - n e k  és v iszo n t B A C  c sú c sszö g e  D A E  < -n e k .  É pen  íg y :  
E A B  <£ csúcsszö g c  D A C  <X-nek.

A  megfelelő csúcsszögek egyenlők egymással.

Azaz : B A C  <£ =  D A E  ; 
m ert B A C  -j-  C A D  —  211 (mekékszögek), 

továbbá C A D  - j -  D A E  —  2 E ; te h á t:
B A C  +  C A D  =  D A E  +  C A D

és ha CAD szöget az egyenlet m indkét oldalából kivonjuk, 
m arad, hogy :

B A C  <  =  D A E  < ,  
a  mi bebizonyítandó volt. (Direkt bizonyítás.)

Szintúgy bizonyítható be, hogy : C A D  <  — B A E  < .

8. §. A körvonal.
A görbe vonalak közt legegyszerűbb és legfontosabb a kör. 

Ha az adott hosszúságú A D  egyenes vonalat (17. ábra) A vég­
pontja körül a síkban egyszer körülforgatjuk, akkor a  
mozgó D  végpont zárt görbe vonalat ír le, melynek 
minden pontja a m ozdulatlan A végponttól egyenlő 
távolságra esik ; ezt a görbe vonalat körnek nevez­
zük. A Jcör tehát oly görbe vonal, melynek m inden  
gontja  valamely meghatározott ponttól egyenlő távol­
ságra van.

Az egész körvonalat a  kör kerületének, az így határo lt síkot 
körlapnak, a  körülforduló A D  egyenest a  kör sugarának  (radius) 
vagy fél átmérőjének, a  m ozdulatlan A végpontot a  kör középpont­
jának  (centrum) nevezzük.

• A körvonal bárm ely, pl. B C  iészé t Z öm nek  (arc-us), a körív 
végpontjait Összekötő egyenes vonalat fteírnak (chorda) hívjuk. Min­
den húr a kö rt két szeletre (segmentum) osztja.

* A kor középpontján átm enő és a kerület két átellenes pontját 
összekapcsoló egyenes vonalat átmérőnek (diameter) nevezzük.

U gyanazon körben úgy a sugarak, m in t az átmérők egyenlők 
egymással.

17. ábra.

r



Második fejezet.

A párhuzam os egyenesekről.

9. §. Két és három párhuzamos egyenes.

1. Az olyan egyenes vonalakat, amelyek bárm ennyire meg­
hosszabbítva sem találkoznak egymással, párhuzam osaknak  (parallel) 
nevezzük.

18. ábra. íg y  pl- A B  eg y en es von al (18. ábra)
E p árhuzam os C D -vc ], a  m it igy  je lö lü n k  :

Ä  r B A B \ \C D .

______________________   Az olyan egyenes vonalakat,
amelyek kellően m eghosszabbítva egy 

közös pontban találkoznak, összehajlóhiak  (convergens) mondjuk.
Valamely adott CD egyeneshez adott E  ponton át csak egy 

A B  párhuzamos húzható. (Sarktétel.)
2. H a két egyenes vonal egy harm adikkal párhuzam os, egy­

m ással is párhuzam os.
Azaz, ha A B  |j E F  (10 ábra);

19. ábra. é s  C I )  ,, E F ' a k k o r ;  Á D  C D

A 8 Itt azt kell bebizonyítanunk, hogy
c ------------------------------ o A B  és CD  egyenesek nem találkoz-
E____________________ F hatnak egym ással, bárm ennyire meg­

hosszabbítjuk is azokat. E célból 
tegyük fel, hogy A B  és CD  egyenesek valahol G pontban metszik 
■egymást. Minthogy a föltétel szerint úgy A B , m int CD  vonal E F A q\ 
párhuzam os, teh á t e felvételnél úgy áll a dolog, m in tha G ponton 
keresztül két egyenest huzhattunk volna, amelyek mindegyike p á r­
huzam os E F -  fel; ez azonban a megelőző sark igazságnál fogva 
lehetetlen. T ehát A B  nem  találkozhatik CD-vel, azaz A B  ; G'D-vel. 
(Ez indirekt bizonyítás.)

3. H a valamely egyenes vonal két párhuzam os közül az egyiket 
m etszi, a m ásikat is okvctetleniil átmetszi,

Mert, ha az adott egyenes a második párhuzam ost nem m et­
szené, akkor a. 2. pont szerint az elsővel sem találkozhatnék (m iért 
n e m ? ); ez azonban a föltétellel ellenkezik.



20. ábra.

A

C

F

10. §. Két párhuzamos és egy átmetsző egyenes.

1. l ia  valam ely egyenes vonallal m ás egyenest átm etszünk, 
minden m etsző pont körül négy  szög keletkezik. így lia E V  egyenes

(20. ábra) A B  és CD  egyeneseket á t­
szeli, a két metsző pont körül össze­
sen nyolc szög alakúi. Ezeknek páron­
kén t külön nevük van; U gyanis:

a) Megfelelő, vagy ellenszög eh 
azok, amelyek úgy az átm etsző, m int 
az á tm etszett vonalak ugyanazon 
oldalán fekszenek; ilyenek: a és 
ß és \  S és v, y és p..

b) Váltószögek azok, amelyek úgy az átm etsző, m int az átm et­
szett egyenések különböző oldalára esnek ; ilyenek : a és ja, ß és v ;
S és \  y és z ;  az előbbi két párt külső, az utóbbi kettő t belső
váltószögeknek nevezzük.

c) U gyanazon oldalon felevő belső szögek azok, amelyek az- 
átm etsző egyenes vonal ugyanazon oldalán és a két átm etszett 
vonal között fekszenek; ilyenek: S és z ; y és X  Végül ugyanazon  
oldalon felevő külső szögek azok, amelyek a két átm etszett egye­
nesen kivül és az álm etszönek ugyanazon oldalán vannak ; ilyenek: 
a  és V, ß  és (A. K ét-két ilyen belső, vagy külső szöget társszögnek 
is szokás nevezni.

2. H a  két egyenes vonal valam ely harm adik átmetszövél egyenlő 
r  állószög ele et zár be, ú g y  a két egyenes párhuzam os egymással. (21. ábra.)

2i. /vbra. Legyen a =  ß-val, akkor egy­
szersm ind y — <Lvab m ert az
egyenlő szögek mellékszögei is 
egyenlők egymással.

Ha az áb rá t gondolatban E V  
átm etsző vonal hosszában ketté 
szeljük és a B M N D  részt CNMA-ro.

illesztjük akként, hogy M N  vonal N M -re, M B  pedig N U re essék, 
ami x és ß egyenlőségénél fogva okvetellenül lehetséges ; akkor N D  
egyenes MA-ra. kerül.

Ezt előre bocsátva, tételünket így bizonyítjuk be : Tegyük fel, 
hogy M A  és N C  egyenesek nem  párhuzam osak; ez esetben azok

A
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kellő m eghosszabbítás után  valahol 0  pontban m etszik egym ást; ekkor 
azonban egyszersm ind N I )  és M B  egyenesek is találkoznak. Most, 
ha az áb ra  B M N D  részét eredeti helyzetébe visszatesszük, az N O  
és M B  egyenesek szükségkép összehajlanak és E F  m ásik oldalán bizo­
nyos P  pontban m etszik egymást. E szerin t A B  és CD  egyenes 
vonalaknak 0  és P  hét közös pontjuk lenne, ez azonban lehetetlen, 
m ert, ha  két egyenesnek két közös pontja van, akkor azok tökéletesen 
egybeesnek, ami pedig A B  és CD  egyenesekre nézve nem áll. Követ­
kezőleg nem tehetjük fel azt sem, hogy M A  és N C  egyenesek m et­
szik egymást, s így M A  || N C -ve l

3. H a leél egyenes vonal valamely átmetszővei egyenlő ellen- 
szőgehet alkot, a két egyenes párhuzamos.

22. ábra. Mert, ha például a  =  ß-vat
(22. ábra), akkor az a-nak meg­
felelő csúcsszög y is egyenlő ß-val ; 

B ha  tehát két ellenszög egyenlő, a  
váltószögek is egyenlők, kövelkezés- 

0 kép a 2. pont szerint az átm etszett 
egyenesek párhuzam osak.

4. H a két egyenes vonalat ú g y  
m etszünk egy harm adikkal, hogy az átmetszönek ugyanazon oldalán 
fekvő belső szögek összege kél derékszög, akkor az átmetszett egye­
nesek szükségkép párhuzam osak. (22. ábra.)

Mert, ha  ß -f- S =  2P ,  akkor egyszersm ind ß — y-val azaz 
a váltószögek is egyenlők egymással.

Ugyanis y és & mellékszögek összege 21?, azaz : 
y-j-ó—-2 2?; továbbá a föltétel szerin t: 
ß-j-f)— 2 II, tehát :
y-{-&=ß-f-&, és ebből: ß =  y, tehát a  m ásodik pontnál 

fogva A B  j[ C D -vA .
Ebből önként következik : hogy, az olyan két egyenes vonal, 

melyek m indegyike ugyanazon harm adikra merőlegesen áll, egymással 
párhuzamos. Mert ez esetben a két belső szög összege 22?.

A 2., 3. és 4. pontban felsorolt tételek m egfordításai is helye­
sek, azaz :

5. H a két párhuzam os egyenest bármely harm adikkal m etszünk , 
a keletkező váltószögek egyenlők egymással.

Legyen A B  || CD-vei (23. ábra) és E F  az átm etsző egyenes, 
akkor: B O f f <  =  CI1G  < - gel.

E
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23. ábra. Mert tegyük föl, hogy e szögek nem 
egyenlők; akkor két eset lehetséges, t. i. :

a ) B G H <  >  C H G < -nél. E zeset-
L bon az utóbbi szög annyira megnagyob-
D bit ható, hogy K R G  G  =  DCíR  < -gel. 

E két váltószög egyenlősége folytán 
K L  |j ,1 /bvel, azonban a föltétel szerin t

CD  is párhuzam os vdJ5-vel, e szerint tehát H  ponton keresztül A B -hez 
két párhuzam ost húzhatnánk. Ez azonban lelietetlen és igy B G R  <  
nem  lehet >> CH G  < -n é l.

b) B G R  <  <  C R G  < -n é l ; hasonló okoskodás u tán  ebben az 
esetben is ellenm ondásra akadunk. Tehát kell, hogy :

B G H <  =  C H G <
3. R a  két párhuzamos egyenest valamely harm adikkal á tm etszünk , 

a származó ellenszögek egyenlők egymással.
Mert ha az á tm etszett egyenesek párhuzam osak, úgy a meg­

előző pont szerint a  váltószögek is egyenlők ; ámde ha ez utóbbiak 
egyenlők, az ellenszögek is egyenlők. (3. pont.)

7. H a két párhuzam os vonalat valamely harm adikkal m etszünk, 
akkor az ugyanazon oldalon fekvő belső szögek összege 2R -re l egyenlő. 
(M iért? 1. az 5. p.)

E zekből egyszersm in d  k övetkezik , b e g y .
a jIIa  két eg y en es von a la t egy h a rm a d ik a k k én tszc l,h o g y a m eg fe le lő szö g ek -, 

v agy  a v á ltószögek  nem  egyen lők , v agy  két b első  szög összeg e  több, vagy  k eveseb b , 
m int 2 II, ezen  esetekb en  a m etszett eg y en es von alak  elegendően m eghosszabbítva  
m etszik  egym ást. Mert ha párhuzam osak len n én ek , a fö ltétel nem  te ljesü lh etn e .

b) Ha két eg y en es u gyanazon  harm adikra m erőleges, akkor azok eg y ­

m ássa l párhuzam osak.
e) V alam ely  egyen esre  kiVül adott pon lbó l csak  egy m erőlegest á llíth atu n k .

8. H a  két összehajtó egyenesre egy-egy merőlegest á llítu n k , 
azok kellően meghosszabbítva szükségkép m etszik egymást.

24. ábra. 

A D

(4. p.), ez azonban ellenkezik a föltétellel.
é  r \  4 . 7 _____ » .  n  n n  p l  o  !  o l ' p l f .

Mert ha nem m etszenék egymást, 
párhuzam osak lennének, ám de ez esetben 
a rajtuk  merőlegesen álló egyeneseknek 
is párhuzam osaknak kellene lenniök

9. A z  olyan szögek, am elyeknek

M

N

 ̂ száraik kölcsönösen párhuzam osak és 
megegyező (vagy ellenkező) irá n y ú a k , 
egyenlők egymással. (24. ábra.)

Ábel-Lih-aj-Polikeít : M értan . I. rész. 



Azaz : A B C  <  =  D E F  <  
és : il LEN  <  =  A B C  < .

Ellenben az olyan szögei, am elyeknek száraik párhuzam osak  
u g ya n , azonban csak a z egyik p á r  egyező, a m ásik p á r  ellenben ellenkező 
irá n y ú , egymást 2R -re  egészítik ki. A B C  <  D E M  <  =  /PIA 

Ezt a párhuzam os von alak  tu lajdonságai a lapján  b izon yíth atju k  be.
10. Az olyan szögek, amelyeknek száraik  egym ásra merő­

legesek, vagy egyenlők, vagy  180°-ra egészítik k i  egymást.
25. ábra. Hogy e tételt bebizonyíthassak, vegyük

fel A B C  szöget (25. ábra.), melynek A B  
és B C  száraira  az A 'szögponttal bíró szög 
szárai merőlegesek. Az E  pontból A B - re 
csakis egy — F H  — egyenes húzható 
m erőlegesen, hasonlóképen BC-ve csakis 
E l- ,  ennélfogva az E  szögponttal biró 
szög szárai a m egadott feltétel m ellett 
csakis F H  és E l  lehetnek. Ezen egyene­

sek azonban E  szögpont körül négy szöget zárnak be, melyek közül 
kettö-kettö, m int csúcs-szög egyenlő és kettő az A B C  adott szöggel 
egyenlő fajta, azaz : hegyes-szög; a m ásik kettő ellenkező fajta, 
azaz : tompa-szög. Ha a E l- x e 1 párhuzam os BO, továbbá az F H -x al 
párhuzam os B M  egyeneseket szerkesztjük, akkor : M B O  <£ =  E K F < ,  
m int párhuzam os és egyenlöirányú szögszárakkal bíró szögek ; ámde : 

CBO <  — ABM < , m int derékszögek;
és így :

CEO <  — ABO <  =  ABM <  — ABO <  ;
azaz :

ABC <  == MBO <  ;
vagy végül:

ABC <  =  DEF <  =  HEI £ .....................1)
Másfelől : F E I  OC és E E F  mellék-szögek, tehát :

DEF <  -j- FEI <  =  180° ; 
vagy az 1) a la tt m egism ert egyenlet figyelembevételével:
ABC <  +  FEI <  =  180° és ABC <  -j- DEM <  =  1 8 0 ° .........................2)

Az 1) és 2) a la tt található egyenletekből kitetszöleg: oly két 
szög, melyeknek száraik  merőlegesek egym ásra, egyenlő egymással, 
ha  a két szög egyenlő fajta, azaz : mind a kettő hegyes-, vagy mind 
a kettő lompaszög és 180°-ra egészíti ki egymást, ha a két szög külön­
böző fajta, azaz: az egyik hegyes-, a m ásik pedig tompa-szög.
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Harmadik fejezet.
Az idom okról általában. E gybevágó  

idom ok o
I. A három szögről.

11. §. A háromszög belső és külső szögei.
A síklap határo lt részét idomnak (figura) nevezzük. Az idom 

határai vagy egyenes, vagy görbe vonalak és eszerint egyenes- és 
görbevonalú síkidomokat különböztetünk meg. Az egyesvonalú sík­
idomok határvonalait oldalaknak , az oldalak összegét az idom 
kerületének  hívjuk.

Két egyenes nem  alkothat idom ot; erre  legalább is három  
egyenes vonal szükséges; ennélfogva a legegyszerűbb idom az, a 
melynek három  oldala van. Ez a háromszög. Az oldalak metsző pontjait 
a  háromszög S im o n ija in ak , az oldalaktól befogott szögeket a  három ­
szög belsőszögemek, vagy röviden szögeinek nevezzük. Minden három ­
szögnek hat alkotórésze van, t. i. három  oldala és három  szöge.

így  a 26. ábrában A B C  három szög  oldalai : 
y lß  —  c, B C  —  a  és A C  —  b ; szögei : B A C  =  s, 
A B C  =  [i, A C B  — y.

M indegyik o ld a lla l szem k özt egy -eg y  szög va n , 
ez az ille tő  oldal átellenes szöge, így  A B  o ldalnak  C  
az á te llen es sz ö g e ; a m ásik  két szöget szom szédos  
szögek nek  n evezzü k .

\  iszont, m inden  szöggel szem közt egy  á te llen es  o ldal va n , így  B  szöggel 
uldal van  sz em k ö zt;  a m ásik  két oldal az ille tő  szöget befogja, azért a zo ­

kat befogó o ldalaknak  is  n ev ezh etjü k .

A három szög bárm ely oldalát, tehát 
c pl. A B  oldalt (27. ábra) alapvonalnak

hívjuk, az alappal álellenes szögpontból 
- az a lapra  bocsátott CD  merőleges vona­

la t magasságnak nevezzük.
1. M inden  háromszög három belső 

szögének összege két JR-rel egyenlő.

28. ábra. Így A B C  / \ - k e n  (28. ábra)
K   B t a  -{-■ ß +  Y =  2 R .  Ennek bebizonyí­

tása  céljából a  három szög egyik 
szögpontján párhuzam ost húzunk az á t­
ellenes oldalhoz, tehát lesz K L  || /16*

26. ábra.

27. ábra.



Á m de: à és a, továbbá s és y m int váltószögek egyenlők, azaz : 
rt =  a és s =  y ; továbbá S ß +  £ =  ebbe m ost ^ 6s £ érté~
keit helyettesítvén : oc —{- ß —|— y =

E téte lb ő l következik , hogy  :
a) Ha v a lam ely  három szög  két szöge ism eretes, a harm adikat is m eg­

határozhatjuk  ; t. i. a két ism eretes szög összeg ét 2 72-böl, ille tő leg  180°-ból 
kivonjuk .

b) A három szögb en  csak egy derék-, vagy  tom paszög lehet, a m ásik kettő- 
szük ségk ép  h egyesszög .

c) Ha két h árom szögn ek  két-két szöge kü lön-k ü lön  egyen lő  egym á ssa l, 
a harm adik szögnek  is  eg y en lő n ek  kell len n ie  a m egfele lő  harm adikkal.

2. Ha valamely három szög egyik oldalát m eghosszabbítjuk, Jcülsö 
szög keletkezik, és ez a szemközt levő két belső szög összegével egyenlő.

29. ábra. így ha A B C / \ - n e k  (29. ábra) A G
oldalát m eghosszabítjuk, B C D  külsö- 
szög =  a -J- ß.

-0 Mert az 1. pont szerin t:

2 R  ; a mellékszögekröl tanultaknál fogva pedig : 
211, teh á t :

* +  ß +  Y
/ 4 -  B C D
a -}- ß -f- y =  y 4"  B C D , vagy a -|— ß =  B C D  < .
E szerin t a három szög k ü lsőszöge m indig n agyobb  bárm elyik  á te lle n e s  

b első  szögnél.
Az elm ondottak alapján könnyen bebizonyíthatok a következő 

tételek is :
3. Valamely egyenes vonalra bármely kívü le  fekvő pontból csak 

egyetlen-egy merőleges húzható.
4. A  háromszög három külsöszögének összege 4 B .
5. K ét egyenes vonal m ind ig  azon irá n y  felé hajlik össze, 

amely irá n yb a n  azok egy harm adik átmetszővei 2 R -n é l kisebb belső- 
szögeket alkotnak. (20. ábra).

E zt a té lé it  E u klides  az «E lem ek» nagyhírű  szerzője (2sö  év. Kr. e .)  
a xióm ának  (XI-dik) tek in ti és a párhuzam osak e lm é le té t  erre a lap ílja .

12. g. A háromszögek nemei.

A három szögek két különböző alapon osztályozhatók, t. i. 
oldalaik és szögeik tekintetéből. Az oldalakat illetőleg a három szögek 
vagy egyenlőóldalúak, ha mind a három  oldaluk egyenlő ; vagy 
egyenlöszárúak , ha csak két oldaluk egyenlő; vagy különböző 
oldalúak, ha  mindegyik oldaluk m ás-m ás hosszúságú.

■



A,-szögeket tekintve a  három szögek vagy hegyesszögűek, ha 
mind a három  szögük hegyes; vagy derékszögűéi'., ha  egyik szögük 
90°; vagy tompaszögűéit, ha  egyik szögük tompa.

Az egyenlöszárú három szög két egyenlő oldalát szárnak, a 
harm adik oldalt alapnak  nevezzük.

A derékszögű három szögben a derékszöggel átellenes oldalt 
átfogónak (hypotenusa), a m ásik kettő t befogónak (catlieta) nevezzük.

A háromszög* alkotórészeinek  összefüggé­
séről. Egybevágó három szögek.

13. §. Általános észrevételek.
Ha valamely idom minden alkotórészét és am ellett e részek 

egym ásutánját is ism erjük, akkor az idom tökéletesen meg van  
határozva .

Ebből világos, hogy valahányszor két idom oldalai és szögei 
ugyanazon sorban kölcsönösen egyenlők, m indannyiszor az idomok 
azonosak, és csak helyzetükre né^ve különbözők ; ha tehá t kellően 
egym ásra helyeztetnek, fedik egymást. Az ilyen idom okat egybevágó 
(congruens) idom oknak nevezzük. Az egybevágóság jele : Az egy­
bevágó idomok megfelelő alkotórészeit egyenlő fekvésű  részeknek 
is nevezzük. — A m ondottak szerin t az egybevágó idomok egyenlő 
fekvésű részei mindig egyenlők.

Az egybevágó idomoknak a m értanban  igen fontos szerepük 
van. Minthogy m inden m értani idom alkotórészei szoros kapcso­
latban állanak egym ással, úgy, hogy az idom nehány  részéből a  
többi is föltalálható ; azért az idomok m eghatározásához nem  szük­
séges azok valam ennyi alkotórészét ism ernünk, hanem  a legtöbb­
ször kevesebbel is beérhetjük. — Ugyanez áll az idomok egybevágó­
ságáról. Két idom egybevágóságának m egállapítására nem  szükséges 
m inden alkotórész kölcsönös m egegyezését kim utatunk ; m ert, ha 
bizonyos szám ú alkotórész kölcsönösen megegyező, akkor a részek 
közt fennálló kapcsolatnál fogva a többieknek is szükségkép  egyen­
lőknek kell lenniök. Az alkotórészek kölcsönös összefüggését fogjuk 
m ost közelebbről megvizsgálni.



14. §. Hiányosan meghatározott háromszögek.
Feleljünk meg m indenekelőtt a rra  a kérdésre, hoDj . hány és 

minő alkotórész szükséges valam ely három szög m eghatározására?
E célból tegyük föl, hogy a, három szögnek csak egyik  alkotó 

része ism eretes; egy szög, vagy egy oldal.
Az első esetben az adott szög két szára  között szám talan 

egyenes vonalat húzhatunk, és így szám talan  különböző három szög 
keletkezik, am elyek mindegyikében bent van az adott szög. Világos 
tehát, hogy egy szög nem elegendő a  háromszög m eghatározására. 
A m ásodik esetben, midőn t. i. a három szög egyik oldala ism eretes, 
ezen oldal végpontjaiból szám talan  egyenest húzhatunk, amelyek egy­
m ást páronként m etszvén, ugyanannyi különböző három szöget alkotnak. 
T ehát egy oldal m agában szintén nem határozza meg a három szöget.

Ha valam ely háromszögből két alkotórész ism eretes, ez lehet
a) két szög, vagy b) két oldal, vagy c) egy oldal és egy szög.

a) Tegyük tel, hogy a három szögnek két szöge ism eretes; akkor 
a  11. §. 1. pontja szerin t a harm adik szög is m eghatározható. M ár 
m ost alkossunk olyan háromszöget, amely az em lített szögeket

30. ábra. m agában foglalja. E végre az adott A  és
B  két szöget egy egészen tetszőlegesen 
választott A B  alapvonalra úgy m érjük 
rá , hogy mind a  két szögnek egy-egy 
szára  a fölvett alapvonalra essék ; az- 

ß. u tán  a m ásik két szárt t. i. A C -t és 
BC'-í a G közös metszöponlig meghosz- 

szabbítjuk. Minthogy A B  alap hosszát tetszés szerint vettük föl, 
nyilvánvaló, hogy szám talan  ilyen három szöget alkothatunk.

így például a  30. ábrában A !C  j| A 6 -vel és B 'C  BC-xG , 
tehát A ' <  == A  < ,  továbbá B ' <  =  B  <  és C' <  =  C  <  Már 
pedig A 'B 'C ' három szög lényegesen különbözik A B C  három szögtől. 
Ennélfogva két (vagy három) szög sem határozza meg a három szöget.

b) Legyen adva a három szögnek két oldala, A B  és AC. Ha e 
k é t ism eretes oldalt a  közös végponttal M-val tetszés szerinti szög 
a la tt összeillesztjük, ezután B  és C  végpontokat egyenes vonallal 
összekötjük, A B C  három szög keletkezik, és ez az adott két oldalt 
valóban m agában foglalja. Azonban ugyanilyen módon akárhány  
három szöget alakíthatnánk. Tehat két oldal sem elegendő valamely 
három szög m eghatározására.



c) l ia  a  három szögnek A B  oldala és A  szöge ism eretes, akkor 
ez utóbbi szög egyik szá rá ra  rám érjük  az adott A B -l, a másik 
szárból pedig tetszés szerin t elvágunk egy darabot pl. A C -í\ ezután 
B  pontot összekötjük C-vel. Ekkép A B C  három szög keletkezik, amely 
a két adott alkotórészt m agában foglalja; ám de m ert A C  oldal 
hosszát tetszőlegesen szabtuk meg, világos, hogy szám talan ilyen 
háromszög szerkeszthető. Ennélfogva ezek az adott részek sem 
határozzák meg a  három szöget.

Ha az adott C  szög az adott A B  oldallal szemben  fek­
szik, így okoskodhatunk. Ha C  szög ism eretes, a másik két szög 
összege is ism eretes, m ert A  <  -j- B  <  =  2R  — C < .  E két szög 
közül az egyiket (péld. A -1) tetszés szerin t vehetjük föl [m indazon­
által úgy, hogy a fölvett szög kisebb legyen (2 R — C'-jnél], a m ásik 
szöget (B -1) pedig a  fentebbi egyenletből találjuk meg. Ha m ost e 
két szöget A B  oldalra illesztjük, oly három szöget nyerünk, amelyben 
mind a  két adott alkotórész meg v an ; minthogy azonban az egyik 
szög nagyságát tetszés szerint választhattuk  meg, a  három szög az 
utóbbi esetben is határozatlan.

Mindezekből kitűnik, hogy a három szög tökéletes m eghatáro­
zására  két alkotórész ismerete nem  elegendő: hanem  e célra leg­
alább három alkotórész ism erete szükséges és e három  adott alkotó­
rész közt is legalább egy oldalnak kell lenni.

15. §. A háromszög meghatározása egy oldal és két
szög alapján.

E gg oldal és a rajta fekvő két szög teljesen meghatározza a 
háromszöget.

Legyenek az adott alkotórészek : A B  oldal, x és ß szög. 
(31. ábra.) E három  alkotórészből csak egyetlenegy három szög 
a l?1 '" 'a tó . Ennek bebizonyítása végett tetszőleges hosszúságú egye­

si. ábra. nes vonalat húzunk, m elyre az adott A B
oldalt rám érjük. Ezután az ism eretes szögek 
egyikét, pl. a  szöget, A B -re helyezzük 
úgy, hogy a szögpontja A  pontra, egyik 
szára  A B -re jusson ; a  szög m ásik szára  

azon irányt jelöli, mely felé a  három szög A C  oldala fekszik. 
Most ß ék szögpontját B  pontra, egyik szárá t B A  egyenesre 
illesztjük; m ásik szára  B C  oldal irányát jelöli. E két irány C  közös



pontban találkozik, és ez a  három szögnek harm adik szögpontja. 
Minthogy pedig két egyenes vonal csak egy pontban találkozhatik, tehát 
•csak egy oly három szög alakítható, mely az adott részeket m agában 
foglalja. Ez még akkor is igaz, ha az egyik adott szög pl. y, az 
ad o tt A B  oldallal átelleriben fekszik, m ert két adott szögből a  h a r­
m adik is m eghatározható  ; az utóbbi eset lényegileg nem  különbözik 
a z előbbitől.

Ebből következik, hogy :
H a  hét háromszögben egy-egy megfelelő oldal és hét-hét meg­

felelő szög kölcsönösen egyenlő ; akkor e háromszögek egybevágók. 
(32. ábra.)

32. ábra.
A B  =  B E

■X —  r )

ß =  £

B D -------- ^  E A B C f \ ^  D E F & .

E zen  téte l önállóan  is  b eb izon y íth ató .
E cé lb ó l ille sszü k  D E F  h árom szöget A R C -re ú gy , hogy  I )  pont 

^4-ra, E  pont B -re ju sso n  ; ez  a fö lté te ln é l fogva leh e tség es , m ert A B — D E . 
A m ondott h e ly ze tb en  o szögn ek  D F  szára A C  oldalra, £ szögnek  E F  szára  
pedig  B C -re kerül, m ert a fö ltéte l szerin t o =  a, é s  £ —  ß. E nnek k övetkeztében  
F  p ontnak  ok vctetlen ü l C-re k e ll ju tn ia , m ert két eg y en es von a l csak  egy  p on t­
ban ta lá lk ozh atik  egym ássa l. T ehát a két h árom szög  egyb evágó .

E tantételbol a  következő igazság folyik :
M inden  háromszög, m elynek két szöge egyenlő, egyenlő-szárú , 

vagy : A  háromszög egyenlő szögeivel egyenlő oldalak vannak  szemközt.
Legyen A B C  ,/y-ben (33. áb ra ): a  =  ß, 

akkor A C  —  BC. Ennek bebizonyítására A  C B  
szöget felezzük. Legyen C D  a felező egyenes. 
Ezúton két három szög keletkezik : A C D  és 
B C D  ; ezekben az egyik oldal közös, t. i. 
CD  — CD, két-két szög pedig egyenlő, m ert 

a  — ß (a föltételnél fogva) és A  CD  <  — B C D  <  (a szerkesztésnél 
fogva). Ezekből kitűnik, hogy a nevezett három szögek egybevágók, 
és így megfelelő alkotórészeik egyenlők; teh á t: A C  =  BC.

A z  olyan háromszög, amelyben m in d  a három szög egyenlő% 
egy s z í ts  m ind egyenlő-oldalú is.

33. ábra



16. §. A háromszög meghatározása két oldal és a közbe­
zárt szög alapján.

K ét oldal és a hét oldal közé zárt szög teljesen meghatározza  
a  háromszöget.

Mert ez alkotórészekből csak egy három szög alakítható. Ugyanis 
alkossuk meg az adott szöget, m érjük rá  ennek szára ira  a  szög­
ponttól kezdve a két adott oldalt és kössük össze a  két vég­
pontot egyenes vonallal : ekkép oly három szög keletkezik, amely az 
adott három  alkotórészt m agában foglalja. Minthogy pedig két 
kijelölt ponton keresztül csak egy egyenes vonalat húzhatunk, azért 
az adott alkotórészekből csak ezen egy három szög szerkeszthető.
Ebből önként folyik, hogy:

H a hét háromszögben hét-hét megfelelő oldal és a közbezárt szög 
egyenlő , akkor e háromszögek egybevágók, (dr. ábra.)

3-í. ábra.

c a F A B  =  D E
/  \  A C  =  D F

/  \  a =  S„i h 7
Ezt ön állóan  is be leh et b izon y ítan i : F ek tessü k  B E F  h árom szöget A B C -re  

úgy , hogy  5 szög ®-ra, azaz B E  szár A B -vg, D b  szar A C -ie j u s s o n , ez le h e tsé ­
g e s ,’ m ert a fö ltétel szerin t 8 =  a. M inthogy továbbá A B  — D E , és A C  =  D F , 
teh át E  pontnak szük ségk ép  B -re, F  pontnak C-re kell e s n ie ;  en n ek  folytán  
E F  eg y en es von al is egyb e esik  B G-vcl (lásd az 1. §. 3. pontját), teh át a két 
három szög tök é le tesen  egyb evágó .

Ebből a következő tantételek  szárm aznak :
1. A z  egyenlöszárú háromszögben az alapon fekvő szögek 

egymással egyenlők, vagy: m inden  háromszögben az egyenlő oldalak­
kal átellenes szögek egymással egyenlők.

Legyen A B C /V "ben (35. ábra) A C  =  B C , 
35. ábra. ekkor a =  ß. Mert ha az alappal átellenes A C B

9 szöget CD  egyenes vonallal felezzük, A C D  és
• / \ \  B C D  két kisebb három szög keletkezik; ezekre

/  i \  nézve CD  oldal közös, továbbá A C = B C { &
A 0 B föltétel szerint), végre A C D  <  =  B C D  < -g e l 

(a szerkesztésnél fogva). T ehát a  két három szög egybevágó, m ert 
két-két oldal és a közbezárt szög kölcsönösen egyenlő ; ennok



folytán az egyenlő fekvésű alkotórészek mind egyenlők, vagyis : 
X =  ß. (Ezen. egyenlő szögek mindig hegyesek. M iért?)

Ebből egyszersmind kitűnik, hogy : az egyenlő oldalú háromszög­
ben a szögei is  egyenlők, tehá t mindegyik szög f R , vagy 60°.

A m egelőző  tantéte l alapján : valam ely egyenlőszárű-h ( r o m s z ö g  egyik adott 
szögéből a  m ásik  keltő  k iszám ítha tó .

Ugyané tétel alapján továbbá bebizonyítható, hogy: a) A zon  
egyenes vonal, amely az egyenlöszárú háromszög alapjával átellenes 
szögei felezi, az alapra merőlegesen áll és azt felezi.

b) A z  egyenlöszárú háromszög szögpontjából az alapra húzott 
merőleges ú g y  az alapot, m in t a vele szemben fekvő szöget felezi.

c) A zon egyenes vonal, am ely az egyenlöszárú háromszög alap­
já n a k  felező pontját az átellenes szögponttal összeköti, a z alappal 
derékszöget zár be és az átellenes szöget felezi.

d) A z  alapvonal felező pontjában az alapra állított merőleges 
az egyenlöszárú háromszögnek az alappal szemben fekvő .szögpontján 
m egy át. (6 . §. 1. és az előbbi c) pont.)

e) l i a  közös alapon két egyenlöszárú háromszöget a lakítunk, a  
'cél átellenes szögpontot összekötő egyenes vonal a szögpont körül 
°vö szögeket, fd e z i  és ezenkívül az alapra merőlegesen áll.

Ennek bebizony ítágára 
legyen : A G  =  BC, és A D  =  
B D  (36. áb ra); akkor G A B  
<  =  CBA <  és D A B  <  =  
D B A  következőleg :

G A B  < ± D A B  <X =  
C B A  <£ +  D B A  < ,  azaz : 
C A D  <  =  C BD  < . E sze­
rin t G A D  és C BD  három ­

szögekben két-két oldal és a közbezárt szög egyenlő, ennek követ­
keztében : C A D / \  co C B D f j  ; és így e háromszögek-megfelelő alkotó 
részei egyenlők, azaz : A  CD <  == B C D  < ,  A D  G <  =  B D G  < . 
Már m ost nem nehéz kim utatni, hogy A C E  A co B C E / \  ; és ennél­
fogva A E =  B E , és A E C  <  =  B É G  <  =  90°. (6. §.).

f) A zon egyenes vonal, mely az egyenlöszárú háromszögben az  
alappal átellenes szögpontnál felevő külső szöget felezi, az alapvonallal 
párhuzam os. (Miért ?)

2. A  háromszög nagyobbik oldalával szemközt fekvő szög m in ­
d ig nagyobb, m in t a kisebbik oldallal átellenes szög.

36. ábra.



Így, ha A B C  g^-ben (37. ábra) B C  >  ÁC-nél,. 
akko r: B A C  <  >  A/JC'GC-nél. Mert, ha a kisebb 
A C  oldalt a  nagyobbikrá átvisszük úgy, hogy 
CT) =  A C  legyen és AT) egyenest m eghúzzuk, az 
ekkép alakult A C D  három szög egyenlöszárú lévén: 

C A D  <  =  C D A  < ;  ám de az utóbbi, m int A D B  három szög külső 
szöge, nagyobb az átellenes A B C  belső szögnél (11. §. 2): tehá t 
C A D  szögnek is nagyobbnak kell lennie A B C  szögnél. Ámde C A D  
csak része B A C  szögnek, tehát annál inkább B A C K  > A B C  ^ - n é l

3. 1 iszont, a háromszög nagyobb szögével nagyobb oldal, kisebb 
szögével kisebb oldal van szemközt. (L. az előbbi ábrát.)

Azaz, ha B A C  <£ >> A B C  <£-nél, akkor egyszersm ind B C  7> 
yiG-nél. Ezt legegyszerűbben közvetve bizonyíthatjuk be. Ugyanis, ha. 
nem lenne igaz az, hogy B C >  A C -nél, akkor B C  vagy =  AG'-vel, 
vagy pedig kisebb A C -nél. Ámde B C  nem lehet =  HG'-vel, m ert akkor 
az 1. pont szerint B A C  <  —  A B C  lenne, ami a föltétellel ellen­
kezik. Hasonlókép B C  kisebb sem lehet M(7-ncl ; m ert ez esetben 
a  2. pont értelm ében a BC -vc  1 átellenes B A C  szögnek kisebbnek 
kellene lennie az 6 -vel átellenes A B C  szögnél; ez azonban a  
föltétellel ellenkezik. E szerint csakugyan B C  >  A C -nél.

A föntebbi lé te in é l fogva : a derékszögű három szög átfogójának m indig  
nagyobbnak kell lennie, m int bárm elyik befogónak. Szintiig;/ a tom paszögű három­
szögben a tom pa szöggel átellenes oldal a legnagyobb.

4. M inden háromszög két oldalának összege nagyobb a h a r ­
m adik  oldalnál Azaz A B  -]- B C  >  AC. (38. ábra.)

3S. ábra. Ugyanis hosszabbítsuk meg A B C  liárom -
Q .....  szög A B  oldalát és m érjük fel a rra  li-tö l

szám ítva B D  —  B C  d a rab o t; ekkor A D  
A B  -j- BC. Most, ha CD  egyenest meghúzzuk 
D B G  egyenlöszárú három szög keletkezik; 

ennek B C D  szöge — B D C  szöggel. Ámde BCD  szög csak része 
A C D  szögnek; tehá t A C D < f > B D C &  és A C D  három szögben 
a nagyobbik (A C D )  szöggel szemben levő A D  oldal is >  m int a  
kisebb (A D C )  szöggel átellenes A 6' oldal (3. pont); azaz A D  >  
AC-n(;\, vagyis A B  - |-  B C  MC-nél.

Ebből k ö zv etlen ü l következik , bog'« •
a) A  három szög bárm elyik oldala nagyobb, m in t a m ásik  k e ltő  különbsége. 

A za z: A B )> A C —U C n é l.
b) H árom  m eghatározott egyenes vonalból csak azon  esetben a lak íth a tu n k  

három szöget, ha m indegyik vonal rövidebb a m ásik  kettő  összegénél.



39. ábra.

B

5. H a valamely háromszög két oldala egyenlő egy m ásik három­
szög megfelelő két oldalával, ám az előbbiek által bezárt szög nagyobb 
■iaz utóbbiak által bezárt szögnél: akkor az első háromszög harm adik  
■oldala is nagyobb a második háromszög harm adik oldalánál.

Tehát, ha A B  =  F G f 
A C  =  F H ,  és y. 7> o-nél 
(39. ábra) ; akkor B C  ]>  
GH -nkl.

Ennek bebizonyítása 
céljából az F G H  három ­
szöget A B C /^ -h ö z  illeszt­
jük oly módon, am int az 
áb ra  alsó része m utatja , 
t. i . 'A  ponton keresztül 
A D  egyenes vonalat húz­
zuk akkép, hogy C A D  
=  legyen 9-vel, ezután 

A D - 1 egyenlőnek vesszük F G -xe  1 és D  pontot összekötjük (7-vel; 
■ekkép A C  o ldalra oly három szöget rajzoltunk, amely F G H / \ - gél 
egybevágó. T ehát elegendő lesz kim utatnunk, hogy B C  >> (7i)-nél, 
m ert ekkor egyszersmind igaz az is, hogy B C ^> G H -nál.

Felezzük B A D  szöget ; a felező A E  vonalnak szükségképen 
a  nagyobb (x) szög szárai közé kell esnie ; végül vonjuk E D  egyenest. 
Ezáltal két egybevágó három szög keletkezik, t. i. A B E / \  <̂ 2 A D E f \  : 
m ert két-két megfelelő oldaluk és a közbezárt szög egyenlő. Ennek 
folytán : B E  =  D E . Ám D E C  három szögben : D E -}- E C >• C'D-nél, 
vagy, ha D E  helyébe a vele egyenlő B E -1 írju k ; B E - ] - E C >> CD, 
a z a z :  B C ^> C D -n ö \.

6. Viszont, ha egy háromszögnek két oldala egyenlő egy m ásik  
háromszög két meg felelő oldalával, ám az első háromszög harm adik oldala 
7iagyobb a m ásik háromszög harm adik oldaléinál: akkor az egyenlő oldalak 
által bezárt szög az első háromszögben nagyobb , m in t a másodikban.

Legyenek A B C  és F G H  (39. ábra) a szóban forgó három ­
szögek és ezekben A B — F G , A C = F H  és BC ^>  G H -n á l; ekkor 
B A C  <  7>  G F H  < -n é l ; vagy x 7> 9-nél. Mert, ha a <C lenne o-nél, a  
megelőző pont szerin t B C  oldalnak kisebbnek kellene lennie G Jl-nál, 
ám de ez a föltétellel hom lokegyenest ellenkezik ; hogyha pedig 7. =  9, 
akkor (15. §.) B C — GH, ami szintén ellenkezik a  föltétellel. T ehát 
csakugyan x >  9-nél.



»

7. H a A  pontból (40. ábra) iliA adott egyenesre A B  merőleges 
vonalat e's több ferde egyenest h ú zu n k , akkor:

■40. ábra. a) A B  merőleges az összes-
egyenesek közt a legrövidebb ; 
m ert a  befogó <C az átfogónál. 
Ezért A B  m erőlegest A  pont 
M N -to l m ért távolságúinak ne­
vezzük.

b) H a  két ferde egyenes vonal metsző pontja i a merőleges 
talppontjától a két oldal felé egyenlő távolságban va n n a k , akkor 
azon egyenesek egyenlő hosszúságúak, így ha B C — B D ;  akkor 
A C = A D , m ert A B C / j \ A B D f \ .  (M iért?)

c) K ét ferde egyenes közül az a hosszabbik, am elynek metsző- 
pontja a merőleges vonal talppontjától messzebbre esik ;  így B K  
nagyobb lévén B C -nél, A E j>  A C -nél; m ert B C A  szög szükségkép 
hegyes szög (11. §. 1. p.), teh á t a  mellékszöge tompa, azaz : E C A  
szög >  jR-nél, de ennek folytán (16. §. 3. p.) A E j>  MC'-nél.

d) Viszont, m inél hosszabb valamely ferde egyenes vonal, annéd  
távolabb esik metsző pontja  a merőleges vonal talppontjától.

» Ezt b) és c) a lapján  k ö zvetve  b izon yíth atju k  be.

e) Adott pontból adott il I N  egyenest metsző három egyenlő hosszú­
ságú ferde egyenest nem  h ú zh a tu n k ;  m ert, ha  ezt tehetnek, akkor 
a merőleges vonal egyik oldalára két egyenlő hosszú ferde vonal 
ju tn a  : ez pedig lehetetlen.

Megjegyzendő,hogy az A  pontból (40. ábra) valamely adott egyenes 
vonalra pl. il/Ar-rc húzott m erőlegesnek B  talppontját A  pont M N  
vonalon való vetületének (projekció) nevezzük. M agyarázatra nem  
szorul, hogy M N  vonal minden pontja a m aga vetületével egybe­
esik. így pl. C  pont ugyanezen C-nek vetülete is M N  egyenes 
vonalon. — A vetület fogalmát vonalhosszakra is alkalm azhatjuk. 
Például A C  vonal vetülete az M N  egyenes vonalon nem egyéb, m int 
az utóbbinak B C  szelete, m elyet az A  és C  végpontok vetületei 

^  határolnak. A B  merőleges vonalnak vetülete M N  egyenesen B  pont.
— A  vetület fogalmának segítségével a síkm értan egyik-másik té te lé t 
egyszerűbben lehet kifejezni. Még fontosabb a vetület fogalma a. 
térm értanban , ahol arról majd bővebben szólunk.

■ —    ---------------------------------- ■



41. ábra.

17. §. A háromszög meghatározása két oldal és a 
nagyobbik oldallal átellenben fekvő szög alapján.

K ét oldal és a nagyobbik oldallal szemközt fekvő szög meg­
határozza a háromszöget.

Adva van A B  és B C  oldal (41. ábra) és a BG  
nagyobbik oldallal szemközt fekvő a szög. Ismét 
kim utatjuk, hogy ezen alkotórészekből csak egy 

( három szög szerkeszthető.
C Ugyanis az adott * szög egyik szá rá ra  A  

szögponttól szám ítva felmérjük a kisebbik A B  
o ldalt ; ezzel a három szögnek két szögpontját megkaptuk. A harm a­
dik szögpontról tudjuk, hogy a szögnek m ásik szárán  fekszik és a 
m ár meglevő B  ponttól B G  távolságra van. Most lia B  pontból, 
m int középpontból, B C  hosszúságú félátmérövel körvonalat szer­
kesztünk, ez bizonyára m agában foglalja mindazon pontokat, melyek 
Jj-töl a kívánt távolságra vannak. Minthogy a kerese tt pontnak 
először A C  száron, m ásodszor az em lített körvonalon kell lennie, G 
pont nem lehet m ásutt, m int ott, ahol a körvonal az A C  szárt metszi. 
Ámde a körvonal a nevezett szárt nem csak C., hanem  az A C  szár 
m eghosszabítására eső B  pontban is szeli. T ehát úgy látszik, m intha 
az adott alkotórészekből különböző három szög lenne alakítható. Ez 
azonban nincs így, m ert A B D  háromszög két oldala ugyan meg­
egyezik A B C  háromszög két oldalával (A B  — A B  és B C — B D ), 
ám de az adott a  szög nincs meg ebben a A -k en , hanem  e helyett 
a-nak B A B  mellékszögét találjuk ott. Ennélfogva csak egy oly három ­
szög alakítható, amely a kijelölt három  alkotórészt m agában foglalja.

Hogy a fönt em lített két metsző pont közül az egyik (C) A B  
szártó l jobbra, a m ásik B  pedig ugyanattól balra  esik, ez onnan van, 
m ert LC^> A B -nél. Most, h a  C és B  pontok AJ?-nek ugyanazon 

42. ábra. oldalára esnek (42. ábra), akkor A B nek szükség­
kép nagyobbnak kell lennie 2?(?-nél. Ugyanis B B C  
szög, m int A B B  háromszögnek külső szöge, nagyobb 
B A C =  a  szögnél; minthogy pedig B B C  három ­
szög egyenlöszárú, és így B B C  <  =  B C B  < -gel, 
tehát B C B  <  is nagyobb a-nál. Azonban mindenD C

három szögben a nagyobb szöggel nagyobb oldal van szemközt, m int a 
kisebb szöggel ; következőleg : A B  >  J?é7-nél. Ebből egyszersmind 
következik: hogy két oldal és a kisebbik oldallal szemközt fekvő szög



még nem határozza meg a háromszöget. így pl. a 42. ábrában  nem ­
csak A B C , hanem  A B I )  három szög is m agában foglalja a két 
adott oldalt és az a szöget. Ebben az esetben tehát hét három szög 
felel meg az adott föltételeknek.

Minthogy két oldal és a nagyobbik oldallal átellenes szög a 
három szöget tökéletesen m eghatározza, ennélfogva: m indazon három­
szögek, melyekben két-két megfelelő oldal és a nagyobbik oldallal 
szemközt fekvő szög egyenlő . egybevágók. (43. ábra.)

43' 4bra-
J3C =  FF

x —  8
B C >  A B

A B C  f \  D E F  A
Ezt önállóan  is be leh e t b izo n y íta n i.
F ek tessü k  D E F  három szöget A B C -re úgy, hogy  D E  o ldal a v ele  egyen lő  

m eg pedig D  pont A -ra. E  pont B -re ju s so n ;  ekkor D F  o ldalnak  A C  
irányába kell esn ie , m ert a fö lté te l szerin t « =  5. Most az a kérdés, vájjon  az 
*  pont épen C-re fog-e esn i, vagy  sem  ? F ö ltéve , h og y  F  p ont nem  C-re, hanem
i- - °  7i r p U  * ^  m;*sik pontjára G-re ju tn a , ez esetb en  A B G  három szög azonos  
even  D E F  A -g c l , B G  =  E F ;  m in th o g y  azonban a fö ltétel szerin t B C  is =  E F -fel, 

lehat ; G _  B C , azaz CB G  A  egyen lőszárú , k övetkező leg  ; B C G  <  =  B G C  <£ 
es m ind a kettő  h eg y es  szög, tehát B C G -nek m ellék szöge (B G A )  'okvetetlenül 
om pa es en n ek  fo lytán  (16. §. 3.) A B  >  B G -nél, v a g y is  A B  >  B C -nél ; ez  

azon >an a fö lté te lle l (BC  >  ^ /1 -n él) m erőben  e llen k ezik , tehát leh ete tlen .
, , , Ik ison ló  ellen m ond ásra  v ezet az is, ha  I  p on tot A C  szár m cgh osszab -  
ialasan fekvőnek fö ltéte lezzü k .

Tehát F  pontnak v a ló b a n x C-re kell e sn ie  és akkor : D E F  A B C  A

1B. §. A háromszög meghatározása három oldal alapján.
Három oldal teljesen meghatározza a háromszöget.
Legyen a három  oldal: A B , B C  és A C  (44. ábra). Mérjük rá  

valamely egyenesre a három szög A B  oldalát. Ezen oldal végpont- 
‘ 44 . ábra. jaival egybeesik a három szög két szögpontja.

A C  harm adik szögpontnak A  ponttól A C  
távolságra kell esnie ; ennélfogva a kérdéses 
C  pont azon körvonalon keresendő, mely A  
pontból A C  sugárral szerkeszthető. Ámde C 
pont nem csak az AC , hanem  a B C  oldalnak 
is h a tá rp o n tja ; 6’-nek tehát bele kell esnie a 
B  pontból B C  sugárral szerkesztett körvonalba



is. E szerin t C  pont nem  lehet m ás, m int a  két körvonal metsző 
pon tja : ha teh á t az utóbbit A  cs B  pontokkal egyenes vonalakkal 
összekapcsoljuk, a  kivánt három szöget m egalakítottuk.

Fontolóra kell azonban még vennünk, hogy a két kör az em ­
lített C ponton kivül még D -ben  is találkozhatik. Ekkor term észe­
tesen nem csak A B C , hanem  A B D  is megfelelne a kiszabott három  
föltételnek. Hogy m egítélhessük, vájjon az utóbbi három szög külön­
bözik-e az elsőtől, vagy sem, C pontot összekötjük Z)-vel. Minthogy 
A  C —  A l) és B C  =  BT), C A D  és C BD  három szögek egyenlöszárúak,
következőleg: A C D  <  =  A B C  <

B C D  <  =  B B C  <
tehát : A C B <  =  A D B  <£

E szerint A  B C  és A B D  három szögeknek nem csak az oldalaik 
egyenlők, hanem  még egy szögük is egyenlő ; tehát a  nevezett 
három szögek egybevágók. Ekkép bebizonyítottuk, hogy három oldal 
kétségtelenül meghatározza a háromszöget és azon háromszögek, 
m élyeknek három megfelelő oldaluk egyenlő, egybevágók.

A föntebbi vizsgálatok eredm ényét ezen m ondatba foglalhatjuk 
össze : három egymástól független alkotórész tökéletesen elegendő a 
háromszög meghatározására; kétes eset csak egy van, t. i. am ikor 
két oldalból és a kisebbikkel szem közt fekvő szögből szerkesztendő a 
háromszög.

19. §. Szerkesztési feladatok.
a) Egyszerűbb feladatok.

A m értani feladatokban a  térm ennyiségeket úgy kell össze­
kapcsolnunk, hogy azok a feladat követelményeinek megfeleljenek. 
Ha ezt sikerült elérnünk, akkor a feladatot m egfejtettük. Ámde e 
m ellett még a megfejtés helyes voltát is ki kell m utatnunk. Ezt úgy 
érjük el, hogy szigorúan bebizonyítjuk, hogy a megfejtés a feladat 
m inden követelm ényét tényleg kielégíti.

A m értani feladatok nagy részét körző és vonalzó segítségé­
vel szerkesztések ú tján  fejtjük meg.

Ilyen szerkesztések a  következők :
1. Szerkesszünk adott háromszöggel egybevágó másik háromszöget.

45. ábra. Legyen A B C (45. ábra)
az adott háromszög. Húz­
zunk határozatlan  hosszú­
ságú egyenes vonalat és 
m érjük a i n  A C  o lda lt;



ekkor D F  =  AC. Ezután D  pontból A B  hosszúságú sugárral 
körívet vonunk, szintúgy F  pontból B C  sugárral, ez az előbbi kör­
ívet E  pontban átm etszi; és ezen E  a  keresett három szögnek a 
harm adik szögpontja. Az ekkép alakított D E F  [ \  oo A B C  A _ge^ 
m ert oldalaik kölcsönösen egyenlők.

2. M érjü n k  fel valam ely egyenes vonalra egyik végpontjában  
adott szöget.

46. ábra. Legyen D E  (40. ábra)
az adott egyenes vonal, m ely­
nek D  pontján keresztül egy 
m ásik olyan egyenes vonalat

ß /d f  J  B D ___\ ____£ Leli húznunk, hogy a közbe-
K M foglalt szög egyenlő legyen

az adott a szöggel. Ezt a  két egyenlő szöget két egybevágó három ­
szög megfelelő alkatórészénck tek in thetjük ; ha tehá t a szög szárai 
között a tetszés szerinti K L  egyenest húzzuk és az ekkép eredt 
A K L  három szöget, mely az * szöget m agában foglalja, D E - re 
illesztjük, vagyis D M N  három szöget A K L  A 'g e l  egybevágónak 
rajzoljuk, úgy E D E  A  =  B A C  Ai —  a.

Könnyebbítésül a két három szöget egyenlő szárúnak  rajzoljuk ; 
t. i. az adott szög szögpontjából tetszés szerint vett sugárral K L  
körívet vonjuk, továbbá ugyanezen sugárral D  pontból is h a tá ro ­
zatlan hosszúságú körívet alakítunk, ez D E  egyenest M  pontban 
metszi ; m ost K L  nyílással A I pontból körívet rajzolunk, mely az 
előbbi ívet N  pontban átm etszi. Ha végre D N  egyenest meghúzzuk, 
N D M  —  F D E  a  kivánt szög.

3. Adott egyenes vonal felezése.

47. ábra. Legyen A B  (47. ábra) a felezendő egyc-
Zj-ff nes vonal.

Tudjuk, hogy a  közös alapon álló egyenlő 
^  E j szárú  három szögekben a  szögpontokat össze­

kötő egyenes vonal az alapot felezi. Ha tehát 
az adott A B  egyenest közös alapul tekintjük 
és végpontjaiból tetszésszerinti, azonban ele­

gendő hosszúságú sugárral két-két körivet szerkesztünk, amelyek 
egym ást C  és D  pontban m etszik, akkor CD  egyenes vonal A B -1 
E  pontban felezi. (Miért) ?

4. Adott szög felezése.
Á bel L évay-P o likeil : Mértan. I. rész. 3
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Ha az adott B A C  szöget (18. ábra) úgy 
tekintjük, m int valam ely egyenlöszárú három ­
szögnek az alappal szemközt fekvő szögét, cs A  
szögpontból mind a két szárra  egyenlő A D = A E  
hosszúságot m érünk fel; továbbá D  pontot össze­
kötjük E -vq l,ez úton oly egyenlöszárú három szöget 

^  alakítottunk, amely az adott szöget m agában 
foglalja. Ha továbbá D E  alapra még egy második D E F  egyenlöszárú 
három szöget szerkesztünk, nyilvánvaló, hogy az A  és F  szögpon­
tokat összekötő egyenes vonal B A C  szöget felezi.

A dott szöget tehát ekkép felezünk: a  szög szára ira  a  szög- 
ponttól két egyenlő, különben tetszés szerinti hosszúságot rám érünk, 
a  végpontok mindegyikéből egyenlő félátmérövel köríveket rajzolunk 
és m etsző pontjukat a szög szögpontjával összekapcsoljuk.

5. Adott egyenesre adott pontjában szerkesszünk merőleges egyenest.
Legyen B C (49. ábra) az adott 

egyenes vonal, am elyre A  pon t­
jában  a merőleges szerkesztendő. 
B A  C egyenes vonalat nyújto tt szög­
nek tekinthetjük, melynek A  aszög-

: c pontja. A keresett merőleges nem
m ás, m int ezen nyújto tt szög fele­

zője, m ert a derékszög fele a  nyújtottnak. Ebből világos, hogy B C  
egyenesre A -pon tban  merőlegest állítani annyi, m int B A C  nyújto tt 
szöget felezni. A szögfelezés m ódját pedig m ár ism erjük.

6 . Valamely adott egyenesre, kívü le  adott pontból merőleges

49. ábra. 

1

B

vonal bocsátandó.
50. ábra. 

A

Legyen A  az adott pont (50. ábra) 
és B C  a  kitűzött egyenes vonal. A-ból 
kellő hosszúságú, különben tetszés sze­
rinti sugárral körívet vonunk, ez B C -1 
D  és E  pontban metszi. Ezáltal A D E  
egyenlöszárú három szög keletkezett, 
melynek A  a szögpontja. Ha m ost D  és 

E  pontokból egyenlő sugarú  köríveket rajzolunk, ezek F  metsző 
pontja nem m ás, m int a m ásik egyenlöszárú három szög szögpontja, 
A két szögpontot összekötő A F  a kivánt merőleges egyenes. (Miért ?)

7. Kijelölt ponton keresztül valamely adott egyeneshez szer­
kesszünk párhuzam os egyenest.



51. ábra. Legyen A  az adott pont (51/
,_a   áb.) é s B C  a  kitűzött egyenes vonal.

\  A párhuzam os egyenesek, m int
 j  ç tudjuk, bárm ely átm etsző egyenes-

F sei egyenlő váltószögeket alkotnak ;
viszont a  váltószögek egyenlőségéből az á tm etszett vonalak p á r­
huzam osságára lehet következtetni. Ezért, ha  az adott A  ponton 
keresztül tetszőleges egyenest vonunk, mely az adott B C  egyenest 
D  pontban metszi, továbbá A  pontban A D  egyenesre D A E  —  A D C  
szöget rajzoljuk, a m ondottak szerin t A E  || JSG-vel. A gyakorlati 
megfejtésnél nem  szükséges A D  egyenest tényleg meghúzni ; elég, 
h a  A  pontból kellő hosszúságú sugárral D E  körívet, és D  pont­
ból ugyanazon sugárral A F  körívet vonjuk; ezután D E -1 egyen­
lőnek vesszük A F -íe l és E  pontot összekötjük A-val. E szerkesztés 
következtében : E A D  <  =  E D A  <  és így A E  || 5 6 -v e l.

8 . O sszuk a derékszöget három egyenlő részre.
52. ábra. Legyen B A C  —  90° (52. ábra), ennek

harm adrésze 30°, kétharm ada G0°. Az 
utóbbi szög m inden egyenlöoldalú három ­
szögben előfordul, m ert ennek mindegyik 
szöge 60°. Ezért ha A B  szárból A D -1 elvág­
juk, és ez u tóbbira A D E  egyenlő oldalú 

^ három szöget szerkesztjük, E A D  < = 6 0 °  
ós CAE-& —  30° ; ha m ost még E A D  szöget A F  egyenessel felez­
zük, nyilvánvaló, hogy A E  és A F  egyenesek a  derékszöget három  
ogyenlö részre osztják.

b) Összetettebb feladatok.

Az eddig tárgyalt feladatok oly egyszerűek voltak, hogy a m eg­
oldás helyessége m ár magából a követett eljárásból nyilvánvaló volt. 
Ö sszetettebb feladatoknál nem  ily könnyű a megoldás ; m ert az ered­
mények csakis több tan tétel alkalm azásának láncolatából nyerhetők. 
Az ilyen összetettebb feladatok megfejtésénél azért eljárásunk is m ás 
lesz. Még pedig m indenekelőtt m egoldottnak tekintjük a feladatot; 
a zu tán  megvizsgáljuk, milyen feltételeknek kellett teljesülniük, hogy 
a  megoldás lehetővé váljék (elemzés) ; m ajd ezen feltételek lánco­
latában  iparkodunk olyanokhoz eljutni, am elyeknek szerkesztése 
elöleges ism ereteink alapján  m ár keresztülvihető (szerkesztés). A szer­
kesztés elvégzése u tán  igazoljuk eljárásunk helyességét (bizonyítás)

3*
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6 3 . ábra.

----
— IBA C + C B

és kim utatjuk még azt is, hogy milyen korlátok között lehetséges a  
feladatnak a megfejtése (korlátozás).

Ilyen feladatok a  kővetkezők: '
9. Szerkesszünk háromszöget, ha az alapvonal (A B ), a m ásik k é t

oldal összege (M N) és az alapvonalon fekvő egyik  szög (v.) ismeretes_
a) E lem zés. T együk föl, hogy  A B C  a k ere­

se tt három szög (53. ábra). Ha A C  o ld a lt C  
szögponton  túl annyira m egh osszab b ítjuk , hogy. 
C D  =  B C  legyen , akkor A D  a két oldal a d o tt  
összeg ét ábrázolja. M eghúzván B D -1, B D C e g y e n -  
löszárú  A  keletkezik , m elyb en  C B D  =  o -g;.. 
Ám de A B D  A  kön n yen  m egszerk eszth ető , m ert. 
két o ld a la : A B  és A D  —  M N , m eg a k özb e-' 
zárt szög cí adva vannak. A B D  A -r ő l  pedig: 
u gyanazon  az úton  ju tu n k  A B C  A -h ö z ,.  
a m elyen  az im én t A B C  A -r ö l  A B D  A - I 1Ö2 . 
ju to ttu n k .

b) Szerkesztés. A m ondottak szerint sz er ­
kesszü k  m eg tehát A B  a lap von alból, a rajta.

fekvő a szögb ő l és a m ásik  két oldal m egadott M N  — A D  ö sszegéb ő l A B D  
A - e t ,  ezután  B  ponthoz B D  o ldalra szerk esszü k  m eg C B D  =  0 szöget, en n ek  BIT 
m ásik  szára A D -1 C  pontban m etszi és ez a k ívánt A -n e k  a harm adik szö g p o n tja .

c) B izon yítá s. E ljárásunk h e ly e s  volt, m ert A B C  A -b e n  A B  =  az. 
adott a lap von a lla l, a =  az adott szöggel, és C B  =  CD  (mert C B D  < £ =  t e h á t
A C C B  =  A C  -j- CD  =  A D  —  M N  (a szerk esz tésn é l fogva).

d) K orlá tozás. A feladat csak  úgy fejthető  m eg, h a  M N  >  A B -r\é\.

10. Szerlcesszünk háromszöget, ha az A B  alapon fekvő  a  és £  
két szög és a szemközt levő két oldal összege M N  ismeretes.

L egyen A B C  a k eresett három szög. 
(54. ábra). Ha A C  o ldalt ism ét a n n y ira  
m egh osszab b ítan ám , hogy  C D — C K  
legyen , akkor A D  az adott ö sszeg et ábrá­
z o ln i,  és ha  m ost B D -1 m eghúzom , B C D  
egyen lőszárú  A  k eletkezik , eb b en  D  
=  i  A C B  <3C (m ert A  CB  m in t külső- 
szög =  D  -\-  D  —  2/>), DZ£  tehát ism e­
retes  szögnek  tek in th ető ,m ert a  kétakkora. 
A C B  az ® és ß adott szögek kel e g y ü t­
tesen  2R-1 ad. íg y  tehát A D B  A - e t  az: 
adott A D  —  M N  o ld a lb ól c s  a rajta, 
fekvő r. és D  szögekből m ega lak íth atom . 

A B D  A -r ö l  azután  A B C  A - r e  ju th atok  épen  úgy, am int az utóbbiról az e lő b ­
bire k övetkeztettem  volt.

Szerk esszü k  t  eg tehát az adott M N  ö sszegb ő l, a szögb ő l és a sz in té n  
ism eretes A C B  szög fe léb ől azaz Z> ből A D B  A -e t .  E zután  B  sz ö g p o n to n

54. ábra.

A C 4 - B 0



K e resz tü lh ú zzu k  B C -i akkép, hogy  B B C  <( —  B  <)' legyen  ; ezen  B C  és A B  nek  
C  m etsző  pontja a három szög harm adik  szögpontja .

E ljárásunk h e ly es  vo lt, m ert a sz erk esz tésn él fogva B C B  A  eg y en lő ­
sz á r ú , azaz CB =  C B , k övetkező leg  A C  +  B C  =  A C  +  C B  =  A B  == M N , 
továbbá B A C  <£ =  a, és A C B  =  2B , teh át egyszersm in d  A B C  <§£ =  ß. 
•A m egold ás csak  akkor leh e tség es , h a  : « +  ß <  180°.

11. Szerkesszünk háromszöget, ha a és ß Tcét szöge és három 
oldalának összege (kerülete) M N  ismeretes.

55. ábra. L egyen  A B C  a keresett A
(55. ábra). Ha A B  o ld a lt A  s z ö g ­
ponton  túl ann yira  m egn yújtan ám , 
hogy  A B  akkora legyen , m int a szom ­
széd os A C  o ldal, sz in tú gy  B  szö g p o n ­
ton  tú l is , úgy , hogy B E — B C  legyen  : 
akkor B E  vonal az adott M N  ö sszeg et  
ábrázolná. Ha továbbá B C  és E C  
von alak at m eghúzom , A C B  és B C E  
egyen löszárú  három szögekben  az  
alapon fekvő o és e szögek  az A  é s  
B  szögpontok  m elle tt  fekvő a és ß 

K ü lső  szögek nek  fe lév e l e g y e n lő k ;  tehát adott szögek ü l tek inthetők . E szerin t  
D E C  A - e t  az adott B E  v a g y is  M N  o lda lbó l és a rajta fekvő 5 va g y is  j a  és  
E —  h ß sz ögek b ő l m egalak íthatjuk . Á m de B E C  A -b ő l  k ön n yen  e lőá llíth a tju k  
A B C  A - e t ,  épen  úgy, am int az A B C  A -b ő l  m egkaptuk  B E C -1.

E zek  a lapján  szerk esszü k  m eg M N  =  B E  o ld a lb ól é s  az adott szögek  
fe le  része ib ő l, azaz 8 =  |a  és £ =  <jß szögek ből B E C  A -e t .  Az ekkép m eg ­
ta lá lt  C  pont a keresett A  egy ik  szögpontja . E zen C  pon th oz, é s  pedig C B  és  
C E  o lda lakhoz, h ozzá illesz tjü k  o ille tő leg  £ szögek et, ezek n ek  CA  és C B  szára  
D E -1 A  és B  pontokban, azaz a keresett h árom szög  m ásik  két szögpontjában  

anetszik .
E ljárásunk h e ly es  v o lt, m ert A C B  A  a sz erk esz tés következtében  egyen lő- 

sz á r ú , teh át A C  =  A B  ; továbbá B A C  <5C —  25 =  2. £a =  a. H asonlókép B C E  A

0  Æ
m —

56. ábra.

A

is  egyen lőszárú , tehát B C  =  BE-, ezen k ívü l 
A B C  «5C == 2£ =  2. |ß  = ß .  V égül m ert A C  —  A B , 
B C  =  B E  és A B  •=* A B , teh át : A B  +  B C  +  
A C  —  A B  +  B E  +  A B  —  B E i =  M N . (Mikor 
n em  fejthető m eg a feladat ?)

12. Szerkesszünk háromszöget, ha 
az alapon fekvő  a és ß két szög és az  
átellenes oldalok M N  különbsége ismeretes.

L egyen  A B C  a k iván t A. (56. ábra.) Ha 
a hosszab b  A C  o ld a lb ó l CÆ-vel egy en lő  n ag y ­
ságú , C B  darabot elvágu n k , A D  az adott 
k ü lön b séget ábrázolja. H úzzuk m eg D B -1, 
ekkor A D B  szög m int a B B C  egyen lőszárú  A



alapján  fekvő k ü lső  szög =■ R  -{- |  A C B  *á£. K övetkezőleg  A B D  A  az ad ott  
M N  o ld a lb ó l és a rajta fekvő « és A D B  va g y is  ß  +  *T ism eretes szögből 
m egalak íth a tó . A B D  A -r ő l  azután  ép o ly  kön n yen  leh et A B C -t  m egszerk esz-  
ten i, m int az im ént az u tób b ib ól az előb b it.

U gyan is szerk esszü k  m eg a két oldal adott k ü lön b ségéb ő l (MN) a rajta  
fek vő  a szögből, és a sz in tén  m eg h a tá ro zo tt R  +  szögből A B D  A - e t .  Az 
ekkép  ta lá lt A  é s  B  pontok  a keresett A  szögpontjai. H osszab b ítsu k  m eg az 
A D A  D  ponton  túl és eg ész ítsü k  ki B D C  A - e t  az á lta l, hogy  D B C  szöget 
egy en lő n ek  rajzoljuk C D B -xé t. Ezen egyen lő  szárú  A  szögpontja  egyszersm ind  
a  keresett h árom szög  harm adik szögpon lja  lesz.

E ljárásu n k  h e ly es  v o lt, m ert G A B  <£ =  a, A D B  z£  —  R - f- \A C B  «£ —

* + 4 -  stb . (Korlátozás.)
13. A B C  adott háromszögben A B  alapvonallal párhuzam os  

vonandó, amely A C  és B C  oldalakat X  illetőleg Y  pontban alclcép 
m etszi, hogy X Y  —  A X  legyen.

T együk  fel, h og y  X Y  a keresett pár­
hu zam os. (57. ábra.) H a A  Y  eg y en est m eg-  

^ h ú zzu k , H A U  egyen lő  szárit A  k e le tk e z ik ,m e ly ­
nek  szögpon tja  X ,  a lap ja  A Y : k ö v etk e ző leg  
a =  «  ; m ásrészt m =  B A Y  (vá llószögek ) ; 
tehát a =  B A Y  azaz A Y  fe lezi B A C  sz ö g e t.

E szerin t a szerk esztés is  igen  egyszerű . 
F elezzü k  B A C  szöget, a fe lező  von a l az á te l­
le n e s  B C  o ldalt Y  pontban  m e tsz i:  ezen  

k eresztü l h ú zzu k  X Y A  p árhuzam osan  A B - \e  1.
E szerk esz tés h e ly es , m ert a =  B A Y  {a szerk . fogva) é s  B A Y  =  o>

(vá ltószögek ), teh át a —  <u és A X  =  X Y .  A feladat m indig  m egfejthető .
14. A z  előbbi feladat am a módosítással, hogy az A B  alappal

párhuzam os X I  v o n a l=  A X - \~  B H  legyen.
Tegyük fel, hogy  X Y  a keresett párhuzam os von al. 

(58. ábra.) Ha erre A X  h o sszú sá g o t á tv isszü k , úgy, h o g y  
X Z  —  A X ,  akkor a fennm aradó Z Y  sz e le t  =  B Y - nal : 
k övetk ező leg , h á  m ég A Z - 1 és B Z A  m eghúzzuk, úgy A Z X ,  
mi nt  B Z Y  A  egyen löszárú , tehát a =  w, és ß =  ®. De- 
m ásrészt w =  «' é s  ? -  ß' (váltószögek), következéskép .

Y a =_-■ a' és ß =  ß \ azaz A Z  és B Z  von alak  az A B  alapon
fekvő B A C  és A B C  szögek et felezik .

A föladat m egfejtése teh át ez . F elezzü k  A  és B  
szö g et, és a fe lező  von alak  Z  m etsző  pontján  k eresztü l párhuzam ost h ú zu n k  
A B  a laphoz.

E zen  szerk esztés k övetk eztéb en  a =  a '  és a '  —  w, tehát a =  w és A X  — 
X  H aso n ló k ép : ß =  ß' é s  ß' =  <?, teh át ß =  <? é s Ü T =  Z Y .  V égü l 
A X  - \ - . B l  —  X Z  -f- Z Y  —  A T , am int le n n ie  kell.

15. A dva  van R/S egyenes vonal és k iviile  A  és B  pont. je lö ljü k  
k i  R /S vonalon X  pontot akkép , hogy A X  és B X  összekötő egye ne-



sek az adott vonal 7cét ellentétes irányáva l egyenlő szögeket alkossa­
nak, azaz A X 8 <  =  B X R  < .

59. ábra. 1-szOr, A  és B  pontok
U S  eg y en es vo n a l u g yan ­
azon  olda lán  vannak.

L egyen  X  a keresett  
pont (59. ábra); teh át a = ß .  
Ha az egy ik  von alat pl. 

-  JLY-et m egnyújtjuk , ß-nak 
csú c sszö g e  y is  =  a-val és  
h a  m ég az A  pontból B S v q - 
a m erőlegest m eghúzzuk  és  
ezt addig h osszabb ítjuk .m íg  

a m egn yú jto tt B X -c l  A' pontban m etsz i, két egyb evágó  három szög k eletk ezik ,
t. i. : A M X  A 2 2  A 'M X  A, teh á t A M  =  A'M .

E szer in t az X  pontot egyszerű en  úgy ta lá ljuk  m eg, hogy  H-ból U S -re 
A M  m erőlegest bocsátju k  és ezt B S  von a lo n  a lú l u gya n a n n y iv a l m eg h o ssza b ­
b ítjuk  olym ódon , hogy  M A ' =  M A . E zután  A ' pontot összek ötjü k  B -ve  1, A 'B  

és  U S  m etsző  p on tja  a keresett X  pont.
E z íg y  h e ly es , m ert a szerk esz tésn é l fogva A 'M X  A  2 2  A M A  A ,  tehát 

a =  y, ezen k ívü l y =  ß (csúcsszögek), k övetkező leg  a =  ß. M agától értetődik , 
h og y  U S -re a m erő legest B  pontból is h ú zh attu k  vo ln a .

2-szor. A  és B  pontok  B S  eg y en estő l két k ü lönb öző  oldalra esnek .
E zen esetb en  A  pontot összek ap cso lju k  B -v e  1 ; a hol e kap cso ló  vonal 

az /OS'-et m etsz i, o lt van  az X  pont.

II. A négyszögről.

20. §. A négyszögek nemei.
N égyszögnek  a síklap oly részét nevezzük, am elyet négy 

egyenes vonal határol. A négyszögnek négy oldala, négy szöge és 
négy szögpontja van. Minden szögnek megvan az átellenes szög­
párja, szintúgy m inden oldalnak az átellenes oldalpárja. így A B C D  

négyszögben (60. ábra) A  szögnek átellenes 
szöge ; C, A B  oldalnak átellenes oldala : CD. 
A négyszög két átellenes szögpontját össze­
kötő egyenes vonal (pl. AC) a négyszög átlója. 
A négyszögnek két átló ja van.

A négyszög lehet :
1. Parallelogramma , ennek átellenes 

oldalai párhuzam osak. Ilyen E F G H  (61. ábra), 
amelyben E F  j| GT1 és F G  || E H .

GO. ábra.

i



C)2- ábra- 2 . Trapéz, amelynek csak két átellc-
i ---------M nos oldala párhuzam os, a  m ásik kettő ellen­

i t  bon összehajtó. Az előbbieket alapvonaloknak,
az utóbbiakat száraknak  is nevezzük. Ilyen 

idom K L M N  (62. ábra), amelyben csak L M  || AÉY-nel.
Az olyan trapézt, amelynek két szára  egyenlő, egyenlő-szárú , 

vagy szim m etrikus-trapéznak  mondjuk.
3. Trapezoid , am elyben az átellenes oldalak egyik párja  sem 

párhuzam os.

21. §. A négyszög belső és külső szögei.
1. -M inden  négyszögben a szögek összege 4R .

63. ábra. H°gy ezt belássuk, húzzuk meg A G
B ç átló t (63. ábra); ez A B C D  négyszöget kct

\  három szögre bontja.
A   • D A B C /\-h e n  ; B A C <  +  B <  - f  B O A  <  =  2R .

A D C /A -ben ; C A D < ~ \- D < - \ -  A C D  =  2 l i .  
Ezen két egyenletet összeadva: A < - \ - B < ^ - C < - \ - D <  =  4A*.

K övetk ező leg  :

a) Ha va la m ely  n égyszögn ek  három  szöge ism eretes, a negyed ik  is  m eg  
van határozva.

h) A m ely  n égyszögb en  három  szög h eg y es , abban a negyed ik  sz ü k ség ­
képen  tom pa ; ha pedig három  szög tom pa, akkor a n egyed ik  h egy es .

c) A n égyszögben  m ind a n égy  szög csak  úgy leh et egy en lő , ha  m ind­
egyik  derei- szög . '

2. A  négyszög oldalainak meghosszabbítása révén keletkező négy
külső szög összesen 4 B .  (Miért?)

22. §. A parallelogramma tulajdonságai.
1. A  parallelogramma átellenes szögei egyenlők.

Gt. ábra. Pia A B  II CD  és A D  || BC -vel (64. ábra),
B  Q akkor a =  y és ß =  ő. Mert A D  és B C  vonalak
/T  y  párhuzam ossága következtében a - f - ß  =  222;
 4 Q hasonlókép A B  és CD  párhuzam ossága követ­

keztében ß -j- y — 2R . T ehát a  -f- ß =  ß - |-  y, 
vagy a =  y. Ép így m utatjuk meg, hogy ß =  S.

Ha tehát va la m ely  parallelogram m ának egyik  szöge ism eretes, a  lobby 
i? m egh atározható .



2 , A  parallelogramma átellenes oldalai egyenlője. 

fó- ábra. Azaz A D C D -ben (65. ábra)' A B =  C D ;

A

B ____-— A D  —  BC. Mert vonjuk meg A  G átlót. A B C
/ /  és (7DA három szögekben A C  oldal közös,
^ továbbá B A C — A C D  < ,  m int váltószögek

é s  B O A  A. =  C A D  C. ugyanazon okból; tehát A B C /A g g  C A D / \  ; 
következőleg A B ^ = C D  és B C = D A .

E szerin t a párhuzam os egyenesele köze foglalt párhuzam osak  
egyenlő hosszúságúak.

3. A z  olyan négyszög, am elynek átellenes szögei egyenlők, 
parallelogramma.

Mert h a  A B C D  négyszögben (6 k  ábra) a '=  y és ß =  S, akkor egy­
szersm ind a - |-  ß =  y +  r> ; m inthogy azonban <x —j— ß —|— y —j— S =  4 B , 
tehát a - f -ß  =  2B , és Y ~ j-S  =  2B , következőleg (10. §. 4.) A D  |[ 
BC -vA . Hasonló oknál fogva A B  || CD-vei.

A 3. téte l az 1-nok  m egfcrd ítotlja , azaz am i am ott fö ltéte l, az em itt  
k övetk ezm én y  és v iszon t. A té te lek  ily en  m egfordítása  azon b an  nem  m ind ig  
.leh etséges.

4. A m ely négyszögnek átellenes oldalai egyenlők, az szükség­
kép parallelogramma. (A 2. tétel megfordítása.)

5. Oly négyszög, m elynek két átellenes oldala egyenlő és p á r ­
huzamos, szin tén  parallelogramma..

6. Oly négyszög, m elynek két átellenes szöge egyenlő és két 
átellenes oldala párhuzam ot, szükségképen parallelogramma.

Az u tóbb i három  m egfordított téte l b eb izo n y ítá sa  végett á tló t húzu n k  
■és m egm utatjuk , hogy  a k ét három szög egyb evágó .

7. A  parallelogramma átlói felezik egymást.

8 . Viszont, m indazon négyszögele, am elyeknek átlói egymást 
fe lezik , szülcségképen parallelogrammák. (06. ábra.)

Mert ekkor is A E D  f \  ^  C E B  f \  (m iért?).

23. §. A parallelogrammák nemei.
Szögeiket illetőleg a parallelogram m ák vagy egyenlő, vagy 

különböző szögüek, azaz derék-, vagy ferde-szögüok; o ldalaikat 
tekintve egyenlő, vagy különböző oldalnak.

66. ábra. Mert A B C D  (66 . ábra) két átló jának
c metsző pontját A-vei jelölve : A E D

C E B  f \  (miért?), következőleg: A E  =  C E  és 
> B E  =  D E .



A derékszögű parallelogram m át derékszögű négyszögnek  (rect- 
angulum), a ferdeszögüt romboidnak is nevezzük. Az egyenlő oldalú 
parallelogram m a neve: dü lény  (rombus). A derékszögű és egyenlő 
oldalú parallelogram m a neve: négyzet (quadratum).

1 . A  derékszögű négyszög átlói egyenlők.
C7- ábra. így A B C D  derékszögű négyszögben (67.ábra):

o A C  —  B D  ; m ert A D C  és B C D  három szögekben
A D  =  BC, CD =  CD  és A D C < =  B C D  < = -9 0 \  

D tehát A D C / \  B C D / \  és A C  —  B D .

2 . A  rombus átlói merőlegesen állanak egymásra és a négy­
szöget négy egybevágó háromszögre bontják.

Legyen A B  — A D , CD \\ A B -ve l é s  
C B C  II A D .  (68. ábra.) A B C D  dülényben 

A C  J_ B D - re, m ert B E C  A  ^  D E C  A ,  
tehát B E C <  =  D E C <  =  90°.

8 . A  négyzet átlói egyenlők és merő-
69. ábra. legesen m etszik egymást.

c így A B C D  négyzetben (69. ábra): A C  —  B D
és A C  A. B D . Ez közvetlen folyománya az 1*

D és 2. pontnak.

24. §. A trapéz tulajdonságai.

1. A z  egyenlőszárú trapézben a párhuzam os oldalakon fekvő két- 
két szög egyenlő egymással. E tétel bebizonyítására legyen A B C D

70. ábra. trapézban (70. ábra). A D  =  BC. Ha C E  A D

/ _______ o egyenest szerkesztjük, akkor C E = A D  =  B C T
\  tehát B C E /\-h e n  Á  <  =  A  <  ; ám de Ed£. =  A  <  ;

j \  tehát : A  <  =  B  < . Minthogy továbbá : A  <  - j-  D  -3C
4 T~~ß =  180° és B  <  C  <  == 180° ; ennélfogva : A  <

- f  D  <  =  B &  +  C <  és : D <  =  C<.
2. A z  egyenlőszárú trapézek állói egyenlők. E tétel a  három - 

szögek egybevágóságára vonatkozó II. tétel (16. §.) és a fentebb meg-
ism ert tétel segélyével bizonyítható be. 

fi Az általános trapézben mind a négy oldal
\  különböző nagyságú.

A  3. A  trapéz egyik nem  párhuzam os oldaléit
 \  felező és az egyenlőközű oldalakkal párhuzam os

8 egyenes felezi a m ásik nem párhuzamos oldalt is.



•Legyen A B  CD  trapézben (71. ábra) A M  — D M  és M N  ü A B  || 
CD  ; akkor: B N  =  NU. E tétel igazolására szerkesszük M
ponton á t az E F  [| B C  egyenest és hosszabbítsuk meg CD  oldalt 
F  pontig, akkor : A E M  A  ^  D F M  A  s így ^ M  =  M F . Ámde 
és Z?xV, továbbá M F  és JVC, m int párhuzam osak közt fekvő p á r­
huzam osak egyenlők és így: B N  —  N C . — M N  vonalat a trapéz 
középvonalának nevezzük.

Indirekt úton könnyen beigazolható e tétel meg fordítottja is, 
mely szerin t : a trapéz kot nem  párhuzam os oldalának felező egye- 
ncse az egyenlöközü oldalakkal párhuzamos.

4 . A  trapéz középvonala a párhuzam os oldalak félösszegével 
egyenlő. Az előbbi áb ráb an : M N — B E  és M N  —  CF. Összeadva 
e két egyenletet : 2M N  =  B E  -[- ( F  =  A B  —  A E - j- CD  -j- D B . 
Ámde A E  és D F  egyenlők; ennélfogva: 2 M N  =  A B  -}- CD  ; a.

i ~\~ ^ Dhonnan *. A1N — -------^ *

25. §. A négyszögek meghatározásáról.
Minthogy a  négyszög átlóval két három szögre bontható, a 

három szög m eghatározására pedig három  alkotórész szükséges : 
azért úgy látszik, m in tha a  négyszög m eghatározására  2 X 3  =  5 
alkotórész kivántalnék. Ámde tekintve, hogy az átló mind a két 
három szögnek közös oldala, azaz két alkotórész képviselője, nyilván­
való, hogy a négyszögei m ár bt alkotórész meghatározza.

N ém ely négyszög  m eghatározására azonban kevesebb alkotó­
rész is elegendő. így a trapéz m ár négy alkotórésszel m eghatá­
rozható. Ugyanis A B C D  trapézt (72. ábra) AU átlóval két három szögre 

72. ábra. bonthatjuk. A BU A  m eghatározására  három
B,  c alkotórész szükséges; azonban D A C  A _re

j  y '  nézve m ár csak egy , m ert AU átló és C A D  szög
y L l--------- - N o  m ár az előbbi három szögből ism eretes ; ennél­

fogva a trapéz meghatározására négy alkotórész tökéletesen elégséges.
A parallelogram m a m eghatározására, ism eretes tulajdonságainál 

fogva csak három  alkotórész szükséges. (Milyen alkotórészek ?)
A derékszögű négyszöget két szomszédos oldal m ár meg­

határozza.
A rom bus m eghatározására  két alkotórész ; a  négyzet m eg­

ha tá ro zására  egy  oldal, vagy egy átló elégséges.



III. A sokszögekről

26. §. A sokszögek nemei.
Mindün egyenes vonalú idomot közös néven sokszögnek (polygon) 

.nevezünk. A sokszög belső szögeit röviden a  sokszög szögeinek hívjuk. 
A sokszög két nem  szomszédos szögpontját összekötő egyenesnek 
-álló a neve. Könnyű belátni, hogy m inden olyan sokszögben, m ely­
nek szögei cgyenkint kisebbek 2R -né\, az átlók a sokszög területén  
■belül vannak.

Az olyan sokszöget, amelynek oldalai egyenlők, egyenlő oldalú­
n a k , az olyat, amelynek szögei egyenlők, egyenlő szögűnek  é s  
végre az olyan sokszöget, amelynek oldalai és szögei egyenlők, 
szabályosnak nevezzük.

27. §. A sokszögek általános tulajdonságai.
1. M inden  sokszögben a n n y i a  szög, ahány az oldal.
M ert mindegyik oldal a  következővel egy-egy szöget a lk o t; 

nevezetesen az első oldal a másodikkal, ez a harm adikkal stb., végre 
■az utolsó oldal az elsővel. Ezért az «-oldalú sokszöget röviden 
«-szögnek szoktuk nevezni.

2. A z  n-oldalú sokszögben az átlók szám a: —-2~A.
Mert az «-oldalú idom mindegyik szögpontjából a  többihez n — 1 

•egyenest vonhatunk ; ám  ezek közül az a kettő, am ely a szom ­
szédos szögpontokhoz járu l, tulajdonképen a sokszögnek két oldala ;
•ezért egy szögpontból csak (« — 1)— 2, vagyis n - 3 átló húzható,
teh á t az összes «  szögpontból « -szer annyi, azaz « ( « - 3 ). így azonban 
m inden állót kétszer szám ítunk, t. i. az egyik és a másik szögpontból 
is  ; ezért az összes átlók szám a : 2—

3. A z  n-oldalú sokszöget átlókkal ( n — 2) háromszögre bonthatjuk. 

Mert bárm elyik szögpontból, pl. A-ból
(73. ábra), («— 3) átlót vonhatunk; ezek közül 
mindegyik egy-egy három szöget vág el a sok­
szögből, ámde az utolsó átló két három ­
szöget szolgáltat.

4. A  sokszög belső szögeinek összege 4 R  
h íjá n  annyiszor 2 R , ahány oldala van a sok­
szögnek tehát az n-szögben a szögek összege 

n  . 2 R — 4 R , vagy: (n —2 )  . 2R .

73. ábra. 
C



Az előbbi pont szerin t az « -o ldalú  sokszög « — 2 három szögre 
bontható. Minthogy a  három szögek szögpontjai a  sokszög szögpont­
ja ival azonosak, világos, hogy a sokszög szögeinek összege egyenlő 
az (« —2) háromszögben található szögek összegével; ámde minden 
három szögben a szögek összege 27?. tehá t a  sokszög valam ennyi
szögének összege («— 2 ) .  27? azaz : 2 n R  — 4:R.

Eszerint minden négyszögben a belső szögek összege 47?, az
ötszögben 67?, a  hatszögben 87?, stb. Továbbá a  szabályos « -szög.
m inden szöge : _  , ^

_  2n  i?—4 i? _ 2E  47?
c0 « n

T ehát a szabályos n ég y szö g  cgy-egy szöge : 90°
« ötszög  « « « 108°
« h atszög  « « « 120° stb.

Az oj értékéből lá tn iv a ló , h og y  m in é l nagyobb  az oldalak  szám a [v)r  
a n n á l k evésb b é k ü lönb özn ek  a szab á ly o s idom  szögei az eg y en es sz ö g tő l;  m ert

’ é B
a n n á l k isebb  a k ivonandó értéke. De m ásrészt azt is látjuk, hogy-nek

n
m in d en  szabályos sok szögb en  az eg y es szögek  k iseb b ek  2/2-nél.

5. A z  olyan sokszögben, am elynek belső szögei egyenldnl kisebbek 
2 R -nél, a z  oldalok meghosszabbítása következtében keletkező külső- 
szögek összege 4 R .

A b eb izon y ítás a m ellék szögek  sa játságán  és a 4. ponton  alapszik .

28. §. A sokszögek meghatározásáról.
A négyszögek m eghatározása körül követett e ljá rást az ötszö­

geire , hatszögekre, és így fokozatosan a többiekre is k iterjesz thetjük ; 
ham arabb  érünk azonban célt, ha  a  kérdést általánosan fejtjük 
meg, azaz keressük: hány alkotórész szükséges és elégséges az 
«-oldalú  sokszög m eg h a tá ro zásá ra?

^  ^ Legyen A B C D . . .  (74. ábra) valam ely « -o ldalú
sokszög. A lakítsunk A B  oldalra tetszés szerint egy 

 _J^~ . M háromszöget, pl. A M B -l, amelynek A M  és B M
x . D oldalairól m indazonáltal föltesszük, hogy nem  esnek

j ö
I az eredeti sokszög szomszédos oldalainak meg-

L  hosszabbításaiba. E toldás következtében a sokszög
/  oldalainak szám a eggyel növekedett. A hozzátoldott
0 háromszög m eghatározására  három  alkotórész szük­

séges ; m inthogy azonban A B  oldal m ár a sokszögből ism eretes, A B M  
három szög m eghatározására két alkotórész elegendő. Ha tehát vala­



mely sokszög oldalainak szám a eggyel szaporodik, a  sokszög meg­
határozására  szükséges és elégséges alkotórészek szám a le t tő vei 
növekedik.

Minthogy a három szöget három  alkotórész határozza meg, tehát :
a  négyszög m eghatározására  5 =  2 X 4  — 3 alkotórész
az ötszög « 7 =  2 x 5  — 3 «
a hatszög « 9 =  2 X 6  — 3 «

az n-szög meghatározására 2 n — 3 alkotórész szükséges.
Következőleg, ha kél n-oldalú sokszögben (2 n — 3) megfelelő alkotó­

rész egyenlő és ezen alkotórészek ugyanazon sorrendben következnek 
egymásra, akkor a két sokszög egybevágó.

V annak azonban itt is olyan esetek, m ikor kevesebb alkotó­
rész is elegendő, am int azt a négyszögnél m ár láttuk. így például a 
szabályos sokszögekben a  szögek m ár eleve ism ertek, az oldalak 
meg egyenlők; ezért a szabályos sokszög meghatározására egy alkotó­
rész elegendő.

IV. A körről.
29. §. A kör meghatározása.

Minthogy adott sugárral csak egyctlen-egy kör alakítható, ennél­
fogva a kört m ár a sugara meghatározza és igy az egyenlő sugarú 
körök egybevágók : azaz, ha középpontjuk egybeesik, kerületeik is födik 
egym ást.

30 . §. A kör húrjainak tulajdonságairól.
1. A z  átmérö a kör leghosszabb húrja,

A B  átm érő 7> A D  h ú rn á l(75. ábra), m ert 
ha  A D  h ú r végpontjához CD  sugarat húzzuk, 
A C D  három szög keletkezik, és ebben A D  
A C - \-  CD, vagy A D  <  A B -nél. Ugyanez m in­
den m ás húrró l is bebizonyítható.

2. A z  átmérő félezi a kört.
Mert ha A B  átm érőt (76. ábra) közös alapul 

tekintve, a  körnek A  D B  részét A D B -ve  illeszt­
jük, A E B  görbe vonalnak szüségképen A D B - re 
kell ju tn ia, különben a két vonal közül az egyik­
nek oly pontjai lennének, melyek a középponttól 
különböző távolságban állanának, ez azonban a kör 
fogalmával ellenkezik.

7o. ábra

76. ábra.



3. U gyanazon körben (vagy egyenlő sugarú körökben) egyenlő 
iveknek  egyenlő húrok és viszont, egyenlő húroknak egyenlő ívek  
felelnek meg.

Ha A B C  ív (77. ábra) egyenlő D E F  ívvel, 
akkor egyik a m ásikra illeszthető, úgy, hogy 
végpontjaik egybeessenek, teh á t D  pont A - ra ,
F  pont G-re ; ámde ekkor a nevezett pontokat 

F összekapcsoló egyenes vonalak is fedik egy­
m ást és A C — D F .

Viszont, ha a hurok egyenlők, akkor azok
úgy illeszthetők egym ásra, hogy végpontjaik egybeessenek; ám de
oz  esetben a húroknak megfelelő körívek is fedik egymást, m ert
különben nem  lehetnének ugyanazon körnek ívei.

Ép o ly  k ön n yű  e té te lt  két egyenlő  körre n ézv e  b eb izo n y íta n i.
4. A  körben nagyobb ívnek  nagyobb hú r felel meg ; viszont, a 

kör nagyobb húrjához nagyobb ív  tartozik; föltéve, hogy az ívek  
kisebbek a félkörnél.

Legyen B E  >> A B -n é l (78. áb ra); ha a n a ­
gyobbik ívből az A B  ívvel egyenlő nagyságú B F  
részt elvágjuk, az ehhez tartozó B F  hú r egyenlő 
A B  hú rra l (3. p.) : m ost C B , C E  és C F  sugarakat 
húzván C B E  és C B  F  három szögekben C B  —  CF, 

E és C E  =  CF, ám B C E  < >  B C F  < -n é l, tehát (16. 
§. 5. p.) B E  oldal >> B F - nél, vagy B E j >  A B -nél.

Viszont, ha B E  hú r >  A B -nél, akkor az im ént m ondottak 
szerin t A B ' iv nem  leket nagyobb B E  ívnél, sem pedig =  B E  ívvel, 
(m iért nem ?) tehá t B E ö >  A B -nél.

E tantétel egyenlő körök h ú rja ira  nézve is érvényes.
5 . A  kör húrjára  merőleges sugár ú g y  a húrt, m in t az ahhoz

tartozó körívet félezi.
Legyen CG sugár J _  A B  h ú rra  (79. 

ábra). C A  és CB  sugarakat húzván : A C B  és 
B C B  három szögek egybevágók (m iért?) s 
így A B  — B B .  Most A G  és B G  hú rokat 
húzzuk meg és akkor A B G  f S ^ B B G  / \ ,  
következőleg A G  =  B G ; teh á t a  3. pont

Látnivaló, hogy CG egyenes 1. a  kör középpontján, 2 . a  h ú r 
felező pontján, 3 . a megfelelő ív közepén megy keresztül és ezen­

szerin t Á G  =  BG.

77. ábra.



kívül még 4. merőleges a húrra . Ámde ezen négy föltétel közül 
m ár kettő is tökéletesen m eghatározza CG egyenes fekvését ; oly 
egyenes vonal tehát, mely az elősorolt föltételek közül kettőnek 
megfelel, a m ásik kettőnek is megfelel. E szerin t :

a) A zon  egyenes vonal, m ely a lm r  felező pontjá t a kör közép­
pontjával összeköti, merőlegesen áll a z  említett húrra  és egyszersm ind  
felezi az ahhoz tartozó körívet.

b) A  h ú r  közepére állított merőleges egyenes a kör középpontján- 
megy keresztül stb.

6. A  kör helyzete három pontja  által teljesen meg van  hatá­
rozva, azaz három nem  egy egyenesen fekvő ponton keresztül csak
egy kört lehet szerkeszteni.

Legyen A , B, C  a három  adott pont (80. ábra). 
A B  és B C  egyeneseket m eghúzva, felező pontjuk­
ban, D F  és E G  m erőlegeseket szerkesztjük. Ez 
utóbbiak szükségképen találkoznak (10. §. 8 .) és
0  pont ennélfogva közös szögpontja A O B  és B O G  
egyenlöszárú háromszögeknek, következőleg mind 
a  három  adott ponttól egyenlő távolságra van. 
Az 0  pontból O B  sugárral rajzolt kör tehát A  B r 

és C  pontokon megy át. Sót c három  ponton keresztül csak ezen egy 
kör húzható, m ert az A , B  és C  pontokon átvonuló kör közép­
pontjának úgy a D F ,  m int az E G  merőleges vonalba, tehát e két 
vonal közös pontjaiba kell esnie (5. p. b .); ámde két egyenes vonal 
csak egy pontban találkozhatik, következőleg csak egy oly kör szer­
keszthető, amely a kijelölt három  ponton átmegy.

Ennélfogva: három pont a kör helyzetét és nagyságát tökélete­
sen meghatározza, azaz amely köröknek három közös po n tja k  van7 
azok egybevágók.

Ha még A C  egyenest és ennek K  felező pontján K O  m erőlegest 
is m eghúzzuk, az utóbbinak szintén O ponton kell átm ennie, m ert ez 
úgy A , m int C  végponttól egyenlő távolságra van (10. §. 1. d.) ; azaz :

A  háromszög oldatainak felező pontja iban emelt merőlegesek 
egyugyanazon pontban találkoznak.

A megelőző tétel alapján egyszersm ind bebizonyíthatjuk, hogy 
a háromszög három magassági vonala egyugyanazon közös pon t­
ban találkozik. (A három szög mindegyik szögpontján keresztül az 
átellenes oldalhoz párhuzam ost vonunk és a négy egybevágó három ­
szögből álló nagy liáromszögre az előbbi tételt alkalmazzuk.;



l ' E gyenlő húrok a kor középpontjától egyenlő távolságra va n ­
nak, viszont amely húrok a kör középpontjától egyenlő távolságra 
esnek, azok egyenlő hosszúságúak.

81. ábra. Legyen A B  —  D E  (81. ábra), továbbá
C F  A. A B  és CG A. D E ;  kapcsoljuk össze a 
két hú r egy-egy végpontját a  kör középpont­
já v a l; ez úton A C F  és DOG- három szögek 
keletkeznek, melyekben A G  =  D C , A F —  
V* A B = i / 2 D E = D G é s  A F C < = J ) G C < = z  
B ;  tehát A C F / \ c z 2 D C G A , következőleg: 
C F =  CG.

A m egfordított tétel bizonyítása szintoly egyszerű.
8. U gyanazon körben a hosszabb húr közelebb fekszik  a kör 

középpontjához, m in t a rövidebb ; viszont, a középponthoz közeleblt 
fekvő h ú r  hosszabb, m in t a távolabb fekvő.

Legyen A B  hú r <  D F  hú rnál (82. ábra), 
továbbá CG ÖL A B , és C H  E  D F ,  akkor 
C G >  C II-nál. Mert, ha az A C , BC, D G , F C  
sugarakat meghúzzuk, A C  —  D C é s B C  =  FC, 
ám de A B  D F -nél ; következésképen :
A C B  <  <  D C F  < -n é l és az 5. p.-nál fogva 
G CB  is << l íC F  < -nél. Vágjunk el m ost a 
D F  nagyobb húrnak  megfelelő ívből A B  

ívvel egyenlő hosszúságú részt, azaz legyen J í ' — A B ,  tehát egy­
szersm ind J F  hú r =  A B  hú r ; továbbá húzzuk C K -t merőlegesen 
J F  h ú rra  ; ekkor (7. p.) B C G  A  F C K  A ,  és m ert GCB <  <  
I I C F  < -n é l, egyszersm ind K C F  <  <  I1 C F < -n é l. Ellenben C F K <  
Ö> C F H < -nél, m ert ezek az előbbiek pótlószögei. Ebből szükségkép 
következik, hogy C K  merőleges a D F  h ú rt H  és F  pontok közt 
L  pontban szeli át. Úgyde C K  >  C L, C L  pedig >> C H  nál, tehát 
annál inkább CK, vagy a vele egyenlő CG >  C H  nál.

A m egfordított tétel ind irek t úton bizonyítható be.

31. §. A kör szelői és érintői.

Az olyan egyenes vonalat, am ely a kört két pontban m etszi, 
Jcörszelönek (secans) ; az oly egyenest pedig, amely a  körrel csak egy 
pontban találkozik, a  kör érintőjének  (tangens) nevezzük. Eszerint, 
h a  valamely körnek és egyenesnek csak egy közös pontja van, azt

Ábel-Lóm y-PoUIceit : Mértan. I. rész. 4

82. ábra. 
B



83. ábra.

m ondjuk, hogy érintik egymást. A közös pontot érintési pontnak 
hívjuk.

1. B árm ely egyenes vonal a kört legfeljebb két pontban  
metszheti.

Mert, ha három  pontban m etszené, e három  pontnak a közép­
ponttól egyenlő távolságban kellene lennie és így egy pontból (a cen­
trumból) ugyanazon egyeneshez három  egyenlő sugarat húzhatnánk ; 
ez pedig lehetetlen. (16. §. 7. e.)

2. A  körsugár végpontján ugyanezen  sugárra húzott merőleges 
a kört érin ti.

Ha B A D  JL G A  sugárra  (83. ábra), 
akkor B D  érintője a  körnek ; m ert a  (7-böl 
B D -yg húzott CM  ferde vonal hosszabb G A  
merőlegesnél, azért M  pont szükségkép a 
körön kivül fekszik ; B B  egyenes tehát 
csak A  pontban találkozhatik a  körrel.

3. Viszont : m inden  érintő vonal az érin tési vonthoz húzott 
sugárra merőlegesen áll.

Mert B B  érintő vonal minden pontja, az A  érintési pontot 
kivéve, a körön kivül fekszik ; ennélfogva C A  sugár a  C  pontból 
B B  egyenesre vonható egyenesek között a  legrövidebb ; következőleg 
CA  J_ B D - yg. (16. §. 7. a.)

Látni ebből, hogy a körnek egy adott pon tján  át csak egy 
érintőt húzhatunk.

4. A  két párhuzamos szelő közé zárt körívek egyenlők.
Legyen A B  || D E . (8 4  ábra). A kör

középpontjából A B -to  C F  m erőlegest em el­
vén, ez B E - yg is merőleges, teh á t A B  és B E  
húrokat és a  megfelelő köríveket felezi: Á F  
=  B E  és D E  =  E E  ; ebből : A F  — D F  — 
B E  — E F ,  vagy : A D  —  B E .

Ezen tétel még akkor is áll, ha a  két 
párhuzam os közül az egyik esetleg a  körnek érintője. (Miért?)

8 4  ábra.

82. §. A középponti szögekről és a szögek mértékéről.

K özépponti szögnek oly szöget nevezünk, am elynek szögpontja 
a kör középpontjában van. Minden középponti szöghöz megfelelő 
körív tartozik, mely a szög szárai közé esik.



85. ábra.

1. Ugyanazon körben (vagy egyenlő sugarú  körökben) egyenlő  
középponti szögekhez egyenlő körívek és viszont, egyenlő ívekhez 
egyenlő középponti szögek tartoznak.

Legyen A C B  X  — K M L  X  
(85. ábra). Borítsuk K M L  szöget 
A C B -re  ; m inthogy az egyenlő 
szögeknek száraik  is egyenlő 
hosszúságúak, azért M  pont 
C-re, K  pont H.-ra és L  pont 

Z?-re ju t, ámde ekkor A B  és K L  íveknek is egybe kell esniök, m ert 
különben pontjaik nem  lennének egyenlő távolságra a középponttól ; 
te h á t K L  =  Á B . Hasonlókép bizonyítható be a m egfordított tétel is.

2. A z  ugyanazon  körben (vagy egyenlő sugarú  körökben) fekvő  
középponti szögek ú g y  aránylanak egymáshoz, m in t a hozzájuk tar­
tozó körívek, azaz : A C B  X  : D C E  -X —  A B  : 1)K.

Itt két esetet kell 
86. ábra. m egkülönböztetnünk.

a) A B  és D E  ívek 
(86. ábra) összemérhetők; 
ha  a közös m érték B M , 

D E akkor : A B  =  n . B M ,
és D E  —  r. B M , tehát : 

A B  : D E  — n . : r, (1.) 
(a mi esetünkben (4 : 7).

Ha a két körívnek osztó pontjaihoz sugarakat húzunk, 
A C B  X  —  n  (4), D C E  X  =  r  (7) egyenlő  részre  oszlik. E részek m ind­
egyike =  M C B  X  (1. pont), teh á t:

A C B  X  =  n . M C B , és D C E  X  =  r. M C B ; következőleg
A C B  X  : D C E  X  =  n : r  (azaz 4 :7 ) . . . ( 2 ) .
Az (1)̂  és (2) aránypárból következik, hogy : A C B  X  : D C E  X  

*= Á B  : D E .
b) Ez akkor is igaz, ha  a két körívnek nincs közös m értéke.

Mert, ha  a föntebbi arán y ­
pár az utóbbi esetre nem  
lenne érvényes, akkor a 
szögek a rán y a  nagyobb, 
vagy kisebb lenne a meg­
felelő ívek arányánál. Más 
eset nem  gondolható.

4.*

87. ábra.



Tegyük fel, hogy A B  : D E  <  A C B  <  : D C E  (87. áb ra); legyen 
teh á t A B  : D F  =  A C B  <£ : D C E  *>C, ahol _DJP a  föltétel követ­
keztében kisebb D A -nél. Kétségtelen, hogy A B  ívet annyi egyenln 
részre oszthatom , »hogy egy ily rész kisebb E F  ívnél. Ezért, ha a  
m ondott részt, D -tö l kiindulva, D E  ívre ismételve át viszem, legalább 
egy  osztáspontnak ((7-nek) F  és E  pontok közé  kell esnie. E szerin t 
A B  és D G  ívek összem érhetők lévén :

A B  : D B  —  A C B  <  : D C G  < .  A föltétel szerin t azonban:
A B  : B>F =  A p B  <  : D C E  < ,  tehát a  két a ránvpár egybe­

vetéséből: D F  : D G  —  D C E  <  : D C G  < ,  ez azonban képtelenség, 
m ert A  A  << DG-nCy ellenben D C E  <  >  D C G  ^ -n é l. T ehát az sem  
lehetséges, hogy A B  : D E  << A C B  <  : D C E  < .

Hasonló módon A B  : D E  nem  lehet >> A C B  <  : D C E  (Ez 
esetben A7 és G pontok .DA1 ívnek m eghosszabításába esnek.) — A szóban 
forgó tantétel tehát akkor is igaz, ha  a köríveket összemérni nem  lehet.

A  szögek méréséről. Szöget m érünk, ha annak a derék*zöghöz, 
m int egységhez való a rányá t m eghatározzuk. Ámde a fentebbiek 
szerin t a  középponti szögek aránya azonos a megfelelő körívek 
a rányával; ezért ahelyett, hogy a  m egmérendő szöget közvetlenül 
a  derékszöghöz hasonlítanék (ami gyakorlatilag úgyis bajos lenne), 
inkább a megfelelő köríveket hasonlítjuk össze egymással. Ez össze­
hasonlítás könnyítéséül a kör kerületét 360 egyenlő ívre vagyis 360 
fokra , a  fokot 60 percre , a percet 60 másodpercre osztjuk. E szerin t 
a  negyedkör 90, a félkör 180, az egész kör 300 fokból áll. De m ás­
rész t (az 5. §-ból) tudjuk, hogy a derékszög hasonlókép 90, a z  
egyenes szög 180 és a teljes szög 360 fokot foglal m agában. Mind­
ezekből kitetszik, hogy a középponti szög épen a n n y i fokot, percei, 
másodpercet tartalm az , a m en n y i fokból, percből stb.-böl a megfelelő 
körív áll. Ezért a középponti szöget a megfelelő körívvel m érjük.

In n en  m agyarázható , hogy a kör- és s.îViÿ-fokot ugyan azon  k özös n é v v e t  
és je l le l  szokás m egje lö ln i, t. i. : 0 —  fok, ' —  perc, " =  m ásodperc : noha-, 
ez  e ln ev ezés , szorosan  v év e , csak  a szögeket ille ti m eg, m ert a körív h o ssz a  
n em csak  a fokok és percek  szám átó l, han em  a sugár h o sszá tó l is  függ.

33. §. Egyéb szögek a körben.
K erületi szögnek az olyat nevezzük, am elynek szögpontja a  

kör . kerületében fekszik, és szárai a kör húrjai.
1. A hnden  kerületi szög az ugyanazon körívhez tartozó közép­

ponti szögnek felével egyenlő.



88. ábra.

^ ^  A
E tétel bebizonyításánál három  esetet 

különböztetünk meg.
A kerületi szöget mind a három  esetben 

B A D - yq\, a kör középpontját C-vel jelöljük.

D

Legegyszerűbb az az eset, am ikor a kör 
középpontja (C) a kerületi szög egyik szárán  
fekszik (88. ábra). Itt az a szögnek megfelelő

középponti szög (y) az A B C  három szögnek külső szöge, tehát 
y  z= a -f- ß ; ámde A C  —  B C ' tehát a =  ß, következőleg y =  2a és 
** — h'{ i am it bebizonyítani kellett.

E tantételnél fogva:
a) A z  ugyanazon körívhez, vagy egyenlő körívekhez tartozó 

kerü le ti szögek egyenlők. (91. ábra.)
így : A B D  <  =  A M D  <.
b) Az oly kerületi szögek, melyeknek száraik valam ely átm érő 

végpontjaira tám aszkodnak, derékszögek ( llia le s  tétele). így (92. ábra) 
B A D  <  =  90°, m ert a  megfelelő középponti szög =  180°, ennek 
fele pedig derékszög.

2. A  kör ugyanazon pontjához húzott húrja  és érintője áltat 
bezárt szög egyenlő azon kerületi szöggel, amely a mondott vonatuk 
kö zé  foglalt ívnek  felel meg.

Legyen A B  (93. ábra) a kör egyik húrja  és E D  az A  pont- 
iioz vont érintő. Húzzuk meg A  ponton á t A F  átm érőt és F

89. ábra. 
t\

Lehetséges azonban, hogy a kör közép­
pontja a kerületi szög szárai között fekszik. 
Ekkor A E  á tm érő t húzzuk (89. ábra) és 
visszatérünk az előbbi esetre.

D D A E  <  =  x/2 D C E  <  teh á t együtt:
•/2 ( B C E D C E )  <

E =  x/2 B C D  <

90. ábra. 

A

Végre tegyük fel, hogy C  középpont a 
kerületi szög szárain  kívül van (90. ábra). 
Itt is m eghúzzuk A E  á tm érőt és az első 
esetet alkalm azzuk :

B A E  <  =  l/a B C E  <  ;

E

D A E <  =  i/2 D C E <  teh á t :
B A E  <  —  D A E  <  =  x/2 (B C E  <  —  D C E  < )  ; 
azaz : B A D  <  =  1/2 B C D



93. ábra. 

F

pontot kapcsoljuk össze B  ponttal : ekkor B A B  <  -f- B A F  <  — 90°, 
és A B F  <  =  90°, tehát A B  F  f \ -b e n  B A F  <  +  B F A  <  =  90°, 
következőleg : B A B  -j- B A F  ■iC. =■ B A F  ^  -j- B F A  <£ és B A B  <£ 
=  < -gel; ez utóbbi pedig A i? ívnek felel meg. Ép oly könnyű kim u­
tatni, hogy E A B  tom pa szög —  a B F A  ívnek megfelelő kerületi szöggeh

3. Az előbbi tétel m egfordítva is 'é rv én y es, azaz, ha A B  h ú r  
A B  egyenessel oly szöget alkot, m ely a közbefogott A B  ívhez tartóz6 
kerületi szöggel egyenlő, ú g y  A B  egyenes érin ti a kört.

34. §. Két kör kölcsönös helyzetéről.

Két kör kölcsönös helyzetét illetőleg két esetet különböztetünk 
meg ; t. i. vagy közös a  körök középpontja, vagy nem  közös.

A közös középpontból, különböző sugárral szerkesztett köröket 
koncentrikus  köröknek nevezzük. Ilyeneknél a  k is e b b  kör a nagyobbik
h a tá rán  belül van.

A különböző középpontú köröket excentrikus  köröknek és azon  
egyenest, mely a két középpontot összekapcsolja, centrálisnak  hívjuk.

Két excentrikus körnek m egint háromféle kölcsönös helyzete 
lehet ; t. i. a körök vagy érintkeznek  egymással, am ikor t. i. csak egij 
közös pontjuk van (94. és 95. ábra), vagy m etszik  egym ást, ha  ké t  
közös pontban  találkoznak (96. ábra), vagy pedig nincs közös pontjuk .

Az utóbbi esetet mellőzzük, csak annyit jegyzőnk meg a rró h  
hogy a két kör vagy kivül fekszik egymáson, vagy pedig az egyik 
kör a m ásikat bekeríti. — Az érintkező körök vagy kividről, vagy 
belülről érintkeznek. Az elsőt külső , a  m ásikat belső érin tkezésnek 
m ondjuk. A m etszés szintén kétféle lehet, aszerint, am int az egy­
m ást m etsző körök középpontjai a  közös hú r ugyanazon, vagy  
különböző oldalán vannak.

Két kör kölcsönös helyzete a körsugarak és a  centrális vonal 
hosszainak arányától függ. N evezetesen:



1. H a  a két kör centrálisa ahhora, m in t a sugár ah összege, 
vagy hülönbsége, e höröh szükséylcép érinthezneh egymással, még 
pedig  az első esetben kividről, a m ásikban belülről.

a) Ugyanis legyen C  az egyik, 0  a 
m ásik kör középpontja (94. ábra) ; húzzuk 
meg CO centrális vonalat ; C A  az első.
0 A  a m ásik kör sugara és GA  -j- O A  =  CO.

A centrális vonalon fekvő A  pont 
mind a két körnek közös pontja. Hogy 
A -n kivül a  köröknek m ás közös pontjuk 
nincs, azt könnyű kim utatni. Ugyanis, ha 

C körnek tetszés szerin t fölvett M  pontját a  két középponttal 
összekapcsolom , C M  - |-  OM  )>  CO, de CM =  G A  és CO =  6 A  -f- OA,
teh á t C A  O M >  C A  -J- 0 A , vagy O M  >  OA-nál, azaz M  pont 0
körön kivül fekszik. Ugyanígy kim utatható 0  körnek N  pontjára 
vonatkozólag, hogy C N  >  CA, azaz, N  pont C  körön kivül esik. 
Ennélfogva a  nevezett körök csakugyan kividről érintkeznek.

b) Legyen ism ét C  az egyik, 0  a m ásik
kör középpontja (95. ábra), C A  az első, O A  a
m ásiknak sugara  és C A  — O A  =  CO. Nyilván­
való, hogy a centrális vonalon fekvő A  pont 

A m ind a két kör közös, még pedig egyetlen 
közös pontja. Mert ha  C  körnek valam ely B  
pontját, a  két középponttal összekapcsoljuk, 
CBO  /y -b en  C B  — CO << ÓZ?-nél, vagyis 

O A  <  O B -nél, azaz C körnek bárm ely pontja távolabb esik 0  
középponttól, m int A  pont. Ugyanígy kim utatható 0  körnek D  pontját 
illetőleg, hogy : CD  *< C A, vagyis 0  kör pontjai közelebb esnek 
6  középponthoz, m int A  pont. Ennélfogva a  ké t kör belülről 
érintkezik.

2. H a  hét kör centrálisa a megfelelő sugarak összegénél kisebb, 
azonban ugyanazok különbségénél n a ­
gyobb, a két kör m etszi egymást.

Mert az em lített föltétel m ellett CO 
centrális vonalra (96. ábra) az adott 
CA  és OA sugarakkal két egybevágó 
három szög szerkeszthető : C AO  és CBO ; 
ezeknek A  és B  szögpontjai a  két kör- - 
nek közös poníjai. E kettőn kivül több

96. ábra.



közös pontjuk nem  lehet, m ert ha  három  közös poníjuk lenne, töké­
letesen egybeesnének; ez azonban a  föltétellel ellenkezik.

A megelőző tételeknél fogva:
a) K ét érin tkező  körnek érintő pontja  a centrális vonalba esik. 

Mert ha c pont a  centrális vonalon kivül esnék, a  két körnek még 
egy közös pontja lenne és ez a föltétellel ellenkezik.

b) K ét érintkező körnek az érin tkezési ponton közös érintője 
van. (1)4. ábrában  F F ! )

c) K ét, egymást metsző körnek centrális vonala a közös húrra  
merőleges, tehát ezt felezi (96. ábra).- Mert A B  h ú r közös alapja 
A B C  és A B O  egyenlöszárú háromszögeknek.

Az 1. és 2. tétel megfordítva is érvényes azaz:
3. A  kiviil érintkező körök centrálisa egyenlő a két sugár  

összegével és a belül érintkezőké a két sugár különbségével. (Miért?)
4. A z  egymást metsző körök középpontjainak egymástól való 

távolsága kisebb a két sugár összegénél, és nagyobb a két sugár  
különbségénél. (Miért ?)

35. §. A körre vonatkozó legegyszerűbb szerkesztések.
1. H atározzuk meg valam ely adott kör középpontját.
Az adott kör két nem  párhuzam os h ú rjá ra  azok felező pont­

jain  m erőlegeseket állítunk ; ezek m etsző pontja a keresett középpont.
2. Adott hú r és a megfelelő kerületi szög alapján kör szer-

í r  gyen A B  (97. ábra) az adott hú r és a  a  
megfelelő kerületi szög. Az A B  h ú rra  felező 
pontjában emelt 1)C  m erőleges a kör közép­
pontján megy keresz tü l; e pont tehát a  D C  
vonalon keresendő. Tegyük fel, hogy C  a  kere­
sett középpont. Ha CB  sugara t és az erre
merőleges B F  egyenest meghúzzuk, utóbbi a

CB  sugárral vont kört érinti, és így A B F  szögnek (33. §. 2.) egyen­
lőnek kell lennie az A B  húron álló a kerületi szöggel. Viszont, ha
B F  egyenest akkép húzzuk, hogy A B F  <  =  a  legyen, akkor B F
érintője a körnek ; tehá t a  B  ponton B F - re húzott merőleges a kör 
középpontján halad keresztül és így B C  és D C  m etszöpontja, C  a 
keresett kör középpontja és C B  a sugara.

3. Szerkesszünk adott pontból a körhöz érintőt.

k  esztendő.
97. ábra.
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Itt két esetet kell megkülönböztetnünk. Az adott pont t. i. vagy 
3  körön, vagy azon kivül lehet.

a) Első esetben az adott pontot a  kör középpontjával össze­
kapcsoljuk, és e sugárra  ugyancsak az adott pontban merőleges

b) Második esetben legyen A  az adott 
pont (98. ábra), G a kör középpontja, és A B  
a  keresett érintő, mely az adott kört a  még 
ism eretlen B  pontban érinti. C B  sugarat 
és A C  egyenest húzva, A B C  A -ben A B C  
<  == 90°. Viszont, ha A C -re  m int átfogóra, 
oly derékszögű három szöget szerkesztünk, 

m elynek B  szögpontja az adott kör kerületébe esik, A B  oldal a kört 
•érinteni fogja. E három szög m egszerkesztése céljából ^LC-re, m int átm é­
rőre oly kört rajzolunk, amely az adottat a  kérdéses érintő pontban 
•átmetszi. Minthogy e segédkör az adott kört két pontban szeli, még 
•egy m ásodik A B ' érintő vonal is van. E két érintő egyenlő hosszú, 
m ert A B C  &  A B 'C -ve  1 s így A B  =  A B ' és C A B  <  =  C A B ' <  ; 
<’z utóbbi egyenlőségből kitűnik, hogy a kör középpontja a két érin­
tő tő l befogott szög felező vonalába esik.

36. §. A mértani hely fogalma.

Ha valamely vonal minden pontjának a síklap többi pontjáétól 
e lté rő  közös tulajdonsága van, akkor am a vonalat az em lített közös 
tu lajdonságú pontok m értan i helyének  mondja.

N éhány példa érthetővé teszi a dolgot:
1. Ha valamely határo lt egyenes vonal felezőpontjában az 

egyenes vonalra merőlegest húzunk, ennek minden pontja az adott 
egyenes vonal két végpontjától egyenlő távol esik.

99- ábra. így ha A C  =  BC , és CD  A  AZ>-re (99.
ábra), akkor D A  =  D B . Ellenben a sík többi 
pontjáról ez m ár nem áll. Mert ha  a C D -n kívül 
eső M  pontból az M A  és M B  egyeneseket húz­
zuk, ezek közül valamelyik C D -1 okvetetlenül á t­
metszi. És ha e m etszöponthoz, A-hez E B  egyenest 

B meghúzzuk, M B  < ,  m int M E  -]- E B , azonban 
E B — E A \ t e l ú t M B  <é,MA-mx\. Ennélfogva csakis a CD  egyenes pontjai 
lehetnek azok, amelyek az A B  végpontjaitól egyenlő távolságra esnek.

vonalat szerkesztünk. 
98. ábra.

A



Épen így a közös alapon szerkesztett egyenlöszárú három szögek­
nél az alappal átellenes szögpontoknak azon merőleges egyenes a m ér­
tan i helye, amely az adott alapvonalat felezi.

Az ugyanazon h ú rt közösen tartalm azó körök középpontjainak 
azon egyenes a m értani helye, amely a  közös h ú rra  annak felező 
pontjában merőlegesen áll.

2. Ha valam ely egyenes vonalra m erőlegest állítunk, és az. 
u tóbbira adott hosszúságot m eghatározott irányban (le- vagy fölfelé) 
m érünk, majd az így nyert végponton keresztül az adott egyeneshez 
párhuzam osat húzunk ; akkor az utóbbinak m inden pontja az ad o tt 
egyenes vonaltól egyenlő távol esik. Ennélfogva e párhuzam os vonal 
m indazon pontoknak m értani helye, amelyek az adott egyenestől 
m eghatározott távolságban vannak. Ugyanaz a párhuzam os vonal 
továbbá m értan i helye m indazon körök középpontjainak, am elyek az  
ado tt egyenes vonalat érintik és adott sugarúak.

3. A két adott párhuzam os vonaltól egyenlő távol eső pontoknak 
azon egyenes vonal a  m értani helye, amely az adott egyenesek 
közt adott távolságban azokkal párhuzam osan halad. Az utóbbi 
párhuzam os egyszersmind mindazon körök középpontjának m értani 
helye, amelyek a két adott párhuzam os egyenest érintik.

4. A szöget felező egyenes vonal m inden pontja a szög k é t 
szárátó l egyenlő távol esik. (1G. §.) Ennélfogva a szögfelező egyenes 
m értan i helye mindazon pontoknak, am elyek az adott szög száraitó l 
egyenlő távolságra vannak, nem különben azon körök középpont­
ja in ak  is, melyek az adott szög száraival érintkeznek.

. 5. A körvonal m értani helye m indazon pontoknak, am elyek 
egy adott ponttól adott távolságra vannak. Épen igy az adott sugarú  
és ugyanazon m eghatározott ponton átvonuló körök középpontjainak 
nem m ás a m értan i helye, m int az eme pontból az adott sugárra l 
szerkesztett körvonal.

6. A közös átfogójú derékszögű három szögek szögpontjának 
azon körvonal a m értani helye, am elynek az adott átfogó az  
átm érője.

7. Az adott r  sugarú  körrel (kívül, illetőleg belül) érintkező & 
sugarú  körök középpontjainak m értan i helyét az előbbivel koncentrikus 
am a körvonal ábrázolja, am elynek a -f- r, illetőleg a —  r  a  sugara. 
'34. §.)

8. K eressük azon pontok m értani helyét, amelyekből az adott 
(A  B )  egyenes vonal adott a  szög a la tt látszik.



A kérdéses hely am a körív, m elynek h ú rja  az adóit A B  egye- ' 
nes vonal, kerületi szöge pedig az adott a  szög (35. §. 2.);

ion. ábra. m ert az ugyanazon körívhez tarlozó kerü leti
szögek m ind egyenlők. Ellenben ha a körön h ívü l 
eső D  pontból (100. ábra) A D  és B D  vonalakat 
húzzuk, az azoktól bezárt A D B  <  <  oc-nál, ha  
pedig a körön belül fekvő E  pontból A E  és B E  
egyeneseket vonjuk, akkor ism ét A E B  <  >> z-náL  
(Miért ?)

Negyedik fejezet.

Az egyenes vonalú idomok hasonlóságáról.
Minden m értani idom nak két lényeges ism ertető jegye van,, 

m égpedig: alakja és nagysága; ez alapon az idom okat két szem ­
pontból hasonlíthatjuk  össze egymással, t. i. alakjuk és nagyságuk 
tekintetéből. Az a lak ra  nézve megegyező idom okat hasonlóknak, a 
nagyságra nézve megegyezőket egyenlőknek mondjuk. Az a lakra  és 
nagyságra nézve megegyező idom okat egybevágó idomoknak nevezzük. 
Ezekről m ár szülöttünk. Ebben a fejezetben az idomok hasonlóságát 
tárgyaljuk ; előbb azonban a vonalak arányosságáról szerzett isme­
reteinket bővítjük ki.

37. §. Az egyenes vonalak arányosságáról.
Két egyenes aránya  tulajdonkép a megfelelő m értékszám ok 

arán y á t jelenti. így, ha  A B  és CD  egyeneseket valam ely közös 
m értékkel m egm érjük és azt találjuk, hogy a közös m érték A B -ben 
9-szer, C D -ben pedig 7-szer van meg, akkor A B  : CD  arány  n em  
egyéb, m int a  megfelelő m értékszám ok a ran y a : 9 : 7 .

E zen  arányban  A B -1 e lő -, C D -1 u tótagnak, azt a szám ot pedig, am ely- 
m egm u tatja , hogy  h án yszor van  m eg az utótag az elő tagb an , a ián y-m u ta to n a k  

v a g y  h án yad osn ak  n evezzü k .
Azon esetre, ha az összehasonlított vonalhosszaknak közös- 

m értékük nincs, arányuk csak közelítőleg határozható  meg. (Lásd 
a  3. §-t.) Ilogy ilyen összenem m érhetö egyenesek valóban léteznek r 
eléggé m uta tja  a négyzet (quadratum ), m elynek átlója az oldal­
hossznak semmiféle részével pontosan meg nem  mérhető.



m

Az összcnem m érhetö egyeneseknél a  m érés eredménye vég- 
szerütlen  (irrationális), vagyis oly szám, mely sem egész, sem tört 
szám m al pontosan ki nem  fejezhető, m indam ellett azonban tetszés­
szerinti pontossággal megközelíthető elannyira, hogy a hiba bárm ely 
kis mennyiségnél kevesebb.

Ha az A B , C D , és ab, cd két vonal-pár összehasonlításánál 
az aránym utatók  egyenlők, az egyenlőség jelével összekötött a rá ­
nyokból aránypár  (proportio) keletkezik és az egyeneseket egyenlő 
arám yúakndk , röviden arányosaknak mondjuk.

így ha :
A B  : CD  =  5 : 3 ,  és ab : cd —  10 : 6, 

akkor : A B  : CD  =  ab : cd.
Am int ez utóbbi aránypár tulajdonkép s tm -a rá n y p á r  (m ert azonos 
ezzel —  =  J f  ), hasonlólag m inden m ás is, am elynek tagjai vona­
lak, a megfelelő m értékszám okból alkotott aránypároknak tekinthetők.

38. §. A sugárrendszerről.
Az ugyanazon közös pontból húzott egyenes vonalakat sugarak- 

nak, a  közös kiinduló pontot te tő p o n tn a k , és a  sugarak összes­
ségét súg a n  endszer nék  hívjuk. Minden egyes vonalat, mely a sugár­
rendszer sugarait m etszi, röviden átmetszőnek (transzverzális) neve­
zünk A sugár m etszöpontjanak a kezdőponttól való távolságát sugár­
szeletnek nevezzük.

1. H a  valamely sugárra bizonyos hosszúságot ismételve rám é­
r ü n k  es az osztópontokon keresztül párhuzam os álmetszőket vonunk, 
■ezek a sugáu} endszer többi sugarát is u g ya n a n n y i egyenlő részre osztják.

101. ábra. Legyen A B  =  B C  =  CD. (101. ábra) és
A E  II B F  (I CG I) D H , ekkor E F  —  F G =  GH. 
Mert, ha  például F  ponton keresztül S D  su ­
gárhoz M F  párhuzam osat vonjuk, am ely a 
m eghosszabbított A E -l  L  pontban, CG-1 M  
pontban metszi, akkor : E F L  ^  G F M / \  
(mivel F L  = . A B  =  B C  =  F M , és a  szögek 
is kölcsönösen egyenlők), teh á t E F  =  FG . 
Ép úgy F G  —  G H  stb.

2. K ét párhuzam os átmetsző a sugárrendszer va lam ennyi 
■sugarát arányosan osztja, azaz : párhuzam os egyenesek által metszett 
■sugátrendszerben az egyik  sugár szeletei ú g y  a ránylanak egym ás­
hoz, m in t a m ásik sugár megfelelő szeletei.
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102. ábra. 

5
Legyen S M  és S N  két sugár. A B  és CI> 

két párhuzam os átm etsző (102. áb ra); ekkor 
S A  : S C  =  S B :  S B .

Ilogy ezt igazoljuk, tegyük föl, hogy S M  
sugár S A  és S C  szeletei összem érhetők, és a 
közös m érték & 4-ban ?i-szer, tfO-bcn r - s z e r  
találtatik . Ez esetben :

S A  : S C n  : r. ( 1)

103. ábra. 
S

Ha a közös m értéket a nevezett szeletekre felmérjük, s az
osztópontokon keresztül A B -h ez  párhuzam osakat húzunk, ezek (az.
előbbi pont szerint) S B -1 n, S D -t  pedig r  egyenlő részre osztják,
vagyis : . •

S B  : S D  =  n  : r. (2)
Az (i)  és (2) aránypárból pedig az következik, hogy:

S A : S C = S B : S D .  (3)

Ez még akkor is áll, ha S A  és S C  sugárszeleteknek nincs 
közös m értékük.

3. Viszont oly két átmetsző, amely az adott súg árrendszerekét 
sugarát arányosan osztja, egymással párhuzam os.

Azaz, ha  S A  : SC  =  S B  : S D ,  akkor 
A B  II CD  (103. ábra). Mert, ha  CD  nem. 
II ALB-vel, akkor C  ponton keresztül A B -hez. 

C E  párhuzam os egyenest húzhatjuk, és akkor 
a 2. pont sze rin t: S A  : S C  —  S B  : SE , de a 
föltétel értelm ében : S A  : SC  =  S B  : SD .

E két a ránypár csak úgy állhat meg 
egyszerre, ha S E  —  S D . ami ism ét csak akkor 

lehetséges, ha E  pont 2)-vel egybeesik, teh á t CD  j| A B - \e  1.
4. A  párhuzam os átm etszek két súg ár közé foglalt részei úgy  

arány lanak  egymáshoz, m in t az átmetszett sugarak megfelelő szeletei.
. íg y  ha Æ B ||Ç D -v e l, akkor: A B -.C D  

—  S A  : SC. (104. ábra.) Ennek bebizonyítására 
A-ponton keresztül S D -hez A E  párhuzam ost 
vonjuk, azaz A E  || S D . C  pontot kezdőpontul 
tekintvén : C S  : A S  =  CD  : E D  ; ámde E D  -----
A B . Tehát :

CS  : AS. —  CD  : A B  vagy :
A  B  : CD ~  S A  : SC.

104. ábra. 
6'



105. ábra.

5. H a  valamely sugár leél párhuzam os átmetszőjére a meg­
felelő sugárszéletekkel egyenlő a rá n yú  hosszaleat m érü n k , az átmetszők 
végpontjait összekapcsoló egyenes vonal a kezdőponton megy keresztül.

Azaz, ha A B  || CD-xe\, és A B  : CD —  S A  : S C  
akkor S, B , D  pontok ugyanazon egyenes vonalba 
esnek (105. ábra). Mert, ha  ez nem állana, S B  su ­
gár CD  átm etszöt nem D , hanem  pl. E  pontban
szelné; ám de ekkor a  4. pont szerin t: A B  : C E  
=  S A  : S C ; a  föltételnél fogva pedig A B  : CD  
S A  : SC. E két a ránypár csak úgy állha t fenn egy­
szerre, ha  C E  —  C D , azaz, ha  77-pont D -vel egybe­
esik, tehát S B  vonal D  ponton megy keresztül.

A föntebb iek  a lk a lm azásáu l szolgáljon  a k övetkező  két téte l :
6. a) A  háromszög egyik  belső szögét felező vonal az átellenes

oldalt ak  '•ép szeli, hogy a két szélet a háromszög szomszédos olda­
laival egyenlő a rányú .

b) A  háromszög valam elyik külső szögét félezó vonal a meg­
hosszabbított átellenes oldalt akkép m etszi, hogy a metszőponttői m ért 
■széletek a háromszög szomszédos oldalaival egyenlő a rányúak.

a) Legyen A B C  / \ - b e n  (106. ábra) 
a  == ß. Ha A  szögponton keresztül a  szög 
felező B D - \e  1 párhuzam os A E -t  meghúzzuk, 
ez a m eghosszabbított B C  oldalt E  pontban 
m etszi. A 2. pont sze rin t:

CD  : D A  —  C B : B E .
Ámde A B E  három szög egyenlöszárú, 

m ert A E  és B D  vonalak párhuzam osságánál fogva : y =  a (váltó sz.) 
és S =  ß. (ellensz.), m árpedig a föltétel szerin t a =  ß, teh á t y =  8 
és A B  —  B E . Eszerint a  föntebbi a rán y p ár így írható  : CD  : D A

állítja.
b) A B C  három szög A B E  külső- 

szögét felezvén (107. ábra), a =  ß. 
Ism ét A  szögponton keresztül a  szög­
felező B E  egyenessel párhuzam os 
A G -i megvonjuk és ekkor a  2. p. 
szerin t : v

C F  : A F  — C B  : GB.
Ámde A B G  egyenlöszárú, m ert A G  párhuzam os lévén 

B F - fel, a =  y (váltósz.) és ß =  S (ellensz.); m ár pedig a föltétel

106. ábra.

C B : B A , am int a tétel 
107. ábra.



Szerint a  =  ß, tehá t y =  S és A B  =  GB. Ennek alapján a füntebbi 
a rán y p ár így is írható  : C F  : A F  —  C B  : A B .

7. Viszont, ha a háromszög alapvonalát hét részre osztjuk akkép, 
hogy ezek a szomszédos oldalpárral egyenlő a rá n yú a k , az osztó pontot 
n z  átellenes szögponttal összekötő vonal a szöget félezi,

39. g. Áz egyenes vonalak arányosságán alapuló 
szerkesztések.

1. Adott egyenes vonal n  egyenlő részre osztandó.

Legyen A B  az adott egyenes vonal, melyet n  (pl. 5) egyenlő 
részre  kell osztani. (108. ábra.) Az egyik pl. A  végpontból letszö- 

103. ábra. leges irányban  A C  sugara t vonjuk, és
e rre  A-tói n  (5) egyenlő, különben b á r­
m ekkora vonalhosszat rám érünk, ezután 
az n-dik (5-dik) rész végpontját öEsze­

tt kötjük B  végponttal, m ajd a többi osz­
tásponton keresztül B C -liez párhuzam osakat húzunk. Ez úton A B -1 
■n (5) egyenlő részre osztottuk (38. §. 1.) —  Magától értetődik, hogy 
ezen  eljárás szerint az adott egyenes vonal akárhány  egyenlő részre  
felosztható.

2. O sszunk adott egyenes vonalat meghatározott arány szerin t 
hét részre.

109. ábra. Például A B  (109. ábra) két részre
y osztandó ezen arány  szerint 3 : 2, vagy 

általában m : n. A végponttól tetszés 
szerinti A X  sugara t vonunk; erre  A  
ponttól m  -}- n  (itt 3 -{- 2 =  5) egyenlő 
részt m érünk és a végső C pontot 

összekötjük jß-vel, ezután az wí-dik (itt 3-ik) osztásponton keresz­
tü l D E  párhuzam ost húzzuk, azaz D E  || CB. Ezen szerkesztésnél 
fogva A E  : E B  —  m  : n  (3 : 2).

A megelőző feladat általánosabb alakban így han'gzik:
K eressünk adott egyenes vonalon oly pontot, m élynek e vonal 

kél meghatározott pontjától való távolságai adott (pl. m  : n )  aranyban  
állanak egymással.

Itt két megfejtésnek van helye. A kérdéses pont t. i. vagy az 
ado tt A  és B  pontok között, vagy pedig A  ZLvonal m eghosszabbi-



110. ábra. tásán  kereshető. A belső pontnak
m eghatározását az im ént lá ttak . 
A külsőé sem nehezebb.

Ugyanis az A  pontból. 
(110. ábra) tetszésszerin t húzott 
A X  sugáron m  (itt 5) egyenlő 
vonalhosszat kim érünk, ezután az 
m - n -ik (5— 2-ik vagyis 3-ik) F  
osztáspontot B  ponttal összekötjük 
és az ?w-dik (5-ik) G  osztásponton 
keresztül G H  párhuzam osat von­
juk. Ekkor a szerkesztésnél fogva : 

A H  : B H  =  m  : n  —  (5 : 2).
3. H árom  adóit egyenes vonalhoz a negyedik arányos keresendő.

111. ábra. Legyen a három  egyenes:
A S , B S  és CS. (111. ábra.) Húz­
zunk tetszés szerin t két sugarat, 
S E -1 és S F -e t. Az egyikre pl. 
S E - re átvisszük, £-töl m érve, ALI 
és S B  egyeneseket ; a m ásik ra  
SC-t. Ezután az A  végpontot össze­
kötjük C-vel, és B  ponton keresz­

tü l A  6-hez B X  párhuzam ost h  ízzuk ; ekkor S X  a  keresett negye­
dik arányos. Mert (38. §. 2.) S A  : S B  — S C : S X ,  azonban .ezen arány ­

árban  az első, m ásodik és h a r.rad ik  tag sor szerin t a  három  adott
(gyenest jelenti, tehá t a  negyedik tag S X  a kívánt negyedik a rá ­
nyos vonal.

Ép o ly  kön n yű  A S  és B S  egyen esek  harm adik  arányosát felta lá ln i ; m ert 
ez  nem  egyéb , m in t A S , B S  és .B^-hez a negyed ik  arányost k eresn i.

A
B

C

40. §. A háromszögek hasonlósága.

Két három szög akkor hasonló, ha  oldalaik kölcsönös fekvése 
megegyező. Minthogy pedig az oldalak kölcsönös fekvése a  szögek­
től függ; azé rt: két háromszög akkor hasonló, ha megfelelő szögeik 
sorban egyenlők. —  Ha tehát A B C  és A 'B 'C ' három szögekben 
(112. ábra) A  <  =  A! <£, B  <  '=  B ' s ennek kapcsán G*h =  C’ <  : 
akkor A B C  f \  hasonló A 'B 'C '  / \-h ö z , vagyis jelekkel: A B C  A  
oo A 'B 'C ' .



» (A 'B 'C ') három szöget a nagyobbikra 
^ OJ ^ u oFUn t A -ra, és A 'B '  szár A B , irányába 

ju sso n ; ekkor a szögek egyenlőségénél fogva A 'C 'oldal szükségképen 
A C  irányába ju t, a  harm adik oldal B 'C ' pedig párhuzam os BC-ve\. 
Látni ebből, hogy a hasonló három szögeket m indenkor egym ásra 
helyezhetjük úgy, hogy az egyiknek két oldala a m ásik meg­
felelő két -oldalára essék és a harm adik oldalpár párhuzam os legyen. 
Viszont belátható, hogy a mely három szögeknek ez a tulajdonságuk 
megvan, azok egymáshoz hasonlók, m ert megfelelő szögeik egyenlők. 
E tulajdonság alapján m ost m ár könnyen kitalálhatjuk, miféle arány 
áll fenn a hasonló három szögek megfelelő oldalai között. Ugyanis 
a  38. §. (2. és 4.) tantételei szerint :

A B  : B C =  A 'B ' : B 'C ' 
és : A B  : A C  =  A 'B ' : A 'C '

Szavakkal kifejezve : Hasonló háromszögekben a megfelelő 
oldalak egyenlő arányúak.

E fontos tétel m egfordítva is áll, vagyis az oldalak egyenlőarányú- 
ságából viszont a három szögek hasonlósága következik. Ezen jellemző, 
egym ást kölcsönösen föltételező tulajdonságok egybevetéséből a követ­
kező hasonlósági esetek szárm aznak :

1. H a  két háromszögben két-lcél szög kölcsönösen egyenlő, e 
háromszögek hasonlók.

Ez m ár a  hasonlóság fogalmából következik.
2. H a  két háromszögben az egyik  szög egyenlő és az azt 

befogó két-két oldal egyenlő a rá n y ú , e háromszögek hasonlók.

A

112. ábra,

A

Az egyenlő szögekkel szem ­
közt fekvő oldalpárokat megfelelő 
oldalaknak nevezzük. így, az előbbi 
példában A B  és A 'B ' megfelelő 
oldalak. —  A nnak m egvizsgálása 
céljából, hogy a  hasonló három ­
szögek megfelelő oldalai mily arány-

113. ábra. Legyen B  <  =  B ' <  és 
A B  : B C  —  A 'B ' : B 'C ' (113. ábra) ; 
akkor A B C  f \ y ^ A ' B ' C Ennek 
bebizonyítására legyen B D =  A 'B '-

B

c< tel és legyen D E  párhuzam os AC - 
vel. E kkor: D B E  / \  oo A B C

Á bel-L évaj-P oU lceit Mértan. I ré. o



/2\-höz, m ert szögeik sorban egyenlők. Ennek következtében, a  fón- 
tebbiek szerin t : A B  : B C =  I ) B  : B E  ;

vagy : A B  : B C  =  A 'B ' : B E . (1)
Ámde a föltétel szerint : A B  : B C  —  A 'B ' : B ’C . (2)
Az (1) és (2) aránypárnak  három -három  tagja azonos lévén, 

a  negyediknek is azonosnak kell lennie, azaz B E =  B 'C ' ; és így 
D B E  A 'B 'C '/ \  (minthogy két-két oldal és a  Közbezárt szög 
kölcsönösen egyenlő). Ha tehát D B E  A  ° °  A B C  / \ -h ö z , bizonyaira 
A 'B 'C ' A  is ^  A B C  A -böz.

3. H a  két háromszögben két-két oldal egyenlő a rá n yú  és a 
nagyobbik oldallal szemközt levő szög a két háromszögben egyenlő , 
ú g y  e háromszögek hasonlók.

Tegyük föl, hogy a 113. ábrában A C >  A B -n é lé s  A 'C ’ >  A 'B ', 
B  <  =  B ' <  és A B  : A C  =  A 'B ' : A !6 ', ekkor A B C /A  oo A 'B 'C  A -böz . 
Legyen m egint B D  egyenlő A 'B '- tel, vonjuk D E -e t  párhuzam osan 
A(7-vel ; az ekkép tám adt D B E /A  (1. pont) hasonló A B C  A -b ö z , 
következéskép :

A B  : A C  =  : D E , vagy :
Æ B : A(7 =  A 'B ':  D E .

Ámde a föltétel szerin t : ML? . A C  —  A 'B ' : M/C' 
következőleg D E  =  M'C". E szerin t és A 'B 'C  három szögekben
két-két oldal és a nagyobbik oldallal szemközt fekvő szög kölcsö­
nösen egyenlő, teh á t D B E  A  &  A 'B 'C A ,  ( i^ . §.) és ennek követ­
keztében A B C  A  ° °  A 'B 'C  A -

4. H a  két háromszögben a három oldalpár egyenlő a rá n y ú , a
háromszögek hasonlók.

Vagyis, h a :  A B C  és A 'B 'C ' három szögekben (113. ábra).
A B  : B C  —  A ’B ' : B 'C  és A B  : A C  =  A 'B ' : A 'C ', 

akkor a nevezett három szögek hasonlók egymáshoz.
Mert legyen : B D  —  B 'A ', és 77A1 || A 6-vel ; akkor D B E  A  

hasonló lévén vlZ »6 'A -böz,
A B  : B C  D B  : B E  és 
A B  : A C  =  D B  : D E .

Vagyis : A B  : B C  — A 'B ' : B E  és
A B  : A C  =  M/jB' : D E .

Ezen a ránypárokat a  föltétellel összehasonlítván azonnal látjuk, 
hogy B E  =  B 'C  é s D E = A ' C \  ezekből ism ét következik, hogy 
D B E / \ ^ A ' B ' C ' A  (b a  18. §-t). Minthogy pedig D B E  A oo A B C  A ,  
teh á t : A 'B 'C  A  ^  A B C A A iöz.



M ennyiben  kü lönböznek  a hasonlósági eso lek  az eggbevágósági e se tek tő l ? 
M ikor h ason ló  két d erékszögű  és m ikor két eg y en lőszárú  h árom szög ?

V égezzük el a következő  b izon y ítást :
1. H a valamiéig három szög (A B C ) két oldalának ( B C  és C A -nak) felező  

p o n tjá t  (U -t  é s  E -1) a z  átellenes szögek szögpon tjával összekötjük, % középvonalak  
állandó aráng s ze r in t m etsz ik  eggmást, ú gy h og y  m ind egyik n ek  a szögpont felé  
eső  sz e le te  k étszer akkora, m int a m ásik . A zaz, h a  a m etsző  pontot ö -v a l 
je lö ljü k  A O  : D O  =  2 : 1  és B O : E O  =  2 : 1 .

Mert ha D E  eg y en est  m eghúzzuk, ez p árhuzam os -4 5 -v e l (m iért?), 
«ennek k övetk eztéb en  két h a so n ló  h árom szög  szárm azik  stb.

2. A  három szög három  középvonala ugganazon közös pontban  t. i. a három ­
szö g  súlgpontjában ta lá lkozik . A k özép von alak at súlgvonalaknak  is  n evezzü k .

41. §. Mértani középarányos vonal. Pythagoras tétele.
1. A megelőző tantételeket a  derékszögű  három szögekre alkal­

m azva, azoknak következő fontos tu lajdonságaikat ism erjük meg :
a) H a  a derékszögű háromszögben a derékszög szögpontjából 

■az átfogóra merőlegest h ú zu n k , ez a háromszöget két kisebb három­
szögre bontja, amelyek az egészhez és egymáshoz hasonlók.

b) A  merőleges m értani középarányos a két befogónak az á t­
fogón való vetületei között.

c) M indegyik  befogó m értani középarányos az átfogó és az 
illető befogónak az átfogón való vetülete közt,.-

E tételek bebizonyítására legyen BAC<$. 
=  90°, és A D . L B C  (114. ábra). Minden 
derékszögű három szögben a  két hegyes szög 
összege 90°, tehá t ax -J- ß — 90° és ß -j-  y =  
90°, következőleg a x =  y, és így D B A  o o  

A B C / \ - h ö z  (m iért?). Szintúgy : a2 == ß, teh á t : 
D A C / \  o o  A B C /V höz . Azonban, h a  D B A  f \  és D A C  ugyanazon 
A B C  / \ - h ö z  hasonló, nyilvánvaló, hogy : D B A  / \  o o  D A C / \ -h e z .

Minthogy D B A  o o  D A C  f\ - h ö z ,  teh á t B D  : A D  —  A D  : CD, 

következőleg : A D 2 =  B D  X  CD. I.
A B C é s  D B A  f \ - e k  hasonlósága következtében B C : A B  =  A B : B D ,
vagyis : A B 2 —  B C  X B D  II.

Végre A B C  és D A C hasonlóságánál fogva B C  : A C  =  A C : CD, 

teh á t : A C 2 =  ~BC X  CD. (II.)
E tételek alapján két adott egyenes vonal (M N  és OB) m értani 

középarányosát könnyen  meghatározhatjuk.



115. ábra. Ugyanis húzzunk egyenes v o n a la t;
_________________________ m érjük reá  az adott egyeneseket, azaz:

legyen B D  =  K M  és I )C  =  O P  (115~ 
ábra); ezután felezzük B C -t K pontban 
és alakítsunk K B .  vagy K C  sugárral
félkört. Ha m ost a  D  ponton B C -t& 
D A  merőlegest emeljük, ez a keresett 
középarányos. Mert, ha A B  és A C  egye- 

^ neseket meghúzzuk, A B C  három szög 
keletkezik, amelynek B A C  szöge 90°-nyi, tehá t : B D  : A D  =  A D  : D (7  
azaz : JDV : A D  =  A D  : OP.

2. A megelőző 3-ik tantétel igen fontos igazságra vezeti 
Ugyanis, ha valam ely derékszögű három szög oldalait a  hosszegy­
séggel megmérjük, és a  két befogó m érték szám ait 6 és c-vel, az. 
átfogóét a-val, a két szeletét m  és n-nel jelöljük, vagyis a 114. á b rá ra
vonatkozólag : B C  =  a, A C =  b, A B  =  c, B D  —  m  és CD  =  n r
akkor a föntebbiek szerint :

b2 =  a.n  és c2 =  am  
összeadva e két egyenletet, lesz : b2 -j- c2 =  am  -j- an.

Ámde am  -j- an  == a. (m  -[- n )  =  a.a =  a 2, tehát : 
a 2 =  b2 - J- c2,

vagyis : az átfogó mértéh szám ának négyzete egyenlő a hét lefog»  
hosszát kifejező számok négyzeteinek összegével.

Ezt rövidebben, bár kevésbbé szabatosan, így is m ondják :
A z  átfogó négyzete egyenlő a két befogó négyzetének összegevet, 

(Pythagoras tétele, M agister m atheseos.)
E zen  fontos téte lt  a k özv é lem én y  Pythagoras görög b ö lcsn ek  tu la jd o­

nítja, a ki 580 év v e l Kr. e. Sam os sz igeten  szü le te tt és Kroton városában  h íres  
b ö lcse lő i isk o lát a lap ított.

A Pythagoras-féle tétel segítségével a  derékszögű három szög két 
ism eretes oldalából a  harm adikat könnyen kiszám íthatjuk. M ertT 
ha a  két befogó (b és c) ism eretes, az átfogó : a =  \ f  b% -f- c2 ; ha  pedig: 
az átfogó {a) és az egyik befogó (b) ism eretes, akkor c2 =  a 2 — b2, tehát 
c =  \ f  a2 —  b2 =  Ÿ  (a Î )  (a — b).

Az o lyan  derékszögű  h árom szögeket, am elyek b en  az o ldalak  m érték  
szám  ai egész szám ok, Pythagoras-féle háromszögek-nek n evezzü k . Ezekben a k é l  
kisebb szám  n égyzetén ek  ö sszeg e  tök é le tes m ásodhatványt ad. I lyen  sz á m o k  

a  következők  : 3, 4, 5 ; 5 , 12, 1 3 ; 8, 15, 1 7 ;  9, 12, 1 5 ;  7, 2Í„ 25 stb-



Ha Pythagoras tételét az egyenlöszárú derékszögű három ­
szögre  alkalm azzuk, lesz : a2 =  b2 -j- b*, tehát : a =  b Y  2, következő­
leg  a és b összem érhetetlen egyenesek.

3. A Pythagoras-féle tétel megfordítva is igaz, azaz : ha valamely  
háromszög legnagyobbik oldalának négyzete egyenlő a m ásik két o'dal 
négyzetének összegével (mind a három  oldalt ugyanazon egységgel 
mérve), akkor az első oldallal szemközt fekvő szög 90°-nyi.

116. ábra. Legyen ennek igazolására A B C  / \ - ben (116.
ábra) : B C l A B 2 -f- A C 2. Szerkesszük meg A
ponton A C  oldalra A D  merőlegest, húzzuk meg 
A D  =  A B  és CD  egyenest ; akkor : C A D  A -b e n  
Pythagoras tantétele szerint : C D 2 =  A D 2 -f- Ä C 2, 
vagy C D 2= A B~-\- A C 2 ; ámde a föltételnél fogva ; 
BC* =  A B 2 -j-  A C 2, teh á t C D * =  B C f  és 

•CD —  B C , következőleg A B C f \ ^ A D C  és ennélfogva B A C  <  —  
D A C  <  =  900.

E szerint az oly háromszögek, melyeknek oldalai 3m, 4m , 
Jhosszúságuak, szükségkép derékszögüek.

42. §. A sokszögek hasonlósága.
1. H a  két sokszöget megfelelő átlókkal hasonló háromszögekre 

lehet szétbontani, akkor e sokszögek hasonlók. E szerint két sokszög 
akkor hasonló, ha alkotó háromszögeik hasonlók és e részek oly módon 
következnek egym ásra, hogy mind a két sokszögben két-két szom­
szédos három szögnek egy-egy közös oldala van. így például A B C D E  
ö tszög (117. ábra) hasonló A 'B 'C 'D 'E '-hez, m ert az első idom A B C ,

A C D  és A D E , a m ásik A ’B 'C , 
A 'C 'D ' és A I D 'E  három szögek­
ből áll, és ezek ugyanazon so r­
ban egym áshoz hasonlók.
T . i. A B C  A  o o

A C D  A  o o  A 'C D 'f \ ,
C D A D E  A 'D 'E f \ .
Ezen értelm ezés alapján :

B C A  <  =  B 'C 'A ' <  CD A  <  — C D ’A! <
A C D  <  =  A 'C 'D ' <  A D E  <  =■- A 'D 'E ' <  stb.

két-két egyenletet összeadva lesz:
B C D  <  =  B 'C 'D  <  ; C D E  <  =  C 'D 'E ' <  stb.. azaz :
Hasonló sokszögekben a megfelelő szögek egyenlők.

117. ábra.

- ------------- ---------



Minthogy a hasonló három szögek megfelelő oldalai egyenlő 
arányúak, azért A B C  és A 'B 'C  három szögek hasonlóságánál fogvar

A B  : B C  =  A 'B ' : B 'C  (1)
A B  : A C  =±= A 'B ' : A 'C .  (2)

A C D  és A !C D ' három szögek hasonlósága következtében: 
A C :  CD  =  A 'C ": 6"7)' (3)
C D : A D  =  C 'D ': A !D '. (4)

A (2) és (3) aránypár szorzása u tán :
A B  : CD  =  A 'B ' : C 'D '. (5)

A D E  és A 'D 'E ' háromszögek hasonlósága következtében: 
A D  : D E  =  A 'D ' : D 'E '. (6)

A (4) és (6) a rán y p árt szorozva lesz :
CD : D E  =  C 'D ': D 'E '. (7)

Végre az (5) és (7) aránypár összevetéséből :
A B  : D E  =  A'jB' : X>áE'. (8)

T ehát: a  hasonló sokszögeknek megfelelő oldaJ.aikeg getűo arány úaJc,
2. V iszont: ha két sokszögben a szögek sorban egyenlők és a z  

oldalok kölcsönösen egyenlő a rányúak , az idomok hasonlók.
Mert, ha a két sokszöget hasonló fekvésű átlókkal három szö­

gekre bontjuk, ezek sorban hasonlók egymáshoz, tehát m aguk a  
sokszögek is hasonlók.

Megjegyzendő, hogy két sokszög hasonlóságának m egállapítá­
sá ra  nem  szükséges az alkotórészeknek elősorolt összefüggéseit 
egytöl-egyig m egvizsgálnunk, hanem  kevesebbel is beérhetjük. így 
láttuk, hogy két háromszög hasonlóságához két adat kivántatik. Ennek 
következtében két négyszög  hasonlóságára négy  adat kell, m e r t  
minden négyszög két három szögre bontható. Két ötszög hasonlóságá­
hoz hat adat kivántatik  stb., á lta lában  két n-szög hasonlóságára 2 n - 4 -  
udat szükséges, am elyek vagy a  szögekre, vagy az oldalak közt 
fennálló arányokra, vagy részben az előbbiekre, részben az utóbbiakra, 
vonatkozhatnak. E szerin t : két sokszög hasonlóságához egy adatta l 
kevesebb k ivánta tik , m in t egybevágóságukhoz, és a hasonló idom ok 
egybevágókká válnak, m ihelyt az em lített 2n —4 egyenlethez még k é t  
megfelelő oldalnak, vagy átlónak egyenlősége hozzájárul (28. §.).

M ikor h ason ló  két n égyzet, két rom b us, két d erékszögű  n égyszög , k é t  
rom boid  ?

3. A föntebbiek alapján bizonyítsuk be a kővetkező tételeket::
a) H a  két hasonló sokszögnek olyan fekvése van, hogy két meg­

felelő oldala párhuzam os: akkor többi megfelelő oldalai is p á rh u za -
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mosak. (Lásd a  10. §. 9. pon tjá t és n hasonló sokszögek tu la j­
donságait.)

b) H a két hasonló sokszögnek olyan a kölcsönös fekvése, hogy 
megfelelő oldalaik párhuzam osak, akkor a hasonló fekvésű szögpon­
tokat összekötő egyenes vonalak ugyanazon közös pontban találkoznak.

Azaz legyen A B  C B  Ai öt- 
szög c/o A 'B 'C 'B 'B '-h ö z  (118. 
ábra) • ezenkívül A B  || A 'B '-  
td -,B C \\B 'C '-ve \, C B \\C 'B '-  

s  vei s tb .: ez esetben A A ',  
B B f  C C , B B '  stb. egyenes 
vonalak ugyanazon S  pont­
ban  találkoznak.

A  b eb izo n y ítá s  a von a lak  arán yosságán  (38. 5. pont) a lap szik .

Az utóbbi tétel még így is k iíejezhetö:
Hasonló idomok akkép helyezhetők valam ely sugárrendszerbe , 

hogy ennek  sugarait a  sokszögek kerületei arányosan metszik.
8  pontot a  két sokszög hasonlósági pon tjának  nevezzük.
A z S  pontból n éző  szem  a k ét ábrát egybevágónak iátja ; ezért az idom ok  

h a so n ló sá g a  tá v la tia m  egybevágóságnak m ondható.

A hasonló sokszögek utóbbi tu lajdonsága könnyű m ódot szol­
gálta t a rra , m iként lehet valam ely adott sokszögho:: hasonló idomot 
szerkeszteni, m elynek oldalai amazéival meghatározott arányban  
vannak.

L egyen A D C D E  az adott sok szög  (118. ábra), veg y ü k  föl tetszés szerin t  
S  pontot, ezu tán  h ú zzu k  SA , S h . SC, S D , S ^  sugarakat é s  osszu k  el az egyik  
su g a ra t pl. & 4-t a  m egad ott arány szerin t ( m : n ) .  A! osztóp on ton  k eresztü l 
A ’B ' g y en est  A B -ve l, p árh u zam osan  m eg h ú z zu k ; továbbá, ha  B ’C’-t || B C -v é \, 
C 'D ’-t II C D -ve  1 s tb .;  akkor A 'B 'C 'D 'E ' a k eresett sok szög . (M iért?)

43. §. A háromszögek hasonlóságának alkalmazása a 
körhöz tartozó egyenes vonalakra.

1. A z egymást átmetsző húrok szeletei fordított a rá n yú a k , vagyis 
az egyik húr szeleteinek szorzata  egyenlő a m ásik húr szeleteinek 
szorzatával.

így, ha  A B  és C B  húrok (119. ábra) 0  pontban m etszik egymást, 
akkor A C  és B B  hú rokat h ú zv án ; a  szárm azó A O C  és D O B  
három szögekben A  =  B  =  m ert ugyanazon kör­

118. ábra.

C

£ >



119. ábra. ívhez tartoznak  ; ennélfogva a nevezett három szögek 
hasonlók ; teh á t hasonló fekvésű oldalaik arányosak, 
azaz:

A O  : D O  =  CO : B O , 
vagy : A O  X  B O  =  CO X  B O .

Viszont, ha A B  és CD  egyenesele alclcént met­
szik  egymást 0  pontban, hogy a föntebbi aránypár  

helyes, ú g y  A , B , C, és D  pontok okveteüenül ugyanazon kör kerü ­
letébe tartoznak. Mert ha  az A , B , és C  pontokon átvonuló kör 
D  pontot nem  érné, kétségkívül CD  egyenesnek egy m ásik pontján
pl. D '-n  vonulna á t ; de ekkor igaz lenne, hogy :

A O  : D 'O  =  CO : BO ,
és a föltétel szerin t: A O  : D O  —  CO : BO , ám  ez egyszerre csak
úgy állhat meg, ha D 'O  —  D O , azaz D ' pont .D-vel azonos.

E szerin t négy  adott ponton keresztül csak azon esetben lehet 
körvonalat húzni, ha  a föntebbi aránypár érvényes.

2. * A  külső pontból húzott körszelők szeletei fordított a rányúak, 
vagyis az egyik átm etsző szeleteinek szorzata annyi, m int a  m ásik 
átm etsző szeleteinek szorzata.

120. ábra. Legyen O A B  és OCD  a  két szelő. (120. 
ábra.) Húzzuk meg A C  és B D  húrokat, ekkor 
O A C  c/o O D B  ^ - h ö z  m ert 0  <£ közös, és 
C <  =  B <  (33. §. 1.) te h á t:

OA : OD  =  OC : OB, 
vagy : O A  X  O B  =  O C  X  OD.

Viszont, lia A , B , C, D  pontoknak O A B  és 
OCD egyeneseken oly fekvésük  van, hogy a fentebbi a rá n y  p á r  igaz, 
akkor a nevezett pontok ugyanazon  kör kerületébe esnek.

3. H a  egy külső pontból érintőt és szelőt vonunk a körhöz, az 
érintő vonal m értan i középarányos a szelőnek két szelete közt.

121. ábra. Legyen O A  az érintő (121. ábra) O B C  
a  szelő. A B  és A C  húrokat vonván, Ó B A  és 
O A C  három szögekben 0  <  közös, és B A O  <
=  A C O  < -ge l (33. §. 2. p.) ; tehát a két három ­
szög hasonló, következőleg :

OB_-. O A =  O A  : OC,
OA* =  O B  X  OC.

Viszont, ha O B C  körszelönek O B  és OC  szeletei és O A  egyenes
közt a föntebbi arán y p ár áll fenn, akkor O A  szükségkép érinti

vagy



az  A , B  cs C  pontokon átvonuló kört. M ert a  föltételezett a rán}- 
párnál és 0  szög közösségénél fogva Ó B A  f j  oo O A C  (40. §.
2. p.) ; teh á t B A O  <  =  AC O  < -gel, következőleg (33. §. 3. p.) O A  
a  körnek érintő-vonala.

4. l i a  a kör valam ely pontjából bármely átmérőnek végpont­
ja ih o z  a hét összekötő h ú rt és az átmérőre a merőlegest m eghúzzuk :
a) m ind eg y ik  h ú r  középarányos az egész átmérő és a h ú r mellé eső 
szelet közt, b) a merőleges vonal középarányos az átmérő két szelete közt.

Legyen A  a körnek adott pontja (122. ábra), 
B G  egyik átm érője és A D  _L BC -n  ; ekkor 
a  derékszögű B A C  három szögben : A B -  — 
B G  X B D , ~IC* =  B G  X  CD  és Z D* =  
B D  X  D C.

122. ábra. 
A

123. ábra.

M ikép b izon y íth ató  be e téte l az 1. pont a lapján  ?

(A z  a ra n y -metszés.) A 3. tétel m ódot nyújt a következő föl­
a d a t m egfejtésére: hogyan lehet adott egyenes vonalat folytonos 
ará n yp á r szerint osztani, azaz úgy ketté  szelni, hogy a nagyobbik 
sze le t m értani középarányos legyen az egész vonal és a  kisebbik 
szelet közt.

L egyen  A B  az adott eg y en es  von a l  
(123. ábra), m ely et fo ly ton os arány szerin t kell 
osztan u n k . B  végp on tján  B C  m erő legest sz er ­
k esztjü k  és B C  = . \ A B  sugárral kört a la k í­
tunk, m ely  az A B  eg y en est  B  pontban  érin ti ; 
ezu tán  a k özép p on ton  á tm en ő  és a kört 
D  é s  E  pon tok b an  sz e lő  A C  egyerfest h ú z ­
ván , a 3. pont szerin t: A E :  A B — A B :  A D ,  
ám de A B  —  D E , teh át A E  : D E  —  D E  : A D  

a za z  A E  sze lő  D  p ontban  fo ly ton os arány szer in t van  osztva.

A z u tóbb i aránypárból k ö vetk ezik  ; h og y  :
(A E  — D E )  : D E  =  (D L  —  A D )  : A D , 

a za z  : A D  : A B  —  ( A B  —  A D ) : A D ,
v a g y  : ( A B  —  A D )  : A D  — A D  : A B .

M ost, ha  A F -c t egy en lő n ek  vesszü k  A D - \e  1, ú gy :
(A B  — A F ) : A F =  A F  : A B , 

azaz : B F  : A F  —. A F  : A B , 

teh á t A B  is  fo ly ton os arány szerin t van  két részre osztva .

E szerin t A B -t  fo ly ton os arány szerin t úgy  osztju k , hogy  B  végp on ton  
B C  m erő legest szerk esztjü k , és ezt egyen lő n ek  tévén  \  A B - \é [ ,  C-t összek ötjü k
A  végp on tta l ; az ekkép ta lá lt -4C-böl e lvágjuk  C D -1 =  C B -1 és A  ponttól az
A D -1 á tv isszü k  A B - t c , úgy , h og y  : A F  =  A D .

F  a k eresett osz tó  pont.



44. §. Két kör hasonlósági pontjairól.
H a  két körben több várhuzam os sugárvárt vonunJc es a meg­

felelő sugarah végpontjait egyenes vonalaJckal összekapcsol ju h , ezek  
m in d  a centrális vonal ugyanazon  vontjában találkoznak.

Itt két esetet kell m egkülönböztetnünk t. i. a  szóban forgó 
párhuzam os sugárpárok vagy megegyező, vagy ellenkező irányúak.

a) Legyen A M  IjZW- 
nel (124. ábra), és m ind 
a  két sugár egy felé irány ­
zott. Nevezzük M N  egye­
nes és A B  centrális távol­
ság m etsző pontját C-nek.

A  M G  és B N C  A -e k  
hasonlóságánál fogva:

A C . B C  —  A M  : B is  (1)
és ebből : { A G - B C )  : (A M — B N ) =  B C  : B N , vagy : 

A B  : {A M — B N ) =  B C  : B N .
Ámde ez utóbbi aránypárban  A B , A M  — B N  és BM  tagok állandó 
m ennyiségek, melyek a két kör bárm elyik sugárpárjá ra  nézve ugyan­
azon é rtékűek ; ennélfogva az aránypár B C  tag ja  is válto­
zatlan  é rték ű ; következéskép, m indazon egyenesek, m elyek két 
párhuzam os és megegyező irányú  sugár végpontjait összekötik, a  
cen trális vonal ugyanazon pontjában találkoznak. E pontot à  két
kör külső hasonlósági pontjának  nevezzük.

H a e p ontnak  C Á  távo lságát a n agyob b ik  kör k özéppontjától ar-szel, a  
cen trá lis  v o n a l h o sszá t d -v e  1, a n agyob b ik  kör sugarát R -, a k iseb b ik ét r-rel 
je lö ljü k , a fön teb b i (1) aránypár sz er in t:

x  : (x — d) —  R  : r , k övetk ezésk ép  :

(l)
b) Legyen A M  és B N  

(125. ábra) két párhuzam os, ellen­
kező irányú sugár. Kössük össze 
M  pontot 2V-nel ; M N  és A B  
m etsző pontját nevezzük ism ét 
O-nck.

A M C  és B N C  háromszögek 
hasonlóságánál fogva:

A C :  B C  =  A M  : B N  (2)

123. áb

L—Jh*I \

124. ábra.



Minthogy a jobb oldali arány  értéke a sugárpár irányától épenséggel 
nem  függ, a bal oldalinak is állandó értékűnek kell lennie ; követ­
kezéskép A B  vonal C pontja is állandó , m ert adott egyenest adott 
a rány  szerint csak egyfélekép oszthatunk. Ez utóbbi pontot a  kék 
kör belső hasonlósági p o f já n a k  nevezzük.

Ha e pontnak távo lságát a nagyobb ik  kör középpontjátó l y -n a l, a cen trá lis  
v o n a l h osszá t d -v e  1, a sugarakat I i-  és r-rel je lö ljü k , a (2) eg y en le t  szerin t t 

y  : ( d —y )  =  R  : r ,  k övetkező leg  :

Az egym ásnak megfelelő sugarak végpontjait hasonló fekvésű. 
pontoknak szokás nevezni.

A föntebbi tételből következő igazságok erednek:
a) K ét kör közös külső érin tő  vonalai a külső hasonlósági ponton  

m ennek keresztül ; hasonlókép a belső közös érintők a belső hasonló­
sági pontban találkoznak.

b) A  kivü l érintkező körök érintöpontja egyszersm ind belső 
hasonlósági p o n tja k  is.

c) A z  egymást átmetsző köröknél a belső hasonlósági pont a ké t 
kör közös részébe esik.

d) A  belülről érintkező köröknél az érintkezés pontja  egyszersm ind  
a külső hasonlósági pont.

e) H a  a kisebbik kör a nagyobbik határán belül v a n , m in d  a két 
hasonlósági pontot a kisebbik körön belül találjuk.

f) K ét egyenlő körre nézve a belső hasonlósági pont a centrális  
vonal felező pontjában , a külső hasonlósági pont végtelen távolban van.

g) K ét hasonló fekvésű  pon tnak az illető hasonlósági ponttól 
való távolságai állandó arányban vannak. Ezen arány  t. i. m indig 
egyenlő a  körsugarak  arányával.

A íöntebbi tétel m egfordítva is áll, azaz : ha két kör külső , vagy  
belső hasonlósági pontjából szelőt vo n u n k , ez a két kört két p á r hasonló 
fekvésű  pontban m etszi (azaz oly pontokban, melyeknek megfelelő 
sugarai párhuzam osak). Ezt az előbbi pont alapján in d irek t ú ton 
bizonyítjuk be.
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Ötödik fejezet.
Az egyenes vonalú  idom ok terü lete.
I. Az egyenes vonalú idomok egyenlőségéről.

45. §. Az egyenlőterületűség fogalma.

A megelőző fejezetben az idom okat alak tekintetében hason­
líto ttu k  össze egymással, m ost a  nagíjságra fordítjuk figyelmünket. 
Valamely zárt idom területét csak úgy lehet m eghatározni, ha azt 
egy ismeretes idommal, a  területegységgel összehasonlítjuk. Terület- 
egységül rendesen oly négyzet szolgál, amelynek mindegyik oldala 
a  hosszegységgel egyenlő. Eszerint az idom területén  az idom 
•és a területegység közt alkotható szám -arányt értjük.

Magától értetődik, hogy az egybevágó idomok egyenlő terü le­
titek is. Azonban viszont nem állíthatjuk, hogy az egyenlő területű idomok 
szükségképen egybevágók, m ert két idom gyakran egyenlő területű , 
anélkül hogy egybevágó, sőt hasonló lenne. így pl. valamely három ­
szögnek ép akkora lehet a  területe, m int egy négyszögnek stb.

egyenlő területű  idom okat röviden egyenlőknek is nevezik ; 
•ezért az egyenlő területüség jele olyan, m int az egyenlőségé.

Lássuk m ost a föltételeket, m ikor egyenlő területű két sokszög ? 
Ebbeli vizsgálatainkat a következő kétségtelen igazságra alapítjuk : 
« A z olyan idomok, amelyek egybevágó idomok összeadásából, vagy  
kivonásából szárm aztak , egyenlő területüek.y>

V izsgálatainkat a  parallelogram m ákkal kezdjük m eg; és m ert 
a  három szög valamely parallelogram m a felével egyenlő, azért e két 
idomot egyszerre tárgyaljuk.

46. §. A parallelogrammák és a háromszögek területének 
összehasonlítása.

Területek összehasonlításánál a parallelogram m a egyik oldalát 
alap-nak, az átellenes oldal valamelyik pontjából az alapra bocsá­
to tt m erőlegest magasságnak nevezzük.

íg y  pb  ka A B C D  (126. ábra) parallelogram m a A B  o ldalát alapnak  
tek in tjü k , az A B  és CD  párhuzam os o ldalok  között h úzott D K  m erőleges a  
■ningasság.



Szintúgy a három szögnél is az egyik oldalt atomnak, cs az. 
átellenes szögpontból az alapra  bocsáto tt merőleges egyenest a három ­
szög magasságának nevezzük.

1. A z  egyenlő alapú és magasságú parallelogrammák területe 
egyenlő.

Legyen A B C D  és E F O H  a két parallelogram m a, és ezekbenr- 
A B  =  E F  (126. ábra) az alap, D K  —  G L  a  m agasság. E két 

126. ábra. idomot M N  egyenes vonalra he-
D Q H & lyezzük ; ekkor az átellenes CD  és

f\ 7  V i\ G H  oldalaknak ugyanazon egyenes
/  : /  \  I \  vonalba kell esniök, m ert a  két

M 1—iK—L A _ i t_ \— N idom m agassága egyenlő; már-
ö E pedig valam ely egyeneshez meg­

határozott távolságban csak egy párhuzam ost vonhatunk. Továbbá 
A E H D  és B F G C  trapézek kellően egym ásra illesztve elfödik egy­
m ást, azaz : A E H D  ^  B F G C  (m iért ?). Mindegyikből B C H E  trapézt 
elvéve az elsőből A B C D , a másodikból E F G H  parallelogram m a 
m arad  meg : és e m aradékok egyenlők egymással, azaz : A B C IJ  
Í Z J  =  E F G lI  [  J .

Ebből kitűnik, hogy a romboid területe a vele egyenlő alapú* 
és m agasságú derékszögű  négyszög területével egyenlő.

Tekintetbe véve továbbá, hogy minden három szög valamely 
parallelogram m a felével egyenlő és az egyenlő mennyiségek fele részei, 
is egyenlők, világos, hogy:

2. A z  egyenlő alapú és magasságú háromszögek egyenlő terü­
letitek , és a  három szög területe fele az olyan parallelogram m a terü le­
tének, amelynek alapja és m agassága a három szögével egyenlő.

3. H a  valamely parallelogrammában az átló bármely pon tján
keresztül az oldalakkal párhuzam os egyeneseket h ú zu n k , az átló lcét
oldalán alakult parallelogrammák egyenlő területüek.

Ha A B C D  parallelogram m ában F E G  egye­
nes II A B  oldallal, H E J  egyenes || B C
oldallal (127-ik áb ra); akkor A B C  A  ĉ >
A D C  A ;  A J E ĉ  A F E  A ;  és E G C  A  22 
E H C  A  (miért ?), tehát : A B C  A  — A  J E  A  
— E G C  A  =  A D C  A  — Á F E  A  — 

E 1 IC  A ,  vagyis : E J B G  £ j j  =  E F D H  f  ~ J .
4. A  derékszögű háromszög egyik befogóján alakított négyzet 

egyenlő területű azon derékszögű négyszöggel, m élynek hosszabbik

127. ábra.



128. ábra.

oldala az egész átfogó, rövidebbik oldala a befogónak az álfogón való 
vetülete.

A B C / \ - b e n  (128. ábra) B  <  =  90° és B D  _L AC. Ha A B  befogóra 
A B E F  négyzetet szerkesztjük  és A I )  vetü letre oly derékszögű négy­

szöget rajzolunk, amelynek m agassága A H  
—  A C  átfogóval ; akkor A E  négyzet =  A G  
derékszögű négyszöggel. Ennek bebizonyítása 
végett C F  és B H  segédvonalakat húzzuk. 
Az ekkép tám adt A C F  a vele egyenlő 
alapú és m agasságú A B E F  négyzetnek a 
felével egyenlő. Szintúgy A D B H három szög 
is fele a vele egyenlő alapú és m agasságú 
A D G H  parallelogram m ának, úgvde a neve­
zett három szögek egybevágók, m ert A C  =  
A H , A F  =  A B ,  és C A F  <  =  B A H <  
(t. i. m indakettö =  B A C  <  -j- 90°), tehát 

-csakugyan A C F  / \  A B H  / \ ,  következőleg a kétakkora para l­
lelogram m ák egyenlők, vagyis:

A B E F  =  A D G H
5. A megelőző tan tétel a Pythagoras-féle nevezetes tételre vezet, 

mely szerin t :
A  derékszögű háromszög átfogójára rajzolt négyzet egyenlő  

■területű a két befogóra rajzolt négyzetek területének összegével, vagy 
rövidebben : az átfogó négyzete a n n y i , m in t a befogók négyzetének  
összege.

Mert, ha  A B C  három szög (129 ábra) B  szöge 
=  90°, és az A C  átfogóra A C D E  négyzetet szer­
kesztjük és B G  m erőlegest húzzuk, ez a négyzetet 
két derékszögű négyszögre osztja ; ezek közül A F G E  
a megelőző tan tétel alapján egyenlő terü letű  az 
A B - re rajzolt négyzettel, C F G D  pedig =  a B C  
befogón alakíto tt négyzettel. Minthogy a  nevezett 
parallelogram m ák összesen az átfogó négyzetét 
adják, tehá t az átfogó négyzete =  a befogók 

négyzeteinek összegével.
6 . Viszont, ha valamely háromszög egyik  oldalának négyzete  

egyenlő a m ásik két oldal négyzetének összegével, a háromszög derék­
szögű.

129. ábra.
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130. ábra.

47. §. Sokszögek átalakítása egyenlő területű parallelo­
grammákká és négyzetekké.

M in d en  n-oldalú sokszög n — 1 oldalú egyenlő területű sok­
szöggé alakítható. Például A B C D E F  idom ban (130. ábra), vágjuk 
«1 A E  átlóval A F E  három szöget ; m ajd húzzunk F  ponton keresz­

tü l az átlóhoz párhuzam ost ; továbbá hosszab­
bítsuk meg a szomszédos D E  oldalt, míg G 
pontban a párhuzam ossal találkozik: végül húz­
zuk meg A G  egyenest. Ekkor A G E  A  kelet­
kezik, melynek területe =  A F E  három szögé­
vel (miért ?). Ha m ost a h á tram arad t A B C D E  
sokszöghöz A G E  három szöget hozzáadjuk, 
ez utón az elvett A F E  három szöget m ás 

egyenlő területű  háromszöggel pótoljuk, teh á t az adott sokszög területe 
nem  változik. Azonban az új A B C D E G  sokszögben az oldalak szám a 
eggyel kevesebb, m int az eredetiben volt, m ert A 1  és F E  helyett 
csak  egy oldal AC  m arad t meg.

Látnivaló, hogy ha ezt az e ljárást többször ism ételjük, az oldalak 
szám a folyton-folyvást kevesbedik ; e szerin t bármely sokszöget egyenlő 
területű  háromszöggé változtathatunk át.

A háromszöget továbbá egyenlő területű parallelogrammává  
alakítha tjuk  át. Legyen A B C  (131. ábra) az átalakítandó három szög.

Felezzük valam elyik oldalát, pl. A B -1 és 
a  felező D  pontból húzzunk AC-\<A p á r­
huzam ost, szintúgy (7-böl A B  oldalhoz 
párhuzam ost. Ezen párhuzam osak A C E D  
parallelogram m át alkotják, mely az A B C / \ -  
gel egyenlő területű , m ert a  szerkesztésnél 

fogva : C L  =  A D  =  B D , továbbá C F E <  =  B E D  <  és F C E  <  =
F B D  <  ; teh á t E F C  A  oo D F B  A  ; ennélfogva A B C  és A C E D  te rü ­
lete egyenlő. Mert, h a  A B C  három szögből D F B  A -e t  kihasítjuk, és 
pótlásúl az épen akkora E F C  hozzá adjuk, nyilvánvaló, hogy 
A C E D  parallelogram m a A B C  három szöggel egyenlő terü letű  lesz.

Ha A C -re  (132. ábra) A G  és CÉL 
m erőlegeseket vonjuk, A C E G  derékszögű 
négyszög keletkezik, mely A C E D  paralle lo­
gram m ával te rü le tre  nézve megegyezik. 
(Iliiért ?)

131 ábra.

G
132. ábra.

0 H

Z
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Ezekből kitűnik, hogy : m inden  sokszöget egyenlő területű derék-  
szögű négyszöggé a lakítha tunk  át.

A derékszögű négyszögek közt legegyszerűbb a  négyzet ; kérdés 
nem  lehetne-e a derékszögű négyszöget egyenlő területű négyzetté  
á talak ítan i ? Az előbbiek szerin t a derékszögű három szög egyik befo­
gójára rajzolt négyzet egyenlő terü letű  azon derékszögű négyszöggel, 
m ely az egész átfogóból, és az em lített befogónak vetületéböl alakult. 
Ennek értelm ében tehá t oly derékszögű három szöget kell alakítanunk, 
melynek átfogója akkora, m int az adott derékszögű négyszög hosz- 
szabbik oldala, az átfogó egyik szelete pedig =  annak kisebb oldalá­
val. Ezt pedig ily módon érjük el. Legyen A B C D  (133. ábra) az 

133. ábra. adott derékszögű négyszög. Felezzük A B
p oldalt és szerkesszünk oly félkört, melynek

A B  az átm érője. Továbbá legyen B H  
egyenlő B D -ve  1 és emeljük H  pontban 
A B - re H E  merőlegest ; ez a kört E  pontban 
éri. Ha E -1 A  és B  végpontokkal össze­
kapcsoljuk, A E B  derékszögű három szög 
keletkezik és haennek a z b e f o g ó j á r a  négy­

zetet rajzolunk, az az adott derékszögű négyszöggel egyenlő területű. 
Azaz E B G F  □  =  A B C D  derékszögű négyszöggel, tehát E B G F  a  
kivánt négyzet.

Az elm ondottak után  nyilvánvaló, hogy : M inden  sokszög egyenlő  
területű négyzetté  alakítható át.

A

C

0

48. §. Sokszögek összeadása, kivonása, szorzása és
osztása.

Minthogy á  sokszögek egyenlő területű négyzetekké alakíthatók, 
azért kél sokszög összeadása azonos értelmű két négyzet összegezé- 

13 í. ábra. sével. E rre nézve pedig a  Pythagoras-féle
tan tétel nyúj t egyszerű módot.

Ha t. i. A B  (13 í .  ábra) az egyik, A C  a  
m ásik négyzet oldala; akkor o vonalakból 
m int befogókból derékszögű három szöget a la­
k ítunk ; az átfogóra szerkesztett négyzet a  
keresett négyzetet ábrázolja ; m ert ennek te rü ­
lete akkora, m int az adott két négyzet te rü ­
letének összege. Magától érthető, hogy ily



módon akárhány  négyzetet összeadhatunk. Tekintve teh á t az előbbi 
§-ban m ondottakat : akárhány adott sokszöget oly négyzetté  egyesít- 
hetünk, m elynek területe a sokszögek területének összegével egyenlő.

Az előbb követett eljárás a  sokszögek kivonáséira is alkalm az­
ható, föltéve, hogy az adott sokszögeket előbb négyzetekké á ta la ­
kítottuk. Ugyanis bárm elyik befogónak négyzete annyi, mint az 
átfogó és a m ásik befogó négyzetének különbsége. Ha teh á t két 
négyzetet egymásból ki akarunk vonni, oly derékszögű három szöget 
alakítunk, melynek átfogója a nagyobbik négyzet oldalával, egyik 
befogója a kisebbik négyzet oldalával egyenlő hosszúságú ; ekkor a  
m ásik befogó am a négyzet oldalát ábrázolja, m elynek terü lete  az 
adott négyzetek terü letének különbségével egyenlő.

Szintoly könnyű a négyzetek szorzása számokkal, vagyis oly négy­
zet szerkesztése, melynek területe valamely adott négyzet többszörösé­
vel, pl. «-szeresével egyenlő. Állítsuk e célból az adott négyzetet vala­
mely alapvonalra és rajzoljuk le n  ízben közvetlenül egymás mellé. 
Ez úton oly derékszögű négyszög keletkezik, melynek terü le te  az 
adott négyzet ?i-szeresével egyenlő, l ia  ezt a parallelogram m át négy­
zetté átalakítjuk, megvan a  keresett idom.

Végül a négyzeteknek szám okkal való osztását illetőleg, oly 
négyzet szerkesztésére, m elynek terü lete az adott négyzet « -ed 
részével egyenlő, osszuk cl a  négyzet egyik oldatát n  egyenlő 
részre és húzzunk az osztópontokon keresztül merőleges vonalakat. 
Ez úton n  egybevágó derékszögű négyszög keletkezik ; melyek m ind­
egyike a  négyzet « -ed részével egyenlő. Ha egy ily rész t négyzetté 
átalakítunk, a  keresett négyzetet m egtaláltuk.

II. Az egyenes vonalú idomok tcrületmérésc.
49. §. Az egyenes vonalú idomok területeinek össze­

hasonlítása.
1. A z  egyenlő alapú parallelogrammák területei ú g y  a rá n y ­

lanak egymáshoz, m in t megfelelő magasságaik.
Legyen A B  CD  és E F G II  

(135. ábra) a  két összehason­
lítandó parallelogram m a és A B  
=  E F . Ez esetben A B C D  [  f j  : 
E F G I I  [ ~ ]  =  E L  : M N . E té ­
tel bebizonyításánál tegyük fel, 
hogy a m agasságok közös m*”-

0

135. ábra. 

L C

G1 }  H r

\ \I / \ \1 / \ \
A K B E M F

Abel-Livay-PolikeU : Mértan. I. rész.



léke K L - re 11-szer (pl. 5-ször), lAY-re r-szer (pl. 3-szor) m érhető fel. 
E s z e r in t :  K L ‘. M N  —  n  : r. (1)

11a m ost a közös m értéket K L - re és l /A T-re tényleg rám érjük 
és az osztópontokon keresztü l az alappal párhuzam osakat húzunk, 
mindegyik idom épen annyi kisebb parallelogram m ára oszlik, ahány 
részből az illető m agasság á ll; azaz A B C D  idom n, E F G H  pedig 
r  kis parallelogram m ára. E kisebb idomok terü letre nézve egyenlők, 
m ert alapjuk és m agasságuk egyenlő. Ha tehá t ezek közül egyet 
(pl. C D O P -tj közös m értéknek veszünk, ez az A B C D -ben w-szcr, 
E F G H -bán r-szer találtatik , következőleg :

A B C D  f Z 'J  ■ E F G R  C ~ ]  =  n : r   (2)
Az (1) és (2) egyenletből közvetlenül következik, hogy :

A B C D  I Z J  : E F G H  ( Z J  =  K L :
2. A z  egyenlő magasságit 'parallelogrammák területei ú g y  a rá n y­

lanak egymáshoz, m in t megfelelő alapjaik.
A b eb izo n y ítá s m en ete  azon os az e lőb b ivel.
3. Minthogy m inden három szög a vele egyenlő alapú és m agas­

ságú parallelogram m a felével egyenlő, a  felerészek pedig úgy arány ­
lanak egymáshoz m int a  megfelelő egészek; azé rt:

A z  egyenlő alapú háromszögek területei ú g y  aránylanak, m in t  
megfelelő magasságaik , és :

A z  egyenlő m agasságú háromszögek területei úgy aránylanak  
egymáshoz, m in t a megfelelő alapok.

4 . Az 1. és 2 . tétel együttes alkalm azása a különböző alapú 
és m agasságú parallelogram m ák terü leti a rányát is m eghatározza.

136. ábra. Legyen A B C D  é s E F G J l

E  ;M
H G M_____

(136. ábra) a két összeha­
sonlítandó idom. Kétségkívül 
m ódunkban áll oly harm adik  
parallelogram m át alakítani, 

AN B EO F J T K. m elynek alapja az első alap­
jával, m agassága a második m agasságával megegyezik. Ilyen parallelo­
g ram m a: J K L M .;  ebben : J K  =  A B , és M ID — H O .

Már m ost az I-söt a  Ill-kal, összehasonlítva, az 1. pont szerint 
A B C D  [ZJ : J K L M  [~ l =  DN : MT, (1)

vagy : A B C D  f Z J  : J K L M  ( Z J  : H O . (2)
A H-ikat összehasonlítva a Ill-kal, a  2. pont szerint 

; ‘ J K L M 'f Z J  : E F G H  [Z J  = i J K  : F F -  (3)
vagy : J K L M  ( Z J  : E F G H  ( Z J  =  A B  • l? F . (4)



A (2) és (4) aránypárből szorzás ú tján  következő új a rán y p ár 
szárm azik  :

A B  CD [ Z J  : E F G R  [ZJ —  A B  X  D N  : E F  X  H O  azaz : 
a  két parallelogramma területe ú g y  a rá n y lik  egymáshoz, m in t a  
megfelelő alapok és magasságok szorzatai.

Abban az esetben, ha az összehasonlított parallelogram m ák 
szögei kölcsönösen egyenlők, a  fontebbi aránypárt m ás alakban is 
írha tjuk  ; ekkor t. i'. a m agasságok a rányá t az oldalak arányával pótol­
hatjuk. Mert föltéve, hogy a  fentebbi ábrában  az í és II idomok 
szögei kölcsönösen egyenlők és a III idomot is ezekkel egyenlő szö­
gűnek szerkesztettük, A D N  és J M T  három szögek hasonlósága követ­
keztében :

D N  : M l  —  A D  : J M ;  
vagy : D N  : M T  —  A D  : E H  (mivel J M  =  E li) .

T ehát az (1) szám ú arán y p árt a  jelen  esetben így írh a tju k :
A D O D  [ Z J  ■ J K L M  [ZJ —  & D  : E H .

Továbbá a föntebbiek szerint :
J K L M  [ Z J  : E E G H  [ Z J  =  A B  : E F .

Ebből szorzás ú tján :
A B C D  [ Z J  : E F G H  [ Z J  =  (A B  X  A D )  : (E F  X  E H )  

azaz : két egyenlő szögéi parallelogramma területe ú g y  a rány lik  egy­
máshoz, m in t két-két szomszédos oldaluk szorzata.

5. Ezekből következik, hogy :
a) K ét háromszög területe ú g y  a rá n y lik  egymáshoz, m in t  

a lap ja iknak m agasságaikkal való szorzatai, és :
b) H a  két háromszögben cgyilc szög közös, vagy egyenlő, terü ­

leteik ú g y  aránylanak egymáshoz, m in t a  közös szöget befoglaló 
ké t két oldal szorzatai.

Valahányszor tehát két három szögnek egy-egy szöge és a területe egyenlő, 
az egyenlő szöget befogó két-két oldal szorzatának is egyenlőnek kell lennie

Továbbá :
G. K ét hasonló háromszög területe ú g y  a rá n y lik  egymáshoz, 

m in t két megfelelő oldalnak négyzetei.
137 .l]jra Mert legyen A B C  és A 'B 'C '

(137. ábra) két hasonló három szög, 
? m elyekben A  <  = A '< ,  B <£ = B '<£. ;

!  a  megelőző pont szerin t :
; \  A B C  A  : A 'B 'C ' és —  A B  X  A C :
A  V C A 'B '  X  A 'G ' . ( í} -

*G*



ÁmcTo a három szögök hasonlósága következtében rnég a követ­
kező aránypárok  is helyesek:

Á B  : A 'B ' =  B C  : B 'C  ;
A G  : A'<7 =  B C  : B 'C ;

ezeket egym ással szorozva, lesz :
(A B  X  AC ) : (A 'B ' X  =  BC* :  (2)

vagy az utolsó aránypárt az (l)-vel összevetvén, következik, hogy:

A B C  A  : A 'B 'C  A  =  B C *: W C 2.
7. Ezen tan téte l a hasonló sokszögekre is érvényes, azaz : két 

hasonló sokszög területe ú g y  a rány lik  egymáshoz, m int két megfelelő 
oldaluk négyzetei.

158. ábra. Legyen A B C D E  oo A 'B 'C 'D 'E '.
(138. ábra.) A hasonló sokszöge­
ket megfelelő átlókkal hasonló 
három szögekre bonthatjuk  fel, azaz: 

A B C  A  oo A 'B 'C ' A ,
A C D  A  oo A 'C 'D ' A  stb. 

ezekre nézve az előbbi pont szerint a kővetkező aránypárok állanak: 

A B C  A  : A 'B 'C ' A  =  A B 2 : T B ' 2 

A C D  A  : A 'C ’D '  A  =  C D 2, • C D '*
A D E  A  : A 'D 'E ' A  =  D Ë 2 :

Ámde a két sokszög hasonlósága következtében :
A B  : A 'B ' =  CD  : C D '  =  DAJ : D ’E? stb. ;

vagy : A B 2 : =  6ÍZ) 2 : C D '2 —  D E 2 : D 'E '2 stb.
A B C  A  _  A C D  A  _  A D E  A  _   /  i  5  \ 2

teha t : — ^ / C 'P 'A  ~  A 'D 'E  Â  I  A 'B ' )  ‘‘
A B C A  +  A C D A + A D E & +  . .  . .  _ ( A B \ 2
A ' B ' C - f  A 'C D  A  +  A 'D 'E  A  +  • • • • V -A'Ai7 J : 

azaz : A B C D E  : A 'B 'C 'D ’E ' = T Ä B 2 r J 'B '2.

Az utóbbi tételt a Pylhagoraséval egybevetve érdekes igazságra jutunk. 
Ugyanis, ha valam ely derékszögű háromszög három oldalára ugyanannyi hasonló  
sokszöget alakítunk oly módon, hogy a háromszög oldalai a sokszögek m egfelelő  
oldalai gyanánt szolgálnak ; továbbá az átfogó m értékszámát a-val, a befogók 
mértékszámait b- és c-vel jelöljük ; az átfogóra rajzolt sokszög területét -4-nak, a 
befogókhoz tartozó idomok területét B~ és C-nek nevezzük, a föntebbiek szerint :

_ »  =  4 -  é s  A r  =  A r , l e l . i t  ö sszead va  A a? A a- A a*



Ámde Pythagoras téte le  s z e rin t:  «2 =  l-  -f- c2, teh á t a jobb  oldalon 
levő hán y ad o s =  1, következőleg:

A  =  B  +  C.

Azaz : ha valamely derékszögű három szög három oldalára ugyanannyi hasonló 
sokszöget szerk esz tü n k  oly módon, hogy a három szög oldalai a sokszögek megfelelő 
o ldala ival egyenlők, akkor : a z  átfogóra ra jzo lt sokszög területe egyenlő a befogókra 
szerk esz te tt ké t sokszög területének összegével.

50. §. Az egyenes vonalú idomok területének kiszámítása.
Terület-mérés. Valam int az egyenes vonalat megmérni annyi, 

m int hosszának az egységhez való a rányát m egállapítani ; úgy az 
idom területének m érése nem egyéb, m int m egállapítása annak az 
aránynak , mely az idom terjedelm e és a  területegység között van. 
Területegységül olyan négyzet szolgál, m elynek mindegyik oldala a 
hosszegységgel egyenlő. Minthogy a hosszegység különböző, a  meg­
felelő területegység is többféle.

A négyzettel közvetlenül csak a derékszögű négyszöget m ér­
hetjük meg, szám ítás ú tjá n  azonban m ás idomok terü le té t is m eg­
határozhatjuk , am int ezt látni fogjuk.

1. A  ya ra lleh gramma területének kiszám ítása. Kezdjük meg a 
139. ábra. derékszögű négyézöggA. Keressük A B C D

0 C derékszögű négyszög terü leté t (139. ábra),
összehasonlítva az M N O P  négyzettel, 
vagyis a területegységgel.

Az előbbi §. 4. pontja szerin t:

A B C D  : M N O P  =  A B  X  A D  : M N  X  M P ,
A B C D  A B . A D  

vagy : M N O P  ~  M N . M P
Minthogy M N  =  M P  =  a  hosszegységgel, a  bal oldalon álló 

hányados nem  egyéb, m int A B C D  terü letének t m értékszám a ; a  
jobb oldalon levő A B  : M N  hányados == A B  alapnak a és A D  : M P  
—  A D  m agasságnak m  m értékszám ával. E szerin t valamely derék- 

líO  ábra szögű négyszög területszáma (t) a n n y i, m in t az
alapvonal és a magasság m értékszám ának a 
szorzata. Jelekkel kifejezve : t =  a  . m.

Pl. Ila ABCD (140. ábra) alapvonala 5 m., 
m agassága 3 m., akkor területe = 5 X 3  =  15D  m. 
Ezt szem lélhelövé is tehetjük. Ugyanis mérjük fel a

& hosszegységet ^ÍZÍ-re 5-ször, A D  re 3-szor ; az osztó



pontokon keresztül az oldalakkal párhuzam osakat húzva, a keletkező apró négy  
zetek a területegységgel azonosak. Ezek száma tehát a derékszögű négyszög terü­
letszám át fejezi ki. Az első fekvő sor 5 ily  négyzetet foglal magában; és mert 
3 fekvő sor van, a négyzetek összes száma 3 X  5 =  15, amint a képlet is bizonyítja.

A négyzet oly derékszögű négyszög, melynek o l d a l a i k é n t ;  
ennélfogva : a négyzet terület-száma a n n y i, m in t valam elyik oldala 
m értékszám ának Önmagéival való szorzata.

A négyzet oldalhosszát a-val, terü letszám át t-ve 1 jelölvén, a  
m ondottak szerint ; t —  a 3, és ebből : a —  \ í  i.

Minthogy a ferdeszögü parallelogram m a területe az ugyanakkora 
alapú  és m agasságú derékszögűével egyenlő; ennélfogva: bárm ely  
parallelogramma területszáma (t) a n n y i , m int az alap (a) és magasság 
(m ) m értékszám ának szorzata.

Jelekkel kifejezve t =  a. m.
2. A  háromszög területe. A három szög a  vele egyenlő alapú 

és m agasságú parallelogram m a területének a felével egyenlő, tehát : 
A  háromszög területszáma a n n y i , m in t alapjának és m agasságának  
fé l szorzata.

, A a' m
Jelekkel kifejezve : t  A  — ~ 2~*

3 . A  trapéz területe. A trapézt bárm elyik átlója két ljárom szögro 
o sz tja ; ezekben a  párhuzam os oldalak alapvonalakul, az alapok 
kölcsönös távolsága közös m agasságul tekinthetők.

Nevezzük A B C D  trapézben (141. ábra) a pár­
huzam os oldalak m értékszám ait a- és 6-nek, a  közös 
m agasságot m-nek, akkor:

, ~w~\ a  d .m  , a  b . m
A B D  A  =  — g - , és B C D  A  =  — g—, 

a —!— 6
teh á t a trapéz terü lete : t = ------------m

azaz : a trapéz területét ú g y  ta láljuk meg, hogy a párhuzamos o ldunk  
fé l  összegét a, magassággal megszorozzuk.

4. A  sokszögek területe. A sokszögek területét kétfélcképen h a tá ­
rozhatjuk  meg.

a) A sokszöget átlókkal három szögekre bontjuk, és ezek te rü ­
le té t egyenként kiszám ítván, összeadjuk.

b) A sokszögben alkalm as átlót, vagy valam ely átm etszöt húzunk 
és erre  minden szögpontból egy-egy m erőlegest bocsátunk ; a  sok­
szög ekkép három szögekre és trapézekre oszlik, melyek területének 
összege, illetőleg különbsége a sokszög terü letét adja.



íg y  p éldáu l ha A B C . . .  H J  sok szög  
(142. ábra) terü leté t k ellen e  k iszám ítanu n k , 
A F  á tló t m egh úzzu k , erre m ind en  sz ö g ­
p on tb ó l (k ivéve A -1 és F -e l), m erő legest
h ú zu n k , é s  a ta lppontokat 1, 2, 3, 4 ............
szám ok k al je lö ljü k . Ekkép az eg ész  so k ­
szöget n ég y  három szögre ( í ,  V, VI és I X )  
és öt trapézre (II, I I I ,  I V  és VII, VIII) o sz ­
tottuk  fel és ezek n ek  terü let-ö sszeg e  a so k ­

szög  terü le tév e l egyen lő . Ha tehát a m erő legesek  és az átló  sz e le te i ism eretesek , 
a  sok szög  terü lete  k ö n n yen  k iszám ítható .

51. §. Területek átalakítása.

1. A la k ítsu k  át A B C  háromszögei (143. ábra) más, vele egyeniö 
háromszöggé, ú g y , hogy egyik oldala meghatározott hosszúságú legyen 
és az eredeti háromszög A C  oldala változatlan maradjon.

A feladatot m egfejteltnek tekintve, legyen 
A E G  a  keresett háromszög. Minthogy A B C  
=  A E 'C /A  és A C  alap közös, tehá t a  két A
m agasságának is egyenlőnek kell.lennie (miért ?); 
köveikezéskép B E ' || AGr-vel. M ásrészt E ' pont­
nak A-tól való távolsága A E  is ism eretes. A fel­
adato t teh á t így fejtjük m eg: Meghúzzuk B  

0 pontból a m egtartandó A C  oldallal párhuzam os 
B E ' egyenest és ezt A  pontból a  m egadott 
A E  sugarú  körrel E '  pontban átm etszük. Az

ekkép keletkező A E 'C A  =  ^ B C A -gel. (M iért?)
2. A la k ítsu k  át A B C  A -et (144. ábra) akkép, hogy az u j  

háromszög az adott <p szögei és ezenkívü l az eredeti háromszögnek 
eg y ik  pl. A C  oldalát magában foglalja.

l ii. ábra. Minthogy a  három szög A C
alapvonala itt is változatlan m arad, 
a  m agasság sem  változhatik  meg. 
Ezért lia A D C  a kerese tt A> 

C B E  szükségképen j| A 6 -vel. Más­
rész t C A D  szögnek egyenlőnek kell lennie 9 -vel. A szerkesztés 
teh á t ekkép tö rtén ik : A m egm aradó A C  o ldalra az adott 0 szöget 
rám érjük  és B  ponton keresztül AG-vel párhuzam osan  M A egye­
nest huzzuk; ahol ez a 9 szög m ásik (A D )  szárá t m etszi, o tt van 
a  kerese tt háromszög harm adik szögpontja D .

í r
A

1mm



E szerint igen könnyen lehet bárm ely ferdeszögü három szöget 
derékszögűvé , vagy egyenlöszárúvá  átalakítani.

3. A la k ítsu k  ál az adoü A B C  f \ - e t  (145. ábra) úgy, hogy a* 
1 '5. ábra. ú j  háromszög az adott A E  oldalt és az eredeti

háromszögnek e g y ik ,p l  A  szögét tartalmazza.
Tegyük föl, hogy A D E  a  keresett 

háromszög.
Világos, hogy J.D -n ek  hosszabbnak 

kell lennie A B -né\, m ert különben A D E  
A kisebb lenne A B C  A -n é l ; m árpedig a  
követelés szerin t:

A D E / \  =  A B C  
Minthogy továbbá ezen három szögeknek A  szögük közös tehát 

(49. §. 5. b.)
A B . A C = A D . A E ,  

következőleg : A B  : A D  —  A E  : AC,
azaz B E  és D C  egyeneseknek párhuzam osaknak kell lenniök (miért ?). 
Ügyde E  pont fekvése ismeretes, tehát a  föladatot így fejthetjük 
m eg: B pontot összekötjük E -vei, ezután a nyert egyeneshez ponton 
keresztül CD  párhuzam ost húzzuk és m eghosszabbítjuk A B  oldalt, 
míg C D -1 D  pontban metszi ; végre D  pontot összekötjük E -x cl 
és ekkor A D E  a  keresett háromszög.

A z ú j  o ldal term észetesen  nagyobb is  leh et az eredeti három szög  m eg ­
fe le lő  o ld a lá n á l;  ekkor a föntebb i ábrában (145. ábra) A D E  h árom szöget az  
ad ott és A B C  h árom szöget a keresett három szögn ek  tek inthetjük .

A la k ítsu k  át A  B C  háromszöget ( 146. ábra) úgy, hogy az adott 9 
szöget és az eredeti háromszögnek egyik pl. A  szögét magában foglalja.

Legyen A D E  a  keresett h á ­
romszög és A D E  =  9-vel.

Világos, hogy D E  a B C  oldalt 
B  és C  pontok között szeli át, 
m áskülönben A D E  A  okvetetlenül 
nagyobb lenne A B C  A -n é l, ami 

. . .  » a  íöladat követelésével nem  fér
Minthogy A B C  és A D E  három szögekben A  szög közös a 
o b. pontjánál fogva:

A B G  A  : A D E  A  =  A B .  A C : A D  . A E , 
ám de föltesszük, hogy;- A B C  A  =  A D E  A ,  tehá t A B . Á C —  I D  i E  
Và^ : A B :  A D  —  A E :  A C . . . .  (1)

146. ábra.

össze. 
49. §



Másrészt, lia B  ponton keresztül D E - liez B F  párhuzam ost 
húzzuk, a három szögek hasonlósága m iatt :

A B : A D  =  A F : A E . . . [ 2 )
Az (1) és (2) aránypárból :

A F : A E = A E : A C .
Azonban A F  ism eretes, m inthogy A B F  <  —  A D E  <  =  <p ; 

ennélfogva az E  pontot is m egtalálhatom  ; evégböl t. i. A C  és A F  
egyenesek középarányosát (A E -t) keresem  meg. Meglevőn E  pont, 
ezen keresztü l B F - liez párhuzam ost húzván, ez ú ton A D E -1, azaz 
ix leveseit három szöget megkapom, m ert kim utathatom , hogy:

A D E / \  =  A B C  A-
Ez alapon oly három szöget is alakíthatunk, mely terü le tre  

nézve A B C  háromszöggel, a lak ra  nézve pedig egy m ásik A 'B 'C  
három szöggel megegyező, azaz =  A B C  és ° °  A 'B 'C  A 'h ö z .
Ugyanis az A B C  három szöget átalakítjuk  akkép, hogy A  szöget 
egyelőre m egtartva, m ásodik szögül B '-t  vesszük, ezután az uj 
három szöget ism ét átváltoztatjuk  úgy, hogy a m ár meglevő B ' szög 
mellé még a  C' szöget is m agában foglalja. Az okkép keletkező 
három szögben a B ' és C' szögek m ellett A ' is bent van, azaz a 
három szög hasonló A 'B 'C / \ - höz és azonkívül még egyenlő A B C

A -g c l is-
Végül az előadottal alapján bármely háromszög egyenlöolda- 

lű v á  alakítható át. (Mikép?) 
5. Adott parallelogramma ú j  alapú, egyenlő területű parallelo­

gram m ává alakítandó át.
E föladat m egfejtése  a 46. §. 3 . pontján  alap ú i. l ia  t. i. az oda va ló  

ábrában  A B G F -1 az adott p ara llelogram m ának  és  A J - t az új alapnak tek intjük , 
A J I I D  a k íván t parallelogram m a. (M iért?) M iképen fejtendő m eg a fö la d a t?

Hatodik fejezet.
A b eírt és körü lírt idom okról.

52. §. A beírt és körülírt háromszögekről.
Az olyan sokszögeket, am elyeknek oldalaik valam ely kör húrjai, 

körbe ír t , vagy röviden beirt idomoknak ; azokat pedig, amelyeknek 
oldalaik egy és ugyanazon kör érintői, körülírt idomoknak nevezzük. 
A beírt sokszögeket a  kör körülfogja, a  körülírtaknál ellenben a  
kör van az idomba beleírva.



147. ábra.

A beírt és körü lírt idomok közül legfontosabbak a három szö­
gek, négyszögek és a szabályos sokszögek.

1. A  beirt háromszögekről. M inden  egyenes vonalú háromszög 
körbeírt háromszögnek tekinthető, m ert m inden három szög köré kö rt 
alakíthatunk. (30. §. 6 . pont.)

Legyen A B C  az adott három szög. (147. 
ábra.) Három oldalának L , M , N  felező pont­
jában  az illető oldalakra m erőlegeseket á llí­
tu n k ; ezek közös m etszöpontja (0 )  m ind a 
három  szögponttól egyenlő távolságra van és 
ennélfogva a körülírt körnek a középpontja* 
(M iért?)

H ogy a sugár hosszát m egh atározhassu k , h úzzuk  
OB és OC  sugarakat és B  pontból A C -re B D  m erő legest. E zálta l A D B  é s  
OM B  két h a so n ló  h árom szög keletkezik  ; m ert A D B  <  —  B M O  <  B  é s  
B A D  k erü le ti szög  =  £ B 0 C z £  =  B O M z£ .  E nnek  fo ly tá n :

A B  : B D  —  B O  : BM .
M ost, h a  a  h árom szög  old a la inak  m értékszám ait a, l ,  c-vel, a  su g á r

h o sszá t r-rel, D B  m agasságot m -m el je lö ljü k , az utóbbi aránypárt így írh a tju k :
a  ac

c : m —  r  : - g -  ; k övetkező leg  r  —  '■

T ek in tetb e  vév e , h o g y  a három szög terü lete  :
bm 21

t  —  - g - ;  teh át ni —  —j—;

r-n ek  értéke íg y  a lak ú i :
aló

r  ~ ~ 4 t '  0>
/  ZT.Z : a három szög köré  í r t  k ö r sugarát úgy szá m ítju k  k i, hogy o lda lh ossza in ak  
szo rza tá t a négyszeres terü letssám m al elosztjuk.

A 261. feladat szerin t : ________________________
t  —  V  s  (s — a) (s  —  l )  (s  —  c), 

m iképen  alaku l tehát az I. k ép let 1. az eg y en lö o ld a lű , 2. az cg y en lő szá rú , 
3. a k ü lönböző o ld a lú  h árom szögre n ézve ?

2. A  körülírt háromszögekről. M inden  háromszögbe oly kört 
írh a tu n k , m ely a n n a k  oldalait é r in ti.

Mert, ha  az adott A B C  három szögnek 
(148. ábra) A  és C  két szögét felezzük, A O  
és CO felező egyenesek 0  m etszöpontja m ind 
a három  oldaltól egyenlő távolságra esik* 
Ugyanis, h a  0  pontból mind a három  oldalra 
m erőlegeseket vonunk, azaz OD  X A B y 
O E  _L A C  és O F  1  BC-ro  ; ekkor A D Ó  / \  
Êâ A E O  /A  (miért ?), tehát OD  —  O E ; továbbá

118. ábra. 

D



CEO  A  ^  CEO  A ,  következésképen : O E  —  O F  és ennélfogva
O B  =  O E =  O F, vagyis az 0  pontból O B  sugárral alakíto tt kör 
a  három szög oldalait érinti. Végre O-ból a  harm adik szögponthoz 
vont O B  a  harm adik B  szöget is felezi, m ert B D O  és B F O  
három szögek egybewíxgók, tehát Ó B B  <  =  O B F E szerin t: a 
három szögfelező vonal ugyanazon  közös vontban találkozik és e 
pont a háromszögbe ír t kör középpontja.

N evezzü k  a kör sugarát p-nak, továbbá leg y en  B C  — a, A C — b, A B  —  c 
és A B C  h árom szögn ek  terü letszám a =  t. M inthogy ^ 4 /J C A -n ek  terü lete  B Q C  
A O C  és A O B  h árom szögek  terü lete in ek  ö sszeg éb ő l áll, v ilá g o s, h o g y :

1 1 - 1 . (  a - \ - b  c) p
t =  - y  cp -f- -g - &P +  CP> vagy t — -------- 2

é s  e b b ő l:  _________ ______________£_
f  a  - j-  b c s  '

A zaz, a három szögbe í r t  k ö r sugarát úgy ta lá ljuk  meg, hogy a három szög terü le tit  
■ ugyanannak fé l kerületével e losztjuk.

53. §. Beírt és körülírt négyszögek.

1. A  körbe ir t négyszögben kél átellenes szög összege 1 8 0 °. 
így A B C B  négyszögben (149. áb ra):

149. ábra. —  és B  <  - j -  B <  =  2 R .  Mert,
ha  két kerületiszög ívei együtt teljes kört alkot­
nak, a  szögek összege 2 R .

Ebből kitűnik, hogy a  körbe ír t parallelo- 
ö gram m ák szükségképen derékszögiíek.

2. Viszont oly négyszög, m elynek két á t­
ellenes szöge összesen ISO0, körbe ír t négyszög­
nek tekinthető.

Itt csak az t kell k im utatnunk, hogy az em lített négyszög 
három  szögpontja által m eghatározott körvonal a  negyedik szög­
ponton is átvonul ; ezt pedig az előbbi tétel alapján közvetve lehet 
bebizonyítani. (Mikép?)

3 . A  körbe ír t  négyszögben az átlók  
szorzata egyenlő az átellenes oldalak szorza­
ta in a k  összegével.

Mert, ha a körbe írt A B C B  (150. ábra) 
négyszögben A C  és B B  á tlókat és B  pon t­
ból B E F  vonalat húzzuk, akkép, hogy Ä F  == 
B C , következőleg A B E  <X =  C B B  < ,  két pár- 
hasonló három szög keletkezik. Ugyanis :

ISO. ábra. 

0

\ \

F



1. A D E  / \  oo B D C / \ ,  m ert C A D  <£ — CDD  <  (mint ugyan­
azon ívhez tartozó kerületiszögek) és A D E  <  =  CD D

2. E C D  / \  oo A D D  m ert A C D  Gi =  A B D  -HC, (ugyan­
azon ívhe2 tartozó kerületiszögek) és E D C  <  —  A D D  <C, (mert ha 
két egyenlő szöghöz ugyanazt az E D D  szöget hozzáadjuk, ism ét 
-egyenlő szögek keletkeznek).

Az 1. a la tt k im utato tt hasonlóságnál fogva:
A E : A D  =  B C : B D ,  

vagy : A E . B D  =  A D  . BC . (1)
A 2. a la tt k im utato tt hasonlóságnál fogva:

E C :C D  =  A B : B D ,  
vagy : E C . B D  —  A B  . CD. (2)

(1) és (2) egyenletet összeadva:
{A E  4 -  EC). B D  =  A B . CD  - f -A D . BC, 

vagy : A C . B D  =  A B . CD  - f  A D  . B C
E zen  téte l, m ely et fe lta lá ló ja  em lékére Ptolem aeus-féle  tantétcln ek  n ev ezJ 

nek, a P yth agorasét is  m agában  foglalja , m ert lia  a fön teb b i eg y en le te t  a
derékszögű  négyszögre  a lkalm azzuk , egyrészt az á te llen es  oldalak  és m ásrészt
az átlók eg y en lő ség e  k övetkeztében  P ythagoras té te léh ez  jutu n k .

4. A  körülírt négyszögben két átellenes oldal összege egyenlő 
u  m ásik kél átellenes oldal összegével.

Legyen A B C D  a  körülírt négyszög (151. 
ábra), melynek oldalai a kört E , F , G, H  pon­
tokban érintik. A 35. §. 3. p. szerin t: A E  =  A H ,  
B E  =  B F , CG —  CF, D G  =  D II .  E négy
egyenletet összeadva, lesz :

A E - ] - B E + C G + D G = A H + B F + C F + D H ',
azaz : A B  -{- CD =  A D  - j-  BC.

Ebből önként foly, hogy csakis oly parallelogrammába lehet 
k ö rt írni, m elynek oldalai egyenlők, tehát csakis a  négyzetbe és a 
rom busba.

5. Viszont : amely négyszögben két-két átellenes óldal összege 
egyenlő, abba oly kört írha tunk, m ely a négyszög oldalait érin ti.

54. §. Szabályos sokszögek.
1. H a  a kör kerületét n  egyenlő részre osztjuk és az osztó 

pontokat sorban húrokkal összekötjük, b e í r t  szabályos sokszög kelet­
k e z ik ;  ha pedig az említett osztópontokon keresztül érintőket vonunk  
ei körhöz, k ö r ü l í r t  szabályos sokszög keletkezik.



152. úb ia . 

L D K
le g y e n  A B  —  B Ü  —  CD —  D E  —  

É F  =  F  À  (152. á b ra ); ekkor a megfelelő 
húrok is egyenlők, tehát A B  oldal =  B C  
— CD  =  . . . £ A  oldallal; továbbá az 
egyenlő ívekhez tartozó kerületiszögek is 
egyenlők, azaz A B C  <£ =  B C D  3C =  . . * 
=  £ A £  35 ; következőleg A B C D E F  sza­
bályos sokszög.

153. ábra.

Ca A H
Ha pedig A , B , C, . . .  osztáspontokon keresztül érintőket vonunk 

a körhöz, az° ckkcp tám adt A B H , B C J , 0 £ /U  stb. három szögek 
mind egybevágók, m ert A B  =  B C  =  CD  — . . . .  és a  szomszédos 
szögek B A H , A B H , C B J , B C J  stb. szintén egyenlők. (33. §.) 
Ennek következtében A E B  <  =  B J C  4C =  C K D  < £ . . . ;  továbbá
AH. =  H B  —  B J =  J C —  C K  =  következőleg ÉLJ —  J K  — . . . ,
vagyis a  körü lírt Q H J K L M  sokszög is szabályos.

2. M inden  szabályos sokszög beírt és egyszersm ind körülírt 
sokszögnek tekinthető, azaz : m inden szabályos sokszögbe és sokszög 
köré kört írhatunk.

Legyen A B  CD  . . . (153. ábra) 
valam ely szabályos sokszög kerületének 
egyik része. Ha ennek három  szomszédos 
szög pontján, például, A, 2?, és (7 pofi­
tokon keresztül kört vonunk (30. §. 6 .), 
ez a sokszög többi szögpontján is átmegy. 
M ert ha  az A, B  és C  pontok által 

m eghatározott körnek A 0 , £ 0 ,  (70 sugarait m eghúzzuk, A O B  Ak2 
£ 0 0  A ,  tehá t 0 A £  £  =  0 £ A  <  =  0 £ 0 <  =  0 0 £  <  =  * A £ 0 < £ . 
M ásrészt a sokszög szabályosságánál fogva A B C  <  — B C D  < ,  teh á t 
0 0 £  <  =  I  B C D  < ,  és 0 0 i>  <  =  OCD  <  ; ezenkivül £ 0  =  0Z> 
és 00 =  00, következőleg £00  A  Ê2 C0D A> és 00 =  0£, vagyis 
az A, £ ,  és 0  pontok által m eghatározott kör a negyedik (D ) szög­
ponton is keresztü l megy. Ugyanez igazolható a  szabályos sokszög 
többi szögpontjára nézve is ; szóval, az em lített kör a  sokszög vala­
mennyi szögpontján átvonul.

Látni ebből, hogy a  szabályos sokszög oldalai valam ely kör 
egyenlő  húrja i gyanánt tekinthetők. Úgydc az egyenlő húrok ugyan­
azon körben a középponttól egyenlő távolságra vannak, teh á t az 
0 -ból a  sokszög oldalaira bocsáto tt merőlegesek egyenlők, azaz : 
O A' =  O B' ■■= OC' stb.



Ennélfogva ugyanebből az 0  pontból még egy m ásik kör is 
alakítható, mely a sokszög valam ennyi oldalát érin ti.

A beírt és körülírt körnek eme közös középpontját a  szabályos 
sokszög középpontjának  nevezzük. Az A O B , BOG, COD  stb. szögeket 
m élyek m in d  egyenlők, a  szabályos sokszög középponti szögeinek 

íondjuk.
Az 72-oldalú szabályos sokszögben m inden középponti szög 

• • , 360° _
nnyi, m in t—— . Eszerint a  középponti szög könnyen kiszám ítható.n

A3. A  körbe ír t szabályos négyszög.
, . .  . . .. 360°
középponti s z ö g e :—j — ~  90°; szerkesztése

15&. ábra.

körbe ír t  négyzetnek 

teh á t igen egyszerű.

T. i. m eghúzzuk az adott körben A C  (154. 
ábra), m ajd erre  merőlegesen B D  á tm érő t; akkor 
A B C B  a kívánt négyzet. Ebben P ythagoras tantétele 
szerin t :

~TTB =  ~ÄQa  - J -  ÜO* =  2TIÖ* 
teh á t A B  —  AO. \ '  2 —  r . \  2 

azaz : a beírt négyzet oldalhosszát ú g y  tálcájuk meg, 
hogy a körsugár hosszát \ f2 -v é l  megszorozzuk.

A beírt szabályos négyszög középponti szögeinek felezése által 
szabályos nyolez-szöget, ebből a  je lzett szög ism ételt felezése által 
szabályos 16-, 32- . . .  szöget szerkeszthetünk.

4. A  beírt szabályos hatszög és háromszög. Legyen A B  (153. 
bra) az adott körbe ír t szabályos hatszög egyik oldala. Végpont­

ja it a  kör középpontjával összekötvén, A O B  
három szög keletkezik ; ebben A O B  szög, m int a 

szabályos hatszög középponti szöge, vagyis 
CO°,következöleg a m ásik két szög összege 120 fok­
n y i; minthogy azonban A O  —  BO, azért m ind­
egyik szög C0°-nyi, azaz A O B  három szög egyenlő- 
oldalú, következőleg a beírt szabályos hatszög 

oldala éppen akkora, m in t a kör sugara. Ha tehá t a kör sugará t a  
kerü letre  ha tszor felmérjük, szabályos hatszög szárm azik.

A szabályos hatszögből szabályos háromszöget a lakíthatunk, 
ha az előbbinek páros (vagy páratlan) szám ú szögpontjait mellőzve, 
a  többi h á rm at összekapcsoljuk (pl. A C E  /\j). A szabályos hatszög 
középponti szögeinek ism ételt íelezése révén szabályos 12-szöget, 
24-szöget stb., alakíthatunk.

155. ábra.



5. A  körbe ír t szabályos tízszög és ötszög. A szabályos tízszög 

középponti szöge : =  36°. Legyen A O B  <  =  36° (156. ábra),

teh á t A B  a  be írt szabályos tízszög egyik oldala. A O B  három szög 
156. ábra. egyenlő szárú  lévén O A B  <  =  Ó B A  <£ —  

f  (180° — 36°) =  £. 144° =  72°.
Felezzük Ó B A  szöget, ekkor O B L  <  =  

L B A  <£ =  72« =  36°, következőleg O L B
három szög is egyenlöszárú, (m ert L O B  =  O B L  
szög 36 foknyi) és O L  —  B L .  Szintúgy A B L  
három szög is egyenlöszárú, m ert L B A  szög 
36°-nyi, O A B  szög 72°-nyi lévén, a  harm adik 

^C-nek szükségképen 72°-nyinak kell lennie ; ennek következtében 
A B  =  B L  =  L O .

A m ondottaknál fogva : A O B  / \  oo A B L  A "höz, teh á t :
BO  : A B  =  A B  : A L ,  

vagy : A O  : L O  =  L O  : A L
azaz A O  sugár Lj  pontban folytonos a rá n y  szerin t van osztva, és a 
nagyobbik szelet L O  akkora , m in t a beírt szabályos tízszög oldala. 
Ha tehát az adott kör sugará t folytonos a rá n y  szerin t osztjuk (43. §.), 
a  nagyobbik szelet a  körbe írt szabályos tízszög oldalát adja.

A föntebbi aránypár alapján a szabályos tízszög oldalhossza 
is kiszám ítható. Rövidség okáért legyen A B  =  L O  =  x  ; a  sugár 
hossza =  r, ekkor :

r : x — x  : (r —  x), tehá t : a?3 =  r (r — x)  és :

•2
* =  - T ± l / r  + r!

Minthogy itt a  kettős előjelből csak a  -{—nak van helye, tehát

f i V T - 1 )X
2

A szabályos tízszöggel az ötszög is meg van határozva, m ert, 
h a  az előbbinek páros szögpontjait elhagyjuk és a páratlanokat 
összekötjük, szabályos ötszög keletkezik.

A középponti szögek felezése révén a szabályos tízszögből 
20-, 40-, 80- stb. oldalú szabályos sokszöget alakíthatunk.

A sza b á ly o s h atszög  k özépponti szöge a kerü let  ̂ részén ek , a tízszögé pedig  
a  k erü let é s  részén ek  fe le l m e g ;  úgyde J —  to  —  íV ; g szerin t a  szab á lyos  
tizen ö tszö g  is k ö n n yen  m ega lak íth ató  ; t. i. a h a tszög , közép p on ti szög éb ő l a t íz ­
szögét k ivonjuk . A tizen ötszög  se g ítség év e l a 3Q.-szőg, G0-szög stb . is  m eg sze r ­
k esz th ető . > ' :í



G. A z  adóit körbe ír t szabályos n  szög oldalhosszából az ug ya n ­
azon körbe ír t 2n-szög oldala is kiszám ítható és viszont.

Legyen A B  (157. ábra) a  körbe ír t  szabályos 
n -szög egyik oldala ; ha erre 0  középpontból OC  
m erőlegest bocsátjuk, ez úgy a húrt m int a  meg­
felelő körívet felezi; A C  tehát a beírt 2n-szög 
egyik oldala. Húzzuk meg A O  sugara t és A B  
húrt, továbbá legyen rövidség okáért A B  =  ln> 
A C  —  ?2«, A O  —  CO —  r. —  C A E  derékszögű 
három szögben :

TC*  =  CD. C E , vagy l\n =  2r. CD.

Azonban CD —  OC  — OD  =  r  — OD. Továbbá A O D  derékszögű 
három szögben :

157. ábra.

O D  =  j /  A O 2 — A D 2 =  j /  r2 —

teh á t:

következésképen :

vagy : 

tehát :

i l  =  2r (  r  _  j / , ,  _

4 =  r>( 2 - j /  4 - 1 ) .  

fi« =  r I /2  — | / 4  - ( —)' U)

Viszont, a  beírt 2«-szög oldalhosszából a  szabályos n -szög 
oldala is kiszám ítható. Ugyanis A D C  derékszögű három szögben: 

A D 2 =  A 6'3 — C7)2, vagy :
L

Ámde AU2
( í) '- 72

2)i C D 2.

CD . C E ;  következőleg:

r.T) -  ^  _  &  
C E  —  2r

ezen értéket helyettesítve, lesz :
/ 7  \ 2 y 7» \ 2I n  \  1 o I  c2n  \ &



következőleg : ln =  4 — . (2)

Lássuk ezen képletek alkalm azását nehány esetben.

A körbe írt szabályos négyszög oldalhossza : lA =  r V  2 ; tehát az ugyan­
azon körbe írt szabályos nyolcszög oldalhossza (l8) az (1) képlet szerint :

L : : r j X 2 -  V  2, továbbá őc —* r " |/^ '2  -  J / ^  2 +  V2 ;

■ R  2 ' +  ■ j /  2 +  V2 ; stb.

A körbe írt szabályos hatszög oldalhossza : =  r, tehát a beírt három­
szög oldala a (2) képlet szerint : l3 =  r  V  3.

A körbe írt szabályos tízszög oldalhossza : li0 — ~  ^ V o — 1 
a (2) képlet alapján :

tehát

vagy, ha (Vő — l)-t a gyökjel alá visszük és a kijelölt m űveleteket végre­
hajtjuk, lesz:

’W
í. =  L. \ f  10- 2V5/

Említésre méltó, hogy ha a tízszög oldalhosszának m ásodhatványához a 
sugár négyzetét hozzáadjuk, összegül az ötszög oldalhosszának négyzetét kapjuk :

2

Ugyanis r" - + ~  ( \ /  ' 5 -  1^ =  ~  ^10— 2 V 5 ~ j —  (/,)*.

Eszerint a körbe írt szabályos ötszög oldala egyszersm ind átfogója 
azon derékszögű három szögnek, m elynek egyik befogója a sugár, m ásik befogója 
a tízszög oldala.

7. A z  adott körbe ir t szabályos sokszög oldalhosszából az u g y a n ­
a n n y i  oldalú körü lirt sokszög oldala is kisiám itható  ; és viszont,

158. ábra. Legyen A B  (1.58. ábra) a  be írt szabályos
n -szög egyik oldala; ha  erre  0  középpontból 0 0  
merőleges sugara t vonjuk, és az utóbbinak G vég­
pontján keresztül A B -haz E F  párhuzam ost húzzuk, 
mely a kellően m eghosszabbított O A  és O B  suga­
rak a t E , illetőleg F  pontban m etszi ; akkor ezen E F  
a körü lírt szabályos 11 szögnek egyik oldala, m ert 

E F  érinti a  kört és ugyanazon középponti szögnek felel meg, m int 
az A B  húr. (2. p.)

Rövidség okáért legyen A B  =  ?n> E F  =  L n és A O  =  r.
Á b e lL é v a y  P a lik é it : Miír tan. I. rész. 7



A O D  és E O C  három szögek hasonlóságánál fogva:
E(2 : A D  =  CO : DO, vagy :
E F  : A B  —  CO : D O , azaz :
L n . In ■—- 1 . DO.

Azonban A D Ó  derékszögű három szögben:

1) 0 ^j / 1 5 ^ -2 5 5  =  r« -  (-” ) !

teh á t :

következésképen :
L .r

v '
r A —

vagy:
2L

F (3)

H asonlólag :
2 E

/ L n
(4)

A lkalm azzuk  a (3) k ép letet n eh á n y  egyszerű  esetb en .

A h árom szöget i l le tő le g :  /3 =  r V 3, L3 =  2 /-V 3  =  2/3.

A n ég y sz ö g et il le tő le g :  í4 =  r V 2 ,  L 4 =  2r.

A h atszögre  n ézv e  : la =  r, Aö —  */sr ^  3  —  1 A3.

, 8 . ^  beírt és körü lírt szabályos sokszögek kerületének és terü­
letének kiszámítása.

Legyen ism ét (158. ábra) A B  a  beírt, E F  a körülírt szabályos
n-szögnek egy-egy o ldala ; az első ism ét ln, az utóbbit L„-nel je lö l­
jük  ; továbbá a beírt idom kerü leté t és terü le té t kn és ^ -n ek  a körü l­
írt sokszög kerü leté t ^ s  te rü le té t K n és Tk-nek nevezzük.

A  szabályos sokszög kerületét megtaláljuk, ha egyik oldalának 
hosszát az oldalak számával megszorozzuk. E szerint :

kn —  h ln. (5)
K n —  n L n. (6)



Vagy a (3) képlet tekintetbe vétele mellett :
Tr 2 n lnA n = ------

“72 (7)
y2

Ebből 1 egyszersm ind kitűnik, hogy a le ír t szabályos n-szög 
hevülete szükségkép kisebb, m in t a megfelelő körülírt szabályos 
n-szög é. (Miért?)

A területet illetőleg a 2. pontban láttuk, hogy m inden w-oldatu 
szabályos sokszög n  egybevágó három szögre osztható : ezért csak 
■egy ilyen három szög terü letét kell kiszám ítanunk és azt w-szer 
vennünk.

A beírt sokszöghez tartozó A  OB  három szög területe : t— \  in. 01). 
-O D -t  A D Ó  derékszögű háromszögből tudjuk meg, ugyanis :

;

tehát: t —  - A l .  - j A  —  ÍL ;
4 \  r 2

Iiövetkezöleg a körbe írt sokcszög területe :

0 1 )

(8)

A  körülírt sokszögre vonatkozólag E O F  három szög te rü le te : 
T  —  x/2. L n. OC —  x/2 L n. r , 

t e h á t  az egész körülírt n -szög területe :
T n =  Va n r L n —  x/2 K nr.

Azaz : a körülírt szabályos sokszög területét megtaláljuk, ha 
*a n n a k  kerületét a sugár felével megszorozzuk.

Vagy ha Ív h o ssz á t a beírt sokszög oldalhossza ln által fejezzük ki : 
/7? ln
A n  — —------------------------- -

~ll  O )ifi y  &

P éldáu l a három szögre v on atk ozó lag : t3• =  f r 2 VÓ3, és T3 =  3 r2 V 3 ;  a 
^négyszögre nézve : ti  —  2r-, és 1 \  =  í r 2, azaz a körülírt három szög terü lete  
4-szer akkora, m int a beírt három szögé, és a körülírt n ég y zet terü lete  k étszer  
■akkora, m int a m egfe le lő  beírt n é g y z e té ;  stb.

A (8) és (9) képlet összehasonlításából kitűnik, hogy : a beírt 
sí-szög területe m indig  kisebb, m in t a megfelelő körülírt n-szögé.

\



Hetedik fejezet
A kör kerü lete  és területe*

55. §. A körvonal mérése.

Minthogy a kört a  sugara  tökéletesen m eghatározza, a kö r­
vonal hossza csak a sugár hosszától függhet. E szerint a kerület és- 
sugár hossza között bizonyos m eghatározott összefüggésnek kelt 
léteznie ; ennek m egállapítását a körvonal kiegyenesítéséhek  (rectifi- 
catio) nevezzük.

A kör m érésénél a  fö nehézség abban áll, hogy különnemft- 
m ennyiségeket kell egym ással összehasonlítanunk, t. i. görbe vonalat, 
egyenessel, ez pedig csak közvetve, a szabályos sokszögek segítsé­
gével végezhető. Ugyanis, ha valam ely körbe szabályos sokszöget,
pl. négyszöget) rajzolunk, és az oldalak szám át ism ételve m eg - 
kettöztetjük  : a  szárm azott sokszögek annál inkább közelednek a. 
kör kerületéhez, minél inkább szaporodik az oldalak szám a. Ugyanez, 
áll a körülírt sokszögekről; ezek is annál közelebb sim ulnak a. 
körhöz, minél inkább növekedik oldalaik szám a ; csakhogy a  körülírt 
sokszögek kerülete az oldal szám  szaporodtával folyton k iseb b ed ig
a  beírtak  kerülete ellenben m indinkább növekszik.

Ezt szorosan így bizonyítjuk be~ 
Legyen A B  a beírt szabályos ?i-szög. 
egyik oldala (159. ábra)', 0  a  kör közép­
pontja, és ÖC  sugár _[_ A B  re  ; ek k o r
A C  és B C  egyenesek a  beírt 2n-szög;
két oldalát ábrázolják. A B C  három szög­
ben m int tudjuk A B  <  A C  -f- BC .̂  
vagy ln 2lvi tehát n ln <  2n/a„, vagyis- 
kn <  k%n.

k% n k jii»,
szóval: a körbeírt n  oldalú szabályos sokszög kerülete m in d ig  kisebb^ 
m in t a z  ugyanazon körbe ír t 2n-szög kerülete.

Továbbá lia A , C  és B  pontokon keresztül a körhöz érin tőket 
húzunk és ezeket kölcsönös átm etszésükig m eghosszabbítjuk, A F

159. ábra.

F

Szintúgy :



«6s F B  egyenesek a  körü lírt szabályos w-szögnek egy-egy /e/oldalá- 
~val, D E  pedig a körülirt ^«-szögnek egy egész oldalával egyenlők, 
azaz A F  —  B F  —  $ L U, és D E  =  L in.

Már m ost D E F  három szögben;
D E  <  D F  -j- E F ,

te h á t  egyszersm ind;
A D  -f- D E  +  E B  <  (A D  -j- D F )  -{- (E F  - |-  E B )  ; 

m inthogy : A D  —  D G  —  C E  =  E B ,
te h á t :  4 A D  <  A F  -J- B F  =  2A F , vagy :

4 ^ < 2. - 2- azaz 2 L , „ < L . :

>tí-nel szorozva lesz : 2n L VI < ( n L n

■vagyis : -
E%n F n.

Szintúgy bizonyítható be, hogy:

K^n B  2n stb.

ráz az : a M r illírt n-oldalú szabályos solcszög kerülete m ind ig  nagyobb 
<n körülírt 2n-oldalú sokszög kerületénél.

E nnélfogva , ha ú g y  a beírt, m in t a megfelelő körülírt sokszög 
o lda la i szám át ismételve megketlözietjük, a beírt sok szögek kerülete fo ly­
ton növekedik9 a körülírtaké ellenben szakadatlanul csökken, azonban 

c s a k  bizonyos határig, m ert bárm ekkorára nő tt is az oldalak szám a, 
ix beírt idom kerülete m ind ig  a körön belül van  és ennél kisebb, a  
kö rü lír t sokszögé ellenben a körön k ívü l esik és ennél nagyobb. 
(Archimedes elve.) E szerin t úgy a beírt, m int a  körü lírt sokszög 
k erü le te  az oldalszám szaporodtával ugyanazon közös h a tá rh o z : a 
k ö r  kerületéhez közeledik, és e kör mindig a be írt és körü lírt sok­
szögek kerülete közé esik. Világos tehát, hogy a beírt és körülírt 
sokszögek oldalai szám ának kellő szaporításával a  kör kerületét 
tetszőleges szűk határok  közé szoríthatjuk.

Ezekután legközelebbi teendőnk : két megfelelő szabályos 
.•sokszög kerü leíét kiszám ítani. E rre nézve a legcélszerűbb a beírt 
szabályos hatszögből kiindulni, m ert ennek kerülete végszerü (ratio- 

malis) szám, feltéve, hogy r  végszerü. Kiszám ítjuk tehát először a 
tbeirt és körülírt szabályos hatszög kerületét, ezután a beírt és 
»körülírt szabályos tizenkétszög, továbbá a beírt és körülírt szabályos 
Giuszonnégyszög stb. kerületét.



Az eredm ényt a következő tábla m u ta tja :

« A b eírt « -szög  kerü lete A körülírt « -szög  kerülete

6 2 r. 3 2 r. 3-4641016
12 2 r. 3-1058285 2 r. 3-2153903
24 2 r. 3-1326286 2 r. 3"1596599
48 2 r. 31393502 2 r. 3-1460862
96 2 r. 3-1410319 2 r. 3" 1427146

192 2 r. 3*1414524 2 r. 3-1418730
384 2 r. 3 1415576 2 r. 3-1416627
768 2 r. 3-1415838 2 r. 3-1416101

1536 2 r. 3-1415904 2 r. 3-1415970
3072 2 r. 3-1415921 2 r. 31415937
0144 2 r. 3-1415925 2 r. 3-1415929

12288 2 r. 3-1415926 2 r. 3-1415927

stti. stb. slb.

A kör kerületének keresett hossza (k) e táb la  második é s  
harm adik rovatának  megfelelő szám ai közé esik. Látni való, hogy e- 
szám ok mind jobban és jobban közelednek egymáshoz és ha a szá­
m ítást az előadott mód szerint folytatjuk, a kör kerületét oly pontos 
határértékek  közé szoríthatjuk, am int akarjuk. Az utolsó sor szerin te  

1c >  2 r .  3-1415926 és 
7c < 2  r. 3-1415027 

tehát h a t tizedesnyi pontossággal:
lc =  2 r .  3-141592.

le
A kerület és az átm érő arányát, v ag y is-^hányadost --vei szo k ás 

jelölni ; eszerint :

—  =  3 - 1 4 1 5 9 2 6 . . . . = -  
2r

következéskép :
le —  2r. -K (1)

A m ondottak szerin t íz végszerütlen, azonban állandó szám, azaz- 
m inden körre nézve ugyanazon értékű. Az (1) egyenlet értelm ében 
a  kör hosszát úgy szám ítjuk ki, hogy az átm érőt (2r-t) --v e i meg­
szorozzuk.

jw iek  értékét az egyp tom i Ahm es-féle  p apyruson  (16 : 9) * =  3'1604-nek^  
A rchiniedesnél (212. év  körül Kr. e.) 3J-nek  ta lá ljuk , am i a föntebbi tábla  4-d ik  
sorának  fe le l m eg. M etius szám ítása  szerin t (1550. év  Kr. után) n = f f § ;  e z e a



érték  a hatod ik  t ized esig  szab atos, en n élfogva  gyakorlati szám ítások ra  elég  
p on tos. Még p ontosabb  L u d o lf  van  C eulen  szám ítása  (1596. évben), sz e r in te :  

n =  3'14159 26535 89793 23816 26133 83279 5 0 2 8 8 . . .
Az ő tisz te le tére  rc-t L udolf-féle szám nak  is  n evezik . F elsőb b  m en n y iség ta n i  
utón  Ver/a 140, D ahse  200, R ich ter  500 tized esig  h atározta  m eg ~ érték ét.

A föntebbi képletből továbbá következik, hogy:

2r  =  ~  és r  =  A .  (2)

Ha a kör sugara =  a hosgzegységgel, vagyis r —  1, ez eset­
ben le —  2- ,  teh á t Tr =  \ k ,  azaz t- egyszersm ind azon kör /ég­
te rü le té t fejezi ki, melynek sugara  =  1.

K ét különböző kört hasonlítva össze egymással, és a  m eg­
felelő su g ara t R -  illetőleg r-re l, a körök kerü letét K -  és Æ-val jelölve 

K  =  2 R -  és =  k  —  2rn  ;
teh á t :

K  : k  —  2 R  : 2r =  R  : r.
azaz : a körök kerületei ú g y  aránylanak egymáshoz, m in t a 

megfelelő átmérők, vagy sugarak.

56. §. A körívek mérése.
A 32. §. szerin t ugyanazon kör ívei úgy aránylanak  egymás« 

hoz, m int a  megfelelő középponti szögek. Ha teh á t valam ely kör 
két ívének hosszát l- és ^-gyel, a megfelelő két középponti szöget 
a- és tfj.-gyel jelö ljük:

l : l x =  a» : y.x o.

Ennek alapján az a° szöghöz tartozó ív hosszát (Z-t) azonnal 
kiszám íthatjuk, m ihelyt egy m eghatározott szöghöz tartozó í\ 
hosszát (Zi-t) ism erjük. Ám ha ŷ 0 =  360®, a megfelelő körív ism e­
re tes  ; m ert ez esetben (55. §.) ?x — 2r7r. T ehát : 

l : 2 r -  =  a° : 360°

következőleg : l =  a. ~  (3)

Viszont, ha  l és r  ism eretes, kiszám íthatjuk y.-t, t. i.

A fönnebbi egyenletekben előforduló jg(jo®s törteknek m ér­

tani jelen tésük  van. Ugyanis az előbbiek szerin t tt oly kör fél k e rü ­
letével egyenlő, melynek sugara =  1 ; továbbá tudjuk, hogy a fél kö r­



kerületnek 180°-nyi középponti szög felel m eg ; ezek szerin t ~ :  180® 
nem  egyéb, m int az l°-nyi szöghöz tartozó körív hossza, midőn a 
sugár hossza =  1 ; m ert ha a 180°-nyi körív hossza - ,  világos,

hogy az l°-nyi ív hossza =  ~ ^ 0, teh á t 1° ív =  arc 1® —

Viszont- azon középponti szög fokszám át jelenti, melynek

íve 1, föltéve mindig, hogy r —  1. Az osztást végrehajtva: 
180°
— —  57° 17' 44-8". (5)

Továbbá :

1' í v  =  arc 1/ =  - —'A— és 1" í v  =  arc T+ n o  r*r\ c   W / O  I    T T T Z ----------------------------- .
180.60 180. 60. 60

föltéve ismét, hogy r  —  1.
A szám ítások könnyítéséül célszerű az l°-nyi, l '-n y i és l"-ny i

ív hosszát egyszer s m indenkorra kiszám ítani. E szám ítás kővetkező
eredm ényre vezet :

arc 1° =  0-01745329252 . . . |
arc 1' =  0-00029088821 . . .  ha; r _  1#
arc 1" =  0-00000484814 . . . j

E zen  értékek  alapján  a 2°, 8° . . . 180° ívek , tovább á a 2', 3 ' , . .  .6 0 '-n y i 
ívek  és vég ü l a 2", 3" . . 60"-nyi ívek  k ön n yen  k iszám íth atók  é s  k én y e lm es  
h a szn á la t cé ljáb ó l táb láza tosán  ö sszeá llíth a tó k . Ilyen  ív h o ssz-tá b lá za t a  legtöb b  
logaritm u s-k ön yvb en  ta lá lható .

Valam int a körkerületek akként aránylanak  egymáshoz, m int
a megfelelő sugarak, úgy az egyenlő középponti szögekhez tartozó
ívek is  ú g y  a rány lanak  egymáshoz, m in t a megfelelő körök sugarai.

M ert: l : 2 r -  =  a° : 360°,
továbbá egy m ásik körre vonatkozólag:

L  : 2I I -  =  y.° : 360° ; teh á t 
L  : l —  l i  : r. (6)

57. §. A kör területe.
Az eddig előadottak u tán  könnyű belátnunk, hogy a  beírt és 

körülírt szabályos sokszögek területei is annál inkább közelednek 
a  kör területéhez, m inél inkább szaporodik az oldalak szám a. Ezért 
a  kör területének  k iszám ításánál is a  szabályos sokszögekből 
indulunk ki.

Nyilvánvaló, hogy a beírt sokszög területe kisebb, a  körü l­
írté  ellenben nagyobb a kör területénél. Ámde bárm ely szabályos

___________________



sokszög terü letszám át úgy találjuk meg, hogy kerülete hosszát a közép­
ponti háromszögek félmagasságával megszorozzuk (54. §. 8. p.) E szerin t 
a  körülírt sokszögek területe az oldalszám  szaporodtával folyton 
kisebbedik ; m ert kerületük folyton csökken (55. §.), • a  középponti 
három szögek m agassága pedig állandóan a kör sugara. Ellenben a  
heírt sokszögek kerülete az oldalszám  növekedtével m indinkább 
nagyobbodik; m ert ez esetben a  kerület hossza és a  három szögek 
m agassága egyaránt növekedik. De sem a körü lírt sokszögek 
területének kiscbbedése, sem  a beírtak  terü letének nagyobbodása nem  
lehet h a tá rta lan  ; ellenkezőleg úgy a körülírt, m int a b e írt sokszögek 
terü lete  az oldalszám  szaporodtával ugyanazon közös határhoz, a kői 
területéhez közeledik.

Minthogy a körülirt sokszög terü letszám a annyi, m int a  kerü let 
szorozva a fél sugárral, e kerület h a tá ra  pedig a  kör kerülete, m elyet 
te tszés szerinti pontossággal k iszám íthatunk : ennélfogva a kör terü­
letét is ú g y  találjuk meg, hogy a kör kerületének hosszát a fé l 
sugárral megszorozzuk. A zaz, ha a  kör te rü letszám át /-vei, kerü leté t 
7>val, a  sugár hosszát r-re l je lö ljük : t —  x/2 r k ;  mivel pedig k  —  
2 r tu; te h á t:

t  =  ; (7)
szavakkal : a kör területét ú g y  szám íthatjuk ki, hogy a sugár máso­
d ik  hatványát ~--vél megszorozzuk. Ezt egyébként az 54. §. m in tája  
szerin t szabatosabban is bebizonyíthatjuk, ha a  be írt és a  körü lírt 
szabályos 6-szög, 12-szög, 24-szög stb. terü le té t tényleg kiszám ítjuk.

A fentebbiek szerin t a  kör terü lete  oly három szög területével 
egyenlő, melynek alapvonala a kör kerülete, m agassága a kör sugara. 
M ásrészt tudjuk, hogy m inden háromszöget egyenlő terü le tű  négyzetté 
lehet á ta lak ítan i; e szerin t a  kört is egyenlő terü letű  négyzetté 
változtathatjuk . Csakhogy a kör eme négyszögesítése (quad ra tu ra  
circuli), mellyel úgy az ó- m int az ú j-kor m ennyiségtudósai sokat 
foglalkoztak, csak szám ítással végezhető, m ert a  körkerület hosszát 
m értan i szerkesztéssel szabatosan m eghatározni lehetetlen. H a az 
egyenlő terü le tű  négyzet o ldalhosszát «-val jelöljük, «2-nek egyen­
lőnek kell lennie r 2--vel, te h á t:

a —  r  V tv ■== r. 1*7724538 .....................
Viszont, a  kör adott területéből a  sugár hossza is kiszám ítható, 

m ert a föntebbi képlet szerin t:

0-5641896 . . VíT" (8)



Végül hasonlítsuk össze két kör T  és t területét, ha megfelelő 
sugaraik  R  és r. Minthogy :

T  —  R 2-  és t —  r 2~ ;
A zért :

T  : t =  R 2: r 2,
azaz : két kör területe ú g y  a rá n y lik  egymáshoz, m in t a megfelelő 
sugarak másodhatványai.

58. §. A kör részeinek területe.
1. A körgyűrű  területe. K örg yű rű n ek  (160. ábra) a  sík azon

160. ábra. részét nevezzük, mely két koncentrikus kör kerülete
közé esik. Ha a két kör sugarát R -  és r-re l jelöljük^
a körgyűrű terü lete :

t —  R*~ — r*T. =  ( i^ 2 _ r 2)- 
vagy : t =  {R  - f  r) (R — r)~. (9)

Minthogy 2jR t. =  K , és 2 r -  —  k , következőleg (A?-}-r)77 =
1f2 (K -f- k ), teh á t a  fönnebbi egyenletet így is írhatjuk  :

K  4 -  k  
t =  g (R — r\

azaz : a körgyűrű  területe oly trapéz területével egyenlő, m elyneh  
két párhuzamos oldala a körök kerületeivel, magassága a g y ű rű  széles­
ségével egyenlő.

2. A  körcikk területe. K örcikknek , vagy Jcörsectornak a  k ö r 
olyan részét nevezzük, m elyet két sugár, meg egy körív határok

161. ábra. (161. ábra.)
A 32. §. szerint könnyű kim utatni, hogy 

a - B az ugyanazon körből kihasított két cikk terü le te
úgy aránylik egymáshoz, m int a megfelelő közép­
ponti szögek. Eszerint, h a  valamely körcikk 
terü letszám át /-vei, középponti szögét a-val, 

s u g a rá t r-re l jelöljük, a  következő aránypárt állíthatjuk fel: 
t:  r 2-  =  a 0 : 360°’;

a

1 "360°
ám de a® : 360° =  l : 2nz, (ha t. i. a körív hosszát M el jelöljük), 
enn é lfo g v a’,

t ; r 27w =  l : 2r - ,  és ebből 
t —  V a

(Ï0)



162. abra.

tehát: a körcikk területe oly háromszög területével egyenlő, m élynek  
alapvonala: a körcikk íve , magassága: a kör sugara.

3. A  kör szelet (segm entum ) területe. K ör szelet (162. ábra) a  k ö r 
azon része,m ely egy körív és a hozzá tartozó húr- 
közé esik. Minden körszelet egy körcikk részéül 
tekinthető ; igy A B C  körszelet A O B C  kör- 
sector egy része. A  körszélet területét meg­
találjuk, ha az illető körcikk területéből a  
középponti háromszög területét kivonjuk.

4. Ilippoh ra tes tantétele. Ha v a la m ely  derékszögű  három szög három  oldalára, 
félk örök et a lak ítu n k  : a befogók fö lött tám adt h o ld acsk ák n ak  ö sszesen  akkora, 
terü letü k  van , m int a három szögn ek .

163. ábra. Mert leg y en  A B C  (163. ábra) va lam ely  derék­

szögű  három szög ; az 57. §-nál fogva az A C  átfogóra  

rajzolt félkör terü lete  =  % {^AC)2k =  iA C 2r.; az A B  

befogóra rajzolt félkör terü lete  =  ? ( |  A B )2z  =  

i  A B 2k és a B C  befogóra rajzolt félkör terü lete  =  i  

(I BC)2r. =  í  BC2r..
Á m de P yth agoras té te le  sz er in t:

ÖÄC2 — K B 2 +  ~BC2 ; 
l ia  ezen  eg y en le te t J - ve l szorozzu k :

i  AC2r. =  a A B 2-  +  a ~BC2n,
v a g y is  :

A BC  félkör =  AFB  félkör +  BGC  félkör.
V onjuk ki ezen  eg y en le t  m indkét o ldalából az ADB  és BEC-ve\ je lö lt  k örsze­

le tek e t, m arad :
ABC  A  =  AFBD D +  BGCE 1 .

Feladatok a síkm értanlioz.
I. Fejezet. A szögekről.

1. Hány másodperc az a =  3° 27' 10" szög ?
2. Hány fok, perc és másodperc 1827" ?

a -j- p
3 . a =  57° 37' 18", ß == 48° 10' 26" ; m ennyi a +  ß és a —ß; — g —

4. Mily nagy szöget zár be a két óramutató 4 órakor, 7 órakor, 1 óra
15  perckor, 3 óra 45 perckor?

5. Mennyivel nagyobb 270°, mint a =  69° 42' 56" és ß === 75° 36' 35" szögek

C sszege ?



6 . Három  szög összege  159° 32' ; az e lső .szö g  59°, m ekkora a m ásik  k ett3 , 
•ha ezek  eg y en lők ?

7. M ennyi c, La 2 II +  a 3  II— a?
8 . « +  ß =  72° 38' 18", «— ß =  21° 18' 58" ; m en n y i * és ß ?
9 . a  —  18° 10' 12", ß =  26° 18' 9 " ; m en n y i 5 a - 3  ß ?

10. M ekkora az 59° 36' 20"-nyi szögnek  a pótló szöge ?
11. M ekkora a  75° 39' 45" -n yi szögnek  a pótló szöge ?
12. M ekkora két pótló szög, am elyek n ek  k ü lön b sége 1° G' 40" ?
13. M ekkora a 80° 36' 20"-nyi szögnek  és m ekkora a 130° 26' 48"-nyi

szögnek  a m ellék szöge ?
14. M ekkora két m ellék szög , am elyek n ek  k ü lön b sége «) 18° 50' 3 2 " ;  

<b) 151° 32' 4 0 " ?
15. V alam ely  szög  90° +  a ; m i a m ellék szöge ?
16. Két m cllék szög  aránya 2 : 7 ;  m ekkora m in d eg y ik ?
17. Két m cllék szö g  k özü l az eg y ik  kétszerese  a m ásiknak; m ily  n agyok  

•e sz ö g ek ?
18 B izon y ítsu k  be, bogy  a m cllék szögck et felező  eg y en esek  egym ásra  

m erőlegesek .
19. Ha v a la m ely  eg y en es egy ik  p ontjából az eg y en es u gyan azon  o ldalán  

két egyen lő  szöget e llen k ező  irányban felm érünk és az eg yen esre  u gyan eb b en  
a pontban m erő legest á llítu n k , ekkor ez fe lez i a két szög középső szárai á lta l 
bezárt szöget.

20. A két egym ást m etsző  eg y en es á lta l alkotott n ég y  szög k özü l eg y ik  
a =  38° 28' 18"; m ily  n agy  a többi sz ö g ?

21. B izon yítsu k  be, bogy  bárom  egym ást egy  pontban m etsző  eg y en esn é l  
bárm ely  bárom  nem  szom széd os szög ö sszeg e  180°.

22. B izon y ítsu k  be, b o g y  a szög szögpontjában  a szöget fe lező  eg y en esre  
•em elt m erő leges a m ellék szöget felezi.

23. Ha a derékszög két szára közt, szögpontján  át eg y en est b ú zu n k , a  
k eletk ezett n ég y  szög  közü l k ét-két á te llen es  szögnek  a k ü lönb sége l i .

24. B izon y ítsu k  be, b ogy  v a la m ely  szög felezője annak csú c sszö g é t  
is  fe lezi.

25. Ha va la m ely  szög szögpontjában  m indkét szárra m erő leg esek et  
■állítunk, az ezek  álta l bezárt szög egyen lő  az adott szöggel, vagy  k ieg ész iti azt  
180°-ra, aszerin t, am int a m erőlegesek  az adott szög egy ik  szárának u g y a n ­

a z o n , v agy  két k ü lönb öző  o ld a la  felé  baladnak.

II. Fejezet. A párhuzamos egyenesekről.
26. Ha két p árhuzam os e g y en est  ugyan azon  harm adikkal á tsze lü n k  é s  

-az egyik  szárm azott szög  102° 30' 20" ; m ekkora a többi h ét ?
27. B izon y ítsu k  be, b ogy , ha két párhuzam os eg y en est  egy  harm adikkal 

-Átszelünk, akkor :
a)  a társszögek  felező  eg y en ese i m erő legesek  egym ásra  ;
b) a váltó-, vagy  a m egfe le lőszögek  felező  e g y en ese i egym ássa l pár­

h u zam osak . >



28. B izon y ítsu k  be, h og y  a p árhuzam os szárakkal b iró sáogek  fe lező i 
v a g y  p árhuzam osak  egym ássa l, v agy  pedig  egym ásra m erőlegesek .

29. Ha v a lam ely  szög egy ik  szárának va la m ely  p ontjából az adott szög  
m in d k ét szárára m erő leg esek et szerk esztü n k , az ezek  á lta l bezárt szög  v a g y  
e g y en lő  az adott szöggel, vagy  1809-ra eg ész íti ki azt, aszerin t, am int a m erő­
leg esek  az e lső  szár egy ik , vagy  m indkét o ld a lán  haladnak.

III. Fejezet. Az idomokról és az egybevágóságról.

I. A három szög.

A  h á r o m sz ö g  b e lső  é s  k ü lső  sz ö g e i. 30. V alam ely  ferdeszögü  három ­

szö g b en  a —  g-, T =  51° 56' 14" ; m en n y i a és ß ?

31. V alam ely  három szögben  az egy ik  szög a derék szögn ek  |-o d  része, 
a m ásik  32° 4b' ; m ekkora a harm adik szög  ?

32. B izon yos három szög szögein ek  aránya 1 :  3 : 5 ; m ekkorák a szögek  ?• 
M ekkorák, ha az arány  2'5 : 3 : 4'2 ?

33. V alam ely  d erék szögű  három szög egy ik  h eg y es szöge 56° 12' 6 ” ; 
m en n y i a m ásik  ?

34. V alam ely  három szögben  két szög fél ö sszeg e  58° 12' 15", ugyanazok' 
f é l k ü lön b sége 28° 10' 54" ; m ekkorák a h árom szög  szögei ?

35. V alam ely  h árom szög  egyik  szöge a ;  m ekkora am a szög, am elyet
a  m ásik  két szöget felező  eg y en esek  alkotnak  ?

36. B izon y ítsu k  be, h og y  a három szögb en  az egy ik  szöget felező  eg y en es  
c s  a z  u gyan an azon  szög szögpon tjából von t m agasság  a m ásik  két szög fél 
k ü lö n b ség év e l eg y en lő  szöget zár be.

37. M ily n agyok  a derékszögű  h árom szög  h eg y es  szögei, ha az átfogónál
felevő egy ik  k ü lső -szög  56° 16' 2 3 ” ?

33 . A három szög egy ik  k ü lső -szöge 118° 26', a v e le  sz em b en  fekvő b e lső ­
szögek  eg y ik e  82° 33' 16". M ily nagyok  a három szög  szögei ?

39. B izon y ítsu k  be, hogy  a h árom szög egy ik  k ü lső -szö g ét fe lező  eg y en es  
a  szö g g e l szem b en  fekvő o ld a lla l o ly  szöget a lkot, a m ely  a k ü lső -szöggel sz em ­
b en  fekvő b e lső -szö g ek  fél k ü lö n b ség év e l egyen lő .

40 . Az A B C  h árom szög B  és C  sz ögén ek  fe lező  eg y e n e se i 90° -f- ~ .  

n a g y sá g ú  szöget zárnak be.
A  h á r o m sz ö g  á t e l le n e s  a lk o tó r é s z e in e k  ö s s z e fü g g é s e . 41. Az egyenlő- 

szárú  három szögben  az a lappal szem b en  fekvő  szög  72° 26' 18". M ily nagy  
a  m ásik  két szög  ?

42. Az egyen lőszárú  három szög alapján  fekvő egyik  szög 5 3 ft 16' ; m ekkora  
a  m ásik  két szög  ?

43. Az egyen lőszárú  három szög egyik  szárának m egh o ssza b b ítá sa  folytán- 
k ele tk ező  k ü lső-szög  132° 16' 38" ; m ekkorák a három szög sz ö g e i?

44. V alam ely  egy en lő szá rú  h árom szögb en  az a lap p al szem b en  fek vő­
szö g  a)  kétszer akkora, b) fél akkora, m int az alapon n yu gvó  egy ik  szög. M ily  
n agyok  a három szög  szögei ?



45. Az eg y en lő szá m  három szög alapjánál fekvő egyik  szög * ; m ily  n a ’ 
az á te llen es szögpontnál szerk esztett k ü lső -szög  ?

46. H a a derékszögű  három szögb en  az egyik  h eg y es szög kétszer akkor  
m int a m ásik , akkor az átfogó k étszer akkora m int a k iseb b ik  befogó. (U gyana  
a  h árom szöget a nagyobbik  befogó m e llé  szerkesztjük  stb . !)

47. B izon y ítsu k  be, hogy  az egy en lő szá rú  három szög egyik  szárának  
m egh osszab b ítása  á lta l nyert kü lső-szög fe lező  eg y en ese  párhuzam os az a lap h oz.

48. Ha az egyen lőszárú  három szögben  az a lappal á te llen es szögponton  
k eresztü l az a lappal párhuzam ost h ú zu n k , úgy  ez a k ü lső-szöget felezi.

49. A z a szög, m ely et az egyen lőszárú  három szögben  az egy ik  szárára  
bocsátott m agasság  az alappal befog, fe le  az alappal szem b en  fekvő szögnek .

50. Ha va la m ely  derékszögű h árom szögb en  az átfogót m ind k ét végpontján  
tú l  a szom széd os befogóval h osszab b ítju k , és a nyert k ét végp on tot a  derékszög  
szögpon tjáva l összek ötjü k , az ezen  összek ötő  egyen esek  á lta l befogott szög 135*.

51. Ha v a la m ely  egyen löszárú  három szög egy ik  szárát az a lappal sz em ­
közt fekvő szögpon ton  tú l saját h o sszá v a l h osszab b ítju k , é s  a n yert végpontot 
■az alap végp on tjával összek ötjü k , a  nyert egyen es m erőleges az alapra.

52. Ha v a la m ely  három szög két o ld a lát a közös szögponton  túl h o ssza b b ít­
juk , és pedig m in d eg y ik et a m ásiknak  a h o sszá v a l és a nyert végp on tok at a  
a harm adik  o ldal k ét végp on tjával összekötjük , a nyert eg y en esek  egym ássa l 
párhuzam osak.

53. Ha az egyen lőo ld a lú  három szögnek  m ind en  oldalára a végp on ttó l 
k ezd v e  eg y en lő  irányban  egy en lő  darabokat felm érünk, és a nyert p ontokat a  
három szög á te llen es szögpon tjával összekötjük , az ezen  eg y en esek  álta l h a tá ­
rolt három szög eg yen lőo ld a lú .

54. A derékszögű  h árom szögb en  a derékszög szögpon tjából k iin du ló  
középvonal az átfogó fe lév e l egyen lő . (H osszabbítsuk  m eg a k ö zép von a la t sa já t  
h osszáva l és a végp on to t k össük  ö ssze  a befogó egy ik  végpontjával.)

55. A három szög m inden  szögfelező  eg y en ese  az á te llen es o ld a lt k ét  
részre osztja , m ely ek  m ind egyik e k isebb , m int a szom széd os o ldal. (A k ü lső  
szög n agyobb  az á te llen éb cn  fekvő b első -szögek  eg y ik én él !)

A  h á r o m sz ö g  k é t  o ld a lá n a k  ö s s z e g e . 56. V izsgáljuk m eg, leh et-e  a 
következő három  távolság  v a la m ely  h árom szögnek  három  o ldala  ?

a )  3 8 ’32 ni, 35'09 m, 46'59 m. b) 130'30 m , 2G 0'í5 ni, 125’15 m. c) 62 ’4  m, 
77*6 ni, 114'5 m. d )  62'4  ni, 77*6 ni, 110‘5 ni.

57. L egyen  a, b és c három  távolság. Ha a  =  24  2 ni, b =  32'8  ni, m ekkorá­
nak v eh e tő  c, h ogy  a  három  távolság  v a la m ely  három szög három  o ld a la  
le h e sse n  ?

58. B árm ely három szög k özép von a la  k isebb , m int a két szo m széd o s  
oldal fél ö sszege .

59. A három  k özép von a l ö sszege  nagyobb a három szög fél k erü le tén é l, 
azonban k isebb , m int az egész  kerü let. (K özépvonal az az egy en es , m ely  a  
három szög va la m ely  o ld a lfe lező  pontját az á te llen es  szögponttal ö sszek öti.)

60. A három szögön  b elü l fekvő p onttó l a három  szögpon th oz sz erk esz te tt  
egyen esek  ö sszege  nagyobb  a három szög  fél k erü letén él, ám de k isebb , m in t  
a z  egész  kerület.



Gl. A három szög b árm ely  m agassága  k iseb b , m int a k ét szom széd os  
old al fél ö sszeg e , és a bárom  m agasság egy ü ttv év e  k isebb , m int a három szög  
k erü le te , azonban  nagyobb m int annak  fél kerü lete .

62. Ha v a la m ely  három szögben  m inden  old a lán  egy -egy  pontot v á la sz ­
tunk, és e három  pontot egy en esek k el összek ötjü k , az ezá lta l k eletk ezett  
három szög kerü lete  k isebb , m int az eredeti h árom szög k erü lete.

A h á r o m sz ö g e k  eg y b e v á g ó sá g a . 63. Az egyen löszárú  h árom szög szára ira  
von t m agasságok egy m á ssa l egyen lők .

64. Az eg y en lőszárú  három szögben  az alap  m elle tt fekvő k ét szögfe lező  
eg y en lő  eg y m á ssa l és egy en lő  darabokat vágnak  le  a szárakból.

65. Ha az egyen lő o ld a lú  h árom szögb en  a szögpontokból k iin d u lva  m in ­
den  oldalra  ugyanabban  a rendben egy en lő  távo lságok at felm érünk , és a nyert 
pontokat eg y en esek k el összek ötjü k , a szárm azó h árom szög sz in tén  eg y en lő o ld a lú .

6 8 . Ha az e lőb b i esetb en  az o ldal h arm adrészét m érjük fel, akkor az 
új három szög  o ldalai m erő legesek  az adott három szög oldalaira .

67. Az egyen lő o ld a lú  három szög m agasságai egyen lők .
6 8 . Ha egy  három szögben  az egy ik  o ld a láh oz tartozó k özépvonalra  ezen  

old al k ét végp on tjáb ól m erő legesek et á llítu n k , ezek  h o sszú sá g a i egyen lők .
69. H a két párhuzam os eg y en es két pontját összek ötjü k  és ezt az ö ssz e ­

kötő eg y en est felezzük , akkor m inden , a felező  ponton  át vont egy en esn ek  a  
párhuzam osak közt fekvő részét ezen  pont felezi.

70. Két három szög  egybevágó , ha azokban egy-egy  o ld a l és a m ásik  két 
oldalra  b ocsátott m agasságok  egyen lők .

71. Két három szög egyb evágó , ha azokban  két-két oldal és a harm adik  
old a lh oz tartozó m agasságok  egyen lők .

72. A három szög három  o ldalát felező  pontokat, ö sszek ötő  eg y en esek  a  
három szöget n ég y  egyb evágó  három szögre osztják .

73. Ha va la m ely  három szögben  két m agasság  egyen lő , a h árom szög  
egyen löszárú . '

S z e r k e s z té s i  fe la d a to k . 74. A h árom szög  két adott sz ö géh ez k eressü k  
m eg sz erk esz tés útján  a  harm adikat.

75. Két szög ö sszeg e  : a, k ü lö n b ség e  : ß ; szerk esz tés ú tján  m egh atáro­
zandó, m ekkora a két szög ?

76. S zerk esszü n k  egyen löo ld a lú  h árom szöget:
a)  Az adott o ld a lb ó l. —  b) Az adott m agasságból.
77. S zerkesszünk  egyen lőszárú  h árom szöget:
a) Az alap és a m elle tte  fekvő szögből. — b) Az alap és a szárból. —

c) Az alap és az á te llen es  szögből. — d )  Az alap és a hozzátartozó  m agas­
ságból. — e) Az a lap h oz tartozó m agasságból és az alappal á te llen es  szögből.

78. S zerk esszü n k  derékszögű három szöget : v
a ) Az átfogó és egy  befogóból. —  b) Az átfogó és egy  h egyes szögből. —

c) A két befogóból. — d) Egy befogó és a  m elle tte  fekvő, vagy  az á te llen es  
szögből. —  6)  E gy befogo és az átfogóhoz tartózó m agasságból.

79. S zerk esszü n k  h árom szöget:
a) Egy oldal, a m ellette  fekvő egy ik  szög és az o lda lhoz tartozó m agasság­

ból. _  b) Egy o ldal, az á te llen es szög  és egy  m ásik  o ld a lh oz tartozó m agasság-



b ő i. — e) E gy szeg  és a bezáró o ld a lak hoz tartozó két m agasságból. — d )  K ét  
oid al és az egy ik h ez  tartozó m agasságból. —  e) Két o ldal és a  harm adik h oz  
tartozó m agasságb ó l.

80. A dva va n  három  p o n t:  A , B  és C ; A -n k eresztü l B  és C  közölt, 
h ú zzu n k  eg y en est akkép, hogy  a m ásik  két pont ezen  eg y en estő l egyenlő- 
tá v o l legyen .

81. Az A  szög  egy ik  szárán  adva v a n  P  p o n t;  határozzuk m eg a m ásik  
száron  X  p ontot úgy, hogy  a) A X  =  P X , 2) A X  -j- P X  adott hosszúságúi, 
legyen .

82. O lyan eg y en lőszárú  három szög  szerk eszten d ő , m elyn ek  k erü le te  
m egh atározott h o sszú sá g ú  legyen .

83. S zerk esszü n k  derékszögű  három szöget, ha  az átfogó és a két b e fo g é  
ö sszeg e , v a g y  k ü lön b sége ism eretes.

84. H árom szög szerk esz ten d ő , ha az a lap von a l [AB), a  m ásik  két oldafc 
k ü lö n b ség e  (M N ) é s  az a lap von a lon  fekvő k isebb  szög (a) ism eretes.

II. A négyszög.

A  n é g y s z ö g  s z ö g e i  é s  á t ló i. 85. V alam ely  n égyszögb en  két szög ö ssz e g e  
1 1 8 ° 3 2 ';  a m ásik  két szög e g y e n lő ;  m ekkorák az u tóbb i sz ö g e k ?

80. A n égyszög  szö g e in ek  aránya 1 : 2 : 4 : 5 ; m ekkorák e szögek  ?
87. V alam ely  n ég yszögb en  m inden  szög 1° 12 '-vel n agyobb , m int az e lő tte  

fek vő . M ennyi az e lső  szög  ?
8 8 . M ily nagyok  azon  n égyszög  szögei, m elyb en  három  szög egyen lő  é s  

m in d eg y ik  h árom szor akkora m int a n egyed ik  ?
89. M inden n égyszö g b en  az egyik  b első  szög  m e lle tt  fekvő dom ború  

szög  eg y en lő  a többi három  b e lső  szög ö sszeg év e l.
90. A n égyszögb en  a b e lső  szögek et fe lező  eg y en esek  n égyszöget a lk o t­

nak , a m ely b en  két-két á te llen es  szög eg y ü ttv év e  2  R.
91. A n égyszö g b en  az á tlók  ö sszeg e  k isebb  az oldalak  ö sszeg én é l, a z o n ­

b an  nagyobb  azok fé l ö sszeg én é l.
92. A n ég y szö g  á tló in ak  ö sszeg e  n agyob b  két-két szem k özt fekvő oldat 

ö sszeg én é l.
A  p a r a lle lo g r a m m a . 93. B árm ely  n égyszögben  az o ld a la inak  fe lező  p on t­

ja it  ö sszek ötő  e g y en esek  parallelogram m át a lkotnak .
94. A d erék szögű  n ég y szö g  o ld a la inak  fe lező -pon tja it ö sszek ötő  eg y en esek  

rom b ust zárnak be.
95. A rom bus o ld a la inak  fe lező  pon tja it ö sszek ötő  eg y en esek  derék szögű  

n é g y sz ö g e t  a lkotnak .
96. A p ara llelogram m a szögfe lező i derékszögű  n égyszöget zárnak be.
97. Az a n égyszög , m elyb en  az á tlók  eg ym ást felezik , parallelogram m a.
98. A parallelogram m a á tló in ak  m etszésp on tján  át hú zott eg y en est az a  

p on t fe lez i.
93. Ha a parallelogram m a két á te llen es  o ldalának  felező  pontjait az  

eg y ik  á tló  végp on tja iv a l ö sszek ötjü k , ezen  két eg y en es a  m ásik  átlót három  
eg y e n lő  részre osztja . . j



100. Ha v a lam ely  parallelogram m ában m inden szögponttó l m inden  oldalra  
ugyanabban  a rendben  egyen lő  darabokat felm érünk, a nyert pontokat ö ssze ­
kötő eg y en esek  parallelogram m át alkotnak .

1 0 1 . Ha u gyan azt n ég yzetb en  tesszü k , n égyzetet kapunk.
102. Ha v a la m ely  három szög egy ik  o ld a lán ak  va la m ely ik  pontjából a 

m ásik  két o ld a lh oz p árhuzam ost hú zu n k , a szárm azott két k isebb h árom szög  
k erü lete in ek  ö sszeg e  az ered etiév e l egyen lő .

103. Ha a p ara llelogram m ában  az átlók  á lta l befogott szögek et felezzük , 
a felező  eg y en esek  m etszés i pontjai az o ldalakkal egy  rom bus szögpon tja it adják.

101. Két p arallelogram m a egybevágó , h a  azokban ket-két átló  és az  
azok álta l bezárt szög kö lcsön ösen  egyen lő .

105. Ha v a la m ely  h árom szögben  egy középvonalat saját h o sszá v a l h o ssza b ­
bítunk  és a  nyert végp on tot a fe lezett oldal két végp on tjával összek ötjü k , 
parallelogram m át kapunk.

P a r a lle lo g r a m m á k  sz e r k e sz té s e . 106. S zerkesszünk  n égyzetet, h a  ad va  
v a n :  a)  annak k erü le te ;  b) az átlója .

107. S zerkesszünk  derékszögű  n égyszöget, h a  ism eretes : a) két szom széd os  
old al ; b) egy  o ldal és egy  átló  ; c) egy  átló  és a két á tló  á lta l bezárt szög  ;
d )  egy  á lló  é s  az átló  és a h osszab b  oldal á lta l bezárt szög.

108. S zerk esszü n k  rom bust, ha  ism eretes : a) egy oldal és egy  szög; b) egy  oldal 
és egy átló  ; c) a két átló  : d )  egy  átló  és az átló  m eg egy o ldal által bezárt szög.

109. Szerk esszü n k  parallelogram m át, h a  ism ere tes :  a)  két oldal és az 
egy ik  á tló ;  b) egy  o ldal, egy  átló  és c kettő  á lta l bezárt sz ö g ;  c) a két átló  
és az azok á lta l bezárt sz ö g ;  d)  egy  szög, egy oldal és egy  átló.

A  tr a p é z . 110. Az egyen lőszárú  trapézben az átlók egyen lők .
111. Az egyen lőszárú  trapéz o lda la inak  felező  pontjait összek ötő  e g y e ­

n esek  rom bust a lkotnak .
1 1 2 . Két egyen lőszárú  trapéz eg y b ev á g ó : a) h a  két-két szom széd os o ldal 

és egy -egy  szög k ö lcsö n ö sen  egyen lő  ; b) h a  két-k ét p árhuzam os o ldal és egy-  
egy  szög k ö lcsön ösen  egyen lő .

113. S zerkesszünk  egyen löszárú  trapézt, ha  adva van  : a)  egy  párhuzam os, 
egy  nem  párhuzam os o ldal és egy  átló  ; b) a két párhuzam os és egy  nem  
p árhuzam os oldal ; c) az egyik  párhuzam os oldal, az egy ik  átló  és a m agasság  ;
d )  az alap, a rajta fekvő egy ik  szög  és a m agasság.

114. S zerk esszü n k  trapézt, h a  ism eretes : a )  három  egym ásu tán  k ö v et­
kező o ldal s az ezek  közül vett kettő á lta l bezárt szög ; b j az alap, egy nem  
párhuzam os o ldal, a kettő  á lta l bezárt szög és egy  átló  ; o) három  oldal és a 
m agasság  ; d)  egy  p árhuzam os o ldal, a két átló  és a m agasság.

115- N égyszög  szerk eszten d ő, h a  ism eretes a)  két szom széd os oldal és
három  szög  ; b) három  o ldal és a k ét átló  ; c) három  old a l és a n egyed ik en
fekvő két sz ö g ;  d) m ind a n égy  o ldal és az egyik  átló .

III. A sokszögek.
116. H ány átlót húzh atu n k  a 3-, 9-, 13-, 22-, 25-szögben  ?
117. H ány o ldala  van annak a sokszögnek , m ely b en  az átlók  szám a

a ) 3 5 ;  b) 170; c) 275 ?
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118. H ány oldalú  az a sok szög , m elyb en  a szögek  ö sszeg e  a )  1800°;
b )  32403 ; c) 5400°.

119. Van-e olyan' sok szög , m ely b en  a szögek  ö sszeg e  a) 1820°; b) 2160°;

c ) . 1070°; d )  100 Æ?
120. M ekkora egy  szög  a sz a b á ly o z á s 5-, 6 -, 8 -, 10 -szögb en ?
121. V alam ely  ö tszög  szö g e i úgy aránylanak , m int 4  : 5 : 6  : 7 : 8  ; m ekkora  

m ind egy ik  szöge ?
122. H ány old a lú  azon  sza b á ly o s sok szög , m elyb en  egy -egy  szög  a )  150° ;

b) 1281° ; c) 168°?
123. V an-e o ly a n  sza b á ly o s sok szög  és ha van  h á n y  o ld a lú  az, m ely b en  

e g y -eg y  szög  u) 172° ; b) 170° ; c) 100° ?
124. M elyik szab á ly o s sok szög  az, m elyn ek  k ü lső  szöge a )  10°; b) 15°;

c) 18ú ?
125. Ha öt pont ú gy  fekszik , h og y  e sorban 1, 2, 3, 4, 5, ö sszek ötve , 

hom orúszögü  ö tszöget adnak, akkor eb b en  a sorren d b en : 1 3 5 —2 4 — 1 
ö sszek ö tv e  csillag id om ú  ö tszöget (pentagram m a) n yerü n k , a m ely b en  a . szög­
p on tok n ál fekvő  szögek  ö sszeg e  2 R. —  U gyanaz áll, h a  h ét pontot e sorrend­
ben  1 — 4  —7 — 3  —6 — 2 — 5 — 1 ö sszek ötü n k .

126. Ha egy  sza b á ly o s sok szög  o ld a la inak  szám át 9 -ce l szaporítjuk, akkor 
a  so k szö g  m in d egy ik  szöge 9°-kal nő. H ány o ld a lú  a so k szö g ?

127. Két sok szög  ö sszes  o ld a la in ak  szám a 24, átló in ak  szám a 109 ; hány  
o ld a la  és h á n y  á lló ja  van  m in d eg y ik n ek ?

128. M elyik az a sok szö g , m e ly n é l az á tlók  szám át úgy kapjuk m eg, 
h o g y  az o ldalak  szám áh oz hozzáad juk  azt a szám ot, am ely  m egm utatja , hogy  

h á n y  derékszög a szögek  ö ssz e g e ?

IV. A kör.

H ú ro k  é s  s z ö g e k  a  k ö r b e n . 129. A körön b elü l fekvő ponton  át h ú zott  
húrok közt az á legrövid eb b , m ely  az e ponton k eresztü l m enő sugárra m erőleges.

130. Két n em  a k özépponton  átm en ő húr, nem  fe lezh eti egym ást.
131. Ha két eg y en lő  húr egym ást m etsz i, a sze le tek  páronként egyen lők .
132. P árh uzam os húrok, m ely ek  v a la m ely  átm érő két végp on tján  m en nek  

á t, egyen lők  és végp on tja ik  egy  átm érőn fek üszn ek .
133. Két e g y en lő  és p árhuzam os húr végp on tja i nem  egyeb ek , m int

v a la m ely  d erék szögű  n ég y szö g  szögpontja i.
134. K ét párhuzam os, azon b an  nem  egy en lő  húr végpontja i nem  egyeb ek , 

m in t v a la m ely  egyen lőszárú  trapéz szögpon tja i.
135. Ha v a la m ely  h ú rt három  eg y e n lő  részre osztu n k  és az osztási 

pontokon át sugarakat h ú zu n k , akkor ezek a húrhoz tartozó ívet három  részre  
osztják , m elyek  közü l a b e lső  n agyob b , m int a két eg y en lő  n ag y sá g ú  kü lső  

rész m ind egyik e.
136. A két húr á lta l befogott szög  eg y en lő  az ezen  szögh ez és c sú c s­

szö g éh ez  tartozó ív ek en  n yu gvó  k erü leti szögek  összeg év e l.
137. Ha a kör két húrja egym ásra  m erőleges, akkor a k ét c sú csszö g  

közé eső  ív ek n ek  az ö sszeg e  akkora, m int a kör fél kerü lete .

______________



A  k ör s z e lő i  é s  é r in tő i . 138. Két egym ást m etsző  sze lő  által bezárt szög, 
m ely n ek  szögpon tja  e körön k ívü l van , a két íven  n yu gvó  kerü leti szögek  
k ü lö n b ség év e l egyen lő .

139. Ha két' érin tő  |  R n agyságú  szöget zár be, akkor az érin tők  közös  
pontját és a kör közép p on tját ö sszek ötő  távo lság  az á tm érővel egyen lő .

140. A húrhoz párhuzam os érin tő  felezi a húrhoz tartozó ívet.
141. Az átm érők két végp on tjáb an  h ú zott érintők  párhuzam osak.
142. Ha v a la m ely  körhöz két egym ást m etsző  érintőt szerk esztü n k  és a 

két érin tő  közt fekvő körív v a lam ely  pontjában  egy  harm adik  -érintőt, akkor  
e  három  érintő o ly  h árom szöget zár be, a m elyn ek  kerü lete  akkora, m int a két 
ér in tő  összege .

K é t k ör. 143. Két kör k ö zép p o n tja : 0 , és 0 2, a su g a ra k : r, és ; 
v izsgáljuk  m eg a  k é t kör kölcsönös helyzeté t, h a  a  cen trá lis  és a  sug arak  
m érték szám ai: a) 0 ,0 2 =  5 '5 ,  i\  = 8 ' 6 ,  r2 =  3 ' 1 ; b) 0 , 0 2 =  11 7, »*, — 8 ‘6, 
r t = 3 - l ;  c) 0, 0 2 =  12, r, =  8-6 , r , =  3 * 1 ; d) 0 ,0 ,  =  10*6, >\ =  1 0 '2 ,  
r ,  =  8 -8 ;  e) 0 , 02 =  5 '6 ,  r ,  =  12 5, r2 —  6 ‘2.

144. Három  kör k özép p on tja : 0 , ,  02 , 0 ,  ; a sugarak r u r 2, r , ; v iz sg á l­
ju k  m eg a három  kör k ö lcsön ös h e ly zeté t, h a  a ccn trá lisok  és a sugarak  
m érték szám ai :

a) 0 , 0 ,  =  1 0 , 0 , 0 ,  =  1 0 , 0 , 0 , = 8 , r, = 3  2, r . ; =  5 ‘4, r3 =  4 '3 ;
b) 0 , 0 , =  1 0 , 0 2 0 8 =  16, 0 , 0 ,  = 16, r, =  1 0 , i'2 =  6 , r.t = 4 ;
c) 0 , 0 , =  6 , 0 * 0 , =  14, 0 , 0 , = 1 2 , »*, =  4, r2 =  6 , r , = 7 ;
d) 0 , 0 2 =  5, 0 , 0 , =  9, 0 , 0 , = 8 , r i =  2, r , =  3, r ,  = 6 ;
e) 0 , 0 2 =  4-, 0 , 0 ,  =  1 0 , 0 , 0 , = 8 , i', =  2 , r2 =  3 , = 6 ;
f )  0 , 0 , =  4, 0 , 0 , =  5, 0 , 0 , = 5, r, —  2, r 2 =  3, — 6 ;
9 )  0 , 0 , =  3, 0 , 0 ,  =  1 1 , 0 , 0 , = 9, r, =  3, r , =  4, r , = 6 ;
h) 0 , 0 2 =  2, 0 , 0 ,  =  4, 0 , 0 , = 6 , r , =  2, r2 =  4-, r ,  = 8 ;
i) 0 , 0 2 =  3, 0 , 0 , =  4, 0 , 0 , = 7, u, =  2 , r 2 —  1 , = 3 ;

(© 1! 0 , 0 ,  =  3, 0 , 0 , = 1 , ?■, =  3, =  3, 1’3 = 4.

145. V izsgáljuk  m eg az előb b i feladat u to lsó  három  esetéb en  a három  
közép p on t k ö lcsön ös h e ly ze té t  és h ason lítsu k  ö ssze  az előb b i e se 'ck  egy ik ével.

146. E gym ást m etsző  eg y en lő  körök egyen lő  ívek et vágnak le egym ásból.
147. Ha nem  egy en lő  körök egym ást m etsz ik , a levágott ívek  nem  

eg y en lő k  és a k isebb  körből levágott ív h ez  n agyobb  közép p on ti szög tartozik .

S z e r k e s z té se k . 148. A dott körív felezen d ő .
149. A dott k özéppontból szerk esszü n k  oly  kört, m ely  a) adott eg y en est  

érin t ; b) adott kört érint.
150. A dott sugárral szerk esszü n k  kört, m ely  a)  két adott ponton  k eresz­

tül m e g y ; b) adott ponton  k eresztü l m e g y é s  adott eg y en est é r in t ;  c) két adott 
e g y e n e s t  érint.

151. A dott körbe szerk esszü n k  o ly  három szöget, m elyn ek  alapja és  
m agassága  ism eretes.

152. A dott körbe írjunk egyen lőszárú  trapézt, m elyn ek  párhuzam os  
old a la i adva vannak .

153. Az a lap von alból, a hozzátartozó  m agasságbó l és az e lőb b ivel sz em ­
közt fekvő szögből h árom szög szerk eszten d ő . (35. §. 2. p.)



154. V alam ely  adóit körhöz két érin tőt k e ll szerk eszten i akkép, hogy  
adott szög a latt m essék  egym ást.

M érta n i h e ly e k . 155. K eressük  am a pontok  m értani h e ly é t , m elyek  az  
r  sugarú  kör középpontjai ól m eghatározott távo lságb an  vannak.

156. K eressük azon  körök k özéppontja inak  m értan i h e ly ét, am elyek  

adott eg y en est adott pontban érin tenek .
157. Mi azon  körök közép p on tja in ak  m értani h e ly e , m elyek  adott kört 

adott p ontban  érin ten ek ?
158. A zon  pontok  m értani h e ly e , m elyek  m ind egyik én ek  két adott eg y e­

n estő l v a ló  távo lsága ik n ak  ö sszeg e  á llan d ó , o ly  derékszögű  p arallelogram m a, 
a m ely n ek  átló i az adott eg y en esek . (Miért?)

159. H atározzuk m eg m indazon húrok közepének  m értani h elyét, a  
m elyek  va lam ely  körön b e lü l fekvő ponton  k eresztü l húzhatók .

160. Mi azon  k ö iö k  közép p on tja in ak  m értani h e ly e , m elyek  a) két adott 
p onton  m en nek  á t ;  b) két adott p árhuzam os egy en est ér in ten ek ; e la d o t t  

e g y en est  é s  adott kört érin tenek  ?
161. H atározzuk m eg azon egy en lő  távo lságok  végp on tja in ak  m értani

h e ly ét, m elyek  adott eg y en est  adott szög a latt m etszen ek .
162. K eressük azon pontok  m értani h elyét, m ely ek b ő l, ha  v a la m ely

adott körhöz az érintő párokat m eghúzzuk, ezek  m eghatározott szögben
m etszik  egym ást.

163. Mi azon  egy en lő  körök középpontjainak  m értani h elye , m elyek  ad ott  

kört ér in ten ek ?

IV. Fejezet. Az idomok hasonlóságáról és a sugár-
rendszerről.

T á v o lsá g o k  a r á n y o ssá g a . 161. A B  távolságon  keressü n k  o lyan  C  pontot, 

m elyre n ézv e  A C  : B C  —  5 :12 .
165. A B  távo lság  h ossza b b ítá sá n  k eressü n k  o lyan  D  pontot, m e ly re  

n ézv e  A D  : B D  =  5 :1 2 .
Az előbb i két feladatban  A B  tá vo lság  a b első  C  pont és a k ü lső  

D  pon t álta l eg y en lő  arán yb an  van  osztva . Ilyen  o sztást harm onikus  o sz tá s­

nak n evezü n k .
166. A három szög egy ik  b első  és a hozzátartozó k ü lső  szö g ét fe lező  

eg y en esek  az á te llen es  o ld a lt harm onik u san  osztják.

167. H úzzunk oly eg y en es von alat, m ely  adott egy en esn ek  n (pl. f )  része .
168. Az A B C  három szögben  a B C  o ldalla l párh u zam os eg y en es  A C -1 

*2:3 arán yb an  o sz tja ;  m ily  nagyok  A B  o ldal sz e le te i, ha  A B  —  5'25 h í?
169. A B C  Z vb en  C  szög fel. zöje az á te llen es  o ldalt 5 : 7  arán yb an , 

osz tja ;  m ily  nagy a  m ásik  két o ldal, ha  ezek  ö sszeg e  288 m  ?
170. V alam ely  három szög  old a la i rendre 3 m, ó m ,  6 m ;  m ily  nagy  

szeletek re  bontják  a szögfelezők  az á te llen es  o ld a la k a t?
171. V alam ely  három szögb en  a b és c o ldal felező  pontjait ö sszek ö tő  

e g y en es  3 -7 ni ; m en n y i az « o ld a l?



172. M ily nagy a b és c o ld a lok  felező  pontjait ö sszek ö tő  e g y en es , h a

173. B A C  szög szárai közt fekvő M  p onton  keresztü l átm etsző  eg y en est  
k ell m egh ú zn u n k  úgy , h og y  a szög szára ib ó l e lvá g o tt A X  és A 1 sze letek  adott

arányban  (pl. 2 : 5) legyen ek .
174. BvLC szög  szárai közt fekvő M  ponton keresztü l A 1  átm etsző  

von an d ó akkép, h ogy  M X  és M Y  sz e le te i a) adott arányban  (pl. 3 : 4) leg y en ek  ;
b) hogy  egyen lő k  leg y en ek . {M  ponton  k eresztü l h ú zzu n k  párhuzam ost az

eg y ik  szárhoz stb .).
175. Ha v a la m ely  szög szárai közt több párhuzam os eg y en est  h ú zu n k , 

é s  ezek  m ind egy ik ét egy en lő  arányban osztjuk , az o sz tá s i pontok  o ly  e g y e ­
n esb en  fek üszn ek , a m ely  a szög szögpontján  m egy  át.

H á r o m sz ö g e k  h a so n ló sá g a . 176. V alam ely  h árom szög  old a la inak  m éríék -  
szám ai : a  =  15*6 ?» ; b —  18’2 ??», c =  20»? ; egy  m ás, v e le  h ason ló  három szög­
ben  a' —  3 ‘8 m ; m en n y i e három szög  m ásik  két o ld a la  b' é s  c ?

177. E gy falu  tornyának árnyéka 56'8 m ; ugyanakkor a 2 m h o sszú  

fü ggé lyes rúdé 3???. M ily m agas a to ro n y ?
178. V alam ely  A B C  három szög  old a la i : a  =  5'2 ?», b —  4 3  »», c —  6 5 ?». 

M ily nagy sze letek re  osztja  a C  szög felező  e g y en ese  az á te llen es  o ldalt ?
179. A h árom szög  bárm ely  két o ld a la  az azok h oz tartózó m agasságokkal 

fordítva arányos.
180. Két h ason ló  három szög a lap von a la i úgy aránylanak  egym ásh oz, 

m in t a m egfe le lő  m agasságok .
181. V alam ely  h árom szög m agasságain ak  m etszése  fo ly tán  m ind en  m a g a s­

sá g  két sze le tre  o sz lik ;  u g yan ezen  m agasságok  sz e le te in ek  szorzatai egyen lők

eg y m á ssa l. >
182. Két távo lság  m értani közép arán yosa  k iseb b , m in t azok arith m etik a i

k özéparányosa.
183. A trapéz á tló i egym ást arányosan  osztják .
184. Ha a derékszögű  három szög  átfogóját a m agasság fo ly ton os arány­

ban  osztja , akkor m ind en  befogó eg y en lő  az átfogónak  nem  szom széd os  

sz e le té v e l.
• 185. Ha v a la m ely  h árom szög m agasságain ak  ta lpp on tja it páronként  

ö sszek ötjü k , az ered eti három szög  szögpon tja i felé három  k is h árom szög  k e le t­
kezik , m elyek  m ind egy ik e h a so n ló  az ered etih ez. A m agasságok  a ta lppontokat 
ö sszek ö tő  három szög  szög fe lező i.

186. Ivét három szög  h a so n ló , ha egy szög eg y en lő  é s  az em e szöget  
bezáró o ld a lak h oz tartozó m agasságok  arányosak .

187. Két három szög  h a so n ló , h a  egy -egy  o ld a l aránya eg y en lő  a m eg  
fe le lő  m agasságok  arányával és az oldal m elle tt fekvő szögek  egyen lők .

K ö zép a rá n y o s . 188. A derékszögű  három szög egy ik  befogója  geom etria i 
középarányos az átfogó és a m ásik  befogó ö sszeg e  és k ü lönb sége közt.

189. M ekkora a derékszögű  három szög átfogójához tartozó m agasság , 
h a  az átfogó sz e le te i : 7'2 m  és 16'2 m ?

190. A d erékszögű  három szög  átfogója  72'9 m. M ily n agyok  a befogók  
é s  a m agasság , h a  az egy ik  befogó projekciója  az átfogón  6 '4  m?



191. A derékszögű  h árom szögn ek  az á lfogóhoz tartozó m agassága  12"4 m , 
az átfogó egy ik  sze le te  3"8 m ; m ekkorák az a lk o tórészek ?

P y th a g o r a s  t é te le .  192. A d erék szögű  három szögb en  az átfogó m érték­
szám a a, a két befogóé b és c ; ha e három  közü l kettő adva van , szá m ítsu k  
ki a harm adikat ;

a) b =  1-56, c =  0  25 ; b =  7 %  c =  7'56 ; b -  5, c =  12.
b) a = 1 0 - 4 1 ,  b =  7 -56 ; a =  0 '3741, c  =  3 -0144; a =  72, h =  34.
193. A befogók ren d re: 5 '2 4 m  és 7-16 m. M ekkora az átfogó és a h o zzá ­

tartozó m agasság  ?
191. A d erék szögű  három szög  egyik  befogója  4 5 ,  az átfogóhoz tartozó  

m agasság  3'G m ; m ekkora a két ism eretlen  o ld a l?
195. A derékszögű  h á rom szög  befogói ; 8 m és 5 m . K eressük a három  

szö g fe lező  h o ss z á 1.
196. Az egyen lő o ld a lú  három szög  o ld a la « ,  m a g a ss á g a ? » ;  a kettő­

eg y ik éb ő l szám ítsuk  ki a m ásod ikat.
197. N égyzetb en  az oldal a, az átló  b ; ha a kettő közül az egyik  ad v a  

van , határozzuk  m eg a m ásikat.
198. E gyen lőszárú  h árom szögb en  az a lap  «, a szár b, a m agasság  ni •> 

ha ezek  közü l kettő adva van , szám ítsu k  k i a harm adikat.
199. V alam ely  A B C  három szögben  A B  —  120 m , A <£ =  GO0, B  =  4 5 0 . 

H atározzuk m eg a három szög  B C  és A C  o ldalát és a B C -h ez tartozó m aga ssá g o t.
200. A szem lé lő n ek  a szem e a F öld  fe lü le tén  o ly  távolra lát, am ilyen  a  

sz em tő l a F öldgöm bhcz vont érintő h o ssza  ; m ekkora ezen  tá v o lsá g  a, ha  a. 
szem n ek  a m a gassága  a Föld  fe lü le te  fö lött m  és a Föld sugara?-?  — L egyen  
m  =  48 m , r =  858'474 földr. m érföld, 1 m érföld  =  7520-44 m.

201. L egalább is m ily  m agasnak  k ell va la m ely  h egyn ek  le n n ie , hogy­
an n ak  csú c sá t 100 km. távo lságb ól lá th assu k  ?

A h á r o m sz ö g e k  h a s o n ló s á g a  é s  a  k ör. 202. A körön b elü l fekvő ponton  
átm en ő  húr két sze le tén ek  a szorza ta  egy en lő  az ezen  ponton átm en ő legkisebb- 
hú r felén ek  a n égyzetév e l.

203. A körnek  egy  pontból k iin du ló  ér in tő je  és sz e lő je  van  ; a szelő- 
k ü lső  sz e le te  5 6  dm, a b első  12-5 d m ; m ekkora az é r in tő ?

204. V alam ely kör A B  húrját, m elyn ek  h o ssza  2 6 m , C  pont 4  : 9- 
arán yb an  osztja . M ekkora az e ponton  k eresztü l m enő legk iseb b  h ú r?

205. V alam ely  p on tb ó l a körhöz hú zott érintő h o ssza  1 4  m ; m ekkora  
u g y an azon  pontból a körhöz húzott sze lő , ha  azt a körvonal fe lez i?

206. Adott kü lső  pontból a körhöz h ú zott érin tő  és a kör k özéppontján  
á t h ú zott sze lő  45°-ny i szöget zárnak be ; m ekkora az érintő és a sze lő , ha a  
kör sugara r ?

207. A dott pontból a körhöz sz erk esz tett ér in tő  é s  sze lő  60°-nyi sz ö g e t  
zárnak b e ;  a sze lő  k ü lső  sz e le te  «, a b e lső  h árom szor ak k ora; m ekkora a  
kör sugara ?

S z e r k e s z té s e k . 208. V alam ely  szög  szárai között fekvő ponton  k eresztü l  
egy , a száraktól határolt o ly  e g y en es  vonandó, hogy az adott pontban ad ott 
a rán yb an  (pl. 3 : 4) o sz tassék . (A ponton  k eresztü l párhuzam ost húzunk a  
szög  egyik  szárához.)



209. V alam ely  szög szárai közt fekvő ponton  k eresztü l eg y en es vonandó  
akkép, hogy  a szög szara ib ó l e lvágott részek  adott arányban  (pl. 2 . 5) legyen ek .

210. R ajzoljunk  adott h árom szöghöz h a so n ló  h árom szöget, m elyn ek

m agassága  adva van .
211. R ajzoljunk  derékszögű  három szöget, ism erve az átfogót és a két 

b efogó arányát. (M indenek elő tt a k íván t h árom szögh ez h a so n ló  h árom szög  

szerkesztendő.)
212. S zerk esszü n k  egyen löszárú  h árom szöget, h a  ism erjük  annak m agas- ' 

ságát és a lapjának az egyik  szárhoz va ló  arányát.
213. S zerk esszü n k  h árom szöget a három  m agasságból.
214. S zerkesszünk  három szöget, ha  ism erjük az alapot és az o ldalak  a iá n y á t.
215. S zerk esszü n k  két körhöz közös érintőt.

V. Fejezet. Az idomok területéről.

I. Területek egyenlősége.
T e r ü le te k  e g y e n lő s é g e . 216. A parallelogram m ák átló in ak  m etszési 

pontján  átm enő m ind en  eg y en es felezi a parallelogram m ák terü leté i.
217. A parallelogram m a átlójának  egy ik  pontján  át párhuzam osakat h ú zva  

az o ld a lak hoz, a szárm azó n ég y  parallelogram m a közü l azok, m elyek et az átló

nem  sz e l át, egyen lők .
218. B árm ely  n égyszög  o lda la inak  fe lező  p ontjai o ly  parallelogram m a  

szügpontjai, m e ly n ek  terü lete  az adott n ég y szö g  terü letén ek  fe lév e l eg y en lő .
219. Ha va la m ely  n ég y szö g  n égy  szögpon tján  keresztü l az átlókkal p ár­

h u zam osak at h ú zu n k , az á lta lu k  alk otott p arallelogram m a k étszer  akkora, 

m int a n égyszög .
220. Mi a közös a lapú  és egyen lő  terü letű  három szögek  szögpon tja in ak  

m értani h e ly e  ?
T e r ü le te k k e l v a ló  m ű v e le te k . 221. O sszuk fel adott három szög terü leté t 

egyik  szögpontjából k iin du ló  eg y en esek k e l 3 : 5 : 7  arányban .
222. A dott három szög  egyik  o ld a láva l párh ú zam os eg y en esek k e l n ég y

eg y en lő  részre osztan d ó.
223. E gyen lő tlen  o ld a lú  h árom szöget a lak ítsu nk  át eg y en lő  terü letű ,

egyen lőo ld a lú vá .
224. Szerkesszünk, n égy zete t, m ely  egy en lő  terü letű  a) adott derékszögű  

n ég y szö g g e l, b) adott három szöggel, c) adott para llelogram m ával, d )  adott 

trap ézzel.
225. P ara lle logram m a egyen lő  terü letű  rom b u ssá  á ta lak ítan d ó .
226. O sszuk fel a parallelogram m át eg y ik  szögpon tjábó l k iin d u ló  e g y e ­

n ese k k e l több egy en lő  részre.
227. Trapéz eg y en lő , vagy  arányos részekre osztan d ó.
223. A dott egy en esre  o ly  parallelogram m a szerk eszten d ő , m elyn ek  terü ­

le te  két m ás adott parallelogram m a terü letének  ö sszeg év e l egy en lő  é s  m e ly n ek  
a)  egy ik  szöge, b) egy ik  á tló ja  m eghatározott n agyságú .

229. S zerk esszü n k  n égyzetet, m ely  a) k étszer akkora, b) fel akkora, m int

v a la m ely  adott n égyzet.



230. Szerkesszünk  h árom szor akkora h árom szöget, m int v a lam ely  adott 
h árom szög .

231. A B C  három szög az A  szögp on tb ó l h ú zott egyen .'sek k el két részre  
osztan d ó, m elyek n ek  terü lete i adott arányban  (pl. 2 : 3 ) vannak .

232. F elezzü k  A B C  h árom szöget B C  o ld a lla l párhuzam os eg y en esse l.
233. b elezzü k  A B C  h árom szöget B C  o ldalra  m erőleges eg y en esse l.

II. Területek mérése.

T e r ü le ts z á m ítá s . 234. V alam ely  d erék szögű  n égyszög  egyik  o ld a la  a  — 8 '6  m  
é s  á tló ja  (l —  164‘304 m, m ekkora a terü lete  ?

235. V alam ely  parallelogram m a alapja C2F1 m, m agassága  250 m. Szá­
m ítsuk  ki a v e le  eg y en lő  terü letű  n ég y zet oldalát.

233. A n ég y zet á tló ja  a ;  szám ítsu k  ki a terü letét.
237. S zám ítsuk  ki a derékszögű  h árom szög  terü letét, ha az átfogója (a )  

é s  a két befogója (b )  és (c) k özü l kettő adva v a n :  b —  15, c =  8  ; b —  5  
c == 12 ; « =  25, b =  24 ; a  =  15, c — 12.

238. A dva van  az egyen lő o ld a lú  három szög o ld a la  «, m en nyi a terü lete  ?
239. Ism eretes az eg y en lő o ld a lú  három szög  m agassága , m ekkora a 

terü le te  ?

240. K eressük a d erékszögű  h árom szög  terü letét, h a  annak befogója (b )  
és  az átfogójához tartozó m agasság  (m ) adva van . b =  181 m , m  =  19.

241. M ennyi a derék szögű  h árom szög  terü lete , h a  az á tfogóhoz tartozó  
m agasság  azt (n )  és ( 0)  sze letek re  o sz tja ?  n  =  26 m, 0  =  104 nt.

24-2. A derékszögű h árom szög  terü lete  (t)  és átfogója  (a) adva van  ; m en n y i  
a  két befogó (b )  és (c )?  t =  92  4  w 2, a  —  2 1  m.

243. Az eg y en lőo ld a lú  h árom szög  terü lete  t, m ekkora az o ldala  és a 
m agassága  ?

244. M ennyi az egyen lőszárú  három szög  terü lete , ha  ism eretes az a lap  
é s  a szár ?

245. Ism erjük az eg y en lőszárú  három szög  t  terü letét é s  a a lapját ; m ekkora  
a  szára  ? t  =  3'7tí ni*, a  =  2 '34  m.

246. V alam ely  három szög  két o ld a la , (a) és (b) és a harm adik o ld a lh oz  
tartozó m agasság  (m ) ism eretes ; m ekkora a h árom szög  terü lete  ?

247. A n ég y zet átló jának  és o ld a lán ak  k ü lönb sége 2 4 ?n ; m ennyi a terü lete  ?
248. Az eg y en lő o ld a lú  h árom szög o ld a lán ak  és m agasságának  ö sszege  

ad va  van  ; m en n y i a terü lete  ?
249. A d erék szögű  h árom szög befogó inak  ö sszeg e  2T  m, terü lete  0 '54  m 2 ; 

m ekkorák az o ld a la i ?

250. A trapéz párh u zam os o ld a la i:  17‘32 m, 27 ’65 m, m agassága  3 T 4  m  ; 
m en n y i a terü lete  ?

251. A trapéz párhuzam os o ld a la inak  h o ssza  612 m  és  417 m, egy ik  nem  
p árh u zam os o ld a lé  376 m, s az ezen  o ldal és az a lap  á lta l bezárt szög  4 5 °;  
m en n y i a trapéz terü lete  ?

252. Az eg y en lő szá rú  trapéz p árhuzam os o ld a la i 5 ‘5 m  és 7 m  ; nem  pár­
h u zam os o ld a la  6  m  ; m ily  nagy  azon  három szög terü lete , m elyet a trapéz  
e g y en lő  o ld a la inak  m eg n y ú jtá sa  á lta l n y e r ü n k ?



253. A trapéz terü lete  18 ‘81 m -, párhuzam os o ld a la i 5 -5 m  é s  4 -4 m 
h o ssz ú a k ;  m ekkora a trapéz m a g a ssá g a ?

2 5 í. M ennyi az egyen lőszárú  trapéz terü lete , ha az egyik  párhuzam os  
oldal 5 2 m, a n em  párhuzam os o ld a l 4'81 ni, a m agasság  4-'8 ni ?

255. A dva van a trapéz terü lete  ( t ) ,  egy ik  p árhuzam os o ldala  (a) és  
m agassága  (ni) ; m ekkora a m ásik  p árhuzam os o ldal ?

256. A trapéz két párhuzam os o ldalából (u, b) és terü letéből ( t)  szám ítsu k  
Li a m agasságot.

257. V alam ely trapéz terü lete  o ly  n égyzet terü letével egyen lő , m elyn ek  egy  
o ld a la  2 '6  ni, a trapéz párhuzam os o ldalai 1*6 m  és 2 '2 wi; m ekkora a m aga ssá g a ?

258. M ekkora azon trapéz terü lete , m elyn ek  k özép von ala  5 ni, egyik  nem  
p árh u zam os o ld a la  3'8 »», a középvonal és az adott o ldal á lta l bezárt szög 15° ?

259. A rom bus terü lete k iszám ítand ó, ha adva v a n :  a) a két á tló ;  b) az  
o ld a l és egy  átló.

2G0. M ekkora a  rom bus o ldala , h a  m agassága  1 2 - í m  é s  terü lete
4-73 6 8  m 2 ?

261. A három szög  három  adott o lda lából (a , b és c) szám ítsu k  ki a
terü le te t  (t).

Ha A B C  A -b e n  : A B  —  c, B C  —  a,
A C  —  b, és ha az A B  —  c a laphoz tartozó m a­
gasságot azaz C D -l wi-mel je lö ljü k :

164. ábra. 

ü

K övetk ező leg  : 
vagy  :

cm 
t  _  2  -

A m agasság m eghatározása  végett legyen  
B D  —  x  és m cg fe le lő lcg  A D  =  c — x .  P y th a ­
goras té te le  szerin t :

B C D  A -b e n  : m'2 =  a- — x'2 (1)
A C D  A - b e n :  ni°- =  b°- — (c —x )-  (2)

a'2— x -  =  b-— (c —x ) 2, 
a- =  b- —  c- -j- 2ex, és ebből : 

a 2 -f- c- — b-

Ä -nck  ezen  értékét az (1) egyen le tb en  h e ly ettes ítv e  :
í  u~ -4-* c- — b- 

m'2 =  a'2 —  I
L), 
) (£

2c
/  , ö* 4 -  c* — b2

=  t “ -1- ------
2  'te a'2 -j- c'2 — b- 

—  ~~ 2c ‘
(a  - |-  c)- —  b2 b'2 — (a

Cl2 —j— C2 —  b 2>

2 ac
2c
c- b2

2c
c)2

2c • 2 c
( u —|— c -|— b) (ci —]— c b) (b —|— (( 

4 c-
c) (b  — n —j— c)

—  ---" V  (n  -J- b -J- c) (ci -j- b — c) (a ~|- c —  b) (b  -j- c — a)

== 2 (s— c) s lb .

K ővctk ezésk ép : m —  gó­

l l á  m ost feltesszük , hogy : « -j- b c =  2 .̂ , akkor : a ~\- b

és  t  —  V  s (s  — a ) ( s  —  h) >■).



262. Ism eretes a h árom szög  három  m agassága m2, m3 ; m ekkora a  
három szög  terü lete  ?

Ha az mu ms, m3 m agasságokh oz tartozó oldalakat sorban «, b és c-vel
a mt a

je lö ljü k , akkor a 180. sz . feladat szerin t b —  c —  ; tehát a három  o ldal

•• « « i  / ' 1  i 1 i 1 \  , « w>i / 1 , 1  1 \fel ö sszeg e  s  —  I  ------------- ) es s —  a —  ——  I —  -\------ —  —  I stb.° 2 \m t 1 m2 1 m3)  2 \m2 w3 »»,/
Ha ezek et az értékeket az előb b i feladatra a lk a lm azzuk , és tek in tetb e

a  m,
v esszü k , h ogy  —g— a  három szög  terü lete  t, akkor

1

” |/(i + i+i) (i + i-i) (JL+i-i)
r \m 1 m„ m 3J \m 1 m 2 m 3)  \ m ,  m 3 >n2 /  \>»2 m3 » » , /

Az eredm ényt m egv izsgá lva , m ily en  értékűek  leh etn ek  a m agasságok  ?
263. A dva van  A B C  három szög két o ld a la  « és b é s  a harm adik o ld a l­

h o z  tartozó k özép von a l A ;  m eghatározandó a három szög terü lete .
Ha az adott k özép von alat C D -1 sa ját h o sszá v a l E - ig h osszab ítju k  és az  

E  pontot .4-val összek ötjü k , ú gy A E C  három szög  eg y en lő  az adott A B C  három ­
szöggel s így  a 261. sz. feladat szerin t

t  —  \  y  (a -)- b -j- 2A ] (« b — 2 A) (a —  b -j- 2 Aj (— a  -j- b -j- 2A).

264. A B C  h árom szögb en  adva van a három  sú ly v o n a l slt s.,, s3 ; k iszá-
m ítan d ó a három szög terü lete .

A három  sú ly v o n a l egym ást 0  pontban  m etsz i, akkor A B C  A  =  3 A  OB  A ,  
és így  az e lő b b i feladat szerin t

t = =  i  V  (*1 +  <S>2 +  ’S'a ) (*1 +  S2 —  * 3) (S1 +  S3 —  S í )  ("‘2 +  S3 —  Sl ) '

V izsgáljuk  m eg az ered m én y t!

B izo n yítsu k  be a  kővetkező tételeket:

265. Az eg y en lőo ld a lú  három szög b e lse jéb en  vá laszto tt pontból az: 
oldalakra bocsá to tt m erő legesek  ö sszege  a  m agasságga l egyen lő .

266. A parallelogram m a b e lse jéb en  fe lv ett pontot a n ég y  szögpon tta l 
ö sszek ö tv e , o ly  n ég y  h árom szöget n yerünk , m elyek  közü l két á te lle n e s  terü le ­
tének  ö sszeg e  a  m ásik  k ettő év e l egyen lő .

267. Az o ly  n ég y szö g  terü lete , m elyb en  az átlók  egym ásra m erőlegesek ,, 
az átlók  fél szorzatáva l egyen lő .

268. Ha a trapéz egy ik  n em -p árh u zam os o ldalának  felező  pontjából a 
m ásik n ak  v égp on tja ih oz eg y en esek et h úzunk, az ezek tő l m eghatározott h árom ­
szög  a trapéz fe lév e l eg y en lő .

VI. Fejezet. A beírt és körülírt idomok.
H árom - é s  n é g y sz ö g . 269. Az egyen lőo ld a lú  három szög o ld a la  a ; m ekkora  

beírt és körülírt körének  su g a ra ?
270. M ekkora az r  sugarú  körben a beírt és a körülírt a)  eg y en lő o ld a lú  

h árom szög  o ld a la ;  b) n égyzet o ld a la ?



271. Az egyon lőo ld a lú  h árom szög  terü lete  t ; m ekkora a beírt é s  a  
körülírt kör sugara ?

272. A kör köré írt egyen lőszárú  trapéz k ét p árh u zam os o ld a la  4  08  m 
és 6 ‘0 2  in ; m ekkora a m ásik  két o ld a l?

273. A kör köré írt három szög  egy ik  o ld a lát az ér in tési pont 2 0 3  és  
3 ‘l7 « ( -n y i sze le tek re  o sz tja ;  a m ásik  o ldal egy ik  sz e le te  3 0 5  m  ; m ekkora a  
harm adik o ldal ?

274. Az r  sugarú  körbe o ly  derékszögű  n ég y szö g  van  írva, m elyn ek  
egyik  o ld a la  a ;  m ekkora a n égyszög  te r ü le te ?

275. B izon y ítsu k  be, h og y  a d erékszögű  három szögb e rajzolt kör á tm é­
rője akkora, m int a befogók ö sszeg én ek  és az átfogónak a k ü lön b sége.

276. H ányszor n agyobb  a sza b á ly o s ér in tő -n égyszög  terü lete  az u g y a n ­
azon  k örhöz tartozó szab á ly o s h ú r-n égyszög  terü letén é l ?

S o k sz ö g e k . 277. B izon y ítsu k  be, h ogy  a) a körbe írt egy en lő  o ldalú  sok ­
szög és b) a körbe írt eg y en lő  szögű  sok szög  szab á ly o s sokszög.

278. B izo n y ítsu k  be, hogy két sza b á ly o s « -szög  kerü lete úgy  arán ylik  
egym ásh oz, m int a beírt, v agy  körülírt körök sugarai, terü lete ik  pedig  úgy^ 
m int u gy a n é  sugarak n égy zete i.

279. A szab á lyos hatszög  terü lete  t, m ekkora a beírt és a körülírt kör 
sugara ?

280. A sza b á ly o s n y o lcsz ö g  terü lete  1 2 0 0 m 2 ; m en n y i a b eírt és körülírt 
kör sugara ?

281. Az egyen lőo ld a lú  három szög  o ld a la  5 ' l m ;  m ily  nagy  az eg y en lű  
terü letű  szab á ly o s hat- és n y o lcszö g  o ld a la  ?

282. A körbe írt sz a b á ly o s h atszög  terü lete k étszerese  a beírt sza b á ly o s  
három szögének.

283. U gyanaz h árom -n egyed e a sza b á ly o s érin tő -h atszög  terü letének .
284. A körbe írt sz a b á ly o s h a tszö g  terü lete fele  a körülírt s z a b á ly o s  

h árom szög terü letének .
285. M ekkora a beírt szab á ly o s t izen k élszö g  terü lete , ha  adva van  a. 

sugár ?
286. Az b in  sugarú  körben a szab á ly o s « -szög o ldala  3 '4 m ;  m ily  n agy  

u gyan azon  körben  a sza b á ly o s 2 » -szög  o ld a la ?
287. M ekkora a kör sugara, ha egyik  ív  húrja 12 64, a fe lén y i ív é  9 ’49 cm  ?
288. A kör sugara r  ; m ekkora az ezen  körbe írt sza b á ly o s 48 -szö g  

o ld a la  ?
2S9. A beírt szab á ly o s 2 n-szög  kerü lete geom etria i közép arán yos a  

beírt n-szög és a  körülírt 2  « -szög  k erü lete i között.

VII. Fejezet. A kör kerülete és területe.
A k ö r  k e r ü le te  é s  te r ü le te . 290. M ily nagy  a kör kerü lete , h a  a sugara : 

2 m, 4 ‘5 ff*, 7 ‘2 m , 2'05 m  ?
291. M ekkora a k erü lete, h a  az á tm ér ő : 8-4, 14*3, 9*6, 0 3 6  m ?
292. A k ocsik erék  átm érője 1*2m ;  h a  a kerék  egy  perc a latt 180-szor  

n egfordult, m ekkora ú tat írt le a kocsi és m ily  se b e sség g e l h a la d t?



293. E gy kör átm érője két részre van  o sztva  és m indegyik  rész fö lött 
m in t átm érő fölött kör sz erk esz tv e ;  m ekkora a körök kerü lete in ek  ö ssz e g e ?

294. Egy kör átm érője több egyen lő  részre van  osz tv a  és mirrdegyik 
r é s sz e l m int átm érővel kör szerk esztve  ; m ekkora a körök k erü letein ek  összege ?

295. V alam ely  k ocsi kereke 8  ̂ km. ú ton  3118 fordulatot te sz ;  m ily  
n a g y  a kerék k ü llő je ?

296. A kör kerü lete  38  m -rel nagyob b , m int átm érője ; m ekkora m ind­
e g y ik  ?

297. M ily nagy  a kör terü lete , h a  sugara S'2 in ?
298. M ily nagy  a kör terü lete , h a  átm érője d  b'2, 0 '0 1 8 m ?
299. M ily nagy  a kör terü lete , ha  kerü lete  K  —  15'705 m ?
300. M ennyi a kör sugara, ha terü lete  4 '52304 dm 2 ?
301. A dott kör terü leté t k on cen tr iku s körrel o sszuk  fel két egyen lő  részre.
302. V égezzük  az osz tá st 4  : 9 arányában.
303. A kör á tm érőjéb en  v á la sszu n k  egy pontot, m ely  az á tm érőből a 

su g á r  ö töd részét (vagy tizenharm ad  részét) lev á g ja ; e pontban á llítsu n k  m erő­
le g e s  búrt. M ekkora ezen  n égy  h ú rsze let fölött, m in t átm érő fölött szerk esztett  
körök terü le te in ek  az ö sszeg e  ?

304. M ekkora e n égy  kör k erü le te in ek  é s  terü lete in ek  az ö sszeg e , h a  a 
m erő leg es húr egy  átm érő ?

305. Kör szerk eszten d ő, am ely n ek  a)  kerü lete , b) terü lete adott két 
kör k erü le tén ek  ille tő le g  terü letén ek , az ö sszeg e , v agy  k ü lönb sége.

306. V alam ely  n ég y zet terü lete  6400 m 2, m en n y i a beírt é s  körülírt
k öré ?

307. A sza b á ly o s három szög  o ld a la :  a ;  m ekkora a b e lé je  és köréje írt 
kör terü lete  ?

308. S zám ítsuk  ki azon  egyen lő o ld a lú  három szög o ldalát (a ), m elynek  
terü lete  v a la m ely  r  sugarú  körével egyen lő .

309. M ily n agy  azon kör sugara, m ely n ek  terü lete  az 1*5 és 1*2 m . 
su garú  körök terü letének  ö sszeg év e l eg y e n lő ?

310. K örnegyedbe van  írva egy  kör, m ely  a körnegyed  két szárát és  
ív é t  ér in ti ; határozzuk  m eg am a kör terü leté t, m elyn ek  sugara a k örnegyed  és  
a  beírt kör su garainak  az ö sszeg e .

311. V alam ely  d erékszögű  n égyszög  a lapja  az r  sugarú  körbe írt sz a ­
b á ly o s három szög  egy ik  o ldala , m agassága  az ugyanazon  kör köré írt sza b á ly o s  
h atszög  o ldala  ; m ekkora azon  kör k erü lete, m elyn ek  terü lete  eg y en lő  a n é g y ­
szö g  terü le tév e l ?

A  k ö r ív  h o s s z a . 312. M ily n agy  az \  m . sugarú körben a 32°-os közép­
pon ti szögnek  az íve  ?

313. M ily nagy  az ív , ha a sugár 4 ' 5 m ., a középponti szög  72°?
314. M ekkora arc  1 °, arc  1 ', arc 1" ? (A sugár az eg y ség g e l egyen lő).
315. A 8 -2 m. sugarú  körben szám ítsu k  ki a 4 ‘5 m. h osszú  ívh ez  

tartozó k özzép p on ti szöget.
316. M ily nagy  a sugárral eg y en lő  ívh ez  tartozó középponti sz ö g ?
317. A zon kör sugara keresendő , m elyb en  a 7° 30' középponti szöghez  

tar'.ózó ív  0 ‘6283 m.



318. M ily nagy  a 8 6 '1 2  m 2 terü letű  körben a 72°-os közép p on ti szögh ez  
tartozó ív h o ssza  ?

319. M ily nagy  a kör terü lete , ha a 150° 58' 20" k özépponti szög ív e  
150 m . ?

A k ö r  r é s z e in e k  te r ü le te . 320. Az r  sugarú  kör á tm érőjét egy  k o n cen ­
trikus kör 2 : 3  arányban  o sz tja ;  m ekkora a körgyűrű terü le te ?

321. M ily sz é le s  a 3 m. sugarú  b első  körnél n égyszer  nagyobb  terü le tű  
körgyűrű  ?

322. M ekkora o ly  körgyűrűnek  a szé le sség e , am elyn ek  terü lete k étszer  
akkora, m int az 5 cm . sugarú  b első  kör terü lete ?

323. M ily arán yb an  vannak  a körgyűrűt a lkotó  két kör sugarai, h a  a 
körgyűrű terü lete  kétszer akkora, m int a k isebb  kör terü le te ?

321. M ekkora a terü lete  azon  körgyűrűnek , m e ly n é l a b e lső  kör sugara. 
5 m ., a k ü lsőé  pedig azon  n ég y zet o ld a lával egy en lő , m ely  a b első  kör körül 
van  írv a ?

325. A szab á ly o s h a tszög  terü lete 1 dm 2. S zám ítsuk  ki az o ldalát és­
szám ítsu k  ki, m ekkora terü letű  a beírt és a körülírt körök á lta l határolt  
körgyűrű ?

326. M ekkora a terü lete  azon  körgyűrűnek, m ely n é l a b első  kör sugara r , 
a k ü lsőé  pedig azon  sza b á ly o s n égyszög  o ld a láva l egyen lő , m ely  a b első  k ö r  
körül van  ír v a ?  r  —  5 m.

327. M ily nagy  a 6  m. sugarú  körben az 5'G m. h o sszú  ív h ez  tartozó, 
scctor  terü lete  ?

328. M ily nagy  a sector terü lete , ha  a sugár 3 '6  m ., a k özép p on ti 
szög 56° 38' ? *

329. M ekkora, h a  r = 0 ‘6 m ., a =  ,36° 8 ' 16" ?
330. M ekkora a kör sugara, ha egy  sector terü lete  1200 m 2, a k özép ­

p onti szöge S ö 1 1 2 ' ?

331. M ekkora a körgyűrű sectorának  a terü lete , h a  a sugarak 0 '5  é s  0 '4
é s  az ívek h ez tartozó középponti szög  1-8 ° ?

332. M ekkora a szab á ly o s ö tszög  egy ik  o ld a la  á lta l m eghatározott k ör-  
sector terü lete  az egység -su garú  k örb en ?

333. M ekkora 1 2 '4 2  m 2 terü letű  körben o ly  körsector íve, am ely n ek  a. 
terü lete , akkora, am ekkora am a szab á ly o s három szög terü lete , am elyn ek  oldala  
a kör sugarával egy en lő  ?

334. Ilárom  egyen lő  sugarú  kör k ö lcsö n ö sen  érin ti eg ym ást ; m en n y i a. 
köztük levő  rész kerü lete és terü le te ?  (A sugár r  =  5 ‘6 m.)

335. V alam ely  három szög három  o ld a la :  a =  13, l  — 14, c —  15.
A h árom szög köré kör van  ír v a ;  m ekkora a három  segm en tu m  ö s s z e g e ?  
M ekkora a h árom szögbe beírt kör su g a ra ?

336. M ekkora a szab á lyos négy- és h atszög  egy -egy  o ld a láh oz tartozó  
körsegm entum  terü lete , ha a kör sugara az eg ység  ?

337. A dott 0 '5 7 2  m . sugarú  körben m ekkora a 60° közép p on ti szöghez, 
tartozó körsegm entum  terü le te?

338. M ennyi a körbeírt 5 m. o ld a lú  sza b á ly o s h árom szög  egy  o ld a la  
á lta l m eghatározott körsegm entum  terü lete  ?



339. M ekkora azon  körsegm entum nak  a terü lete , am ely et egy  körbeírt 
sz a b á ly o s n ég y szö g  egy  o ldala  és a h ozzátartozó ív  határol, ha  a n égyszög  
terü lete  15 '7 0 8  m 2 ?

340. V alam ely  távolság (a) m int húr fö lött két körív van  sz erk esz tv e;  
a  körívek h ez tartozó középponti szögek  90° és 60°. M ekkora a két körív á lta l 
határo lt h o ld acsk a  terü le te?

341. M ekkora két eg ym ást m etsző  kör közös részén ek  a terü lete , ha az  
e g y ik  kör sugara r  és a közös húrhoz tartozó k özépponti szög G0°, a m ásik

r
k örnek  a sugara -g -V  2  ?



A TÉRMÉRTAN BEVEZETŐ TÉTELEI.

Nyolcadik fejezet
A téridom okról általában.

59. §. Az egyenes vonalak kölcsönös helyzete a térben.
A végtelen tér bárm ely pontján keresztül szám talan  egyenes 

vonalat húzhatunk ; két m eghatározott ponton keresztül azonban 
csak egyel. Más szóval : az egyenes vonal helyzetét két gont hatá­
rozza meg. (Sarktétel.)

Két egyenes- vonalnak három féle kölcsönös helyzete lehet a 
térben. T. i. :

1. a két egyenes vonal párhuzam os, ha  mind a kettő ugyan­
azon síkban van, azonban egym ással bárm eddig m eghosszabbítva 
sem  találkozik ;

2. a  két egyenes m etszi egym ást, ha elegendöképen m eg­
nyújtva egy közös pontban találkozik ;

3. a  két egyenes vonal keresztező, vagy kitérő , azaz egymás 
mellett halad el, ha sem nem  várhuzamos, sem nem  m etszi egymást ; 
ez  esetben az egyenesek különböző síkokban vannak.

60. §. A sík helyzetének meghatározásáról.
A síklap jellemző tulajdonsága az, hogy ra jta  bárm ely irán y ­

ban  egyenes vonal húzható ; azaz ha a síklap bárm ely két pontját 
egyenes vonallal összekapcsoljuk, ennek összes pontjai a  síkba 
esnek. Könnyű átlátni, hogy a síklap helyzetének m eghatározására  
két, pont nem elegendő ; m ert ha e két pontot egyenes vonallal 
összekapcsoljuk, ez utóbbi körül a  síklapot még forgatni leh e t; 
minélfogva nem egy, hanem  sám talan  síklap gondolható, mely az



em lített két pontot m agában foglalja. De ha a síklap e két pontján  
kívül még egy harm adik  is adva van, akkor a síklap helyzete töké­
letesen meg van határozva. A sík  helyzetét tehát három pont hatá- 
rozsa meg, azonban csak akkor, h a  ezek nem esnek ugyanazon 
egyenes vonalba.

K ét egymást metsző egyenes vonal m ind ig  ugyanazon síkban  
fekszik  és tökéletesen meghatározza a sík  helyzetét.

Legyen A  pont A D  és A C  két egyenes 
m etsző pontja (165. ábra). Minthogy e vona­
lakat A , B  és C  pontok teljesen m eghatároz­
zák és három  ponton keresztül csak egy sík ­
lap fektethető, tehát a föntebbi tétel igaz.

Ebből kitűnik : 1. hogy az egyenes vonalú 
három szögnek m ind a  három  oldala ugyan­
azon síkba esik ; 2. két párhuzam os egyenes 
mindig ugyanazon síklapon fekszik.

E téte ln ek  m egfe le lö leg  a sík lap  m egje lö lésére  három  betű t h aszn álu n k .
Olt azonban , h o l k étség  nem  tám adhat, k ev eseb b e l is  beérhetjük .

61. §. Az egyenes és a sík kölcsönös helyzete.

• Amely egyenes vonalnak két pontja valam ely síkban van, 
az egész hosszában ezen síkban fekszik. (Sarkigazság.)

A síkon kívül fekvő egyenes vonalnak a síkhoz képest kétféle 
helyzete lehet.

1. Minden olyan egyenest, mely kellően m eghosszabbítva a síkkal 
találkozik, ehhez képest hajlottnak  m ondunk; a találkozás pontját 
az egyenes vonal talppont]k\Vdk. vagy átdöfési pontjának nevezzük.

2. Ellenben, ha az egyenes vonal —  bárm ennyire m eghosszab­
bítva — sem találkozik a végtelen síkkal, akkor azt mondjuk, hogy 
az egyenes a síkkal és viszont, a  síklap az egyenessel párhuzam os.

62. §. Két sík kölcsönös helyzete.
Két sík kölcsönös helyzete kétféle lehet. T. i. a síkok vagy 

találkoznak, vagy nem  találkoznak egym ással Az első esetben a 
síkokat összchajlókvídk, az utóbbiban párhuzam osaknak  mondjuk. 
Két párhuzam os sík a végtelen té rt három  részre, két összehajló 
sík ellenben négy részre osztja. Az összehajló síkok m etsző vonalát 
e/nck nevezzük.

A



K ét összehajtó sík  közös éle csak egyenes vonal lehet.
Mert, lia görbe vonal is lehetne, ezen kijelölhetnénk három  

olyan pontot, melyek nem esnek ugyanazon egyenes vonalba; azonban 
ekkor a két síklapnak három  közös pontja lenne, tehát a  60. §-nál 
fogva tökéletesen egybeesnék; ez azonban a  föltétellel ellenkezik, 
m ert eredetileg két különböző síkról volt szó.

63. §. A síklapra merőlegesen álló egyenes vonalakról.
1. l i a  valamely egyenes vonal a talppontján átmenő és a s ík ­

ban fekvő két egyenesre merőleges, akkor a talppontján áthaladó
valam ennyi egyenesre és magára a síkra  is merőleges.

166. ábra. Legyen il1 0  (166. ábra) az B S  síkban
húzott A O  és B O  egyenesekre merőleges ; 
akkor M O  1  ö6 '-re  is ; m ert, lia MO  meg­
hosszabbítása u tán  210  =  NO, akkor Á B ,  
21 A , M B , N A  és N B  egyeneseket húzván : 
A O M f S & A O N A  és B Ő M  A =  B O N  A j  
miből : M A  =  N A  ; 21B =  N B  és 21 A B  A  ^  
N A B  A ? tehát H A B  <£ =  N A B  ÓL Ha még 
az 21G és N u  egyeneseket is m eghúzzuk,
ak k o r: M A C  A  ^  N A O  A  és 2 1 0 =  NO ,
azaz 21 N O  A egyenlőszárú s így: 210 ± O G . 

Azonban hasonló eljárás ú tján  beigazolható az is, hogy 210  a  ta lp­
pontján átvonuló valam ennyi egyenesre, így teh á t m agára a síkra is 
merőleges. (Caucliy bizonyítása.)

2. B g y  adott pontból valamely síkra  csak egy merőleges vona­
lat húzha tunk. E tétel bebizonyításánál figyelembe kell vennünk, 
hogy az adott A  pont vagy m agában a síkban, vagy ezen kivül lehet.

a) A  pon t a síkban van. Tegyük fel, hogy A B  _[_ 21 N  síkra 
167. ábra) és ezenkívül A O  is merőlegesen áll ugyanarra  a síkra. E két 
egyenes vonalon keresztül vezessük B A O  síkot; ez az adott M N  síkot 

167. ábra. A D  egyenesben metszi. A föltétel következ­
tében úgy A B -nek, m int A 6-nek merőlegesen 
kell állania A D -n ;  ez azonban lehetetlen, 
m ert ugyanazon síklapon ennek egyik pontján 
keresztül csak egy m erőlegest húzhatunk 
valam ely adott egyenesre. Ha tehát A B  1  
21 A N  síkra, akkor A O  nem lehet az.

Á bel-L ém ij-P o lilie it : Mértan. I. rész. 9
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1G8. ábra. b) A második esetet illetőleg tegyük
föl, hogy A B -n  kívül még A C  is m erő­
leges M N  sík ra  (168. áb ra ); ekkor A B C  
három szög a föltétel szerint két derék­
szöget foglalna m agában, ám de ez lehe­
tetlenség. Ennélfogva A  pontból M N  síkra 
A B  az egyedüli merőleges vonal.

3. H a  valam ely egyenes vonal egyik  pon tján  három , vagy több
merőlegest h ú zu n k , ezek m in d  ugyanazon síkban vannak.

169. ábra. Legyen A B  az adott egyenes vonal
A (169. ábra), m elyre B C , B D , B E  stb. vona­

lak merőlegesen állanak. l ia  B C  és B D  egye­
neseken keresztül M N  síkot vezetjük, akkor
A B  egyenes vonal az 1. p.-nál fogva _L ezen 
síkra. A zonban ugyanezen sík B E  stb. egye­
nest is m agában foglalja, m ert ha B E  vonal
a  síkon kivül lenne, akkor A B -  és B E -n

keresztül oly síkot vezethetnének, mely M N  síkot B F  egyenesben
metszené. Minthogy A B  X M N  síkra, tehá t A B F  szögnek 90 nak
kell lennie; következőleg:

A B F  «T- =  A B E  <  =  90°. 
ámde ez képtelenség. T ehát B E  egyenes nem fekhetik a síkon 
kivül. Ugyanez áll a  többi m erőlegesről is.

Ebből önként folyik, hogy : ha valamely derékszöget egyik  szára  
körül forgatunk, a m ásik szára síklapot ír  le; ez utóbbi tehát 
m indazon egyenes vonalaknak a  m értani helye, am elyek valam ely 
adott egyenesre ugyanazonegy pontban m erőlegesen állanak.

4. A z  ugyanazon  síklapra merőlegesen álló egyenes vonalak
párhuzam osak egymással.

170. ábra. Legyen A B  vonal 1  M A N  síkra  (170.
ábra) és CD A. M A N -re -  akkor A B  [| C D -\e  1.

Ugyanis, ha a két merőleges talppont­
já t  M N  síkon A C  egyenes vonallal össze­
kapcsoljuk, B A C  -j- D C A  <£ =  Í8Ö°. Most 
azonban még be kell bizonyítanunk, hogy 
a nevezett egyenesek ugyanazon síkban 
vannak. E célból CD  talppontján keresztü l 
M A N  síklapon A C -vq I 'C G  m erőlegest



vonjuk ; továbbá C F  részt egyenlőnek vesszük Dér-vei, és C, F , <7pon­
tokat A B -nek valamelyik pontjával (pl. jff-val) összekapcsoljuk ; végül 
még az A A 'és A O  egyeneseket húzzuk. Az ekkép szárm azott idomban :

1. A C F  A  =  Ä C G  A» teh á t A F  =  A G \
2. F A J I  A ^  G A H  A, F H  — G /í  ;
3. F C H  A  ^2  G C H  A ,  Ä G F  £  =  Ä O ff £  =  00°.
Minthogy ezenkívül a föltételnél fogva D C F  =  90° és a

szerkesztés következtében A C F  4 ' =  90°, tehát a  3. pont értelm é­
ben CA, CD  és C H  egyenesek ugyanazon síkban vannak, követ­
kezőleg A B  és CD  vonalak is ugyanazon síkban vannak és így a 
főn többieknél fogva A B  || CD.

5. Viszont, ha hét várhuzamos hözül az egyik merőlegesen áll 
valamely síkra, a m ásik is merőlegesen áll ugyanazon síkra.

6. H a  két egyenes vonal ( A B  és CD ) valam ely harm adikkal 
(F F -fe l)  párhuzamos, egymás közt is  párhuzamos.

Mert, lia E F  harm adik egyenes vonalra merőleges síkot állítunk, 
ez a megelőző tantételnél fogva A D  és CD  vonalakkal is derék­
szöget alkot, következőleg a  4. pontnál fogva A B  || (AD-vei.

7. I la  A  pontból (171. ábra) M N  síkra  egy merőleges és több
ferde egyenest hú zu n k , ezek közül :

a) A B  merőleges a legrövidebb.
171. ábra. b) A m a  ferde egyenesek, me-

A lyeknek átdöfési p on tjuk  a merő­
leges talppontjától egyenlő távol van, 
egyenlők. így pb: 
h a : CB =  D B  —  E B , akkor:
A C  =  A D  =  A E  (m iért?).

c) Ellenben, amely ferde vo­
na lnak  az átdöfési pontja  a merő­
legeshez közelebb van, az rövidébb.

így ha : B D  <C B F -nél A D  is 
<1 A F -né \. Ép úgy viszont. (Miért ?)

6d. §. Az egyenes vetülete a síkon. Az egyenes hajlás­
szöge.

Az A  pontból (172. ábra) M N  síkra bocsátott merőleges egyenes 
O ta lppontját A  pont M N  síkon való vetületének  (projekció) nevezzük. 
Eszerint A B  vonal M N  síkon való vetületén azon C B  egyenest

ü*



értjük, mely az adott vonal összes pontjainak vetületeit m agában 
foglalja. Az adott síkot, m elyre valam ely pontot, vagy vonalat

172. ábra.

173. ábra.

vetítünk, vetületi s ík n a k , vagy «/«p-síknak, a 
m erőlegeseket pedig vetítő sugaraknak  nevez­
zük.

A föntcbbi értelm ezés szerint : a) a  vetü ­
leti síkban fekvő pont sa já t m agának vetülete ;
b) az a lapsíkra m erőlegesen álló egyenesnek 
pont a  ve tü le te ; mégpedig a  merőleges vonal 
talppontja.

A z  egyenes vonal vetülete bármely síkon egyenes vonal.
Legyen A B  az adott egyenes (173. ábra), 

M O N  a vetületi sík. Ha A B  egyik pl. A  pont­
jából M N  sík ra  A O  vetítő sugara t húzzuk és 
c m erőleges vonalon és A B -n keresztül B A O  
síkot vezetjük, ez a vetületi síkot O B  egyenes­
ben metszi, és O P  egyszersm ind a keresett 
vetület. Mert, lia A B  egyenes többi pontjaiból 
pl. B  és G pontokból M N  síkra a merőleges 

vetítő sugarakat m eghúzzuk, ezek m ind párhuzam osak AO-val, 
következőleg B A O  síkban vannak : tehát a  vetületi síkot csak az 
O P  egyenesben m etszhetik.

E zért valam ely egyenes vonal vetületét úgy határozzuk meg, 
hogy két pontjának a síkon való vetü letét egyenes vonallal össze­
kö tjük ; az összekötő egyenes lesz az adott egyenes vonal vetülete.

2. Valamely egyenes vonal a vetülétével kisebb szöget fog be7 
m in t a vetületi s ík  bármely más egyenes vonalával.

Jelöljük az M N  síkhoz ferde irányú  A B  egyenes talppontját 
ZLvel (174. ábra) és vonjuk A  pontból A 0 -t a  sík ra  merőlegesen, 

azaz: A G  1  M N . A fentebbiek szerint B G  
egyenes A B -nek vetülete M N  síkon. Ha ez 
utóbbi síkban B  ponton keresztül egy m ásik, 
pl. B D  egyenest húzunk, úgy A B C  szög 
kisebb A B D - nél. Mert legyen B D  egyenlő 
710-vel, és kapcsoljuk össze D  pontot A-val, 
akkor A B C  és A B D  három szögekben A B  
oldal közös és B C  —  B D y ámde A C  <C.AD  

lásd 5. §. 7. p.) teh á t A B C  <  A B D  £ -n é l.

174. ábra. 

A



175. ábra

A B C  szöget A B  egyenes vonal és M A N  sík haji ás-szögének 

nevezz ők’.'
3. A  vetületi síkban azon egyenes, amely adott ferde vonal vetüle- 

iével derékszöget alkot, magával a ferde vonal­
lal is derékszöget alkot.

Legyen A B  (175. ábra) ferde vonal- 
vetülete M A N  síkon AC . Legyen továbbá 
A D  1  A C -re ; akkor B A D  $L =  B .

Mert, hosszabbítsuk meg A D  egyenest 
- . . j ç  i' D A  irányban és legyen A E  —  A D -v e  1, végül 

/  kapcsoljuk össze D  és E  pontot B  és C-vel, 
^ akkor :

(1) C A D  A  22 C A E  / \ ,  következőleg CD  — CE ,
(2) BŐ D  A  22 B C E  A ,  « /j7J =  D E >
(3 ) B A D  A  22 A ,  teh á t B A D  M =  B A E  M =  90°.
(4) Viszont, a síkban fekvő o*m  egyenes vonal, meZy a  ferde

vonallal ennek talppontján derékszöget alkot, a  /e rJö  vonal vetu- 
letével ís derékszöget alkot. (L. a I / o .  ábrát.)

Itt is a  fentebbi 3 egyenlet érvényes, azonban m egfordított

rendben.

G5. §. Párhuzamos egyenes vonalak és síklapok.
1. Oly szögek, m elyeknek s z á r a i k  párhuzam osak, és egy felé irá ­

n y u ln a k , egyenlők.
176. ábra. Legyen B A  || E D , é s B C  || E F  (176. ábra) ;

® --------- ^ ezenkívül feltesszük, hogy a párhuzam os szárak
egy felé irányulnak, m ás szóval, vagy m ind a 
két szög hegyes, vagy mind a kettő  tompa.

Legyen B A  —  E D ,  és B C  =  E F  ; továbbá 
húzzuk meg B E , CF, A D , A C  és D F  egye­
neseket. Az ekkép alakíto tt A B E D  és C B E F  

idomok parallelogram m ák, m ert mindegyikben két átellenes oldal 
párhuzam os és egyenlő. Ennek folytán A D F C  is parallelogram m a 
(m ié r t? ) ; teh á t A C  —  D F ;  é s :

A B C  A  22 D E F  A ,  teh á t A B C  M =  D E F  <£.
2. E a  valam ely A B  egyenes vonal az M N  síklapon fekvő bár­

mely pl. CO egyenessel párhuzam os, akkor magéival a síkkal is p á r­
huzam os (177. ábra.)



177- ábra> Minthogy A B  || CD-vel, mind
a kettő  a közös A B C D  síkba ta r ­
tozik. Ha A B  vonal JAV síkkal 
találkoznék, találkozásuk pontja a  
két sík közös átm etsző vonalába 
azaz C D -be esnék; ám de ez a

föltétellel ellenkezik, m ert A B  || OD-vel. Az ellenmondás csak úgy 
szűnik meg, ha A B  vonal JAV síkkal párhuzam os.

3. Viszont ha A B  egyenes M A  síkhal párhuzam os és A B
vonalon keresztül oly síkot vezetünk, mely az adott síkot metszi, a
C D  metsző vonal A B  egyenessel párhuzamos.

(L. a J / / .  ábrát.) Ezt indirekt módon kell bebizonyítani.
4. H a  valamely A B  egyenes vonal J /A  és O B két síklaprct 

merőlegesen áll, e két s ík  párhuzam os. (178. ábra.)

1/8. ábra. Mert, ha MA! sík nem
lenne || O P-ve 1, a közös él egyik 
pontjából pl. C-böl A B  m erő­
leges vonal talppontjához két 
egyenes vonalat (A C -t és BC -t) 
húzhatnánk  és ennek folytán 
oly egyenes vonalú három szög 

tám adna, mely két derékszöget foglalna m agában ; ily három szög 
azonban nem alak ítha tó ; teh á t M A  sík || OP-vel.

5. H a  kél párhuzam os síkot egy harm adikkal á tm etszünk , ce. 
metszés vonalai párhuzam osak. így ha JAV-et és OB-l (179. ábra) 
A B C  m etszi, úgy A B  j| CD.

Mert, ha a m etsző síkban fekvő 
és CD  m etsző vonalak nem lennének p á r­
huzam osak, okvetetlenül találkoznának egy­
m ással ; ám de ez esetben az adott M N  és  
O B  síkok is összeérnének, ez azonban a 
föltételnél fogva lehetetlen, tehát a  metsző» 
vonalak szükségkép párhuzam osak.

6 . H a  valamely egyenes vonal k é t  
párhuzam os sík  közül az egyikkel p á r ­
huzamos, a m ásikkal is párhuzam os.

7. Adott síkhoz valam ely k ívü le  fekvő ponton keresztül csak  
egy párhuzam os síkot fektethetünk.

/ “ A /.....
/ \

B /
_/p

179. ábra.



Legyen M N  az adott sík (180. ábra), A  
a külső pont és A P  sík j| M N -nel. A-ból az adott 
síkra A D  m erőlegest húzzuk. Most, lia  A l  
síkon kívül még egy párhuzam os sík pl. A Q  létez­
nék, A B  egyenesen keresztü l oly síkot fektet­
hetnénk, mely M N , A P  és A Q  síkokat L C , A D  
és A P  egyenes vonalakban m etszené. Ekkor azon­
ban A D  párhuzam os lenne L’C-vel és A F  is || lenne
I)(7-vel, ami képtelenség. E szerint A Q  sík nem  lehet 
|| M N  síkkal, tehá t a  bebizonyítandó tétel igaz.

8 . H a  valamely egyenes vonal két párhuzamos sík  közül az 
egyiket átdöfi, á lko r kellően meghosszabbítva a m ásikai is  ta lá ln i fogja

181. ábra. Legyen 71/ sík || P  síkkal (181. áb ra  
Ha ~ÄB az előbbit (7-pontban átdöíi, akkor 
kellően m eghosszabbítva az utóbbit is ta - 
lálja ; m ert, ha ez nem  következnék be, A B  
párhuzam os lenne P  síkkal. Ámde h a  m ost 
A B  vonalon és P  sík valam elyik pontján 
pl. D -n  keresztül F D C G  síkot vezetnők, 

D F -n e k  a 3. pontnál fogva párhuzam osnak  keilene lennie A B -x cl 
m ásrészt pedig ugyanaz a D F  az 5. pontnál fogva egyszersm ind || 
lenne CG-xc 1. E szerint C D F G  síklap C pontján keresztül D F -hez két 
párhuzam ost lehetne húzni, e z  pedig lehetetlen. T ehát A B  nem 
lehet II P  síkkal és így kellően m eghosszabbítva átdöfi azt.

9. A m ely  egyenes kél párhuzamos sík  közül a z e g y ih e  meiő-
leges, a m ásikra  is merőleges. (Miért?)

182. ábra.

11. 11a két s ík  egy

10. H a  két párhuzamos síkot u g ya n ­
azon ferde vonallal á tm etszünk , ez m in d  
a két síkkal egyenlő hajlási szöget alkot,.

Legyen M N  sík || ChP-vel (182. ábra) 
A B  ferde vonal valam elyik pontjából pl 
Á-bói M N  síkra A D  m erőlegest bocsátva, 
ez az előbbi tan  tételnél fogva O P  síkra 
is m erőleges. K össük össze B  pontot 
D -vel és C-1 77-vel. Minthogy B D  || CE- 
vel, A B D  <£ =  A C E  N-.

11. Jla két s ík  egy harm adikka l párhuzamos, egymással is

párhuzam os.
Ezt a harm adik síkra m eröle gesen  á llíto tt vonal se g ítség év e l b izonyítjuk  b e .

_ .....



G6. §. A lapszögekről. Két sík hajlási szöge.
Két egym ást metsző sík lapszöget alkot. Ezt is forgásból szár- 

m azoünak tekinthetjük, és így kim ondhatjuk, hogy a lapszög a sík- 
lapnak egy egyenes körül való forgásából ered. Ha t. i. a síkot a 
benne fekvő egyenes vonalak valamelyike körül kör ül forgatjuk, a 
íorduló síklap mindegyik helyzete az eredeti helyzettel egv-egy lap­
szöget zá r be. A lapszög tehát a  sík  fordulásának nagyságát méri.
A lapszöget alkotó síkokat szárlapokwak hívjuk.

A lapszöget négy betűvel  szokás jelölni,  ekkép : A(BC)D  (LS3-ik ábra). 
A két középső be tű  a síkok B C  metsző vonalát,  azaz a lapszög élét, a két szélső 
be tű  a  két síklapot jelöli.

Amely lapszögek síkjai egym ásba illeszthetők, azok egyenlők.
_ A lapszöget azon egyenes vonalú szöggel m érjük, melyet a 

közös él valamely pontján a két síkban m eghúzott merőlegesek 
befognak; ezt a  szöget a két sík hajtás-szögének nevezzük.

183. ábra.  | gy  ]i a  A B C  g í k b a n  ( 1 g 3< á b r a ) q m  e g y e _

n  A nes vonal 1  B C -yq és B B C  síkban 6hV ±  B C -re;
akkor M O N  szög a nevezett síkok hajlási szöge és

M egyszersm ind A fB C jE  lapszög mértéke.
Ha valamely lapszög egyik síkját a közös clen 

túl m egnyújtjuk, két ?n<?ZA?llapszög keletkezik. Ha 
a lapszög a melléklapszögével egyenlő, azt derék- 

lapszögnek nevezzük. A deréklapszöget alkotó síkok merőlegesen 
állanak  egym ásra. A fogalmak és elnevezések hasonlóságából m agya­
rázn i nélkül is m egérthető, mi a hegyes, mi a tompa lapszög mik a 
c-swesjapszögek ? Továbbá könnyű kim utatni : hogy a derélclapszögek 
m in d  egyenlők , szintúgy a megfelelő csúcclapszögek is  egyenlők, 
továbbá, hogy két melléklapszög együttesen két deréklapszöggcl, az 
ugyanazon  él körül fekvő lapszögek összege pedig  négy deréklap- 
szöggel egyenlő.

. . .  , ,  E t.etelek bebizonyításai az egyenes vonalú  szögekre vonatkozó bizonyí­
tásokkal  tökéletesen megegyezők.

A hajlási szög tulajdonságai a következők:
'1. A  hajlási szög az el bármely pontján egyenlő.
2. A z  el a hajlási szög síkjára  merőlegesen áll.
o. Egyenlő lapszögeknek egyenlő hajlásszögek felelnek meg, m ert

két egyenlő lapszöget okvetellenül egym ásba illeszthetünk akkép, hogy
nem csak síkjaik és élük, hanem  a megfelelő hajlási szögek szö"-
ponljai is egybeesnek : ekkor azonban az utóbbiak szárai is össze­



esnek, m ert ugyanazon síkon az egyenes vonalra bizonyos pontjában 
'c sak  egy merőleges vonalat lehet húzni.

4. Ebből önként folyik, hogy a deréklapszögeknek megfelelő haj- 
lási szögek derékszögek.

5. K él lapszög aránya m indig  egyenlő a megfelelő liajlási szögek 
arányával. Ugyanis, a két lapszög vagy összem érhető, vagy nem. Első 
esetben tételünk a 3. pontnak egyszerű folyománya. Második esetben 
e tétel helyességét közvetve, az első eset alapján bizonyítjuk be.

A liajlási szögek eme tulajdonságaiból nyilvánvaló, hogy : ha 
valamely lapszöget a derék lapszög 90-dik részével, vagyis a lapszög- 
fokkal m egm érünk, ez utóbbi egység annyiszor ta lá lta tik  az adott 
lapszögben, ahányszor a közönséges szögfok a megfelelő liajlási 
szögben. E zért a liajlási szög m éltán szolgál a lapszög mértékeid.

67. §. A merőleges síkokról.

184. ábra

1. A  síkra  merőlegesen álló egyenes vonalon áthaladó második 
lík  az előbbi síkra  merőlegesen áll.

Legyen A B  egyenes 1  M B N  síkra, (184. 
ábra). Tegyük fel, hogy az A B -n  átm enő sík 
az adott M N  síkot C D  egyenesben m etszi. 
Húzzuk meg B  talpponton keresztü l M N  sík­
ban a B D -re merőleges B E  egyenest. Az 
ekkép szárm azó A B E  szög a két sík liajlási 
szögét ábrázolja ; minthogy pedig A B  E A  = 9 0 ° , 

tehát A B C  sík J_ M N  -síkra.
2. Viszont, ha két merőleges sík  egyikében a közös élre merő­

leges egyenest hú zu n k , ez a m ásik síkra  is merőleges. Mert legyen

A C D  sík 1  M N  síkra és A B  egyenes X 
C D -re. Vonjuk B E A  M N  síkban m erőlege­
sen CD  vonalra. Az ekkép szárm azó A B E  Ai 
=  90°, m ert a két sík liajlási szöge a föltétel­
nél fogva derékszög. Eszerint A B  X B E  ; 
ám de azonkívül A B  X CD  ;tehát A B  X M N  
síkra.

3. E tételből önként következik, hogy : 
ha két merőleges sík  közös élének egyik  pon t­
jában az egyik síkra  merőlegest állítunk, ez 
a merőleges teljesen a m ásik síkban fekszik.

185. ábra.



4. H a két s ík  merőlegesen áll ugyanazon harm adikra, az előbbi 
kettőnek éle is merőlegesen áll a harm adik síkra.

Ugyanis tegyük föl, hogy A B C  és A d )E  sík JL M N  síkra (185. 
ábra.) Most, ha  az előbbi két sík A F  metsző vonalának F  talppontján 
M N  síkra m erőlegest húzunk, ennek a 3. p.-nál fogva úgy A B G \ 
m ind A D  F  síkba kell esnie ; e m erőleges vonal tehát nem lehet m ás, 
m int az utóbbi síkok közös éle : A F .

68. §. A legegyszerűbb térmértani szerkesztések.

A térm értani szerkesztések annyiban lényegesen különböznek 
a síkm értaniaktól, amennyiben azok végrehajtására  semmiféle esz­
közünk sem lévén, csak gondolatban fejthetök meg ; ellenben a sík­
m értani szerkesztések vonalzó és körző segítségével valósággal végre­
hajthatók . A m azoknak csupán elméleti becsük van, ezek ellenben 
gyakorlatilag is alkalm aztatnak.

A térbeli szerkesztések következő három  egyszerű alap­
föladatra vezethetők v issza:

a) Három ponton keresztülhaladó sík  szerkesztése.
b) Valamely s ík - és egyenes vonal átdöfési vontjának föl- 

keresése.
c) K ét sík  metszővonalának meghatározása.
Ezen követelm ényeken kivül a síkm értani szerkesztések ism e­

rete  is elengedhetetlenül szükséges.
1. A dott A  pontból M N  adott síkra  merőleges vonal szerkesz­

tendő.
Húzzuk meg az adott  s íkban  a tetszés 

szerinti  BC  egyenest (186. ábra) és ez utóbbin 
meg A  ponton keresztii l  fektessük ABC  síkot ; 
m ost  ebben A  pontból  BC-re AD  merőlegest 
h úzván ,  emeljük  D pontban  az MN s íkban 

C D E  X BC  egyenest,  végre A D E  szög s ík jában
^ Ab' JL DE-et ;  akkor A F  egyenes A MN síkra.

G E nnek  bebizonyítása  céljából húzzuk
meg F  pontból MN s íkban  FG-t || BC-xe\. 

Minthogy BC  úgy AD, m int ED-ve 1 derékszöget alkot, azért BC  A AD F  szög 
s ík jára  i s ;  következőleg a -BC-vel pá rhuzam os FG  sz in tén  A A D F  síkra, tehá t  
FG  A AF-re  is. Eszerint A F  A FG-re  és ezenkivül A F  A F D ie ,  t e h á t :  
A F  A MN síkra.

2. A  s ík  valamely adott A  pontjában szerkesszünk a síkra  
merőleges egyenest.



187. Abra. 

D 8,
H úzzuk m eg a  síkon  k ívü l fekvő, egyéb k én t  

te tszés szer in ti B  pontból (187. ábra) B C  m erőlegest  
tovább á k össük  ö ssze  A -t  C'-vel, és vezessü k  B C A  
szög szárain  k eresztü l B C A  sík ot, m elyb en  A D  
leg y en  párhuzam os B C -v e  1. E zen  A D  X  az adott 
síkra..

3. Szerkesszünk a síkon kívül, adott A  
ponton keresztül az adott síkhoz párhuzam os  
egyenest. (177. ábra.)

Vezessünk a  kijelölt  A  ponton keresztü l  egy? síkot,  m ely  az adott  MBr 
síkot átmetszi,  és húzzuk  meg A  pontból az új s íkban a metsző vona lnak  
megfelelő párhuzam ost  ; ez az adott  síkkal is pá rh u zam o s .

Minthogy az új síkot te tszés sze r in t  vezettük A  p o n to n  keresztül,  azért  
szám talan  párhuzam os vonha tó  azaz. a  föladat ha tá roza t lan .

4. Valamely adott vonlból kei adott síkhoz párhuzamos egyenes 
szerkesztendő.

Ha a két sík egymást metszi, akkor  az átmetszés! egyeneshez vont  
pá rhuzam os mind a  két síkkal pá rhuzam os .  Ellenben, h a  a  két adott  sík p á r ­
huzam os, akkor a föladat az előbbivel azonos.

5. Adott A  ponton keresztül valamely adott M N  síkhoz p á r ­
huzamos sík  szerkesztendő. (E szerkesztést azon az alapon végezhet­
jük , hogy a párhuzam os szárakkal híró szögek párhuzam os síkokban 
fekszenek.)

6. Szerkesszünk valamely egyenes vonal meghatározott A  pon t­
já n  keresztül ugyané vonalra merőleges síkot.

Vezessünk az adott  egyenes vonalon keresztül két síkot ; húzzuk  meg 
mindegyikben az ado tt  A  ponton keresztü l a m ondott  egyenesre az illető 
merőleges vona laka t  ; az u tóbbiak  által  m eghatározo tt  síklap az adott  egyenes 
vonalra  merőlegesen áll. (Lásd 68. §. 1. p.)

7. Szerkesszünk valamely meghatározott A  pontból adott B C  
egyenesre merőleges síkot. (186. ábra.)

Az adott  A  ponton és BC egyenesen keresztül síkot vezetve, h úzzuk  
ebben A D - t merőlegesen BC-re, ezután  fektessünk BC-n keresztül még egy 
m ásik  síkot és húzzuk ebben ismét D E -e t merőlegesen BC  re  ; az A D E -n 
á tm enő  sík X  BC-re.

8. 'Valamely adott A B  egyenes vonalon keresztül vezessünk oly 
síkot, mely egy m ásik M A síkra  merőleges.

Ha az adott  AB  vonal va lam ely  pontjából MN s íkra  merőlegest h ú z u n k  
és ezen, meg A B -n  keresztül síkot vezetünk, az utóbbi merőlegesen áll  
M N  síkra.

9. Bizonyos ponton keresztül vezessünk oly síkot, am ely adott 
egyenessel párhuzam os , és adott síkra  merőleges.



E lőbb a k ije lö lt ponton  k eresztü l m egh úzzu k  a p árhuzam ost az adott 
eg y en esh ez , azután  a m erő legest az adott s ík ra ; az em e k ét von al m eghatá*  
rozta sík  a feladat m indkét k ívánalm ának  m egfe le l.

10. H atározzuk meg két különböző síkban fekvő egyenes távol­
ságát.

11. H atározzuk meg azon sík  fekvését, amely négy nem u g ya n ­
azon síkban lévő adott A , B , C és D  ponttól egyenlő távol van.

12. Valamely A  ponton keresztül fektessünk oly síket, mely két 
nem  ugyanazon síkba tartozó B C  és D E  adott vonalhoz párhuzamos.

13. K eressük valamely adott fekvésű s ík  azon pontját, m ely  
a  síkon k ívü l fekvő három kijelölt ponttól egyenlő távolságra esik.

Kilencedik fejezet.
A t e s t . s z ö g e k r ő l .

09. §. A testszög fogalma. Csúcs- és sarktestszögek.
Ha egym ást páronként metsző három , vagy több sík élei ugyan­

azon pontban összetalálkoznak, úgy e síkok a  térnek egy oldalon 
nyitott részét fogják körül, am elyet testszögnek nevezünk. A szoba 
padozata és két fala ott, ahol összeérnek, testszöget alkotnak. Minden 
testszögnek megvan a párja, m elyet az előbbihez képest külső  
testszögnek nevezünk. Ez épen igy van az egyenes vonalú szögek­
nél is, melyek szintén csak párosán  gondolhatok. Ilárom  végtelen 
kiterjedésű, nem párhuzam os sík, ha egy közös pontban összeér, a 
végtelen té rt nyolc testszögletre osztja.

A közös pontot a testszög csúcsának, a  találkozó síkokat 
oldallapoknak, m etsző vonalaikat a  testszög éleinek, és a két-két 
szomszédos él bezárta  szögeket élszögeknek nevezzük.

M inden  testszögben az élek, élszögek és lapszögek szám a az  
oldallapok számával egyenlő. (Miért?)

A testszöget úgy szoktuk m egje lö ln i, hogy  a csú csp o n t m elle tti b e tű t  
e lső  helyre tesszü k , az é lek et je lző  hetüket pedig zárjelbe fog la lva  a c sú c s ­
pont betűje után írjuk, i ly  m ó d o n : S (A B C D ). (188. ábra.)

Ha valam ely S(A B C D )  testszög éleit a csúcson túl meg­
nyújtjuk, S {A 'B 'C 'D r), új testszög keletkezik, m elyet az előbbihez 
képest csúcstestszögleinek nevezünk. Világos, hogy ez utóbbinak él­
és lapszögei kölcsönösen egyenlők az eredeti testszög hasonnevű



részeivel, m indam ellett a két testszög még sem egybevágó, azaz 
egym ásba helyeztetvén, nem  födi egymást, m ert az él- és lapszögek

szögeik egyenlők ugyan, azonban m egfordított rendben sorakoznak.
Az alábbiakban csak oly testszögekröl szólunk, melyeknek 

lapszögei behajlók, azaz 180°-nál kisebbek.
M inden  testszögnek megfelel egy más u. n . saroktesíszög, m ehj

Először is nyilvánvaló, hogy az új testszög oldallapjai, u. m. 
A B 'O 'C , B C 'O 'A ' és C A 'O 'B ' síkok az eredeti testszög O A , OB, OC  
éleire m erőlegesen állanak ; következőleg B 'A C ', C B  A ' és A 'C B ' szögek 
az eredeti síkok hajlási szögei, vagyis az 0 (A B C )  testszög lapszögei. 
Ámde : B 'O 'C  <  +  B 'A C ' £  =  2 R , C 'O 'A ' £  +  C B  A ' $  =  2 R

teh á t az új testszög élszögei az eredetinek lapszögeit ké t derék­
szöggé egészítik ki.

188. ábra. mindegyik testszögben m ás-m ás rend-
C '  B ’ Q. ben sorakoznak. Ugyanis képzeljük

\  /  ! *  -V , .  . . . . . _______________ 0 1 / 7 - 1 /S(A 'B 'C JJ ')  testszögnek S A 'B '  oldalát 
(mely a papir síkjába esik) az eredeti 
testszög megfelelő S A D  oldallapjára 
illesztve akkép. hogy m ind a két testszög 
élei a közös síktól egyfelől essenek; m árY q ■-------- -------------  OJ

/ C  most, ha  S D  éltől kiindulva a  két te s t­
szöget körüljárjuk, az él- és lapszögek 
ellenkező sorrendben tűnnek szemünkbe. 
Az ilyen testszögeket szim m etrikusaknak  
mondjuk. Szim m etrikus testszögek tehát

C ® azok, melyeknek megfelelő él- és lap-

utóbbinak
lapszögei 

189. ábra.
M

. az előbbinek lapszögeit ^  derékszöggé egészítik ki. 
él szögeit

Ennek bebizonyítása végett 0 (K L M )  
testszög belsejében (189. ábra) tetszés 
szerin t felveszünk egy 0 ' pontot : ebből 
a nevezett testszög három  oldalsíkjára 
OA', OB', OC' m erőlegeseket vonjuk, és 
két-két merőlegesen keresztül síkot fek­
te tü n k ; e három  sík az eredeti testszög 
éleit A , B  és C pontokban metszi. Lássuk 
m ár m ost az uj O(A'B'C') és az eredeti 
testszög között milyen vonatkozás van.

és A 'O 'B ' 4 -  A 'C B ' C. =  2 R ;



Továbbá, az A 'í?  és A 'C  egyenesek A ’O 'C  és A ’O 'R  síkokban 
az A 'O ' egyenesre merőlegesen állanak, tehá t B A 'C  szög a nevezett 
síkok hajlási szöge, amely egyszersm ind az új testszög O 'A ' élén 
fekvő lapszöget áb rázo l Hasonlólag C B 'A  és A C 'B  szögek az új 
testszög m ásik két lapszögét képviselik. A zonban :

B A 'C  a: +  B O C  a: =  2R , C B 'A  £  - f  COA  <£ =  2R , A C 'B  
-f- A O B  =  2R , teh á t az új testszög lapszögei az eredeti testszög 
élszögeit két derékszöggé egészítik ki.

70. §. A testszögek általános tulajdonságai.
1. M inden  hároméin testszögben két élszög összege nagyobb 

a harm adik élszögnél.
E tan tételt csak a r ra  az esetre szükséges bebizonyítani, ha a

harm adik élszög (t. i. az, melyet a m ásik kettővel összehasonlítunk)
a legnagyobb, m áskülönben a  tantétel m ár m agában világos.

190. ábra. Tegyük föl tehát, hogy S(A B C )  test­
szögben (190. ábra) A S C  élszög a 
legnagyobb. A kkor:

A 8 B  o: 4 -  E SC  <  >  A S C  A:-nél. 
Ennek bebizonyítása végett A S C  

síkban Á S D  szöget egyenlőnek rajzol­
juk  A S B  szöggel, továbbá S D -t =  S B -  
vel, D  ponton keresztül tetszés szerinti 
A D C  egyenest vonunk és ennek vég­
pontjait összekapcsoljuk B  ponttal.

Minthogy Á S D  A  co A S B  A ,  teh á t A D  =  A B .
A zonban: A C  A B  -J- B C \  kivonva az egyik oldalon i D - t  

és a  m ásikon a vele egyenlő A B -1, m arad : D C < B C - nél.
Minthogy C SD  és C SB  három szögekben C S  =  CS, S D  =  S B  

de D C C B C - nél, tehát CSD  <£ <  C SB  <£-nél.
Adjuk ehhez: Á S D  Ai —  A S B <£-et lesz:
Á S D  <£ - f  C SD  <£ <  A S B  <£ -j- C SB  <£, vagyis :
A S C  #  <  A S B  <£ +  B S C

2 . B árm ely testszög élszögeinek összege kisebb négy derékszögnél
Vezessünk az adott n  élű S  testszögen (191. ábra) á t valam ely

sík lapot akkép, hogy ez annak m inden élét messe ; a  m etsző pontok 
legyenek A , B , C , D  stb. ; ezután húzzunk a m etsző sík egyik pl. 0  
pontjából az élek m etszéspontjaihoz egyenes vonalakat. Ez úton



— —

ügy S, m int 0  pont körül n  három szög alakult. Mindegyik csoport­
ban a szögek összege 2 n R  és így a  szögek összege a két idom­
csoportban egyenlő.

Azonban A  pontban az E A O  és O A B  szögek együttvéve 
E A B  szöget alkotják és ez utóbbi az 1. p. szerin t kisebb B A S  és

S A E  szögek összegénél ; hasonlólag B  
pontban A B C <  < A B S $ .  + S B C Z - nél; 
ugyanez áll A B C D L  áb ra  többi szögei­
ről is. Ebből azt következtetjük, hogy az 
0  pont Teörül lévő háromszögekben az  
A B , BC, CD stb. vonalakon fekvő szögek 
összege kisebb m in t az & pon t körül 
alkotott háromszögekben ; ebből ism ét 
szükségkép következik, hogy az 0  pont 
körül lévő szögek összege nagyobb, m int 
az S  pont körül levőké, m ert különben 
a  szögek összege a  két három szög­

csoportban nem  lehetne egyenlő. Ámde az 0  pont körül található  
szögek összege 4 R ,  teh á t világos, hogy az S  szöget alkotó n  élszög
összege kisebb 4 R -nél.

3. B árm ely n  élű testszögben, m elynek lapszögei egyenként 
kisebbek 180°-nál, a lapszögek összege kisebb 2 n  derékszögnél, azon­
ban nagyobb 2 n — 4  derékszögnél.

Mert a testszögnek egy-egy lapszöge a sarktestszög megfelelő 
élszögével együtt 2 R . Ámde a  sarktestszögben az élszögek összege 
nagyobb ö -n á l és kisebb 4 R - nél (1. a  2. pontot) teh á t az adott 
testszögben a lapszögek összege kisebb 2 n R -nél, azonban nagyobb 
2 n R — 4 R -nél.

Ennek következtében : m inden  háromélü testszögben a lapszögek 
összege nagyobb két és kisebb hat derékszögnél.

191. ábra.

71. §. A háromélű testszögek meghatározása.

A mily fontos a  három szög a sikm értanban, oly nagy jelen­
tőségű a  három élü testszög a  té rm értanban . Felvetjük m ost a 
kérdést, hogy : h á n y  alkotórész szükséges és elégséges a háromélü 
teslszög m eghatározására?

Hosszas fejtegetés nélkül is átlátjuk, hogy e célra egy, vagy 
két alkotórész nem  elég, hanem  legalább is három adott alkotó­



rész ismerete szükséges. Mielőtt azonban a különböző eseteket tüze­
tesen tárgyalnék, ism étlések elkerülése végett előre bocsátjuk azon 
térbeli idom leírását, mely későbbi vizsgálataink alapjául szolgál 

Legyen O(ABG) valamely három éin tcstszög (192. ábra), 
melyben rövidség kedvéért az élszögeket a, b, c-vel, a lapszögeket 
a, ß, 7 -val je lö ljük ; azaz B O C  — a, GOA —  b, A O B  —  c, az a-val 
szemközt fekvő B  (O A) C lapszög —  a, stb.

192. ábra.

nX °

— A

Az 0 6  él valamelyik N  pont­
jából az átellenes A O B  síkra N P  
m erőlegest vonjuk, továbbá az utóbbi­
nak P  talppontjából az A O  élre P L  
m erőlegest és végül PA ' egyenest 
húzzuk. A 64. §. 3. pontjánál fogva 
A O  _L L N  vonalra, következőleg 
N L P  szög nem  m ás, m int A O B  és 
A O ü  síkok hajlási szöge, vagyis
N L P  X  =  x. Hasonlólag, ha P  pont­
ból B O  élre P M  m erőlegest vonjuk

és M  pontot összekapcsoljuk N -nel, B O  él nem csak P M , hanem  
APV-nel is derékszöget a lko t; következőleg N M P *£ =  ß.

I. A  hároméin testszög meghatározása három élszög alapján. (192. 
ábra.) A három  élszög ism eretes lévén, O N  hosszát tetszés szerin t 
felvesszük és valamely síklapon O N L  és O N M  derékszögű három ­
szögeket külön-külőn m egalakítjuk. Ezen alakítás csak egy-egy
három szöget eredm ényezhet, m ert az átfogó és egy hegyes szög a 
derékszögű három szöget tökéletesen m eghatározzák. Ennek folytán 
O L  és OM  egyenesek szintén ism eretesek és így azokat A O B  szög 
szára ira  rám érhetjük . Ezután A O B  síkban L  és M  pontokon keresz­
tül OA-ra  és O B-re L P  és M P  m erőlegeseket szerkesztjük, minek 
következtében L P  és M P  vonalak hossza is meg van határozva.
Végül N P  vonal _L A O B  s ík ra ; tehát N P L  háromszögből L N ,
L P  oldaloka t és PP2V szöget (= 9 0 ° )  ism erjük, következőleg N P L  
A -e t  is m egalakíthatjuk és ez úton P L N  —  v. szög is meg van 
határozva. Hasonlólag M P N  három szög is m egrajzolható, m ert 
ebből M N  és M P  oldalak és M P N  derékszög ism eretesek, követ­
kezőleg N M P  szög, azaz ß is meg van határozva.

Ugyanilyen módon bárm ely Iapszög-pár m eghatározható. Ennél- 
íogva állíthatjuk, hogy : a sor szerin t adott három élszög teljesen 
meghatározza a háromélű testszöget.



Innen egyenesen következik, hogy : az oly hároméin testszögek, 
m elyeknek élszögeik rendre egyenlők, vagy egybevágók, vagy szim ­
m etrikusak, aszerint, am int élszögeik ugyanazon, vagy megfordí­
to tt rendben sorakoznak. T ovábbá:

1. A m ely hároméin testszögnek két élszöge egyenlő, a n n a k  
átellenes lapszögei is egyenlők. (Lásd a 192. ábrát.) Mert, lia b —  a, 
akkor O L N  A  Sâ O M N A , tehát N L  =  N M , következéskép N P L  
A  =  N P M  A  és így : y =  ß.

Ha va la m ely  három élü  testszögn ek  m ind a három  é lszöge eg y en lő , lap­
szögei is m ind egyen lők . Ha m ind a három  élszög  derékszög, a három  lap szög  
is  derék lapszög . (M iért?)

2. A  háromélü testszögben a nagyobb élszöggel szemközt levő 
lapszög nagyobb, m in t a kisebbikkel szemközt eső. (192. ábra.)

I í .  A  háromélü testszög meghatározása három lapszög alapján .
Ezen eset a  sarktestszög segítségével az 1-re vezethető vissza. 

Mert, ha valamely három élü testszögböl a lapszögek a, ß, y ism e­
retesek, egyúttal a  megfelelő sarktestszög élszögei al: bu cx is 
m e g v a n n a k  h atározva; ugyanis ax = 2 R — y, b1 =  2 R — fi, cx — 
2 R —y. Azonban eme sarktestszög y1? ß1} yx lapszögeit az I. pont 
alapján  m eghatározhatjuk ; miből azután az eredeti három oldalú test- 
szög élszögeit is megtudjuk, minthogy a — 211— a1} b =  2 R — $x 
és c =  2 R — yx.

T e h á t . a sor szerin t adott három lapszög teljesen meghatározza 
a háromélü testszöget.

Továbbá, am ely háromélü testszögekben a megfelelő lapszögek 
egyenlők, azok vagy egybevágók, vagy szim m etrikusak  aszerint, 
am int a  lapszögek egyenlő, vagy fordított vendben sorakoznak.

Ha valamely háromélü testszögnek kél íapszöge egyenlő, az  
átellenes két eiszög is egyenlő.

Ellenben, ha a lapszögek különbözők, a nagyobbik lapszöggel 
nagyobb élszög van szemben, m in t a kisebbikkel.

III. A  háromélü testszög meghatározása két élszög és a közben- 
fekvö lapszög alapján.

Legyenek adva b, c élszögek és a  köztük fekvő a  lapszög 
(192. ábra), — O N  hosszúságot ism ét tetszés szerint felvéve, 
A O C  vagyis b szög síkjában N L  m erőlegest vonjuk, m iáltal L  
pontot és NL-V  m egtaláljuk. Már most N L P  három szögből N P L  ^  
=  R ,  továbbá N L P ^ L ,  vagyis a és ÎVX átfogó ism eretes, követ­

kezőleg a nevezett három szög is m egalakítható, ami L P  és N P
A bel-L toay-P o lilce il : Mértan. I. rész. 10



vonalak ism eretére vezet. Ezekután L  ponton keresztül A O B  
síkban A O -ra  L P  m erőlegest húzzuk cs erre az im ént ta lá lt L P  
hosszúságot átvisszük, P  pontból pedig OB- re P M  m erőlegest 
vonjuk, m iáltal P M  és O M  egyenesek is meg vannak határozva. 
Ezek folytán O M N  három szögből O M N  =  P , O M  betogó és OiV 
átfogó ism eretesek lévén, M O N , vagyis B O C <  (azaz a harm adik 
élszög) is m egtudható. A három  éíszögböl azután az I. pont alap­
já n  (5 és y lapszögek is m eghatározhatók. Tehát :

B árm ely hároméin testszög a sor szerűit adott lé t  élszög és 
a lözbefogott lapszög által tökéletesen meg van  határozva.

Következőleg :
H a  két hároméin testszögben két megfelelő élszög és a közben- 

fekvő lapszög egyenlők, azok vagy egybevágók, vagy szim m etrikusak  
aszerin t, am int az em lített alkotórészek egyenlő, vagy fordított
rendben sorakoznak.

IV. A  hároméin testszög meghatározása két lapszög és a köz­
ben fekvő élszög alapján.

Az előbbi pontból a sarktestszög segítségével következik, hogy :
A  hároméin testszöget a sor szerin t adott két lapszög és a köz-

len fekvő  élszög teljesen meghatározza. Továbbá, hogy :
A m ely hároméin testszögekben két megfelelő lapszög és a 

közbefoglalt élszög egyenlők, azok vagy egybevágók, vagy szim m etri­
kusak, am int t. i. a m ondott részek ugyanazon, vagy megfordított
sorban  következnek.

V. Tegyük fel most, hogy két élszög a  és & és a velük á t­
ellenes lapszögek egyike a ism eretes. (193. ábra.)

O N  hosszát ism ét tetszés szerin t 
felvéve, először az O N L  és O N M  
három szöget szerkesztjük meg és ezek 
ú tján  L  és M  pontokat, továbbá O L y 
N L  és O M  egyeneseket m eghatároz­
zuk. Ezek folytán az L P N  három ­
szögben a derékszögön kivül N L  
átfogó és N L P  szög, vagyis a ism ere­
tesek, következőleg a háromszög többi 
részét, tehá t L P  befogót is ism ert­
nek tekinthetjük. Ezen L P  az előbb 

ta lá lt O L  egyenessel O P L  derékszögű három szöget is m eghatá­
rozza. Végül az utóbbinak O P  átfogója, továbbá OM  egyenes és

193. ábra.



Ö M P  — 90° segítségével O PM  három szöget is m egalakít­
hatjuk. Itt azonban kétség forog fenn, am ennyiben nem tud ­
hatn i, vájjon OPM  Ö P  egyenes innenső, vagy túlsó oldalára 
szerkesztendő-e? Az eddigiek ugyanis erre  nézve semmi fölvilágo- 
.sítást nem  adnak,, sőt ellenkezőleg, a  m ondottakon semmi csorba 
sem  esik, ha O B 'el akként húzzuk, hogy PO B' ^  =  PO B  ; teh á t 
O M ' =  O M  és P M  —  PM '. Ennélfogva két élszög és az egyikkel 
á tellenes lapszög a három élü testszöget kétesen határozzák meg, azaz 
a  m ondott részekből két különböző testszög alakítható. Ebből ism ét azt 
következtetjük, hogy oly háromélü testszögek, m elyeknek két-két meg­
felelő élszöge és az utóbbiak egyikének átellenes lapszöge egyenlők, 
n em  szükségkép egybevágók, vagy szim m etrikusak.

VI. A föntebbiek alapján a sarktestszög segítségével könnyen 
m eggyőződhetünk a következő tételek helyességéről : K ét lapszög és 
•az egyikkel átellenes élszög még nem  határozza meg biztosan a 
háromélü testszöget, mert a mondott részekből általában két kü lön ­
böző testszög alakítható. Ennek megfelelöleg :

A z  olyan háromélü testszögek, m elyeknek két megfelelő lapszögük 
és az egyikkel átellenes élszögük egyenlő, nem szükségkép egybe­
vágók, vagy szim m etrikusak.

Feladatok a térm értan bevezető részéhez.
VIII. Fejezet. A téridomokról általában.

34-2. H ány eg y en est leh et a térben fekvő 4 p onton  át h ú zn i úgy, h ogy  
m in d egy ik n ek  a fek vése  m eg leg y en  h atározva  ?

343. A dva va n  n (7) pont a térb en ; ezek  közü l a  (3) pont egy  eg y en es  
von a lb a , h (2) egy  m ásik  eg y en es von alb a , c (4) egy harm adik  eg y en esb e  
e s ik . H ány kü lönböző eg y en es von a l fek vése  van  az adott pontok  álta l m eg ­
h atározva  ?

344. Ism eretes 4 (/») eg y en es és 7 (w) pont a térben. H ány sík lapot fek tet­
h etü n k  ezek en  k eresztü l úgy, hogy  m inden sík  egy  v on a la t és egy  pontot fo g ­
la ljo n  m agában ?

345. H ány kü lönböző  sík  fek vése van n (7) adott pont á lta l m eg h atározva?
346. H ány sík  van  öt eg y en es álta l m eghatározva, m ely ek  közü l n ég y  

párh u zam os egym ássa l és az ötödik két párhuzam ost m etsz ?
347. Egy pontból n  (6 ) eg y en es  indul ki ; h án y  síkot határoznak  

m eg ezek  ?
348. A dott pon ton  át v ezessü n k  o ly  egyen est, m ely  egy  adott eg y en esse l 

párhuzam os.



319. H ány eg y en esb en  m etszh eti egym ást n (5) adott s ík ?
350. H ány eg y en es von alb an  m etsz i egym ást «» adott sik , ha küzülök  

a párhuzam os és b u gyan azon  eg y en es von a lon  m egy k eresz tü l?
S ik la p r a  m e r ő le g e s  e g y e n e s . 351. Ha két pontból va lam ely  síkra b ocsátott  

m erő legesek  egyen lők , akkor ezen  két pont és a két m erőleges két talppontja  
egy  derékszögű n égyszög n égy  szögpontja .

352. M ekkora v a lam ely  pontnak a távo lsága  adott s ík tó l, ha  a pontnak  
a távo lsága  egy  a síkban  fekvő ponttól (t, és ezen  pont tá vo lsága  a m erőleges  
talppontjától- b ? a  =  11'3S, b =  4 'G2.

353. V alam ely  egyen lőo ld a lú  három szög  középpontjában a három szög  
síkjára m erő legesen  á ll egy  egyen es , m elyn ek  h o ssza  b ;  ezen  m erőleges fe lső  
végp on tján ak  a távo lsága  a három szög egy ik  szögpontjától c ;  m ekkora a  

három szög  terü lete ?
35-1 K eressük azon  pontoknak a m értani h e ly ét, m elyek  két adott 

p onttól egy en lő  távolságra vannak .
355. A zon pontok m értani h e ly e  keresendő, m elyek  három  adott p onttól 

eg y en lő  távo lságra  vannak.
350. Oly pontok m értani h e ly e  keresendő, m elyek n ek  két adott ponttól 

v a ló  távo lságaik  n égy zete i közt á llandó k ü lönb ség  (ni-) van.
A z e g y e n e s  v e tü le te . 357. V alam ely  12 m . h o sszú  rúd h ajlá sszöge a s ík ­

h o z  30°; m ily  nagy  a rúd. vetü le tén ek  a h o ss z a ?
3 5 8 . M ily n ag y  a 102 m. h o sszú  eg y en es h ajlá sszöge a sík h oz, ha a  

v e tü le te  a) fele  az eg y en es h osszú ságán ak , b) egyen lő  végpontjának  a sík tó l 
v a ló  távo lságával ?

359. Adott külső pont távo lsága  a sík b an  íekvö két m ásik  pon ttó l « é s  
b ;  a  két távo lság  vetii teteinek  aránya m : n  ; m ekkora az e lső  pont távo lsága  
a  sík tó l ? a —  143, b —  157, ni : n —  11 : 17.

36Ô. Az A Ö  =  15'6 >n eg y en es m erőlegesen  á ll az 0  középponttal b író  
é s  r  =  -4-8 m  sugarú  kör síkjára ; m ily  m essze  van A  pont a  kör k erü letének  

m ind en  p o n tjá tó l?
361. Két térbeli pontnak a sík tó l va ló  távo lsága  a =  3'7 és b =  5*8 n>, 

a  pon tok b ól a síkra vont m erőlegesek  ta lpontja inak  távolsága  c —  4 2  ni ; 
m ily  nagy a térbeli pontok  tá v o lsá g a ?

362. Az A B C  három szög  o ldalai A B  =  40  ni, B C  =  25 ni, A C  =  25 m ; 
A B  o ldal v a lam ely  síkban  fekszik , m ig  C  szögpontjának  a sik tó l va ló  tá v o l­
sága  7  m  ; m ekkora a három szög v etü le tén ek  terü lete?

363. V alam ely  eg y en es hajtás szöge egy  sík h oz 45°; a síkban  az eg y e ­
n e s  ta lppontján  át egyen es van  hú zva , m ely  az eg y en es v etü le tév e l sz in tén  
45°-nyi szöget alkot. M ekkora szöget alkot az a k ét eg y en es ?

A  s ík  é s  a  s ík k a l p á r h u z a m o s  e g y e n e se k . 364. Ha két p árhuzam os  
e g y e n e s  v o n a l egyike va la m ely  sík lappal párhuzam os, a m ásik  is az.

365. Ha v a la m ely  síkra m erő legest állítunk , és erre is  va lam ely ik  pont­
jában  m erő legest, az utóbbi párhuzam os a síkkal.

366. Ha a sík lappal párhuzam os eg y en es egyik  pontjából m erő legest
húzu n k  a  síkra, akkor az m erő leges az e lső  eg yen esre  is.

367. H a v a lam ely  eg y en es von a l két ö sszeh ajló  sík lap  m in d egy ik ével 
párhuzam os, akkor a síkok  k özös é lé v e l is párhuzam os.



368. Mi azon  eg y en esek n ek  m értani h elye , am elyek  adott ponton m en nek  
&t és adott sík k al párhuzam osak ?

K é t  e g y m á st  m e tsz ő  s ík . 369. Két sík  lap szögét és -m ellék la p szö g ét  
fe lező  síkok  m erőlegesek  egym ásra.

370. A lap szöget felező  sík  m indegyik  pontja egy en lő  távo lságban  van  
a  lap szöget a lkotó  síkoktól.

371. L egyen  a sík  egy ik  pontjából egy  m ásik  síkra b ocsátott m erő leges  
fe le  az u gyan azon  pontból a két sík m etsző  von alára  bocsátott m erőlegesnek  ; 
m ekkora a két sík  h a jlá sszö g e  ?

372. H atározzuk m eg a két adott sík lap tó l egy en lő  távol eső  pontok  
m értan i h e ly ét, a), h a  a síkok párhuzam osak, t )  ha  m etszik  egym ást.

373. A zon pontok m értani h e ly e  keresendő , m elyek  két adott sík lap tó l 
■a ille tő leg  b távolságra vannak.

374. A zon pontok m értani h e ly e  keresendő, m elyek n ek  két adott s ík la p ­
tó l va ló  távo lsága ik  m eghatározott arányban  állanak  egym ásh oz.

M erő leg e s  s ík o k . 375. A síkban  fekvő eg y en esen  át a síkra csak  egy  
m erő leg es sík o t v ezeth etü n k .

376. H a v a la m ely  b eh ajló  lapszög é lén ek  egy ik  pontjában m ind a két 
szárlapra  m erő legest á llítu n k , úgy, hogy m ind a kettőt a lapszöghöz k ép est  
v a g y  b efelé, vagy  k ife lé  h ú zzu k  ; az e von a lak  á lta l bezárL szög a lap szöget  
9.IÍ-re eg ész íti ki.

IX. Fejezet. A testszögről.
A h á r o m é lű  t e s t s z ö g .  377. Ha va lam ely  h árom élü  testszö g  három  la p ­

sz ö g é t  felezzü k , a felező  síkok  u gyan azon  egyen es vön alb an  ta lá lkoznak , é s  
a z  eg y en esn ek  m ind egyik  pontja a testszög  három  o ldallapjától egy en lő  tá v o l­
sá g r a  esik .

378. H a va la m ely  három élü  testszög  három  élszögét felezzü k  é s a fe lező  
von a lak  m en téb en  az ille tő  o ldallapokra m erőleges síkokat á llítu n k , ezek  azon  
e g y e n e s  von a lb an  ta lá lk ozn ak , m elyn ek  m inden  pontja a testszö g  három  é lé ­
tő l  eg y en lő  távolságra esik .

379. M inden három élü  testszögb en  két lapszög ö sszeg e  és a harm adik  
lap szög  közt fen nálló  k ü lönb ség  k isebb  m int 2A \

380. Ha a térnek  va lam ely  pontján k eresztü l egy adott három élü  te s t­
szö g  é le iv e l p árhuzam os és egyező  irányú  három  eg y en es von alat húzunk, ezek  
a z  adottal egyb evágó  testszöget alkotnak.

331. V alam ely  egyen lőszárú  három élü  testszög  a csú cs le s tszö g év e l 
eg y b ev á g ó .

382. Ha va lam ely  testszög  lapjait egy sík k al á tm etszük , ezu tán  a te s t ­
sz ö g  csú csá b ó l e síkra m erőleges von alat húzunk és ezt ta lppontján  túl a n n y iv a l 
m egh osszab b ítjuk , hogy a tú lsó  rész egy en lő  legyen  az in n en ső v e l, é s  végre  
h a  a m egh osszab b ított rész végpontját a tcstszö g  é le in ek  m etsző  p on tja iva l 
(ahol t. i. az élek  am a sík lappal ta lá lkoznak) összek ötjü k , e z ‘ö sszek ötő  v o n a ­
la k  az adottal sz im m etriku s lestszö g et a lkotnak .

383. Ha v a la m ely  h árom élü  testszög  b else jéb en  a  c sú c so n  át eg y en est  
"húzunk, akkor ezen  eg y en es és a három  él á lta l a lk otott szögek  ö sszeg  
nagyobb , m int az élszögek  fél ö sszeg e . (70. §. 1. p.)



1IÁR0MSZÖG-MÉRTAN.
( T R I G O N O M E T R I A . )

Bevezetés. Tudjuk, hogy valahányszor valamely három szögnek 
három  független alkotórésze ism eretes : m indannyiszor — egy kétes 
eset kivételével — a három szög úgy alakjára, m int nagyságára nézve 
teljesen meg van határozva, m ert a hiányzó részeket szerkesztés (con­
structio) útján  könnyen föllelhetjük, és hosszúság- illetőleg szög­
m értékkel m egm érhetjük. Minthogy azonban az ism eretlen alkotó 
részeknek szerkesztéssel való m eghatározása érzékeink és m űszereink 
tökéletlensége m iatt igen hiányos, ez oknál fogva m ár az ó-kor 
m a te m a tik u sa i az ism eretlen alkotórészeket szám ítás ú tján  ipar­
kodtak m eghatározni.

A m értan  azon részét, mely a három szög adott alkotó részei­
ből az ism eretlen alkotórészeknek szám ítás útján való m eghatározá­
sa ra  tan ít bennünket, háromszög-mértannak (trigonometria) nevezzük.

Azt az e ljárást, m ikor a három szög elégséges szám ú adott 
alkotórészéből az ismeretlen  alkotórészeket kiszá m ítju k , a három­
szögele m egfejtésénei nevezzük. Ez alapon m ondhatjuk, hogy a trigono­
m etria  tárgya a háromszögei megfejtése.

Tizedik fejezet.
A derékszögű  és az egyenlőszárú  három - 

szögek m egfejtéséről.
72. §. A s z ö g f ü g g v é n y e k r ő l .

Minden egyenes vonalú idom oldalakból és szögekből áll ; 
am azokat hosszúság-m értékkel, em ezeket szögmértékkel m érjük. 
E különnem üség következtében a nevezett alkotórészeket közvetlenül



összehasonlítani nem lehet. E nehézséget csak úgy tudjuk elhárítani, 
hogy a szögeket is vonalhosszakban iparkodunk m eghatározni. Ha 
ez sikerül, akkor azu tán  az oldalakat és szögeket is összehasonlít­
hatjuk egym ással és ez összehasonlítás eredm ényét szam okkal kife- 
jezheijük. Lássuk tehát most, miképen lehet a  szögeket egyenes 
vonalakkal m eghatározni.

194. ábra. E célra legyen A O B  J í  =  a  valam ely
hegyes szög (194. áb ra); húzzuk O B  szárnak 
egyik M  pontjából a  m ásik szárra  J /A  m erő­
legest; ez úton M O N  derékszögű három szög 
keletkezik, mely az % szöget, m agában foglalja 

l\l' N ^ és amelynek oldalai között állandó szám ­
arány  van, amely nem változik, ha O B  szárnak akárm elyik pont­
jából húzzuk is a  merőlegest. Mert M O N '  három szög hasonló 
M O N -hez, teh á t megfelelő oldalaik arányosak, azaz :

M N  M 'N ' O N  ONT
W ~ Ö J F ’ O M  ~~'OM r  

Eszerint az em lített három szögekben a  megfelelő oldalak 
aránya  állandó és mindaddig nem változhatik, amíg a szög meg 
nem  változik. Ellenben, ha a szóban íorgó szög m eg\áltozik, 
az oldalak szám aránya is szükségképen megváltozik. Azaz, ha A O C <  
>> A O B  *£-nél, akkor nem lehet többé

m n  _ M N  
om O M  ’

m ert ez esetben mon és M O N  derékszögű három szögek hasonlók, kö\ et- 
kezöleg A O B  és A O C  szögek szükségkép egyenlők lennének ; ez 
azonban lehetetlen, m ert a föltételnél fogva: A O C  ^  >  A O B  «£-nél, 

Látni ebből, hogy a szög és az azt meghatározó M O N  A  oldal;  
arányai közt szoros kapcsolat v an ; minden hegyes szögnek t. i. 
m eghatározott arányok felelnek meg, melyek semmiféle m ás hegyes 
szögre nem vonatkozhatnak. Ilyen, az oldalak m értékszám ai közt 
felállítható arány összesen ha t van. Ugyanis a három szög átfogóját 
m ind a két befogóhoz és az egyik  befogót a másikhoz a rán y íth a t-  
ju k ; ez három  arány t eredm ényez; m ost még e három  a rá n \ l  meg 
is fordíthatjuk, tehá t összesen hat különböző arány  gondolható. Ezen 
arányokat szögm értani számoknak., vagy szög függvényeknek, (gonio- 
m etriai függvények) nevezzük, m ert értékük a szög m ekkoraságától 
függ, és ehhez képest változik.



Könnyebb m egkülönböztetés végett a ha t szögfüggvényt külön- 
külön névvel látjuk el. Nevezetesen M N  befogó és O M  átfogó 
a rányá t a szög sinus-êmab  nevezzük, amit röviden így íru n k :

M N
O M  ~  sm  x'

E szerin t valamely hegyes szög s in u sá n  a szöggel átellenes 
befogó és az átfogó arányát értjük.

O N  befogó és OM  átfogó a rányát « szög cosinus-ának m ond­
juk  és ekkép jelö ljük:

O N
m  =  cos*.

Tehát: valamely hegyes szög cosinusán a szög mellett lévő 
befogónak az átfogóhoz való arányát értjük.

M E  oldalnak O S  -liez való a rányá t x szög tangens-ének nevez­
zük és így írjuk :

M N  .
-f i x  “ f c * -

E nnélfogva valamely hegyes szög tangense nem  más, m in t a 
szöggel átellenes befogó aránya  a m ásik befogóhoz.

Ha az elősorolt három  arány t megfordítjuk, a m ásik három  
szögfüggvényt kapjuk. N évszerin ti a tangens nevű oldalarány meg­
fordításából lesz : O N  : M N  és ennek cotangens a neve, am it
röviden így írunk :

ON
M N  ~  9  a *

Tehát valamely hegyes szög cotangense : a szög mellett fekvő  
befogónak aránya  az átellenes befogóhoz.

A cosinus megfordításából lesz O M  : ON, ez arány t secans- 
nak nevezzük. Jelekkel :

O M
O N  ~  S6C x‘

Valamely hegyes szög secansa az átfogó és a szög mellett lévő 
befogó arányával egyenlő.

Végül a sinus nevű arány m egfordításából lesz : OM : M N  és 
ennek cosecans a  neve. Jelekkel kifejezve:

O M
~ i l \ f  ~  c o s e c  7-111 iV

A za z  valamely hegyes szög coseeansa a n n y i, m in t az átfogó 
aránya  a szöggel átellenben fekvő befogóhoz.



Minthogy a  derékszögű három szög befogói egyenként kisebbek 
az  átfogónál, azonban különben korlátlan értékűek, a fentebbi értelm e­
zésekből egyenesen következik, hogy bárm ely hegyes szögre nézve :

1. A sin u s  és a  cosinus mindig kisebbek 1-nél, tehát valódi 
törtszám ok.

2. A tangens és a  cotangens korlátlan értékűek.
3. A secans és a cosecans mindig nagyobbak 1-nél ; tehát áttörtek. 
M agától értetődik , liogy v iszon t, va la m ely  hegyesszög  bárm elyik  m egadott

fü g g v é n y e  alapján  az ille tő  szöget is  m eg leh et szerk eszten i; így  péld áu l, ha  
s in  a —  », o lv d erék szögű  három szög a lak ítandó, m elyn ek  egyik  befogója =  1 , 
átfogója  =  2  egységgel ; az e lő b b iv e l á te llen es  szög a keresett a szög.

73. §. Fő- és pótlófüggvények. A szögfüggvények válto­
zásairól.

Az elősorolt szög függvények közül a  sinust, tangenst és secanst 
fö függvényekbek, a  cosinust, cotangenst és cosecanst pedig pótló- 
függvényeknek  nevezzük. Minden fő-függvénynek egy-egy pótló-függ­
vény felel m eg: a  sinusnak a cosinus, a tangensnek a cotangens slb. 
A fő- és a pótló-függvények egym ással sajátszerü kapcsolatban vannak. 

lOő. ábra. Ugyanis legyen A O B  -N =  x valamely
hegyes szög (195. ábra), továbbá M N  j_ O A, és 
rövidség okáért N M O  3C =  ß ; a íöntebbi értel­
m ezések szerint :

O N  M N
— sin  a ? qj\£ —~ Ö^V —1 ^

OM OM
t= cot g x, -  =  sec a, =  cosec x ;

liasonlóképeri ß szögre vonatkozólag :
O N  . .  M N  _  ,  O N  __
O M  ~ ~ Sm  ^  O M  ~  C0’" ,J’ M N  ̂  9  f '
M N  , „ O M  n O M

"O N
cosec

O N  ~  C0'9 ^  M N  Se° ^
*E két rendbeli egyenleteket összehasonlítva látjuk, hogy: 
s in  ß — cos «, cos ß =  sin  a, tg ß =  cotg x,
cotg $ —  tg a, sec ß — cosec a, cosec ß =  sec a.
Minthogy ß — 90° — a, ezen egyenleteket ily  alakban is  

írhatjuk  :
s in  (90°— x) =  cos x, cos (90°-^-a) =  sin  x. tg (90°— x) =  cotg x stb.



A za z, m inden  hegyes szög pótló-függvényei azonosak a meg­
felelő pótlószög fő-függvényeivel és viszont.

Innen  m agyarázható  a három  pótló -függvény  e ln e v e z é se  ; cosinus t. i* 
a n n y it je len t, m int com plem enti sin u s  (a pótló -szög  sin u sa), cotangens =  comp­
lem en ti tangens stb.

Minthogy a derékszögű három szögben változatlan átfogó melleit 
az egyik hegyes szög növekedésével az átellenes befogó is növekszik, 
a m ásik befogó ellenben fogy, világos, hogy :

1. A  sinus, tángens és secans, egy szóval, a fő-függvények a  
hegyes szög nőttével növekednek, ellenben :

2. A  cosinus, cotangens és cosecans, szóval a pótló-függvények  
a hegyes szög nőttével fogynak.

74. §. A szögfüggvények ábrázolása.

A szögfüggvények nevei a  körbe rajzolt egyenes vonalaktól 
szárm aznak. Ez utóbbiak t. i. m integy térbeli képviselői a szögfügg­
vényeknek. Ennek kellő m egértése végett rajzoljuk A O B  —  x hegyes 
szöget (196. ábra) és alakítsunk 0  szögpontjából kört, melynek sugara  

196. ábra. akkora, mint a hosszúság-egység. E kör­
vonal az AO  szá rt E  pontban, a BO  szá rt 
C pontban szeli. Az utóbbiból húzzuk 
meg A O  szárra  CD  m erőlegest; akkor

CD  . OD  
-Qç, —  sin  x es -QQ- — cos y- ;

K A és m ert az átfogó hossza =  1, a z é r t :  
C D  =  s in  x  és OD  — cos a, tehát CD  vonal, vagyis inkább ennek 
m értékszám a, a szög sinusát, OD  pedig a-szög cosinusát ábrázolja, 
azonban csak akkor, ha  OC =  r  =  1. Minthogy továbbá a szöge­
ket a  megfelelő körívekkel m érjük, ezért a sin u st, cosinust és szintúgy 
a  többi függvényeket is a  megfelelő körívre  vonatkoztathatjuk. H a 
tehá t x szög ívét, azaz EC -1, ö-val jelöljük, akkor : CD —  sin  a 
vagyis CD  egyenes a ívnek a sinusa és OD —  cos a, azaz O D  
egyenes vonal a ívnek a cosinusa.

A tangens és secans ábrázolása végett OA  szárnak E  pontján 
keresztül m eghúzzuk E F  m erőlegest; ez a kört A lpontban érinti és 
O B  szá rt F  pontban metszi. O F E  derékszögű három szögben:

E F  , , O F
l m  D  =  s<*  ’ >



és m e rt: O E  — r  — 15 tehát E F  — tg y és O F  =  sec z, vagy 
O E  ívre vonatkozólag F F  =  tg «, és O F  =  sec «, azaz F F  
az a  körívnek érintője (tangense), és O F  az a ívnek szelője (secansa). 
Csakugyan az E F  egyenes vonal érinti, O F  szeli a k ö rt; innen 
szárm aznak tehá t a tangens és secans elnevezések.

H átra van még a cotangens és cosecans ábrázolása. Evégböl 
szerkesszük meg * pótlószögét ß-t, azaz vonjuk ö -ból OG-1 1  O A -r a .  
A cotangens és cosecans értelm ezése szerin t:

OK 4 , 01
~  c° ty x - es ~f k  ~ cosec *»

Itt azonban I K  =  O H  =  r  —  1, és O K  —  H l , teh á t:
H l  =  cotg a  és ,0 1  =  cosec a, 

és így m ind a hat szögfüggvényt egyenes vonalakkal ábrázoltuk . 
Ezen vonalakat szögmérő ígoniometriai) vonalaknak, vagy vonatos szög-  
függvény  ele nek nevezz ük.

A régi m athem atikusok  a szögfü ggvén yek et az im én t előadott módon, 
érte lm ezték .

75. §. Ugyanazon szög függvényeinek összefüggéséről.

Minthogy a  hegyesszög m eghatározására  egyetlen egy függ­
vény elegendő, kétségkívül lehetséges egy ily szögfüggvényböl, például 
a  sinusból, valam ennyi többi függvényt leszárm aztatn i ; m ás szóval 
egy és ugyanazon szög ha t függvénye között bizonyos egyenleteknek 
kell államok. Ezeket könnyen m egtalálhatjuk a kővetkező észre­
vételek alapján.

m int a tangens m egfordított értéke, a secans a cosinusnak rneg- 
fordított.ja és a  cosecans a sinusnak m egfordított értéke. A zaz:

197. ábra. Az a szöget m eghatározó M O N  h á - 
^ romszögben (197. ábra) összesen hat oldal­

arány lehetséges, azonban ezek közül három  
nem egyéb, m int a  m ásik három  megfor-

N A dítása. Nevezetesen a cotangens nem egyéb.

cotg x —
1

I.

sec a _ L
cos y ’ 

1
111.

il.

cosec a



Továbbá M O N  derékszögű három szögben Pythagoras tétele 
szerin t :

M N*  -j-  ~Öm  =  Ö W ,  (f)
ezen egyenlet m indkét oldalát O J/M el osztva lesz :

( M N  y , ( O N  y
\ O M J ^  \ O M J  —  1-

Ámde. M N  : OM =  s in  a és O N  : O M  =  cos 7 , tehát :
(sin  a)2 -\-(cos oc)2 =  1 IV.

E zen fontos eg y en le te i a szögm értan  (goniom etria) a lap -egyen le tén ck  
szok ták  n evezn i.

A (f)-tel jelölt egyenletet öiVM el osztva lesz :
/ M N y  . /O M y
W )  +  ~  ( o r v )  ;

m inthogy, M N  : O N  == tg a, és O ili : 6hY =  sec a, teh á t :
(ty a)2 -f- 1 =  (sec- a)2. v.

Ha a (f) jelű egyenlet mindkét, oldalát JAYMel osztjuk, íeszi

■ _ ' + ( ^ ( 3
m ivel O N  : M N  =  cotg a, és Ö d / : M N  — cosee a, tehát

1 -j- (co/V/ a)2 =  (eowc a)2. VI.
M egjegyzendő, hogy  (sto a)*, (cos a)*, ( iy a )ï stb . h e ly e it  röviden s/m* a-t, 

cos2 a-t, ^ 2  a-t stb. szoktu n k  írni.

Végre ha s in  a értékét a cos a-év ál osztjuk, hányadosul ty x -t 
kapjuk ; ugyanis :

s in  a i W  O N  M N
cos y. ~ ~ O M  : O M ~ ~ ~ O N ~  tfJX'

* i ’i . sin ate h a t:  , tg x —  . VII
COS 7.

Ezen hét egyenlet alapján valamely hegyes szög bárm elyik 
adott szögfüggvényéböl a  többi ötöt könnyen kiszám íthatjuk.

íg y  p éldáu l, ha  va la m ely  szög cosinusa  le n n e ism eretes, a IV. eg y e n le tb ő l:  
sin  a =  V l  — cos2« ;  

h e ly e tte s ítv e  ezen  értéket a VII. eg y en le tb e  :

tg  x =  •
cos a

tek in te tb ev év e  az I. eg y en le te t :
cos ot

cotg a
V l  — cos- a '

í 1
tovább á a II. kép let szerin t : sec a = --------

cos a

végü l a III. kép let szerint,:; cosec « =  1
Vl - cos- a



I la son lók ép en  járunk e l a többi esetek b en  is . Az idevágó  föladatok  
fontosabb ered m én yeit a k övetk ező  tábla m utatja .

A dva
M e g  h  a  t  á r o z a n  d ó :

v a n s in  a cos a tg  a cíí/<7 a

s in  a V l  — sin'1 a
sin  a sin  a ~  sin  a cos a =  V 1 —  sm'1 a Uj a -----------------r —

V I  —  sm'1 a ' °  é -  s in  z

cos a -.-Ói a =  V 1 — cos- a cos a =  cos a
V 1 —  cos1 a

tg  a =  —----------------
ooa a

cos a
cotg a —  y/ ̂  o,

tg  a
tg  a 1 tg x =  tg cc

1
cotg a = ----------- :—sm  a ----- --------—

V  1 -f- tg'1 a
cos y* —  /----- ;........ ....

V  1 4 -  tg - a t g a

1 cotg a 1 cotg ci =  cotg cicotg a. sin  a ;— — :......
\ / 1 -j— cotg'1a

tOö & --- ,----;--------
V 1 -f- cotg1 a a

70. §. Néhány hegyes szög függvényeinek meghatározása.

Minden szöget középponti szögnek tekinthetünk oly körben, 
melynek sugara =  1. Ez esetben :

A  hegyes szög sinusa  a n n y i, m in t a kétakkora szöghöz tartozó■ 
h ú r  m értékszám ának a fele.

Azaz, ha A C B  —  a szög szögpontjából (198. ábra), m int közép­
pontból, oly kört alakítunk, melynek sugara CA =  C B =  1, és 

B  pontból A C  szárra  B E  m erőlegest húzzuk 
és ezt a kör D  pontjáig m egnyújtjuk, akkor 
A C B  Ai =  A C B  A  =  * 
és : B E  =  E D , tehát :

B E  — \ B B  —  \chorda  (2a) 
ámde minthogy : B C  =  1, B E  =  s in  a, 
következőleg-: sin  a =  \chorda  (2a).

Eszerint bárm ely szög sinusa  és ez u tán  többi függvényei is-
könnyen kiszám íthatók, ha a kétakkora szöghöz tartozó h ú r hossza

ism eretes.

198. ábra.



Midőn a  szabályos sokszögekkel foglalkoztunk, a többi között 
kiszám ítottuk az v  sugarú  körbe ír t  szabályos háromszög, négyszög , 
hatszög, tízszög oldalhosszát (l3, li} l6j ?10-et). E sokszögekben az 
egyes középponti szögek megfelelöleg 120», 90°, 60°, 3G<> nagyságúak; 
tehát a  föntebbi tétel alapján :

s in  60° — chorda (120°) =
sin  45° — \ chorda (90°) =  \ lA =
sin  30» =  \ chorda (60°) =  £le =  £,
s in  180 =  Içhorda  (3öo) =  J /10 =

következőleg :
s in  60° =  cos 30° == 0 8 6 6 0 2  . .  s in  45° =  cos 15° =  0-70710 . .  
s in  30° == cos 60° =  0 50000 . . sin  18° =  cos 72° =  0-30901 . .

A megelőző § képletei nyom án m ost m ár ugyanezen szögek 
többi függvényei is kiszám íthatók.

A körbe írt n -szög oldalhosszából Lrböl az ugyanazon körbe 
ír t 2n-szög oldalhossza (l2n) és viszont, az utóbbiból az előbbi is 
kiszám ítható. (54. §. 6 .) N evezetesen:

1) a körbe ír t szabályos hatszög oldalából
a 12-szög, 24-szög, 48-szög, . . . .  oldalhossza, vagyis 
a  30°, 15°, 7° 30'-nyi . . . középponti szög húrja,

teh á t a föntebbi tétel alapján
a 15°, 7° 30', 3° 45'-nyi . . . szögek sinusa is k iszá­

m ítható ;
2) a körbe írt szabályos négyszögből

a 8-szög, 16-szög, 32-szög . . . .  oldalhosszát, vagyis
a  45°, 22°30', l l ° 1 5 '- n y i .középponti szög húrját,

teh á t megfelelöleg :
a  22° 30', 11° 15', 5° 3 7 '3 0 " .  . . szögek sinusát szám ít­

hatjuk k i;
3) a beírt szabályos tízszög oldalából

a 20-szög, 40-szög, 80-szög . . . .  oldalhosszát, vagyis 
a 18°, 9°, 4°30' . . . . u középponti szögek h ú r­

já t  és megfelelöleg:
a 9°, 4°30', 2° 15' . . . .  szögek sinusát szám ít­

h a tjuk  ki.

Látnivaló ebből, hogy a körbe írt szabályos sokszögek oldalhosz- 
szaiból akárhány hegyes szög sinusá t és egyúttal a  hozzá tartozó 
pótlószög eosinusát kiszám íthatjuk. Ugyané szögek többi függvényeit 
•ezután a megelőző §. szerin t határozhatjuk  meg.



Néhány esetben a  szám ítást a  következő egyszerű módon 
végezhetjük :

a) Ha az A B C  egyenlöoldalú három ­
szöget (199. ábra) szerkesztjük és annak C 
szögpontjából CD  JL A B  egyenest húzzuk, 
akkor A C D  —  B C D  =  30»; feltéve még, 
hogy : A B  =  B C  =  A C  =  1, lesz :

199. ábra.

sin  60°
CD
A C

A D  1 
s m  30° == cos 60° =  5

> \ í A O  —  A ID  . /  . I  '1 l / T
cos 30°

az 5-ik alapegyenlet szerin t:

1 +  t(f- 30° =  seC- 30° =■ cos2 3Q0 ,

1 1 1

1

tg2 30° cos2 30°
1

tg 30° == cof# 60° =  /  3 ;

-  2 —  

cotg 30° =  tg 60° =  / 3  ; sec 30° =  cosec 60» =  y  / 3

coscc 30° =  sec 60° =  2.
b) Ha az A B C  (200. ábra) egyenlöszárú derékszögű három - 

200. ábra. szöget vesszük szem ügyre, azt találjuk, hogy
annak mindegyik hegyes szöge 4-5° ; a  befogók 
egyenlők és így Pythagoras tétele szerint :

a  =  / 2 á 2 =  b / 2  ; és s in  45° =  cos 45° =

2 ~ / ¥ ~ 2 V '

450 — cotg 45° =  1 ; 
r = b ‘S sec 45° — cosec 45° =  /  2.

c) Ha B C  (201. ábra) az egység-sugarú körbe rajzolt szabályos 
tízszög egy oldala, akkor, am int a  planim etriából tudjuk :

201. ábra.

rX . .  1 5 0

B C = 2 .  B D V b — és x — 18°.

Az derékszögű három szögben:
O D 2 == OJP —  B D 2 =, ( / y - 1 )2 1 0 + 2 / 5 .

“  16



0 1 )  =  ~ V  1 0 + 2 / 5  ;4

ilyformán : s in  18° =  cos 72° =  =

cos 189 =  s in  72° =  

tg 18° — colg 72° =

cotg 18° =  tg 72° —

sec 18° =  cosec 72°
II

tö 4

0 1 ) / l 0  +  2 / 5 "
O B 4
B D / 5  — 1
0 1 )

/ 1 0  +  2 / 5 "

OD / 1 0  +  2 / 5 "
B D / 5 ~ — 1

4

X 5
18° — sec 72° =  — = ------- =  / 5 4 - l .

/ 5  — 1 1

77. §. Szögmértani táblák.
Előbb kiszám ítoltak  néhány hegyes szög függvényeinek az 

értékeit és általánosságban utaltunk a rra  az e ljárásra , amellyel még 
több szög függvényeinek a m eghatározására  ju thatunk. Most am a 
táblázatok rövid m egism ertetésére törekszünk, am elyekben az egy­
m ást term észetes sorban kővető szögek függvényeinek értékeit rend­
szeresen összeállítva m egtalálhatjuk. Az ilyen táblázatokat szög­
m értan i tábláknak hívjuk és ezekből egyrészt az adott nagyságú 
szögek egyes függvényeinek szám értékeit, m ásrészt az adott függ­
vény-értékből a megfelelő szöget kikereshetjük. Előrebocsátjuk, hogy 
a szög függvények nagyrésze irrationális szám. R ationálisak például : 

s in  90° =  cos 0° =  1 ; s in  30° == cos 60° =  0-5 ; 
tg 45° =  cotg 45° — 1 ; 

a  többiek általában irrationális számok, amelyeknek való értékeit 
annál jobban megközelítjük, minél több tizedes jegyig fejezzük ki azo­
kat. Minthogy azonban sok tizedes jeggyel a  szorzás, osztás, h a tv á­
nyozás és gyökvonás felette kényelmetlen, sőt terhes feladat ; azért 
a trigonom etriai szám ításokban nem a szögfüggvényeket, hanem  azok­
nak  B riggs-féle logaritm usait használjuk. Ez az oka, hogy a szög­
m er ta n i táblákban a szög függvények  helyett azoknak bizonyos szám ú  
pl. 4 — 7 tizedes jegyig terjedő logaritm usait találjuk.



A szögm értani táblák a 0® és 90° közé eső szögek sinusainak, 
cosinusainak, tangenseinek és cotangenseinek a  logaritm usait fog­
lalják m agukban; mégpedig oly módon, hogy a felső táblafejek a 
0°-tól 45°-ig, az alsók a  45°-tól 90°-ig terjedő szögeket tüntetik  
fel. A percek és esetleg még a  m ásodpercek tízesei is a  0°-tól 
45®-ig terjedő szögeknél a  táb la  baloldalán felülről lefelé, a  45°-tól 
90°-ig terjedő szögeknél a  tábla jobb oldalán, alulról fölfelé haladó 
függőleges sorokban vannak feljegyezve. Az ily táblák mindegyikének 
bevezetésében a táb la  berendezésére és haszn á la tá ra  vonatkozó 
ism ertetéseket és u tasításokat m egtaláljuk. A zért még csak a követ­
kező m egjegyzést tesszük.

Minthogy a j)° és 90® közé eső szögek sinusai és cosinusai, 
nem különben a 45°-nál kisebb szögek tangensei és a  45°-nál nagyobb 
szögek cotangensci valódi törtek, amelyeknek negativ karak teriszti­
kájú logaritm usaik vannak ; azért (helykiinélés céljából) a  táb láza ­
tokban az összes szögfüggvények logaritm usainak karak terisztiká­
jához 10 egység van adva. H asználatnál tehát a szögm értani táblából 
kiirt logaritm usok karakterisztikájából 10 egységet m inden alkalom ­
m al ki kell vonnunk.

Szögm értani táblákkal oldjuk meg a következő feladatokat:
1. K eressük valam ely  a  szög függvényeinek  a logaritm usait

Pl. Mivel egyenlő log s in  a, log cos a, log tg a, logeotg a, ha
a =  32° 18' 2G"?

a) log sin  32 ' 18' =  9*72783 — 10, Difi. 1" =  0-33
- f  0-33 X 26 =  8-5S 9
log s in  32® 18' 26" =  9-72792 — 10

b) log cos 32® 18' =  9 92699 — 10 Diff. 1" =  0-13
—  0-13 X  26 =  3 3 8  —  3
log cos 32° 18' 26" =  9-92696 — 10.

c) log tg 32® 18' =  9 80084 - - 1 0  Diff. f "  =  0 47
+  0-47 X 26 =  12-22 12
log tg 32® 18' 2ó" =  9-80096 — 10.

d) logeotg 32® 18' = 1 0 -1 9 9 1 6  — 10
— 0-47 X  2 6 =  12-22 — 12
log cotg 32® 18' 26" = 1 0 1 9 9 0 4  — 10.

2. K eressük valam ely goniom etriái fü g g vén y  adott logaritmuséi 
bála hozzátartozó szöget. P l.

Ah el Lévaxj-PoVíke'tl: Mértan. I. rész. 11



a) log sin  x =  9-72791 
97 2 7 8 2  ■

-  10 
— 10 — lóg s in  32° 18'

9 : 0-33 = +  26"
X = 32° 18' 26"

b) log cos x =  9-79106 
9-79095

— 10 
-  10 — log cos 51° 50'

11 : 0-27 — — 40"
X = 51° 49 ' 20"

c) log tg x =  9-76512 
9 76493

—  10 
— 10 _ log tg 300 12'

19 : 0-48 = +  39"
X = 30} 12' *39"

d) log cotg x -=  10-19625 
10-19609

— 10 
— 10 — lóg cotg 32° 29'

16 : 0-47 = — 36"
X = 320 28' 24".

3. K eressük valam ely adott szög kijelölt függvényének  a nagy­
ságát. Pl.

a) s in  32° 18' 26" =  x ; log sin  32° 18' 26" =  9'72792 — 10 
. =  0-72792 — 1 ; x  —  0-5345.

b) cos 60° =  x ; log cos 60a =  9-69897 — 10 =  0-69897 — 1 ; 
x =  0-5.

c) tg 45° =  x ;  log tg 45° — 10 00000 — 10 =  0 ; x —  1.
d) cotg 36° == x ;  log cotg 36° =  10-13874 — 10 =  0-13874; 

x =  1'3764.
4. K eressük meg valam ely adott goniom etriai függvényből a 

hozzátartozó szögei Pl. :
a) s in  x  =  0*5 ; log sin  x =  0-69897 — 1 =  9 ‘69897 — 10; 

x =  30°.
b) cos x =  0-75 ; log cos x =  0-87506 — 1 = 9 ’ 87506— 10 ; 

x =  41° 24 ' 35".
c) tg x =  0 ‘4 5 ; log tg x =  0 65321 —  1 =  9 65321 —  10; 

x =r 24» 13' 38".
d) cotgx —  5 6 ;  log cotg x =  0*74819 =  1074819 — 10; 

x =  lOo 7 ' 28".



202. ábra.

78. §. A derékszögű háromszögek megfejtésére szolgáló 
tételek.

Jelöljük A B C (202. ábra) derékszögű három ­
szög átfogóját a-val, a két befogót b- és c-vel, 
a szén b en  fekvő szögeket megfelelöleg a-, ß- és 
y-val ; akkor a szögfüggvények értelm ezése 
alapján :

a c—  cos y ; cos ß =  ~~^~= s in  y ;

tg ß =  - j -  =  cotg y : coty ß =  ig y ;

ezek ily alakban is írh a tó k :
b =  a s in  ß. (1) c a cos ß (2)
b —  c tg ß. (3) c =  b cotg ß. (4)
Szavakba foglalva :
1. A  derékszögű háromszög bárm elyik befogója a n n y i  m in t az  

átfogónak és a keresett befogóval szemben fekvő szög sinusának  szor­
zata, vagy az átfogónak és a befogó mellett fekvő hegyes szög cosinu- 
sának szorzata.

2. A  derékszögű háromszög egyik befogója a n n y i , m in t a 
m ásik befogónak és a keresett befogóval szemben fekvő szög iangensé- 
nek, vagy m in t a m ásik befogónak és a keresett befogó mellett fekvő  
hegyes szög cotangensének szorzata.

E két tételen kivül a derékszögű három szögek megfejtésénél 
felhasználjuk még Pythagoras tételét is, amely szerint :

3. A  derékszögű háromszög átfogójának négyzete a n n y i , m in t a 
ké t befogó négyzetének összege.

E három  tétel a lapján  m ind en  derékszögű  e g y en es  v o n a lú  h árom szög  
m egfejthető .

79. §. A derékszögű háromszögek megfejtése.
A derékszögű három szögek megfejtésére két alkotórész ism e­

re te  szükséges. Ezek lehetnek:
I. A z  átfogó (a) és az egyik  befogó (b). 
ß szöget m egtaláljuk ezen egyenletből;

s tn  3 =  — ; 
a

i l •



logaritm usokra térve :
log s in  fi =  log b — log a. 

y szöget illetőleg :

Y =  90° —  fi ; vagy közvetlenül : cos y =  —

A keresett befogó (c) a Pythagoras-féle tantétel szerin t:

c —  Y «3 — b2 =  y  (a-\-b) (a— b), 
logaritm usokkal :

log c —  \  [log (a  -j- b) -J- log [a— 6)].
P éld á u l le g y e n  a =  90°, a  —  27*3, b — 20*9™ ; m ekkora ß, y és c ?

log b 11*32010—
log a 1*43616

log sin ß 9*88399—

log sin ß log sin 49° 57' 30" 
49° 57' 30".
40° 2' 30".10

3 9 4 . ..4 9 °  57'
5 ......................30" ß —  49° 57' 30’

a 27*3 log (a +  b) 1*68305
b 20*9 log [a — b) 0*80618

a -j- b 48*2 2*48923
a — b 6*4 log c 1*2446*2

: 2

5 2 . .1 7 5 6  
1 0 ...........4 ;  c =  17-564 m

M inthogy a sinusai- és a cosinusolc lassabban változnak, m in t a tangensek,
illetőleg contangensek, (a s in u so k n á l ez k ü lön ösen  90° k özeléb en , a co sin u so k n á l
e llen b en  0° körül igen  szem b etű n ő) ezért gyakran célszerű b b  a keresett szöget
tan gen s fü ggvén yek k el m eghatározni, m ert az érin tett oknál fogva az u tóbbi
m egh atározás p on tosab b  a s in u s , v a g y  co s in u s se g ítség év e l nyert érték ek n él.
A lk a lm azhatjuk  p ed ig  e célra  je le n  e se tb en  a (3) eg y en le te t  (78. §.), m elyb en
c h e ly éb e  im én t le lt  érték ét tesszü k . U gyan is :

h h 
19 P —  =  . / - - 1 — ■ —  cota

c V  [a -j- b) (a —  b)

I I .  A  derékszögű háromszög megfejtése a b és c két befogó alapján.
ß szögre nézve: , „ b

logaritm usokra térve :
- _  lóg.tg fi —  log b — loge.

v =  90° — ß, vagy közvetlenül tg y =

Az átfogót P ythagoras tétele alapján szám ítjuk ki :
a /  b2 - f  e2.

Ily esetben, midőn a kivonandó logaritm us nagyobb a kisebbítendö- 
jiél, az utóbbinak karakterisztikájához 10 egységet hozzáadunk és a teljes 
logaritm usból ugyanannyit kivonunk.

* ; I  ’



E képlet azonban logaritm usos szám ításra  nem  alkalm as ; ha  
:ehát a  hatványozást elkerülni kivánjuk, előbb az egyik szöget pl. 
y-t szám ítjuk ki és ezután a-t. Ugyanis : b —  a cos y, tehát :

" b
a =

cos y.
Példa. V alam ely  d erék szög ű  h árom szögb en  a két befogó : b 

69'2m ; k eressü k  fe l ß, y és a értékét.
173'5m  és

log b 2-23930 log b 2-23930
log c 1-84011 log cos y 9-96795— 10

log tg  jf 1 0 -3 9 9 1 9 -1 0 log a 2-27135
ß 68° 15' 20" 1 4 . . . 1 8 6 7
Y 210 4 0 ” 2 1 . . . . . . . . . . 88.

a  =  186-788 m .

III. A  derékszögű háromszög megfejtése az a átfogó és az egyik  
p l. ß hegyes szög alapján.

A  többi alkotórészt a kővetkező egyenletekből találjuk m eg: 
y =  90° — ß. 
b —  a s in  ß. '■ ’
c —  a cos ß.

Példa. V alam ely  d erék szögű  h árom szög átfogója  a  =  314"ő6 és egyik  
h e g y e s  szöge ß —  32° 15' 20", m ekkora y, b és c ?

T = -9 0 ®  —  32° 15' 20" =  57° 44' 50"
log a 2-49770 log a 2-49770

log sin  ß 9-72730— 10 log cos ß 9 -9 2 7 2 0 - 1 0
log b 2-22500 log c 2-42490

4 7 9 . . . 1 6 7 8 8 8 . . . 2 6 6 0
2 1 . . . . . . . . . . 8 2 . . . . . . . . . . 1

b =-  167-88 c —  266 01
IV. A  derékszögű háromszög megfejtése egyik  p l. b befogó és 

eg y ik  i pl. ß hegyes szög alapján.
Az ism eretlen részeket következő egyenletekből tudjuk m eg. 

y == 90° —  ß.

a  =  [78. §. (1)] és :£ in  ß L ° \  /J
c =  b.cotg  ß [78. §. (4)],

vagy : log a - -  log b — log sin  ß ,  és
log c —  log b -j- log cotg ß.

Példa. V alam ely  d erék szögű  h árom szög  egy ik  b e fo g ó ja : b —  891‘25 és  
g =  7 1 « 1 2 ' 4 5 ” ; k ereste tn ek  y, a  é s  c.

y =  90° —  71° 12' 45" —  18° 47' 15"
log b 

log s in  ß
2-95000
9-97622- 10

log b 
log cotg ß

log a  I 2-97378
_ 7 7 ^ .9 4 1 4  .

1    .2
= 9 4 1 -4 2 .

2-95000
9-53172- -10

log c 2-48172
_ 5 9 . .3 0 3 1

1 3 . . . . . . . . . . . 9
o =  3 0 3 -1 9 .



V. Az elősorolt négy egyszerű eseten kívül van még szám talan 
összetett feladat is. Ezek a derékszögű három szög alkotórészeinek 
különféleképen történő egybekapcsolásából szárm aznak. Minden 
ilynemű feladatnál oda kell törekednünk, hogy azt a négy fö eset 
valam elyikére visszavezessük, am int ezt a következő példák m u­
latják.

a) Valamely derékszögű háromszögből ismeretes az átfogó és a z  
egyik  befogó összege (s) és egy hegyes szög (ß) ; keressük az oldalakat.

Itt ism eretes: a -j-  c — s, és ß szög. Tudjuk, hogy:
c —  a cos ß, tehát :

a - j-  c —  a -}- a cos ß =  a (1 -\- cos ß),
vagy : a (1 -f- cos ß) =  s ;
következőleg :

  1 _
a  ~~ 1 -j- cos ß

Most cos ß külön kiszám ítható lévén, a értékét a nyert képlet 
alapján m eghatározhatjuk.

Ism erve a-1, kiszám íthatjuk c-1 és b-1 is, m e rt: 
c =  s — a, és b =  a sin  ß.

b) Valamely derékszögű háiromszögbol adva van  az átfogó (a )  
és a hozzátartozó magasság (m ) ; keressük a két befogót.

P ythagoras tétele szerin t: a2 —  b2 - j- c2. (1)
Továbbá a derékszögű három szög három  oldala és az em lített m erő­
leges vonal közt következő egyenlet áll : am  =  be, (2)
m ert mind a két szorzat a derékszögű három szög kétszeres te rü ­
letét fejezi ki. Ebből a két egyenletből b és c értékét könnyen meg­
találhatjuk. Ugyanis a (2) egyenletet 2-vel megszorozva, egyszer az 
1) egyenlethez hozzáadjuk, m ajd ugyanabból kivonjuk; lesz: 

a2 -j- 2am  =  b2 -}- 2be - |-  c2 |
a2 — 2am  =  b2 —  2be -f- e3, j

vagyis : a (a -f- 2m) =  (b -f- c)2 |
a (a — 2m) =  {b — c)3, j

te h á t:  b - |-  c —  (a -j- '2wi). I
b — c —  a[a  — 2 m). j

Eszerint a  két befogó összege és különbsége ism eretes lévén, 
az egyes oldalok is kiszám íthatók.

Ha a <f 2w-nél, a feladat nem  fejthető meg. (Miért nem?)



c) Valamely derékszögű háromszögből ismeretes : a derékszög 
szögpontjából az átfogóra húzott merőleges vonal hossza (m) és a  
háromszög kerülete (k) ; mekkoráik az oldalak és a szögek ?

Adva van : a  -j-  b -j- o =  k, és m. K eressük előbb a-1.
b —]— c — k a , (1)

teh á t : b3 —|- 2be -j— c2 =  k 3 2ak -J— a2 ; (2)
azonban Pythagoras tétele szerin t: b3 c2 — a 2; (3)
ez utóbbi egyenletet a megelőzőből kivonva

2 be =  k°- — 2 ak. (4)
M ásrészt a  derékszögű három szög három  oldala és m agassága (m )  
közt a  b) a la tt em lített oknál fogva ezen egyenlet áll :

be — am. (5)
A (4) és (5) szám ú egyenleteket összehasonlítva lesz : k 3 — 2ak —  2am  és

k 3 *
°  =  Y W - F ^ 1y

Ism erve a-1, a  (3) és (5) egyenletből b-t és c-1 is m egtalálhat­
juk. [Lásd a b) a la tt tárgyalt föladványt].

80. § Az egyenlőszárú háromszög megfejtése.
Ha A B C  egyenlöszárú három szög (203. ábra) A  szögpontjából 

203. ábra. B C  alapra A D  m erőlegest vonjuk, az egyenlö­
szárú  három szög két egybevágó derékszögű 
három szögre oszlik. Ebből közvetlenül kitűnik, 
hogy az egyenlöszárú három szögek a derék- 
szögüek egyenletei szerint fejtlietök meg. A meg­
fejtésre kerülő esetek a következők lehetnek ; 

ism eretes: 1. az alap és az egyik szár, 2. az alap és egy szög,
3. egy szár, meg egy szög.
1. Adva vannak a és b oldalak ; határozzuk meg : a  és ß szögeket.

a
ysí)i|  =  =  00°

Pl.: a  =  504 m  =  277

log sin  - l -  =  9-95802 -  10 ; =  65" 28 ' 10" ; a  =  130» 50 ' 20".
u u

ß =  90 0__ = ö0 o — 65° 28' 10" =  24° 31' 50".

2. Adva van a alap és x szög; határozzuk meg b oldalt és 
ß szöget.



a

2
a

=  b .s in
a

és & =
a

2 2 2 sm -y
P l.;  a =  5 7 6  m ; a =  38° 40 ' 16".

ß — 90° — =  70° 39 ' 52".
L à

log b —  log a — (/o# 2 -J- %  sm  19° 20' 8") =  1‘93943 és]:

3. Adva van b szár és a szög ; keressük : a oldalt és ß szöget.

Fl..: ô — Gl*2 m ;  a =  111° 35' 20".
ß =  90° — 550 47' 40" =  34® 12' 20".

leg a —  log 2 -f- log 61-2 -}- log s in  55° 47' 40" =  2-00530 és :
a —  101228  m.

Tizenegyedik fejezet.
Szögm értan, vagy  goniom etria.

81. §. A tompa és a kihajló szögek függvényei.

Eddigelé csak a  hegyes szögek függvényeit vizsgálgattuk ; ámde 
tudjuk, hogy a  három szög adott, vagy keresett alkotórészei között egy 
tompa szög is előfordulhat, és a  négy-, öt- stb. oldalú idomokban 
m ég 180°-ot m eghaladó szögek is ta lá lkoznak; föntebbi vizsgálataink 
teh á t még nagyon hiányosak és lényeges kiegészítésre szorulnak.

Tetszésünktől függ ugyan, hogy a  90 fokot m eghaladó szögekre 
nézve a  sinus, cosinus és egyéb függvény értelm ét mikép állapítjuk 
meg, azonban, ha e m egállapítás körül elv nélkü l já runk  el, abba a 
helyzetbe ju tunk , hogy valahányszor a nevezett függvényeket alkal­
m aznunk kell, m indannyiszor kénytelenek leszünk előbb megvizs­
gálni, vájjon hegyes, vagy tom pa-e a kérdéses szög stb. Ezen baj 
e lhárítása  végett oly értelm ezésekben kell m egállapodnunk, am elyek 
m indennem ű szögre egyarán t alkalm azhatók.

b =  86‘98 m



Legyen A O B  —  ß (204. ábra) egy tom pa szög ; húzzuk OB  
szá r valam elyik pl. M  pontjából a  m ásik szárra , illetőleg ennek meg­
hosszabbítására  AÍAünerölegest; az ekkép szárm azott M O N  derékszögű 

£01. ábra. három szöget ß szög meghatározó
három szögének nevezzük ; m ert ez 
ß szöget csakugyan teljesen meg­
határozza. ß t. i. M O N  szög m el­
lékszöge. Látnivaló továbbá, hogy 

O N  befogó nem  egyéb, m int az egyik szár O M  szeletének vetülete 
a  m ásik O A  száron. Ezért rövidség okáért O N -e t \c tü le tnek , M N  
befogót m erőlegesnek és M O N  / \ - e t  vetületi háromszögnek nevez­
hetjük. Most, ha M O N  három szög fekvését a  194. áb ra  — szintén 
M O N  betűkkel megjelölt —  három szögével összehasonlítjuk, azt 
tapasztaljuk, hogy M N  merőleges egyenes helyzete A O  szárhoz képest 
nem  változott, m ert M N  m ost is A O  szar fölölt áll, épen úgy, m int 
a  hegyes szögnél ; azonban a m ásik ON  belogónak helyzete m eg­
változott, m ert a  hegyes szögnél (194. ábra) ON  az adott szög O A  
szá rán  van, ellenben a tom pa szögnél (204. ábra) OA  szár meg­
hosszabbításába esik ; teh á t az első esetben 0  szögponttól '/óbbfelöl, 
azaz a szár irányában, a  m ásik esetben O-tól balfelöl, az ellenkező 
irányban  van.

Most ha az 0  ponttól a száron jobbra  m ért hosszúságokat pozi­
tivo kn a k  tekintjük és - j -  jellel jelö ljük ; akkor az O-tól ellenkező 
irányban  kim ért vonalhosszúságokat negatívoknak  kell tekintenünk és 
— jellel jelölnünk. Az ilyen, 0  pon tra  nézve ellentétes irányú  
távolságok olyan viszonyban állanak egymáshoz, m int a  pozitív és 
a  negativ szám ok az a 'gebrában.

A  hegyes szögnél a meghatározó (vetületi) háromszög m indkét 
befogóját pozitív  irá n y ú n a k  szokás tek in ten i; ennélfogva a tompa 
szögnél a.c M N  merőleges vonal pozitív, ON ellenben negatív irá n yú .

A kihajló szögeket illetőleg legyen A O B , vagyis y >  2i?-nél,
(205. ábra) azonban <  3-R-nél ; ez 
esetben a m eghatározó három szögnek 

A m in d  a két befogója negativ  irányú, 
m ert tekintve a hegyes szög ábráját, 
(194) úgy M N , m int O N  helyzete 
ellentétes. Ugyanis M N  a  jelen ese t­
ben O A  szár alatt, N O  vetület pedig 

O A  szár meghosszabbításán fekszik.

205. ábra.

c rJ jB-

13.



206. ábra. Végül, ha A O B , vagyis ß >  3Æ-nél,
N A (206. ábra) ez esetben az A O  szárra  vont

M N  merőleges negativ , ellenben O N  vetü- 
let pozitív  fekvésű. — Ezen észrevételek 
nyom án a szögfüggvényeket m ost m ár úgy 
értelm ezhetjük, hogy az értelm ezések nem ­

csak a  hegyes, hanem  m indennem ű szögre alkalm azhatók. Ugyanis, 
ha bárm ely szög egyik szárának  tetszés szerin t kijelölt pontjából 
a m ásik szárra  (illetőleg ennek m eghosszabbítására) m erőlegest vonunk, 
az ekkép tám adt derékszögű három szögben a kellő előjellel veit merő­
leges és az átfogó szám arányát a szög s in u sá n a k ; a vet illet és a z  
átfogó arányá t a szög cosinusának nevezzük; továbbá a merőleges 
vonal és a vetődet szám arányát a szög tangensének ; a vetidetnek a  
mçrôlegeshez való arányát a szög cotangensének ; az éltfogó és a vetidet 
szám arányát a szög secansának és végül az átfogó és a merőleges 
arányá t a szög cosecansának h ívjuk.

T ehát ß tom paszögre vonatkozólag :

sin  ß =

ig ß —

- f  M N
OM
M N

sec 3

O N
O M

M N
ö)M
M N
~ON
O M

COS
O N O N

O N O N

; cotg ß *= 

; cosec ß =

O M ' 
—  O N
+  M N  ' 

O M

O M ’ 
O N m 
M N  ’ 
O M

+  MN M N ’

A .2 1 i-n é \  nagyobb, azonban 3J?-nél kisebb y szögre nézve: 
— M N  M N  — O N  O N

OMs in  y ==
—  M N  

y  Y ~  -  O N  Z 
OM

~ Ö I P  C0S Y 

+  Z § ; co&-Y =  =r

O M '
O N

sec y O N
OM
O N ' ^  Y

M N
OM

+

M N

O M ' 
O N  
M N  ’ 
OM  

M N

Végre, a 3R  és 4 R  közé eső 5 szögre vonatkozólag :

sin  8 =  

tg 8 == 

sec 8

M N
OM

M N
O N  
O M  

+  ~ŐN
i /m   .

N I  ív  “r

M N
Töm
M N
~ON
O M

COS ö
+  O N O N

j ; cotg 6 =  

; cosec 8 =

OM  
+  O N

O M ' 
O N

M N
OM

M N '
OM
M N ’O N  ’  -----------  — M N

Látnivaló ezekből, 1) hogy a hegyes szögek valam ennyi függ­
vénye pozitív, 2) a tom pa szögek függvényei közül csak a sin u s  és 
a  cosecans poiztiv, a többi négy negativ ; 3) a 3 ii- t  meg nem haladó 
kihajló szögek függvényei közül a  tangens és a cotangens pozitiv, a



többi minci negativ; 4) a 322-nél nagyobb, azonban 4JR-nél kisebb­
szögek függvényei közül a cosinus és a secans pozitív, a  többi negativ-

A fen teb b i ered m én yek et a k ővetkező  tábla  m u ta tja :

a szög
.

sm  a cos a tan g a cotg a sec a cosec a

a <  yo° + + + + + +
90° <  a <  180° + _ — _ — +

180° <  a <  270° — — + + — — .

270° <  a <  3(30° — + — — + —

82. §. A hegyes és a nagyobb szögek függvényeinek
összefüggéséről.

Bárm ely 90°-nál nagyobb szög függvényeit a megfelelő hegye* 
szög függvényeivel fejezhetjük ki.

Nevezetesen, minden tom pa szöghöz egy hegyes mellékszög ta rto ­
zik, mely am azt két derékszöggé 
kiegészíti ; az ilyen szögeket, m elyek 
összege 2B  kiegészítő szögeknek hív­
juk. Ha a hegyes szöget a*-val jelöl­
jük, a tom pa m ellékszöget (1809— a) 
alakban fejezhetjük ki. Az előadot­
takból és a 207. áb ra  m egtekin­

téséből a  tom pa szögre nézve kitűnik, hogy :
sin  (180° —  a) —  - j-  s in  a, cos (180° —  a) =  —  cos a,
tg (ISO*9 —  a) =  —  tg a, cotg (180° — a) =  — cotg a ,
sec (180° — a) — —  sec a , cosec (180° — a) =  -f-  cosec a.

A zaz: a kiegészítő-szögek függvényei abszolút értékre nézve  
egyenlők; a sinusok és cosecansok még jelre nézve is azonosak;  
ellenben a cosinusok, tangensek, cotangensek és secansok előjelre
nézve különböznek.

Továbbá, a 180°-nál nagyobb, azonban 270°-nál kisebb szögek­
nek hasonlókép megfelel egy-egy hegyes szög, mely az illető k ihajié

szöggel összevéve 270°-ot. ad. Például 
A  O B  kihajló szög a 208. ábrában  B Ő D  

A hegyes szöggel együtt 270°. Az utóbbit 
a-val jelölvén, a kihajló szög =  (2709' 
— a). Minthogy M O N  m eghatározz 
három szögben N M O  OC =  B Ő D  0C 
=  a ; a megelőző §. értelm ében :

208. ábra
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s in  (270° —  a) =  — cos a, cos (270® — a) =  — s in  a,
tg  (270° — a) 4= +  cotg a, cotg (270° — a) =  -}- tg a,
.sec (270° —  a) — —  cosec a, cosec (270° —  a) =  — sec a.

F e je zzü k  k i  a m utatkozó összefüggést szavakban.

209. ábra. Végre, a  270° és 360° közé eső kihajló
szögeket (3603 —  a) alakban fejezhetjük ki,

t ha  a  azon hegyes szöget jelenti, mely az
adotta t 360°-ra kiegészíti.

A 209-ik ábrából, melyben A O B  kihajló 
B szög =  360° —  a, könnyen meggyőződhetünk 

arról, hogy:
s in  (360° — a) =  — s in  a, cos (360° — a) =  -f- cos a,
tg (360° —> a) =  — tg a, cotg (360° —  a) =  — cotg a.,
sec (360° — a) =  —j— sec a, cosec (360° — a) =  — cosec a.

Szavakban ?

Ha a pótlószögét ß-val jelöljük és a helyébe a föntebbi egyen­
letekben (90° — ß)-t írunk, a  következő egyenleteket nyerjük : 

s in  (90° -f- ß) =  -j-  s in  (90° — ß) =  4- cos ß.
cos (90° -j- ß) =  — cos (90° — ß) — — s in  ß.

stb.

Továbbá • SÍU ( 180° +  ß) =  -  cos (90° — ß) =  —  sin  ß.
cos (180° ß) == — s in  (90° — ß) =  —  cos ß.

stb.

Véo-re : SÍn (27°° +  ^  =  ~  s in  (9 0 ° ~  ß) =  “  cos ß.
cos (270° -j-  ß) ’— cos (90° —  ß) =  -f- s in  ß.

• E m líte ttü k  már, h og y  a szögfü ggvén yek et a szöget m érő körívre is  leh et  
von atk ozta tn i. (76. §.) Ism eretes továbbá, hogy  a 90°-os szög  íve  Jn, a 180° ív ­
h o ssz a  r , a  270° szög ív e  és a 360° ív  h o ssza  2 r.. E szerin t, ha  a, ß szögek
ív é t  «- ille tő leg  ó-vel je lö ljü k , az im én t k ife jte it  eg y en le tek  így  is  írhatók  :

sin  (z  — a) =  -J- sin  a, cos ( z  — a) —  —  cos a, stb.

sln ( y  ~  a )  “  — cos a’ cos (  Y  ~  ör)  ~  “  sin a’ stb-
sin  (2 -  — o) =  —  sin  a, cos (2 -  — a) =  +  cos a, stb .
I la son lók ép en  :

*‘n Í y  * 0  =  C0S b’ 003 C y  +  ~  s in .b ,  stb .

A föntebbi egyenletek akkor is érvényesek, ha  a, vagy ß 
nagyobb 90°-nál. Mert, tegyük föl, hogy a tom paszög; ekkor a 
hozzátartozó mellékszög : o> szükségképen hegyes és annyi, m int 
í  80° — x, teh á t :

sin  (180° — x) =  sin  w.



Azonban a föntebbiek szerint w hegyes szögre nézve: 
s in  (180° —  w) — sin  « , 

vagy, m ert 180° —  w nem  egyéb, m int x :
s ín  x =  s ín  o) ; 

következésképen : sin  (180° — a) =  s in  x.
Hasonlóképen bizonyítható be a többi Jcéplet általános érvé­

nyessége is.
A nyert ered m én yek et a k övetkező  táb lázatban  tek in th etjü k  át :

Szög sin cos tang  . cotang sec cosec

90° +  a -j— cos a +  sin  a +  cotg a «+1 +  cosec a -p  sec a

180° ?  « +  sin  a — cos a +  tg  a +  cotg  a —  sec a +  cosec a

270° +  a —  cos a ip sin  a +  cotg a ±  tg  a ip cosec a ■— s'ec a

360° +  a ip sin  a -j- cos a qp tg  a ip cotg a - |-  sec a ip cosec a

Ha a 76. §.-ban levezetett képleteket tom pa és kihajló szögekre- 
nézve akarjuk alkalm azni; akkor az egyes függvények előjelét a. 
fentebbi táb lázat értelm ében kell m egválasztanunk.

Az előadottakból végül kitűnik, hogy valam ely szög m eghatá­
rozására  egy függvény csak akkor elegendő, ha tudjuk, hogy vájjon 
hegyes, vagy tom pa stb. szög forog-e kérdésben ? .  M áskülönben 
valam ely adott szögfüggvénynek mindig két különböző szög felel m eg. 
Pl. ha  s in  x =  f , x hegyes, vagy tom pa szög lehet ; m ert s in  
(180° —  a) =  s in  a, azaz két mellékszög sinusa tökéletesen meg­
egyező. Szintúgy, ha tg x =  2, a  szög vagy az első, vagy a h a r­
m adik negyedbe tartozhatik , m ert tg (180° -f- x) =  tg a. E kétség 
azonban megszűnik, ha még egy m ásik szögfüggvény előjelét is 
ism erjük, föltéve term észetesen, hogy ez a m ásik függvény nem 
meg fordító ttja  az elsőnek, m ert az ilyeneknek-előjelei mindig m eg­
egyezők. Pl. ha a föntebbi esetben s in  x —  f , és cos % negativ,, 
a  szügségkép tom pa szög, tehát az adott sinus alapján könnyen 
megszerkeszthető.

wm



83. §. A szügfüíjífvények értékváltozásairól

Tudjuk, hogy a szög változtával a hozzátartozó függvények 
é rték e  is szükségképen megváltozik. Vizsgáljuk m ost meg tüzetesen, 
mily törvények szerint változnak a szögm értani számok értékei, ha 
.a szög 0°-tól kezdve 360°-ig növekedik?

E vizsgálatainkban az A C B  szög A C  egyik szárá t (210. ábra), 
m ozdulatlannak tekintjük, a  m ásik B C  szárt pedig C  szögpont körül 
elfordítjuk. E fordulás következtében B G  szárnak  minden pontja 
körvonalat ír le. Egyszerűség kedvéért tegyük fel, hogy B C  sugár 
a  hosszegységgel egyenlő. A szár fordulását azon helyzettől kezdve 
vesszük szemügyre, amidőn B C  szár a  m ozdulatlan AC-vel egybe­
esik. Lássuk először a s in u s  változásait.

210. ábra. A  sin u s  változásai. M'dön B C  szár
A C -n nyugszik, A C B  <£ =  0°, és B  pont 

B A -val egybeesik, tehát a I»-böl A C -yq húzott 
K merőleges hossza : 0, azaz :
\  s in  0° =  0.

A m int B C  szá r a nyíl irányában  tovább for­
dul, a sinust ábrázoló merőleges vonal foly­
ton hosszabbodik, ennélfogva az első körnegyed- 
ben nagyobb szögnek nagyobb s in u s  felel meg , 

m in t valamely kisebb szögnek. — 90°-nál, midőn a mozgó szár egy 
negyed fordulatot végzett, a sinus elérte a  lehető legnagyobb é rték é t; 
ekkor t. i. B pont D -re , K pont C-re esik, úgy hogy s in  A C D  =  CD, 
a zaz :

s in  90° =  1.
Tovább forgatván B C  szárt, a  második negyedbe érünk, hol a 

sinusok  a szög növekedtével mindinkább csökkennek, mig végre egy 
fél fordulat végeztével a  mozgó szár végpontja F - re ju t és a  s in u s - 
vonal elenyészik. Minthogy ekkor A C F  «=£ =  180°, te h á t:

s in  180° =  0.
Ugyanazon irányban  tovább forgatván F C  szárt, a harm adik 

körnegyedre érünk ; itt a  sinusok a szög növekedtével ism ét növeked­
nek, csakhogy negatív  irányban. Ez ta r t 270°-ig, midőn a mozgó szár 
H C  helyzetbe ju t; itt a  sinus elérte legnagyobb negativ értékét, t. i.



270°-n túl, a  negyedik körnegyedben, a  negativ sinus értéke 
ism ét folyton csökken egész 360°-ig, midőn a mozgó szár eredeti 
helyzetébe v isszakerü lt; itt a sinus ism ét 0, azaz :

sin  360° =  0.
A  cosinus változásai. Mikor A C B  *£ =  0°, vagyis B C  szár 

A (7-vel egybeesik, K  pont A - ra  ju t, tehát A C  sugár ábrázolja a 
cosinus-vonalat, azaz :

cos 0° =  1.
A szög növekedtével a cosinus az első körnegyeden végig foly­

tonosan kisebbedik, míg végre 90°-nál m athem atikai ponttá  lesz, azaz:

cos 90° — 0.
90°-on túl a m ásodik negyedben a cosinus m egint folyton gyara­

podik, csakhogy előjelére nézve negativ ; 180°-nál eléri legnagyobb 
negativ értékét ; t. i. :

cos 180° =  —  1.
Innen kezdve egész 270°-ig a negativ irányú  cosinus ism ét 

szakadatlanul fogy, és a  — 1 és 0 közt levő térközt futja át ; tehá t :

cos 270° =  0.
A negyedik körnegyedben a cosinus ism ét pozitiv jelű, és 0-tól 

egész -f- 1-ig növekedik, azaz:
cos 360° =  1.

Látnivaló, hogy ú g y  a s in u s  m in t a cosinus értéhei -j- 1 és 1 
közé esnek. Viszont : m inden  pozitiv , vagy negatív valódi törtszám  
valam ely szög s in u sa , vagy cosinusaként tekinthető.

stix y
A  tangens változásai. Minthogy tg a —  könnyű a tangens

változásának szabályait kikutatni. Midőn BC  szár A C  irányába esik .
tg 0° =  0.

Az első körnegyedben a tangens szakadatlanul növekedik, m ert 
a  tangenst képviselő tö rt szám lálója (a sinus) a  szög növekedtével 
m indinkább nagyobbodik, nevezője (a cosinus) pedig kisebbedik. Mint­
hogy a  cosinus a  0-t tetszés szerin t megközelítheti, h a  t. i. a  mozgó

szil/ y
szá rt gondolatban 90»-hoz egyre közelebb ju tta tju k ; azért

hányados értéke bárm ely gondolható nagy szám ot m eghaladhat. Ez 
értelem ben mondjuk, hogy a  90°-nyi szög tangense határtalan  nagy 
értékű. Vagyis jelekkel : tg 90° =  oo.



21 !• ábra- Ez m értanilag  is igazolható, m ert ha a
mozgó szár CD  helyzetbe érkezik, A M  és C D  
vonalak párhuzam osakká válnak, teh á t csak 
ha tá rta lan  távolságban találkoznak egymással, 
azaz Á M  érintő akkor végtelen nagy értékű.

A m ásodik körnegyedben a tangens ugyan­
azokat a  szám értékeket futja végig, m int az első 
negyedben, csakhogy m egfordított rendben és 

negativ előjellel; teh á t 180°-nál a  tangens ism ét 0, azaz :
tg  180° =  0.

Ellenben, ha a szöget 180°-tól kezdve egészen 9 0 9-ig folytonosan 
kisebbítjük, a  negativ irányú  tangens 0-tól kezdve szakadatlanul 
nagyobbodik, míg végre 90°-nál — oo értékű lesz. A zaz: 

tg 90° =  -{- o o , vagy tg 90° =  —  oc. 
aszerint, am int a szöget vagy 0°-tól 90°-ig növekvőnek, vagy ellenkezőleg 
180°-tól 90°-ig fogyónak képzeljük. A 90°-nyi szög tangensének eme 
kettős előjele term észetes következménye a  határ kétes jellegének, 
vagyis azon körülm énynek, hogy a  90°-nyi szöget hegyesnek is, 
tom pának is tekinthetjük.

A  m ondottakat összefoglalva: a  tangens az első negyedben 
0-tól kezdve folytonosan növekedik -j- oc-ig, itt átcsap —  oo-re, 
ezu tán  a m ásodik negyedben —  cc-tól 0-ig halad.

A harm adik és negyedik körnegyedben ugyanezen változások 
ismétlődnek. Azaz, a  tangens a harm adik negyedben ism ét 0-tól 
növekedik -}- oo-ig, 270°-nál átugrik — oc-re, ezután a  negyedik 
körnegyedben —  oc-tól 0-ig csökken.

A  cotangens változásai. A  cotangens m egfordítottja lévén a 
tangensnek, változásai ellenkezökép történnek. T. i. a  cotangens kez­
detben 0°-nál =  -f- oo ; az első negyedben -J- oc-tól 0-ig folytono­
san kisebbedik, a  m ásodik negyedben a negativ számok sorába té r  
á t és 90°-tól kezdve szakadatlanul nő, mig végre 180°-nál —  oo lesz. 
Amit a  90°-nyi tangensröl m ondottunk, ugyanaz áll a 180°-nyi 
cotangensre nézve is. Azaz cotg 180° — +  oo. A harm adik kö r­
negyedben a  cotangens -J- oc-tól 0-ig csökken, az utolsó negyedben 
pedig ism ét a  negativ szám soron fut végig 0-tól — oc-ig. Végül 
360°-nál — oo-röl átcsap - |-  oc-re és így tovább.

Látni ebből, hogy am int a  tangens, hasonlóképen a cotangens is 
úgy a pozitív, m int a negativ számok so rá t végig futják ; ezért bárm ely



algebrai (-f- vagy — ) szám ot valamely szög tangensének, vagy 
cotangensének tekinthetünk.

A  secans vá ltozásai. A scca n s a cosin u sn a k  m egfordított értéke lév én , 
kön n yű  m egm utatn i, h ogy  k ezdetben , 0°-nál a seca n s : 1, azaz :

sec 0° =  1.

Az e lső  n egyed b en  a seca n s +  1-Löl -j- cc-ig nő, ezután  a m ásodik  
n egyed b e érk ezve -j- oo-ról átugrik —  oe-rc és n eg a tiv  értelem b en  —  1-ig  
csökk en , v a g y is:

sec 90° =  +  oo ; sec 180° =  —  1.

A harm adik n egyed b en  a n egativ  je lű  se ca n s — 1-től —  oc-ig n ö v ek e­
dik, a n egyed ik  n egyed b e érk ezvén , á tcsap  -j- oo-re és ezután  szakad atlan u l 
csökk en  egész  -j- 1-ig, v agy is :

sec 270° —  +  oo ; sec 3G0° =  +  1.

A  cosecans változásai. A co seca n s nem  egy éb , m int a s in u s m egfordított 
értéke ; és m ert sin  0° =  0, teh át :

cosec 0° =  <x>.

A szög n övek ed tével a co seca n s az e lső  n egyed en  v ég ig  fo ly ton osan  
csökk en  -j- 1-ig, ú gy h o g y :

cosec 90° =  1,

A m ásodik  n eg yed b en  ism ét szakad atlan u l nö egész  -f- oo-ig, 180°-nál 
-J- oo-röl átugrik  —  oo-re és a harm adik n egy ed b en  a — oo és — 1 k özé  
eső  szám sort futja k eresztü l, teh á t:

cosec 180° =  +  oo cosec 270° == — 1.

V égül az u to lsó  n egyed b en  — 1-töl —  oo-ig halad  é s 360°-nál ism ét  
+  oo-re ugrik át, azaz :

cosec 360° =  +  oo.

A  secans és cosecans tehát két e lk ü lö n íte tt térközben  haladnak , u. m . 
+  1-től -j" °°'ig  és — 1-töl —  oo-ig. V iszont, m ind en  szám ot, m ely  a k ije lö lt  
határok közt fekszik , szóva l m ind en  áltörtet, v a la m ely  szög secansának, v agy  
cosecansknak tek in th etün k .

Mindezekből kitűnik, hogy az egész végtelen szám sor a  szög­
függvényekben kétszer van képviselve, t. i. egyszer a tangensek, 
m ásszor a sinusok és secansok értékterületén.

Ha B G  szárt 360°-on túl tovább forgatjuk, az előbbi válto­
zások szakaszonként ismétlődnek ; ezért a  szögm értani szám okat 
szakaszos (periodikus) függvényeknek is nevezik. E tulajdonságuknál 
fogva a  nevezett függvények szám os term észettani törvényben fontos 
szerepet játszanak.

Á b e l I Z r a y  P u ll-e it  : M ó r t a n  I. r é s z . 12



A szögfü ggvén yek  v á lto zá sa it a  következő  táb la  m utatja  :

0° 90" 180° 270° 360°

Sinus 0 -j- 1 0 —  1 0

Cosinus 1 0 — 1 0 +  1

Tangens 0 +  00, — oc 0 8+S~1 0

Cotangens c© 0 — g©, — cr 0 -f- QC, —  Ű©

Seca?is 1 -j- C©, —  G© — 1 — GO, -f- Tj +  1

Cosecans cr, +  1 -J- G©, —  G© —  1

212. ábra.

84-. §. Két szög összegének és különbségének függvényei. 
A negativ szögek függvényei.

Felvetjük m ost azt a  kérdést, hogy : m iként lehet két szög adott 
függvényeiből a két szög összegének a függvényeit k iszá m íta n i?

E célból legyen a és ß két hegyes 
szög (212. ábra), melyek összege a -{- ß <
90°-nál. Húzzuk meg O P  szár valamelyik 
A  pontjából az A B  1  021  egyenest, akkor : 

A B O  derékszögű három szögben :
A B  . . . .

■ J ^  =  COS (z +  ß).

'H ogy e törtszám okat oc és ß szögek függvényeiben kifejez­
hessük, húzzuk meg az A C  JL O N ; CD  1  021  és C E  j| 210  egye­
neseket. Ez utón A B -t  két részre osztottuk, u. m. A E -  és B E - re. 
Ennélfogva :

A E - { - E B  _ A E  , E B  A E  . CD

0

s in  (a -J- ß) +  177 +A O  A O  1 A O  A O  1 A O '
Az utóbbi két törtszám  még nem  képviseli közvetlenül a szóban 

forgó a és ß szögek függvényeit; ezért mindegyik tö rte t két tö rlszám  
szorzatává alakítjuk át olymódon, hogy úgy a  szám lálót, m int a 
nevezőt .ugyanazon szám m al megszorozzuk. Ugyanis:

A E  __ A E  A C  , CD_ _  CD_ CO_
A O  ~  A C ' A O  63 A O  ~  C O ' A O '



Minthogy C A E  3C =  a. (10. §. 10.), te h á t:
A E  A C  . 0 CD . CO
a c = m a ’ _  =  s m ß i  ^

helyettesítve ezen értékeket, lesz :

A E  u a ED-r-Æ —  cos a s in  8, és -r-^  == sin  a cos ,8,
A O  A O

következésképen :

s in  (z -j- ß) =  s in  7. cos ß -f- cos a s in  ß. (1)
Ugyanígy szám ítjuk ki cos (7. -f- ß)-t. U gyanis:

, . 0  E O - D D  D O  D B
cos{ z  +  f i  —  Á 0 , —  A 0  — A Q  j j j ;

c o s (a + ß )  =  i ö j “ i ö ;
, , D O  D O  0 0  . OD C E  A C
Azonbun . , ^  • i ^  os >  ̂ /y • « ^  •

AO 0 0  AO AO AO AO
Továbbá :

D O  0 0  • C E  . A O  . n
QQ cos z, ß, A q  - - s in  a, ß>

- , n  D 0  „ . C Eleh a t : =  cos a cos ß, és =  s in  a sm  ß,

következőleg :
cos (a - |-  ß) =  cos a cos ß — sm  a sm  ß. (2)

Az (1) és (2) egyenletből tg (a -j- ß) és cotg (x -f- ß) értéke
is könnyen kifejthető. Ugyanis :

. . .  __ sm  (7. -}- ß )   s in  a cos cos a szöi ß
c o s  _ j _  ß )  c05 a  c o s  ß  —  6 í ' n  a  s l n  ß *

Ha az utóbbi törtnek úgy a szám lálóját, m int a  nevezőjét
cos a cos ß-val elosztjuk, lesz :

sin  u. cos ß . cos a s in  ß
, . . cos a cos 8 cos a cos 8
tg a - f  ß = ---------------j- :-------- :— —,
J v 1 r/ cos a cos ß s in  a s m  ß

cos a cos ß cos a cos ß
vagyis :

tg (x ß) — (3)
i/ \ - r  w 1— ta 7. ta ß v '

Szintúgy le^z :
. , , cos (a - -  ß) cos a cos 8 —  sin  a sm  ß

co/o (a 4 -  6) =  —— )— \ -  A —  —-----------7— ,--------------:—1 s in  {7. -J- ß) s in  7. cos ß cos x s m  ß



Az utóbbi törtnek úgy a  szám lálóját, m int a nevezőjét s in  x  
sin  ß-val elosztva lesz :

cos a cos ß sin  x s in  ß

coíg (a -j- ß)

cotg (a +  ß) =

sin  x s in  ß s m  a szn ß
si?£ a cos ß . c o s  a s in  ß
s in  a s in  ß ' si?i a  sin  ß

cotg a cotg ß — 1
(4)

co h / ß -j- cotg x

Az (1) és (2) szám ú egyenletek igen fontosak, m ert ezekből 
erednek a szögm értan további képletei. A z  idézett egyenletek nem  
csak azon esetre érvényesek, ha x  -f- ß <  90°-nál, hanem  m inden  
nuls esetben is, tehá t akkor is, h a  pl. a << 90°, és ß <C 90°-nál, 
ámde a -f- ß >> 90°-nál, vagy ha a >> 90°-nál és ß •<  90°-nál stb.
Ezt m inden egyes esetre nézve ép úgy lehet bebizonyítani, am int
a  föntebbire nézve levezettük.

A szóban  lev ő  k ép letek  á lta lán os érv én y esség ét m ég a k övetkező  m ódon  
is  beb izon yíth atju k .

T együk föl, hogy  ú gy a m in tß  <  90°-nál, összegü k  azonban >  90°-nál. 
Jelö ljük  az a-hoz tartozó p ótlószöget a '-sa l, a ß-lioz tartozót ß'-sal, ek k or:  

a =  90° —  a' és ß =  90° — ß \ 
teh át a +  ß =  180° —  (a' -f- ß') és :

sin  (a — ß) =  sin  [18L° —  (a' -J- ß')] =  sin  (a' - |-  ß') ;
m inth ogy  a fö ltéte ln él fogva a' -j- ß' <  90°-nál, tehát (1) szerin t: 

sm  (a' - |-  ß') == sin  a' cos ß' -}- cos a' sin  ß'.
Ám de : sin  a* =  cos a  és cos ß' —  sin  ß, cos a' =  sin  a és sin  ß' =  cos ß, 

k ö vetk ező leg  :
sin  (a —|— ß) =  cos a sin  ß -j- sin  a cos ß ; 

teh át az (1) szám ú  eg yen let akkor is érvén yes, h a  a ß >  90°-nál stb.
Ila son lóképen  győződ h etün k  m eg a (2) k ép let á lta lán os érvén yességérő l is .

Ezekután lássuk, mikép lehet két szög különbségének függvé­
nyeit az egyes szögek függvényeiben kifejeznünk?

Legyen M O N  — x (213. ábra) 
és NOP^Ö. — ß ; tehát M O P  0C == x —  ß. 
O P  szárnak tetszés szerin t vett A  pont­
jából húzzuk meg M O -ra  A B  merőlegest ; 
eszerint A B  1  MO, és :

A B  ■ , OVsin  (r. — ß),

213. ábra.

AO
B O
A O

cos (x —  ß).



Minthogy e tö rteket x és ß szögek függvényeiben akarjuk kife­
jezni, húzzuk meg A C  1  N O ; CD  1  M O  és C E  1  A B  egyeneseket. 

A B  __ B E — A E  _  CD A E  ,
TŐ — AŐ AO
BO BD +  DO B, _  , J O

AO —  ~ AO AO “>“ 2 0  _  “r" AŐ'
A törteket szorzatokká átalakítva, lesz :

A B  __ CD CO_ _ A E  AC_ 
A O ~ C Ö ' A O  A C ' A O ’ 
BO  __ E C  A C  . D O  CO 
A Ö ~  'Ä C ’Ä Ö ^  CO * AO"

Ámde C A E  <£ == M O N  =  *, te h á t:
Á B-j-yr —  s in  a cos ß — cos a s in  ß ;
AO

—Q- =  sin  a s itt ß -j- cos a cos ß ;
A O

azaz : s itt (a —  ß) =  s in  a cos ß — cos a sin  ß. (5)
cos (a — ß) =  cos a  cos ß - |-  s in  a sitt ß ; (6)

Az u tób b i egyen letek  (1) és (2) főkép letek b ől is lev ezeth ető k . U gyan is  
«  =  (a — ß) - f  ß ; ezen  egyen letre  (1) és (2) k ép letek et a lk a lm azva  : 

s in  a =  sin  (a — ß). cos ß -j- cos (« — ß). sin  ß.
cos a =  cos (a — ß). cos ß — sin  (a — ß). sin  ß.

E két eg y en le tb ő l az ism eretlen  sin  (a — ß)-t és cos (a —  ß)-t az algebra  
sz a b á ly a i szerin t k ik eresvén , ism ét az (5) és (6) egyen letek re  jutunk . (Mikép ?)

Ismerve sin  (* — ß) és cos (a — ß)-t, a  tangenst és cotangenst 
is kiszám íthatjuk. T. i. :

tg y. — ig ß
& ( * - fi> =  —  (/)

, / m _  cot9 * coil±±± (9>\
c0 y  ^  ^  cotg ß — cotg x

Az utóbbi négy képlet negativ szögek függvényeire vezet,
m ert, ha  az (5), (6), (7) és (8) egyenletekben * szöget egyenlővé
tesszük  0-val, a  következő egyenletek szárm aznak :

sitt ( — ß) =  — sin  ß, cos ( — ß) =  +  cos ß,
tg ( _  ß) =  _  tg ß, cotg ( — ß) =  — cotg ß.
Már m ost az a kérdés, m it jelentenek ezek az egyenletek? mi

a  negatív  szög? m it értsünk az ilyen szög függvényein?
Em lítettük m ár (4. §.), hogy a szögeknél nem csak a nagyságot, 

hanem  a mozgó szögszár fordulásának az irányát is tekintetbe kell 
vennünk, azaz tudnunk kell, mily módon keletkezett a  szög. L áttuk 
továbbá, hogy az ellentétes előjeleknek a m értanban  ellenkező hely-



214. ábra.

zelek, ellenkező irányok felelnek meg. E két észrevételnél fogva 
ß szög negativ előjelét a fordulás ellentett irányára  kell é rten ü n k ; 
+  ß és — ß tehá t egyenlő nagyságú, azonban ellenkező irányú  
fordulatokból szárm azott szögeket jelentenek.

így például 214. ábrában  A C B  ^  egyenlő 
A C B ' *£-gel, ámde az első szög leirásánál a 
forduló szár A-tól a nyíl irányában, vagyis 
az óram utató  já rásáva l ellenkező irányban  
m ozgott B  felé, a m ásiknál ellenben a fordulás 
ellenkező irányban  történ t. Ha tehát az egyik 
szöget -f- ß-val jelöljük, a  m ásikat — ß-val 

kell jelölnünk, azaz A C B  3C =  -f- ß és A C B '. =  — ß. Most 
m ár a föntcbbi egyenletek értelm ét is könnyen kitalálhatjuk. Ugyanis, 
ha  B C  —  B 'C  =  1, s in  A C B  — B D , és s in  (—  A C B f) —  —  B 'D . 
azaz, a nevezett szögeknek egyenlő értékű, ám  ellenkező irányú 
smwsaik van n ak ; jelekkel kifejezve:

s in  (— ß) =  — s in  ß.
Továbbá cos A C B  —  cos (— A C B ') —  CD. azaz : 

cos (— ß) =  -j- cos ß.
A tangensröl és cotangensről ugyanaz áll, ami a sinusról.
A föntebbi egyenletek tehát tökéletesen igazak, mégpedig 

azon alapelvnél fogva, m elyszerint ellentétes helyzeteket algebrciilag 
ellenkező előjelekkel fe je zü n k  ki. Ezen egyenletek alapján egy­
szersm ind a negativ szögek függvényeit a j ia i t i v  szögek függvényei­
vel fejezhetjük ki, mert e függvények  abszolút értékre nézve egyen­
lők, sőt a cosinusnak  (és reciprok értékének, a secansnak) még a z  
előjele is m indkét szögre nézve u g y a n a z; a többi fü g g vén y  azonban  
előjelre nézve különbözik

85. §. A kétszeres és a felényi szögek függvényei.

A megelőző §. ( 1 ) . . . . ( 4 )  képleteiben ß-t egyenlőnek tévén 
x-val, a következő fontos egyenletekre ju tu n k :

s in  2a =  2 sin  a cos a. (9)
cos 2a =  cos3 a — s in 2 a. (10)

2 tg a
tg 2 y. —  

cotg 2 a  =

1 -  tg2 a * 

cotg2 z — 1 
2  cotg a

( 11)



E képletekben valam ely adott szög függvényeivel a  kétszeres szög
függvényeit fejeztük ki.

A (10) egyenletnek m ás alakja is van. Ha t. i. cos2 ot helyébe
az ism eretes alapképlet szerint 1 -  s in 2 a-t, illetőleg s in 2 a helyébe
1 — cos2 oc-t írunk, lesz :

cos.2a = 1  — 2 s m 2 a 1 ^
cos 2a =  2 cos2 a — 1. j

Ezekből továbbá :
1 cos 2a =  2 cos2 a ;
1 — cos 2a =  2 s in 2 « ;

(i) ,
vagy, ha 2a helyébe co-t, és a helyébe g ~*t íru n k .

1 cos eo =  2 cos2 —g - ,  (13)

, 0 )  / 4 / \
cos 0) =  2 Sin2 g--. ( I 4)

A (9) és (10) szám ú egyenletben a helyébe |  w-t írva lesz:
0) eo (15)

s in  o) =  2 s in  —=  cos - y »

cos eo =  cos2  s in 2 (16)
2 ^

Ezen utóbbi 4 egyenlet a  szögm értan gyakrabban alkalm azott 
képletei közé tartozik. Ugyaninnen erednek a fé lén y i szögek függvényeit

kifejező képletek is. Nevezetesen a (13) egyenletből cos y  a  (14)-böl

sf?i y  értékét keresve, lesz :

/ 1 —  COS (0 ~  ( 1 7 )0)
sin i r

Ezckböl osztással:

 i = l / I  *
*9 2 COS -ÜL r  1 +  cos 2 '

S W COS (')

cos
w

coty
2 ■V4

— cos

2 r  1 _  cos W
2

A z u tóbb i két gyök m en n y iség et végszerü  a lakban is kifejezhetjük , t. i.
í  1 —  COS (o ___ I  /  (1    COS t '))2 ----- 1yj 1 cos w I 1 — 01

—  COS <0

s in  cd



Y 1 -j- 00s u) __ f  /  ( l  -f- cos Ü))4   1 -j- cos 0}
y i  —  cos u> \

teh át :
1 —  COS (Jj

W 1 —  COS 0)

i""2“ = i 5 r ï r -  ( '9 )
tu 1 -J— cos te 

cot9 - T  =  — s i n l »  ‘ (2 0 )

86. §. A szögfüggvények összegének és különbségének 
szorzattá, illetőleg hányadossá való átalakítása.

TrigOnomeLriai szám ításoknál rendesen logaritmusokat haszná­
lunk;  ám de ez utóbbiak sem összegekre, sem különbségekre nem 
alkalm azhatók, ezért felette szükséges, módot találnunk arra . hogy 
a szögm értani függvények összegét és különbségét szorzat, vagy 
hányados alakjában kifejezhessük.

E célból adjuk össze (1) és (5), továbbá (2) és (0) egyenleteket
(84. §.), azu tán  vonjuk ki (1) egyenletből (5)-öt és (2)-böl (6)-ol, lesz :

s m  (a -f- ß) sin  (y: —  ß) =  2 sin  a cos ß ;
s in  (y —f- ß) —  s in  (x —  ß) =  2 cos a s in  ß;
cos (x . —|— ß) -j-- cos (x — ß) 2 cos a cos ß ;
cos (x -f- ß) —  COS (a — ß) =  — 2 s in  y s in  ß.

Legyen itt : a -f- ß =  y és a — ß =  5, következésképen :
a “  I  (y +  ty és ß =  £ (y — 5);

e helyettesítés folytán a föntebbi egyenletek ily alakot öltenek:
s in  y +  s in  5 =  2 s in  i  (y +  5) cos \  (y-5); (21)
s in  y — s in  5 =  2 cos ^ (y -f- S) s in  \  (y—5) ; (22)
cos y - f  cos 5 =  2 cos £ (y - f  5) cos \  (y—5); (23)
cos y — cos 8 —  — 2 sm  ^ (y -f- 5) sm  £ (y -5 ). (24)

Ezen egyenletek segítségével két sá a ís  vagy cosinus összegét, 
illetőleg különbségét szorzattá  alakíthatjuk át.

Továbbá :
t g  a _L tg  ß =  &‘m  * I ß __ q cos ß -f- cos y. sm  ß 

cos a cos ß cos y. cos ß ’

vagyis : tg  a  -f- tg  ß =  —M
J ~  J  H cos a cos ß

Epen úgy
(25)

(26)
4 i i «  sm  (3 4 - y.) cotg y 4 -  cota 3 =  —— h  \ ..y

s s m  y sm  ß
Ezenkívül, ha  a (21), (22), (23) és (24) négy egyenlet m ind­

egyikét a  többi három m al külön-külön elosztjuk, 12 uj egyenletet



találunk. Ezek közül helykimélésböl csak egyet em lítünk meg, a
m elyre később szükségünk lesz. Osszuk el a (21) egyenletet a  (22)
szám úval, lesz :

s in  y -f- s in  c> sin  £(y -\- S) cos £(y— S)
s in  y — s in  S cos i(y  4 -  S) sin

r = * « t +  * U m ;
vagyis: (27)

OJ s m  y — s m  5 tg y(y — o)

87. §. Három vagy több szög összegének függvényeiről.
Eddigi képleteink csak két szög függvényeire vonatkoznak; 

lehet azonban azokat három , vagy több szögre is alkalmazni.
Például, ha  s in  (x -j- ß - |-  y) értékét, a, ß és y szögek függ­

vényeiben kellene kifejeznünk, (ß -J- y)-t egytagú m ennyiségnek 
tekintjük, és ekkép járunk  el:

sin  (x -j- ß -f- y) =  s in  x cos (ß -\-  y) -j- cos x s in  (ß -}- y), 
m ost : cos (ß -f- y)-t és s in  (ß -f- y)-t az ism eretes képletek szerin t 
kifejtjük, és lesz :

s in  (x ß -j- y) =  s in  a. (cos ß cos y — s in  ß s in  y) -j- cos x.
(sin  ß cos y -f- cos ß s in  y); 

s in  (a. -j— ß y) =  s in  x  cos ß cos y — s in  x  sin  ß sin  y -j-
cos x s in  ß cos y -j-  cos x cos ß s in  y.

l ia  pedig x =  ß =  y, akkor: 
s in  3x =  s in  x. cos2 a  —  sm s a -J- coí-2 a s in  x  -J- cos2 a sü l x

sin  3x =  3 sm  a cos2 a — sü l3 a ;
itt cos2 a helyébe (1 — sm 2 x)-t írhatunk , és akkor :

. s in  3a =  3 s in  x  —  4 sm 8 a.
Ez az egy példa világosan m utatja , m iképen kell a  többi eset­

ben eljárnunk.

88. §. A szögmértani függvények kiszámítása.

Mielőtt a  goniom etriai függvények kiszám ításához fognánk, az 
eddig tanultak  alapján a következőket kell em lékezetünkbe vissza­
idéznünk : a) bárm ely szög függvényeit a  hegyes szögek függvényei­
vel fejezhetjük ki ; b) valam ely szög egyetlen függvényének ism erete 
elég a rra , hogy valam ennyi többi függvényét m eghatározhassuk ;
c) teljesen elég a 45°-ig terjedő szögek függvényeit kiszám ítanunk,



m ort a  (45° +  a) szög függvényeit a pótló (45° — a) szög függvé­
nyeiben fejezhetjük ki, csakis azt kell figyelembe vennünk, hogy 
minden szög sinusa a pótlószög cosinusával, cosinusa ennek sinusá­
val stb. egyenlő.

Ha ezekután meggondoljuk, hogy az egység-sugarú körben 
foglalt x szög íve nagyobb, m int sinusa, azonban kisebb, m int a.
szög tangense, akkor:

s in  v. <  arcus x  és arc  a << tg a ;
S l/lX  OC

arc cl <  : arc cl co s  x  < <  s in  a  ;
cos X

arc x. V T  —  s in 2 a s in  x.
Az utóbbi egyenlőtlenség még inkább érvényes m arad, h a  

s in 3 a helyett az annál nagyobb arc2 a-t tesszük ; akkor:
arc x y[ 1 — arc3 x <  s in  x.

A gyökjel a la tt foglalt mennyiség, ha  a  szög 45°-nál kisebb,,
nem éri el az egységet, hanem  1-nél kisebb értékű tö rt lesz, azon­
ban akkor : ___________

1 — arc3 a <1 Ÿ 1 — arc* a,

teh á t még inkább igaz a kővetkező egyenlőtlenség: 
arc x (1 — a rc3 a) <C s in  x

és :
arc  a — s in  x  a rc 3 *.

Ezen egyenlőtlenség azt fejezi ki, hogy a 45°-nál kisebb szög ive
és sinusa  közt létező különbség kisebb az ív  harm adik hatványánál.

Ámde az egység sugarú  körben az egy percnek megfelelő arcus

— __— —  == 0-0002908882 ; ennek a szám nak harm adik hatványa
360.60

elhanyagolható kis tört, úgy hogy az 1 percnyi szög ívét és sinusát 
egyenlőnek vehetjük ; a hiba, am it ezen felvétel által elkövetünk, 
kisebb, m int 1 : 1010.

Ilyformán : s in  Y  =  0’0002908882.
Ebből : cos Y  =  /  1 — s in 2 1' =  0*999999959
azaz : cos 1 '* =  1.

Ha ism erjük az egy percnyi szög sinusát, akkor a 75. §. szerint 
annak valam ennyi függvényét kiszám íthatjuk, ezekből pedig a két­
szeres szögek, m ajd a két szög összegének függvényeit kifejező kép­
letek alkalm azásával képesek vagyunk valam ennyi szög függvényét 
kiszám ítani.



Az l'-n é l kisebb szögekről még jogosabban állíthatjuk, hogy 
a  sinus a megfelelő ívvel pótolható. E szerin t :

s in  1" —  arc 1" =

vagyis: sin  1" =  0*00000 í 8 181
és : cos 1" =  1.

Továbbá : s in  2" —  2 s in  1" ; s in  3" =  3 s in  1" stb.
Az elemi m ennyiségtannak ezen kiszám ítási m ódja igen hossza­

dalm as, épen azért a  függvények tényleges m eghatározásánál az 
egyszerűbb felsöbb-m ennyiségtani m ódszereket alkalm azzák.

89. §. A tompa és a kihajló szögek függvényeinek loga­
ritmusai.

H a valam ely adott tom pa, vagy kihajló szög függvényeinek a 
logaritm usait kell felkeresnünk, akkor előbb a 82. §. alapján az 
adott tom pa, illetőleg kihajló szög függvényeit a  megfelelő hegyes­
szög függvényeiben fejezzük ki és úgy alkalm azzuk a 77. §. 1. pont­
jában  m egism ertetett eljárást.

Pl. keressük : Jogsin  150° 23' 48".
Minthogy 150° 23' 48" =  180» — 29° 3G' 12", a zé rt:

Jog sin  150° 23' 48" =  log s in  299 3G' 12" =  9*69372 — 10.
Ilasonlóképcn lenne : 

lóg cos 150° 23' 48" =  Jog cos 29° 3G' 12" (n) stb.
Vagy, ha pl. :

log s in  295° 20' 40" lenne m eghatározandó, úgy figyelembe véve, 
hogy 295° 20' 4G" =  3G0° — 649 39 ' 14", lesz:

log s in  295° 20' 46" =  log s in  61° 39' 14" (n) stb.
Ha pedig a szögm értani függvény adott logaritm usához a meg­

felelő szöget kell keresnünk, úgy a 77. §. 2. pontja szerin t já runk  
el, csakhogy tudván azt, hogy m inden goniom etriai függvény logarit­
m usának egy tompa, vagy kihajló és egy hegyes szög felel meg, a 
feladat term észetéből iparkodunk m egállapítani, hogy a  két szög 
közül melyik veendő.

így pl., h a :
log s in  a  =  9*69372 —  10, úgy:

a) x =  29° 36' 12"
b) x =  150° 23' 48"

A feladatnak, am int látjuk két megfejtése van. Hogyha azonban 
ki van kötve, hogy a olyan szög lehet csupán, am elyre nézve cos x



negativ értékkel bir, úgy az első megoldás elesik, m ert tndjuk, 
hogy a kettő közül ennek a  feltételnek csakis a  tompa szög felel­
het meg.

Hasonló kikötések m ellett m ás esetekben is határozottakká 
válnak a feladatok.

90. §. Goniometriai egyenletek.
Goniometriai egyenleteknek azokat hívjuk, amelyekben egy, 

vagy több ism eretlen szög goniometriai függvényei fordulnak elő.
Az ilyen egyenletek m egfejtésénél a rra  kell törekednünk, hogy 

az ism eretlen szög különböző goniom etriai függvényeit egyugyan­
azon szögm értani függvényben fejezzük ki. Ha ezt sikerült elérnünk, 
úgy az illető függvényt, m int ism eretlent az algebra szabályai szerint 
könnyen m eghatározhatjuk, és a nyert értékből a szögm értani táblák
segítségével az ism eretlen szöget is felkereshetjük. Az itt kijelölt
célt gyakran segédszögek bevezetésével, m áskor a kétszeres, vagy a 
felényi szögek függvényeiről tanultak  figyelembe vételével, szóval a 
goniometriai képletek megfelelő felhasználásával érjük el. Pl.

1. Hány fokos szög x , h a :
s in  x  cos x  —  a ?

Ebből :
2 s in  x  cos x  —  2«, 

és : sin  2 x  =  2a.
2. Hány fokos szög x , ha sin  (x  -]- a ) — cos x . sin  a =  cosa2

s in  x. cos a -(- cos x . s in  a — cos x. sin  a =  cos a ;
s in  x . cos a =  cos a; s in  x  =  1 ; x  —  90°.

. sin  x
3. cos x  =  tq x ; cos x  — ---------; cos2 x  =  sin  x \

*  COS X

1 — s in 2 x  —  s in  x  ; s in 2 x  -j- sin  x  =  1 ;

s i n x  =  — 1 =  — -g -(l +  v 5 )-

4. a. s in  2 x  —  b. cos x ;  2a. s in  x . cos x  =  b. cos x ;
b

Sin X =  -pr~.
2 a

5. 5 s in 2 x  — 15 cos2 x  — 2 ’5 sin  x . cos x \

5 cos2 ír-szel osztva, lesz : tg2 x  — tg x  —  3 ;

i  . . / W  1 , 7 ,  „  , A
‘1 * =  - J ± \ /  T 6- = T ± T ; ,g x  =  2’ vagy t g x  =  ~  ■



  _____  I    _ |________ Q  •

s in 2 x  sin  x  cos x  cos2 x
a (sin2 x . +  cos2 x) -j- b. s in  x . cos x  —  c. s in 2 x  cos2 x

c. (s in  x  . cos x )2 — b . sin  x  cos x  — a =  o ;
2b . _ 4a

s in 2 2 x  . sm  2 x  — -— =  O ;
c c

. „ ô +  ] fb 2 4 -  IG«*?szn 2 îc =  ——  ------1---------*
c

7. s in  x  -\- cos 2 x  =  1 ;
s in  x  -j-  cos2 x  — s in 2 x  —  1 î

sm  a? — 2 s in 2 x  — O ;
sm  x  (1—2 sm  æ) =  O

«J sm  a? =  0 ; x  =  180°
í n .  300° 4 -  30°

b) s a i x  — T ; x  — { ^  360o _|_ 15q 0

8 . a  sm  x  -\~ b . cos x  —  c \  m inthogy cos x  —  ][  1 — s in 2 x ,
c — a . s in  x  =  ô j /4  — s m a æ ;

«c +  6 \ f  a2 4 ~ b2 — c2 
másfelöl : sin  x  =  a ^ + b 2 J ___________

--------------- bc 4- a \ f  a2 4 -  b2 — c2.
sa i x — v i  — cos2 x  : cos x  — ------------ -r a2 b -

Reális értékekhez akkor .jutunk, ha :
«a 52 >

9. x  4 “ y  —  a \ s in  x  -{- s in  y  —  b,
• x  4 -  V x  — V is m  x  4 “ sm  y  =  2 . sm  — . cos — =  0 ;

cos

2 ‘ 2
x  — y  b

_ . x A - y  _ . a
2.  sm —~  2.  sin  —

U Là

T —y  k iszám ítása u tán  x  és y  értéke m eghatározható
10. x  4 -  y  =  75° ; sin  x  — sin  y  =  0-207107.

. x - y  0-207107 
Sm  2 “  2 .  cos 37"° 30 '; *  y  ’

a; — 45°; y  =  30°.
11. # 4 - 2/ = « ;  tg x  - f  tg y  =  b ;

1 j  s i n  ( o j  4 “  2 / )  i
tg x  4 -  tg y  —  — -— — — —  b :J 1 cos x . cos y



s in  a —  b. [cos (x  - |-  y) +  cos (x — y)] ;

cos (x — y) —
2 . sin  a

cos a,

12. ig x

Legyen :

akkor :

co igy  —  c \ x  —  y  —  d ;  
s in  x  cos y
cos x  

s in  x. s in  y  -
sin  y  

cos x . cos y

c :

cos x. sin  y  

- 2 cos (x  -f- y)

c :

c :
s in  ( x - \ - y )  — s in  d 

c. s in  {x - \ - y )  2 cos { x - \ - y )  =  c. s in  d  ;
2

sin  (x -j- y) -J- —  cos (x -j- y) —  s in  d.

x - \ - y tg ?;

sin  s —j— tg 9 . cos s =  s in  d  ; 
s in  s . cos 9 -J- cos s. s in  <p —  s in  d cos o ; 

s in  (s -J- çp) =  s in  d cos o.
2

Innen s -f- 9, illetőleg s m eghatározható, m ert o a ~  =  tg 9

egyenletből amúgy is ism eretes.
Hasonló módon ju tha tunk  az eddig m egism ert képletek alapján  

eszközölt átalakítások révén m ás egyenlet-alakok m egoldására is.

Tizenkettedik fejezet.
A ferdeszögu három szögek m egfejtéséről.
91. §. A ferdeszögü háromszögek megfejtésére szolgáló

képletek.
Valamint az cgyenlöszárú három szögek megfejtését a derék- 

szögüekére vezettük v issza; úgy a ferdeszögü három szögeket is két- 
két derékszögű három szögre bontjuk és ezekre a 78. §. egyenleteit 
alkalm azzuk.



215. ábra.

E célból A B C  ferdeszögü három szög (215. ábra) egyik szög- 
pontjából az átellenes oldalra m eghúzzuk a m agasságot. Ez vagy 
a  három szögön belül, vagy azon k ívü l  eshetik. Lássuk egyenként 
ez eseteket :

1. Jelöljük A B C három szög oldalait a-, b-, 
c-vel, a  szem közt levő szögeket megfelelöleg 
a-, ß-, y-val ; húzzuk meg C  szögpontból CD  1  
A B  egyenest. Ez utón A C D  és B C D  derék­
szögű három szögek szárm aznak.

A C D  derékszögű három szögben:
CD  =  b s in  a, (1)
A D  —  b cos a. (2)

B C D  három szögben :
CD —  a s in  ß, (3)
B D  =  a cos ß. (í)

Az (1) és (3) egyenletből:
b s in  x =  a sin  ß. I,

A (2) és (4) egyenlet összeadásából :
A D  -j-  B D  —  b cos a -j- a cos ß 

azonh m  : A D  -j-  B D  =  c ;
te h á t :

c —  b cos a -J- a cos ß II.
2. Ha a  m agasság a háromszögön kívül esik (216. ábra) A C D  

derékszögű három szögben :
2  LG. ábra. D  —  b s in  C A D  és

A D  —  b cos C A D .
S! Ámde C A D  == 180° — a, következőleg :

7>\ s ín  C A D  —  sin  a, és cos C A D  =  — cos a ;
u n B tehá t a föntebbi egyenletek így is írhatók :

CD —  b s in  a, (5)
A D  — —  b cos a. (6)

B C D  derékszögű három szögben:
CD —  a s in  ß, (7)
B D  —  a cos ß. (8)

Az (5) egyenletet összehasonlítva a (7)-dikkel, látni való, hogy : 
b s in  a =  a sin  ß, 

a  (G) egyenletet kivonva a (8)-ból lesz:
B D  — A D  =  a cos ß -j- b cos x, . 

vagy : c =  a cos ß -j- b cos v..



E szerint az I. és II. szám ú egyenletek minden ferdeszögíi 
három szögre nézve egyaránt érvényesek. Hasonló egyenleteket ta lá ­
lunk, ha a m agasságot A  vagy B  szögpontból húzzuk meg az átelle­
nes oldalra ; ekkép összesen h a t egyenlet szárm azik u. m. : 

a s in  ß =  b s in  a j  a  =  b cos y -j-  c cos ß ]
a s in  y —  c s in  a 1 p b =  a cos y c cos * ' jp
b sin  y =  c s in  ß I c =  a cos ß - j-  b cos x

Ezen egyenletekből a  kővetkező fontos tantételek  szárm aznak.
1. A z  egyenes vonalú háromszög oldalai ú g y  aránylanak egy­

máshoz, m in t az átellenes szögek sinusa i. (Sinus-tétel.)
Mert az I. a la tt összefoglalt egyenletek aránypárok  alakjában 

így írhatók :
a : b  —  s in  a : sin  ß, 
a : c  —  s in  a : s in  y, 
b \ c  —  s in  ß : s in  y ;

azaz :
a  : b : c —  sin'y. : s in  ß : sin  y.

2. M in d en  ferdeszögű háromszögben két oldal összege ú g y  
a rá n y lik  ezen oldalak különbségéhez, m in t a szemközt fekvő szögek 
fél összegének tangense u g ya n  e szögek fé l különbségének tangensé- 
hez. (Tangenstétel.) Ez is az I. a la tt összefoglalt egyenletekből folyik. 
Ugyanis :

a : b —  s in  a : sin  ß.

Azonban a m értani aránypár ism eretes tulajdonságainál fogva : 
az első és második tag összege úgy aránylik e tagok különbségé­
hez, m int a  harm adik és negyedik tag összege ugyanezen tagok 
különbségéhez ; teh á t a  föntebbi aránypárból a következő új a rány ­
pár e red :

(a - j-  b) : {a — b) —  (s in  a - j-  s in  ß) •: (sin  a — s in  ß). 

Tekintetbe véve a  szögm értan 27. képletét, m elyszerin t:

s in  a - |-  s in  ß   tg \  (x -j- ß)
sin  a — s in  ß~ tg \  (a — ß) ’

lesz :
(a -f- b) : (a — b) =  tg £ (a +  ß) : tg £ (a  — ß).

3. A  ferdeszögű háromszög bárm elyik oldalának négyzete  
a n n y i , m in t a m ásik két oldal négyzetének összege, kivonva ebből 
az utóbbi két oldal és a közbefoglalt szög cosinusának kétszeres szor­
zatát. (Cosinus-tétel, vagy Carnot-féle tétel.)



E tétel a  II. a la tt összefoglalt egyenletekből következik. M ert,
h a  az első egyenletet a-val, a  m ásodikat ft-vel, a  harm adikat c-vel
m egszorozzuk ; akkor :

a 2 =  ab cos y - f  ac cos ß, 
b2 =  ab cos y -j- be cos x, 
e2 — ac co$ ß _j_ co,§ a .

Most, h a  két-két egyenletet összeadunk és az összegből a  h a r­
m adikat kivonjuk, lesz :

«2 —  1 2 C2 —  20c co s  a ,  1 
52 =  ft2 -[- C2 —  2ffC COS ß, ■
c2 =■ «2 -[- ó2 —  2ab cos y ; J 

és ez a három  egyenlet a  föntebbi, szavakban m ár előadott, cosinus- 
té te lt fejezi ki, a  három szög mindegyik o ldalára alkalm azva.

Ha a háromszög derékszögű, például « —  90°, akkor cos a — o, tehát : 
a- — b'2 -j- c'2 ;

azaz a cosinus-tétel Pythagoras tantételévé változik át. Eszerint a Carnot-féle
tétel a Pythagorasét is magában foglalja.

4 . Végül em lítésre méltók még a MoUitíeide-féle egyenletek. 
A sinus-tan  tétel szerin t :

b s in  a =  a s in  ß ; 
c sin  x =  a s in  y ;

ezekből összeadás és kivonás ú tján  lesz :
(b -j- c) s in  x  =  a (s in  ß -f- s in  y)
(ó — c) s in  a  =  a (sin  ß —  s in  y).

Minthogy x  — 180° — (ß -J- y) és így sm  a =  siti (ß -f- y), tehát.:
(b - |-  c) s in  ß - j-  y) =  a (sin  ß -f- s in  y) ;
(b —  c) s in  (ß -j- y) —  a (sin  ß —  s in  y).

Tekintetbe véve a szögm értan 9. képletét, m elyszerin t: 
s in  (ß 4 -  y) — 2 s in  £ (ß +  y), cos J  (ß -j- y)> 

továbbá a (21) és (22) képleteket, m elyeknél fogva:
s in  ß -f- s in  y =  2 sm  £ (ß +  ï)  COíí I  (ß — y)»
sím ß — s in  y =  2 cos £ (ß -J- y) sím £ (ß — y) ;

föntebbi egyenleteink így írh a tó k :
(b -f- c) 2 sin  |  (ß -f- y) cos $ (ß .-j- y) =  a 2 din \  (ß - |-  y) cos \  (ß —  y)
(b —  c) 2 s in  £ (ß +  y) cos £ (ß -j-  y) =  ci 2 cos f ( ß  +  y) sin  \  (ß — y),
vagy :

(b c) cos $ (ß -f- y) =  a cos \  (ß —  y)
(b — c) s t«  £ (ß —{— y) =  öt sitt ./ (ß —  y)*

Áhél-Tyrny Polilcett : Mértan. I. rész. 1 3



Ezen egyenleteket Mollweide tan á r ta lá lta  föl és ezek arány­
párok alakjában még így is írha tók :

(b -f- 6') : a =  cos \  (ß — y) : cos } (ß -j-  y)
(b — c)\ a =■ sin  |  (ß — y) ; s in  £ (ß -j-  y).

A m egelő ző  ta n téte lek  a lapján  b árm ely  ferdeszögii h árom szöget m eg  
leh e t fejten i, am in t ezt a k öv etk ező  §. m u tatja .

92. §. A ferdeszögű háromszögek megfejtése.
I. A  háromszög megfejtése egy oldal és leél szög alapján. 
Legyen adva c oldal és a  ra jta  fekvő két szög x és ß.
A harm adik  szög y =  180° — (a - |-  ß). (1)
Az oldalak k iszám ítására  a sinus-tételt alkalm azzuk, m elyszerint 

a : c —  s in  x  : s in  y ; 
minthogy : y =  180° — (x —j— ß) azért s in  y =  sin  (x -j- ß),
tehát az előbbi- a ránypárt így is írhatjuk  :

a : c —  s in  x : s in  (x -j- ß),
következőleg :

c s m  x c sm  x
sin  y s in  (x -j-  ß) ' (2)

Ilasonlóképen :

(3)
^   c s m  ß   c s m  ß

s in  y s in  (x + ? ) '
Példa, Valamely háromszögben a — 43° 20', fi =  61° 40' és c 

mekkora y, « és b ?
437-3 in

a 43» 20'
ß 61« 40' Y = i80» -  (* +  fi) =

« +  ß 105°
log c 2-64128 log c 2-61128

log sin a 9-83618 — 10 log siti ß 9-94458 — 10
12-47776 —  10 12-58586 —  10

log sin y 9-98494 —  10 log sin y 9-98494 — 10
+ — +

log a 2-49282 log b 2-60092
76 ..3 1 1 0 86 . . .3 9 8 9
6 ............4 6 ............5

a — 3 1 1 0 4  m. b =  398 95 m.
Azon esetre, ha az egyik ism eretes szög az adott oldallal szemközt 

esnék, előbb a harmadik szöget határozzuk meg, a többit azután a föntebbinek  
a mintájára számítjuk ki.

II. A  háromszög megfejtése léét oldal és a közbe foglalt szög 
alapján.

Legyen adva a és b oldal és y szög.



Az ism eretlen szögek k iszám ítására a tangens-lételt alkalm az­
zuk, eszerin t:

(a -}- b) : (a — b) —  t g \  (x -f- ß) : tg |  [x — ß).
Minthogy a -j-  ß =  180° — y és ennek kap csán :

M *  +  ß) =  i  (180“ -  y) -  90“ -  i  Y, 
a  föntebbi aránypárnak  három  tagja ism eretes, következőleg a negye­
dik is kiszám ítható. T. i. :

ß) -b * 9 \  (* +  ß)* (1)1 '  a - f-
Kiszám ítva ebből a szögm értani táblák segítségével £ (a — ß) szöget, 
a keresett a  és ß szögeket könnyű szerrel m egtaláljuk a következő 
egyenletekből :

a =  \  [x - j-  ß) -f- £ (x -  ß).|

ß =  H - ß) ^  H *  — ß)-j
A harm adik oldalt vagyis c-1 illetőleg, a  sinus-tétel szerin t: 

c : a =  s in  y : sin  a ;
és c : b —  s in  y : s in  ß,

teh á t:

(3)

vagy : c

s in  y  

sin  a 
s in  y  

s in  ß

JY?(7ö. V alam ely  h árom szögb en  a 
m ekkora ß és c.

a 317
b 29-5

a -J- b 61-2
a — b 2-2

log (rt — b) 0-34242
log tg 1 (a +  ß; 10-53847-10

10-88089-10
log {a - h  b) 1-78675

log tg h (a — ß) 909414—10

(3)

31‘7 m, b =  29 5 m és y =  32° 17' ;

32° 17'
16° 8' 30"

J (* +  ß) I 73» 51' 30"

i (a +  ß) 73° 51' 30"
* (a -  ß) 7° 4' 49"

a QO O 56' 19"
ß 66° 46' 41"

330.
84.

.7° 4'
...49"

log a 1-50106 log b 1-46982
log sin  y 9-72763 — 10 log sm  y 9-72763 - 10

11-22869 — 10 11-19745 — 10
log sin  a 9 99454 - i0 log sin  ß 9-96330 — 10

log ç 1-23415 log c 1-23415
01...1714
14............5

0 1 . . .1 7 1 4  
1 3  E

1 7 1 4 5  m.



Célszerűbb azonban az ism eretlen oldalt a 
egyenletek alapján kiszám ítani.

Az előbbiek szerin t:

tg ï  (* — ß) =  *9 k (* +  ß),

Mollweide- féle

v ag y : tg h (*  —  ß)

« 4 -  t)
(a b) s in  £ (* +  ß

(a —  ß) szöget, 
által, m ert az

(a  +  6) cos £  (a  +  ß)'

Ezen egyenletből m indenekelőtt kiszám ítjuk |
A tangenst azért fejeztük ki a  sinus és cosinus 
ekképen szárm azott tö rtszám  szám lálójának és nevezőjének még 
további hasznát vehetjük. Ugyanis, ha a keresett harm adik oldalra 
Móllweide egyenleteit alkalm azzuk :

(a -j- b) cos % (a +  ß) =  c cos £ (a — ß),
(a —  b) sin  \  (x +  ß) =  c s in  \  (x — ß) ;

(a —  b) s in  % (a - |-  ß)tehát :
s in  \  (a 

(a 4 _ b) cos
- ß)
(x +  ß) (5)

COS 4  ( a  —  ß) ' j

Az utóbbi képletek alkalm azásánál csupán a sin  i  (x —  ß) és 
cos (a  —  ß) logaritm usait szükséges kikeresni, m inthogy a számlálók 
m ár az előbbi szám ításból ism eretesek. Ekképen kétféle úton kapjuk 
meg c értékét, és ez egyszersm ind az egész szám ítás próbájául szolgál.

Példa. V alam ely  h árom szögb en  a =  197"74 m, b =  140 29 m és y —  112° 
47' 20" ; m ekkora a többi rész ?

a 4* b 
a — b 

è Ï 
<1 (« - f  ß)

197-74
140-29
338-03

57-45
öfi° 23' 40"  

• 33° 36' 20"

log tg  £ (* — ß) =  f

(« +  ß) =  33° 30' 20"  
(a — ß) =* 6 ° .2 6 ' 37",

‘i 5 
\ f

log m 
log sin  \ (a —

—  40°
—  27°

1-50238
9-05C09

2' 57"  
9' 43"

10
2-45229

2 3 ..2 8 3 3  
3 . . .  2

log (a — b) 1-75929

sin  jLí* +  ?) 9-74309 -  1 0

1-502.38 (log ii.)
%  (« 4 - Jj) -2-52896

cos b (a 4 - ß) 9 92057 —  10

2 4 4 9 5 3 (log h)
11-50238 10

2 4 4 9 5 3
9 0 5 2 tâ  — iő

14. . 6 ° 2 i /
61 . . 37"urx.1««-•te» =  6 ° 2 0 ' 37"

log n 2-44953
cos r (a —: ß) 9 9 9 7 2 5 - 1 0

/<*7 c 2-45228

c =  28 /3 2  m .

.



Ha csak a harm adik  o ldalt, c-t kcresnök, ezt k ö zv etlen ü l a m egadott 
részek b ő l is  k iszám íthatjuk , a co sin u s-té te l se g ítség év e l. U gyan is : 

c2 — a2 -f- h- — 2ab cos y.

M inthogy e k ép let logaritm u sos szám ításra  nem  alk alm as, azt e célra  
á t  kell a lak ítan i. E végb ő l a szóban  forgó eg y en le te t i ly  alakban ir ju k :  

c- =  a 2 — 2 ab b? 2 ab — 2 ab cos y,
vagy  : <;2 == (« — b)- - |-  2 ab (1  —  cos y).

A zonban  (1 —  cos y)-t egytagú  alakban  is  k ifejezhetjük , m ert a szög-  
m értan (14) k ép lete  szerin t:

V

1 —  cos y —  2  s in 2 ~ y ,

teh á t : c2 =  (a — b)2 +  Aab s in 2 y ,

v agy , h a  (« — á)2-et közös tén yezök ép  k iem eljü k , le s z :

(a _  b)2. ( 1 +  Aab(  1 +  Aa7> ^  ’Z )
V (cc —  /A-

T együk fel m ost, hogy  : . T
4 ab s in 2 y

. ( «  -  W "  "
  V

vagy  : 2  V  cib sin

(« — 4)a 

ty2

(6)

a h o l <f v a la m ely  segéds^öget je len t.
Ekkor föntebb i eg yen letü n k  ily  alakú le sz  : 

c2 =  (a — b)2. (1  +  tg2 cp) =  (a - 
{a —  J)2

5)2. sec2 cp;

teh át :
ces2 cp ;

a — i
cos cp (7)

eb b en  ? érték a (6 ) eg y en le tb ő l m eghatározható .

Példa. L egyen  ism ét a —  197*74-, b —  1 4 0 '2 9 m  és y =  112° 47 20'' 
k eressü k  c o ldalt.

log a 2-29610
log_b_ 2-14703

4-44313 :2
log V  ab 2-22156 log [a — b) 1-75929

log 2 0-30103 log cos cp 0-30701 —  10
log sin  £y 9-92057 — 10 log c 2-45228

2-44316 2 5 ..2 8 3 3
log (a — b) 1-75929 3 ............2

log tg  cp Ö"68387 c =  283-32 m .
84 . 78° 18'



L ehet végre a, v agy  ß szöget is  kü lön  k iszám ítan i. U gyan is A B C  
három szögben  (217. ábra):

217. ábra. ig  A D C  —  tg  ß —

A zonban CD —  A C  sin  D A C  =  b sin  x 
é s B D  — A B  —  A D  =  c — b cos *, teh át : 

b sin  a
tg  3 =   j  (S)J 1 c — b , cos a v ’

Az alka lm azásra  n ézv e  m egjegyzen d ő ,
hogy , h a  c <  b cos a, tehát tg  ß n egativ , akkor nem  a szögm értan i táblákból
kiirt h eg y es szög, han em  a m egfe le lő  tom pa mellélcszög veen d ő .

a sin  ß
H ason lókép  ered : tg  « == a

III. A  ferdeszögü háromszög megfejtése két oldal és egyik átel­
lenes szög alapján.

Legyen adva a és b oldal és a szög, keressük a többi három  
alkotórészt. (Megrajzoljuk a megfelelő ábrát.)

ß szöget a sinus-tétel segítségével szám ítjuk ki. T. i. : 
a : b =  s in  a  : sin  ß,

te h á t .
. „ b s in  x ...

s m  ß =  — - — . (1)

ß szögre nézve itt sajátságos kétértelm űség forog fenn. Mert 
tudvalevő, hogy s in  (180°—ß) =  s in  ß ; azaz, két mellékszög sinusa 
úgy szám értékre, m int előjelre nézve egyenlő; ennélfogva az a  
kérdés tám ad, vájjon a föntebbi (1) egyenletből ta lá lt sinus-függ­
vénynek hegyes-, vagy tompaszög felel-e m eg? vagy pedig két kü ­
lönböző megfejtése van-e a fe ladatnak?

Elemezzük. Az a oldal vagy vagy *< b oldalnál. (Lehetne 
ugyan : a —  b, ez esetet azonban mellőzhetjük, m ert ekkor x  =  ß, 
következéskép ß szög ism eretes.)

1. a ö > b ;  ezen esetben a )>  ß-näl, m ert a  nagyobbik oldallal 
nagyobb szög fekszik szemben ; tehát ß szög szükségkép hegyes.

2. a b ; ekkor x <j ß ; és sin  a <  s in  ß-näl. Ezen esetben 
tehá t nem csak a szögm értani táblából kiírt hegyes szög hanem  az 
utóbbihoz tartozó tom pa mellékszög is nagyobb az ism eretes x szög­
nél ; az adott alkotórészekből tehát általában két különböző három ­
szög alakítható, am int ezt m ár a  síkm értanból is tudjuk. (Lásd a 
17. §-t.)

Egyébiránt megjegyzendő, hogy ez utóbbi kétes esetben (midöi 
t. i. a három szög két oldala és a kisebbik oldallal átellenes szög



van adva) az is m egtörténhetik, hogy az adott alkotórészekből 
három szöget alkotni épenséggel nem  lehet. Ugyanis, ha  a oldal nem  
csak ft-nél, hanem  még b s in  x-nál is kisebb, ekkor a föntebbi (1) 
egyenlet nem  lehet igaz, m ert s in  ß >  lenne 1-nél, ez pedig kép­
telenség. Ez esetben teh á t az adott részekből nem lehet három ­
szöget alakítani. Minthogy b s in  a nem egyéb, m int a három szög G 
szögpontjából az átellenes oldalra bocsáto tt merőleges egyenes hossza, 
a  föntebbi észrevételt szavakkal is könnyen kifejezhetjük.

Említésre méltó még azon eset, midőn n  =  b s in  x ; ekkor az 
(1) egyenlet szerin t: s in  3 = 1 ,  tehát ß =  90°, vagyis a három szög 
derékszögű és b oldal az átfogója.

Ha kiszám ítottuk ß szöget, a  hátralevő harm adik szög:

y =  180® — (a +  ß). (2)
Végre, ami a c oldalt illeti, ezt legcélszerűbben a sinus-tétel 

a lapján keressük m eg:
c : a —  s in  y : s in  x.

a s in  y « s in  (y'■ “b  ß) tn\
Következőleg : c =  = -----

Világos, hogy abban az esetben, ha ß szögnek két különböző 
értéke van, y szögnek és c oldalnak is két különböző érték felel meg.

A harm adik (c) oldalt közvetlenül az adott részekből is kiszá­
m íthatjuk a cosinus-tétel segítségével. M ert:

a2 —  b2 -j- c3 —  2be cos a, tehát

c3 — 2be cos y. —  a2 — ft3, és
c —  b cos a +  a2 — b2 b2 cos2 a
c —  b cos a +  \ r a2 — b2 s in 2 a. (4)

Ez utóbbi egyenlet újólag igazolja a föntebbi eredm ényeket. 
Ugyanis :

A) ha a  <C b  s in  a, vagyis ha a oldal kisebb az em lített 
merőleges egyenesnél, c képzetes értékű, m ás szóval a  három szög
meg nem alak ítha tó ;

B) ha a =  b s in  a, c-nek két egyenlő értéke van, azaz, csak 
egy derékszögű három szög alakítható, melynek átfogója : b ;

C) ha a  >  & sin  a, akkor c-nek á lta lában  két különböző 
értéke van. l ia  ezenkívül a =  &, akkor c-nek egyik értéke — 0, 
azaz csak egy, még pedig cgyenlöszárú három szög szerkeszthető. 
Ha pedig a  >  &-nél, akkor a gyökmennyiség értéke a megelőző



b cos a -t felülm úlja (m iért *?) ; tehát c-nek egyik értéke negativ, követ­
kezőleg hasznavehetetlen, azaz, csak egy három szög alakítható.

A föntebb i (4) k ép let logaritm u sos szám ításra  n em  alkalm as. E célra  
a zt v a la m ely  se géd szög  fe lv é te lé v e l át k e llen e  a lak ítanunk , o ly  form án, am int 
e z t m ár egy a lkalom m al (a II. pontban) m egtettü k . A zonban  m iv e l az á ta lak íto tt  
k ép let se m m iv e l sem  k én y e lm eseb b  az előad ott közvetett szá m ítá si m ódnál, 
azért azt, m in t nem  e lő n y ö se t, m ellőzzük .

Példák. 1 ) V alam ely  'ferdeszögü  három szögben  ism eretes a —  428"65 m, 
h —  3 9 1 7 7  in és a =  32° 55' 41 " ; m ekkorák a többi ré szek ?

log b 2-59303
log sin a 9 -7 3 5 2 7 -  10

12-32830— 10
log a 2-63210— 10

log sin ß 9-69620 - 1 0
11 . .  29° 47"
9 ............... 24"

T ovábbá : a -{- ß =  62» 43' 5" é s  y 

V égre c o ld a lt ille tő leg  :

M inthogy itt a  >  i-n é l, teh át ß-nak  
h eg y es  szögnek  k e ll len n ie , k övetk ező ­

leg  csak  ezen  íg y  értéke van  : 
ß =  29° 47' 24".

117° 16' 55'

log n
(* +  ß)

2-63210
9-94879

12-58089— 10
log sin  a 9 -7 3 5 2 7 -1 0

log c 2-84562
5 9 . . . 7
3 . . . .

2. Egy m ásik  h árom szögb en  a

log b 2-98785
log sin  a 9 84112— 10

log a 
og sin  ß

12-82897— 10 
2-86703— 10

109-96194-
9 0 . .60« 21'
4 . . . . .  40"

ß k ét k ü lönb öző  érték én ek  m egfe le lő leg  : 

Tl —  69« 43' 20" és

c —  700-84 m

736-25, b —  972-42 és a =  43« 55'. 

M ivel itt a  <  i-n é l,  tehát ß 
v agy  h eg y es , vag y  tom paszög  
leh et, azaz :

ß, =  6 6 « 21' 40" 
ßo —  113» 38' 20"

=  22» 26' 40".

log a 2-86703
log sin  yt 9-97221 —10

12-83924— 10
log sin  a 9*84112— 10

log <•, 2-99812

0 8 . . . 9
" 4  ,

-. -  995-08

log a 2-86703
log sin T* 9 -5 8 1 8 2 - - 1 0

12-44885-- 1 0
log Sltl a 9 -8 4 1 1 2 - - 1 0

log C3 2-60773

6 7 . . .4 0 5 2  
6 ..............5



IV. A  háromszög megfejtése a három oldala alapján. 
A szögeket C arnot tételével szám ítjuk ki. Ugyanis:

«2 —  fj2 _|— c2 — 2he cos a,

és ebből : cos

Itt a szögnek csak egy érték felel m eg ; m ert, lia cos y. 
szám értéke pozitiv, azaz h2 -I-  c2 ß2j akkor a okvetetlenül hegy es- 
szög (miért ?) ; ellenben lia cos y szám értéke negativ, vagyis 
yi C2 <  akkor y  szükségképen tompaszög. Eszerint az 
első esetben a szögm értani táb lában  m egtalált hegyes szög a  k ere ­
se tt szög; a  m ásodik esetben ellenben a  táblabeli szöghöz tartozó 
tom pa mellékszöget kell vennünk.

ß és y szög kiszám ítására  hasonló képletek vannak.
Minthogy ezek a képletek logaritm usos szám vetésre nem  alkal­

m asak, a  föntebbi egyenlet jobb oldalát egytagú kifejezéssé fogjuk 
átalakítani. E célra a szögm értan 17-. és 18. képleteit használjuk ; 
ezek sze rin t:

Most a gyökjel a la t t i  kifejezéseket közös nevezőre hozva:

a .. /  1 —  cos y . y  * /  1 ~h cos 7- .
T  =  V 2  eS ““ V  2 ’

és cos --

•cos y helyébe föntebbi értékét téve lesz :

2

vagyis :



Végül a szám lálókat tényezőkre bontjuk :

s in

cos

-f- b — c) (a — b c)
4bc ’

M

a)f  {b c ci) [b -f- c
4:bc

Rövidség okáért legyen : a -j-  b -f~ c — 2s, következőleg :
a -\- b — c —  2s — 2c =  2 (s — c) ;
a  -j~ c — b =  2s — 2b —  2 (s — 6) ;
b -f- c —  a —  2s — 2a  =  2 (s — a) ;

ekkor a  föntebbi képletek rövidebben így írha tók :

(s — b (s — c) ^
“• - í - r

" T

be

s (s — a)
be

(2)

Ezekből a szög értéke m ár kiszám ítható. 
Ilasonlókép szárm aznak :

s m

cos

\ í (s — a) (s — c)
\  ac

* [ ~S~[s —  b)
\  ac

s in

cos

= i /  ~  a) (s 
' \  ab

) ( s ~ b )

1
s (s — e) I

ab

A sinus- és cosinusból a  hm ^ens-függvényt is kikereshetjük. 

Ugyanis :

tg 2

vagy :

hasonlóképen :

es :

tg

“ T

í - V 1
» f -

(s - - b) {s —  c)
s (S — a)

is - a) (■8~ c)
s is — b)

(* - a) (.s - b )
s (s — c\

(3)



L átn iva ló , hogy  ez u tób b i k ép le tek  a lk a lm azása  m elle tt m ind a három  
szög  k iszá m ítá sá h o z  ö sszesen  4  szám  logaritm u sát kell k ik eresn i ; e lle n b e n , 
h a  a sííiiís-k ép letek  szerin t szám ítu nk , 5 logaritm ust, a eosim w -képletek  sz e r in t  
pedig  6 -ot k ell a táb láb ól k ikeresnünk . De m ég azon ese tb en  is , h a  csak  eyy  
szö g et k e llen e  k iszám ítan i, a tangens-kép let cé lszerű b b  a m ásik  k ettőn él, m ert 
a tangens függvények a szög vá ltoztáoal gyorsabban változn ak , m in t a s in u sok„ 
vagy cosinusok ; en n élfogva  a tan gcn s-fü ggvén n yel a szög m ásodperceit ponto  
sabban  h atározhatjuk  m eg, m int a sinus*, vagy  cosin u ssa l.

A z im én t k ifejtett k ép letek b en  a gyökjel e lő tt csak  +  á llh a t, m ert a. 
három szögben  m ind egyik  szög k isebb  180° nál, tehát a fe lén y i szög  sz ü k ségk ép

k iseb b  90°-nál, azaz y ,  {  é s  y  h eg y es szögek , en n élfogva  m inden  függ­

v én yü k  p ozitív  m en n y iség .
Példa. V alam ely  három szögb en  a három  o ldal a =  216'7 m, b =  392 1 m , 

és  c =  465 2 m ; m ekkorák a sz ö g ek ?
—  320-3  
=  144 9 

71-8

« =  216-7 
b =  392 1 
c =  465-2

log (s— b) 
log (s— c)

1 2s =  1074-0 !  
? a r= 537-0 j

2 1 6 1 0 7
1.85612

a
log tg  y

log (s— a) 
log (s— c)

2 4 -0 1 7 1 9 -2 0
5-23553

(1 8 -7 8 1 6 6 -2 0 ):  2 
9-39083— 10

2 . .1 3 °  49'
2 . . .  . . 1 "

2 ‘50556  
1-85612

log lg y

log ( s —a) 
log { s —b)

2 4 -3 6 1 6 8 -2 0
4-89104

(19-47061— 20): 2 
9-73532 10

5 ! . .  28° 31'
2 5 .~.................. 50"

2-50556
2-16107

log tg  b

2 4 -6 6 6 6 3 -2 0
4-58609

(20 08054— 20) : 2 
1 0 0 4 0 2 7 — 10

2 3 . .4 7 °  3 9 ’
4 . . .  .......9"

log 
log {s— a)

s  I 2  72997  
I <2-50556

5 2 3 5 5 3

=  Iß» 49' i»

« =  27° 38' 2"

log s  I 2-72997  
log (s - b ) 2-16107

4-89104  

y - =  280 3i' 50"

ß =  57° 3' 40'1

log s  I 2 ’72997  
log (s— c) 1 1-85612

14-58609  

47° 39' 9 1'

Q 0 1R’ 1«'
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93. §. A háromszög területének kiszámítása.

Tudjuk, hogy a három szög területe (() egyenlő az alap (a) és 
a  m agasság (m ) fél szorzatával, vagyis jelekkel kifejezve :

a m  
9

Ámde a három szög m agassága közvetlenül nem  szokott ism e­
retes lenni, hanem  azt többnyire a három szög ism eretes alkotórészeiből 
kell előbb kiszám ítanunk. A gyakrabban előforduló esetek a követ­
kezők.

1. A dva  van  a háromszög Jcét oldala (a, h) és a Jcözbezárt szög 
(y). keressük a területet.

218. ábra. —  a oldalt alapnak tekintvén
A (217. ábra), a  három szög területe :

am  
2 ‘

Azonban A D C  derékszögű három szögben: 
vi =  b sin  y ,

B

teh á t :

Például leg y en  a  
h árom szög terü letét.

t =  \  ab s in  y. I.

=  71'7 m . b =  29'5 m . és y =  32° 1 7 '; k eressü k  a

log a 
log b

log sin  y 
t i z .  kiég. lóg *2

log t 
t

1-50106
1-46982 
9 -7 2 7 6 3 -1 0  
9 -6 9 8 9 7 -1 0
2-39748  
249-73 n i2.

Ha a k özb efog la lt szög  h e ly e tt  egy  m ásik  ism eretes, akkor előbb  a  
befogott szöget k eressü k , és csak  ezután  a lk a lm azzuk  a föntebb i k ép letet.

2. A dva  van  egy oldal (a) és Jcét szög (ß és y ); m ekkora a 
három szög te rü le te?

a oldalt alapul véve : m  =  b s in  y ; vagy b-1 az adott részek 
á lta l fejezve ki :

a s in  3 
vi —  —— sin  v ; 

s in  (ß -f- y)
teh á t :

£   a 2 s in  ß sin  y  a2 s in  ß sin  y
2 s in  (ß —j— y) 2 s in  y.

___________



Példa. L egyen  a —  283"75m , ß =  32° 24' 20" és y —  78° 12' 50 \  
k övetkező leg  a =  69° 22' 50" ; m ekkora a három szög  terü lete  ?

log a 2 4 5 2 9 4
X 2

4-90588
log sin  ß 9-72909-- 1 0 log 2 0-30103
log s in  y 9-99075- - 1 0 log s in  a 9-97125— 10

4-62572 0-27228
0-27228

log t 4-35344 t  =  22565  m 2.

3. H árom  adott oldalból szám ítsuk k i a háromszög területét, 
a oldalt alapnak tekintvén, m  =  b s in  y. Minthogy a szög­

inél tan (15) képlete értelm ében: s in  y —  2 sin  cos és a  m eg­

előző §. ÍV. pontja szerint

= i / ssin
a) (s b) . y — es cos 1

f  s t s  —  c) 
' ab

tehát

m
s (s —  aj (s — b (s —  c)

a 2 ó2

cs

vagvis

t
am

~2~

2 ab (s — a) (s — b) (s — c)
2 ab

t ] f  s (,s — a) (s — b) {s — e). Hl*
Az u tóbb i form ula m ár régóta  ism eretes ; a görögök a lexan d ria i Heron&k 

tu lajdon ították .
46 5 -2 m ; m ekkora t ?Példa. L egyen  a --- 216-7 m , b = 392-1 m , és  c =

a 216-7 %  * 2-72997
b 392-1 A?J (s —  cp 2"50556
c 465-2 / <>g (s  — íp 2-16107

2 s 107 ÍÓ log ( s  —  c) 1-85612

s 5 3 7 0 9-25272 2
— a 3 2 0 3 log t — 4-62636
— b 144.9 3 4 . . .  4230
— c 71-8 2 ..........2

t —  42302 m 2.

A Hero-félc képlet tekintetbe vételével a  felényiszögek tangenseinck 
egyenletei (lásd a 92. §. IV. pontjában a  (3) egyenletet) így is írhatók : 

— 5) {s —  c) __ ,  A ( s - ö )  {s —  fy (s —  c) 
s (s — a) \ s2 (s — a )2

Szintúgy:- tg t-ß _ _ . t
(s —  a)

2 s (.9 — b)’ ^  ^  2 s (s — c)
Ez utóbbi alak némely feladatnál igen célszerűen a lkalm azható

t



94-. §. A körülírt és a beírt kör sugarának kiszámítása.
1. Adott háromszögre nézve szám ítsuk k i a körülírt kör sugarát. 

„ Lesven A B C  az adott három szög (219. ábra) ;21 ) ahrR.
0  a  körü lírt kör középpontja, O L  1  A B ,  továbbá 
Oili 1  B C  és O N  L A C \  tudjuk hogy:

A L  —  L B  —  \c , B M  =  M C  =  \ a  és 
A N  —  N C  —  továbbá :

B A C  < ,  vagyis a =  * B O C  =  LC O / <£,
A L Ó  < ,  « ß =  £ AOO =  ACLV < ,
ACZ? <£, « y == i  A O L  =  A O L

Most, ha a körülírt kör sugarát r-rel jelöljük, azaz :
AO =  BO  =  0 0  =  r , ak k o r:

• o • i c =  szn y. -  =  szn 3 es —  — szn y, 
r  é r  r

következőleg :
(I)

2 s in  a 2 szn ß 2 szzz y 

Látni ebből, hogy a három szög köré írt kör sugara csak egy 
oldaltól és az ezzel szem közt fekvő szögtől függ.

a a
E  k ép let m ás a lakban  is  fe lírh ató  ; m ert ha sin  a h e ly éb e  2 sin  cos -g--t

íru n k  és a fe lén y i-szö g  függvénye inek  értékét a 92. §. IV. pontjából h e ly e t­
te sítjü k , lesz  :

a

j / I E E Z ,  *  ebbűl:

abc
1 4  V  s  (* — a) {s — b) (s — c)

Á m de a n ev ező b en  levő  g yök m en n y iség  nem  egyéb , m int a  három szög
terü le te  t , va g y is  :

abc
r  — í r

A föntebbi (I) egyenletből egyúttal következik, hogy a : b : c  —  
s in  ± : s in  ß : s in  y. (Sinus-tétel).

2. A háromszög három oldalából szám ítsuk k i  a beirt kör sugarát. 
A síkm értan 52. §-ának 2. pontja sze rin t:

—  21 
 ̂ a -f- b -f c

-ahol p a beírt kör sugarát és t a  három szög területét jelenti.



Minthogy : t —  |/s~(s — a) (s — b) (5 — c), és a  -f- b -f- c —  25, 
azért:

P =

A zon b an

továb b á

\Ts  (5 —  a) (5 — b) (5 — c )  (s — a) (5 — b) (s —- c)

Y -

ábbá : j / "

■a) ( s  — b) (s —  c) {s — a)
{s —  b) (8 — c) 

s  (s —  «)

*  T  <92' §- 1V- p'):

220. ábra. 

B

teh á t : p =  ( s  —  «). tg. ~2 ~ ( s ~~ *)• ^  "2 * —  Ĉ ‘ ^  2  *

Az u tóbb i k ép letek et a m egfe le lő  ábrából (52. §. 2. p.) k özvetlen ü l is  

leszárm aztathatj uk.
3. A  háromszög egy oldalából és két szögéből kiszám ítandó a 

beirt kör sugara.
Legyen 0  az A B C  három szögbe irt kör 

középpontja (220. ábra) ; a  kör az oldalakat 
D , E , F  pontokban érinti. A síkm értanból 
tudjuk, hogy AO , B O , CO sugarak A , C B , 
szögeket felezik. Ha adva van A C  —  b oldal 
és a  ra jta  fekvő a és y S2ög, A O E  és C O E  
derékszögű három szögekben :

p. cotg y , C E  =  p. cotg ^  ;

A E  -f- C E  —  b =  p (cotg y  -J- cotg y ) ;

P =
cotg y  +  cotg - |-

A nevezőben levő cotangenst cosinus és sinussal kifejezve,
lesz :

7 • * Yb sin  y  s in  y

. y  a  . Y • a
sm  cos —  -j-  cos -jr sm

. ä y
0 sm  —  s m  ~ -

L

sm  i ( * + ï )

ï. • a  • T0 s ín  s ín
A  A



4. A  három szög húrom ado tt oldalából (a, b, c) k iszám ítan dó  a k ívü lrő l 
érin tk ező  három k ö r  sugara  (p, p2 p8). M egfelelő ábrát készítvén , k itű n ik , h o g y:

b) (s—C)
Pl

s (s —- a) (s  —  c)
-  b

(s —  a) (s  —  b)
Ps s — c

E bből lá tn iv a ló  egyszersm in d , hogy  :

± = _ L  +  _ L  +  J _ .  •
P Pi P2 Ps > Szavakkal ?

t  —  \ f  P- P i -  h -  ?3- . J
95. §. Háromszögmértani feladatok.

A 92. §-ban tárgyalt négy /^feladaton kívül még szám talan 
m ás, többé-kcvésbbé összetett feladat is adható, részint a három ­
szög alkotórészeinek különféleképen való összekapcsolása, részin t a 
körülírt, vagy beírt kör sugarának, a m agasságoknak, a középvonalak­
nak, a  szögfelezőknek stb. szám bavétele útján. Minden ilynemű 
föladatnál a rra  kell törekednünk, hogy azt a tanu lt három szögtani 
tételek segítségével az előbbi egyszerű feladatok valam elyikére 
vezessük vissza. E tekintetben ú tm utatóul szolgálhatnak a következő 
példák :

1. Valamely háromszögből ismeretes az egyik oldal fa), továbbá 
a m ásik két oldal összege (b - j-  c), és az utóbbi oldalakkal átellenes 
szögek összege (ß - j-  y ); fe jtsü k  meg a háromszöget.

A Mollweide-féle első egyenlet szerin t (91. §. 4):
{b +  c ) . cos j  (ß - j-  y) =  a cos \  (ß — y).

E bben: a , {b-\-c)  és £ (ß —f- v) ism eretes m ennyiségek, teh á t:

cosI ( ß - r )  >

Már m ost £ (ß -j-  y)-t és £ (ß —  y)-t, vagyis a  két szög fél összegét
és fél különbségét ism ervén, ß-t és y-t is könnyen kiszám íthatjuk. 
Az oldalakat pedig a tangens-tétél alapján kereshetjük. Mikor nem 
fejthető meg a  feladat?

Egyszerűbb eszközökkel, habár nem oly rövid úton fejthető 
meg e feladat, ha  olyform a eljárást követünk, m int a  szerkesztés
útján  történő megfejtésnél (19. §.). Ugyanis gondoljuk a fentebbi



feladatot m egfejtettnek és legyen A B C  a  kerese tt háromszög. Hosz- 
szabbítsuk meg ennek b o ldalát, vagyis C A-i annyira, hogy A  í) —  c, 
tehát CD  =  b -}- e legyen. Az ekkép szárm azott B C D  / \ - b c n  B D C  
szög =  90° — i (ß -\- y) és CBD  —  90° —  | ( ß  —  y ); m inthogy pedig 
B C  —  a , CD —  b c és B D C  szög ism eretes, tehát a  sinustétel
alapján \  (ß — y) szög is kiszám ítható.

2. F ejtsük  meg a háromszöget, ha a s  alapvonal (a), a m ásik  
két oldal összege (b c =  s), e's aa alapon fekvő szögek egyike (A) 
ismeretes.

A Mollweide-féle első egyenlet szerint (91. §. 4-.): 
a cos (ß — y) =  {b +  c) cos \  (ß -j- y).

Hogy ebből y-t m egtalálhassuk, a  cosinusokat az egyenlet 
m indkét oldalán a  szögm értan (6) és (2) képlete szerin t kifejtjük; 
akkor lesz :

ß Y ß y ß y
a {cos—-cos -{- s in  - j - s in  - —) =  (o -f- c) (C05 -<r cos — •

LJ Ú U tU U U

• ß • Y\s m  Ÿ  y ) î

ß y
ezután az egyenlet m indkét oldalát síw cos <■> Hel osztjuk : 

a {cotg +  tg - |-)  =  (b +  c) [cotg — tg -£■),

és ebből :

ta 1 -  =  - coír/
9  2 ft +  c +  a  ^  2 '

Sokkal ham arabb érünk célt, ha  t g - j -  é s  tg  ism eretes eg y en le te it  

92. §. JV. pon t (3) egym á ssa l szorozzuk.

• Ezen egyszerű képletből y szöget kényelm esen kiszám íthatjuk; 
a  többi alkotórészt ezután a szokott módon kereshetjük.

F ejtsük  m eg u gyan ezt a feladatot o ly  segéd három szög  fö lv éte lév e l, 
m elyb en  az adott a  a lap von alon  és ß szögön k ívü l az o ld a lösszeg  (ó +  c) is, 
m int egyszerű  alkotórész fordul elő . Lásd az 1. példánál a lő tt  u tasítá st é s  a 
19. §. 1 . pontját.

3. Valamely háromszögből ismeretes a kerület (azaz a három  
oldal összege { a - \-b - \- c )  és két szög (ß, , j ; fe jtsük  meg a háromszöget.

A harm adik szög a =  180° — (ß -j- y).
A három  oldal ism eretes összegét 2s-sel jelöljük, azaz : 

a —J— b —J— c =  2 s.
Á bel Li'ixiy-Polilceit : Mértan. í .  récz. 1*



A sinus-tétel a lap ján :
7 - a s in  ß , a s in  v
b = — . és c —  — ï - .

s in  v. s m  a
Ezen értékeket (l) egyenletbe helyettesítvén, lesz :

, a s in  ß , a s in  va -4-----   *——■--4--------1 =  25,
1 s m  a  1 sin  y.

vagy : a (sin  x -j-  s in  ß - j- s in  y) =  25 sin  x ;
25 sin  x

te h á t : a s in  y -[- sin  ß 4 - s in  y’
Hasonlóképen nyerhető ö és c értéke, m elyet külön levezetni 

fölösleges.
De m inthogy a föntebbi tö rtszám  nevezője többtagú kifejezés 

és ennek következtében logaritm usokkal való szám ításra  nem  
alkalm as, a  három  sinus összegét szorzattá  fogjuk átalakítani :
(sin  a  -b- s in  ß) -4-  sin  y =  2 s in  h (a -j- ß) cos é (z — ß) 4 - sin  (x Ê)

- 2 ^ * ( «  +  B W t ( U p )  +  « i ( .  +  Ä]
. Y ß a

=  4 COS .  COS . C05 -cr-.
u u u

Ezen utóbbi értéket helyettesítvén, kellő rövidítés u tán  lesz :
a

s  s m  • —
í-t

a = ---------------  .
ß y

cos ~  cos ~
L à U  .

írjuk  fel b és c értékét is.
F ejtsük  m eg  ugyan é felad atot o ly  segéd három szög  fe lv éte lév e l, m elyn ek  

a la p v o n a la : a - \ - b - \ - c .  (Lásd a 19. §. 3 . pontját.)

4. Valamely háromszögből ismeretes a z  egyik  oldal (a), a 
m ásik  két oldal különbsége (b—c) és az utóbbi oldalakkal szemközt 
fekvő szögek különbsége (ß— y); fe jtsü k  meg a háromszöget.

(E feladat m eg fe jtése  h a so n ló  az 1-höz.)

5. Valamely háromszögből ismeretes az alap (a), a hozzátartozó 
magasság (m ) és az alappal szemközt fekvő szög (a); m ekkorák a 
többi alkotórészek ?

A lkalm azzuk  C arnot té te lé t  az & oldalra  és k eressü k  (b -j- &)- éa (b — c)-t.

6 . Valamely háromszögből ism erjük a z  egyik  oldalt (a-t), a 
hozzátartozó magasságot (m -t) és u m ásik két oldal összegét 
szám ítsuk  k i  a háromszöget. (Lásd a  93. §. utolsó pontját.)

a  2 am
g  % ~  (b 4- c 4- ' f& -PT-- m



7. A  háromszög m L, m2, m s három magasságából szám ít s u h  ht 
a területet.

Nevezzük a három  oldalt x , g, ^-nek, fél összegüket s-nek, lesz :
x i m i * ni,m  x  ~= m , y  —  nn z , tehát y  =  —- x, es z  =  —  x.

m% m3
H elyettesítsük e két értéket a  ELero-féle képletbe, m elyszerint 

t~ ~  \ í s  (s — x) (5 — y) (s — z) és írjunk t helyébe £ mL x-et. Stb.

Tizenharmadik fejezet.
A trigonom etria  néhány alkalm azása.

96. §. Néhány feladat a négyszögről.

Tudjuk, hogy. a  négyszög m eghatározására  öt alkatórész szük ­
séges. Lássuk nehány  példában, mikép lehet öt adott alkotórészből 
a  négyszög többi részét kiszámítani.

1. A B C D  (221. ábra) négyszögből ismeretes három szög, ne'u- 
s z e r in t: a, ß, y és hét átellenes oldal: a és c ; szám ítsuk  lei a  

többi alkotórészt és a négyszög területét.
Hosszabbítsuk meg a b és d  két ism eret­

len oldalt, a  mig E  pontban találkoznak. Ez 
úton A E D  és E E G  három szögek jönnek létre. 
Mind a kettőből egy-egy oldal és két-két szög 
ism eretes lévén, a  többi alkotórészeket köny- 

a' D nyen kiszám íthatjuk.
Ugyanis A E D  három szögben :

. a s in  fi , a s in  x
A E  =  — :---------es D E

2 2 1 . ábra.

s in  z s in  z
D EC  három szögben :

T) r  c s in  y , c s in  ß
D E  —  — :— es CL —  — :— t-~. 

s m  e sin  s
Minthogy A B  =  A E  — B E  és CD  =  D E  — CE, továbbá 

e —  180° —  (a -f- &), következőleg : s in  z =  s in  (a -j- 8), tehát :
^ __ a s in  8 c s in  y a s in  8— c s in  y

sin  (a -j- S) s in  (a -}- 8) s in  (a - |-  8)

j    a sin  a c s in  ß a s in  a — c sin  ß
sin  (x -{- 5) s in  (a -f- 8) s in  (a -}- 8)

lí*



E kép letek  akkor is érv én y esek , h a  A B  és CD  oldalak  A D  a la tt érnek  

össze . (Miért ?)
M egfejthetö-e a föntebb i feladat azon  esetb en , h a  2  ■)• 3 =  180°?

A négyszög területének k iszám ítására : A E D  három szög te rü ­
letéből B E C  A  terü le té t kivonjuk. A zaz:

a2 sin  y. s in  5 e2 s in  ß s in  §
2 s in  (a -f- 5) 2 s in  a  -j- à)

2. A B C D  négyszögből adva van  három oldal : a , b, c és a lcét 
közbezárt szög a és ß, m ikében  számítható lei a m ásik két szög?
(Lásd az előbbi ábrát.)

A szám ítás k övetkező  rendben történik  : E lőször A B D  h árom szögből k i­
k eressü k  B D  á tló t és A B D  szöget ; ezen  két a lkotórész se g ítség év e l azután  
kiszám ítjuk  B C D  három szögből y-t és v ég ü l 5-t.

3. A  trapéz négy ismeretes oldalából kiszám ítandók a szögek 
ts  a terület.

222 ábra Jelöljük A B C 1) trapéz oldalait (222.
ábra) sorban a, 5, c, d-vel, a  szögeket

 öl  c «, ß, y, S-val. A trapéz jellemző tulajdon-
<7/ /  Vl  ságánál fogva:

A  s p oc +  P == 180», és V +  S =  180».
Húzzuk meg C E  =  A B  egyenest; 

ezzel a trapéz két egyszerűbb idom ra t. i. A B C E  parallelogram m ára 
és EC1) három szögre oszlik. Minthogy az utóbbinak mind a három  
oldala ism eretes, továbbá C E D  ^  =  a és C D E  Ai =  ó; tehát a 
trapéz  eme két szöge könnyen kiszám ítható. (92. §. IV.)

A terü lete t illetőleg:
A B C E  [  ]  =  cd sin  ß =  cd s in  a.

c é d a =  ( « - .?)

teh á t : A B C D  —  cd s in  a -j —----—,̂

A B C D  =  s in  a , vagy :
u

V Ct
A B C D  —  d (a c) s in  -< j- cos - y -  ;

végre s in  - ~  -t és cos -t C ED  három szög oldalaival kifejezve;
2 2 

A B C D  — n < /  í  (s — &) (5 — d) ( s —  (a — c) ),

ahol C £7) három szög félkerületét s-sel jelöltük.



4. A  körbe ír t négyszög négy ismeretes oldatából szám ítsuk  
k i  a szögeket és a területet. (223. ábra.)

Rövidség okáért a négyszög oldalait a, b, c, el­
vei, a  szögeket a, ß, y, S-val, a  két á tló t f  és 
g- vei jelöljük. Tudjuk, hogy a körbe írt négyszögben 
két átellenes szög összege 180°. Ennélfogva: 

a  - |- y  =  180°, és ß - j - ^  =  180°, 
következőleg :

y =  180° — a és 5 =  180° — ß.
A B I)  és B C D  három szögekre a cosinus-tételt alkalm azván:

p  =  « 2 (P — 2ad cos x  és
f* =  ó2 -j- c2 —  cos y =  ó2_|_ c2_j_ 2be cos x,

223. ábra.

ezekből : 

tehát :
a s cP — 2ad cos x =  ó2 - f  c2 - f  2be cos a, 

fí2 tfS —  &3 — C2
cos a —  2(flí/ +  ftc)

Minthogy ezen egyenlet logaritm usos szám vetésre nem alkal­
m as, a  92. §. IV. pontja m ódjára átalakítjuk.

Ugyanis, a  szögm értan szerin t: ______ _
a  „ / 1 — cos x. . a  A f i .  - j-  cos xs i n - j = y  — g—  ese°s-£ =  y  — ^

cos a im ént ta lá lt értékét helyettesítvén :
a . f Z a d A - Z b c - e P - e P  +  bi +  c* .

s m ~2' j /  4 («d -j- be)

a  . f  2ad +  tbc  +  «3 +  d 2 ~  1)2 "  ^ .
cos —  y  • 4 (űá -j- be)

v a g y
a

Sin -g

cos

1 -4 / (a  ~f~ ^ 4~ c — d)(b - \- c ~ \-d  a) ,
2 I ' ad -)- be

d — b) ( a - \ - b - \ - d  — c)t
ad -j- be

Rövidség kedvéért legyen:
. a _j_ h c -j- d  =  2s ; ekkor : 

a —J— b —j— c — d —  2 (s (?), 
íz —j— ö — |— í? — c =  2 (s c); 
a  -j- c d — b =  2 (s — ó). 
j  _|_ c (jf — a =  2 (s — a),



é« képleteink így alaku lnak :

s i n - ï - ^  / ( ?. - « ) ( * - < * )
2 | /  « f /  - | -  6 c

« a - i / E m h ,
2 ad  -j- 6c

ezekből osztás u tán  lesz :

2 | /  (s — 6) ( s - c )
ß-ra nézve hasonló képlet nyerhető, ha g  átlót egyszer 

m ajd  4 G D  három szögből keressük ; akkor a föntebbi eljárás mellett :

'ta— = s i / (,9 c) (6‘ — d)
2 J / (5 — a) (,s —  b) *

A négyszög területéi illetőleg nyilvánvaló, hogy ez A D D  és 
B C D  három szögek területének összegéből áll. A 93. §. érte lm ében:

A B D &  =  01 és B C D  A  =  ~ eJ in  * .
tehát :

^  ̂ 71 y  y
t =  {ad -j- be) —- —  =  {ad -}- be) sin  ~  . cos — .

^ 2 2

s in  — és cos ~  helyébe az im ént kifejtett értékeket téve, következő

egyszerű képlet szárm azik :

1 =  /"(-5 — a) [s —  b) [s —  c ) ( s ~  d).
5. A. körbe írt négyszög ismeretes oldalából keressük a két átlót. 
A z  előbbi pont szerin t :

f 2 =  a? -[- d2 — 2ad cos a, és :
a3 -f- d2 — b* — c3 cos a “ -----!----------______ •

2 {ad -}- be) ’
cos x ezen értékét a megelőző egyenletben helyettesítve, le sz :

f- =  « 0  -f- 3 . _  2nd
2 (flrf -j- 6c)

vagy : p  __ ~i~ (g6 -j~
<7í2-j-6c *

teh á t: f —  i / (a c ~ f ~ ( g6 -f-
TT 1 '1 - - f -  6 cliasonlokepen :

q  -j /  (gc~~j~ -f- 6 c )

~ r ^ 6 + ^



Ebből a két egyenletből szorzás és osztás által két nevezetes
kapcsolat szárm azik, t. i. :

/. . i 7 f  ab cdfg  =  ae +  M ,  es ^

Az e lső  eg y en le tte l m ár az 53. §-ban  (P to lem aeus féle tantétel) m eg is­
m erkedtünk  ; a m ásik at sem  n eh éz  szavakk al k ifejezn i.

6. Valamely négyszögből ismeretes a Icét átló ( f  és g) és a köz- 
bcfogott szög (w) ; szám ítsuk k i  a négyszög területét.

A négyszög területe egyenlő az átlók m eghúzása által keletkezett 
négy három szög területének összegével. Ha m ost az egyes három szögek 
terü letét két oldal és a  bezárt szög sinusával kifejezzük, lesz :

. fgt =  s in  w.
u

L átni ebből, h ogy  az eg y en lő  á tlő jú  n égyszögek  között az a legn agyob b , 
am ely n ek  á tló i egym ást derék szögb en  m etszik . (Miért ?)

97. §. A szabályos sokszögek kiszámítása.
1. Szám ítsu k  k i  valam ely n-oldalú szabályos sokszög oldal­

hosszából a területét, és viszont, a területéből a z  oldal-hosszát.
Legyen A B  =* a  valam ely szabályos 

«-szögnek egyik oldala (224 áb ra); G pont 
ugyanannak középpontja és CD  A A B -re . 
Tudjuk, hogy:

a c b  <X
n

224. ábra

következőleg ennek fele : A C D  3C =  

Továbbá A C D  /^ -b en  :

D C —  A D . co tgA C D  

teh á t A C B  három szög te rü le te :

18Q9
n

. 180°
cotg — ,

n

A C B  a  =  A D  . CD  =  IIP !.
, 180* 

cotg —— ,
n

következőleg a szabályos sokszög te rü le te :
n « 3 ,  180°

t =  —  cotg — -
4‘ n

Megfordítva, ha t ism eretes és a -1 keressük :

“ =  { /

° “ 2 |  /vagy *

4 t ' 180°
—  t g -------
n  n

t  x 180°
—  t g  -
n  n



225. ábra.

2. A  kör sugarából szám ítsuk k i  a  le ír t n-oldcdú szabályos 
sokszög oldalát ás területet ás megfordítva, a szabályos n-szög oldalából, 
vagy területéből keressük meg a körülírt kör sugarát.

Legyen 0  a kör középpontja (225. ábra), 
A O  —  B O  —  B , és A B  =  l az «-oldalú szabályos 
sokszög egyik oldala. Legyen 0 0  1  A B  re, akkor 
A O C  derékszögű három szögben :

A C  == A O . sin  AOC, vagy:

tehát :

—  B . s in  

1— 2 B  .s in

180° 
n  ’ 

180°

A sokszög kerü le te : K

K —  2n B . s in  

A terü le tre  vonatkozólag :

A O B  Ä  =  A C . OC  = 

vagy l értékét helyettesítve:

A O B  A

vagyis ;

A O B  A  =

következőleg a sokszög területe :

t

n

ni, vagyis: 

180°
n

1 „  180°—  B .  co s------
2 n

t -  2 sin
180(

n
— cos 180«

n

B 2 . 360°
_ s i n -------
2 n

n B 2 . 3"0°
- a—.'Si n -------

2 n

Ellenben, lia B  az ism eretlen mennyiség, akkor az l és t szá­
m ára nyerte gyenleteket jR-re nézve fejtjük m eg; lesz m egfelelöleg:

l
B

2 sin

és : B
V

180°
n
2t

. 360° 
n  . s m  -

i i '

3. A  kör sugarából kiszám ítandó a körülírt szabályos n-szög 
oldalhossza és területe ás megfordítva, az n-oldalú szabályos sokszög 
oldalhosszábólvagy területéből a beírt kör sugara.



Legyen 0 a kör középpontja (226. ábra), r a 
sugár, M N  =  L  a  körü lírt szabályos «-szög egyik 
oldala, és P  az érintési pont. — M O P  derékszögű 
három szögben :

M P  —  O P .tg  M O P, vagyis:
L  x 180°

-PT  =  r - 19

tehát : 2r. tg

n  
180°

n
A sokszög kerü le te : K  =  n L , vagyis: 

A terü le te t illetőleg:

„ 180° 
R  —  2 n r .tg  ——-  

J n

y Lr — r2 

180°

180c 
n

«

M O N  A  == i l / p - 0 P

teh á t a sokszög te rü le te : T = n r 2.lg

Ha r  a keresett mennyiség, akkor az L  és T  szám ára  nyert 
egyenleteket r -re  vonatkozólag kell m egfejtenünk ( lesz .

L L  4 180°

2tg  ------
J n

é s :

V

T

n  . tg
180'

T  x 180°
—  cotci •
n  n

98. Feladatok a gyakorlati mértan köréből.
A trigonom etria a  gyakorlati m ertanban  bö alkalm azást nyer. 

Mi csak néhány fontosabb föladat m egfejtésére szorítkozunk. Ezek :
1. H atározzuk meg két gont egymástól való távolságát, feltéve, 

hogy valamely közbeeső akadály m iatt & távolságot közvetettemül meg­

m érn i nem  lehet.
Legyen e két pont A  és B  (227. ábra). 

Minthogy a  helyi viszonyoknál fogva 
 ̂ (például m ocsár, vagy m ás akadály 

miatt) az A B  egyenes közvetlenül nem 
m érhető meg, valam ely ' harm adik  G 
pontot tűzünk ki úgy, hogy ebből úgy 
A  m int Æ-felé m érni lehessen. Ezután

227. ábra.



Y
\

\ /
/

a  m érő lánccal m egm érjük C B  — a és CA —  b távolságokat, és  
végül valam ely szögmérő m űszerrel A C B  —  y  szöget; m ost m ár 
a  keresett A B  távolságot A B C  háromszögből a  92. §. II. pontja 
szerin t könnyen kiszám íthatjuk.

2. H atározzuk meg két pont egymástól való távolságát, feltéve, 
hogy az egyik  hozzáférhetetlen.

228. ábra. Legyen a  két pont A  és B
  / n . (228. ábra). Itt is egy harm adik C

pontot tűzünk ki úgy, hogy ebből a 
megközelíthető A  pont felé m érni 
lehessen. Ezután megmérjük .áC 'távol- 

/  ságot, továbbá B A C  és A C B  szöge-
C két ; e három  adatból a  keresett A B

távolságot a  92. §. I. pontja szerin t kiszám íthatjuk.

3. H atározzuk meg két hozzáférhetetlen pont egymástól való 
távolságát.

229. ábra. Hogy e feladatot megfejthessük, oly
(CD =  a) alapvonalat (229. ábra) kell ki­
tűznünk, mely a  m eghatározandó A B —-.x 
egyenes vonallal ugyanazon síkkan fek­
szik, és amelynek végpontjaiból A  és B  
pontokat látni és irányba venni lehet.

Megmérvén ezután CD  alapvonalat, 
továbbá D  ponton a és ß szögeket, vé­

gül^ C  pontban y és S szögeket, az ism eretlen x  távolságot szám ítás 
ú tján  ekkép határozzuk meg :

C A D  <£ =  18019 — (a - f  ß - f  y) ; 
és : D B C <  =  180° — (ß - f  y +  S).
le h á t  úgy A C D  m int B C D  három szögben egy oldal és valam ennyi 
szög ism eretes, következőleg a  92. §. I. pontja szerin t :

A C D  / \ - b e n :

A C —  — a Sin  ß) óq j  T) —  a 'I
s m { a - f ß - j - y )  " ^ » (a  +  ß +  y);

B C D  ^ - b e n :

B ü = - ^ ™ ± 1  és B D  =  —
sm  (ß -f- y —f- S) s in  é ß -f- y -f- S) ’

E négy ad a t alapján x -e t  akár A B D ,  akár A B C  három szög­
ből könnyen kiszám íthatjuk, m ert m indegyikből k é t oldal és a  közbo



zá rt szög ism ere tes lévén, a  harm adik  o ldalt (íc-et) a  szokott m ó d o a  
m eghatá rozhatjuk .

Kellő e llenőrzés tek in te téb ő l célszerű  x  é rtéké t m in d  a két 
három szögből k iszám ítan i.

Jóval egyszerű b b  a fe lad at m egfe jtése , h a  az a lap von a l (C D ) egyik  v é g ­
p o n tja  (pl. C) a m egh atározand ó AB  m eg h o ssza b b ítá sá b a  esik .

4. H á ro m  A , B  és C pon tnak ism eretes helyzetéből h a tá ro zzu k  
m eg va lam ely  D  negyediknek  « fekvését, a z u tóbb i p o n tb a n  telt szög­
m érések a lap ján . Föltesszük, hogy m ind  a  négy p o n t ugyanazon 
síkban  van. (Pathcnot-fé]e  föladat.)

M inthogy A , B  és C p on tok  (230. ábra) kölcsönös fekvése 
ism eretes, te h á t A C  és BC , vagyis a  és b távolságokat, továbbá

230. ábra. A C B , vagyis 7  szöget ism erteknek  tek in t-
C h e tjü k ; ezenkívül m ég A B C  — a  és B B C

=  ß szögek is m eg vannak  m érve.
B  p o n t fekvését A , B  és C  pon tokra  

vonatkozólag A B , B B  és C B  távolságok 
ha tározzák  meg, m elyeket röv iden  x ,y ,z - v e  1 
je lö lünk . H ogyha C A B  =  <p és C B B  =  <J>. 
szögek ism ertek  lennének , a  k erese tt távo l­

ságokat A C B  és B C B  három szögekből könnyen  k iszám íth a tn ék  ; 
m ert a  s in u s té te ln é l fogva A C B  három szögben  :

a s in  (a +  cp) , a s in  cp
x  =  --------- i — J—-lí-  es z  =  -— — -— • (1)

sin  a  sin  a
B C B  három szögben  p ed ig :

bw U tpi  (2)
J sm  ß sin  ß

Legközelebbi teendőnk  te h á t és $ szögeket m eghatározn i.
s-nek  két értékéből következő új egyenlet szárm azik :

a s in  tó _  b sin  <{>
: '    . r .  9  \ & )sm  a sm  p 

ezenkívül A C B B  négyszögben :
cp +  ^ =  360° —  (a +  ß +  7). (4)

A (S'l és (4)-ik egyenlet íp és 4* szögeken kívül m ás ism ere tlen  
m ennyiséget nem  foglal m agában  ; e szögek te h á t m eghatározhatók .

R övidség kedvéért legyen 3G0° —  (a +  ß -j- 7) =  5 ; ekko) 
a  (4) egyenlet s z e r in t:

fjj —  §  —  (5)

O'
A

D



4 -nek ezen értékét a (3) egyenletbe helyettesítve, lesz: 
a sin  9 b sin  (§ — 9)

■vagy :
sm  a sin  ß

a sin 9 b sin S cos © — ó cos S sm  p 
s in  0' Sm ß

ebből : a sin  9 sin  ß =  5  sm  S cos 9 sm  a -
•ezen egyenletet sm  9-vel osztva:

a sin  ß =  ô sm  S sin  a cotg 9 -  
a sin  ß

cotg 9 =

ó cos ö sm  9 sin z,

& cos & sm  a,

- cotg S (6)

231. áb ra .

ô sm  y. sin  Ó
Az utóbbi egyenletből kiszám íthatjuk 9-t, ezután az (5) egyenlet 

.alapján <J/-t, végre az (1) és (2) egyenletekből a>et, y -1 és 2-t.
H a a -}- ß -f- y =  § =  180°. azaz h a  A , B, C, D  pontok 

ugyanazon kör kerületébe esnek, a feladat határozatlan , következő­
leg meg nem fejthető (miért nem ?). Ezért a gyakorlati alkalm azá­
soknál ügyelnünk kell, nehogy a negyedik pont a m ásik három  
■által m eghatározott kör kerületébe (vagy ennek közelébe) essék.

M ennyiben változnak a füntebbi egyenletek
1. azon esetben, lia a 'keresett D pont C-vel egyfelől esik?
2. ha C pont ÁB egyenes vonalon fekszik ?
3. ha a meghatározandó I) pont ABC háromszög terébe esik?
5. H atározzuk meg valamely tárgynak  (például toronynak) 

magasságát ism ert hosszúságú vízszin tes alapvonalból.
Legyen A B  (231. ábra) a m eghatáro­

zandó m agasság 6í> CD  a  vízszintes alap­
vonal. mely kellően m eghosszabbítva B  talp- 
ponton halad keresztül.

Eltekintve a szögmérő m űszer m agassá­
gától, mely minden esetre a  ta lá lt m agasság- 

C D .0 , hoz hozzáadandó, C  pontban megmérjük
A C B  —  Sj és D  pontban A D B  —  e, emelkedési (elevacio) szöget. 
Rövidség okáért legyen: A B  —  x  és CD —  a.

A D C  három szögben :
A D Ó  < . =  180° — e2, C A D  <£ =  s2 — sx

~  . a s in  £2
•es : C A  =  ——   — - ■

s ín  (c2 — q )
Minthogy G A B  derékszögű három szögben : 

x  =  CA  . sin  
a s in  t 1 s in  sa

te h á t : x



Gyakran nincs módunkban oly vízszintes alapvonalat kitűzni, 
mely a megmérendő tárgy talppontján megy keresztül. Ilyenkor a. 

232 , á b ra . CD  alapvonal C  végpontjában ( 2 3 2 .  ábra) meg-
mérjük a vízszintesen fekvő B C D  —  y. szö­
get és A C B  —  e emelkedési szöget, a másik 
D  végpontban a vízszintes B B C  =  ß szöget.. 
Ekkép B C D  vízszintesen fekvő háromszögben 
egy oldal (CD  =  a) és két szög (% és j \  
ismeretes lévén, a sinus-tételnél fogva: 

a sin ß

v

;ehát :

B C  =  - r — -  - j —
s m  (a -j- ß)

Minthogy továbbá A B C  derékszögű háromszögben: 
A B  —  x  =  B C  . tg s, 

a sin  ß lg s
x

233. ábra.

sin  (« -j- ß)
6 . H atározzuk meg valamely felhő magasságát, ha annak  képet

■,2 a la ttunk  fekvő tó tükrének bizonyos pontjában látjuk.
Legyen C  a  felhő helye, ( 2 3 3 .  ábra) B  

annak képe az E B D  tó tükrében, A  a  pailon. 
levő megfigyelő á llása ; A D  =  ni, a  p a rt
m agassága, C E  —  m 1 a  felhő m agassága, a a. 
hajlásszög (depresszió-szög) a tükörkép té lé ;
ß  az emelkedési szög (eleváció-szög) a felhő
irányában. Minthogy síktükröknél a  beesési, 
szög egyenlő a visszaverődés szögével, ennél­
fogva : 

C B E  <X =  A B D  <  =  y-\ A C B  =  a— ß. 
B C E  derékszögű három szögből :

=  C E  —  B C  s in  a ;
A B C  három szögből: 

B C  : A B  =  s in  (v. -j-  ß) : s in  (a - 
A B  s in  ( a - j -ß )  .

JL>0 *  ——— •)
s in  (a — p) 

igre A B D  derékszögű három szögből:
m

A B . s in  à ; A B  —  -v-—- sm  a 
m  s in  ( a  - f -  ß)

ß);

m  —

íhát : B C sin y. sin (a: — ß)

m sin  ( a  4 -  ß)
—  — — , ^ —A sin  ( a  —  ß)



Feladatok a trigonom etriához.
X. Fejezet. A szögfüggvényekről és a derékszögű és 

egyenlőszárú háromszög megfejtéséről.
S z ö g fü g g v é n y e k . 381. L egyen  a derékszögű  h árom szög  átfogója  c, a két 

befogója  a  é s  b, az ezek k el á te llen es  szögek  a és ß. — M ily nagyok a é s  ß 
sz ö g fü g g v én y ei, h a :

c —  5 , 8 9 ,  4 99, I f ,  1 , I  m , m 2 -f- «2; 
a  = .  3 , 8 , 3 91, xVöj h  l  m, m 2 —  n° ;

 ̂ 1 2 , f f f ,  I V 5 T I  m , 2  mn ?

385. M ily n agyok  am a derékszögű  három szög a h eg y es  szögén ek  a fü gg­
v é n y e i, m ely b en  a) a  =  2b  ; V) a  =  f  c ; c) a  -}- b =  f  c ?

386. M ekkorák a derékszögű  három szög a h eg y es szögén ek  a függvénye i, 
ha ism erjük  az a  b efogót és az átfogóra b ocsátott m a g a ssá g o t?

387. M ekkorák akkor, h a  ism erjük az egy ik  befogót és a m ásik  befogó­
nak az átfogón va ló  p ro jek ció já t?

388. D erékszögű, egyen lőszárú  három szögben  az álfogó a ism eretes ; m ek ­
korák a h e g y e s  szögek  függvénye i ?

389. V alam ely  derékszögű  három szög terü lete  12 m 2, egyik  szögén ek  
tangense 1-5 ; m ily  nagyok a befogók ?

390. M ily nagy  az átfogó, ha sin  a =  0 6 , az a. szöggel szem b en  fekvő  
befogó ped ig  2 0 ’5 m ?

391. M ekkorák a derékszögű  három szög o la la i és terü lete , ha  : a) c =  1 ’4 5  
é s  tg  a =  1 0 5 ;  l)  a  =  24  és cos a r=  0 ’2 8  ; c) b =  117 é s  sin  a =  0 3 5 2 .

392. S zerk esszü k  m eg a szöget, ha : sin  a ^  0  8  ; cos « =  |  ; tg  a =  3  • 
cotg  a =  1 ; Sin a. =  0 6  ; cotg a —  3 ;  cotg a =

S z ö g fü g g v é n y e k  ö ss z e fü g g é s e . 393. M ily nagyok  a szög  többi f ö s ­
v é n y e i, ha  :

a) sir. a =  0-75 ; sin  a =  |  ; sin  a =  ; sin  a =  0 85 ; s in  a =  » -
1 + m -  ’ 4 ’

■stn a = :  £y /a ?

I) cos a =  I  ; COS a =  0 ’28 ; cos a =  |  y / f .  cos a =  l  y / f  005 a —  11 ' 9
m '2 -j- >i2

c) /y a =  £ ; íy a =  2-4 ; tg x =  3 ; tg  a =  1 ; fy a —  i  y / f  tg  a =  1 » V
tó) co/y a =  0 -8  ; co/y a =  f  ; cotg a =  |  ; c<tóy a — 1 • eetóy H —  w r  

coíy a =  I  ? ’ ’

í) sec a —  2  ; sec a =  * 5; sec a =  y /jT sec a —  f  • sec a —  1 • sec a =  — L -lh-* . 9
m 2 — Ji2 '

f)  cosec a =  y  . cosec « =  1’125 ; cosec a —  2 ; cosec a —  5 ; cosec a =  2 y /3  
cosec c: =  y / f  ?

39^. E gyszerű sítsü k  a k övetkező  k ife jezések et akkép, h og y  azokban csak  
u g y an azon  egy  függvény forduljon elő  :

. . cotg «
a) cos a -j- a k ifejezés csak sin  a-t tartalm azzon,



is  I «  ï -  —  b  ; a k ife jezés csak  cos «-t tartalm azzon ,
* cos ot stn  «

c) s in a  cos a tg  a cotg a; a k ife jezés csak  cos a-t tarta lm azzon ,

ri) i  _j_ tg  a —  V se c 2 a —  1 ; a k ife jezés csak  cotg a-t tartalm azzon ,

e) - 0S —  —  4 - v '~ ~ 1 s ín ’g- ^ g cos K. a k ife jezés csak cotg a-t tartalm azzo »
V l  — cos2 a 1 — cos2 a

395. S zám ítsuk  ki a k övetkező  k ife jezések  érték ét h a  : a -f- ß -f- y —  180°

a) s in  ■ — cos ~  ; 5) tg  X  +  íp — ^  ^coíp — +  ceíp y j .

e\ s in 2 +  coip-^y  --  cotg  cos2 ; d) cos2 +  tg  — | —

t g l + c o s * ± .

A  30°, 45°, 60»-nyi s z ö g e k  lü g g v é n y e i.  Í.D6 . M ivel e g y e n lő :

« , l ,a « =  4 5 « ; í)  2  ~  ” C I «  “ =  60”: S Í T F '  h a s = i 5 , í
sm  a cos a 2 '5  —  sin  f  os

397. M ekkora a é s  ß, h a  : a) sitt (a —  ß) =  J é s  '03 [n - f  ß) =  £ ;
i )  tg {r +  ß) =  \/3~  és tg  (a — ß) =  1  ?

F ü g g v é n y e k  lo g a r itm u s a i. 398. M ekkora :
«) log sin  38° 17' ; log s in  17° 8 ' 20" ; log sin  0« 48' 37" ; log sin  5 1 ’ 5 8 ’ 33" 1
b) Jog tg  1« 25' 40" ; log tg  69° 27' 39" ; log tg  23° 23' 23" ; log tg  89» 19' 31" f
c) log cos 57® 48' ; log cos 39° 9' 47" ; log cos 50° 9' 9" ; log cos 24° 16' 20” 1
d) log cotg 77° 31' ; log cotg 8 ° 8 ' 54" ; log cotg 0° 40' 29" ; log cotg 63° 15' 26" \
399. H ány fok, perc, m ásodperc a szög, h a :
a) log sin  x  =  9 ‘67843— 10 ; log cos x  =  9*91469— 10 ; log tg  x  —  0 ’ ^043 , 

log cotg x  = •  9 6 5 0 6 2 — 10.
b) log sin  x  —  9 5 9 5 3 0 — 10 ; log cos x  —  9 '94603 —10 ; log tg x  =  9 '8 i9 6 3 -1 0  

log cotg x  —  0 83012.
c) log sin  x  =  9  95 3 0 1 — 1 0 ;  log cos x  —  9*74151— 1 0 ;  log tg x  —  0 2 1 4 5 3  ; 

log cotg x  =  9 '88603— 10.
400. M ekkora a szög , h a  :
log s in  a =  — 0-52791, log cos a =  —  0 -25849, log cotg a =  0 -79825. 
log tg  z  —  — 0 ‘18027, log cotg a =  — 0 '1 1387, log tg  a =  T 08851.

401. M ekkora a szög , h a  :
a) tg a. =  3 ; sin  a =  0'5 ; cos a =  0  637 ; cotg « =  2 539.
b) s in  a =  £ \/<r cos a =  0'96 ; cotg a =  | ;  tg  a =  f .
402. A dva van  a  sz ö g ;  k eressü k  m eg lo g a r itm u stá b lá k  s e g í t s é g é v e ié  

fü ggvén y  értékét. M ekkora :
sin  36° 12' 6 ", cos 53® 42' 6 ", tg  72® 25' 20", tg  21® 12' 40", cotg  30° 26' 20' 

*otg 50° 6 ', sin  30°, cos 30®, tg  45° ?
403. S zám ítsuk  ki x  értékét, h a  :
a) x  =  32*538. sin  12® 52' 20". lg  43° 5' 6 " ;

G'93 cos 52® 6 ' . ,  0  359 tg  45® 16' 10" ,
> X ~  3-09 sin  46® 10' ’ ' s m ': ~  1 0 -4.37  cotg 43» 5 '9 '"

4-536 sin  50° 16' 4" cotg 36® 10' 10" 
v) tg  x —  cos J&0 3 2 , 16„ f!f (,50 yo , 2()„-



D e r é k sz ö g ű  h á r o m sz ö g e k  m e g fe jté se . 404. A derékszögű  három szög  
átfogója  a, két befogója  b és  c, az ezek k el szem ben  fekvő szögek  [3 és y ; h a  
ezek  közü l k ét alkotórész, adva van , szám ítsu k  ki a többit és a terü letet :

a b G P
r ) 233 105 208 29° 47' 9" 63« 12' 5 1 " ;

*) 397 228 325 3 5 0 3 ' 4" 54° 5 6 '5 6 " ;
•) 505 336 377 41° 42 '32" 4 8 °1 7 ' 28" ;
d) 65\ő 3 9 6 40-3 44° 29' 53" 45° 30' 7" ;
«) 3-791 2-083 3*171 3 3 ° 1 8 '2 " 56« 41' 5 8 " ;
f) 2-3156 1-3988 1-8828 36° 36' 37" 53« 2 3 '2 3 " .

405. F ejtsü k  m eg a derékszögű  három szöget, h a  ism eretes a terü let (t) é s  
egy  szög ß. (f —  79 7 ‘94 m 2, ß =  45° 30' 7" ; v agy  t  =  37050 dm 2, f  =  54° 56' 56''.)

406. M egfejtendő a derékszögű három szög, ha ism eretes a terü let (í) é s  
rgy  befogó (p) v agy  (c). {t — 3-3026 m 2, b —  2 083 ; vagy  t  =  1'31685 m 2, —  c 1-8828).

407. F ejtsü k  m eg a derékszögű  három szöget, ha az á tfogója : a, az á tfo ­
góh oz tartozó m agasság : ni. [a =  13 m , ?» =  6  m.)

408. A derékszögű  három szög befogóinak  az átfogóra v a ló  p ro jek ció i
Pi és p 2 ; fejtsük  m eg a három szöget. (pt —  32*4 m , p , — 5 7 6  m.)

400. A 7 egyik  projekció { j \ )  é s  a szög ß ism eretes; m egfejtendő a három ­
szög. (p, =  143 m , ß =  83° 16' 1".)

4-10. V alam ely  út 2 « 5 1 '4 4 " -n y i szög  a latt hajlik  a v ízsz in tes  s ík h o z ;
h á n y  percent az em elk ed és ; azaz m ekkora az út o lyan  pontjának a  m agas­
sá g a  a v ízsz in tes  sík  fö lött, am elyn ek  ta lppontja  az út kezdőpontjától 1 0 0  m -nyi 
távo lságb an  v a n  ?

411. V alam ely  h eg y i útnak  az em elk ed ése  4 ’8 °/& ; m ekkora az em elk e­
d ési szög ?

412. M ily nagy  a N ap m agassága, m ikor a 15-2431 m m agas torony  
árnyék  4? '62 m ?

413. M ily m agasán  á ll a N ap, m ikor az em ber árn yék a  m agasságának  
k étszerese  ?

4 H . Ism eretes va la m ely  derékszögű  három szögb en  az átfogó és az egyik  
befogó k ü lönb sége (s) és a bezárt szög (y) ; szám ítsu k  ki az átfogót, s  =  2 1 2 , 
y —  4 9 e 14' 50".

415. A d erékszögű  három szögből ism eretes a két befogó ö sszeg e  (s) é s  
az egyik  h eg y es szög (ß ), szám ítsu k  ki az o ld a lak at.

416. A d erékszögű  három szögb ől ism eretes az egyik  befogó (ó) és az 
e h h ez  tartozó k özép von al (d) ■ fejtsük  m eg a három szöget, (b—  2 1 0  m , d  =  2 0 0  m .)

417. V alam ely  derékszögű  három szögből ism eretes a két befogóhoz tar­
tozó  két k özép von al [dt és d t)  ; m egfejtendő a három szög . d t =  2 0 0  m , 
d„ =  2 5 2 ’96 m.

418. A derékszögű h árom szög  átfogója 8  m, az egyik  befogó 2 m -rcl 
h osszab b , m int a m ásik . A három szög  m egfejtendő.

419. F gy A  pont v a la m ely  >* —  12 m su g a iú  kör középpontjától 20 m  
távo lságb an  van . Szám ítsuk  ki az A  pontból a körhöz vont érin tők et, az ér in ­
tők  á lta l bezárt szöget, az ér in tési pontokat ö sszek ö tő  húr és az eh h ez  tartozó  
ív  h osszá t.



420. Két kür k ívü lről ér in tk ezik ; az egy ik  sugara R  —  10 dm , a m ásik é  
r  —z 6  dm, m ily  szöget a lkotnak  a k özös érin tők  a cen tr á lissa l?

421 . M ekkora szö g et a lkotnak  két körhöz h ú zott k ü lső  érintők  eg y m á s­
sal, és m ekkora a k ü lső  közös érin tőknek  az ér in tési pontok  közt fekvő része , 
ha a su ga ra k : 1\  —  32"5 cm , r„ =  2 F 7  cm , a cen trá lis 65'8 c m ?

A z e g y e n lő s z á lú  h á r o m sz ö g  m e g fe jté s e . 422. V alam ely  egyen lőszárú  
három szög a la p ja : a, sz á ra : b, az á te llen es  sz ö g ek : a és ß, m aga ssá g a : m ; 
fejtsük m eg a h árom szöget, h a  két a lk o tórésze  ism eretes :

a b in a ß
0 ) 8 8 125 117 41« 13 '6" 69« 23' 27'
b) 672 505 377 83« 25' 4" 48» 17' 28'
d) 3' 12 2-05 1-33 99» 6 ' 40« 27'
e) 4*5 2-3995 0-8338 139« 20' 2 0 « 2 0 '.

423. M egfejtendő az egyen lö szá rú  három szög, h a  ism eretes a terü let (t) 
és egy szög (ß), v a g y  (a), t —  1515'88 m 2, a =  45° 30' 7" ; vag y  t —  1-870, 
ß =  2 0 ° 2 0 '.

424 . Az egyen lőszárú  h árom szög  k erü lete  (Jc) és  az alapon fekvő szög  
(ß) ism eretes ; m ekkorák az o ldalok  ? k =  2 4 ‘8 m, ß =  36° 1 2 '.

425. Az eg y en löszárú  h árom szögb en  az a lap n ak  és az eh h ez  tartozó  
m agasságnak  az ö sszeg e  kétszer akkora, m int a  szár ; m ekkorák a szögek  ?

426. M ekkora v a la m ely  ég ite st  va ló sá g o s átm érője, h a  lá tszó lagos á tm é­
rője (*) és a F öld tő l v a ló  távo lsága  (<7) ?

427. V alam ely  test e ltű n ik  szem ü n k  elő l, h a  45" -n él k iseb b  a szem szög  ; 
m ekkora távo lságban  fogjuk a d  átm érőjű  g o ly ó t pontnak  látn i ?

428. M ekkorának kell len n i v a la m ely  testn ek  a H old fö lü letén , hogy  
500-szoros n agy ítá sn á l m ég é szrev eh ető  legyen , h a  a Hold távo lsága  a Földtől 
385080  Km .?

420. V alam ely  körből ism eretes a sugár, r  és a k özépponti szög * ; m ek ­
k ora: «) a m egfe le lő  húr h o ssza  h, b) az ív h o ssza  i, c) a középponti h árom ­
szög  terü lete  t, d) a körsegm entum  terü lete  £?

4 -‘0. A kürscctor terü lete  t =  10 m 2, a kör sugara  r  —  10 m ; m ily  nagy  
a sectorh oz tartozó h ú r?

431. E gyen löszárú  h árom szögben  az a lappal á te llen es  szög  1 2 0 °; ez 
három  egyon lö  részre van  osztva . H ogy aránylik  az a lapnak középső sz e le te  
e g y  k ü lső h ö z?

432. Egy szabályos ötszög  o ld a la  2 ’5 d m ; m ekkorák az ötszög á tló i?
435. Kél k nék egy  síkban  van  fe lá llítv a ;  sugaraik  R  és r, középpont­

jaik  távo lsága  d  ; m ekkora e két kereket körülfogó s z íj?

Xí. Fejezet. Feladatok a goniometriához.
A ■ h e g y e s  e z ö g a é l  n a g y o b b  sz ö g  fü g g v é n y e i. 431. F ejezzü k  ki h eg y es  

szögek  fü g g v én y e iv e l a következők et :
a) s in  1 5 6 °2 7 '1 8 " ;  cos 122° 18' 12" ; tg  135° 2 4 '8 " ;  sec 158« 22 '4 3 " .
b) sec 100° 2 0 '2 0 " ;  cotg 170« 0 '1 0 " ;  cosec 160»1G '0"; sin  1 1 0 «0 '30" .
c) sin  200« ; cos 220« 0' 40" ; tg  190« 10' 1 0 cotg 199« 39' 10".
(T) cos 280« 10' ; tg  300» 20' 21" ; cotg 349» 59' 20" ; sin  289° 9' 50".
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435. E gyszerű sítsü k  e k ife jezések et :
a) sin  (90° — a) —  cos (180° — a) —  cos (90° — a) sin  (180° — a) ; 

a 2 sec ( 180° — «) cos a _  b2 cotg( 180° —  ß) tg  ß # 
cosec (180° — (5) s ín  ß cos «  cosec (90° — a)
(„2  _  7/2) coty ( 180« — a) +  **) tg  (90° —  a)

C\  tg  (90° —  a) cotg ( 1 8 0 ° — aj
436. Szerk eszten dő a szög , h a  adva van  a fü ggvén y  :
1) Sin a =  - f - 1 ,  cos a < 0  ; 2) cos p =  —  §, sín  ß >  0  ; 3) tg  y =  - f  2, s í«  y < 0  ; 

i )  cotg 8 =  —  2, cos ô < j0  ; 5) sín  © —  —  y, tg  <p < 0  ; 6 ) cos w =  -j- .sín <o < 0 .
437. E gyszerű sítsü k  a következő  k ife je z é se k e t:
«) a . 0° -j- 6 cos 90° — c tg  180° ; — b) a cos 90° — b tg  180« -j- c cotg 90° ;

c) a 2 sin  90° +  2 ab cos 180° +  b sec 0° ; — d) b sin  90° —  c cos 0° +  (& — c) cos 180°. 
4-38. Ú gyszin tén  :
a) 7 sin  360° — 11 cos 270° +  21 cotg 0°. — b) a 2 cos 360° —  ab sín  270* —  ab

cos 180° +  b sin  90°.
a  cos 0° —  b sec 180° , « sec 360° —  b cos 360°

^ a cosec 90° -j- b cosec 270° (a -f- b) cos 0« —  2 a sin  180°
sec a — cos a n cosec a — sin  a

439. M ivel eg y en lő  : ----------------------» h a  a =  0° ? ------- — —------- , h acos a cos a

« =  í,0 .  ? - 4 í S - V .  h a  * =  90« ? h a  * =  0« ?
1  -J- cos 2 a s tn  a

A  sz ö g fü g g v é n y e k  lo g a r itm u s a i.  410. K eressük  a k övetkező  függvények
logaritm u sa it :

a) log cos 146° 20' 32" ; log tg  170° 16' ; log s in  100° ; log cotg 190« 0' 20".
b) log s in  185« 20' ; lóg tg  250« 0' 30" ; log cos 245« 16' ; log cotg 216« 19'. 
ej log cos 280« 15' ; log s in  3 X °  20' ; log tg  320® 15' 20" ; log cotg 350« 10'. 
441. M ekkora a szög, ha : a) log sin  a =  9 3 5 6 4 3  — 10 ; b) log cos x =

9-47635 — 10 (n) ; c) log tg  a =  0 '97235 ; d) log cotg a =  9-43206 — 10 ; c) log cos a —
—  0'43965 ; f) log sin  a =  — 0  93521.

4 42. M ekkora a szög, h a  : a) sin  a =  0'432 ; b) sin  a =  0 ‘7 ; c) cos * —
— 0-967 ; d) cos a —  —  0-9325 ; e) tg  á =  —  1'327.

443. S zám ítsuk  ki x  értékét, h a :
a) x  =  3'25 cos 110« tg  160®. — b) x  —  0 ‘039 tg  113« 20' sin  160« 40'.

3 ÍTÍT7, • TivTíi TTrin 0*38 sin  123® tg  156«c\ „ — i  /  4 9 -3 stn  160« cos 120«. d \ x — ------------------------ —----- .
x — \ /  1 cos 138« cotg 168»

444. K iszám ítand ó  a szög, h a :
0  3298 cotg 112« sin  10« 30' 3" n  ^ _ _  0  92 cos 1 10« s in  170«

a) cos o. —  0 - 0 2 3 9  cos 130« tg  110« ’ ’ 9  * _  cotg 130« cos 140«
445. L ogaritm u stáblák k al szám ítsu k  ki a fü ggvén yek et : sin  120« 12' ; 

cos 150« ; tg  200« 20' ; cotg 178« ; sin  220® 2 )'.
S z ö g e k  ö s s z e g é n e k  é s  k ü lö n b s é g é n e k  fü g g v é n y e i. 446. K iszám ítandók  

a +  ß fü ggvén ye i, ha  : «) a — 90«, ß —  30« ; b) a =  90«, ß == 60» ; c) a =  30«,
p =  0« ; d) a =  60«, ß 45® ; e) a =  45«, ß —  30«.

447. M ennyi a, h a  : a) tg  (45® +  a) 2  V 3 ; b) tg  (45» — a) =  —  3  ?
448. M ennyi a, h a  : tg  (45® —  a) -f- cotg (45® —  a) =  4  ?
449. E gyszerű síten d ő  : cos (180° -j- a) cos (270° — ß) — sin  ^180« -J- a 

sin  (270° — ß).



450. E gyszerű síten d ő  :
s in  (CTO0 — a) tg  (180° —  ß) , coi g  Í90° — «) s in f j  — 90°) . 
tg  (180° - f  ß) cos (180° —  aj ' cos (180° —  y) (180° — o)
451. M en n y i: sin  165» (165° =  120° +  45°), sin  120°; cos 15°, (15° =  45«

—  80°); s in  135°, cos 135°, tg  135°; sin  75°, cos 75°, s in  78°, cos 7 8 n?
452 . M ennyi sin  (3 G 0 °+ a );  tg (90° +  a); sin  (a +  ß +  Y)?
453. A lkalm azzuk  a +  ß fü ggvén ye in ek  a k ép letét azon  esetre , h a  a szög : 

90° ±  a, 180° ±  a, 270° ±  a.
N e g a t iv  s z ö g  fü g g v é n y e i . 454. S zám ítsuk  ki a — 30°, —  4 5 p, —  60°,

—  135°, —  120°, —  180°, —  240° n eg a tiv  szögek  függvénye it.

455. M utassuk m eg, hogy sin  (—  a) =  -  h a  a ß —  90° és a =  360°.

456. Ha cos (—  a) == m en n y i cotg (— a) ; ha tg  (— a) =  — 1-875, m en n y i

1 - /< / ( - « ) ?
cos (—  a)

457. 30° és 45° segítségével számítsuk ki s in  (— 15°) értékét.
' „ , r°tg (— 240°) .

458. Mekkora sin  (— 135°) — cos (— 185°) ? Mekkora 24.0")

459. Ha a negativ szög, mikor lesz cos a =  — s in  a ?
A kétszeres és felényi szögek függvényei. 460. Mekkorák 60° függ­

vényei, ha ismerjük 30° függvényeit?
461. A 45n-nyi szög függvényeivel fejezzük ki a 9C°-nyi szög függvényeit.
462. cotg a — \/T  : mennyi sin  2 a, cos 2 a, tg 2 a ?
463. Mennyi s in  3 a, cos 3 a ?
464. Ha cotg (— «) =  — tV> mennyi sin  (2 a)?
465. Ha egy háromszögben tg  ß s in 2 y --- tg  y stn* ß, ekkor a három­

szög egyenlöszáru, vagy derékszögű.
. ~ « sin 4 y466. Úgyszintén, ha sm  2 ß =  —

467. Ha sin <* =  £, mennyi cos *? ha tg  % = -J, mennyi s in  “ ? h a  cos x =

mekkorák |  függvényei ?
468. Ha tg 45° = 1 ,  mekkorák 22° 30' függvényei?
469. Fejezzük ki a 15° és 7'5°-nyi szög függvényeit a 30°-nyi szög függ­

vényeivel.
470. cos 2 a = — V£ mekkora tg  « ?
471. Mekkora s in  (— 15°), ha ismerjük a 30°-nyi szög függvényeit?
472. Mekkora cotg (— 75°) — tg  (— 75«) ?
473. Ha tg (— a) =  x  —  V ¥ és cotg (— a) =  x  -f- V 3, mekkora x  és (—a) ?
474. Bizonyítsuk be a kővetkező képletek helyességét:

a) sin  2 « =  2 tg  a cos* a ; 0 , , _  1 , 2 »
i)  2 s«c 2 a =  (45° +  a) +  ;  * v ' cos 2 a

tg  (45° — a) ; f)  2 cotg a =  cotg \  ~  tg \  \
1 — cos 2 a 2 tg  a
i  + * 2 V ; si> ' 2 “ =  r q r ^ ;

1 +  fői 2 a ,  1 , 1‘J  *
O  ^  * =  , . 2 2 ’  =  T = n » - ; +  1 1



i )  tg  a 

h) tg  a
/ sec a 

sec aa  +  1 ’
cos 2  a

m ) sin  2 a =  (1 — cos 2 a) coTÿ a ;  
. s in  2 a

*2 tg
sin  2 a

r (1 -|~ «os 2 a) 7(/ a ;
o) cotg a

1 -J- cos 2 a 
s in  2 a

s in  2  a —  (1  -(- cos 2  a) tg  a ; 1 —  cos 2  a

A  sz ö g fü g g v é n y e k  ö s s z e g e  é s  k ü lö n b s é g e . 475. M ennyi :
a) sin  105° -f- sin  75°; cos 75° -)- cos 15°.
b) cos 135° — cos 4.5°; sin  240° —  sin  120°.

476. V á ltoztassu k  szorzatokk á  a k ö v etk ezők et :
a) sec a +  sec ß ; cosec a +  cosec ß.
b) lg  a +  tg  ß ; co7y a +  cofg ß.

477. B izo n y ítsu k  be a k övetkező  képletek  h e ly e s sé g é t :
sin  & „ a  —  bsin  a  4 -  sin  b a - \ - b  s in  a____ _____    fft  !- • _____ _

cos a -J- cos l> 2 cos a  - |-  cos b
sin  a  -f- sin  b
(os a  —  cos b
sin  a  -j- sin  b

- c o l u — -  

a - \ - b
*g ' " g 1

sin  h
cos a  — cos b 

a  —  h sin  a  — sin  b

cotg
a  -{- b 

2 ...

sin  ci —  s in  b 
sin  (a -j-5 ) — sin  (a — b) 
cos (« -j- b) — cos (a —  b 

e) sin  (* -f~ ß) sin  (a 
s in  a -j- cos a _

2

cotg a ;

=  cota — t—, - —  . . , — cotg
stn  a -J- s w  b

sin  (a -j- b) -j- s in  (a  —  b)

<g 2

cos (a —  b) -{- cos (a -j- b) 
ß) =  s in 2 a —  s in 2 ß ; cos (a -j- ß) cos (a —  ß)~  

cos a -J- s in  a

= tg a.

cos2 a —  s in 2 ß.

sec a -(- cosec a 
tg 2 x tg  x

sin  a cos a;

sin  2 a

cos a
tg  a

tg  2 x -\-  sec 2 a.

cos 2 x.
tg 2 x — tg  x  ’ tg 2 x —  tg a

478. Ha a -)- ß -f- y =  180°, akkor b izo n y ítsu k  be, h o g y  : 

a ) s in  x 4 -  sin  ß 4 -  sin  y =  4  cos a cos ß cos Tx 1 ' ' * Ï ■’5‘ Ï
74 cos a -f- cos ß -f- cos y =  1 -f- sin  * sin  |  sin  Y. 
ej sin  2  a - ] -  sin. 2 ß —j— sin  2 y — 4- sin  a s in  ß sin  7 . 
f7) 7(7 a - f  tg  ß +  tg  y == lg x tg  ß tg  y. 
ej cotg “ 4 -  coty |  +  coi^ T —  cotg * cotg ß co/ÿ

G o n io m e tr ia i e g y e n le te k . 479. O ldjuk m eg a k övetkező  eg y en le tek e t ;
1 . 2  cos a; =  cotg x .
2 . 2  s in  x  =  tg x .
3. sin  a; =  cos2 a;.
4. tg x  —  coty x  —  a.
5. sin  a: co/# x  —  

tg x6 . =  3.
cotg x

7 . s in  ac —[- í /7 : ar == 1 -]— cos x .
c  • 1 4 1 -(- co í a-
8 . sin  x  -j- tg x  = -

9. cos x  -f- co/y a;

1 0 . tg  x  -)- cofg x  —  2.
11. tg  x  4 -  sec2 x  3.

12. s in  a- —  2 cos a? =  (7.
13. sin  2.c —  sin  a: —  § 7̂ 7 a*.

14. cosec2 ^ —  sec2 £ —  2 v 3  coscc a:.
15. £ \ / 3  s in  2  x  =  cos x .
16. tg x  -{- -J co7  ̂ x  —  2 .
17. a: - |-  g  —  öS 9 é s  sin  ar — sin  y  

0'673554.
18. x  4 ” y  —  105° és sin  x  cos y  — 

0  6124.
19. sin  x  -f- sin  y  —  1 4 7 8 3  és cos x  

— cos g  =  0  1937.
2 0 . sin  (ar —  g) —  -J- és cos (r  4 ~ 77) =  j-
21. cota x  4 -  tg 1/  =  2 é s  s in  x  cos u —  \



XII. Fejezet. Feladatok a ferdeszögü háromszögek 
megfejtéséről.

H á ro m szö g , 480. A h árom szög  o ld a la i a , b é s  c, az á te llen es  szögek  
a, ß, y. H árom  adott a lk o tórészb ő l szám ítsu k  ki a többit.

a b c a V

1. 388 389 195 75° 10’ 52" 75° 45' 0" 29® 9' 8 "
2 . 569 281 680 5 5 » 17 '31" 2 3 ° 5 7 '8 " 100° 45' 21"

3. 3 3 0 1 412-2 371-3 4-9° 29' 50" 71° 4 2 '4 2 "  ■ 58° 47' 28"

4. 15-47 17-39 2 2 -8 8 42° 30' 44" 49° 25' 49" 880 3 '2 7 "

5 . 1*275 1*2753 0-0565 8 8 ° 2 4 '1 0 " 89° 3' 30" 2° 32' 20"
481.. V alam ely h árom szögb en  ad va  van k ét oldal a és ó é s  fi —  2 *

m ekkorák a szögek  ; a  —  225 m , b —  35 3 ‘6 m.
482. V alam ely  három szög  o ld a la i ú gy  arán ylan ak , m in t 3 ‘: 4 :  5 ; a le g ­

k isebb  o ldal a  =  1 2  cm ; m ekkorák a s z ö g e k ?
483. A h árom szögb ől ism eretes c, y, é s  a  : b =  «  ; határozzuk  m eg a 

töb b i a lk otórészt, c —  200 m , y =  7f,°10'8", «  —  5 : 4.
484. V alam ely  h árom szögb en  a —  30°42', ß =  31°10', a  - f-  b, =  2 2 ‘15 m* 

m ek k ora: c, y, a, 5 ?
485. V alam ely  h árom szögb en  ism ere tesek  az «  é s  ú oldalakra b ocsá to tt  

m agasságok  és v>2, és y s z ö g ;  m egfejtendő  a három szög. m x =  4*5-', 
m., —  5 7 4 ,  y —  56®17'48".

486. A dva van  a  h árom szögb ől a  -f- b, * — fi és y ; o ld ju k  m eg  e  
három szöget.

487. A h árom szögb ől ism e r e te s :  a, b, a — fi; m ekkorák az o ld a la k ?
488. F ejtsük  m eg a három szöget, ha  ism eretes :
a ) m ind  a három  szög  és egy  m a g a ssá g ; b) két oldal és egy  m a g a ssá g Î
c) a m agasság, az alappal á te lle n e s  szög  és en n ek  felezője.
480. Két eg ym ást A  p ontban  60°-nyi szög  a latt m etsző  eg y en es B  é s  C

pontjainak távolsága  35 dm. Ha C  pont A  pon t fe lé  k özeled ik  ig, CC  ̂—  2 2  dm . ;
a  Ct é s  B  egym á stó l m ért tá vo lsága  21 dm . M ily távolra  es ik  A  pont B  és C-töl r

490. E gy a körön k ivü l fekvő  A  p on ttó l a körhöz v on t két sz e lő  eg y ik e , 
A B  =  ^0 dm , ennek  a  k ü lső  sz e le te  A C =  13'5 dm , a  m ásik  A D  sz e lő  k ü lső  
s z e le te  A E —  15 dm ; a sze lők  közt fekvő ív részek  80°20'10" és 30°14'30"; m ekkora  
A D B  A -n e k  B D  o ld a la ?

A  h á r o m sz ö g  te r ü le te . 491. Ism erjük a három szög  terü leté t ( t), egy  
old alát (a) és ß sz ö g e t;  m ekkora a több i o ld a l é s  s z ö g ?  t  =  715 m 2, a =  
Ú3-4 m , ß =  38°47'30".

492. S zám ítsuk  ki a h árom szög  o ld a la it, h a  a  szögek  és a terü let 
a d v a  vannak .

493. A három szög  terü le te  t —  812'56 m 2, k ét o ld a la  48  6  m és 5 8 -4 m  
o iek k ora  az ezen- o ldalak  á lta l bezárt sz ö g ?

494. A három szög  terü lete  t , két o ld a lán ak  Ö sszege b -j- c —  n, é s
/ szög  ism eretes. M eghatározandó b és c o ldal.

4 9 5 . A dva van  a -f- ß —  J05°12'14,') a —  fi =  5 ° lí '3 2 " , t —  108132 m* 
m ekkorák az o ldalak  ?



4-96. A dva van a  - |-  b —  1 0 Í 5 7  m , «5 — 27100 m, í  —  1890 4 m* * 
m egfejten d ő  a három szög.

497. M ekkora azon  két három szög  terü letének  az összege , m elyek et a. 
kétértelm ű m egfejtés esetéb en  (92. §. III. p )  kapunk.

A h á r o m sz ö g  b e ír t  é s  k ö r ü lír t  k ö r é n e k  su g a r a . 498. A három szög  
k ét o ld a láb ól (« —  24 m , í  =  2 0  m) és a körülírt kör sugarából {>' —  14 m)
szám ítsu k  ki a szögek et és a terü letet.

499. A h árom szög két szögéb ő l (a és ß) és a beírt kör sugarából (p>
szá m ítsu k  ki az o ldalakat és a terü letet.

5C0. H atározzuk m eg  v a la m ely  három szög terü letét, ha két szögét és a 
körülírt kör sugarát ism erjük .

501. A dva van  a körülírt kör sugara (»•), egy  szög (<z) é s  a c o ld a lh oz
tartozó m agasság  (■m) ; m ekkora a terü let ?

502. A három szög eg y ik  o lda lából (a), a körülírt kör sugarából (r) , és a  
c o ld a lra  b ocsátott m agasságból (m ) szám ítsu k  ki a szögeket.

503. A három szög  két szögéb ől (*, ß) és a körülírt kör su garáb ó l ( r /  
h atározzu k  m eg a beírt kör sugarát (?).

504. Ism erjük a három szögn ek  egyik  oldalát (a ),  a beírt kör sugarát (p) 
é s  a  körülírt kör sugarát (r) . M ekkora a terü le t?

505. Ism eretes egy  h árom szögből a terü let, t —  10'6 dm 2, az egy ik  
sz ö g  a =  62°43'20", a körü lírt kör sugara  r  —  3 2  dm. M ekkorák az o ld a lak  ?“

50 6 . E gy három szögn ek  old a la i 569 m ., 281 m ., 6S0 m .;  m ekkora azon  
h árom szög  terü lete , m ely n ek  egy ik  szögpon tja  az e lső  h árom szög  köré írt k ö r  
középpontja , egy ik  o ld a la  pedig  az adott három szög  legk iseb b  o ld a la  ?

507. E gyen lőszárú  három szög  a lap von a la  a —  1 2  m , a körülírt k ö r  
su gara  r === 6 -25 m ; m ekkora a szár, a  m agasság , a szögek  és a terü let ?

508. E gyen lőszárú  három szög  alapja a  =  4 ’3ö, a szár b —  6  3 5  ; m ekkora, 
a  b eírt kör sugara.

509. V alam ely  d erékszögű  h árom szögb e írt kör sugara p —  65 dm, az: 
átfogóra vont m agasság  m —  154 d m ; m egfejtendő  a három szög:

510. V alam ely  d erékszögű  három szög  egy ik  befogója b —  396 m m , a, 
b eírt kör sugara p =  117 m m ; m egfejtendő  a  három szög.

H á r o m sz ö g m é r ta n i fe la d a to k . 511. Ha egy három szög két o ldalának  
ö ssz e g e  a  -j- b —  21 m, terü lete  t =  54  m 2, a beirt kör sugara p — 3 m, m ily *  
nagyok  az o ld a la i és szögei ?

512. E gy három szögb en  két o ld a l ö sszeg e  a  -}- b —  118 m, terülcte- 
t =  596'4 m 2, y =  49° 57' 4 1 " ;  m egfejten d ő  a három szög.

513. M ekkorák annak a három szögn ek  az o ld a la i és a terü lete , m elynek , 
k erü lete 2 s  =  3 6 ’5 m, egy ik  szöge a =  52° s en n ek  a szögpon tjából bocsátott  
m agassága  m  =  10 5 m ?

514. V alam ely  derékszögű  három szög  k erü lete  2 s  ~  40  m, a két befogó- 
ö ssz e g e  6  m -rel n agyob b , m int az á tfo g ó ; m egfejtendő  a három szög.

515. D erékszögű  három szögben  a befogók  k ü lönb sége 4 dm , a kerület. 
48 dm ; m ekkora a három  oldal k ü lö n v év e , m ekkorák a szögek  ?

516. E gy h árom szögb en  két o ld a l k ü lön b sége b — c =  2 ’3 m , az oldal 
«  =  5 ‘2 m, é s  az «-val szem k özt fekvő szög  a —  46° 15' ; m egfejtendő a három szög-



m

517. E gy három szög terü lete  m egh atározand ó egy sz ö g b ő l, a =  70° 42' 
3 0 " , ezen  szög  szögpontjából b ocsá to tt m agasságból, m —  l íO m , é s  a k ö r ü lír t  
kör sugarából r  —  117'603 m.

518. Ism erjük a derék szögű  három szög átfogóját, c —  8‘52 dm , é s  a ß 
s z ö g e t  felező  egyen est, d  =  6 -48 dm ; m egfejten d ő  a három szög.

XIII. Fejezet. A trigonometria alkalmazása.
N ég y szö g . 519. Ism eretes a parallelogram m a két á tló ja  [cl és dx) é s  az 

á tló k  á lta l bezárt szög (a); m en n y i a te r ü le t?  d  =  9 8 m , dt =  1 2 '4 m , a =  135° 
54 ' 12-4".

520. M ily n agyok  a parallelogram m a old a la i és szögei, ha  az á tlók  é s  
a  terü let ad va  v a n n a k ?  d L = 8 m , —  2 -5 m , í  =  3 2 0 ’5 m 2.

521. A parallelogram m a terü lete  (t), egy ik  szöge (cc) és egyik  o ld a la  (n)
ism eretesek . M ekkora a m ásik  o ldala  (ó)? t  .== 742 12 m -, a =  28° 3 1 '1 5 "  
a  =  15'4 m.

522. A d erékszögű  n égyszög  o ld a la inak  felező  pontjait ö sszek ö tő  eg y e ­
n ese k  rom b ust alkotnak . Az e lső  o ld a la ibó l szám ítsu k  ki a rom b us o ld a lát  
á s  szögeit.

523. A rom bus terü lete  t, egyik  szöge a. M ily nagy az o ldala  ? t =  2125 m 2, 
«  =  128° 26' 30".

524. E gy rom bus két á tlójából határozzuk  m eg a szögeket.
525. Ism eretes az egyen lőszárú  trapéz két p árhuzam os o ld a la  (a  és b) é s

■egyik szöge (a); m egfejten d ő  a trapéz.
526. E gyen löszárú  trapézben  ism erjük  a két p árhuzam os o ld a lt és a 

terü le te t ; szám ítsu k  ki a szögek et.
5 2 7 . A 65. cm. sugarú  körbe írt trapéz p árh u zam os o ld a la i 126 és 6 6  cm . 

h o sszú ak . M ekkora a terü lete  és k erü lete  ?
528. E gy trapéz nem  p árhuzam os o ld a la i (« =  3 5 1 ,  b —  7 '0 i) m eg ­

h o sszab b ítva  derékszög a la tt ta lá lk ozn ak  ; m ekkorák a trapéz szögei ?
529. V alam ely  trapéznek  a  és b p árh u zam os o ld a la ibó l é s  az a  m elle tt  

fekvő a és ß szögek ből szám ítsu k  ki a nem  párh u zam os o ldalakat.
530. A trapézből ism eretes a nagyob b ik  p árh u zam os oldal («), a m elle tte  

fekvő két szög  (a, ß) és egy nem  p árhuzam os o ld a l;  m ekkora a trapéz te r ü le te ?
531. A trapézből adva van  három  o ld al é s  egy  sz ö g ;  m egfejten d ő  a

trapéz.
532. V alam ely h ú rn égyszögb en  adva van  két á te lle n e s  o ld a l («, c), egy  

tzöcr oá í“s a körülírt kör sugara (r) ; szám ítsu k  ki a m ásik  két o ldalt.
533. V alam ely  h ú rn égyszögb en  ism eretes két átló  {»i, »), az ezek tő l bezárt 

szög  (y). és a körülírt kör sugara  (r) ; h atározzuk  m eg a n égyszög  szö g e it é s  
old ala it.

S z a b á ly o s  so k sz ö g . 534. M ekkora terü lete  van  am a sz a b á ly o s tizen k ét- 
szögnek , a m elyn ek  egyik  o ldala  a  =  8 m ?

535. V alam ely  szab á ly o s n y o lcszö g  terü lete  l m 2 ; m ekkora az o ld a la ?
536. M ekkora terü lete  van  a 10 m sugarú  körne írt sza b á ly o s tízszögn ek  ?
537 A körbe írt szab á ly o s t izen ö tszö g  o ld a la  4  cm  ; m ekkora a kör

átmérője ?



538. V alam ely  n égyzet terü lete £ =  239 dm 2 ; m ekkora a körülírt körnek  
a  su g a ra ?

539. A sz a b á ly o s n y o lcsz ö g b e  írt kör sugara r  —  5 d m ; m ekkora a 
so k szö g  terü lete ?

540. V alam ely  sza b á ly o s h ú szszö g  o ld a la  29 m m  ; m ekkora a beírt kör 
átm érője ?

541. H ány olda lú  azon sza b á ly o s sok szög , m elyre n ézv e  a körü lírt kör  
su gara  k étszer  nagyob b  a beírt kör sugaránál ?

542. V alam ely  sz a b á ly o s tizen k étszö g  terü lete  akkora, m int v a la m ely  
sz a b á ly o s  h étszög  terü lete , m ely n ek  o ld a ia  a  —  4 m ;  m ekkora a t izen k étszögb e  
ír t kör sugara  ?

543. A körbeírt sza b á ly o s ötszög  terü lete  t ; m ekkora a  beírt k ilen cszü g  
terü lete  ?

544. V alam ely  sz a b á ly o s tizen eg y szö g  és szab á lyos h ú szszög  eg y en lő  
k erü lette l b írnak. Az e lső  terü lete  «í v e l k isebb , m int a  m ásik é. M ekkora a 
h ú szszö g  o ld a la  a  ? (cl =  294'5).

545. A dva van  két k on cen triku s kör 5*6 m , ille tő leg  5 ’40'M m. sugárral ; 
h á n y o ld a lú  az a szab á lyos sok szög , m elyn ek  o ld a la i az e lső  körben húrok, a. 
a  m ásik ra  n ézv e  pedig érin tők  ?

540. S zab á lyos t izen k étszög  a lak ú  erdőterületről kivágják a fát. H ány  
köb m éter fa kerül ki onnan , h a  a  szab á ly o s sok szögn ek  o ld a la  125 m, egy  
hektárról pedig  240 m 3 fát n y ern ek ?

M a g a ssá g - é s  t á v o ls á g s z á m ítá s . 547. H ogy A  B torony m agasságát m eg ­
h atározh assu k , ha annak  A  talppontjához nem  ju th atun k , m érjük m eg a s ík ­
b an  am a C D  eg y en est  (C D  == 8 6 ‘5 m), m ely  k ellően  m egh osszab ítva  A  pontot 
érn é ; sz in tú g y  B D A  —  14° 32' 50" és B C A  —  25° 32' -40" szögeket. M ekkora A B  ?

548. C D  torony m agasságát m eg kell határozn i (a ta lppontja  D) ; e végett  
m egm érünk  a v íz sz in te s  síkban  egy  te tszés szerin ti e g y e n e s t:  A l i  =  38*5 m ; 
tovább á  B A D  —  62° 31' 40", A B D  <  =  33° 42' 15" és D A C  «£ 38° 42' 50". 
M ekkora C D  ?

549. C D  hegy  m agasságának  m eghatározására  m egm érjük a v íz sz in te s  
sík b an  az A B  —  2 k b m  h o sszú  eg y en est, m ely  k ellően  m egh osszab b ítva  C  ta lp ­
p on ton  h alad na  át. Ha D A C —  38° 15' és D B C  —  42° 38' ; m ekkora a  
m agasság  ?

550. Egy torony keresztje  290 m távolból * szög a latt lá tszik  : e szög  
m egk étszerező d ik , ha a toron yhoz 150 m -rel közeled ü n k . M ily m agas a torony ?

551. E gy h áz tete jén  lövő A B  v illám h árító  m agasságát akarjuk m eg ­
h atározn i. E végb ő l a v illá m h á rító v a l egy  síkban  fekvő M  és A' pontokból, 
m ely ek  távo lsága  18 m, a v illám h árító  végp on tja ira  tek intünk  : A M X  ^  == 135°» 
A N M  —  31° 40', B N M  ^  =  42° 10'.

552. V alaki a fo lyó  partján á llva , a tú lsó  parton lev ő  fát 6 ( 0 a latt látja, 
h a  pedig  12*64 m -rel tovább m egy , a fát 30° a latt látja. M inő sz é le s  a fo lyó  
é s  m ily en  m agas a fa ?

553. A B  torony m agassága  72 m. B  csúcsp on tb ó l a C D  torony 30° ló ’-nyi 
szö g  a latt lá tsz ik  s azon  szög , m ely et a Z?-töl C-hez hú zott eg y en es A B-\’A

t 59° 35' 40". M ily m agas C D  és m inő m essze  van  a két torony egym ástól ?



5 5 i. A , B, C  egy  v íz sz in tes  eg y en es húrom  pontja, D  egy  épü let c sú c s­
p ontja, a, ß, y az A I), B D  és CD  eg y en esek n ek  a v íz sz in tesse l a lkotott szögei ; 
m ily  m agas az ép ü let, ha  : A B  =  50 m, BC =  30 m, « —  9° 29' 4 1 ‘5", ß —  l ő 0- 
14', y —  27° 51' ?

555. E gy b izo n y o s távo lságb ól n ézve, va lam ely  fa 52° 28' 5 5 ”-nyi szög  
alatt lá tsz ik  ; 10 m -rel közeleb b  m en vén  a fához, az m ár 59° 47' 57" -n y i 
lá tszó lagos m agassággal bir. M ily m agas a fa ?  .

556. E gy torony m agassága  a —  35 m és távo lsága  egy fo lyó  innenső- 
partjától 30 m. M ily sz é le s  a fo lyó , ha ez a torony tete jérő l ß — 15° 13' 14"-nyi 
szög a latt lá tsz ik  ?

557. A S zt.-G ellérthegy legm agasabb  pontjáról az a la tta  levő  D una-m eder  
k ét pontját 62° 5 3 ' 2 '', ille tv e  18° 4 6 '4 5 ” d ep rcsszio -szög  a latt látjuk . M ekkora  
a D una sz é le sség e , lia  a Szt.-G ellérth egy  m agassága  a D una partjától szá m ítv a  
136-7 m ?

558. A v ö lgyn ek  egy  pon tjáb ól B  h egy  csú c sa  az e lö lte  lev ő  A  hegy  
fö lött 2° 9' 20” -nyi szög a latt lá tsz ik , az A  hegy pedig 8 ° 23' 40"  a latt. A h egyek  
felé  ha lad va  1725 rn-nyire, az A  h egy  egészen  elfed i a B  h egyet. Ekkor A  és B  
lá tószöge 12° 16' 3 5 ” . M ilyen m agasak  a h egyek  és m ekkora a két hegycsúcs- 
távo lsága  ?

559. M ekkora egy  4 1 f  m m agas torony tete jén  á lló  kereszt m agassága,, 
h a  a k ereszt 6 6 f m  távo lságb an  a torony ta lppontjátó l 4 9 '53”-nyi szög alatt 
látszik  ?

560. M ily m agasan  á ll fö lö ttü nk  az a felh ő , m ely et w = 1 0 m  m agas­
partról a =  56° 10' em elk ed ési szög  a latt látunk , ha a felh ő  képét az a lattunk  
lév ő  tó tükrében ß =  36° 10' leh ajlá s-szög  a la tt é sz le lh e tjü k ?

. M ekkora a m agasság, h a  ni —  1-5 m, x r= :4 5 0 20', ß =  5 2 ° 1 6 '8 " ?

561. Két hajó (C  és D) távo lságán ak  m egh atározása  végett a parton  
kitűzünk két p ontot {A  és B), m elyek  tá vo lsága  670 m és m egm érjük B A D  =  
40° 16', B A C  =  96° 56', A B C  =  42« 22' és A B D  —  113° 19' szögeket. H atároz­
zuk m eg C D -l.

562. H atározzuk m eg a m ocsárnak  A B  h osszá t, ha  csak  A  é s  B  pont­
jáh oz ju th atun k  é s  ha C  á llá sp on tb an  CG1 és CB  eg y en esek  72° 13' 12”-ny i 
szöget alkotnak  és CA  =  308 m, CB  ped ig 672 m.

563. V alam ely  62*8 m  m agas C D  toronynak D  csúcsáró l a sz e m lé lő  
látja a k özel e lterü lő  fo lyam  partjainak két á te llen es  A  és B  pontjait. Szög­
m érővel azt ta lá lja , hogy  A D C  <£ == o = -  64° 56° 15” és B D C  =  o =  79° 32'' 
4 8 ” és h og y  a v íz sz in tes  s ík b an  A C B  ^  =  18° 42' 5 0 ” . M ilyen  sz é le s  a folyam  ?

564. V alam ely  folyó partján torony á ll két, fü g g é ly esen  egym ás felett  
á lló  n y ílá ssa l, m elyek  k özéppontjai 10 m -nyire vannak . E zen  n y ilá so k b ó l az. 
á te lle n e s  partnak v a la m ely  pon tjáh oz vezető  sugarak a függé lyes irán n yal 
a =  80° 21' és ß =  96° 53 '-ny i szöget a lk otn ak . M ily sz é le s  a fo lyó  ?

565. E gy fo lyó  A B  sz é le sség én ek  m egh atározása  v égett A B  irán yáb an  
kitűzzük  C  pontot. C-ből y szög a latt k ije lö ljük  C F  == d  egyen est, és m eg­
m érjük C F A  —  a és C F B  =  ß szögek et. M ekkora A B ?

566. Három A , B , C  pont a m ezőn  h ozzáférh etetlen . A távolságokat ú g y  
akarjuk m eghatározni, h og y  beállunk  A B  eg y en esb e  va la h o v á  (áT-be) és on n ?n

A b e l-L é m y  - r o l ik e i t  .Mértan. I. rész. 16



A B -re m erőleges irányban  halad un k  a  távolságra M-ig, ú gy , h og y  B M C  eg y  
eg y en esb e  essék  ; on n an  azután  b távo lságra  77-ig, ú gy, hogy  A C X  egy  eg y en esb e  
essék . M  és N  pontokban m egm érjük az X M B  és X N A  szögek et, a  —  4120  m , 
b =  5900 m , X M B  <£ =  60°, X N A  =  45°.

537. H atározzuk m eg egy fo lyó  .41? sz é le ssé g é i, ha  A B  m egh osszab ­
bításáb an  C  pontból a szög a latt k itű zü n k  egy  C B ' =  a  eg y en est, m ely  a  Z>-bőL 
a folyó két partjához h ú zott eg y en esek k el C D B  —  ß és C D  A  — y szöget a lk ot. 
* =  57° 13' 15'3", ß — 15° 3 1 ’ 49-2", y =  53° 7 '48 -4" , o  =  5 6 m .

568. H ogy a fo lyam  A C  sz é le ssé g é t  m egh atározhassu k , m egm érjük  a 
síkban  te tszés szerin t felvett A B  —  142 m eg y en est, m ely  4̂C’-vel 98° 3 3 '4 4 ” 
szöget a lk o t; A B C  szög  48° 1 5 '1 3 ” . M ilyen  sz é le s  a fo ly a m ?

569. Ism erjük három , B , C  és D  pontnak k ö lcsö n ö s h e ly z e té t;  határoz  
■zuk m eg  va la m ely  n egyed ik  A  pon tn ak  B , C  és D  p ontoktól va ló  távo lságát, 
ha A  pontból a B C  és C D  eg y en esek  «, ille tő leg  ß szög a latt lá tsza n a k . 
{A C  az A B  és A D  között van.)

a) A  és C  pontok B D  e g y en es  k ét k ü lönb öző  o ld a lán  fek üszn ek . 
B C  —  520 m, CD  —  312 m, B C D  <  =  65° 27', « =  32° 52', ß =  2 3 * 2 5 \

b) Az A  pont C-vel .B iM ől eg y fe lő l e s ik ;  B C —  1298*4, C D =  1248*5, 
B C D  =  126° 50' 4 0 ” , a =  33° 2 '3 5 ” , ß =  18° 34' 17".

c) Az A  pont B C D  három szög terébe esik . B C — 2 2 7 7 ‘9, C D  =  2271‘9 , 
B C D ^ i  =  76° 57' 3 0 ” , « —  97° 8' 15” , ß =  126° 50' 4 0 ” .

cl) Az A  pont B D  eg y en es von a lo n  fekszik . B C =  232 m , C D  =  80  m, 
« ' = 8 5 °  1 1 '5 6 ” , ß =  46° 12' 4 5 ” .

V e g y e s  fe la d a to k . 570. V alam ely  három szög o ld a la i szám tan i sort 
alk otn ak , m elyek  k ü lönb sége 1 ; a legk iseb b  o ld a l á te lle n e s  sz ögén ek  co s i-  

u u sa  3/6. M egfejtendő a három szög.
571. M ekkorák azon  h árom szög szö g e i é s  terü lete , m ely n ek  o ld a la i a

2 ±_i§JL_JL__J_.
k övetkező  eg y en le tek  g y ök ei : “  — y  +  z  —  6 0 ’ a: y  ~~ 6

1 , 1 - 1 - ^ ?
X .-X  y  -T  Z ~  60

572. E gy három szög két o ld a lát a k övetk ező  eg y en le t  két gyöke adja  
cm -b en  : \ í  3 x *  4 7 9 -f- 31 =  3 x  ; a  nagyob b  o ld a lla l szem k özt fekvő szö g  
a =  76° 10'. M ekkora a h árom szög terü lete  ?

573. H ason lók ép en  : j /  x 2 —  540  -f- 42  =  2 x ,  é s  a =  73° 45' 20  .
574. E gyen lőszárú  trapézból ism erjük  a szárt (c) é s  a körülírt kör 

sugarát (r) ; a terü lete  a  körülírt kör ötödrésze . M egfejtendő a trapéz.
575. V alam ely  körnek sze lő je  és érin tője 60° a latt m etsz ik  egym ást ; a 

sz e lő n ek  k ü lső  sz e le te  a , a b első  3a  ; m ekkora a  kör sugara  ?
576. V alam ely  h ú rn égyszögb en  adva v a n  a  n égy  o ldal ; szám ítsu k  ki a 

négy  szöget.
577. V alam ely  ér in tőn ég y szö g n ek  k ét szom széd os o ld a ia  (« é s  b), az  

á lta lu k  bezárt szög (ß) és a kör sugara (p) ism eretes ; szám ítsu k  ki a n égyszög  
sz ö g e it és o ld a la it.

578. E gy trapéz terü lete  (t), a p arallel o ld a la in ak  k ü lö n b ség e  (a), a nem  
parallel o lda laké (o) és a szem k özt lév ő  szögek  k ü lön b sége (3) ism eretesek . M ily  

nagyok  az o ldalak  ?



579  A trap éz-a lak u  3 600  m* n a g yságú  te lk et egy ik  á tló ja  e g y  eg y en lő  
o ld a lú  é s  egy  ferd eszögü  három szögre bontja. A részek  terü le te in ek  arán ya  o :

M.-k korák az o ld a la k ?  , , .
530 . T om paszögű  h árom szögb ől, m elyn ek  a  a legn agyo  o  a a ,  a va

van  k ét o ld a l arán ya  a :  6  =  4 : 1 ,  egy ik  szöge ß =  12 3o 40  , é s  a o ld a l  
m eg h o ssza b b ítá sa , am ig a ß szögpon tjából b ocsá to tt m agasságga l ta lá lko  .

yZ =  65  cm  M ekkorák az o ld a lak  é s  a sz ö g ek ?
531. K ét eg y m á st m etsző  kör k özös részén ek  terü leté t kell m egh atározn i,

h a  a  k ét kör su gara  é s közép p on tja ik  tá v o lsá g a  ism eretes . W c -untt
532. A h árom szög  egy ik  o ld a la :  « —  3'0o m ; az a  o lda  ra 

m agasság  a z  o -va l szem b en  fekvő sz ö g e t o ly  két részre osz tja , m elyek  n a g y sá g a  

2 2 ° 2 r  é s  33°15f20". M ek k ora-a  h árom szög  te r ü le te ?
683 . A h árom szög  terü le te  í , a k erü lete  2s, é s  az egy ik  o ld a la  o  ad v»

*van. M ekkora & szög  ?
534. E gy h árom szö g b en  « =  13*4 dm ; ß é s  T e leg e t teszn ek  ez e n  e g y en ­

le tek n ek  : 4 ^  P +  tg  8 , tg* p - t g *  T =  I- M egfejtendő a h árom szög .
585 V a lam ely  h árom szög  a lak ú  fö ld terü let két o ld a la  akkora, m in t .v a la ­

m ely  2 |  h ek tá rn y i n ég y ze t, i l le tő le g  7* h ek tárn y i terü le tű  sz a b á ly o s  ö tszög  
o ld a la , h arm adik  o ld a la  p ed ig  o ly a n , m int a 4  h ek tárny i terü le tű  kor átm ér j , 

m ily  n agyok  ez e n  h árom szög  szö g e i é s  te r ü le te ?  , , ..... ,
586. E »y h árom szög  o ld a la i szám tan i sort a lkotnak , m e ly n ek  k ü lö n b ­

sé g e  1., a leg k iseb b  szög  fé le  a legn agyob b n ak . F ejtsü k  m eg a három szöget.
587 V a lam ely  három szög  o ld a la in ak  m érték szám ai a term észetes szám ­

sorban  eg y m á s u tán  jö v ő  három  szám . A terü let m érték szám a k étszer  akkora,

/m int a  k erü leté . M egoldandó a három szög.
588. M utassuk m eg, h ogy  az -  sm  ( -  <*). *  +  cos ( -  a) _  0  eg y en ­

le t gyök ei csak  akkor va ló sa k , ha o >  cotg (— a) >  b  ' a§V Pe 'S

589. E gy h árom szög  o ld a la i a k övetkező  eg y en le tek n ek  teszn ek  e le ? ^ t . 
h ' C —  1 : 2, o* +  *>* =  13, -  b* =  5 ; m ekkorák a h árom szög  o ld a la i

-és sz ö g e i, a terü le te  é s  a beírt kör su gara  ? ^  M utas-
590. E gy h árom szög  o ld a la i : x 2 +  x  +  1 ; 2 x  +  1 ,  •

su k  m eg, h og y  a  legn a g y o b b  szög 1 2 0 «-ú, é s  oldjuk  m eg  a  h árom szöget,

591 * V a lam ely  d erék szögű  h árom szög  egy ik  szöge a =  33° 1 5 '; terü lete  
-egyen lő  o ly  k ö rszegm en tu m  terü le té v e l, m ely n ek  k özép p on ti szöge 2  a, e s  m e ly ­
n ek  h ú rja  a  k özép p on ttó l 48  m -n y i tá vo lságb an  van . M ekkorák az o ld a la k ?

592. V a lam ely  h árom szög  sz ö g e i geom etria i sort a lk o tn ak , m e ly n ek  
h á n y a d o sa  \  ; m u ta ssu k  m eg , hogy  a legn agyob b  o ldal ú gy  arán ylik  a k erü let­

h e z , m in t 2  s in  : 1 .
593. E gy en lő szá rú  h árom szögb en  az a lap n ak  fe le  eg y en lő  a fo ly to n o s  

a r á n y  szer in t o sz to tt  szárnak  n agyob b ik  s z e le té v e l;  m ekkorák a  szögek  .
594. E g y en lő szá rú  trap ézb en  a rövidebb  p árh u zam os o ld a l a  trapézbe  

sz e r k e sz th e tő  o ly  n ég y ze t o ld a lá t adja, m elyn ek  á tló ja  24  cm  s m e ly  á tló  a  
trap éz egy ik  n em  p árh u zam os o ld a lá v a l 6 8 « 40 sz ö g e t  a lk ot. M ekkora a trapéz

te r ü le te  ?



595. V alam ely  három szögn ek  o ld a la i geom etria i sort a lk otn ak , m e ly n ek  
h á n yad osa  1 1 , é s  ö sszeg e  264*8 ; m ekkora a legk iseb b  oldalra b o csá to tt  
m agasság  ?

596. V alam ely  h árom szögn ek  szögei szám tan i h a lad ványt a lk otn ak , 
m elyn ek  k ü lön b sége cl =  ; m ekkora a három szög  terü lete , ha  a leg k iseb b  
szög  szögpontjából b ocsá to tt m agasság m —  30  V  3~ m ?

597. V alam ely  három szög szögei g eom elr ia i sort a lk otn ak , m elyn ek  h á n y a ­
d osa  q —  2 ;  a három szög  terü lete  t — 327'95 dm 2 ; m egfejtendő  a három szög.

598. V alam ely  három szögnek  egy ik  o ldalát, m éterekben  k ife jezve , ezen  
e g y en le t  gyök e adja : 52x +  * —  7* +  1 =  ö2* +  l x \ ezen  o ldal végpontjából 
b ocsá to tt m agasság, m ely  0 2 7 2 2 5  m, a m ásik  o ld a lla l 20° lb ' 30" -n yi szöget 
alkot ; m ekkora a három szög terü lete V

599. V alam ely  három szögben adva vannak  az a és b o ldalra b ocsá to tt  
m agasságok  : m* =  4*52 és m 2 =  5*74 dm, é s  y =  56° 17' 48". M egfej­
tendő a három szög.

600. V alam ely  h árom szög terü lete  t =  84 cm 2 ; a h árom szög  körülirt 
körének a sugara r  —  8'25 m ; továbbá b o ldalnak  c o ld a lon  lev ő  projekciója, 
úgy aránylik  a c o ldalra  bocsá to tt m agassághoz , m in t 3 : 4 .  M egfejtendő a  
három szög .
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