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A dolgozat tézisei

Rovid torténeti attekintés.

A diadikus harmonikus analizis a 20-as években jott 1étre, amikor
Walsh bevezette a késoébb réla elnevezett fiiggvényeket, rendszert
és transzformaciét. Maguk a Walsh-fiiggvények szakaszonként
konstans, csak -1 és 1 értékeket felvevo fliggvények.

Az elmélet tovabb gazdagodott Vilenkin munkassaga nyoman, aki
a 40-es években altalanositotta Walsh fogalmait és eredményeit. Az
utébbi évtizedekben néhany 1j alkalmazasi teriileten éli reneszanszat
a diadikus analizis. Egyfelol a szamitastechnikai alkalmazasok
valtak egyre széleskortibbé (példaul mérési eredmények kiértékelése,
képfeldolgozasi és karakterfelismerési algoritmusok hatékonysaganak
javitdsa), masfel6l egy tovabbi dltaldnositds utan, az igynevezett pa-
rendszer bevezetésével szamelméleti alkalmazasokra nyilik lehetdség.

A legfrissebb erdemények kozé tartozik a késObbiekben 1)’'-
vel jelolt Vilenkin-szeri ortonormélt rendszer bevezetése, melynek
segitségével lehetdség nyilott a szokasos Vilenkin-technikdkhoz ha-
sonlité médszerek hasznédlatara miivelet nélkiili halmazokon értelme-
zett fliggvények Fourier-approximéciéja soran.

Néhany jelolés és definicid.

Jeloljiik P-vel a pozitiv egész szamok halmazat, N := P U {0},
valamint jelolje C a komplex szdmokat. Legyen m := (mg,mq,...)
2-nél nem kisebb pozitiv egészek sorozata. Jeloljik G,,-mel az m
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sorozat altal generdlt Vilenkin csoportot ([AVDR]). Vezessiik be az
alabbi jeloléseket:

Iy(z) := G,

In(z) :={y € G| Yo = %0, ... Yn—1 = Tn_1},

ha z € G, n € N. Legyen I,, := I,,(0) amennyiben n € N. Az I,,(x)
halmazokat intervallumoknak fogjuk nevezni.

A G,, csoport a szorzattopologiaval és a szokasos szorzatmértékkel
ellatva kompakt Hausdorff-féle topolégikus tér lesz és nulla dimenzids
Abel-csoport. A megszamlalhaté sok I, halmaz mint a 0 =
(0,0,...) elem kornyezetbdzisa meghatirozza G, topologidjat, és
annak megszamlalhaté bazisat alkotja.

Tehat azt a miiveletet, topologiat és mértéket vessziik G,,-en,
amely abbdl addédik, hogy G, szorzattér.

A tovabbiakban fontos szerepet fog jatszani a kovetkezo jelolés
MO = 1, Mj+1 = ijj (] € N)

Ekkor minden n € N-t egyértelmiien el6 lehet allitani, mint
n = ) njM;, ahol n; € Z,,, (j € N).
j=0

A szamelméleti fiiggvényekkel kapcsolatos Vilenkin-Fourier elmé-
let legtobbszor nem a Vilenkin-csoportot, hanem az ennél specidli-
sabb, tgynevezett R(Ramanujan)-Vilenkin-csoportot hasznélja.

Ha minden k € P-re 1étezik egy n = n(k) ugy hogy k| M, akkor
azt mondjuk, hogy G,, egy R-Vilenkin-csoport.

Vilagos, hogy R-Vilenkin csoport nem lehet korlatos Vilenkin-
csoport. Mindezt azért kell kiilon hangsilyozni, mert azon eredmé-
nyek, amelyek a Walsh-Paley-féle diadikus csoporton fenndallnak, sok
esetben analég mdédon altalanosithatok korlatos Vilenkin-csoportok-
ra, ugyanez azonban nem mindig mondhaté el, ha m nem korlatos.
Ez utobbi esetben a bizonyitasok altalaban er6sebb eszkozoket
igényelnek.
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Definialjuk G,,-en az tgynevezett altalanositott Rademacher-
fliggvényt a kovetkezoképpen

2
ri(x) := exp Zxk (1:=vV-1, x € Gy, k€N).
k
A
() = H " (xz) (z € Gp, neN)
k=0

fiiggvényrendszert Vilenkin-rendszernek nevezziik ([Vil]).

Mivel a pu mérték segitségével definidlhatjuk a G,,-en értelmezett
komplex értékii fiiggvények integraljat, a szokott mddon belso
szorzatot értelmezve Hilbert-teret kapunk. Igy beszélhetiink az
LP(G,) (1 < p < o0) térrél is. A Vilenkin-rendszer ortonormalt
és teljes L'(G,,)-ben.

Legyen A,, (n € N) az I,,(2) (2 € G,,) részhalmazok altal generalt
o-algebra. Legyenek a;?, ay, (k,j,n € N) olyan fiiggvények, amelyek
teljesitik az alabbiakat:

i. az oz;? : G, — C fiiggvények legyenek A;-mérhetdk (k, j € N).

ii. |aF] = af = a == af(0) :=1 (k,j € N),

e ; —
i an = [ o (n €N, n9) = 3" ngpMy),
=0 k=j

vagyis az Oz;?(j) fliggvény az x = (zo,21,...,2j-1,;,...) elemnek
csak az els6 j darab (0,1, ...,5 — 1) koordinatajatdl fliggjon, mig az

o
n= g ngMy = (no,n1, ..., nj—1,Mn;j, ...)
k=0

els6 j darab (0,1, ...,57 — 1) koordin&tdjatdl ne fiiggjon.

Legyen x, = t¥,a, (n € N). Egy ilyen {x,| n € N}
fiiggvényrendszert 1a-rendszernek neveznek a G,, Vilenkin-csopor-
ton. A ta-rendszer ortonormdlt és teljes L1 (G,,)-ben ([G4t2]).



A Ya-rendszer bevezetésének igazi jelentésége, hogy kapcsolatot
teremt az analizis és a szamelmélet kozott, lehetdséget nyujtva a
jol kidolgozott Fourier-technikak hasznélatara bizonyos szamelméleti
fliggvények approximacidjaban.

Legyen k € P. Azt mondjuk, hogy az f : P — C szamelméleti
fliggvény paros modulo k, ha minden n € P-re

f(n) = f((n, k)),

ahol (n, k) jeloli n és k legnagyobb kozos osztdjét.
By := {f paros modulo k}, B:= | By.
keP
Legyen 1 < q < oo, ekkor a M(f) := limsupz~! > f(j) fels6
w00 1<j<a
kozép értékbol szarmazik egy szeminorma:

Ifllge = {M(|f|9)}? az {f|f : P — C, |||« < o0}

linedris téren. Jeloljik B9-val B lezartjat erre a szeminorméra
nézve. A Bi-ban 1évé fliggvényeket majdnem paros szamelméleti
fiiggvényeknek nevezik. Jonéhany kozismert és fontos szamelméleti
fliggvények tartozik ebbe a fiiggvényosztalyba. Ilyen példaul a
oé(n)/n, vagyis az Euler-féle fiiggvény osztva n-nel. (¢(n)/n € B
minden 1 < ¢ < oo esetén.)

A ¢, Ramanujan Osszeget a kovetkezOképpen definialjak:

cr(n) = Z exp(2mi(a/r)n)  (v:=+v-1, r,n €P).
a=1,(a,r)=1
Legyen
1
ar(f) = —<M(fc,
(1) = S M)
ahol ¢ az Euler-féle fiiggvény. Ismert ([Hil]), hogy ha f paros szam-
elméleti fliggvény, akkor

fn) =Y ace(n) (n,r€P).
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Han e N,n= ) n;M;, akkor legyen
§=0

(o]
o -1
n = g nJMjH'
=0

Jelolje

k
Kn(T) := /.}Ego exp(QWZﬁijMj) (neN,x € Gp,).
j=0

A hatérérték létezik és {k,|n € N} rendszer G,,-en Ya tipusu
rendszer ([Gat3]).

Ha 1 < ¢ < oo, akkor van olyan % : BY — L9(G,,) linearis
normatarté leképezés, hogy f*(A\71(#)) = f(n), (n € P). Ekkor
W g = I fllBe és fn — f < fi — f* (a megfelel6 terekben, a
megfelel6 normékban nézve).

Vezessilk be most a kettds rendszerek vizsgédlatahoz sziikséges
definiciokat. Jelolje G,, x G,, a G,, csoport onmagaval vett direkt
szorzatat.

Kétdimenzids (vagy kettés) Vilenkin-szerti rendszernek az {x, m :
n,m € N} rendszert, a {x, : n € N} Vilenkin-szerii rendszer
onmagaval vett Kronecker-szorzatat fogjuk nevezni. Tehat

Xn,m (T, Y) 7= Xn (2)Xm (Y),

ahol z,y € G,,.

Minden f € LY(G,, x G,,)-re legyen a maximdl és a diagondl
maximél fliggvény az alabbi mdédon definidlva:

f*:= sup |5Mn1,Mn2f‘; f¢ = sup|Sm,,m, f]
n1,ma€N neN

és

[l == Wl ([ e = (1]
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Definidljuk a H(G,, X G,,) (vagy, ha egyértelmii milyen térhez
tartozik, egyszertien: H) a kettés maximél-Hardy-teret az f €
LY (G, x G,,) fiiggvények oOsszességeként, tgy, hogy ||fllg < oo,
valamint a H°(G,, X Gy,) (vagy ha egyértelmii milyen térhez tartozik,
egyszertien: H°) a kett6s diagonal-maximal-Hardy-teret gy, mint

H® = {f € LY(Gm % Gm) : | fllme < o0}

Mivel |[fllze < || fl|m, fgy H C H®.

Hasznos eszkoz a diagondl-maximal-Hardy-tér vizsgdlataban an-
nak ugynevezett atomos felbontasa.

Azt mondjuk, hogy a € L>*(G,, x G,,) egy H° atom, ha
i. létezik © = (z1,x2) és k € N, ugy hogy supp a C Ip(x1) X
Ii(z2),
ii. allsc < MMy,
iii. (Era)(y) = (Epra)(y) = 0 minden y € G,, x G, esetén
(ahol E, s a kettds feltételes varhaté érték, igy (E,sf)(y) =

MM [1 )t () T)-

A tovéabbiakban vezessiik be a Vilenkin-térrel kapcsolatos fogal-
makat ([Gat8]).

Legyen m tovéabbra is a 2-nél nem kisebb pozitiv egészek
sorozata, Gy,; pedig egy m; (j € P) elemszdmi halmaz, barmilyen
mivelet nélkiil, de ellatva a diszkrét topoldgiaval. Definidljunk a
szokdsos szamlalé mértéket G,,; halmazon. Legyen Gj, a Gy,
halmazok teljes direkt szorzata, ellitva a szorzattopolégiaval és a
szorzatmértékkel. Ez a szorzatmérték regularis valésziniiségi Borel-
mérték lesz. A Vilenkin-csoporthoz hasonléan G, elemeit is soroza-
tokként reprezentalhatjuk, valamint az intervallumfogalom, az inter-
vallumok altal generalt o-algebrak és a Lebesgue-féle fiiggvényterek
is hasonléan értelmezhetdek.

A tovébbiakban tegyiik fel, hogy a G/  Vilenkin-tér korlatos.

A H(G!,) maximal-Hardy-teret a f* := sup,, |E,f| (f € L*(G%)))
maximal fiiggvény segitségével definidljuk. Akkor mondjuk, hogy f
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eleme a maximal-Hardy-térnek, ha f* € L'(G,,). Ekkor H(G.,) egy
Banach-tér a

[l = 1
normaval.
Itt is elkészithetjiik a tér fliggvényeinek atomos felbontasat.

Bevezetiink egy ortonormélt rendszert G/ -en, amit ¢’ Vilenkin-
szerii rendszernek fogunk nevezni. A komplex értékd 7/} : G!  —
C (k,n € N) fliggvényeket Vilenkin-téren értelmezett altalanositott
Rademacher-rendszernek nevezziik, amennyiben rendelkeznek az
alabbi tulajdonsagokkal.

. . , v o 40 . .
i. v’} fiiggvény Ayi1 mérhet6 és r’y, = 1 minden k,n € N esetén.

. Ha M, az n,l szdmok osztéja és n(F+1) = [(k+1) (k1 n € N),

akkor . l
i ={
0, ha T 7& lk

(ahol E,, f a feltételes varhaté érték, igy (E, f)(z) = M, [, @ >
valamint Z a z szdm komplex konjugdaltja).

1. Ha My, az n osztdja (vagyis n = nk-Mk;+nk~+1Mk+1+...+n|n|M‘n|),
akkor

my—1

> @) =my

n,=0
minden z € G, esetén.

Végiil definidljuk a ¢’ := (¢}, : n € N) Vilenkin-szerii rendszert a
kovetkezoképpen:

(k)
Y= HT'Z , neN.

k=0

Két, azonos G}, Vilenkin-térhez tartozé Vilenkin-szert rendszer
Kronecker-szorzataként definidlhatjuk a kétparaméteres (kétdimenzi-
6s) Vilenkin-szerii rendszert:



Vo k(@) := Uy, ()Y ().

Analég médon vezethetjik be a Vilenkin analizis szokasos
jeloléseit egy- és kétparaméteres esetben is.

A fobb eredmények Gsszefoglalasa.

A dolgozat 2. fejezetében egy példat lathatunk olyan majdnem
paros szamelméleti fiiggvényre, melynek Vilenkin—Fourier-sora min-
denhol divergal. Ekkor az ortonormalt rendszer a G,, R-Vilenkin
csoporton értelmezett Vilenkin-szerti (o) rendszer.

2.2.1. Tétel. Legyen G., eqy R-Vilenkin-csoport és 1 < q < o0
tetszoleges. Ekkor létezik olyan Bi-beli fiigguény, melynek Vilenkin-
Fourier sora sehol sem konvergens.

A 3. fejezet kettés Vilenkin—Fejér-kozepekkel foglalkozik. Az
ortonormalt rendszer a fejezet minden allitasaban a kettos és korlatos
(az m sorozat korlatos) Vilenkin-szerii (1)«r) rendszer.

A f6bb eredmények a kovetkezok.

3.2.1. Tétel. Legyen f € L'. Ekkor

0n1,n2f - f

majdnem mindeniitt, amint ni,ms — 00, ni,ng € P, és B <
ny/ng < B, ahol § > 1 régzitett paraméter.

Kettos trigonometrikus Fourier-sorokra Marcinkiewicz és Zyg-
mund ([MZ])bizonyitotta, hogy o, n,)f — f majdnem mindeniitt,
amint ni,ny — oo gy, hogy az (n1,ng) koordinatapar altal megha-
tarozott racspontok egy pozitiv kipon beliil maradnak, nevezetesen
B71 < ny/ne < B valamely rogzitett 3 > 1 paraméterre.

Ismert, hogy a klasszikus Fejér-magok feliilrél becsiilhetok véges
integrali csokkend fiiggvények sorozataval, mig ez az egydimenziés
Walsh—Fejér-magokrél nem mondhaté el. Ez a kiilonbség okozza,
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hogy a trigonometrikus technika sokszor nem hasznalhaté sikeresen
a magasabb dimenziés Walsh esetben.

Az utébbi évtizedben szamos kisérlet tortént a fenti tétel diadikus
atiltetésére. Kettés Walsh-rendszer esetén Moricz Ferenc, Schipp
Ferenc és William R. Wade ([MSW]) bizonyitotta, hogy o (gn1 ona) f —
f majdnem mindeniitt, minden f € L'(Q?) esetén, ahol ny,ny — oo,
In1 — na| < a valamely rogzitett a-ra, és ahol Q? az egységnégyzet.
Szintén kettés Walsh-rendszerre Gat Gyodrgynek ([Gat6])és Weisz
Ferencnek ([Wei2]) sikeriilt belatni, hogy oy, n,f — f majdnem
mindeniitt, minden f € L'(Q?) esetén, ahol ni,ny — oo és ny,ny €
P, valamint 37! < n;/ny < B valamely rogzitett 8 > l-re. A
fenti 3.2.1. Tétel (ami kozos munka Gat Gyodrggyel) ezen allitas
altalanositasa a kettos és korlatos 1y Vilenkin-szeri rendszerre.

3.3.1. Tétel. Legyen f € H. Ekkor a o* operdtor (H,L) tipusi,
Vagyis
lo fllx < el flla

aholis o [ = Sup(y,, ) |00y ,no f|, amelyben (az el626, 3.2.1. Tételhez
hasonléan) ny,ne € P, és B~ < ny/ny < B, ahol B > 1 régzitett
paraméter.

A 4. fejezet egy Vilenkin-szerii tereken értelmezett fiiggvényekre
vonatkozé normaegyenlotlenség egy- és kétdimenzids valtozatat
targyalja. Az ortonormalt rendszer a fejezet minden allitdsaban az
altalanositott (Vilenkin téren értelmezett) Vilenkin-szerti rendszer,
az elso allitasban az egydimenzids, mig a masodikban a kétdimenzids
rendszer.

4.2.1. Tétel. Legyen m korldtos sorozat. FEkkor létezik ¢ > 0
abszolut konstans, hogy minden f € H(G' ) figguényre

N
1 1S £l
sup <clfll=-
W <l

E normaegyenldtlenség klasszikus rendszerekre vonatkozo analég
valtozatai ismertek és bizonyitottak. Trigonometrikus rendszerre
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B. Smith ([Smi]) 1983-ban, Walsh-rendszerre Simon Péter ([Siml])
1987-ben, (nemcsak korlatos) Vilenkin rendszerre pedig Gat Gyorgy
bizonyitotta 1993-ban. Ok konkrétan az aldbbi egyenloséget lattak
be tetszéleges f maximél Hardy-térbeli fliggvényre:

N

. 1 [Snf — flli
lim Z - =0.

N—oo log N —

Ez az egyenlGség egyszerii kovetkezménye a normaegyenlotlenség-
nek.

Az egyparaméteres Vilenkin-rendszerre vonatkoz6 eredmények
ugynevezett HP valtozata (p < 1) [Sim3]-ban taldlhaté. Ezt 1996-
ban Weisz Ferenc altalanositotta két paraméteres trigonometrikus-
és Walsh-rendszerre [Wei4|.  Bizonyitdsaiban martingdlelméleti
eredményeket hasznalt. A (kettés) Vilenkin-rendszerre vonatkozdé
altalanositdas Simon Péter és Weisz Ferenc munkéja ([SiW]).

Mivel a Vilenkin-szerli rendszer azonban lényegesen altalanosabb,
mint a klasszikus Walsh- és Vilenkin-rendszerek (illetve kevéssé
hasonlithat6 a trigonometrikus rendszerhez), a tétel bizonyitasa
csupan részben alkalmazza a szokasos eljarasokat.

A 4.3. alfejezetben belatjuk az eloz6 alfejezetben targyalt

normaegyenlotlenség kétvaltozds alakjat, nevezetesen, ha az indexek
hanyadosa korlatos.

4.3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy m korldtos sorozat, 2 < N, K € P és
legyen B > 1 rogzitett konstans. Ekkor létezik ¢ > 0 csak (-tol fliggo
konstans, melyre tetszbleges f € HY(G', x G!) fiigguény esetén

1 [Sn.k £ 1
o [
W NIk 2 g <l
BT <n/k<pB
(n,k)<(N,K)

teljestil.
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