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Debrecen, 2001
1



2

A dolgozat tézisei

Rövid történeti áttekintés.

A diadikus harmonikus anaĺızis a 20-as években jött létre, amikor
Walsh bevezette a később róla elnevezett függvényeket, rendszert
és transzformációt. Maguk a Walsh-függvények szakaszonként
konstans, csak -1 és 1 értékeket felvevő függvények.

Az elmélet tovább gazdagodott Vilenkin munkássága nyomán, aki
a 40-es években általánośıtotta Walsh fogalmait és eredményeit. Az
utóbbi évtizedekben néhány új alkalmazási területen éli reneszánszát
a diadikus anaĺızis. Egyfelől a számı́tástechnikai alkalmazások
váltak egyre széleskörűbbé (például mérési eredmények kiértékelése,
képfeldolgozási és karakterfelismerési algoritmusok hatékonyságának
jav́ıtása), másfelől egy további általánośıtás után, az úgynevezett ψα-
rendszer bevezetésével számelméleti alkalmazásokra nýılik lehetőség.

A legfrissebb erdemények közé tartozik a későbbiekben ψ′-
vel jelölt Vilenkin-szerű ortonormált rendszer bevezetése, melynek
seǵıtségével lehetőség nýılott a szokásos Vilenkin-technikákhoz ha-
sonĺıtó módszerek használatára művelet nélküli halmazokon értelme-
zett függvények Fourier-approximációja során.

Néhány jelölés és defińıció.

Jelöljük P-vel a pozit́ıv egész számok halmazát, N := P ∪ {0},
valamint jelölje C a komplex számokat. Legyen m := (m0,m1, ...)
2-nél nem kisebb pozit́ıv egészek sorozata. Jelöljük Gm-mel az m
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sorozat által generált Vilenkin csoportot ([AVDR]). Vezessük be az
alábbi jelöléseket:

I0(x) := Gm,

In(x) := {y ∈ Gm| y0 = x0, ..., yn−1 = xn−1},
ha x ∈ Gm, n ∈ N. Legyen In := In(0) amennyiben n ∈ N. Az In(x)
halmazokat intervallumoknak fogjuk nevezni.

A Gm csoport a szorzattopológiával és a szokásos szorzatmértékkel
ellátva kompakt Hausdorff-féle topológikus tér lesz és nulla dimenziós
Abel-csoport. A megszámlálható sok In halmaz mint a 0 =
(0, 0, ...) elem környezetbázisa meghatározza Gm topológiáját, és
annak megszámlálható bázisát alkotja.

Tehát azt a műveletet, topológiát és mértéket vesszük Gm-en,
amely abból adódik, hogy Gm szorzattér.

A továbbiakban fontos szerepet fog játszani a következő jelölés

M0 := 1, Mj+1 := mjMj (j ∈ N).

Ekkor minden n ∈ N-t egyértelműen elő lehet álĺıtani, mint

n =
∞∑

j=0

njMj , ahol nj ∈ Zmj (j ∈ N).

A számelméleti függvényekkel kapcsolatos Vilenkin-Fourier elmé-
let legtöbbször nem a Vilenkin-csoportot, hanem az ennél speciáli-
sabb, úgynevezett R(Ramanujan)-Vilenkin-csoportot használja.

Ha minden k ∈ P-re létezik egy n = n(k) úgy hogy k| Mn, akkor
azt mondjuk, hogy Gm egy R-Vilenkin-csoport.

Világos, hogy R-Vilenkin csoport nem lehet korlátos Vilenkin-
csoport. Mindezt azért kell külön hangsúlyozni, mert azon eredmé-
nyek, amelyek a Walsh-Paley-féle diadikus csoporton fennállnak, sok
esetben analóg módon általánośıthatók korlátos Vilenkin-csoportok-
ra, ugyanez azonban nem mindig mondható el, ha m nem korlátos.
Ez utóbbi esetben a bizonýıtások általában erősebb eszközöket
igényelnek.
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Definiáljuk Gm-en az úgynevezett általánośıtott Rademacher-
függvényt a következőképpen

rk(x) := exp
2πıxk

mk
(ı :=

√−1, x ∈ Gm, k ∈ N).

A

ψn(x) :=
∞∏

k=0

rnk

k (x) (x ∈ Gm, n ∈ N)

függvényrendszert Vilenkin-rendszernek nevezzük ([Vil]).

Mivel a µ mérték seǵıtségével definiálhatjuk a Gm-en értelmezett
komplex értékű függvények integrálját, a szokott módon belső
szorzatot értelmezve Hilbert-teret kapunk. Így beszélhetünk az
Lp(Gm) (1 ≤ p ≤ ∞) térről is. A Vilenkin-rendszer ortonormált
és teljes L1(Gm)-ben.

Legyen An (n ∈ N) az In(z) (z ∈ Gm) részhalmazok által generált
σ-algebra. Legyenek αk

j , αn (k, j, n ∈ N) olyan függvények, amelyek
teljeśıtik az alábbiakat:

i. az αk
j : Gm → C függvények legyenek Aj-mérhetők (k, j ∈ N).

ii. |αk
j | := αk

0 := α0
j := αk

j (0) := 1 (k, j ∈ N),

iii. αn :=
∞∏

j=0

αn(j)

j (n ∈ N, n(j) :=
∞∑

k=j

nkMk),

vagyis az αn(j)

j függvény az x = (x0, x1, ..., xj−1, xj , ...) elemnek
csak az első j darab (0, 1, ..., j − 1) koordinátájától függjön, mı́g az

n =
∞∑

k=0

nkMk = (n0, n1, ..., nj−1, nj , ...)

első j darab (0, 1, ..., j − 1) koordinátájától ne függjön.

Legyen χn := ψnαn (n ∈ N). Egy ilyen {χn| n ∈ N}
függvényrendszert ψα-rendszernek neveznek a Gm Vilenkin-csopor-
ton. A ψα-rendszer ortonormált és teljes L1(Gm)-ben ([Gát2]).
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A ψα-rendszer bevezetésének igazi jelentősége, hogy kapcsolatot
teremt az anaĺızis és a számelmélet között, lehetőséget nyújtva a
jól kidolgozott Fourier-technikák használatára bizonyos számelméleti
függvények approximációjában.

Legyen k ∈ P. Azt mondjuk, hogy az f : P → C számelméleti
függvény páros modulo k, ha minden n ∈ P-re

f(n) = f((n, k)),

ahol (n, k) jelöli n és k legnagyobb közös osztóját.
Bk := {f páros modulo k}, B :=

⋃
k∈P

Bk.

Legyen 1 ≤ q < ∞, ekkor a M(f) := lim sup
x→∞

x−1
∑

1≤j≤x

f(j) felső

közép értékből származik egy szeminorma:

‖f‖Bq := {M(|f |q)}1/q az {f |f : P→ C, ‖f‖Bq < ∞}
lineáris téren. Jelöljük Bq-val B lezártját erre a szeminormára
nézve. A Bq-ban lévő függvényeket majdnem páros számelméleti
függvényeknek nevezik. Jónéhány közismert és fontos számelméleti
függvények tartozik ebbe a függvényosztályba. Ilyen például a
φ(n)/n, vagyis az Euler-féle függvény osztva n-nel. (φ(n)/n ∈ Bq

minden 1 ≤ q < ∞ esetén.)
A cr Ramanujan összeget a következőképpen definiálják:

cr(n) :=
r∑

a=1,(a,r)=1

exp(2πı(a/r)n) (ı :=
√−1, r, n ∈ P).

Legyen

ar(f) :=
1

φ(r)
M(fcr)

ahol φ az Euler-féle függvény. Ismert ([Hil]), hogy ha f páros szám-
elméleti függvény, akkor

f(n) =
∑

r

arcr(n) (n, r ∈ P).
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Ha n ∈ N, n =
∞∑

j=0

njMj , akkor legyen

n̆ =
∞∑

j=0

njM
−1
j+1.

Jelölje

κn(x) := lim
k→∞

exp(2πın̆

k∑

j=0

xjMj) (n ∈ N, x ∈ Gm).

A határérték létezik és {κn|n ∈ N} rendszer Gm-en ψα t́ıpusú
rendszer ([Gát3]).

Ha 1 ≤ q < ∞, akkor van olyan ∗ : Bq → Lq(Gm) lineáris
normatartó leképezés, hogy f∗(λ−1(n̆)) = f(n), (n ∈ P). Ekkor
‖f∗‖q = ‖f‖Bq és fn → f ⇔ f∗n → f∗ (a megfelelő terekben, a
megfelelő normákban nézve).

Vezessük be most a kettős rendszerek vizsgálatához szükséges
defińıciókat. Jelölje Gm × Gm a Gm csoport önmagával vett direkt
szorzatát.

Kétdimenziós (vagy kettős) Vilenkin-szerű rendszernek az {χn,m :
n,m ∈ N} rendszert, a {χn : n ∈ N} Vilenkin-szerű rendszer
önmagával vett Kronecker-szorzatát fogjuk nevezni. Tehát

χn,m(x, y) := χn(x)χm(y),

ahol x, y ∈ Gm.

Minden f ∈ L1(Gm × Gm)-re legyen a maximál és a diagonál
maximál függvény az alábbi módon definiálva:

f? := sup
n1,n2∈N

|SMn1 ,Mn2
f |, f◦ := sup

n∈N
|SMn,Mnf |

és
‖f‖H := ‖f?‖1, ‖f‖H◦ := ‖f◦‖1.
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Definiáljuk a H(Gm × Gm) (vagy, ha egyértelmű milyen térhez
tartozik, egyszerűen: H) a kettős maximál-Hardy-teret az f ∈
L1(Gm × Gm) függvények összességeként, úgy, hogy ‖f‖H < ∞,
valamint a H◦(Gm×Gm) (vagy ha egyértelmű milyen térhez tartozik,
egyszerűen: H◦) a kettős diagonál-maximál-Hardy-teret úgy, mint

H◦ := {f ∈ L1(Gm ×Gm) : ‖f‖H◦ < ∞}.

Mivel ‖f‖H◦ ≤ ‖f‖H , ı́gy H ⊂ H◦.

Hasznos eszköz a diagonál-maximál-Hardy-tér vizsgálatában an-
nak úgynevezett atomos felbontása.

Azt mondjuk, hogy a ∈ L∞(Gm ×Gm) egy H◦ atom, ha

i. létezik x = (x1, x2) és k ∈ N, úgy hogy supp a ⊂ Ik(x1) ×
Ik(x2),

ii. ‖a‖∞ ≤ MkMk,

iii. (Eka)(y) := (Ek,ka)(y) = 0 minden y ∈ Gm × Gm esetén
(ahol Er,s a kettős feltételes várható érték, ı́gy (Er,sf)(y) =
MrMs

∫
Ir(y1)×Is(y2)

f).

A továbbiakban vezessük be a Vilenkin-térrel kapcsolatos fogal-
makat([Gát8]).

Legyen m továbbra is a 2-nél nem kisebb pozit́ıv egészek
sorozata, Gmj pedig egy mj (j ∈ P) elemszámú halmaz, bármilyen
művelet nélkül, de ellátva a diszkrét topológiával. Definiáljunk a
szokásos számláló mértéket Gmj halmazon. Legyen G′m a Gmj

halmazok teljes direkt szorzata, ellátva a szorzattopológiával és a
szorzatmértékkel. Ez a szorzatmérték reguláris valósźınűségi Borel-
mérték lesz. A Vilenkin-csoporthoz hasonlóan G′m elemeit is soroza-
tokként reprezentálhatjuk, valamint az intervallumfogalom, az inter-
vallumok által generált σ-algebrák és a Lebesgue-féle függvényterek
is hasonlóan értelmezhetőek.

A továbbiakban tegyük fel, hogy a G′m Vilenkin-tér korlátos.

A H(G′m) maximál-Hardy-teret a f∗ := supn |Enf | (f ∈ L1(G′m))
maximál függvény seǵıtségével definiáljuk. Akkor mondjuk, hogy f
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eleme a maximál-Hardy-térnek, ha f∗ ∈ L1(Gm). Ekkor H(G′m) egy
Banach-tér a

‖f‖H1 := ‖f∗‖1
normával.

Itt is elkésźıthetjük a tér függvényeinek atomos felbontását.
Bevezetünk egy ortonormált rendszert G′m-en, amit ψ′ Vilenkin-

szerű rendszernek fogunk nevezni. A komplex értékű r′nk : G′m →
C (k, n ∈ N) függvényeket Vilenkin-téren értelmezett általánośıtott
Rademacher-rendszernek nevezzük, amennyiben rendelkeznek az
alábbi tulajdonságokkal.

i. r′nk függvény Ak+1 mérhető és r′0k = 1 minden k, n ∈ N esetén.
ii. Ha Mk az n, l számok osztója és n(k+1) = l(k+1) (k, l, n ∈ N),

akkor

Ek(r′nk r̄′lk) =
{

1, ha nk = lk,

0, ha nk 6= lk

(ahol Enf a feltételes várható érték, ı́gy (Enf)(x) = Mn

∫
In(x)

f ,
valamint z̄ a z szám komplex konjugáltja).

iii. Ha Mk az n osztója (vagyis n = nkMk+nk+1Mk+1+...+n|n|M|n|),
akkor

mk−1∑
nk=0

|r′nk (x)|2 = mk

minden x ∈ G′m esetén.
Végül definiáljuk a ψ′ := (ψ′n : n ∈ N) Vilenkin-szerű rendszert a

következőképpen:

ψ′n :=
∞∏

k=0

r′n
(k)

k , n ∈ N.

Két, azonos G′m Vilenkin-térhez tartozó Vilenkin-szerű rendszer
Kronecker-szorzataként definiálhatjuk a kétparaméteres (kétdimenzi-
ós) Vilenkin-szerű rendszert:
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ψ′n,k(x, y) := ψ′n(x)ψ′k(y).

Analóg módon vezethetjük be a Vilenkin anaĺızis szokásos
jelöléseit egy- és kétparaméteres esetben is.

A főbb eredmények összefoglalása.
A dolgozat 2. fejezetében egy példát láthatunk olyan majdnem

páros számelméleti függvényre, melynek Vilenkin—Fourier-sora min-
denhol divergál. Ekkor az ortonormált rendszer a Gm R-Vilenkin
csoporton értelmezett Vilenkin-szerű (ψα) rendszer.

2.2.1. Tétel. Legyen Gm egy R-Vilenkin-csoport és 1 ≤ q < ∞
tetszőleges. Ekkor létezik olyan Bq-beli függvény, melynek Vilenkin-
Fourier sora sehol sem konvergens.

A 3. fejezet kettős Vilenkin—Fejér-közepekkel foglalkozik. Az
ortonormált rendszer a fejezet minden álĺıtásában a kettős és korlátos
(az m sorozat korlátos) Vilenkin-szerű (ψα) rendszer.

A főbb eredmények a következők.

3.2.1. Tétel. Legyen f ∈ L1. Ekkor

σn1,n2f → f

majdnem mindenütt, amint n1, n2 → ∞, n1, n2 ∈ P, és β−1 ≤
n1/n2 ≤ β, ahol β ≥ 1 rögźıtett paraméter.

Kettős trigonometrikus Fourier-sorokra Marcinkiewicz és Zyg-
mund ([MZ])bizonýıtotta, hogy σn1,n2)f → f majdnem mindenütt,
amint n1, n2 → ∞ úgy, hogy az (n1, n2) koordinátapár által megha-
tározott rácspontok egy pozit́ıv kúpon belül maradnak, nevezetesen
β−1 ≤ n1/n2 ≤ β valamely rögźıtett β ≥ 1 paraméterre.

Ismert, hogy a klasszikus Fejér-magok felülről becsülhetők véges
integrálú csökkenő függvények sorozatával, mı́g ez az egydimenziós
Walsh—Fejér-magokról nem mondható el. Ez a különbség okozza,
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hogy a trigonometrikus technika sokszor nem használható sikeresen
a magasabb dimenziós Walsh esetben.

Az utóbbi évtizedben számos ḱısérlet történt a fenti tétel diadikus
átültetésére. Kettős Walsh-rendszer esetén Móricz Ferenc, Schipp
Ferenc és William R. Wade ([MSW]) bizonýıtotta, hogy σ(2n1 ,2n2 )f →
f majdnem mindenütt, minden f ∈ L1(Q2) esetén, ahol n1, n2 →∞,
|n1 − n2| ≤ α valamely rögźıtett α-ra, és ahol Q2 az egységnégyzet.
Szintén kettős Walsh-rendszerre Gát Györgynek ([Gát6])és Weisz
Ferencnek ([Wei2]) sikerült belátni, hogy σn1,n2f → f majdnem
mindenütt, minden f ∈ L1(Q2) esetén, ahol n1, n2 → ∞ és n1, n2 ∈
P, valamint β−1 ≤ n1/n2 ≤ β valamely rögźıtett β ≥ 1-re. A
fenti 3.2.1. Tétel (ami közös munka Gát Györggyel) ezen álĺıtás
általánośıtása a kettős és korlátos ψα Vilenkin-szerű rendszerre.

3.3.1. Tétel. Legyen f ∈ H. Ekkor a σ∗ operátor (H, L) t́ıpusú,
vagyis

‖σ∗f‖1 ≤ c‖f‖H ,

aholis σ∗f := sup(n1,n2) |σn1,n2f |, amelyben (az előző, 3.2.1. Tételhez
hasonlóan) n1, n2 ∈ P, és β−1 ≤ n1/n2 ≤ β, ahol β ≥ 1 rögźıtett
paraméter.

A 4. fejezet egy Vilenkin-szerű tereken értelmezett függvényekre
vonatkozó normaegyenlőtlenség egy- és kétdimenziós változatát
tárgyalja. Az ortonormált rendszer a fejezet minden álĺıtásában az
általánośıtott (Vilenkin téren értelmezett) Vilenkin-szerű rendszer,
az első álĺıtásban az egydimenziós, mı́g a másodikban a kétdimenziós
rendszer.

4.2.1. Tétel. Legyen m korlátos sorozat. Ekkor létezik c > 0
abszolút konstans, hogy minden f ∈ H(G′m) függvényre

sup
N∈P

1
log N

N∑
n=1

‖Snf‖1
n

≤ c‖f‖H .

E normaegyenlőtlenség klasszikus rendszerekre vonatkozó analóg
változatai ismertek és bizonýıtottak. Trigonometrikus rendszerre
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B. Smith ([Smi]) 1983-ban, Walsh-rendszerre Simon Péter ([Sim1])
1987-ben, (nemcsak korlátos) Vilenkin rendszerre pedig Gát György
bizonýıtotta 1993-ban. Ők konkrétan az alábbi egyenlőséget látták
be tetszőleges f maximál Hardy-térbeli függvényre:

lim
N→∞

1
log N

N∑
n=1

‖Snf − f‖1
n

= 0.

Ez az egyenlőség egyszerű következménye a normaegyenlőtlenség-
nek.

Az egyparaméteres Vilenkin-rendszerre vonatkozó eredmények
úgynevezett Hp változata (p < 1) [Sim3]-ban található. Ezt 1996-
ban Weisz Ferenc általánośıtotta két paraméteres trigonometrikus-
és Walsh-rendszerre [Wei4]. Bizonýıtásaiban martingálelméleti
eredményeket használt. A (kettős) Vilenkin-rendszerre vonatkozó
általánośıtás Simon Péter és Weisz Ferenc munkája ([SiW]).

Mivel a Vilenkin-szerű rendszer azonban lényegesen általánosabb,
mint a klasszikus Walsh- és Vilenkin-rendszerek (illetve kevéssé
hasonĺıtható a trigonometrikus rendszerhez), a tétel bizonýıtása
csupán részben alkalmazza a szokásos eljárásokat.

A 4.3. alfejezetben belátjuk az előző alfejezetben tárgyalt
normaegyenlőtlenség kétváltozós alakját, nevezetesen, ha az indexek
hányadosa korlátos.

4.3.1. Tétel. Tegyük fel, hogy m korlátos sorozat, 2 ≤ N, K ∈ P és
legyen β ≥ 1 rögźıtett konstans. Ekkor létezik c > 0 csak β-tól függő
konstans, melyre tetszőleges f ∈ H1(G′m ×G′m) függvény esetén

sup
N,K

1
log N log K

∑

β−1≤n/k≤β
(n,k)≤(N,K)

‖Sn,kf‖1
nk

≤ c‖f‖H

teljesül.
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[Hil] Hildebrand, H., Über die punktweise Konvergenz von Ramanujan-
Entwicklungen zahlentheoretische Funktionen, Acta Arithmetic a
XLIV (1984), 109-140.

[MZ] Marcinkiewicz, J., Zygmund, A., On the summability of double
Fourier series, Fund. Math. 32 (1939), 122-132.
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Paedagogicae Nýıregyháziensis 12/D (1990), 47-56.

[Vil] Vilenkin, N. Ya., A class of complete orthonormal systems, Izv.
Akad. Nauk. U.S.S.R., Ser. Mat. 11 (1947), 363-400.

[Wad] Wade, W. R., A growth estimate for Cesàro partial sums of
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