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FÜGGVÉNYEGYENLETEK

Doktori (PhD) értekezés
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Debrecen, 2007
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lenségek programja keretében késźıtettem a Debreceni Egyetem TTK
doktori (PhD) fokozatának elnyerése céljából.
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2.1 Példák középértékekre . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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1

Bevezetés

A függvényegyenletek elmélete a nagy matematikai diszcipĺınákon be-
lül az anaĺızishez tartozik, de alkalmazása kiterjed a matematika más
területeire is, pl. geometriára (pl. [Acz66], [Ben01], [Ben03], [Ger92]),
játékelméletre (pl.[CanJuaInd97], [KuzNat70]), valósźınűségelméletre
(pl. [Bak94], [RaoSha94]), információelméletre (pl.[AD75], [Dar70],
[DM79], [Mak87]). Az utóbbi években a közgazdaságtanban (pl.
[Acz89], [AD89], [Eic78], [Szé88]) és a pszichológiában (pl.[Acz95],
[AD89]) is egyre nagyobb teret nyer alkalmazása.

A középértékekkel kapcsolatos kutatások régebbiek, mint a függ-
vényegyenletekkel kapcsolatosak. A számtani és a mértani közép kö-
zötti egyenlőtlenség kétváltozós változatát már az ókorban is ismerték.
A középértékeket tartalmazó függvényegyenletek problémakör viszont
nem számı́t réginek a matematikán belül. Valósźınűleg az egyik legré-
gebbi ilyen témájú dolgozatok Jensen dán és Sutô japán matematiku-
sok nevéhez fűződnek (lásd. [Jen05], [Jen06], [Sut14a], [Sut14b]).

A múlt század második felében felélénkültek a középértékekkel
kapcsolatos kutatások, több új középérték osztályt fedeztek fel (pl.
[BajPal], [DP06a],[DP06a], [Gin38], [Los00], [Los02a], [MakoPal],
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1. BEVEZETÉS

[Sto75]), új kutatási irányok indultak el. Az egyik ilyen a Matkowski-
Sutô egyenletek problémaköre. A debreceni függvényegyenletes isko-
lához kapcsolódik sok új, jelentős eredmény felfedezése, vagy probléma
felvetése a tárgykörben (pl. [BajPal], [Dar99], [Dar00], [Dar04],
[Dar05], [DH05], [DHN03], [DLL+07], [DM99], [DMP00], [DMP04],
[DMP06], [DP02a], [DP01], [DP02b], [DP03b], [DP03c], [Haj02],
[Haj03], [Los99], [Los00], [Los02b], [Los03], [Los06], [MakoPal]). A
jelen dolgozatban található eredmények kapcsolódnak az itt folytatott
munkához. A felvetett problémák jelenleg is intenźıven kutatottak.
Több hazai és külföldi matematikus publikál ebben a témakörben (pl.
[DM06], [Jar07], [Haj02], [JM06], [KM96], [KM97], [KM03], [Mat99],
[Mat04], [Mat06]).

A disszertáció a bevezetésen ḱıvűl három fejezetet tartalmaz. Az
első: Középértékek és Gauss kompoźıciójuk. Ebben a felhasznált fogal-
makat, jelöléseket rögźıtjük. Definiáljuk azon középérték osztályokat,
melyek a későbbi fejezetekben dolgozunk. Szerepel néhány- a beveze-
tett fogalmakkal és közepekkel kapcsolatos- alapvető tétel, melyeket
szintén később használunk. Ebben a fejezetben található még néhány
történeti megjegyzés is.

A második: Matkowski-Sutô egyenletek. Ez a rész egy rövid törté-
neti bevezetővel kezdődik, mely az ilyen t́ıpusú egyenletekkel kapcso-
latos első kutatásokat mutatja be. Ez után három Matkowski-Sutô
t́ıpusú egyenlettel kapcsolatos különféle eredményeket mutatunk be.

A harmadik: Középértékeket tartalmazó függvényegyenletek ekvi-
valenciája. Ebben a fejezetben [Dar02]-ben és [DMP06]-ban a szerzők
által felvetett problémakört tárgyaljuk. Bemutatjuk az eddig ismert
eredményeket. A fejezetet egy alkalmazás zárja.

A disszertációban minden mástól származó tétel mellett fel van
tüntetve a felfedezőjének (felfedezőinek) neve (nevei). Kivétel a máso-
dik fejezet, ahol feltüntettük a tételek származási helyét vagy az adott
bizonýıtás forrását. Ezek az eredmények azért nem neveśıtettek, mert
a matematikai folklór részét képezik, felfedezőjük ismeretlen.
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1. BEVEZETÉS

Minden más, későbbi fejezetben található, nem neveśıtett ered-
mény saját. Ezek az eredmények vagy már publikáltak (ilyenkor a
szövegkörnyezetből kiderül, hogy hol) vagy publikálás alatt vannak.

A tételek stb. részenként (section) és nem fejezetenként (chapter)
vannak számozva egymás után, azaz pl. a 3.2.2 számozáshoz csak
egy dolog (tétel, defińıció stb.) tartozik. Az egyenletek fejezetenként
(chapter) vannak számozva.

3



2

Középértékek és Gauss

kompoźıciójuk

Ebben az fejezetben a legfontosabb fogalmakat és jelöléseket ismertet-
jük. Ezeket a későbbiekben visszahivatkozás nélkül fogjuk használni.

A szokásoknak megfelelően R jelöli a valós, R+ pedig a pozit́ıv
valós számok halmazát. I ⊂ R mindig egy pozit́ıv hosszúságú, nýılt
intervallumot jelent, ha mást nem mondunk.

Az M : I × I → I folytonos függvényt középnek nevezzük I-n, ha
teljesül rá az un. közepelő tulajdonság :

(KT) min{x, y} ≤ M(x, y) ≤ max{x, y} ,

minden x, y ∈ I-re.

2.0.1 Megjegyzések. 1. Világos, hogy minden közép reflex́ıv, te-

hát M(x, x) = x minden x ∈ I-re.
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2. KÖZÉPÉRTÉKEK ÉS GAUSS KOMPOZÍCIÓJUK

2. Előfordul, hogy az I-n adott közép helyett csak közepet vagy

középértéket ı́runk, ha a szövegkörnyezetből kiderül, hogy hol

van értelmezve az éppen szóban forgó közép.

Az I-n adott M közepet szimmetrikusnak nevezzük, ha M(x, y) =
M(y, x) teljesül minden I-beli x, y-ra. Ha (KT)-ben szigorú egyenlőt-
lenségek állnak fenn minden x 6= y , x, y ∈ I esetén, akkor M -et
szigorú középnek nevezzük.

2.1 Példák középértékekre

A legismertebb két középérték a számtani- és a mértani közép. Most,
az utóbbi évek kutatásainak megfelelően, középértékek halmazait fog-
juk definiálni, amelyeket osztályoknak nevezünk. Ezek az osztályok
speciális esetekben tartalmazni fogják az előbb emĺıtett középértéke-
ket.

A továbbiakban CM(I)-vel fogjuk jelölni az I intervallumon értel-
mezett valós értékű, szigorúan monoton, folytonos függvények osztá-
lyát.

2.1.1 Defińıció. Az I-n adott M közepet kvázi-aritmetikainak nevez-

zük, ha létezik ϕ ∈ CM(I), hogy

M(x, y) = ϕ−1

(
ϕ(x) + ϕ(y)

2

)
=: Aϕ(x, y) , x, y ∈ I .

2.1.2 Megjegyzés. Az előbbi defińıcióban a ϕ−1 : ϕ(I) → R függ-

vény a ϕ : I → R függvény inverzét jelöli, mely létezik, hiszen ϕ

szigorúan monoton és folytonos I-n. Így természetesen ϕ(I) ⊂ R is

nemüres, nýılt intervallum.
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2. KÖZÉPÉRTÉKEK ÉS GAUSS KOMPOZÍCIÓJUK

2.1.3 Defińıció. Az I-n adott M közepet súlyozott kvázi-aritmetikai -

nak nevezzük, ha létezik ϕ ∈ CM(I) és α ∈]0, 1[, hogy

M(x, y) = ϕ−1 (αϕ(x) + (1− α)ϕ(y)) =: Aϕ(x, y; α) , x, y ∈ I .

Ekkor ϕ-t az M kvázi-aritmetikai (súlyozott kvázi-aritmetikai) közép

generátorfüggvény ének, α-t (csak a súlyozott kvázi-aritmetikai köze-

pek esetében) pedig súlynak nevezzük.

2.1.4 Megjegyzések. 1. A kvázi-aritmetikai közepek osztálya va-

lósźınűleg a legfontosabb középérték osztály. A velük közvetve

vagy közvetlenül kapcsolatos problémák a XX. század közepétől

kezdve intenźıven kutatottak (pl. [Acz48], [Acz48], [Dar04],

[DM99], [DMP00], [DP02a], [DP03a], [HLP34], [Mat99]). A

kvázi-aritmetikai közepekre vonatkozó következő karakterizációs

tételt (lásd. [Acz48], [Acz47]) Aczél János bizonýıtotta 1947-

ben.

2.1.5 Tétel (Aczél). Legyen M : I × I → I függvény. Ekkor a

következő álĺıtások ekvivalensek:

(a) M kvázi-aritmetikai közép I-n.

(b) • M mindkét változójában ugyanolyan értelemben szigo-

rúan monoton.

• M , mint kétváltozós függvény, folytonos.

• M(x, x) = x minden I-beli x esetén. (reflexivitás)

6



2. KÖZÉPÉRTÉKEK ÉS GAUSS KOMPOZÍCIÓJUK

• M(x, y) = M(y, x) minden I-beli x és y esetén. (szim-

metria)

• M [M(x, y), M(u, v)] = M [M(x, u),M(y, v)] minden I-

beli x, y, u, v esetén. (biszimmetria)

2. A kvázi-aritmetikai közepek szigorúak és szimmetrikusak.

3. A súlyozott kvázi-aritmetikai közepek szigorúak, de az α = 1
2

esetet kivéve nem szimmetrikusak. Ekkor pontosan a kvázi-

aritmetikai közepeket adják.

4. Az AidI
(x, y) közepet számtani (aritmetikai) középnek nevezzük

I-n, ahol idI(x) := x minden x ∈ I-re.

5. Ha I ⊂ R+, akkor az Alog|I
(x, y) közepet mértani (geometriai)

középnek nevezzük I-n, ahol log|I a természetes alapú logaritmus

függvény megszoŕıtása I-re.

6. A súlyozott kvázi-aritmetikai közepek jellemzési tételét szintén

Aczél János bizonýıtotta [Acz48]-ban.

2.1.6 Tétel (Aczél). Legyen M : I × I → I függvény. Ekkor a

következő álĺıtások ekvivalensek:

(a) M súlyozott kvázi-aritmetikai közép I-n.

(b) • M mindkét változójában ugyanolyan értelemben szigo-

rúan monoton.

7



2. KÖZÉPÉRTÉKEK ÉS GAUSS KOMPOZÍCIÓJUK

• M , mint kétváltozós függvény, folytonos.

• M(x, x) = x minden I-beli x esetén. (reflexivitás)

• M [M(x, y), M(u, v)] = M [M(x, u),M(y, v)] minden I-

beli x, y, u, v esetén. (biszimmetria)

Érdekes tény, hogy egy súlyozott kvázi-aritmetikai középnek (s ı́gy
természetesen egy kvázi-aritmetikainak is) több generátorfüggvénye
van (lásd. 2.1.9 Álĺıtás).

2.1.7 Defińıció. Legyenek ϕ , Φ ∈ CM(I). ϕ ekvivalens Φ-vel I-n,

ha léteznek olyan a, b ∈ R , a 6= 0 konstansok, hogy

ϕ(x) = aΦ(x) + b , x ∈ I .

Jelölésben: ϕ(x) ∼ Φ(x) ha x ∈ I; vagy ϕ
I∼ Φ; vagy ϕ ∼ Φ I-ben.

2.1.8 Megjegyzés. Az előbb definiált reláció ekvivalencia reláció

CM(I)-n.

2.1.9 Álĺıtás. Két I-n adott súlyozott kvázi-aritmetikai közép pon-

tosan akkor egyenlő egymással, ha a súlyaik egyenlőek és a generátor-

függvényeik ekvivalensek I-n.

A következő bizonýıtás Daróczy Zoltántól származik.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy a két közép egyenlő. Legyenek a gene-

rátorfüggvényeik ϕ , Φ ∈ CM(I), a súlyok pedig α , β ∈]0, 1[. Ekkor

teljesül a következő függvényegyenlet:

ϕ−1
(
αϕ(x)+(1−α)ϕ(y)

)
= Φ−1

(
βΦ(x)+(1−β)Φ(y)

)
, x, y ∈ I .

8



2. KÖZÉPÉRTÉKEK ÉS GAUSS KOMPOZÍCIÓJUK

Ekkor az f := Φ ◦ ϕ−1 , ϕ(x) = u , ϕ(y) = v jelölésekkel az előző

egyenletből kapjuk, hogy

(2.1) f
(
αu+(1−α)v

)
= βf(u)+(1−β)f(v) , u, v ∈ J := ϕ(I) ,

ahol J nemüres, nýılt intervallum, hiszen ϕ ∈ CM(I).

Cseréljük fel a változókat az előbbi egyenletben, ekkor

f
(
αv + (1− α)u

)
= βf(v) + (1− β)f(u) , u, v ∈ J := ϕ(I) .

Adjuk hozzá ezt az egyenletet az (2.1) egyenlethez. Egyszerűśıtés után

kapjuk, hogy:

(2.2) f
(
αu + (1− α)v

)
+ f

(
αv + (1− α)u

)
= f(u) + f(v) ,

ha u, v ∈ J := ϕ(I) . Legyenek most u, v ∈ J tetszőlegesek, továbbá

u1 := αu + (1− α)v , v1 := (1− α)u + αv

un+1 := αun + (1− α)vn , vn+1 := (1− α)un + αvn .

Ekkor [Dar99, Lemma 1] miatt

lim
n→∞

un = lim
n→∞

vn =
u + v

2
.

Ezt és (2.2)-t, valamint f folytonosságát felhasználva kapjuk:

f

(
u + v

2

)
=

f(u) + f(v)

2
, u, v ∈ J .
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2. KÖZÉPÉRTÉKEK ÉS GAUSS KOMPOZÍCIÓJUK

Azaz f folytonos megoldása a Jensen egyenletnek J-n. Ezért léteznek

olyan a, b valós konstansok (lásd pl. [Acz66, Theorem 1. 46.p.],[Kuc85,

Theorem 2., 316 p.]), hogy f(t) = at + b , t ∈ J , ı́gy

Φ(x) = aϕ(x) + b , x ∈ I .

Mivel Φ szigorúan monoton a nem lehet nulla. Ezt felhasználva kap-

juk, hogy a súlyok szükségképpen egyenlőek.

A megford́ıtás egyszerű számolás.

Ezzel a bizonýıtás teljes.

2.1.10 Megjegyzés. A fenti tétel kvázi aritmetikai közepekre vonat-

kozó változata megtalálható [HLP34]-ben (66. oldal, 83. Tétel).

2.2 Gauss kompoźıció

Tekintsünk két ugyanazon az I intervallumon adott középértéket, M1-
et és M2-t. Ekkor elkésźıthetjük a következő un. Gauss-féle iterációs
sorozatokat tetszőleges x, y ∈ I elemek esetén:

x1 := x , y1 := y , xn+1 := M1(xn, yn) , yn+1 := M2(xn, yn) .

Ha a fenti sorozatok minden x, y ∈ I esetén konvergensek és határér-
tékeik egyenlőek, akkor a közös határértéket az adott közepek Gauss
kompoźıciójának nevezzük I-n és M1 ⊗M2(x, y)-nal jelöljük.

2.2.1 Megjegyzés. Legyen M1(x, y) = min{x, y} és M2(x, y) =

max{x, y} ha x, y ∈ I. Ekkor az ezzel a két középpel képzett Gauss-

féle iterációs sorozatok konvergensek, de a határértékeik x 6= y esetén

különbözőek.

10



2. KÖZÉPÉRTÉKEK ÉS GAUSS KOMPOZÍCIÓJUK

Rögtön felvetődik két kérdés: Mikor létezik a Gauss kompoźıció?
Ha létezik, hogyan határozhatjuk meg?

A következő két tétel, melyeket megtalálhatunk [DP02a]-ban, vá-
laszt ad ezekre a kérdésekre.

2.2.2 Tétel. Legyenek M1 , M2 I-n adott közepek. Ha legalább az egyik

szigorú, akkor létezik a Gauss kompoźıciójuk M1 ⊗M2, mely maga is

közép I-n.

2.2.3 Megjegyzés. A tétel feltételei mellett M2 ⊗M1 is létezik, de

nem feltétlenül egyenlő M1 ⊗ M2-vel. Például legyen M1(x, y) =
3x+y

4
, M2(x, y) = x+y

2
(x, y ∈ I), ekkor M1 ⊗ M2(x, y) = 2x+y

3
6=

x+2y
3

= M2 ⊗M1(x, y) minden I-beli x , y esetén .

2.2.4 Tétel. Legyenek M1 , M2 I-n adott közepek, melyeknek létezik

az M1 ⊗ M2 Gauss kompoźıciója. Ha egy F : I × I → I folytonos

függvény megoldása az

(IE) F
(
M1(x, y),M2(x, y)

)
= F (x, y) , x, y ∈ I

egyenletnek, és F (x, x) = x minden I-beli x esetén, akkor F (x, y) =

M1 ⊗M2(x, y) minden I-beli x és y esetén.

Megford́ıtva, a Gauss kompoźıció, amennyiben létezik, megoldása

az (IE) függvényegyenletnek. Azaz, ha M1 ⊗M2 létezik I-n, akkor

(IE’) M1 ⊗M2

(
M1(x, y), M2(x, y)

)
= M1 ⊗M2(x, y) , x, y ∈ I .
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2. KÖZÉPÉRTÉKEK ÉS GAUSS KOMPOZÍCIÓJUK

2.2.5 Megjegyzések. 1. A ”Gauss kompoźıció” és a ”Gauss-féle

iterációs sorozat” elnevezéseket a következő indokolja. 1799 má-

jus 30-án (az időpontot Gauss naplójából tudjuk ilyen pontosan,

további történeti adatokért lásd.pl. [BorBor87], [Sch82]) kézzel

elvégzett számı́tásai alapján észrevette, hogy a számtani és a

mértani közeppekkel képzett, x = 1, y =
√

2-ből induló Gauss-

féle iterációs sorozatok határértékei legalább 11 tizedesjegy pon-

tossággal a

π

2

(∫ 1

0

dt√
1− t4

)−1

integrál értékével egyeznek meg. A naplójában tett bejegyzés

szerint az előbbi ténynek nagy jelentőséget tulajdońıtott. Úgy

sejtette, hogy ez a felfedezés a matematikai anaĺızist egy új tu-

dományterülettel fogja gazdaǵıtani. Később Gauss bebizonýıtot-

ta, hogy

Aid|R+
⊗ Alog(x, y) =

π

2

1∫ π
2

0
dt√

x2 cos2 t+y2 sin2 t

, x, y ∈ R+ .

Ez a h́ıres Gauss-féle számtani-mértani közép, melynek igen gaz-

dag irodalma van (további adatokért lásd. pl. [BorBor87],

[Sch82], [DP03a], [DP02a]). Az előbbi un. elliptikus integrálokat

csak numerikus eszközökkel tudjuk kiszámı́tani. Mivel a Gauss

féle iterációs sorozatok elég gyorsan konvergálnak, ı́gy egy új

numerikus eszközt adanak az ilyen t́ıpusú integrálok kiszámı́tá-

sához. Az első integrál a Lemniskáta görbe ı́vhosszával egyezik

12



2. KÖZÉPÉRTÉKEK ÉS GAUSS KOMPOZÍCIÓJUK

meg, ı́gy a számtani-mértani közepet a π közeĺıtésére is használ-

hatjuk. Gauss felfedezése óta a számtani-mértani közép– az

angol nyelvű szakirodalomban arithmetic-geometric mean vagy

röviden AGM– nagy karriert futott be. Számos dolgozat és

könyv született a témával kapcsolatban. Itt csak [BorBor87]-

re h́ıvatkozunk, mely teljes egészében csak ezzel középpel és a

hozzá közvetlenül kapcsolódó témákkal foglalkozik.

2. Az (IE) egyenletet invariancia egyenletnek nevezzük.

3. A 2.2.4 Tétel szerint, ha megsejtjük, hogy mi a Gauss kom-

poźıció , akkor (IE) seǵıtségével ellenőrizhetjük, igazunk van-e.

Például legyen M1(x, y) = x+y
2

, M2(x, y) = 2xy
x+y

, x, y ∈ I ⊂ R+.

Könnyen látható, hogy M2 közép I-n. Mivel a számtani közép

szigorú a 2.2.2 Tétel szerint létezik M1 ⊗M2 I-n. Továbbá

√
x + y

2

2xy

x + y
=
√

xy .

Az invariancia egyenlet szerint ezen közepek Gauss kompoźıciója

a mértani közép.
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3

Matkowski-Sutô t́ıpusú

egyenletek

3.1 Az eredeti Matkowski-Sutô egyenlet

1995-ben vetette fel a következő problémát Janusz Matkowski lengyel
matematikus: Mikor lesz két kvázi-aritmetikai közép összege egyenlő
az aritmetikai közép kétszeresével? Más szavakkal, adjuk meg az
alábbi függvényegyenlet összes megoldását:
(MS)

ϕ−1

(
ϕ(x) + ϕ(y)

2

)
+ ψ−1

(
ψ(x) + ψ(y)

2

)
= x + y , x, y ∈ I ,

ahol ϕ , ψ ∈ CM(I). [Mat99]-ben Matkowski megadta a kétszer foly-
tonosan differenciálható megoldásait az (MS) függvényegyenletnek.
Később kiderült, hogy Sutô, japán matematikus, 1914-ben szintén
foglalkozott ezzel a függvényegyenlettel és [Sut14a]-ban megadta az
analitikus megoldásokat. A probléma 1995-ös újrafelfedezése után
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3. MATKOWSKI-SUTÔ TÍPUSÚ EGYENLETEK

több dolgozat is született a témával kapcsolatban pl. [DM99],
[DMP00], [DP01]. Végül Daróczy és Páles [DP02a]-ban minden reg-
ularitási feltétel nélkül megoldották a problémát. A dolgozat fő ered-
ményének ismertetéséhez szükségünk lesz a következő egyparaméteres
függvénycsaládra, amit később is használni fogunk.

3.1.1 Defińıció. Tetszőleges p valós szám esetén legyen

χp(x) :=





x ha p = 0

x ∈ I .

epx ha p 6= 0

3.1.2 Tétel (Daróczy-Páles). Ha a (ϕ, ψ) ∈ CM(I)2 pár megoldása

az (MS) egyenletnek, akkor létezik olyan p valós szám, hogy

ϕ
I∼ χp , és ψ

I∼ χ−p .

A Matkowski által felvetett kérdés szoros kapcsolatban van a Gauss
kompoźıción keresztül a következő problémával. Mikor lesz két kvázi
aritmetikai közép Gauss kompoźıciója kvázi aritmetikai? Azaz, ad-
juk meg az összes megoldását a következő függvényegyenletnek (itt az
2.2.4 Tételt használjuk):

ω−1


ω

(
ϕ−1

(
ϕ(x)+ϕ(y)

2

))
+ ω

(
ψ−1

(
ψ(x)+ψ(y)

2

))

2


 =

= ω−1

(
ω(x) + ω(y)

2

)
,

ahol x, y ∈ I és ϕ, ψ, ω ∈ CM(I). Bevezetve az ω(x) = u, ω(y) =
v, ω(I) = J, ϕ ◦ ω = Φ, ψ ◦ ω = Ψ jelöléseket, az előbbi egyenlet a
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3. MATKOWSKI-SUTÔ TÍPUSÚ EGYENLETEK

következő alakú lesz:

Ψ−1

(
Ψ(u) + Ψ(v)

2

)
+ Φ−1

(
Φ(u) + Φ(v)

2

)
= u + v , u, v ∈ J .

Ez az egyenlet pedig pontosan olyan alakú, mint az (MS) függvény-
egyenlet.

3.1.3 Megjegyzés. A ”Mikor lesz két azonos osztályba tartozó közép

számtani közepe egyenlő a számtani középpel?” kérdésekhez tartozó

függvényegyenleteket nevezzük Matkowski-Sutô t́ıpusú egyenleteknek.

A ”Mikor lesz két azonos osztálybeli közép Gauss kompoźıciója

is ugyanabban az osztályban?” t́ıpusú kérdésekehez tartozó egyen-

leteket Daróczy-Páles t́ıpusú egyenleteknek nevezzük. Az elnevezést

a következők indokolják: [DP02a]-ban h́ıvták fel a szerzők a figyel-

met az előbb tárgyalt két probléma szoros kapcsolatára. Másrészt,

nem minden középérték osztály esetén vezet a Daróczy-Páles t́ıpusú

egyenlet Matkowski-Sutô t́ıpusú egyenletre.

3.2 Matkowski-Sutô probléma súlyozott

kvázi-aritmetikai közepekre

Az Matkowski-Sutô probléma mintájára vetette fel Daróczy Zoltán a
következő, vele rokon problémát: Adjuk meg az összes megoldását a
következő Matkowski-Sutô t́ıpusú egyenletnek:

(∗) ϕ−1
(
αϕ(x)+(1−α)ϕ(y)

)
+ψ−1

(
(1−α)ψ(x)+αψ(y)

)
= x+y ,

16



3. MATKOWSKI-SUTÔ TÍPUSÚ EGYENLETEK

ha x, y ∈ I , ahol I ⊂ R továbbra is egy pozit́ıv hosszúságú, nýılt
intervallum, ϕ, ψ ∈ CM(I) és α ∈]0, 1[.

A fejezetben található eredmények megtalálhatóak [Bur07]-ben.
Az α = 1

2
esettel nem kell foglalkoznunk, hiszen ez pontosan az

eredeti Matkowski-Sutô probléma, amely már megoldott. A további-
akban ezért mindig feltesszük, hogy

(3.1) α 6= 1

2
.

A további alfejezetekben megadjuk a probléma folytonosan differ-
enciálható megoldásait, pontosabban elegendő csak egy részintervallu-
mon megkövetelni a folytonos differenciálhatóságot az ismeretlen ϕ, ψ
függvényekre.

Használni fogjuk a (ϕ, ψ) ∈ CM(I)2 pár megoldása a (∗) egyenlet-
nek kifejezést.

3.2.1 Folytonosan differenciálható megoldások

Ebben részben először, a differenciálhatóságot kihasználva, át́ırjuk a
(∗) un. összetett függvényegyenletet egy nem összetett alakú függ-
vényegyenletre. Az ı́gy kapott (∗∗) egyenletben szereplő függvényekről
fogjuk belátni, hogy egy részintervallumon folytonosan differenciálha-
tóak. Ezen a részintervallumon megoldjuk az egyenletet, ı́gy megkap-
juk (∗) megoldásait is I-nek egy részintervallumán. Ezeket a megoldá-
sokat a következő alfejezetben található kiterjesztési tétel seǵıtségével
fogjuk kiterjeszteni I-re.

3.2.1 Lemma. Tegyük fel, hogy a (ϕ, ψ) ∈ CM(I)2 pár differenciál-

ható megoldása (∗)-nak úgy, hogy ϕ′(x) 6= 0 és ψ′(x) 6= 0, ha x ∈ I.

Ekkor a

(3.2) ϕ(x) := u , ϕ(y) := v , ϕ′ ◦ϕ−1 := f , ψ′ ◦ϕ−1 := g , ϕ(I) := J

17



3. MATKOWSKI-SUTÔ TÍPUSÚ EGYENLETEK

jelölésekkel teljesül a következő egyenlet:

α2f(u)g(v)− (1− α)2f(v)g(u) =

(∗∗)
= (αg(v)− (1− α)g(u))f(αu + (1− α)v)

minden u, v ∈ J esetén.

Bizonýıtás. Differenciáljuk a (∗) egyenletet x szerint. Ekkor az

αϕ′(x)

ϕ′ (Aϕ(x, y; α))
+

(1− α)ψ′(x)

ψ′ (Aϕ(x, y; 1− α))
= 1 , x, y ∈ I ,

egyenletet kapjuk. Hasonlóképpen, y szerinti deriválással kapjuk,

hogy

(1− α)ϕ′(y)

ϕ′ (Aϕ(x, y; α))
+

αψ′(y)

ψ′ (Aϕ(x, y; 1− α))
= 1 , x, y ∈ I .

Az első egyenletet szorozzuk meg αψ′(y)-nal, a másodikat pedig

(1 − α)ψ′(x)-szel. Az ı́gy kapott két egyenletet vonjuk ki egymásból.

Rendezés után a következőt kapjuk:

α2ϕ′(x)ψ′(y)− (1− α)2ϕ′(y)ψ′(x)

ϕ′ (Aϕ(x, y; α))
= αψ′(y)− (1−α)ψ′(x) x, y ∈ I .

Bevezetve a (3.2) jelöléseket, pontosan az (∗∗) egyenletet kapjuk.

Ezzel a lemmát bebizonýıtottuk.

A továbbiakban a (∗∗) egyenlet megoldásával foglalkozunk. Ebben
az egyenletben lévő ismeretlen függvények olyan deriváltfüggvények,
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3. MATKOWSKI-SUTÔ TÍPUSÚ EGYENLETEK

melyekről feltettük, hogy sehol sem nullák. A deriváltfüggvények ren-
delkeznek a Darboux-tulajdonsággal, ezért feltehetjük, hogy f és g
értékkészlete R+-ban van. Itt még kihasználtuk azt is, hogy ϕ-t és ψ-t
választhatjuk szigorúan monoton növekedőnek a 2.1.9 álĺıtás miatt. A
továbbiakban J is mindig a valós számok egy pozit́ıv hosszúságú, nýılt
intervallumát jelöli.

3.2.2 Lemma. Legyenek f, g : J → R+ folytonos függvények melyek

kieléǵıtik a (∗∗) egyenletet J-n. Ha f J-n folytonosan differenciálható,

akkor g is folytonosan differenciálható J-n.

Bizonýıtás. Legyen v0 rögźıtett, mı́g u tetszőleges eleme a J interval-

lumnak. (∗∗)-ból a következő egyenletet kapjuk:

[
(1− α)f

(
(αu + (1− α)v0

)− (1− α)2f(v0)
]
g(u) =(3.3)

=
[
αf

(
αu + (1− α)v0

)− α2f(u)
]
g(v0) .

Ha (1 − α)f(αu + (1 − α)v0) − (1 − α)2f(v0) = 0 J-nek valamely

részintervallumán (v0 rögźıtett), akkor ezen az intervallumon f kons-

tans, ı́gy (∗∗) miatt g is konstans ugyanezen az intervallumon. Ebben

az esetben kész a bizonýıtás.

Tegyük fel, hogy (1 − α)f
(
αu0 + (1 − α)v0

)
− (1 − α)2f(v0) 6= 0

valamely rögźıtett v0, u0 esetén. Ekkor a folytonosság miatt létezik

olyan J
′ ⊂ J nemüres, nýılt intervallum, hogy ez minden u ∈ J

′

esetén igaz. Ekkor (3.3) miatt

g(u) =

(
αf

(
(αu + (1− α)v0

)− (1− α)2f(u)
)
g(v0)

(1− α)f
(
(αu + (1− α)v0

)− (1− α)2f(v0)
, u ∈ J

′
.
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f folytonos differenciálhatósága miatt létezik g′(u) (u ∈ J
′
) és a de-

rivált folytonos u-ban. Mivel u tetszőleges eleme volt J-nek, a lemma

bizonýıtása teljes.

3.2.3 Tétel. Legyenek f, g : J → R+ folytonos függvények melyek

kieléǵıtik a (∗∗) egyenletet J-n. Ekkor létezik olyan K ⊂ J pozit́ıv

hosszúságú, nýılt intervallum, melyen f és g folytonosan differenciál-

ható.

Bizonýıtás. Az előző lemma miatt elegendő megmutatni, hogy f foly-

tonosan differenciálható egy K ⊂ J pozit́ıv hosszúságú, nýılt interval-

lumon.

Cseréljük fel a változókat a (∗∗)-ban, ekkor az ı́gy kapott egyenlet-

tel együtt a következő lineáris egyenletrendszer adódik a (g(u), g(v))

párra, mint ismeretlenekre:

[
α2f(u)− αf

(
αu + (1− α)v

)]
g(v)+

+
[
(1− α)f

(
αu + (1− α)v

)− (1− α)2f(v)
]
g(u) = 0

[
(1− α)f

(
αv + (1− α)u

)− (1− α)2f(u)
]
g(v)+

+
[
α2f(v)− αf

(
αv + (1− α)u

)]
g(u) = 0 .

(3.4)

Ez egy homogén lineáris egyenletrendszer minden rögźıtett J2-beli

(u, v) párra. A tétel feltételei miatt g(J) ⊂ R+, ı́gy a (3.4) egyen-

letrendszer mátrixának a determinánsa nulla minden J2-beli rögźıtett
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(u, v) pár esetén. Azaz,

(
α2f(u)− αf

(
αu + (1− α)v

))(
α2f(v)− αf

(
αv + (1− α)u

))
=

=
(
(1− α)f

(
αu + (1− α)v

)− (1− α)2f(v)
)
·

·
(
(1− α)f

(
αv + (1− α)u

)− (1− α)2f(u)
)

, u, v ∈ J.

Rendezzük a fenti egyenletet:

[(
α4 − (1− α)4

)
f(u)− α3f

(
αu + (1− α)v

)
+

+(1− α)3f
(
αv + (1− α)u

)]
f(v) =

= α3f
(
αv + (1− α)u

)
f(u)− (1− α)3f

(
αu + (1− α)v

)
+

+
(
(1− α)3 − α3

)
f
(
αv + (1− α)u

)
f
(
αu + (1− α)v

)
, u, v ∈ J.

(3.5)

A bizonýıtás folytatásához szükségünk lesz a következő kétváltozós

függvény és egy halmaz vizsgálatára. Legyen

F (u, v) :=
(
α4 − (1− α)4

)
f(u)− α3f

(
αu + (1− α)v

)
+

+(1− α)3f
(
αv + (1− α)u

)
, u, v ∈ J ,

és

N := { (u, v) ∈ K2 | F (u, v) = 0 , u, v ∈ J } ⊂ J2.

Mivel f folytonos J-n, F folytonos J2-n, ezért N zárt J2-ben. Továbbá

F (u, u) = α(1− α)(1− 2α)f(u) 6= 0 , u ∈ J.
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Így tetszőleges u ∈ J esetén (u, u) ∈ J2, F folytonossága miatt, nem

lehet torlódási pontja N -nek. Tehát minden J-beli u-hoz létezik εu

pozit́ıv valós szám, hogy

F (s, t) 6= 0 (s, t) ∈ G
(
(u, u), εu

)
,

ahol G
(
(u, u), εu

)
az (u, u) körüli εu sugarú nýılt gömböt jelöli. Az

előzőek miatt létezik olyan J
′ ⊂ J nemüres, nýılt intervallum, hogy

F (u, v) 6= 0 u, v ∈ J
′
.

Ez előbbi és (3.5) együtt adja, hogy

f(v) =

[
α3f

(
αv + (1− α)u

)
f(u)− (1− α)3f

(
αu + (1− α)v

)
+

+
(
(1− α)3 − α3

)
f
(
αv + (1− α)u

)
f
(
αu + (1− α)v

)]·

·
[(

α4 − (1− α)4
)
f(u)− α3f

(
αu + (1− α)v

)
+

+(1− α)3f
(
αv + (1− α)u

)]−1

, u, v ∈ J
′
.

(3.6)

Erre az egyenletre alkalmazhatjuk Járai tételét [Jár05, Theorem 11.6]
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a következő szereposztással:

Z ⊂ R egy nýılt halmaz , T = Y = J
′
, Rk = Rs = R

D = J
′2

, v = t, u = y

g1(t, y) = y, g2(t, y) = αt + (1− α)y, g3(t, y) = αy + (1− α)t

h(z1, z2, z3) =
α3z1z2 − (1− α)3z3 + ((1− α)3 − α)3z2z3

((1− α)4 − α4)z1 − α3z3 + (1− α)3z2

.

Ekkor h és gi , (i = 1, 2, 3) teljeśıtik a szóban forgó Járai tétel feltétele-

it, mivel h kétszer folytonosan differenciálható, gi-k y szerinti parciális

deriváltjai pedig nem nullák, f pedig folytonos.

Már csak a Járai tétel feltételeiben szereplő C ⊂ J
′
kompakt hal-

mazt kell meghatároznunk. Feltehetjük, hogy J
′

korlátos. Legyen

J
′
:=]a, b[ , (a, b ∈ R). Ekkor a

C := [ (1− α + α2)a + α(1− α)b , α(1− α)a + (1− α + α2)b ] .

defińıcióval adott zárt intervallum megfelelő lesz. Így az emĺıtett Járai

tétel miatt f lokálisan Lipschitz függvény J
′
-n.

Az előbbiek miatt egy másik Járai tételt [Jár05, Theorem 14.2]

alkalmazhatunk a fenti szereposztással, csak még fi = f . Mivel f

lokálisan Lipschitz J
′
-n, majdnem mindenütt differenciálható J

′
-n.

Ezért [Jár05, Theorem 14.2] miatt létezik olyan K ⊂ J
′
pozit́ıv hosszú-
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ságú, nýılt intervallum, melyen f folytonosan differenciálható. Ezzel

a tételünket bebizonýıtottuk.

3.2.4 Következmény. Legyen K ⊂ R pozit́ıv hosszúságú, nýılt inter-

vallum, f, g : K → R+ folytonos függvények, melyek kieléǵıtik a (∗∗)
egyenletet K-n. Ekkor létezik olyan c > 0 valós konstans, hogy

f(u)g(u) = c , u ∈ K .

Bizonýıtás. Az előző tétel és 3.2.2 Lemma szerint deriválhatjuk a (∗∗)
egyenletet u szerint. Az ı́gy kapott egyenletben hajtsuk végre az u = v

helyetteśıtést, majd rendezzük a kapott differenciálegyenletet:

f ′(u)g(u) + f(u)g′(u) = 0 , u ∈ K.

A fenti egyenletből

(
f(u)g(u)

)′
= 0 u ∈ K.

Ez ekvivalens az álĺıtásunkkal, ha figyelembe vesszük, hogy f és g

értékkészlete R+-ban van a feltételek szerint.

A következő tétel a (∗∗) függvényegyenlet folytonosan differenciál-
ható megoldásait adja meg egy részintervallumon.

3.2.5 Tétel. Legyen K ⊂ R pozit́ıv hosszúságú, nýılt intervallum,

f, g : K → R+ folytonosan differenciálható függvények, melyek kieléǵı-

tik a (∗∗) egyenletet K-n. Ekkor léteznek olyan A,B, c , (c > 0) kon-

stansok és K
′ ⊂ K pozit́ıv hosszúságú, nýılt intervallum, hogy

(3.7)

f(u) = Au + B > 0 , g(u) =
c

Au + B
> 0 , u ∈ K

′
.
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Bizonýıtás. Az 3.2.4 Következmény szerint g(u) = c
f(u)

(u ∈ K , c >

0). Végrehajtva ezt a helyetteśıtést a (3.7) egyenletben rendezés után

a következő függvényegyenletet kapjuk f -re:

(
αf(u)− (1− α)f(v)

)
·(3.8)

·
(
αf(u) + (1− α)f(v)− f(αu + (1− α)v)

)
= 0 ,

minden u, v ∈ K esetén. Legyen

F (u, v) := αf(u)− (1− α)f(v), u, v ∈ K ,

ekkor F (u, u) = (2α − 1)f(u) 6= 0. Hasonlóan bizonýıtható, mint

az előző tétel bizonýıtásában, hogy létezik olyan K
′ ⊂ K pozit́ıv

hosszúságú, nýılt intervallum, hogy

F (u, v) 6= 0 , u, v ∈ K
′
.

Így

αf(u) + (1− α)f(v)− f(αu + (1− α)v) = 0, u, v ∈ K
′
.

Ezt és [DP87, Lemma 1.]-t felhasználva a (3.8) egyenletből kapjuk,

hogy f Jensen konvex és Jensen konkáv K
′
-n. Másrészt f folytonos

is K
′
-n azaz f konvex és konkáv egyszerre K

′
-n (lásd. [Acz66, Part

I., Chapter 2.1.4. Theorem 1., 46.p.] vagy [Kuc85, Part III., Chapter

2. Theorem 2., 316.p.]). Figyelembe véve, hogy f és g értékkészlete a

feltételek szerint R+-ban van, a bizonýıtás teljes.
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Most már meg tudjuk oldani a (∗) egyenletet egy részintervallu-
mon, ha folytonos differenciálhatóságot is feltételezünk az ismeretlen
függvényekről.

3.2.6 Tétel. Legyenek ϕ , ψ ∈ CM(I). Tegyük fel, hogy a (ϕ , ψ)

pár folytonosan differenciálható megoldása a (∗) függvényegyenletnek.

Ekkor létezik olyan I
′ ⊂ I nemüres, nýılt intervallum és p valós kon-

stans, hogy

ϕ
I
′
∼ χp és ψ

I
′
∼ χ−p .

Bizonýıtás. A 3.2.1 Lemma miatt, az ottani jelölésekkel fennáll a (∗∗)
egyenlet a ϕ(I) =: J intervallumon. A 3.2.3 Tétel miatt létezik olyan

nemüres K részintervalluma J-nek, melyen f és g folytonosan differ-

enciálhatóak. Így teljesülnek a 3.2.5 Tétel feltételei, tehát léteznek

A,B, c konstansok (c > 0 és K-nak olyan pozit́ıv hosszúságú K ′

részintervalluma, hogy

f(u) = Au + B > 0 , g(u) =
c

Au + B
> 0 , u ∈ K

′
.

Ha A = 0, akkor ϕ′ ◦ ϕ−1(u) = B minden K ′-beli u esetén. Azaz,

ϕ ∼ χ0 ϕ−1(K ′)-ben, ahol ϕ−1(K ′) ⊂ I pozit́ıv hosszúságú interval-

lum. Egyszerű számolással kapjuk, hogy ekkor ψ ∼ χ0 ϕ−1(K ′)-ben

is teljesül.

Ha A 6= 0, akkor ϕ′ ◦ ϕ−1(u) = Au + B minden K ′-beli u esetén.

Azaz ϕ′(x) = Aϕ(x)+B minden x ∈ ϕ−1(K ′), tehát ϕ ∼ χA ϕ−1(K ′)-

ben. Hasonló számolással kapjuk, hogy ψ ∼ χ−A ϕ−1(K ′)-ben. Ezzel

a tétel bizonýıtása kész.
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3.2.2 Kiterjesztési tétel

3.2.7 Lemma. Tegyük fel, hogy a (ϕ , ψ) ∈ CM(I)2 pár megoldása

a (∗) egyenletnek, továbbá ϕ
I∼ Φ és ψ

I∼ Ψ, ekkor a (Φ , Ψ) pár is

megoldása a (∗) egyenletnek.

Bizonýıtás. Egyszerű számolás.

Az előbbi lemma miatt feltehetjük, hogy ϕ, ψ szigorúan monoton
növekvő függvények. Továbbá, ebben a részben mindig feltesszük,
hogy

(3.9) α < 1− α .

Az α = 1
2

esettel nem kell foglalkoznunk, hiszen ez minden regularitási
feltétel nélkül megoldott (lásd. [DP02a]). Ha 1

2
< α < 1 lenne, akkor

legyen β := 1−α és cseréljük fel ϕ-t ψ-vel. Ekkor (∗)-ból a következő
egyenletet kapjuk:

Aϕ(x, y; β) + Aψ(x, y; 1− β) = x + y , x, y ∈ I ,

ahol 0 < β < 1
2
.

3.2.8 Lemma. Legyen ϕ : [A,B] → R (A < B) szigorúan monoton,

folytonos függvény és

(3.10) γ :=
B − A

ϕ(B)− ϕ(A)
≥ 1 .

Tegyük fel, hogy a

(3.11) f(t) := t− αϕ(t) , t ∈ [A,B]
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függvény megoldása a

(3.12) (1−α)f(x)+αf(x) = f(x+y−Aϕ(x, y; α)) , x, y ∈ [A,B] ,

függvényegyenletnek. Ekkor

(3.13) ϕ(x) = 1
γ
x− σ

γ
, x ∈ [A,B] ,

ahol

(3.14) σ =
Aϕ(B)−Bϕ(A)

ϕ(B)− ϕ(A)
.

Bizonýıtás. Részletesen léırva a (3.12) egyenletet a következőt kapjuk

(1− α)x− (1− α)αϕ(x) + αy − α2ϕ(y) =

= x + y − Aϕ(x, y; α)− αϕ(x + y − Aϕ(x, y; α)) , x, y ∈ [A,B].

Rendezzük az előbbi egyenletet!

αx + (1− α)y + α(1− α)ϕ(x) + α2ϕ(y) =

= Aϕ(x, y; α) + αϕ
(
x + y − Aϕ(x, y; α)

)

minden x, y ∈ [A,B] esetén. Hajtsuk végre ebben az egyenletben a

u := ϕ(x), v := ϕ(y), ϕ−1 := g helyetteśıtéseket. Ekkor rendezés

után a következő függvényegyenletet kapjuk g-re:

g
(
g(u) + 1−α

α
g(v) + (1− α)u + αv − 1

α
g(αu + (1− α)v)

)
=

= g(u) + g(v)− g
(
αu + (1− α)v

)
, u, v ∈ [ϕ(A), ϕ(B)] .

(3.15)
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Legyen

b(u) :=
B − A

ϕ(B)− ϕ(A)
u +

Aϕ(B)−Bϕ(A)

ϕ(B)− ϕ(A)
− g(u)

minden u, v ∈ [ϕ(A), ϕ(B)] esetén. Könnyen látható, hogy b(ϕ(B)) =

b(ϕ(A)) = 0 és

(3.16) g(u) = γu + σ − b(u) , u ∈ [ϕ(A), ϕ(B)] ,

ahol γ := B−A
ϕ(B)−ϕ(A)

≥ 1 , σ = Aϕ(B)−Bϕ(A)
ϕ(B)−ϕ(A)

. A (3.16) függvényegyen-

letből (3.16) felhasználásával kapjuk, hogy

g

(
(1− α)u + αv − b(u)− 1− α

α
b(v) +

1

α
b(αu + (1− α)v)

)
=

= γ

(
(1− α)u + αv − b(u)− 1− α

α
b(v) +

1

α
b(αu + (1− α)v)

)
+ σ−

−b

(
(1− α)u + αv − b(u)− 1− α

α
b(v) +

1

α
b(αu + (1− α)v)

)
=

= γu + σ − b(u) + γv + σ − b(v)−
−γ(αu + (1− α)v)− σ + b(αu + (1− αv)) , u, v ∈ [ϕ(A), ϕ(B)] .

Rendezzük ezt az egyenletet! Ekkor egy új függvényegyenletet kapunk

b-re.

(1− γ)b(u) +

(
1− γ

1− α

α

)
b(v) +

(γ

α
− 1

)
b(αu + (1− α)v) =

= b

(
(1− α)u + αv − b(u)− 1− α

α
b(v) +

1

α
b(αu + (1− α)v)

)

(3.17)
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minden u, v ∈ [ϕ(A), ϕ(B)] esetén. Be fogjuk bizonýıtani, hogy b

azonosan nulla a [ϕ(A), ϕ(B)] intervallumon. Indirekt tegyük fel az

ellenkezőjét. Ekkor két eset lehetséges:

1. eset:

Az [ϕ(A), ϕ(B)] intervallum belsejében b valahol pozit́ıv értéket

vesz fel. b folytonos, ezért felveszi a maximumát [ϕ(A), ϕ(B)]-ben.

Legyen

0 < M := max
u∈[ϕ(A), ϕ(B)]

b(u) ,

és

u0 := sup{ u ∈ [ϕ(A), ϕ(B)] | b(u) = M } .

Feltehető, hogy u0 belső pontaja a [ϕ(A), ϕ(B)] intervallumnak, hi-

szen a végpontokban b eltűnik. Így létezik olyan ε > 0, hogy

u0 + (1− α)ε, u0 − αε ∈ [ϕ(A), ϕ(B)]

és

(3.18) 0 < b(u0 + (1− α)ε) < M , 0 < b(u0 − αε) ≤ M .

Hajtsuk végre az u = u0 + (1 − α)ε , v = u0 − αε helyetteśıtéseket a

(3.17) függvényegyenletben! Kapjuk, hogy

(1− γ)b(u0 + (1− α)ε) +

(
1− γ

1− α

α

)
b(u0 − αε) +

+
(γ

α
− 1

)
b(u0) =(3.19)

= b

(
u0 − b(u0 + (1− α)ε)− 1− α

α
b(u0 − αε) +

1

α
b(u0)

)
.
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Vezessük be a

(3.20) v(ε) :=
1

α
b(u0)− b(u0 + (1− α)ε)− 1− α

α
b(u0 − αε)

jelölést. Ekkor (3.18), (3.20) és u0 defińıciója miatt

(3.21) M > αv(ε) = b(u0)−αb(u0+(1−α)ε)−(1−α) b(u0−αε) > 0 .

Másrészt, (3.19) és (3.20) együtt adja, hogy

(3.22) b(u0 + v(ε)) = (γ − 1)v(ε) +
1− α

α
b(u0) +

2α− 1

α
b(u0 − αε) .

Most (3.10), (3.18), (3.21) és (3.22) felhasználásával a következőt

kapjuk:

(1− α)M = αb(u0 + v(ε)) + α(1− γ)v(ε) + (1− 2α)b(u0 − αε) <

α < M + α(1− γ)v(ε) + (1− 2α)M = (1− α)M + α(1− γ)v(ε) .

Rendezzük az előbbi egyenlőtlenséget, kapjuk, hogy

0 < (1− γ)αv(ε) .

Ez pedig ellentmondás (3.10) és (3.21) miatt.
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2. eset:

Az [ϕ(A), ϕ(B)] intervallum belsejében b valahol negat́ıv értéket

vesz fel. b folytonos, ezért felveszi a minimumát [ϕ(A), ϕ(B)]-ben.

Legyen

0 > m := min
u∈[ϕ(A), ϕ(B)]

b(u) ,

és

u0 := inf{ u ∈ [ϕ(A), ϕ(B)] | b(u) = m } .

Csakúgy, mint az első esetben, u0 belső pontja a [ϕ(A), ϕ(B)] inter-

vallumnak. Így létezik olyan ε > 0, amelyre a következők teljesülnek:

u0 + (1− α)ε, u0 − αε ∈ [ϕ(A), ϕ(B)]

(3.23) 0 > b(u0 + (1− α)ε) ≥ m, 0 > b(u0 − αε) > m .

Az előző esethez hasonlóan, (3.23)-t és v(ε) (3.23)-beli defińıcióját

felhasználva, kapjuk a következő egyenlőtlenséget:

(1− α)m = αb(u0 + v(ε)) + α(1− γ)v(ε) + (1− 2α)b(u0 − αε) >

> αm + (1− 2α)m + α(1− γ)v(ε) .

(3.24)

ebből kapjuk, hogy

(3.25) m < αv(ε) < 0 .

Rendezve (3.24)-t

0 > (1− γ)αv(ε) .
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Ez pedig (3.10) és (3.25) miatt ellentmondás.

A fentieket figyelembe véve b azonosan nulla, azaz

ϕ−1 = g(u) = γu + σ u ∈ [ϕ(A), ϕ(B)] ,

ebből pedig

ϕ(x) =
1

γ
x− σ

γ
x ∈ [A,B].

Ezzel a lemma bizonýıtása kész.

3.2.9 Tétel. Tegyük fel, hogy a (ϕ, ψ) ∈ CM(I)2 pár megoldása a (∗)
egyenletnek. Ha létezik olyan I

′ ⊂ I pozit́ıv hosszúságú, nýılt interval-

lum és p ∈ R konstans, hogy

(3.26) ϕ
I
′
∼ χp és ψ

I
′
∼ χ−p ,

akkor

(3.27) ϕ
I∼ χp és ψ

I∼ χ−p .

Bizonýıtás. Feltehető, a 3.2.7 Lemma miatt, hogy

(3.28) ϕ = χp és ψ = χ−p

a szóban forgó I
′
intervallumon. Feltehető továbbá, hogy I

′
maximális

hosszúsággal rendelkezik a következő értelemben. Nincs olyan I
′
-t

valódi módon tartalmazó intervallum, melyen szintén teljesülnek a

(3.28) egyenletek. Bebizonýıtjuk, hogy ekkor I
′
szükségképpen mege-

gyezik I-vel.
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Legyen I
′

=]a, b[. Indirekt tegyük fel, hogy I
′ 6= I. Ekkor I

′

legalább egyik végpontja I-ben van. Az általánosság megszoŕıtása

nélkül feltehető, hogy a ∈ I és b < ∞. Ha ez utóbbi nem lenne igaz,

akkor válasszunk I
′

jobboldali végpontjául egy ilyen a < b-t. ϕ és

ψ folytonosságát, valamint szigorú monotonitását kihasználva létezik

olyan 0 < δ < b− a valós szám, hogy

(3.29)

αϕ(x) + (1− α)ϕ(y) ∈ ϕ(I
′
) és (1− α)ψ(x) + αψ(y) ∈ ψ(I

′
)

teljesül minden x ∈]a− δ, a[, y ∈]b− δ, b[ esetén.

Most két esetet kell megvizsgálnunk.

1. eset: p 6= 0.

(3.26)-ből

(3.30) ϕ−1(t) = 1
p
log t, ha t ∈ ϕ(I

′
) ⊂ R+

és

(3.31) ψ−1(t) = −1
p
log t, ha t ∈ ψ(I

′
) ⊂ R+ .

(3.26), (3.29), (3.30) és (3.31) felhasználásával a (∗) függvényegyenlet

a következő alakot ölti:

1
p
log

(
αϕ(x) + (1− α)epy

)− 1
p
log

(
(1− α)ψ(x) + αe−py

)
= x + y ,

ahol x ∈]a− δ[, y ∈]b− δ, b[. Rendezzük ezt az egyenletet! Ekkor

αϕ(x)− (1− α)epx = (1− α)epy (ψ(x)epx − 1)
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minden x ∈]a − δ[, y ∈]b − δ, b[ esetén. A fenti egyenlet baloldala

független x-től. Ez csak akkor állhat fenn, ha

ψ(x)epx − 1 = 0 , if x ∈ ]a− δ, a[ ,

azaz

ψ(x) = e−px , x ∈]a− δ, b[ .

Továbbá

ϕ(x) = epx , x ∈]a− δ, b[ .

Ezzel ellentmondást kaptunk, hiszen az ]a − δ, b[ intervallum bővebb,

mint I
′
.

2. eset: p = 0.

Ekkor

(3.32) ϕ(x) = ψ(x) = x x ∈]a, b[ .

Legyen x ∈]a − δ, a[, y ∈]b − δ, b[. Ekkor a (∗) függvényegyenletből

(3.29) és (3.32) felhasználásával kapjuk, hogy

(3.33) αϕ(x) + (1− α)ψ(x) = x

minden ]a− δ, a[-beli x esetén. Továbbá

αϕ(a− δ) + (1− α)ψ(a− δ) = a− δ ,

ezért feltehető, hogy

(3.34) ϕ(a− δ) ≥ a− δ .
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A (3.33) által adott új információt felhasználva megoldjuk a (∗) egyen-

letet az a− δ, a intervallumon. (∗)-ból, (3.33) felhasználásával kapjuk,

hogy

(1− α)
x− αϕ(x)

1− α
+ α

y − αϕ(y)

1− α
= ψ (x + y − Aϕ(x, y; α))

minden x, y ∈]a−δ, a[-re. Alkalmazzuk újra (3.33)-at az előbbi egyen-

letre! Ekkor

αx + (1− α)y + (1− α)αϕ(x) + α2ϕ(y) =(3.35)

Aϕ(x, y; α) + αϕ(x + y − Aϕ(x, y; α))

minden ]a− δ, a[-beli x és y esetén. Legyen

(3.36) f(t) := t− αϕ(t) , t ∈]a− δ, a[ .

Ekkor a (3.35) egyenletet (3.36) felhasználásával a következő alakra

hozhatjuk:

(1− α)f(x) + αf(y) = f(x + y − Aϕ(x, y; α)) , x, y ∈]a− δ, a[ .

(3.34) miatt

(3.37) γ :=
a− (a− δ)

ϕ(a)− ϕ(a− δ)
≥ δ

a− (a− δ)
= 1 ,

ı́gy alkalmazhatjuk a 3.2.8 Lemmát. Tehát

(3.38) ϕ(x) =
1

γ
x− σ

γ
x ∈ [a− δ, a]
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és

(3.39) ψ(x) =
x− αϕ(x)

1− α
=

(1− α
γ
)x + ασ

γ

1− α
x ∈ [a− δ, a] .

Már csak azt kell belátnunk, hogy σ = 0 és γ = 1. A folytonosság

miatt ϕ(a) = a. Ezt és (3.38)-at felhasználva (x = a helyetteśıtéssel)

kapjuk hogy

(3.40) σ = (1− γ)a .

Helyetteśıtsük ezt vissza (3.38)-ba és (3.39)-be, valamint számı́tsuk ki

az inverzfüggvényeket is!

ϕ(x) =
1

γ
x− 1− γ

γ
a , x ∈ [a− δ, a] ,

ψ(x) =
γ − α

γ(1− α)
x +

(1− γ)α

γ(1− α)
a , x ∈ [a− δ, a] ,

(3.41)

ϕ−1(x) = γx + (1− γ)a , x ∈ ϕ([a− δ, a]) ,

ψ−1(x) =
γ(1− α)

γ − α
x− (1− γ)α

γ − α
a , x ∈ ψ([a− δ, a]) .

Legyen most y ∈ [a, b] és x ∈ [a − δ, a], ekkor (3.41), felhasználásával

a (∗) függvényegyenlet a következő alakot ölti:

(
γ − αγ +

γ(1− α)

γ − α
α− 1

)
y +

(
1− γ − α + αγ − 1− γ

γ − α
α2

)
a = 0 ,
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ahol y ∈ [a, b]. Így y együtthatója szükségképpen eltűnik, azaz

γ − αγ +
γ(1− α)

γ − α
α− 1 = 0 .

Az előbbi egyenletet és (3.37)-et felhasználva

γ = 1 .

Így a tételünk bizonýıtása teljes.

3.2.3 Fő eredmény

3.2.10 Tétel. Legyen I ⊂ R pozit́ıv hosszúságú, nýılt intervallum,

ϕ, ψ ∈ CM(I). Tegyük fel, hogy a (ϕ, ψ) pár megoldása a (∗) egyen-

letnek. Ha létezik olyan I
′ ⊂ I pozit́ıv hosszúságú, nýılt intervallum,

melyen ϕ és ψ folytonosan differenciálhatóak, akkor létezik egy p ∈ R
konstans, hogy

(3.42) ϕ
I∼ χp és ψ

I∼ χ−p .

Bizonýıtás. A 3.2.6 Tételből és a kiterjesztési tételből azonnal adódik

az álĺıtásunk.

3.2.11 Megjegyzés. A fejezetben található eredményeknél általáno-

sabbat kapott Justyna Jarczyk, aki velem egyidőben, de tőlem függet-

lenül dolgozott egy hasonló problémán. [Jar07]-ben egy (∗)-ot speciális

esetként tartalmazó egyenletet oldott meg folytonosságot feltételezve

az ismeretlen függvényekről.
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3.3 Matkowski-Sutô probléma identikus

súlyfüggvénnyel súlyozott

kvázi-aritmetikai közepekre

Mindenek előtt szükségünk lesz az identikus súlyfüggvénnyel súlyozott
kvázi-aritmetikai közép defińıciójára.

3.3.1 Defińıció. Az

Mϕ(x, y) := ϕ−1

(
xϕ(x) + yϕ(y)

x + y

)
, x, y ∈ I

alakú kétváltozós függvényt identikus súlyfüggvénnyel súlyozott kvázi-

aritmetikai középnek nevezzük, ahol I ⊂ R+ nemüres, nýılt interval-

lum, ϕ ∈ CM(I). Ekkor ϕ-t az identikus súlyfüggvénnyel súlyozott

kvázi-aritmetikai közép generátorfüggvényének nevezzük.

Könnyen bebizonýıtható, hogy a fenti defińıcióban szereplő
Mϕ : I × I → I kétváltozós függvény szigorú, szimmetrikus közép
I-n.

2002-ben a 40. ISFE-én Gronow-ban Matkowski a következő prob-
lémát vetette fel: adjuk meg az összes olyan (ϕ, ψ) ∈ CM(I)2 párokat,
melyek megoldásai a

(3.43) Mϕ(x, y) + Mψ(x, y) = x + y , x, y ∈ I

függvényegyenletnek. Domsta és Matkowski [DM06]-ban az alábbi
tételt bizonýıtották.

3.3.2 Tétel (Domsta-Matkowski). Legyen I ⊂ R+ nemüres, nýılt in-

tervallum. Ha a (ϕ, ψ) ∈ CM(I)2 pár megoldása a (3.43) egyenletnek,
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és vagy ϕ vagy ψ négyszer folytonosan differenciálható I-n, akkor

ϕ(x)
I∼ 1

x
és ψ(x)

I∼ 1

x
.

Ebben a részben általánośıtjuk valamelyest az előbbi eredményt.
Nevezetesen egy kiterjesztési tételt fogunk igazolni (lásd. [Bur06]),
mely felhasználásával elegendő lesz megkövetelni a négyszeres folyto-
nos differenciálhatóságot egy részintervallumon.

Először bebizonýıtjuk, hogy ekvivalens generátorok ugyanazt az
identikus súlyfüggvénnyel súlyozott kvázi-aritmetikai közepet generál-
ják. Ennek egyszerű, de a kiterjesztési tétel bizonýıtásában fontos sze-
repet játszó következménye lesz, hogy ha egy CM(I)-beli függvénypár
megoldása a (3.43) egyenletnek, akkor egy vele ekvivalens pár is meg-
oldás lesz.

3.3.3 Lemma. Ekvivalens CM(I)-beli függvényekkel generált iden-

tikus súlyfüggvénnyel súlyozott kvázi-aritmetikai közepek egyenlőek.

Bizonýıtás. Legyenek a szóban forgó generátorfüggvények ϕ és Φ. A

lemma feltételei miatt léteznek olyan a, b , (a 6= 0) valós számok, hogy

ϕ(x) = aΦ(x) + b minden I-beli x esetén. Ekkor

ϕ−1

(
xϕ(x) + yϕ(y)

x + y

)
= Φ−1

(
a(xΦ(x)+yΦ(y))+b(x+y)

x+y
− b

a

)
=

= Φ−1

(
xΦ(x) + yΦ(y)

x + y

)
.

Ezzel a bizonýıtás kész.

3.3.4 Következmény. Ha a (ϕ, ψ) ∈ CM(I)2 pár megoldása (3.43)-

nek és ϕ
I∼ Φ , ψ

I∼ Ψ, akkor a (Φ, Ψ) ∈ CM(I)2 pár is megoldása

(3.43)-nek.
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Bizonýıtás. Azonnal következik az előbbi lemmából.

3.3.5 Tétel. Legyen a (ϕ, ψ) ∈ CM(I)2 pár megoldása a

(3.44) ϕ−1

(
xϕ(x) + yϕ(y)

x + y

)
+ ψ−1

(
xψ(x) + yψ(y)

x + y

)
= x + y

x, y ∈ I egyenletnek. Tegyük fel, hogy létezik olyan J ⊂ I nemüres

nýılt intervallum, hogy

ϕ(x)
J∼ 1

x
és ψ(x)

J∼ 1

x
,(3.45)

ekkor

ϕ(x)
I∼ 1

x
és ψ(x)

I∼ 1

x
.(3.46)

Bizonýıtás. A 3.3.4 következmény miatt feltehető, hogy

(3.47) ϕ(x) =
1

x
és ψ(x) =

1

x
, x ∈ J .

Az előbbiek miatt mindkét függvény szigorúan csökkennő I-n.

Legyen K ⊂ I J-t tartalmazó maximális hosszúságú intervallum a

következő értelemben: ϕ(x) = ψ(x) = 1
x

minden K-beli x-re, és nincs

olyan K ′ részintervalluma I-nek, mely valódi módon tartalmazza K-t

és ϕ(x) = ψ(x) = 1
x

minden K ′-beli x-re. Bebizonýıtjuk, hogy ebben

az esetben K = I.

Tegyük fel indirekt, hogy K 6= I. Mivel a szóban forgó függvények

folytonosak, K zárt I-ben, azaz vagy sup K vagy inf K belső pontja

I-nek az indirekt feltételezésünk miatt. Az általánosság megszoŕıtása
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nélkül feltehető, hogy K baloldali végpontja eleme I-nek, legyen ez c.

Ekkor −∞ < c. Legyen

I :=]a, b[ , K := [c, d} , a < c < d ≤ b ,

ahol } := [ vagy ]. A bizonýıtás lényegét nem változtatja, ha feltesszük

még, hogy b < ∞, ellenkező esetben válasszunk ilyen b-t I-ből, és

folytassuk ezzel a bizonýıtást!

Első lépésben a következő tulajdonságokkal rendelkező δ1 , δ2

(δ2 ≤ d− c) pozit́ıv valós számok létezését fogjuk bizonýıtani:

(i) Minden x ∈ ]c−δ1, c] és y ∈ [d−δ2, d] esetén fennáll a következő

xϕ(x) + yϕ(y)

x + y
=

xϕ(x) + 1

x + y
∈ [1/d, 1/c] ,

és
xψ(x) + yψ(y)

x + y
=

xψ(x) + 1

x + y
∈ [1/d, 1/c].

(ii)
(c− δ1)ϕ(c− δ1) + 1

c− δ1 + d− δ2

=
1

c
.

Vezessük be a következő függvényt:

δ2(λ) = d− (
λc + (1− λ)d

)
= λ(d− c) , λ ∈ [0, 1] .

Ekkor ϕ folytonossága miatt

ϕ(d) =
1

d
<

ϕ(c)c + ϕ(d− δ2(
1
2
))(d− δ2(

1
2
))

c + d− δ2(
1
2
)

<
1

c
= ϕ(c) .
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Ezt és ϕ folytonosságát kihasználva létezik olyan δ1 pozit́ıv valós szám,

hogy

1

d
<

ϕ(x)x + ϕ(d− δ2(
1
2
))(d− δ2(

1
2
))

x + d− δ2(
1
2
)

<
1

c
, x ∈ [c− δ1, c] .

A következőkben feltesszük, hogy ϕ(c−δ1)(c−δ1) 6= 1, ezt az általános-

ság megszoŕıtása nélkül megtehetjük, hiszen c = inf K. ϕ folytonos-

ságát ismét felhasználva az alábbiakat kapjuk:

1

d
≤ ϕ(x)x + ϕ(y)y

x + y
≤ 1

c

minden x ∈ [c − δ1, c] és y ∈ [d − δ2(
1
2
), d] esetén. Így δ2 := δ2(

1
2
)

választással ϕ-re teljesül (i). Hasonlóan megy a bizonýıtás ψ-re. Ha

most (ii) nem teljesül a választott δ1-gyel és δ2(
1
2
) =: δ2-vel, akkor

1
2
-nél nagyobb értéknél mégis teljesül (i). Ezt a következő módon

bizonýıthatjuk: ϕ szigorúan monoton csökkenő, ı́gy

(c− δ1)ϕ(c− δ1) + (d− δ2(
1
2
))ϕ(d− δ2(

1
2
))

c− δ1 + d− δ2(
1
2
)

<
1

c
(3.48)

és
ϕ(c− δ1)(c− δ1) + ϕ(c)c

c− δ1 + c
>

1

c
.(3.49)

Alkalmazzuk a Bolzano tételt az alábbi függvényre:

Q(λ) :=
(c− δ1)ϕ(c− δ1) + (d− δ2(λ))ϕ(d− δ2(λ))

c− δ1 + d− δ2(λ)
.

Az (3.48) és (3.49) miatt (felhasználva, hogy c = d − δ2(1)) létezik

olyan λ0 ∈]1
2
, 1[, hogy (ii) fennáll δ2 := δ2(λ) választással. Világos,

hogy ekkor (i) továbbra is érvényes.
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Második lépésben belátjuk, hogy a ϕ(x) = ψ(x) = 1
x

egyenlőségek

egy K-t valódi módon tartalmazó intervallumon is fennálnak, ami el-

lent fog mondani a K-ra rótt feltételnek.

(3.43), (ii), és K maximalitása miatt minden x ∈ [c − δ1, c] , y ∈
[d− δ2, d] ⊂ K esetén fennáll az alábbi egyenlet:

x + y

xϕ(x) + 1
+

x + y

xψ(x) + 1
= x + y .

Ezt és a (3.50) egyenletet felhasználva összefüggést kapunk az is-

meretlen függvények között, nevezetesen:

(3.50)
1

x2
= ϕ(x)ψ(x) , x ∈ [c− δ1, d].

Ezt figyelembe véve, most két eset lehetséges:

(3.51)
1

c− δ1

> ϕ(c− δ1) és
1

c− δ1

< ψ(c− δ1),

vagy
1

c− δ1

< ϕ(c− δ1) és
1

c− δ1

> ψ(c− δ1).

A (3.43) egyenletben ϕ és ψ felcserélhető, ı́gy elegendő csak az egyik

esettel foglalkoznunk, legyen ez (3.51). Feltehető még, hogy

ϕ(c− δ1) 6= 1
c−δ1

és ψ(c− δ1) 6= 1
c−δ1

,

(δ1 megválasztható úgy, hogy még a fenti egyenletek is teljesüljenek).

A (3.43) egyenletből

ψ (x + y −Mϕ(x, y)) =
xψ(x) + xψ(y)

x + y
, x, y ∈ [c− δ1, d] .
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Ebből, (3.50)-et felhasználva kapjuk, hogy

1

x + y −Mϕ(x, y)
=

1
xϕ(x)

+ 1
yϕ(y)

x + y
, x, y ∈ [c− δ1, d] .

Rendezzük az előző egyeletet, ekkor

(xϕ(x) + yϕ(y)) (x + y −Mϕ(x, y))2 ϕ (x + y −Mϕ(x, y)) =

= xyϕ(x)ϕ(y)(x + y)

teljesül minden x, y ∈ [c− δ1, d]-re. Helyetteśıtsünk az előbbi egyen-

letbe tetszőleges [c − δ1, c]-beli x-et és [d − δ2, d]-beli y-t. Ekkor az

alábbi egyenletet kapjuk:

(xϕ(x) + 1)

(
x + y − x + y

xϕ(x) + 1

)2

ϕ

(
x + y − x + y

xϕ(x) + 1

)
=

= xϕ(x)(x + y) ,

minden x ∈ [c − δ1, c] és y ∈ [d − δ2, d] esetén. Rendezzük ez utóbbi

egyenletet, ekkor

xϕ(x)

[
(x + y)

xϕ(x)

xϕ(x) + 1
ϕ

(
x + y

xϕ(x) + 1
xϕ(x)

)
− 1

]
= 0 ,

teljesül minden x ∈ [c − δ1, c] és y ∈ [d − δ2, d]-re. Ebből, xϕ(x) 6= 0

felhasználásával kapjuk, hogy

ϕ

(
x + y

xϕ(x) + 1
xϕ(x)

)
=

xϕ(x) + 1

xϕ(x)(x + y)
,
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ha x ∈ [c− δ1, c] és y ∈ [d− δ2, d]. Helyetteśıtsünk ebben az egyen-

letben x helyére c− δ1-et, ekkor

ϕ

(
c− δ1 + y

(c− δ1)ϕ(c− δ1) + 1
(c− δ1)ϕ(c− δ1)

)
=

=
(c− δ1)ϕ(c− δ1) + 1

(c− δ1)ϕ(c− δ1)(c− δ1 + y)

(
=

1
c−δ1+y

(c−δ1)ϕ(c−δ1)+1
(c− δ1)ϕ(c− δ1)

)
,

minden y ∈ [d − δ2, d] esetén. Ezt az egyenletet, (3.51) és (ii)-t fel-

használva kapjuk, hogy ϕ(y) = ψ(y) = 1
y

egy olyan L intervallumon,

melyre inf L < inf K. Ez pedig ellentmond K maximalitásának. Ezzel

a bizonýıtás kész.

Az előbbi kiterjesztési tétel seǵıtségével rögtön általánośıthajuk a
[DM06, Theorem 3]-t.

3.3.6 Tétel. Legyenek ϕ , ψ ∈ CM(I) megoldásai a (3.43) egyenletnek.

Ha ϕ és ψ közül legalább az egyik négyszer folytonosan differenciálható

I-nek egy nemüres részintervallumán, akkor

ϕ(x)
I∼ 1

x
és ψ(x)

I∼ 1

x
.

Bizonýıtás. Rögtön következik a 3.3.2 Tételből és az előbbi kiter-

jesztési tételből.
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3.4 Matkowski-Sutô egyenlet szimmetri-

zált kvázi-aritmetikai közepekre

3.4.1 Defińıció. Legyen M egy I-n adott közép. Azt mondjuk, hogy

M szimmetrizált kvázi-aritmetikai közép I-n, ha létezik ϕ ∈ CM(I) és

α ∈]0, 1[, hogy

M(x, y) =
Aϕ(x, y; α) + Aϕ(x, y; 1− α)

2
=

=
ϕ−1

(
αϕ(x) + (1− α)ϕ(y)

)
+ ϕ−1

(
(1− α)ϕ(x) + αϕ(y)

)

2
=

=: A∗
ϕ(x, y; α)

teljesül minden x, y ∈ I esetén.

3.4.2 Megjegyzések. 1. Látható, hogy az előbb definiált közép

szigorú, szimmetrikus közép I-n.

2. Az α = 1
2

esetben a szimmetrizált kvázi-aritmetikai közepek a

kvázi-aritmetikai közepeket adják.

3. Az ilyen t́ıpusú közepeket először Daróczy és Páles definiálta

(lásd. [DP06a], [DP06b]). Speciális esetekben megoldották az

ilyen t́ıpusú közepekre vonatkozó egyenlőség problémát.

A következő Matkowski-Sutô t́ıpusú egyenlettel foglalkozunk:

A∗
ϕ(x, y; α) + A∗

ψ(x, y; α) = 2AidI
(x, y) , x, y ∈ I .
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Az egyenlet két ismeretlen függvényt és egy paramétert tartalmaz.
Az egyenlet megoldásait négyszeres differenciálhatóság mellett adjuk
meg.

Ha α 6= 1
2
, akkor az előbbi egyenletet rendezve a következőt kapjuk:

ϕ−1
(
αϕ(x) + (1− α)ϕ(y)

)
+(3.52)

+ϕ−1
(
(1− α)ϕ(x) + αϕ(y)

)
+ ψ−1

(
αψ(x) + (1− α)ψ(y)

)
+

+ψ−1
(
(1− α)ψ(x) + αψ(y)

)
= 2x + 2y , x, y ∈ I .

3.4.3 Lemma. Tegyük fel, hogy a (ϕ, ψ) ∈ CM(I)2 pár kétszer differ-

enciálható megoldása a (3.52) egyenletnek, és ϕ′(x) 6= 0 , ψ′(x) 6= 0

ha x ∈ I. Ekkor létezik olyan c 6= 0 valós szám, hogy

ϕ′(x)ψ′(x) = c x ∈ I .

Bizonýıtás. Jelöljük ∂k+j [M(x,y)]
∂xk∂yj -nal az M kétváltozós függvény x

szerint k-dik, y szerint j-dik vegyes parciális deriváltjait. Ekkor

∂ [Aϕ(x, y; α)]

∂x
=

ϕ′(x)

ϕ′ (Aϕ(x, y; α))
,

∂ [Aϕ(x, x; α)]

∂x
= α ,

∂2 [Aϕ(x, y; α)]

∂x2
=

αϕ′′(x)

ϕ′ (Aϕ(x, y; α))
− αϕ′(x)ϕ′′ (Aϕ(x, y; α)) ∂[Aϕ(x,y;α)]

∂x

ϕ′2 (Aϕ(x, y; α))

∂2 [Aϕ(x, x; α)]

∂x2
=

α(1− α)ϕ′′(x)

ϕ′(x)
, x, y ∈ I .
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Hasonlóan kiszámı́thatóak Aϕ(x, y; 1−α) , Aψ(x, y; 1−α) , Aψ(x, y; α)

parciális deriváltjai is. Az előbbieket felhasználva, a (3.52) egyenletet

kétszer deriválva x szerint, majd az ı́gy kapott parciális deriváltat véve

az (x, x) helyen, rendezés után a következő egyenletet kapjuk:

α(1− α)
(
ϕ′′(x)ψ′(x) + ϕ′(x)ψ′′(x)

)

ϕ′(x)ψ′(x)
= 0 , x ∈ I .

Itt felhasználtuk, hogy a deriváltak nem tünnek el I-n. Az előbbi

egyenletben szükségképpen ϕ′′(x)ψ′(x)+ϕ′(x)ψ′′(x) = 0 minden I-beli

x esetén. Azaz létezik olyan c valós konstans, hogy ϕ′(x)ψ′(x) = c

minden x ∈ I-re. c nem lehet nulla, hiszen a feltételek szerint a

deriváltak nem tünnek el I-n. Ezzel a lemma bizonýıtása kész.

3.4.4 Tétel. Tegyük fel, hogy a (ϕ, ψ) ∈ CM(I)2 pár négyszer dif-

ferenciálható megoldása a (3.52) egyenletnek, ϕ′(x) 6= 0 , ψ′(x) 6= 0,

ha x ∈ I. Továbbá, α 6∈
{

1
2
−

√
21

14
, 1

2
+

√
21

14

}
. Ekkor létezik olyan p

valós szám, hogy

ϕ
I∼ χp és ψ

I∼ χ−p .

Bizonýıtás. Az előző lemma szerint létezik olyan c 6= 0 konstans, hogy

ψ′(x)ϕ′(x) = c ha x ∈ I. Ezt, a négyszeri differenciálhatóságot és a

ϕ′(x) 6= 0 (x ∈ I) feltételt felhasználva ψ deriváltjai kifejezhetőek ϕ
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deriváltjaival a következőképpen:

ψ′(x) =
c

ϕ′(x)

ψ′′(x) = −cϕ′′(x)

ϕ′2(x)

(3.53)

ψ′′′(x) =
2cϕ′′(x)

ϕ′′′(x)
− cϕ′′′(x)

ϕ′2(x)

ψ(iv)(x) = −6cϕ′′(x)

ϕ′4(x)
+

6cϕ′′(x)ϕ′′′(x)

ϕ′3(x)
− cϕ(iv)(x)

ϕ′2(x)

Hasonlóan, mint az előző lemma bizonýıtásában számı́thatjuk ki a ne-

gyedik parciális deriváltjait az Aϕ(x, y; α) , Aϕ(x, y; 1−α) , Aψ(x, y; α) ,

Aψ(x, y; 1− α) közepeknek az x = y helyen. Például

ϕ′3(x)

α(1− α)
· ∂4 [Aϕ(x, x; α)]

∂x4
=

(1 + α + α2)ϕ′(x)ϕ(iv)(x)− 2α(2 + 5α)ϕ′(x)ϕ′′(x)ϕ′′′(x) +

+15α2ϕ′3(x)− 3αϕ′′3(x)

Deriváljuk a (3.52) egyenletet négyszer x szerint, majd az ı́gy kapott

egyenletben végezzük el az x = y helyetteśıtést. Ekkor a (3.53) egyen-

leteket felhasználva egyszerűśıtés után a következő differenciálegyen-
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letet kapjuk ϕ-re:

(3.54)

4α(1− α)(7α2 − 7α + 1)
(
ϕ′′2(x)− ϕ′′′(x)ϕ′(x)

)

ϕ′′3(x)
= 0 , x ∈ I .

A feltételek miatt ebből az következik, hogy vagy 7α2 − 7α + 1 = 0

vagy ϕ′′2(x) − ϕ′′′(x)ϕ′(x) = 0. Az első esetben azt kapjuk, hogy

α = 1
2
−

√
21

14
vagy α = 1

2
+

√
21

14
. A második esetben pedig létezik olyan

p ∈ R, hogy ϕ
I∼ χp. Ezeket felhasználva pontosan a tétel álĺıtását

kapjuk.

3.4.5 Megjegyzés. Az előbbi tételben kapott megoldások tetszőleges

α ∈]0, 1[ paraméter esetén is megoldások (ez visszahelyetteśıtéssel

könnyen ellenőŕızhető), de jelenleg nem tudjuk, hogy léteznek-e más

négyszer differenciálható megoldások α ∈
{

1
2
−

√
21

14
, 1

2
+

√
21

14

}
esetén.
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4

Középértékeket tartalmazó

függvényegyenletek

ekvivalenciája

4.1 Bevezetés

Ebben a fejezetben egy [Dar02]-ben és [DMP06]-ban a szerzők által
felvetett problémával foglalkozunk. A témával kapcsolatban jó átte-
kintést találhatunk [Mak]-ban.

Legyenek M1 ,M2 ugyanazon az I intervallumon adott szigorú kö-
zepek. Milyen további, a közepekre kirótt feltételek esetén egyenlő a
következő két függvényegyenlet megoldáshalmaza?

(4.1) f(M1(x, y)) + f(M2(x, y)) = f(x) + f(y) , x, y ∈ I ,

(4.2) 2f
(
M1 ⊗M2(x, y)

)
= f(x) + f(y) , x, y ∈ I .
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4.1.1 Megjegyzések. 1. A probléma felvetésében nyilván a köze-

pek szigorúsága helyett feltehető, hogy létezik a Gauss-kompo-

źıciójuk.

2. Itt f -ről semmilyen regularitást nem tételezünk fel.

3. A (4.2) egyenlet megoldásai mindig megoldásai (4.1)-nek is. Al-

kalmazzuk ugyanis a (4.2) egyenletet kétszer egymás után, ekkor

az (IE’) invariancia egyenlet felhasználásával kapjuk, hogy

f(x) + f(y) = 2f
(
M1 ⊗M2(x, y)

)
=

= 2f
(
M1 ⊗M2(M1(x, y),M2(x, y))

)
=

= f
(
M1(x, y)

)
+ f

(
M2(x, y)

)
.

Másrészt (4.1) folytonos megoldásai mindig megoldásai (4.2)-

nek. Ez rögtön látható, ha alkalmazzuk (4.1)-et többször egymás

után. Ekkor az un. Gauss-féle iterációs sorozatok jelennek meg

f -ben, ezek határértéke pedig most egyenlő az adott közepek

Gauss kompoźıciójával. A folytonosságot felhasználva rögtön

kapjuk (4.2)-t. A fő probléma tehát a (4.1) függvényegyenlet

olyan nem folytonos megoldásainak a megkeresése, melyek nem

megoldásai (4.2)-nek, ha léteznek egyáltalán ilyen megoldások.

Az előbbiekben bemutatott problémával kapcsolatban, [DMP06]-
on ḱıvűl, több dolgozat is született: [Bur], [Dar07], [DLL+07], [Eba02].
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Először összefoglaljuk a [DMP06]-ban és a [DLL+07]-ben található
eredményeket. A következő alfejezetben részletesen kifejtjük a [Bur]-
ban található eredményeket, melyek [Eba02] általánośıtásai. Végül
összefoglaljuk a [Dar07]-ben található eredményeket, melyek alkalmaz-
zák a korábbi dolgozatok eredményeit.

[DMP06]-ban a szerzők három jól elkülöńıthető esetben vizsgálják
a (4.1) és (4.2) egyenletek ekvivalenciáját. Elsőként az egyik közép
egyenlő a mértani a másik a számtani középpel. A második eset-
ben a közepek és a Gauss-kompoźıciójuk is kvázi-aritmetikai. A har-
madik esetben pedig mindkét közép súlyozott aritmetikai, az egyik
p ∈]0, 1[-gyel a másik (1 − p)-vel. A felsorolt esetekben a következő
eredményeket kapták:

4.1.2 Tétel (Daróczy-Maksa-Páles). Tegyük fel, hogy f : R+ → R
megoldása az

f

(
x + y

2

)
+ f (

√
xy) = f(x) + f(y) ,

függvényegyenletnek minden x, y ∈ R+ esetén. Ekkor f konstans a

pozit́ıv valós számok halmazán.

A bevezetés elején tett megjegyzések és előbbi tétel miatt, ha
M1(x, y) = x+y

2
és M2(x, y) =

√
xy, akkor (4.1) ekvivalens (4.2)-vel.

4.1.3 Tétel (Daróczy-Maksa-Páles). Tegyük fel, hogy M1 ,M2 és

M1 ⊗ M2 kvázi aritmetikai közepek az I intervallumon, ekkor (4.1)

és (4.2) megoldáshalmazai megegyeznek.

4.1.4 Megjegyzések. 1. Az előző tétellel kapcsolatban meg kell

jegyeznünk, hogy a bizonýıtásból több is kiderül. Nevezetesen,
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a tétel feltételei mellett létezik olyan ϕ ∈ CM(I) és p valós szám,

hogy M1 , M2 ,M1⊗M2 generátorfüggvényei rendre χp◦ϕ , χ−p◦ϕ
ϕ. Legyen f a (4.1) és a (4.2) függvényegyenletek megoldása.

Ekkor a h := f ◦ϕ−1 függvény megoldása a Jensen egyenletnek a

K := ϕ(I) intervallumon. Közismert, hogy a Jensen egyenletnek

léteznek nem folytonos megoldásai is (lásd. [Acz66] ,[Kuc85]).

Tehát ebben az esetben a megoldáshalmaz gazdagabb, mint az

előző esetben.

2. A bizonýıtásban alapvető szerepet játszottak a korábban már

vázolt eredeti Matkowski-Sutô problémával kapcsolatos eredmé-

nyek ([DP02a]).

4.1.5 Tétel (Daróczy-Maksa-Páles). Legyen M1(x, y) = px+(1−p)y ,

M2(x, y) = (1−p)x+py, ahol p ∈]0, 1[. Ha p transzcendens vagy pedig

olyan algebrai szám, hogy β = p
2p−1

algebrai konjugáltja p-nak, akkor

(4.1) megoldáshalmaza bővebb, mint (4.2) megoldáshalmaza.

[DLL+07] első részében szükséges és elegendő feltételt adnak az
ekvivalencia eldöntésére p függvényében.

4.1.6 Tétel (Daróczy-Lajkó-Lovas-Maksa-Páles). Legyen p ∈]0, 1[.

Ekkor következő két eset lehetséges:

(a) Ha 1−p
p

algebrai és −1−p
p

nem algebrai konjugáltja, akkor a (4.1)

egyenlet megoldáshalmaza megegyezik a (4.2) egyenlet megoldás-

halmazával.
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(b) Ha 1−p
p

transzcendens vagy olyan algebrai szám, hogy −1−p
p

alge-

brai konjugáltja, akkor a (4.1) egyenlet megoldáshalmaza bővebb a

(4.2) egyenlet megoldáshalmazánál.

4.2 Saját eredmények a témakörben

Ebben a fejezetben a [Bur]-ban található eredményeket mutatjuk be.
A továbbiakban I ⊂ R+ . Vizsgáljuk a (4.1) és (4.2) egyenletek ekvi-
valenciáját, ha M1 egyenlő az p-vel súlyozott számtani középpel, M2

pedig egyenlő az (1 − p)-vel súlyozott harmónikus középpel. Tehát a
következő két egyenlet megoldáshalmazaival foglalkozunk:

(4.3) f(px + (1− p)y) + f

(
1

(1− p) 1
x

+ p 1
y

)
= f(x) + f(y) ,

(4.4) 2f(
√

xy) = f(x) + f(y) ,

ahol x, y ∈ I.

4.2.1 Megjegyzések. 1. Itt felhasználtuk, hogy a szóban forgó

közepek Gauss kompoźıciója a mértani közép (lásd 2.2.5/3). Ezt

könnyen beláthatjuk az (IE’) egyenlet seǵıtségével.

2. A problémát ebben a formában Daróczy Zoltán vetette fel.

3. [Eba02]-ben Ebanks bebizonýıtotta, hogy p = 1
2

esetén (4.3)

megoldáshalmaza megegyezik (5) megoldáshalmazával.
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Most bebizonýıtjuk, hogy tetszőleges p ∈]0, 1[ esetén is igazolható
Ebanks-éhez hasonló eredmény.

4.2.2 Tétel. Az (4.3) függvényegyenlet megoldáshalmaza megegyezik

az (4.4) függvényegyenlet megoldáshalmazával.

Bizonýıtás. A korábban tett megjegyzéseink miatt elegendő csak azt

bebizonýıtani, hogy (4.3) minden megoldása (4.4)-nek is megoldása.

Legyen f : I ⊂ R+ → R megoldása (4.3)-nak. Ekkor az

F (x, y) := f(x) + f(y)− f

(
xy

px + (1− p)y

)
, x, y ∈ I

kétváltozós függvény megoldása a következő függvényegyenletnek:

F (x, y) + F (z, w) + F

(
xy

px + (1− p)y
,

zw

pz + (1− p)w

)
=

= F (x, z) + F (y, w) + F

(
xz

px + (1− p)z
,

yw

py + (1− p)w

)
,

ahol x, y, z, w ∈ I . Ezt, F defińıcióját és a (4.3) egyenletet felhasználva

a következő függvényegyenletet teljesül f -re:

f(px + (1− p)y) + f(pz + (1− p)w) +(4.5)

+f

(
pxy

px + (1− p)y
+

(1− p)zw

pz + (1− p)w

)
=

= f(px + (1− p)z) + f(py + (1− p)w) +

+f

(
pxz

px + (1− p)z
+

(1− p)yw

py + (1− p)w

)

minden x, y, z, w ∈ I esetén.

57
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Ebből az egyenletből ki szeretnénk küszöbölni két változót, ennek

érdekében a következő helyetteśıtéseket kellene végrehajtanunk (4.5)-

ben:

y =
px2 − pxz + z2

px + (1− p)z
, w =

px2 − p2xz + (1− p)2z2

(1− p)(px + (1− p)z)
.

Meg kell vizsgálnunk, hogy végrehajtható-e ez a helyetteśıtés, azaz a

fenti képlettel adott y és w benne van-e I-ben?

Legyen

D := { (x, x) | x ∈ I } ⊂ I2

és

µ , λ : I2 → R ,

µ(x, z) := px2−pxz+z2

px+(1−p)z
, λ(x, z) := px2−p2xz+(1−p)2z2

(1−p)(px+(1−p)z)
.

Meg kell vizsgálnunk ezen leképezések képhalmazát. Egyszerű számo-

lással belátható, hogy µ(x, x) = λ(x, x) = x. Így a µ(I2) és a λ(I2)

halmazok nemüresek, sőt D ⊂ µ(I2) × λ(I2). Most bebizonýıtjuk,

hogy µ(I2)× λ(I2) halmaz tartalmazza D egy környezetét is R2-ben.

Az (x, z) 7→ (µ(x, z), λ(x, z)) leképezés Jacobi-determinánsa

J(x, z) =

(
(x− z)2 p2 − (x− z) (x− 3 z) p + z2

)
p

(px + (1− p)z)2 (p− 1)
.

Ez az átlón nem tűnik el ugyanis, J(t, t) = p
1−p

t > 0 , t ∈ I. Mivel az

(x, z) 7→ J(x, z) leképezés folytonos I2-en, létezik olyan környezete D-

nek (D-t tartalmazó nýılt halmaz R2-ben), melyen az imént emĺıtett
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leképezés pozit́ıv. Ez pedig azt jelenti, hogy
(
µ(I2)× λ(I2)

)◦
6= ∅ ,

ahol A◦ az A halmaz belsejét jelöli. Az eddigiegből pedig kapjuk, hogy

Ω :=
(
I2 ∩

(
µ(I2)× λ(I2)

))◦

nemüres, nýılt halmaz R2-ben, amelynek részhalmaza D.

Végezzük el a (4.5) függvényegyenletben az alábbi helyetteśıtése-

ket:

y =
px2 − pxz + z2

px + (1− p)z
, w =

px2 − p2xz + (1− p)2z2

(1− p)(px + (1− p)z)
, (x, z) ∈ Ω .

Rendezés után a következő egyenletet kapjuk, hogy minden (x, z) ∈ Ω

esetén f -re fennáll a következő függvényegyenlet:

2f

(
px2 + (1− p)z2

px + (1− p)z

)
=

= f

(
p(1 + p)x2 + (1− p + p2)z2 − 2p2xz

px + (1− p)z

)
+(4.6)

+f

(
(px2 + (1− p)z2)2

(p(1 + p)x2 + (1− p + p2)z2 − 2p2xz)(px + (1− p)z)

)
.

Legyen most

A(x, z) :=
p(1 + p)x2 + (1− p + p2)z2 − 2p2xz

px + (1− p)z

és(4.7)

B(x, z) :=
(px2 + (1− p)z2)2

(p(1 + p)x2 + (1− p + p2)z2 − 2p2xz)(px + (1− p)z)
.
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Vizsgáljuk meg a

T : Ω → R2 , T (x, z) := (A(x, z), B(x, z)) ?

leképezés képhalmazát.

Hasonlóan, mint korábban kapjuk, hogy D ⊂ T (Ω). T Jacobi

determinánsa pedig D-n ḱıvűl sehol sem nulla, hiszen

JT (x, z) =
(x− z)(px2 + (1− p)z2)(

(x− z)2p2 + (x− z)(x + z)p + z2
)
(px2 + (1− p)z2)

,

és JT (x, z) 6= 0, ha x 6= z. Az előbbiek pedig azt jelentik, hogy

T (I2) ∩ I2 =: ∆ nemüres, nýılt halmaz R2-ben, továbbá D ⊂ ∆.

Most már végrehajthatjuk (4.6)-ban a (4.7)-ben lévő helyetteśıté-

sek. Ekkor a következő egyenletet kapjuk f -re:

(4.8) 2f(
√

AB) = f(A) + f(B)

ha (A,B) ∈ ∆.

Legyenek most x, y ∈ I tetszőlegesek. Elegendően nagy n termé-

szetes szám esetén (xn, yn) ∈ ∆, ahol xn és yn a megfelelő Gauss-féle

iterációs sorozatok n. tagját jelölik. Így (4.3)-t és (4.8)-t felhasználva

kapjuk, hogy

f(x) + f(y) = f(px + (1− p)y) + f
(

xy
px+(1−p)y

)
= · · · =

= f(pxn−1 + (1− p)yn−1︸ ︷︷ ︸
xn

) + f
( xn−1yn−1

pxn−1 + (1− p)yn−1︸ ︷︷ ︸
yn

)
=

= 2f(
√

xnyn) = 2f(
√

xy) .

Mivel x és y tetszőleges volt, a bizonýıtás teljes.
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4.2.3 Megjegyzés. A bizonýıtás utólsó lépésében hasonló módszert

használtunk, mint a szerzők [DEP02]-ben.

4.3 Egy alkalmazás

A fejezetben találhatóakhoz kapcsolódnak Daróczy Zoltán [Dar07]-ben
található eredményei. Vizsgálandó a (4.1) és (4.2) egyenletek ekviva-
lenciája, azzal a mellékfeltétellel, hogy M1 , M2 és M1⊗M2 is súlyozott
kvázi-aritmetikai közepek.

Legyenek M1 , M2 , M3 ugynazon az I intervallumon értelmezett
súlyozott kvázi-aritmetikai közepek úgy, hogy M3 a Gauss kompo-
źıciója M1-nek és M2-nek I-n. Az (M1 , M2 , M3) rendezett hármast
kivételes esetnek nevezzük I-n, ha létezik azonos generátorfüggvényük
és 0 < p < 1 valós szám, hogy M1 p-vel M2 (1− p)-vel M3 pedig 1

2
-del

van súlyozva, ahol p vagy transzcendens, vagy olyan algebrai szám,
hogy 1−p

p
és −1−p

p
algebrai konjugáltak.

4.3.1 Tétel (Daróczy). Legyenek M1 , M2 , M3 ugynazon az I inter-

vallumon értelmezett súlyozott kvázi-aritmetikai közepek úgy, hogy M3

a Gauss kompoźıciója M1-nek és M2-nek I-n.

• Ha az (M1 , M2 , M3) rendezett hármas nem kivételes eset, akkor

a (4.1) és (4.2) egyenletek ekvivalensek.

• Ha az (M1 , M2 , M3) rendezett hármas kivételes eset, akkor a

(4.1) egyenletnek létzik olyan megoldása, amely (4.2)-nek nem

megoldása.

Az előbbi tételben a ”nem kivételes eset” bizonýıtásában a szerző
felhasználja a 4.2.2 Tételt is.
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Összefoglaló

A disszertációban különböző középértékeket tartalmazó függvény-
egyenletekkel foglalkozunk. A fontosabb fogalmakat és néhány alap-
vető tételt tartalmazó fejezet után először Matkowski-Sutô t́ıpusú e-
gyenletekkel (továbbiakban MS egyenlet) kapcsolatos problémákat
tárgyalunk. Ebben a részben három alfejezet található. Az első alfe-
jezetben egy súlyozott kvázi-aritmetikai közepeket tartalmazó MS e-
gyenletet oldunk meg folytonos differenciálhatóság feltételezése mel-
lett. Az alfejezet fő eredménye:

1 Tétel. Legyen I ⊂ R pozit́ıv hosszúságú, nýılt intervallum. Tegyük

fel, hogy ϕ, ψ : I → R szigorúan monoton, folytonos függvények

megoldásai a

ϕ−1
(
αϕ(x)+(1−α)ϕ(y)

)
+ψ−1

(
(1−α)ψ(x)+αψ(y)

)
= x+y , x, y ∈ I

függvényegyenletnek. Ha ϕ és ψ I-nek egy pozit́ıv hosszúságú, nýılt in-

tervallumán folytonosan differenciálhatóak, akkor létezik olyan p valós
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konstans, hogy

ϕ
I∼ χp és ψ

I∼ χ−p ,

ahol

χp(x) :=





x ha p = 0

x ∈ I .

epx ha p 6= 0

A második alfejezetben egy identikus súlyfüggvénnyel súlyozott
kvázi-aritmetikai közepeket tartalmazó egyenletre bizonýıtunk kiter-
jesztési tételt. Ezzel általánośıtjuk Domsta és Matkowski [DM06]-ban
található tételét. Az alfejezet fő eredményei:

2 Tétel. Legyenek a ϕ, ψ : I → R szigorúan monoton, folytonos

függvények megoldásai a

(E) ϕ−1

(
xϕ(x) + yϕ(y)

x + y

)
+ ψ−1

(
xψ(x) + yψ(y)

x + y

)
= x + y

egyenletnek, ahol x, y ∈ I. Tegyük fel, hogy létezik olyan J ⊂ I

nemüres nýılt intervallum, hogy

ϕ(x)
J∼ 1

x
és ψ(x)

J∼ 1

x
,

ekkor

ϕ(x)
I∼ 1

x
és ψ(x)

I∼ 1

x
.

3 Tétel. Legyenek ϕ , ψ : I → R szigorúan monoton, folytonos függvé-

nyek megoldásai a (E) egyenletnek. Ha ϕ és ψ közül legalább az egyik
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négyszer folytonosan differenciálható I-nek egy nemüres részinterval-

lumán, akkor

ϕ(x)
I∼ 1

x
és ψ(x)

I∼ 1

x
.

A harmadik alfejezetben szimmetrizált kvázi-aritmetikai közepeket
tartalmazó MS egyenletet oldunk meg négyszeres differenciálhatóságot
feltételezve az ismeretlen függvényekről. Az alfejezet fő eredménye:

4 Tétel. Legyenek ϕ, ψ : I → R szigorúan monoton, folytonos függ-

vények megoldásai a

ϕ−1
(
αϕ(x) + (1− α)ϕ(y)

)
+ ϕ−1

(
(1− α)ϕ(x) + αϕ(y)

)
+

ψ−1
(
αψ(x) + (1− α)ψ(y)

)
+ ψ−1

(
(1− α)ψ(x) + αψ(y)

)
=

2x + 2y , x, y ∈ I .

egyenletnek. Tegyük fel, hogy ϕ és ψ négyszer differenciálható I-n,

ϕ′ és ψ′ nem tűnik el I-n. Továbbá, α 6∈
{

1
2
−

√
21

14
, 1

2
+

√
21

14

}
. Ekkor

létezik olyan p valós szám, hogy

ϕ
I∼ χp és ψ

I∼ χ−p .

A harmadik fejezetben középértékeket és Gauss-kompoźıciójukat
tartalmazó függvényegyenletek megoldáshalmazainak egyenlőségét
vizsgáljuk. Az ismeretlen függvényről semmilyen regularitást nem
tételezünk fel ebben a fejezetben. A fejezet fő eredménye:

5 Tétel. Legyen 0 < p < 1 és I ⊂ R+. Ekkor a

f(px + (1− p)y) + f

(
1

(1− p) 1
x

+ p 1
y

)
= f(x) + f(y) , x, y ∈ I ,
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5. ÖSSZEFOGLALÓ

és a

2f(
√

xy) = f(x) + f(y) , x, y ∈ I ,

függvényegyenletek megoldáshalmazai megegyeznek.

65



6

Summary

In this work we deal with different functional equations involving
means. After the first chapter, which contains the most important
definitions and some theorems connected with them, we start our in-
vestigation three Matkowski-Sutô type functional equations (in the fol-
lowings MS equation). Accordingly, there are three subsections in this
chapter. In the first one we solve an MS equation involving weighted
quasi-arithmetic means. We assume the continuous differentiability of
the unknown functions. The main result of this subsection:

1 Theorem. Let I ⊂ R be nonempty, open interval and ϕ, ψ : I → R
strictly monotone, continuous functions are solutions of the following

functional equation:

ϕ−1
(
αϕ(x)+(1−α)ϕ(y)

)
+ψ−1

(
(1−α)ψ(x)+αψ(y)

)
= x+y , x, y ∈ I .

If ϕ and ψ are continuously differentiable on a nonempty, open subin-
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terval of I, then there exist p ∈ R, such that

ϕ
I∼ χp and ψ

I∼ χ−p ,

where

χp(x) :=





x ha p = 0

x ∈ I .

epx ha p 6= 0

In the second subsection we prove an extension theorem on a func-
tional equation involving weighted quasi-arithmetic means with vari-
able weights. With the aid of this theorem we generalize a theorem
of Domsta and Matkowski from [DM06]. Here are the main results of
this subsection:

2 Theorem. Let ϕ, ψ : I → R strictly monotone, continuous func-

tions are solution of the following functional equation

(E) ϕ−1

(
xϕ(x) + yϕ(y)

x + y

)
+ ψ−1

(
xψ(x) + yψ(y)

x + y

)
= x + y ,

where x, y ∈ I. If there exists J ⊂ I nonempty, open interval, such

that

ϕ(x)
J∼ 1

x
and ψ(x)

J∼ 1

x
,

then

ϕ(x)
I∼ 1

x
and ψ(x)

I∼ 1

x
.
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3 Theorem. Let ϕ, ψ : I → R strictly monotone, continuous func-

tions are solutions of equation (E). If either ϕ or ψ four times con-

tinuously differentiable on a nonempty open subinterval of I then

ϕ(x)
I∼ 1

x
and ψ(x)

I∼ 1

x
.

In the third subsection we examine an another MS equation, which
contains symmetrized quasi-arithmetic means, assuming that the un-
known functions are four times differentiable. The main theorem of
this subsection is the following:

4 Theorem. Let ϕ, ψ : I → R strictly monotone, continuous func-

tions are solutions of the next functional equation:

ϕ−1
(
αϕ(x) + (1− α)ϕ(y)

)
+ ϕ−1

(
(1− α)ϕ(x) + αϕ(y)

)
+

ψ−1
(
αψ(x) + (1− α)ψ(y)

)
+ ψ−1

(
(1− α)ψ(x) + αψ(y)

)
=

2x + 2y , x, y ∈ I .

Assume that ϕ and ψ are four times differentiable functions with non-

vanishing first derivatives on I, and α 6∈
{

1
2
−

√
21

14
, 1

2
+

√
21

14

}
. Then

there exists a real number p, such that

ϕ
I∼ χp and ψ

I∼ χ−p .

In the last chapter we study the solution sets of two functional
equations:
(1)

f(px + (1− p)y) + f

(
1

(1− p) 1
x

+ p 1
y

)
= f(x) + f(y) , x, y ∈ I ,
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and

(2) 2f(
√

xy) = f(x) + f(y) , x, y ∈ I ,

where 0 < p < 1 and I ⊂ R+. There is no regularity assumption of
the unknown function. Here is the main result of this chapter:

5 Theorem. The solution set of functional equation (1) is equal the

solution set of functional equation (2).
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8. On a Matkowski- Sutô type equation, 6th Joint Conference on
Mathematics and Computer Science, 2006.07. 12–15, Pécs, Hun-
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Sibirsk. Mat. Ž., 11 (1970), 128–136.

[Los99] L. Losonczi, Equality of two variable weighted means: re-
duction to differential equations, Aequationes Math. 58
(1999), no. 3, 223–241.

[Los00] , Equality of Cauchy mean values, Publ. Math. De-
brecen 57 (2000), no. 1-2, 217–230.

[Los02a] , Comparison and subhomogeneity of integral means,
Math. Inequal. Appl. 5 (2002), no. 4, 609–618.

[Los02b] , Homogeneous Cauchy mean values, Functional
Equations — Results and Advances (Z. Daróczy and Zs.
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[Los06] , Equality of two variable means revisited, Aequa-
tiones Math. 71 (2006), no. 3, 228–245.
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Az értekezés b́ırálói:
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