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Koszonetnyilvanitas

Ezuton is szeretnék koszonetet mondani mindazoknak, akik barmi-
lyen formaban is el6segitették a disszertacid elkésziilését.

Els6sorban természetesen tanaromnak és témavezetémnek
Dr. Daréczy Zoltannak, aki dontéen befolyasolt analizis el6adasaival,
valamint specialkollégiumaival abban, hogy érdeklédésem a matema-
tikai analizis és a fliggvényegyenletek felé fordult. Kiilon koszonettel
tartozom lelkiismeretes témavezetéséért, és a jelen munka elkésziilésé-
hez nyujtott segitségéért, melyet tobb valtozatban is atnézett. Hasz-
nos tanacsaival és észrevételeivel hozzajarult a doktori dolgozat jobb4,
olvashatébba tételéhez.

Masodsorban koszonettel tartozom az Analizis Tanszék minden ok-
tatojanak, akik igazi 6sztonzo, barati, csaladias légkort teremtettek
a munkdhoz. Egyetemi és doktori tanulmanyaim sorédn sokat tanul-
tam mindannyiuktél. Barmilyen szakmai problémammal fordulhat-
tam hozzdjuk bizalommal.

Harmadsorban mind témavezetémnek, mind az Analizis Tanszék
oktatdinak koszonettel és halaval tartozom a szakmai elémenetelem
szempontjabol fontos konferencidkon valé részvételi lehetdségekért.

Végiil koszonetet mondok csalddomnak az irdnyoban mutatott tii-
relemért és tamogatasért.
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Bevezetés

A fliggvényegyenletek elmélete a nagy matematikai diszciplinakon be-
lill az analizishez tartozik, de alkalmazasa kiterjed a matematika mas
teriileteire is, pl. geometridra (pl. [Acz66], [Ben01], [Ben03], [Ger92]),
jatékelméletre (pl.[CanJualnd97|, [KuzNat70]), valésziniiségelméletre
(pl. [Bak94|, [RaoSha94]), informaciéelméletre (pl.[AD75], [Dar70],
[DM79], [Mak87]). Az utébbi években a kozgazdasidgtanban (pl.
[Acz89], [AD89], [Eic78|, [Sz¢é88]) és a pszicholdgidban (pl.[Acz95],
[ADS9]) is egyre nagyobb teret nyer alkalmazasa.

A kozépértékekkel kapcsolatos kutatasok régebbiek, mint a fligg-
vényegyenletekkel kapcsolatosak. A szamtani és a mértani kozép ko-
z0Otti egyenlotlenség kétvaltozos valtozatat mar az 0korban is ismerték.
A kozépértékeket tartalmazdé fliggvényegyenletek problémakor viszont
nem szamit réginek a matematikan beliil. Valdsziniileg az egyik legré-
gebbi ilyen témaju dolgozatok Jensen dan és Suto japan matematiku-
sok nevéhez flizé6dnek (lasd. [Jen05], [Jen06], [Sut14a], [Sut14b]).

A milt szdzad masodik felében felélénkiiltek a kozépértékekkel
kapcsolatos kutatasok, tobb 1j kozépérték osztalyt fedeztek fel (pl.
[BajPal], [DP06a],[DP06a], [Gin38], [Los00], [Los02al, [MakoPal],
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1. BEVEZETES

[Sto75]), 1j kutatasi iranyok indultak el. Az egyik ilyen a Matkowski-
Sutd egyenletek problémakore. A debreceni fiiggvényegyenletes isko-
ldhoz kapcsolodik sok 1j, jelentos eredmény felfedezése, vagy probléma
felvetése a targykorben (pl. [BajPal], [Dar99], [Dar00], [Dar04],
[Dar05], [DHO05], [DHNO03], [DLL*07], [DM99], [DMP00], [DMP04],
[IDMPO06], [DP02a], [DPO01], [DP02b], [DP03b], [DP03c|, [Hajo2],
[Hajo3], [Los99], [Los00], [Los02b], [Los03], [Los06], [MakoPal]). A
jelen dolgozatban talalhato eredmények kapcsolédnak az itt folytatott
munkahoz. A felvetett problémak jelenleg is intenziven kutatottak.
T6bb hazai és kiilfoldi matematikus publikél ebben a témakorben (pl.
[DMO06], [Jar07], [Hajo2], [JMO06], [KM96], [KM97], [KMO3], [Mat99],
[Mat04], [Mat06]).

A disszertacié a bevezetésen kivil harom fejezetet tartalmaz. Az
elso: Kozépértékek és Gauss kompozicidéjuk. Ebben a felhasznélt fogal-
makat, jeloléseket rogzitjiikk. Definidljuk azon kozépérték osztalyokat,
melyek a késobbi fejezetekben dolgozunk. Szerepel néhany- a beveze-
tett fogalmakkal és kozepekkel kapcsolatos- alapvetd tétel, melyeket
szintén késobb hasznalunk. Ebben a fejezetben taldalhaté még néhany
torténeti megjegyzés is.

A maésodik: Matkowski-Suto egyenletek. Ez a rész egy rovid torté-
neti bevezetovel kezdddik, mely az ilyen tipusu egyenletekkel kapcso-
latos els6 kutatasokat mutatja be. Ez utdn harom Matkowski-Suto
tipusu egyenlettel kapcsolatos kiilonféle eredményeket mutatunk be.

A harmadik: Kozépértékeket tartalmazé fiiggvényegyenletek ekvi-
valencidja. Ebben a fejezetben [Dar02]-ben és [DMPO06]-ban a szerzok
altal felvetett problémakort targyaljuk. Bemutatjuk az eddig ismert
eredményeket. A fejezetet egy alkalmazés zarja.

A disszertaciéban minden mastol szarmazé tétel mellett fel van
tiintetve a felfedezdjének (felfedezéinek) neve (nevei). Kivétel a méso-
dik fejezet, ahol feltiintettiik a tételek szarmazasi helyét vagy az adott
bizonyitas forrasat. Fzek az eredmények azért nem nevesitettek, mert
a matematikai folklér részét képezik, felfedezGjiik ismeretlen.
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1. BEVEZETES

Minden mas, késobbi fejezetben taldlhatd, nem nevesitett ered-
mény sajit. Ezek az eredmények vagy méar publikdltak (ilyenkor a
szovegkornyezetbdl kideriil, hogy hol) vagy publikalas alatt vannak.

A tételek stb. részenként (section) és nem fejezetenként (chapter)
vannak szdmozva egymas utan, azaz pl. a 3.2.2 szdmozashoz csak
egy dolog (tétel, definicié sth.) tartozik. Az egyenletek fejezetenként
(chapter) vannak szédmozva.



2

Kozépértékek és Gauss

kompozicidojuk

Ebben az fejezetben a legfontosabb fogalmakat és jeloléseket ismertet-
jik. Ezeket a késObbiekben visszahivatkozés nélkil fogjuk hasznalni.
A szokasoknak megfeleléen R jeloli a valés, R, pedig a pozitiv
valés szamok halmazat. I C R mindig egy pozitiv hosszisagu, nyilt
intervallumot jelent, ha mast nem mondunk.
Az M : I x I — [ folytonos fliggvényt kozépnek nevezziik I-n, ha
teljesiil ré4 az un. kozepeld tulajdonsag:

(KT) min{z,y} < M(x,y) < max{z,y},

minden z,y € I-re.

2.0.1 Megjegyzések. 1. Vilagos, hogy minden kozép reflexiv, te-

hét M (x,x) = x minden z € [-re.
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2. KOZEPERTEKEK ES GAUSS KOMPOZICIOJUK

2. Elo6fordul, hogy az I-n adott kozép helyett csak kozepet vagy
kozépértéket frunk, ha a szovegkornyezetbol kideriil, hogy hol
van értelmezve az éppen szoban forgd kozép.

Az I-n adott M kozepet szimmetrikusnak nevezziik, ha M (x,y) =

M (y, x) teljestil minden I-beli x, y-ra. Ha (KT)-ben szigoru egyenl6t-

lenségek allnak fenn minden x # y, z,y € I esetén, akkor M-et
szigori kozépnek nevezziik.

2.1 Példak kozépértékekre

A legismertebb két kozépérték a szamtani- és a mértani kozép. Most,
az utobbi évek kutatasainak megfeleléen, kozépértékek halmazait fog-
juk definidlni, amelyeket osztalyoknak neveziink. FEzek az osztalyok
specidlis esetekben tartalmazni fogjak az el6bb emlitett kozépértéke-
ket.

A tovabbiakban CM([])-vel fogjuk jeldlni az I intervallumon értel-
mezett valés értékil, szigorian monoton, folytonos fliggvények oszta-
lyat.

2.1.1 Definicié. Az I-n adott M kozepet kvdzi-aritmetikainak nevez-
ziik, ha létezik p € CM(I), hogy

M(z,y) = ¢ (M) = Ag(z,y), wyel.

2.1.2 Megjegyzés. Az el6bbi definiciéban a ¢~ : o(I) — R fligg-
vény a ¢ @ I — R fliggvény inverzét jeloli, mely létezik, hiszen ¢
szigordan monoton és folytonos I-n. gy természetesen o(l) C Ris

nemiires, nyilt intervallum.



2. KOZEPERTEKEK ES GAUSS KOMPOZICIOJUK

2.1.3 Definicié. Az I-n adott M kozepet sulyozott kvdzi-aritmetikai-
nak nevezziik, ha létezik ¢ € CM(I) és « €]0, 1], hogy

M(z,y) = ¢ (ap(@) + (1 — a)p(y)) = Ay(z,y;a), r,y€l.

Ekkor ¢-t az M kvéazi-aritmetikai (stlyozott kvazi-aritmetikai) kozép
generdtorfiigguényének, a-t (csak a silyozott kvazi-aritmetikai koze-

pek esetében) pedig sulynak nevezziik.

2.1.4 Megjegyzések. 1. A kvazi-aritmetikai kozepek osztalya va-
l6szintileg a legfontosabb kozépérték osztaly. A velik kozvetve
vagy kozvetleniil kapcsolatos problémak a XX. szazad kozepétol
kezdve intenziven kutatottak (pl. [Acz48|, [Acz48], [Dar04],
[DM99], [DMP00], [DP02a], [DP03a], [HLP34], [Mat99]). A
kvazi-aritmetikai kozepekre vonatkozo kovetkezo karakterizacios
tételt (ldsd. [Acz48], [AczdT]) Aczél Janos bizonyitotta 1947-

ben.

2.1.5 Tétel (Aczél). Legyen M : I x I — I fiigguény. Ekkor a

kovetkezo dllitasok ekvivalensek:

(a) M kvazi-aritmetikai kézép I-n.

(b) e M mindkét vdltozdjaban ugyanolyan értelemben szigo-
rian monoton.
o M, mint kétvdltozos fiugguény, folytonos.

o M(x,x) = x minden I-beli x esetén. (reflexivitds)

6



KOZEPERTEKEK ES GAUSS KOMPOZICIOJUK

o M(z,y) = M(y,x) minden I-beli x ésy esetén. (szim-
metria)
o M[M(z,y), M(u,0)] = MM (z, u), M(y, )] minden I-

beli x,y,u,v esetén. (biszimmetria)

. A kvazi-aritmetikai kézepek szigoriak és szimmetrikusak.

. A sulyozott kvéazi-aritmetikai kozepek szigoriuak, de az o = %
esetet kivéve nem szimmetrikusak. Fkkor pontosan a kvazi-

aritmetikai kozepeket adjak.

. Az Ajq, (x,y) kozepet szamtani (aritmetikai) kzépnek nevezziik

I-n, ahol id;(z) := x minden = € I-re.

- Ha I C Ry, akkor az Aoy (x,y) kozepet mértani (geometriai)
kozépnek nevezziik I-n, ahol log, a természetes alapu logaritmus

fliggvény megszoritasa I-re.

. A stlyozott kvazi-aritmetikai kozepek jellemzési tételét szintén
Aczél Janos bizonyitotta [Acz48]-ban.

2.1.6 Tétel (Aczél). Legyen M : I x I — I fiiggvény. Ekkor a
kovetkezo allitasok ekvivalensek:
(a) M silyozott kvazi-aritmetikai kézép I-n.

(b) e M mindkét vdltozdjaban ugyanolyan értelemben szigo-

rian monoton.



2. KOZEPERTEKEK ES GAUSS KOMPOZICIOJUK

o M, mint kétvdltozos figguény, folytonos.

o M(z,x) = x minden I-beli x esetén. (reflexivitds)

o M[M(x,y), M(u,v)] = M[M(z,u), M(y,v)] minden I-
beli x,y,u,v esetén. (biszimmetria)

Erdekes tény, hogy egy stlyozott kvézi-aritmetikai kozépnek (s igy
természetesen egy kvazi-aritmetikainak is) tobb generatorfiiggvénye
van (lasd. 2.1.9 Allités).

2.1.7 Definicié. Legyenek ¢, ® € CM(I). ¢ ekvivalens ®-vel I-n,
ha léteznek olyan a,b € R, a # 0 konstansok, hogy

o(x) =ad(x) + b, rxel.
Jelolésben: p(z) ~ ®(x) ha x € I; vagy ¢ L ®; vagy ¢ ~ ® I-ben.

2.1.8 Megjegyzés. Az elobb definidlt relacié ekvivalencia reldci
CM(])-n.

2.1.9 Allitas. Két I-n adott sulyozott kvdzi-aritmetikai kozép pon-
tosan akkor eqyenlo eqymdssal, ha a sulyaitk eqyenloek és a generdtor-

fugguényeik ekvivalensek I-n.

A kovetkezo bizonyitds Dardczy Zoltantol szarmazik.

Bizonyitas. Tegytk fel, hogy a két kozép egyenld. Legyenek a gene-
ratorfliggvényeik ¢, ® € CM(I), a sulyok pedig o, 3 €]0,1[. Ekkor

teljestil a kovetkezd fiiggvényegyenlet:
o (ap(@)+(1-a)p(y)) = @7 (80(2)+(1-8)2(y)),  wye I,

8



2. KOZEPERTEKEK ES GAUSS KOMPOZICIOJUK

Ekkor az f := ® oo™l p(z) = u, ¢(y) = v jelolésekkel az eléz6
egyenletbdl kapjuk, hogy

2.1) faut(1-a)) =Bf(w)+(1-B)f@),  uve =),

ahol J nemiires, nyilt intervallum, hiszen ¢ € CM([).

Cseréljiik fel a valtozdkat az elobbi egyenletben, ekkor

flav+ @ —a)u) = Bf@) + 1= Bf ),  wvel:=p(D).

Adjuk hozzé ezt az egyenletet az (2.1) egyenlethez. Egyszertisités utan
kapjuk, hogy:

(2.2) f(au +(1-— a)v) + f(ow + (1 - a)u) = f(u) + f(v),
ha u,v € J := p(I). Legyenek most u,v € J tetszolegesek, tovabba

up =au+ (1 —a)v, v = (1—a)utav

Upt1 = Uy + (1 — @)v,, Upt1 = (1 — a)u, + av, .

Ekkor [Dar99, Lemma 1] miatt

U+ v

lim u, = lim v, =
n—oo n—oo 2

Ezt és (2.2)-t, valamint f folytonossigét felhasznalva kapjuk:

; (u+v) _ S+ f(v)

5 5 , u,v € J.

9



2. KOZEPERTEKEK ES GAUSS KOMPOZICIOJUK

Azaz f folytonos megoldésa a Jensen egyenletnek J-n. Ezért 1éteznek
olyan a, b valés konstansok (l1dsd pl. [Acz66, Theorem 1. 46.p.],[Kuc85,
Theorem 2., 316 p.]), hogy f(t) =at +b, t € J, igy

O(z) = ap(x) + b, rel.

Mivel @ szigorian monoton a nem lehet nulla. Ezt felhasznalva kap-
juk, hogy a silyok sziikségképpen egyenloek.
A megforditas egyszerli szamoléas.

Ezzel a bizonyités teljes. [l

2.1.10 Megjegyzés. A fenti tétel kvazi aritmetikai kozepekre vonat-
kozé véltozata megtalalhaté [HLP34)-ben (66. oldal, 83. Tétel).

2.2 Gauss kompozicio

Tekintsiink két ugyanazon az I intervallumon adott kozépértéket, M-
et és Ms-t. Ekkor elkészithetjiik a kovetkezo un. Gauss-féle iterdcios
sorozatokat tetszéleges x,y € I elemek esetén:

=2, Y=Y, ZTni1:=M(Tn,Yn), Yns1:= Mo(zp,yn).

Ha a fenti sorozatok minden x,y € I esetén konvergensek és hatérér-
tékeik egyenloek, akkor a kozos hatarértéket az adott kozepek Gauss
kompozicidjanak nevezzik I-n és My ® Ms(x,y)-nal jeloljik.

2.2.1 Megjegyzés. Legyen Mi(x,y) = min{z,y} és My(z,y) =
max{z,y} ha z,y € I. Ekkor az ezzel a két kozéppel képzett Gauss-
féle iteracios sorozatok konvergensek, de a hatarértékeik x # y esetén

kiilonbozdek.

10



2. KOZEPERTEKEK ES GAUSS KOMPOZICIOJUK

Rogton felvetodik két kérdés: Mikor 1étezik a Gauss kompozicid?
Ha létezik, hogyan hatarozhatjuk meg?

A kovetkezé két tétel, melyeket megtaldlhatunk [DP02al-ban, va-
laszt ad ezekre a kérdésekre.

2.2.2 Tétel. Legyenek M, , My I-n adott kozepek. Ha legalabb az eqyik
szigori, akkor létezik a Gauss kompoziciojuk My @ My, mely maga is

kozép I-n.

2.2.3 Megjegyzés. A tétel feltételei mellett My ® M is létezik, de
nem feltétleniil egyenlé M; @ Msy-vel. Példaul legyen Mi(x,y) =
3”3:3’, My(z,y) = %ﬂ (x,y € I), ekkor My ® My(z,y) = 25”% +
%21‘” = My ® M (z,y) minden I-beli =, y esetén .

2.2.4 Tétel. Legyenek M, My I-n adott kozepek, melyeknek létezik
az My ® My Gauss kompozicioja. Ha eqy F : I x I — I folytonos

fuggvény megoldadsa az

(IE) F@L@w%MﬂLQ):F@y% vyel

egyenletnek, és F(x,x) = x minden [-beli v esetén, akkor F(z,y) =
My @ Ms(x,y) minden I-beli x és y esetén.
Megforditva, a Gauss kompozicio, amennyiben létezik, megolddsa

az (IE) figguényegyenletnek. Azaz, ha My @ My létezik I-n, akkor

(IE7) Ml & MQ(M1($7y)7M2($7y>) = Ml ® Mz(%y) ) z,y € I.

11



2. KOZEPERTEKEK ES GAUSS KOMPOZICIOJUK

2.2.5 Megjegyzések. 1. A ”Gauss kompozicié” és a ” Gauss-féle
iteracids sorozat” elnevezéseket a kovetkezo indokolja. 1799 méa-
jus 30-an (az id6pontot Gauss napl6jabdl tudjuk ilyen pontosan,
tovabbi torténeti adatokért lasd.pl. [BorBor87], [Sch82]) kézzel
elvégzett szamitdsai alapjan észrevette, hogy a szamtani és a
mértani kozeppekkel képzett, z = 1,y = v/2-b6l indulé Gauss-

féle iteracids sorozatok hatéarértékei legalabb 11 tizedesjegy pon-

([ )

integral értékével egyeznek meg. A napldjaban tett bejegyzés

tossaggal a

szerint az el6bbi ténynek nagy jelentoséget tulajdonitott. Ugy
sejtette, hogy ez a felfedezés a matematikai analizist egy 1j tu-
domanytertilettel fogja gazdagitani. Késobb Gauss bebizonyitot-
ta, hogy

1
QJ,yER+.

m
Aid|R+ ® Alog<x7y) = §fg dt )
0 \/:EQ cos? t+y2sin? t

Ez a hires Gauss-féle szamtani-mértani kozép, melynek igen gaz-
dag irodalma van (tovédbbi adatokért lasd. pl. [BorBor87],
[Sch82], [DP03a], [DP02a]). Az elébbi un. elliptikus integralokat
csak numerikus eszkozokkel tudjuk kiszamitani. Mivel a Gauss
féle iterdciés sorozatok elég gyorsan konvergdalnak, igy egy 1j
numerikus eszkozt adanak az ilyen tipusu integralok kiszamita-

sdhoz. Az els6 integral a Lemniskata gorbe ivhosszaval egyezik

12



2. KOZEPERTEKEK ES GAUSS KOMPOZICIOJUK

meg, igy a szamtani-mértani kozepet a 7w kozelitésére is hasznal-
hatjuk. Gauss felfedezése 6ta a szamtani-mértani kozép— az
angol nyelvii szakirodalomban arithmetic-geometric mean vagy
roviden AGM- nagy karriert futott be. Szdmos dolgozat és
konyv sziiletett a téméval kapcsolatban. Itt csak [BorBor87]-
re hivatkozunk, mely teljes egészében csak ezzel kozéppel és a

hozza kozvetleniil kapcsolodd témakkal foglalkozik.
2. Az (IE) egyenletet invariancia egyenletnek nevezziik.

3. A 2.2.4 Tétel szerint, ha megsejtjik, hogy mi a Gauss kom-
pozici6 , akkor (IE) segitségével ellenérizhetjiik, igazunk van-e.
Példdul legyen M (z,y) = 52, My(z,y) = %, r,y €l CR,.
Konnyen lathato, hogy My kozép I-n. Mivel a szamtani kozép

szigoru a 2.2.2 Tétel szerint 1étezik M; ® My I-n. Tovabba

z+y 2xy
2 z+y

=./ry.

Az invariancia egyenlet szerint ezen kozepek Gauss kompozicidja

a mértani kozép.
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3

Matkowski-Suto tipusu
egyenletek

3.1 Az eredeti Matkowski-Suto egyenlet

1995-ben vetette fel a kovetkezo problémat Janusz Matkowski lengyel
matematikus: Mikor lesz két kvazi-aritmetikai kozép Osszege egyenlo
az aritmetikai kozép kétszeresével? Més szavakkal, adjuk meg az
alabbi fiiggvényegyenlet Osszes megoldasat:
(MS)

ot (L) g ($2) 000

ahol ¢, 1 € CM(I). [Mat99]-ben Matkowski megadta a kétszer foly-
tonosan differencialhaté megoldédsait az (MS) fliggvényegyenletnek.
Késobb kideriilt, hogy Sutd, japan matematikus, 1914-ben szintén
foglalkozott ezzel a fliggvényegyenlettel és [Sutldal-ban megadta az
analitikus megoldasokat. A probléma 1995-6s ujrafelfedezése utan

)zx—i—y, xvyE[a
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3. MATKOWSKI-SUTO TIPUSU EGYENLETEK

tobb dolgozat is sziiletett a témdval kapcsolatban pl.  [DM99],
[DMPO00], [DPO01]. Végiil Daréczy és Péles [DP02a]-ban minden reg-
ularitasi feltétel nélkil megoldottak a problémat. A dolgozat f6 ered-
ményének ismertetéséhez sziikségiink lesz a kovetkezo egyparaméteres
fliggvénycsaladra, amit késébb is hasznalni fogunk.

3.1.1 Definicié. Tetszoleges p valds szam esetén legyen
xr ha p=0
Xp(2) == rxel.
e’ ha p#0

3.1.2 Tétel (Daréczy-Pdles). Ha a (p,v) € CM(I)? pdr megolddsa
az (MS) egyenletnek, akkor létezik olyan p valds szdm, hogy

1 . 1
@~ Xps €s ¢NX—p~

A Matkowski altal felvetett kérdés szoros kapcsolatban van a Gauss
kompozicion keresztiil a kovetkezo problémaval. Mikor lesz két kvazi
aritmetikai kozép Gauss kompozicidja kvazi aritmetikai? Azaz, ad-
juk meg az 6sszes megoldésat a kovetkez6 fiiggvényegyenletnek (itt az
2.2.4 Tételt hasznaljuk):

e (SOA (eo(w);rw(y)>> T <77Z)71 (w(z);rw(y)>>

w =

ahol z,y € I és p,,w € CM(I). Bevezetve az w(x) = u, w(y) =
v, w(I)=J, pow =P, Yow =V jeldléseket, az el6bbi egyenlet a

15



3. MATKOWSKI-SUTO TIPUSU EGYENLETEK

kovetkezo alaku lesz:

(e (M) + ot (M) —u+tv, u,v € J.

Ez az egyenlet pedig pontosan olyan alaku, mint az (MS) fiiggvény-
egyenlet.

3.1.3 Megjegyzés. A ”Mikor lesz két azonos osztalyba tartozo kozép
szamtani kozepe egyenld a szamtani kozéppel?” kérdésekhez tartozo
fiiggvényegyenleteket nevezziik Matkowski-Suto tipusi egyenleteknek.

A 7Mikor lesz két azonos osztalybeli kozép Gauss kompozicidja
is ugyanabban az osztalyban?” tipusi kérdésekehez tartozo egyen-
leteket Dardczy-Pdles tipusi egyenleteknek nevezziik. Az elnevezést
a kovetkezok indokoljak: [DP02al-ban hivtak fel a szerzék a figyel-
met az elébb targyalt két probléma szoros kapcsolatara. Masrészt,
nem minden kozépérték osztaly esetén vezet a Dardczy-Pales tipusu

egyenlet Matkowski-Suto tipusu egyenletre.

3.2 Matkowski-Suto probléma silyozott

kvazi-aritmetikai kozepekre
Az Matkowski-Suto probléma mintajara vetette fel Dardczy Zoltan a

kovetkezd, vele rokon problémat: Adjuk meg az Gsszes megoldaséat a
kovetkezé Matkowski-Suto tipusi egyenletnek:

() ¢ (aple) + (1= a)e(y)) +v7 (1 - a)i(e) +av(y)) = 24y,

16



3. MATKOWSKI-SUTO TIPUSU EGYENLETEK

ha xz,y € I, ahol I C R tovabbra is egy pozitiv hosszisagi, nyilt
intervallum, ¢, ¢ € CM(I) és « €]0, 1[.
A fejezetben talalhat6 eredmények megtaldlhatéak [Bur07]-ben.

Az a = 1 esettel nem kell foglalkoznunk, hiszen ez pontosan az

2
eredeti Matkowski-Sutd probléma, amely mar megoldott. A tovabbi-

akban ezért mindig feltessziik, hogy

(3.1) o %

A tovabbi alfejezetekben megadjuk a probléma folytonosan differ-
encialhaté megoldasait, pontosabban elegendd csak egy részintervallu-
mon megkdvetelni a folytonos differencialhatésagot az ismeretlen o, v
fiiggvényekre.

Haszndlni fogjuk a (p,v) € €M(I)? pdr megolddsa a (%) egyenlet-
nek kifejezést.

3.2.1 Folytonosan differencialhaté megoldasok

Ebben részben eloszor, a differencialhatdsdgot kihasznélva, atirjuk a
(%) un. Osszetett fliggvényegyenletet egy nem Osszetett alaki flige-
vényegyenletre. Az igy kapott (xx) egyenletben szerepld fliggvényekrol
fogjuk belatni, hogy egy részintervallumon folytonosan differencialha-
toak. Ezen a részintervallumon megoldjuk az egyenletet, igy megkap-
juk (*) megoldésait is I-nek egy részintervalluman. Ezeket a megolda-
sokat a kovetkezo alfejezetben talalhato kiterjesztési tétel segitségével
fogjuk kiterjeszteni I-re.

3.2.1 Lemma. Tegyiik fel, hogy a (p,v) € CM(I)? pdr differencidl-
haté megolddsa (x)-nak gy, hogy @' (x) # 0 és '(z) # 0, ha x € I.
Ekkor a

(3.2) o(z)i=u, ey):=v, pop ti=f, Yoo ti=g, oI):=J

17



3. MATKOWSKI-SUTO TIPUSU EGYENLETEK

jelolésekkel teljesil a kovetkezd egyenlet:

a’f(u)g(v) — (1 — )’ f(v)g(u) =
()
= (ag(v) = (1 = a)g(u)) flau+ (1 — a)v)

minden u,v € J esetén.

Bizonyitds. Differencidljuk a (x) egyenletet x szerint. Ekkor az

ay'(x) (1—a)(z)
P Ay Ay —a)

egyenletet kapjuk. Hasonloképpen, y szerinti derivalassal kapjuk,

r,y €l

hogy

(1 —a)¢'(y) N ) (y)
¢ (Ag(z,y;a)) Y (Ap(z,y31 —a))

Az els6 egyenletet szorozzuk meg a1)’(y)-nal, a mdasodikat pedig

=1, r,y€el.

(1 — )y’ (x)-szel. Az igy kapott két egyenletet vonjuk ki egymdsbol.

Rendezés utan a kovetkezot kapjuk:

o?¢'(x)Y' (y) — (1 — a)*¢'(y)Y' (x)
¢ (Ap(r,y; )

Bevezetve a (3.2) jeloléseket, pontosan az (#*) egyenletet kapjuk.

=a/(y)—(1—a)f(z) zyel.

Ezzel a lemmat bebizonyitottuk. O]

A tovébbiakban a (x*) egyenlet megoldasaval foglalkozunk. Ebben
az egyenletben 1évé ismeretlen fliggvények olyan derivéltfiiggvények,
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3. MATKOWSKI-SUTO TIPUSU EGYENLETEK

melyekrol feltettiik, hogy sehol sem nullak. A derivaltfiiggvények ren-
delkeznek a Darboux-tulajdonsaggal, ezért feltehetjiik, hogy f és g
értékkészlete R, -ban van. Itt még kihasznéltuk azt is, hogy -t és -t
valaszthatjuk szigorian monoton névekedének a 2.1.9 allitds miatt. A
tovabbiakban J is mindig a valds szamok egy pozitiv hosszusagu, nyilt
intervallumat jeloli.

3.2.2 Lemma. Legyenek f,g: J — R folytonos figgvények melyek
kielégitik a (xx) egyenletet J-n. Ha f J-n folytonosan differencidlhato,

akkor g is folytonosan differencidlhato J-n.

Bizonyitds. Legyen vy rogzitett, mig u tetszoleges eleme a J interval-

lumnak. (x%)-bdl a kdvetkezd egyenletet kapjuk:

(3.3) (1= a)f((au+ (1= a)u) = (1 = a)*f(wo)] glu) =
= [af(ozu + (1= a)vy) — oz2f(u)}g(vg) :

Ha (1 — a)f(au + (1 — a)vy) — (1 — a)*f(vo) = 0 J-nek valamely
részintervalluman (vy rogzitett), akkor ezen az intervallumon f kons-
tans, igy () miatt g is konstans ugyanezen az intervallumon. Ebben
az esetben kész a bizonyités.

Tegyiik fel, hogy (1 — a)f(auo +(1— a)v()) —(1—a)*f(vg) # 0
valamely rogzitett vy, ug esetén. Ekkor a folytonossag miatt 1étezik
olyan J C J nemiires, nyilt intervallum, hogy ez minden u € J
esetén igaz. Ekkor (3.3) miatt

(af ((u+ (1 = a)uy) = (1 = @) (u) ) g(vo)
(1-— a)f((au +(1— a)vo) — (1 —a)2f(vy)

19
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3. MATKOWSKI-SUTO TIPUSU EGYENLETEK

f folytonos differencidlhatésiga miatt 1étezik ¢'(u) (u € J') és a de-
rivalt folytonos u-ban. Mivel u tetszéleges eleme volt J-nek, a lemma

bizonyitdsa teljes. O

3.2.3 Tétel. Legyenek f,g : J — R, folytonos fiigguények melyek
kielégitik a (xx) egyenletet J-n. Ekkor létezik olyan K C J pozitiv
hosszisdgu, nyilt intervallum, melyen f és g folytonosan differencidl-
hato.

Bizonyitds. Az el6z6 lemma miatt elegend6 megmutatni, hogy f foly-
tonosan differencidlhato egy K C J pozitiv hosszisagu, nyilt interval-
lumon.

Cseréljiik fel a valtozokat a (xx)-ban, ekkor az igy kapott egyenlet-
tel egylitt a kovetkezd linedris egyenletrendszer adédik a (g(u), g(v))

parra, mint ismeretlenekre:

[027(w) = af (au+ (1 = a)o) | g(v)+
+( = a)f(au+ (1= a)) = (1= )*f(v) |g(u) = 0
(3.4)
(1= a)f(av+ (1= a)u) = (1= a)*f(w)| g(v)+
+ [oﬂf(v) —af(av+(1— a)u)}g(u) —0.
Ez egy homogén linedris egyenletrendszer minden rogzitett J2-beli

(u,v) parra. A tétel feltételei miatt g(J) C Ry, igy a (3.4) egyen-

letrendszer matrixdnak a determinansa nulla minden J2-beli rogzitett
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3. MATKOWSKI-SUTO TIPUSU EGYENLETEK

(u,v) pér esetén. Azaz,
<a2f(u) —af(ou+(1- oz)v)) (a2f(v) —af(ov+ (1 - a)u)) =
— ((1 — a)f(au +(1-— a)v) —(1- a)Qf(v)>.
~<(1—a)f(ow+(1—a)u)—(1—a)2f(u)>, u,v € J.
Rendezziik a fenti egyenletet:

(3.5)
[(a4 —(1- a)4>f(u) — *f(au+ (1 — a)v)+
+(1 - a)3f(om +(1- a)u)]f(v) =

—i—((l —a)3—a3>f(av+ (1 —a)u)f(au+ (1 - a)v), u,v € J.

A bizonyitds folytatdsahoz sziikségiink lesz a kovetkezd kétvaltozds

fliggvény és egy halmaz vizsgalatara. Legyen

F(u,v) := (a4 — (1 —a)4)f(u) —a’fau+ (1 —a)) +
+(1—a)’f(av+ (1 — a)u), u,v € J,

és
N :={ (u,v) € K* | F(u,v) =0,u,v € J } C J*

Mivel f folytonos J-n, F folytonos J2-n, ezért N zart J2-ben. Tovabba
F(u,u) = a(l —a)(1 —2a)f(u) #0, u € J.
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3. MATKOWSKI-SUTO TIPUSU EGYENLETEK

fgy tetszbleges u € J esetén (u,u) € J?, F folytonossaga miatt, nem
lehet torlédasi pontja N-nek. Tehat minden J-beli u-hoz létezik ¢,

pozitiv valés szam, hogy
F(s,t) #0 (s,t) € G((u,u),eq),

ahol G ((u,u),su) az (u,w) korili €, sugari nyilt gombot jeloli. Az

eléz6ek miatt létezik olyan J C J nemiires, nyilt intervallum, hogy
F(u,v) #0 wveJ.
Ez el6bbi és (3.5) egytitt adja, hogy

(3.6)
flv) = {Oz?’f(ozv +(1—a)u)f(u) — (1—a)flau+ (1 —a))+
(1= a)* — a¥) fow + (1 — a)u) fou+ (1 - QM .

. [(o/‘ (1= a)) f(u) — o fau+ (1 — a)o)+

+(1—oz)3f(ow+(1—oz)u)}_ , u,v e J .

Erre az egyenletre alkalmazhatjuk Jarai tételét [Jar05, Theorem 11.6]
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3. MATKOWSKI-SUTO TIPUSU EGYENLETEK

a kovetkez6 szereposztassal:

Z C Regy nyilt halmaz, T=Y=J, R =R*=R

gl(t7y) =Y, gZ(ta y) =at + (1 - a)y7 g3(t7y) =ay + (1 - CJ!)t

aB2120 — (1 —a)z3 + ((1 — ) — a)?z2s
(1—a)*—a*)z —adzs+ (1 — )3z

h(21, 292, 23) =

Ekkor h és g;, (i = 1,2, 3) teljesitik a szoban forgd Jarai tétel feltétele-
it, mivel h kétszer folytonosan differencialhato, g;-k y szerinti parcialis
derivaltjai pedig nem nullédk, f pedig folytonos.

Miér csak a Jarai tétel feltételeiben szereplé C' C J kompakt hal-
mazt kell meghatdroznunk. Feltehetjiik, hogy J korlitos. Legyen

/

J :=]a,b], (a,b € R). Ekkor a
C:=[(1-a+a?a+all—a), a(l —a)a+(1—a+a?)b].

definiciéval adott zart intervallum megfelel6 lesz. fgy az emlitett Jarai
tétel miatt f lokalisan Lipschitz fiiggvény J -n.

Az el6bbiek miatt egy mdsik Jarai tételt [Jar05, Theorem 14.2]
alkalmazhatunk a fenti szereposztassal, csak még f; = f. Mivel f
lokélisan Lipschitz J'-n, majdnem mindeniitt differencidlhaté J -n.

Ezért [Jar05, Theorem 14.2] miatt létezik olyan K C J' pozitiv hosszi-
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3. MATKOWSKI-SUTO TIPUSU EGYENLETEK

sagu, nyilt intervallum, melyen f folytonosan differencialhaté. Ezzel
a tételinket bebizonyitottuk. O]

3.2.4 Kovetkezmény. Legyen K C R pozitiv hosszusdgi, nyilt inter-
vallum, f, g : K — Ry folytonos fiigguények, melyek kielégitik a (xx)
egyenletet K-n. Ekkor létezik olyan ¢ > 0 valos konstans, hogy

flw)g(u) =c, ue K.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel és 3.2.2 Lemma szerint derivalhatjuk a ()
egyenletet u szerint. Az igy kapott egyenletben hajtsuk végre az u = v

helyettesitést, majd rendezziik a kapott differencidlegyenletet:

fl(wgw) + flu)g'(u) =0, uekK.

A fenti egyenletbol

(f(u)g(u)) =0 weK.

Ez ekvivalens az allitasunkkal, ha figyelembe vessziik, hogy f és g¢

értékkészlete R -ban van a feltételek szerint. O

A kovetkezd tétel a (xx) fiiggvényegyenlet folytonosan differencidl-
hat6 megoldasait adja meg egy részintervallumon.
3.2.5 Tétel. Legyen K C R pozitiv hosszisdgu, nyilt intervallum,
f,9: K — Ry folytonosan differencidlhato figguények, melyek kielégi-
tik a (xx) egyenletet K-n. Ekkor léteznek olyan A, B,c, (¢ > 0) kon-
stansok és K C K pozitiv hosszisdgi, nyidt intervallum, hogy
(3.7)

f(u)=Au+B >0, g(u) =

C ’

>0 e K .
Au+ B ’ Y
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Bizonyitds. Az 3.2.4 Kévetkezmény szerint g(u) = o) (ue K,c>

0). Végrehajtva ezt a helyettesitést a (3.7) egyenletben rendezés utan
a kovetkezo fiiggvényegyenletet kapjuk f-re:

(3.8) (af(w) = (1= a)f(v)) -
(af(w+ (1= a)fv) = flau+ 1 —ap)) =0,

minden u,v € K esetén. Legyen
Fu,v) :=af(u)— (1 —a)f(v), u,veK,

ekkor F(u,u) = (2a — 1)f(u) # 0. Hasonléan bizonyithatd, mint
az €l6z8 tétel bizonyitdsdban, hogy létezik olyan K C K pozitiv

hosszusagu, nyilt intervallum, hogy
F(u,v) #0, uve k' .
gy
af(u) + (1 —a)f(v) — flau+ (1 —a)) =0, wveK .

Ezt és [DP87, Lemma 1.]-t felhaszndlva a (3.8) egyenletbdl kapjuk,
hogy f Jensen konvex és Jensen konkdv K'-n. Mésrészt f folytonos
is K'-n azaz f konvex és konkav egyszerre K -n (lasd. [Acz66, Part
I., Chapter 2.1.4. Theorem 1., 46.p.] vagy [Kuc85, Part III., Chapter
2. Theorem 2., 316.p.]). Figyelembe véve, hogy f és g értékkészlete a

feltételek szerint R, -ban van, a bizonyitas teljes. O]
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Most mar meg tudjuk oldani a () egyenletet egy részintervallu-
mon, ha folytonos differencidlhatosagot is feltételeziink az ismeretlen
fliggvényekrol.

3.2.6 Tétel. Legyenek ¢,1p € CM(I). Tegyik fel, hogy a (v,v)
pdr folytonosan differencidlhaté megolddsa a (%) fligguényegyenletnek.
Ekkor létezik olyan I' C I nemiires, nyit intervallum és p valds kon-

stans, hogy

/ /

prxp b b,

Bizonyitds. A 3.2.1 Lemma miatt, az ottani jelolésekkel fenndll a (xx)
egyenlet a (/) =: J intervallumon. A 3.2.3 Tétel miatt 1étezik olyan
nemiires K részintervalluma J-nek, melyen f és g folytonosan differ-
encialhatéak. fgy teljestilnek a 3.2.5 Tétel feltételei, tehat léteznek
A, B, ¢ konstansok (¢ > 0 és K-nak olyan pozitiv hosszusdgu K’

részintervalluma, hogy

Cc

Au+ B
Ha A = 0, akkor ¢’ o o~ }(u) = B minden K’-beli u esetén. Azaz,

f(u)=Au+B >0, g(u) = >0, ue kK .

© ~ xo ¢ (K')-ben, ahol ¢~ *(K’) C I pozitiv hossziisigt interval-
lum. Egyszerii szdmolassal kapjuk, hogy ekkor ¥ ~ xo ¢ (K’)-ben
is teljestil.

Ha A # 0, akkor ¢’ o o~} (u) = Au + B minden K'-beli u esetén.
Azaz ¢'(x) = Ap(z)+ B minden z € o' (K’), tehdt p ~ x4 o (K')-
ben. Hasonlé szamoléssal kapjuk, hogy ¥ ~ x_4 ¢ ' (K’)-ben. Ezzel

a tétel bizonyitasa kész. O]
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3.2.2 Kiterjesztési tétel

3.2.7 Lemma. Tegyiik fel, hogy a (p,v) € CM(I)* pdr megolddsa
a (x) egyenletnek, tovdbbd ¢ L désp LW, ekkor a (®,W) pdr is

megolddsa a (%) egyenletnek.

Bizonyitas. Egyszeri szamolas. O]

Az elébbi lemma miatt feltehetjiik, hogy ¢, 1 szigorian monoton
novekvo figgvények. Tovabba, ebben a részben mindig feltessziik,

hogy

(3.9) a<l-—a.

Az a = % esettel nem kell foglalkoznunk, hiszen ez minden regularitési
feltétel nélkiil megoldott (ldsd. [DP02a]). Ha 1 < o < 1 lenne, akkor
legyen 3 := 1 — « és cseréljiik fel ¢-t 1p-vel. Ekkor (x)-bdl a kivetkezo
egyenletet kapjuk:

Ap(z,y: B) + Ay(z, ;1= B) =x+y,  xyel,

ah010<ﬁ<%.

3.2.8 Lemma. Legyen ¢ : [A, B] — R (A < B) szigorian monoton,
folytonos fiigguény és

(3.10) —_B=4 oy

| DT eB) (4 =
Tegyiik fel, hogy a

(3.11) f(t) =t —ap(t), t € [A, B]
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fiigguény megolddsa a

(3.12) (1-a)f(z)+af(z) = flz+y—Ay(z,y;0)), =y €A B,
fugguényegyenletnek. Ekkor

(3.13) o(x) = %a: -z, x € [A, B,

ahol

Ap(B) — Byp(A)
¢(B) — ¢(A)

Bizonyitds. Részletesen lefrva a (3.12) egyenletet a kdvetkezot kapjuk

(3.14) o=

(1— )z — (1 —a)ap(z) +ay — a’p(y) =
=z +y— Ay (z,y;0) —ap(x+y— Ay(z,y;0)),  z,y€[A B

Rendezziik az elébbi egyenletet!
az + (1 —a)y +a(l — a)p(z) +a’p(y) =
= Ay(z,y;0) + ap(z +y — Ag(z,y; )

minden z,y € [A, B] esetén. Hajtsuk végre ebben az egyenletben a
u = ¢(z), v:=(y), ¢ ' = g helyettesitéseket. Ekkor rendezés
utan a kovetkezo fiiggvényegyenletet kapjuk g-re:

9(9(“) + 1?Tag(v) +(1—a)u+av— ég(au +(1- a)v)) -

(3.15)
= g(w) + 9(v) = g(au+ (1 =ap),  wve [p(4)¢(B).
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Legyen
B-A Ap(B) — Bp(A)
p(B) = ¢(A) p(B) = ¢(A)
minden u, v € [p(A), ¢(B)] esetén. Konnyen lathatd, hogy b(¢(B)) =
b(p(A)) = 0 és

—g(u)

(3.16) glu)=qu+o—=0bu),  uelp(A)p(B),
ahol v := #ﬁ(;x) >1, 0= % . A (3.16) fiiggvényegyen-

letbél (3.16) felhasznélasaval kapjuk, hogy

g ((1 —a)u+av —b(u) — ! ;ab(v) + éb(au + (1 — a)v)> =
=7 <(1 —a)u+ av —b(u) — ! ; ab(v) + éb(ozu + (1 — a)v)) +o—
-«

b ((1 —a)u+ av —b(u) — b(v) + éb(au + (1 — a)v)) =

=~yu+o—bu)+~yv+0o—0bv)—
—y(ou + (1 — a)v) — o + blau + (1 — av)), u,v € [p(A),p(B)].

Rendezziik ezt az egyenletet! Ekkor egy 1j fiiggvényegyenletet kapunk

b-re.
(3.17)
(1= 7)b(u) + (1 4t ;O‘) b(v) + (% - 1) blau + (1 — a)v) =

11—«

=0 <(1 —a)u+ av —b(u) — b(v) + éb(au +(1— a)v))

(67

29



3. MATKOWSKI-SUTO TIPUSU EGYENLETEK

minden u,v € [p(A),p(B)] esetén. Be fogjuk bizonyitani, hogy b
azonosan nulla a [p(A), p(B)] intervallumon. Indirekt tegyiik fel az
ellenkez6jét. Ekkor két eset lehetséges:

1. eset:

Az [p(A), p(B)] intervallum belsejében b valahol pozitiv értéket
vesz fel. b folytonos, ezért felveszi a maximuméat [¢(A), p(B)]-ben.
Legyen

0<M:= max bu),

u€lp(A), ¢(B)]
és
ug := sup{ u € [p(A), ¢(B)] | b(u) =M }.
Feltehet6, hogy ug belsé pontaja a [p(A), ¢(B)] intervallumnak, hi-
szen a végpontokban b eltiinik. fgy létezik olyan £ > 0, hogy
Up + (1 - OZ)S, Uy — Q€ € [QD(A)’ 90(B>]
és
(3.18) 0 <b(up+ (1 —a)e) < M, 0<blug—ae) <M.

Hajtsuk végre az u = ug + (1 — a)e, v = ug — ae helyettesitéseket a

(3.17) fiiggvényegyenletben! Kapjuk, hogy

(1= 7)blus + (1 — a)e) + (1 —vl;a) b(uo — ac) +

(3.19) + (2= 1) buo) =

11—«

=b (U() —blug+ (1 —a)e) — b(ug — ae) + éb(uo)) :

«
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Vezessik be a

(3.20) v(e) == éb(uo) ~b(up + (1 — a)e) — 11—«

b(up — ag)
jelolést. Ekkor (3.18), (3.20) és ug definiciéja miatt
(3.21) M > av(e) = b(ug) —ab(up+(1—a)e) — (1—a) b(ug—ae) > 0.

Masrészt, (3.19) és (3.20) egyiitt adja, hogy

1—« 20 — 1

(3.22) b(ug +v(e)) = (v — v(e) + b(ug) +

b(ug — ae).

Most (3.10), (3.18), (3.21) és (3.22) felhasznalasaval a kovetkez6t
kapjuk:

(1 —a)M = ab(uy+v(e)) + a(l —y)v(e) + (1 — 2a)b(ug — ac) <
a<M+al—"vE)+(1-2a0)M=(1—-a)M+a(l —7)v(e).

Rendezziik az elébbi egyenlotlenséget, kapjuk, hogy
0<(1—2av(e).

Ez pedig ellentmondés (3.10) és (3.21) miatt.
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2. eset:

Az [p(A), ¢(B)] intervallum belsejében b valahol negativ értéket
vesz fel. b folytonos, ezért felveszi a minimumat [¢(A), p(B)]-ben.
Legyen

0>m:= min  b(u),
u€[p(A), p(B)]
és
ug = inf{u € [p(A),p(B)] | bu) =m }.
Csakigy, mint az els6 esetben, ug belsé pontja a [p(A), ¢(B)] inter-

vallumnak. fgy létezik olyan € > 0, amelyre a kovetkezok teljesiilnek:

Ug + (1 - Oé)&?, Uy — Q€ € [@(A)v 90(B>]

(3.23) 0> b(ug+ (1 —a)e) >m, 0> b(ug —aeg) >m.

Az €l6z6 esethez hasonléan, (3.23)-t és wv(e) (3.23)-beli definicidjat

felhasznalva, kapjuk a kovetkezd egyenlétlenséget:

(3.24)
(1 —a)m = ab(uy +v(e)) + a(l —y)v(e) + (1 — 2a)b(uy — ag) >
>am+ (1 —2a)m + a(l —v)v(e).

ebbol kapjuk, hogy
(3.25) m < av(e) <0.

Rendezve (3.24)-t
0> (1—2)av(e).
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Ez pedig (3.10) és (3.25) miatt ellentmondads.

A fentieket figyelembe véve b azonosan nulla, azaz

el =gu)=qyu+o  uelp(A) pB),

ebbol pedig

1 o
plx)=—x—— x € [A, Bl
k- 4, Bl
Ezzel a lemma bizonyitasa kész. O]

3.2.9 Tétel. Tegyiik fel, hogy a (p,) € CM(I)? pdr megolddsa a (*)
eqyenletnek. Ha létezik olyan I C I pozitiv hosszisdgi, nyilt interval-

lum és p € R konstans, hogy

(3.26) e~xp €5 Y~ X,
akkor

I , I
(3.27) p~xXp €5 P~ Xy

Bizonyitds. Feltehetd, a 3.2.7 Lemma miatt, hogy

(3.28) p=xXp & =Xy

a sz6ban forgé I’ intervallumon. Feltehetd tovabba, hogy I’ maximélis
hosszisaggal rendelkezik a kovetkezé értelemben. Nincs olyan I'-t
valédi médon tartalmazoé intervallum, melyen szintén teljesiilnek a
(3.28) egyenletek. Bebizonyitjuk, hogy ekkor I sziikségképpen mege-
gyezik [-vel.

33



3. MATKOWSKI-SUTO TIPUSU EGYENLETEK

Legyen I' =]a,b[. Indirekt tegyiik fel, hogy I' # I. Ekkor I’
legalabb egyik végpontja [-ben van. Az &altalanossag megszoritdsa
nélkil feltehetd, hogy a € I és b < oo. Ha ez utébbi nem lenne igaz,
akkor vélasszunk I’ jobboldali végpontjaul egy ilyen a < b-t. ¢ és
1 folytonossagat, valamint szigori monotonitasat kihasznalva 1étezik
olyan 0 < 6 < b — a valds szam, hogy
(3.29)

ap(z) + (L —a)ply) € p(I) & (1—a)(z) +av(y) € v(I)

teljesiil minden x €la — §, al, y €]b — 0, b] esetén.

Most két esetet kell megvizsgalnunk.

1. eset: p # 0.
(3.26)-bol
(3.30) 0 Ht) = %logt, ha te o) CR,
és
(3.31) YN t)=—1logt, ha  tey(I)CRy.

(3.26), (3.29), (3.30) és (3.31) felhasznaldsdval a (x) fiiggvényegyenlet

a kovetkezd alakot oOlti:
s log (ap(@) + (1 = a)e™) — S log (1 — a)ip(z) +ae™) =z +y,
ahol z €]a — §[, y €]b — ¢, b]. Rendezziik ezt az egyenletet! Ekkor
ap(r) — (1 = a)e™ = (1 —a)e™ (Y(x)e™ —1)
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minden = €la — [, y €]b — 9,b] esetén. A fenti egyenlet baloldala
fiiggetlen z-t6l. Ez csak akkor allhat fenn, ha

Y(x)eP —1=0, it  zela—46,al,

azaz

Y(x) =e ", x €la—0,b[.

Tovabba
o(x) = el”, x €la—6,b.

Ezzel ellentmondast kaptunk, hiszen az Ja — ¢, b] intervallum bévebb,
mint I .

2. eset: p=0.

Ekkor

(3.32) o(r) =¢(x)==x x €la,b|.

Legyen = €la — d,a, y €]b — §,b[. Ekkor a (x) fiiggvényegyenletbél
(3.29) és (3.32) felhasznélasaval kapjuk, hogy

(3.33) ap(z) + (1 —a)Y(x) ==

minden Ja — §, a[-beli x esetén. Tovabba
apla—0)+(1—a)Yla—0d) =a—90,

ezért feltehetd, hogy

(3.34) pla—0)>a—94.
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A (3.33) dltal adott 1ij informéacidt felhasznélva megoldjuk a (x) egyen-

letet az a — 0, a intervallumon. (x)-bdl, (3.33) felhasznéldséval kapjuk,

hogy

(1— )= ap(x) | ¥—oply)

T T = V@ ty = (e yia))

minden z,y €Ja — 0, a[-re. Alkalmazzuk tjra (3.33)-at az el6bbi egyen-
letre! Ekkor

(3.35) az + (1 —a)y + (1 — a)ap(z) + a?p(y) =
Ap(z,y;a) + ap(r +y — Ap(r,y; )

minden |a — §, a[-beli x és y esetén. Legyen
(3.36) f(t) =t —ap(t), t €la—0d,al.

Ekkor a (3.35) egyenletet (3.36) felhasznaldsaval a kovetkez6 alakra
hozhatjuk:

(1 =a)f(z) +af(y) = [z +y—Ag(r,y;0)),  zy €la—0da].

(3.34) miatt

_a—(a—)9) J B
T a8 a5

igy alkalmazhatjuk a 3.2.8 Lemmat. Tehat

(3.37)

(3.38) o(x) = —x—— x € |a—0,al
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és

T — ap(x =%z +af
(3.39) P(x) = 1—S0a( ):( 17)_(:— 2 x € la—0,a].

Mar csak azt kell belatnunk, hogy ¢ = 0 és v = 1. A folytonossag
miatt ¢(a) = a. Ezt és (3.38)-at felhasznalva (z = a helyettesitéssel)
kapjuk hogy

(3.40) o= (1-7)a.

Helyettesitsiik ezt vissza (3.38)-ba és (3.39)-be, valamint szamitsuk ki

az inverzfiggvényeket is!

a, x € la—0,al,

o) = L= L=y,

STEm R Tr R KA

(3.41)

p @) =vr+(1=va, zep(a—2da),

Ly alma)  (l=ya
v ) =D e we (o).

Legyen most y € [a,b] és x € [a — 0, al, ekkor (3.41), felhasznalasaval
a (x) fuggvényegyenlet a kovetkezd alakot Olti:

1-— 1-—
(v—av+uo¢—l)y+(1—7—a+a7——7a2)a:0,
Vo Vo

37



3. MATKOWSKI-SUTO TIPUSU EGYENLETEK

ahol y € [a,b]. Igy y egyiitthatdja sziikségképpen eltiinik, azaz

1 —
7—a7+ua—1:0.

Az el6bbi egyenletet és (3.37)-et felhasznalva

v=1.

fgy a tétellink bizonyitasa teljes. O

3.2.3 FO eredmény

3.2.10 Tétel. Legyen I C R pozitiv hosszisdgu, nyilt intervallum,
o, € CM(I). Tegyiik fel, hogy a (p,) pdr megolddsa a (%) egyen-
letnek. Ha létezik olyan I C I pozitiv hosszisdgi, nyilt intervallum,
melyen @ és 1 folytonosan differencidlhatoak, akkor létezik eqy p € R
konstans, hogy

1 , 1
(3.42) p~Xp €S XL,

Bizonyitds. A 3.2.6 Tételbol és a kiterjesztési tételbol azonnal adodik

az allitasunk. ]

3.2.11 Megjegyzés. A fejezetben talalhato eredményeknél dltalano-
sabbat kapott Justyna Jarczyk, aki velem egyidében, de télem fligget-
leniil dolgozott egy hasonlé problémén. [Jar07]-ben egy (x)-ot specidlis
esetként tartalmazo egyenletet oldott meg folytonossagot feltételezve

az ismeretlen fiiggvényekrol.
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3.3 Matkowski-Suto probléma identikus
sulyfiiggvénnyel silyozott
kvazi-aritmetikai kozepekre

Mindenek el6tt sziikségilink lesz az identikus sulyfiiggvénnyel stulyozott
kvazi-aritmetikai kozép definicidjara.

3.3.1 Definicio. Az

My(z,y) — o) (w(xzjrr?;@(y)) C ayel

alaku kétvaltozos fiiggvényt identikus sulyfiggvénnyel siulyozott kvdzi-
aritmetikar kozépnek nevezziik, ahol I C R, nemiires, nyilt interval-
lum, ¢ € CM(I). Ekkor op-t az identikus stlyfliggvénnyel stlyozott
kvazi-aritmetikai kozép generdtorfigguényének nevezzik.

Konnyen bebizonyithatd, hogy a fenti definiciéban szereplo
M, : I x I — I kétvaltozoés fliggvény szigort, szimmetrikus kozép
I-n.

2002-ben a 40. ISFE-én Gronow-ban Matkowski a kdvetkez6 prob-

16m4t vetette fel: adjuk meg az Gsszes olyan (¢, 1) € CM(I)? parokat,
melyek megoldasai a

(3.43) My(z,y) + My(xz,y) =z +vy, x,y€e I

fiiggvényegyenletnek. Domsta és Matkowski [DMO6]-ban az aldbbi
tételt bizonyitottdk.

3.3.2 Tétel (Domsta-Matkowski). Legyen I C R,y nemiires, nyilt in-
tervallum. Ha a (,) € CM(I)?* pdr megolddsa a (3.43) egyenletnek,
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€s vagy p vagy V¥ négyszer folytonosan differencidlhato I-n, akkor
o) ls 6 )

Ebben a részben altalanositjuk valamelyest az elobbi eredményt.
Nevezetesen egy kiterjesztési tételt fogunk igazolni (lasd. [Bur06)),
mely felhasznalasaval elegendd lesz megkovetelni a négyszeres folyto-
nos differencidlhatésdgot egy részintervallumon.

El6szor bebizonyitjuk, hogy ekvivalens generatorok ugyanazt az
identikus sulyfiiggvénnyel silyozott kvazi-aritmetikai kozepet generdl-
jak. Ennek egyszerti, de a kiterjesztési tétel bizonyitasaban fontos sze-
repet jatszo kovetkezménye lesz, hogy ha egy CM([)-beli fliggvénypar
megoldésa a (3.43) egyenletnek, akkor egy vele ekvivalens par is meg-
oldas lesz.

!

3.3.3 Lemma. FEkvivalens CM(I)-beli figguényekkel generdlt iden-

tikus sulyfigguénnyel sulyozott kvazi-aritmetikai kozepek egyenliek.

Bizonyitds. Legyenek a széban forgd generatorfiiggvények o és . A
lemma feltételei miatt léteznek olyan a,b, (a # 0) valés szamok, hogy
o(z) = a®(x) + b minden I-beli x esetén. Ekkor

a(z®(z)+y®(y))+b(z+y)

1 <w($) +y90(y)> R ( oty — b)

© =
r+y a

- (m(ﬁiz@(y)) |

Ezzel a bizonyitéas kész. O

3.3.4 Kovetkezmény. Ha a (p,v) € CM(I)? pdr megolddsa (3.43)-
nek és L O, Y L U, akkor a (®,¥) € CM(I)? pdr is megolddsa
(3.43)-nek.

40



3. MATKOWSKI-SUTO TIPUSU EGYENLETEK

Bizonyitds. Azonnal kovetkezik az elébbi lemmabdl. O]

3.3.5 Tétel. Legyen a (p,v) € CM(I)? pdr megolddsa a

(3.44) o <w(921?;so(y)> L (W(?iy(y)) — oty

x,y € I egyenletnek. Tegqyiik fel, hogy létezik olyan J C I memdires

nyilt intervallum, hogy

(345) o) L1 ‘s v Ao,
ekkor
(346) (@)L i és o) L %

Bizonyitds. A 3.3.4 kdvetkezmény miatt felteheto, hogy
(3.47) olr) =~ & pla) =< veld.
x x

Az el6bbiek miatt mindkét fiiggvény szigorian csokkennd I-n.

Legyen K C I J-t tartalmaz6 maximélis hosszisagui intervallum a
kovetkezd értelemben: ¢(z) = ¢(z) = 2 minden K-beli z-re, és nincs
olyan K' részintervalluma [-nek, mely val6di médon tartalmazza K-t
és p(x) = ¢(z) = £ minden K’-beli z-re. Bebizonyitjuk, hogy ebben
az esetben K = [.

Tegyiik fel indirekt, hogy K # I. Mivel a széban forgé fiiggvények
folytonosak, K zart I-ben, azaz vagy sup K vagy inf K bels6é pontja

I-nek az indirekt feltételezésiink miatt. Az altalanossag megszoritdsa
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nélkil feltehet6, hogy K baloldali végpontja eleme [-nek, legyen ez c.
Ekkor —oo < ¢. Legyen

I :=la,b], K :=c,d}, a<c<d<b,

ahol } := [ vagy ]. A bizonyitas lényegét nem véltoztatja, ha feltessziik
még, hogy b < o0, ellenkezd esetben valasszunk ilyen b-t I-bdl, és
folytassuk ezzel a bizonyitast!

Els6 1épésben a kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkezd 47,09

(09 < d — ¢) pozitiv valés szamok 1étezését fogjuk bizonyitani:
(i) Minden x € |Jc—dy,¢] ésy € [d— 02, d] esetén fennall a kovetkezd

() +yply)  wp(r)+1
o =2ty € [1/d,1/¢],

s W@yl _ @+

T+ r+y

(c—d)plc—d)+1 1

(11) 0—51+d—52 C‘

Vezessiik be a kovetkezo fiiggvényt:

(A =d— A+ (1=Nd) =Ad—¢), re[0,1].

Ekkor ¢ folytonossaga miatt

p(c)e+ o(d — d2(3))(d
c—+ d— (52(%)

|
g
)
—
N
S~—
S~—

sO(d)—; <
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Ezt és ¢ folytonossagat kihasznalva létezik olyan d; pozitiv valds szam,
hogy

T )T —(52l —521
)

A kovetkezdkben feltessziik, hogy ¢(c—d1)(c—61) # 1, ezt az dltalanos-

sag megszoritasa nélkiil megtehetjiik, hiszen ¢ = inf K. ¢ folytonos-
sagat ismét felhasznalva az alabbiakat kapjuk:

1 _ e@)z+ ey
d — r+y

1
S —
c
minden z € [c — 81,¢] és y € [d — b5(3), d] esetén. Igy 0, := d2(3)
vélasztéssal p-re teljesiil (i). Hasonléan megy a bizonyitas ¢-re. Ha
most (i) nem teljesil a valasztott di-gyel és do(3) =: do-vel, akkor
1+-nél nagyobb értéknél mégis teljesiil (i). Ezt a kovetkezd médon

bizonyithatjuk: ¢ szigorian monoton csokkend, igy

(c—01)p(c—61) 4+ (d—02(3))p(d — 62(3)) 1

(3.48) =it d— () <=
(3.49) p(c—61)(c—61) + ¢(c)c - 1

c—01+c c

Alkalmazzuk a Bolzano tételt az alabbi fiiggvényre:

_ (e=d)p(c =) + (d = 52(N))p(d = 65(N))
Q()\> o C—(51+d—52<)\) .

Az (3.48) és (3.49) miatt (felhasznalva, hogy ¢ = d — d5(1)) létezik
olyan \g E]%, 1[, hogy (ii) fenndll §, := d5(A) vélasztassal. Vilagos,

hogy ekkor (i) tovdbbra is érvényes.
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Mésodik 1épésben belétjuk, hogy a ¢(z) = ¢(z) = L egyenl8ségek
egy K-t valédi médon tartalmazoé intervallumon is fennalnak, ami el-
lent fog mondani a K-ra rétt feltételnek.

(3.43), (ii), és K maximalitdsa miatt minden = € [c — d1,¢], y €
[d — d5,d] C K esetén fenndll az aldbbi egyenlet:

Tty T +y
zo(x)+1  ap(z)+1

=r+y.

Ezt és a (3.50) egyenletet felhaszndlva Osszefiiggést kapunk az is-

meretlen fiiggvények kozott, nevezetesen:
1
(3.50) = p(z)Y(z), r € [c—6y,d.

T2

Ezt figyelembe véve, most két eset lehetséges:

(3.51) > p(c— 1) és < (e —dy),

6—61

0—51

vagy
1

0—51

< (c—d) és

> 'l/)(C - 51)
A (3.43) egyenletben ¢ és 1) felcserélhetd, igy elegendd csak az egyik

0—51

esettel foglalkoznunk, legyen ez (3.51). Felteheté még, hogy

ple—0)# =5 & Yle—0)# 5,

(01 megvélaszthaté gy, hogy még a fenti egyenletek is teljestiljenek).
A (3.43) egyenletbdl

zY(x) + z(y)

Y(z+y— My(z,y)) = Tty

, T,y € [c—d1,d].
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Ebbél, (3.50)-et felhasznalva kapjuk, hogy

1 1

1 _ 9@ " v r,y € [c—41,d].

r+y— M, (z,y) r+y

Rendezziik az el6z6 egyeletet, ekkor

(wp(x) +yp(y) (r +y = My(2,9))" @ (x +y — My(,y)) =
= zyp(z)e(y)(z +y)
teljesiil minden x,y € [c—d1,d]-re. Helyettesitsiink az el6bbi egyen-

letbe tetszéleges [c — d1, c|-beli z-et és [d — 09, d]-beli y-t. Ekkor az
alabbi egyenletet kapjuk:

@w@)+n(x+y——ﬁii{f¢(x+y_;§%%7):

= zp(r)(r +y),

minden = € [c — d1,¢]| és y € [d — 09,d] esetén. Rendezziik ez utébbi
egyenletet, ekkor

op(o) (@40 Ao (25 apl)) -1 =0,

zo(x)+17 \zp(zr) +1

teljesiil minden = € [¢ — d1,¢] és y € [d — b2, d]-re. EbbSL, zp(z) # 0
felhasznéalasaval kapjuk, hogy

( r+y w(w))— zp(z) +1

zp(r) +1 ~ap(@)(z+y)’
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hax € [c—d1,c] ésy € [d— dy,d]. Helyettesitsiink ebben az egyen-
letben x helyére ¢ — d;-et, ekkor

0—61+y .
° (<c Toele sy F 1 oeles 51)) -

B (c—01)p(c—0d)+1 (_ 1 )

C(e=d)plc=a)(c—a+y) \ e (e = d)p(c — 61)

minden y € [d — do,d] esetén. Ezt az egyenletet, (3.51) és (ii)-t fel-
hasznalva kapjuk, hogy ¢(y) = ¥(y) = i egy olyan L intervallumon,
melyre inf L < inf K. Ez pedig ellentmond K maximalitasanak. Ezzel
a bizonyitas kész. O]

Az elébbi kiterjesztési tétel segitségével rogton altalanosithajuk a
[DMO06, Theorem 3]-t.

3.3.6 Tétel. Legyenek ¢, € CM(I) megolddsai a (3.43) egyenletnek.
Ha ¢ és ) kozil legaldbb az eqyik négyszer folytonosan differencidlhato

I-nek eqy nemaires részintervalluman, akkor

SR

és () ~

SR

p(z) ~

Bizonyitds. Rogton kovetkezik a 3.3.2 Tételbol és az elobbi kiter-
jesztési tételbol. O
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3.4 Matkowski-Suto egyenlet szimmetri-

zalt kvazi-aritmetikai kozepekre

3.4.1 Definicié. Legyen M egy I-n adott kozép. Azt mondjuk, hogy
M szimmetrizéalt kvazi-aritmetikai kzép I-n, ha létezik ¢ € CM(I) és
a €]0, 1[, hogy

Aso(xay; O{) + Aso(xay; 1 - CY) _

=t A (z,y; )
teljestil minden x,y € I esetén.

3.4.2 Megjegyzések. 1. Lathatd, hogy az elébb definidlt kozép

szigoru, szimmetrikus kozép I-n.

2. Az a = % esetben a szimmetrizalt kvazi-aritmetikai kozepek a

kvazi-aritmetikai kozepeket adjak.

3. Az ilyen tipusi kozepeket el6szor Dardezy és Pales definidlta
(lasd. [DPO06a], [DP06b]). Specidlis esetekben megoldottak az

ilyen tipust kozepekre vonatkozé egyenloség problémaét.

A kovetkezo Matkowski-Suto tipusu egyenlettel foglalkozunk:
Al (g5 ) + Ay, y; ) = 2444, (7, y) x,y € I.

47
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Az egyenlet két ismeretlen fliggvényt és egy paramétert tartalmaz.
Az egyenlet megoldasait négyszeres differencialhatosag mellett adjuk
meg.

Ha o # %, akkor az elobbi egyenletet rendezve a kovetkezot kapjuk:

(3.52) o™ (apl@) + (1= )ply) +
107 (1= )p(e) + ap(y)) + 07" (av(@) + (1 - a)p(y)) +
o (1= a)e(@) +av(y)) =20 +2y,  wye I

3.4.3 Lemma. Tegyiik fel, hogy a (p,0) € @M(I)? pdr kétszer differ-

encidlhatd megolddsa a (3.52) egyenletnek, és ¢'(x) # 0, ¥'(x) # 0
ha x € I. Ekkor létezik olyan ¢ # 0 valds szam, hogy

o)) (z) = ¢ rxel.

Bizonyitds. Jeloljiik %@gﬂ)]_nal az M kétvaltozos flggvény x
szerint k-dik, y szerint j-dik vegyes parcialis derivaltjait. Ekkor
0 [Ap(z, y; )] p'() 0[Ap(z, z;a)]

= :a7

oxr ¢ (Ap(z,y; )’ or

P Apwyia)l  ap'@)  ap(@)e (Agle,ysa)) Tl

D @ (Ag(, ;@) ¢ (Ap(z,y; )

P [Ap(z, z;0)] ol — a)p"(x)
O0x? ¢ ()
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Hasonléan kiszamithatéak A, (z,y;1—a), Ay(z,y;1 —a), Ay(z,y; o)
parcidlis derivaltjai is. Az elébbieket felhasznélva, a (3.52) egyenletet
kétszer derivalva x szerint, majd az igy kapott parcialis derivaltat véve

az (z,x) helyen, rendezés utan a kovetkezo egyenletet kapjuk:

a(1 = ) (" (@) (2) + ¢ (2)0"(x))
()0 ()

=0, rel.

Itt felhasznaltuk, hogy a derivaltak nem tinnek el I-n. Az elébbi
egyenletben sziikségképpen " (z)y'(x)+¢'(x)y" (x) = 0 minden I-beli
x esetén. Azaz létezik olyan c¢ valds konstans, hogy ¢'(x)y/'(x) =

minden x € [-re. ¢ nem lehet nulla, hiszen a feltételek szerint a

derivéaltak nem tiinnek el I-n. Ezzel a lemma bizonyitasa kész. O

3.4.4 Tétel. Tegyiik fel, hogy a (p,v) € CM(I)? pdr négyszer dif-
ferencidlhato megolddsa a (3.52) egyenletnek, ¢'(x) # 0, '(x) # 0,
ha x € 1. Tovdbbd, o & {— — I—C, % + ‘ﬁ} Ekkor létezik olyan p
valos szam, hogy

©~ Xp és Y~ Xy

Bizonyitds. Az el6z6 lemma szerint 1étezik olyan ¢ # 0 konstans, hogy
V(x)¢' (x) = ¢ ha x € I. Ezt, a négyszeri differencidlhatésigot és a
O(x) # 0 (z € I) feltételt felhasznélva 1 derivaltjai kifejezhetGek ¢
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derivéltjaival a kovetkezoképpen:

w(x):so’(x)
o2 (@)
V= =

(3.53)
mo y_ 2ep"(z)  cp”(z)
VT T )
G (x) | e ()¢ (x)  ept™ ()
¢"(z) ¢"?(x) 0" ()

P () =

Hasonléan, mint az el6z6 lemma bizonyitasaban szamithatjuk ki a ne-
gyedik parcialis derivaltjait az A, (z,y; o) , Ap(x, y; 1—a) , Ay (2, y; )
Ay(z,y; 1 — a) kozepeknek az = = y helyen. Példaul

o) O A za)]
a(l —a) Ox*

(1+a+a?)@'(2)p") () — 2a(2 + ba)y'(2)¢" ()" (x) +

+15a%¢" (1) — 3ap™ ()

Derivéljuk a (3.52) egyenletet négyszer x szerint, majd az igy kapott
egyenletben végezziik el az v = y helyettesitést. Ekkor a (3.53) egyen-

leteket felhasznalva egyszertisités utan a kovetkezé differencidlegyen-
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3. MATKOWSKI-SUTO TIPUSU EGYENLETEK

letet kapjuk @-re:
(3.54)
40(1 — a)(7a? ~ Ta + 1) (¢"(x) — " (2)¢/(z))
¢ (x)

A feltételek miatt ebbdl az kovetkezik, hogy vagy 7a? — 7Ta +1 = 0

=0, xel.

vagy @ (x) — ¢"(x)¢'(x) = 0. Az els6 esetben azt kapjuk, hogy
o= % — \{—? vagy o = % + ‘{—?. A masodik esetben pedig létezik olyan
p € R, hogy ¢ A Xp- Ezeket felhaszndlva pontosan a tétel allitasat
kapjuk. [l

3.4.5 Megjegyzés. Az elébbi tételben kapott megoldasok tetszoleges

a €]0,1[ paraméter esetén is megolddsok (ez visszahelyettesitéssel

konnyen ellendrizhetd), de jelenleg nem tudjuk, hogy léteznek-e més
1 V21 1

négyszer differencialhaté megoldasok a € {5 — 45t %} esetén.
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Kozépértékeket tartalmazo
fuggvényegyenletek

ekvivalenciaja

4.1 Bevezetés

Ebben a fejezetben egy [Dar02]-ben és [DMPO06]-ban a szerzok altal
felvetett problémaval foglalkozunk. A téméval kapcsolatban j6 atte-
kintést taldlhatunk [Mak]-ban.

Legyenek M; , M, ugyanazon az I intervallumon adott szigori ko-
zepek. Milyen tovabbi, a kozepekre kirott feltételek esetén egyenld a
kovetkezo két fliggvényegyenlet megoldashalmaza?

(41) f(Ml(x,y))+f(M2(x,y)):f(ili)+f(y), T,y € ]7
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4. KOZEPERTEKEKET TARTALMAZO
FUGGVENYEGYENLETEK EKVIVALENCIAJA

4.1.1 Megjegyzések. 1. A probléma felvetésében nyilvan a koze-
pek szigorisaga helyett feltehetd, hogy létezik a Gauss-kompo-

zicidjuk.
2. Itt f-r6l semmilyen regularitast nem tételeziink fel.

3. A (4.2) egyenlet megolddsai mindig megoldasai (4.1)-nek is. Al-
kalmazzuk ugyanis a (4.2) egyenletet kétszer egymas utan, ekkor

az (IE’) invariancia egyenlet felhasznédldaséval kapjuk, hogy

fx) + fly) = 2f (M @ My(z,y)) =
—of (Ml ® My(M(x,y), My(z,y))) =

= f(Ml(xvy)> + f(MQ(x,y)> :

Masrészt (4.1) folytonos megolddsai mindig megolddsai (4.2)-
nek. Ez rogton lathato, ha alkalmazzuk (4.1)-et tobbszor egymés
utan. Ekkor az un. Gauss-féle iteraciés sorozatok jelennek meg
f-ben, ezek hatarértéke pedig most egyenlo az adott kozepek
Gauss kompozicigjaval. A folytonossagot felhasznalva rogton
kapjuk (4.2)-t. A 6 probléma tehat a (4.1) fiiggvényegyenlet
olyan nem folytonos megoldasainak a megkeresése, melyek nem
megoldésai (4.2)-nek, ha léteznek egyaltalan ilyen megoldédsok.

Az el6bbiekben bemutatott problémaval kapcsolatban, [DMPO06]-
on kiviil, tobb dolgozat is sziiletett: [Bur], [Dar07], [DLL*07], [Eba02].
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El6szor oOsszefoglaljuk a [DMPO6]-ban és a [DLLT07]-ben taldlhaté
eredményeket. A kovetkezé alfejezetben részletesen kifejtjiik a [Burl-
ban taldlhaté eredményeket, melyek [Eba02] altaldnositdsai. Végiil
osszefoglaljuk a [Dar07]-ben taldlhat6 eredményeket, melyek alkalmaz-
zak a korabbi dolgozatok eredményeit.

[DMPO06]-ban a szerzk harom jol elkiilénitheté esetben vizsgaljdk
a (4.1) és (4.2) egyenletek ekvivalencigjat. Elséként az egyik kozép
egyenlé a mértani a masik a szamtani kozéppel. A médsodik eset-
ben a kozepek és a Gauss-kompozicidjuk is kvézi-aritmetikai. A har-
madik esetben pedig mindkét kozép silyozott aritmetikai, az egyik
p €0, 1[-gyel a mésik (1 — p)-vel. A felsorolt esetekben a kovetkezo
eredményeket kaptéak:

4.1.2 Tétel (Dar6czy-Maksa-Pales). Tegyiik fel, hogy f : Ry — R

megolddsa az

r+y
F(55) + 1 wan = @)+ 1),
fugguényegyenletnek minden x,y € Ry esetén. FEkkor f konstans a
pozitiv valos szamok halmazdn.

A bevezetés elején tett megjegyzések és el6bbi tétel miatt, ha
Mi(z,y) = %5 és Ms(z,y) = /7y, akkor (4.1) ekvivalens (4.2)-vel.

4.1.3 Tétel (Dardczy-Maksa-Péles). Tegyik fel, hogy M, My és
My ® My kvdzi aritmetikai kézepek az I intervallumon, ekkor (4.1)

és (4.2) megolddshalmazai megegyeznek.

4.1.4 Megjegyzések. 1. Az eloz6 tétellel kapcsolatban meg kell

jegyezniink, hogy a bizonyitasbol tobb is kideriil. Nevezetesen,
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a tétel feltételei mellett 1étezik olyan ¢ € CM(I) és p valds szam,
hogy M , My, M1 ® M, generatorfiiggvényei rendre x,0¢ , x—po®
. Legyen f a (4.1) és a (4.2) fiiggvényegyenletek megoldésa.
Ekkor a h := fop~! fiiggvény megolddsa a Jensen egyenletnek a
K := ¢(I) intervallumon. Kozismert, hogy a Jensen egyenletnek
léteznek nem folytonos megolddsai is (ldsd. [Acz66],[Kuc85]).
Tehat ebben az esetben a megolddshalmaz gazdagabb, mint az

el0z0 esetben.

2. A bizonyitasban alapvetd szerepet jatszottak a kordbban mér
vazolt eredeti Matkowski-Suto problémaval kapcsolatos eredmé-
nyek ([DP02al).

4.1.5 Tétel (Daréczy-Maksa-Pales). Legyen M, (z,y) = pr+(1—p)y,
My (z,y) = (1—p)xz+py, ahol p €]0,1[. Ha p transzcendens vagy pedig
p

olyan algebrai szdm, hogy [ = 1 algebrai konjugdltja p-nak, akkor

(4.1) megolddshalmaza bévebb, mint (4.2) megolddshalmaza.

[DLLT07] els§ részében sziikséges és elegendd feltételt adnak az
ekvivalencia eldontésére p fiiggvényében.

4.1.6 Tétel (Dardczy-Lajké-Lovas-Maksa-Péles). Legyen p €]0,1].
Ekkor kdvetkezo két eset lehetséges:

(a) Ha % algebrai és —% nem algebrai konjugdltja, akkor a (4.1)

egyenlet megolddshalmaza megegyezik a (4.2) egyenlet megoldds-

halmazdval.
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(b) Ha % transzcendens vagy olyan algebrai szam, hogy —% alge-
brai konjugdltja, akkor a (4.1) egyenlet megolddshalmaza bévebb a

(4.2) egyenlet megolddshalmazdindl.

4.2 Sajat eredmények a témakorben

Ebben a fejezetben a [Bur|-ban taldlhat6é eredményeket mutatjuk be.
A tovabbiakban I C R, . Vizsgédljuk a (4.1) és (4.2) egyenletek ekvi-
valenciajat, ha M; egyenlo az p-vel silyozott szamtani kozéppel, M,
pedig egyenl$ az (1 — p)-vel silyozott harménikus kozéppel. Tehat a
kovetkezo két egyenlet megoldashalmazaival foglalkozunk:

(4.3) f(px+(1—p)y)+f< > = f(z) + f(y),

(1-p); +p,

(4.4) 2f(Vry) = flx) + fy),

ahol z,y € I.

4.2.1 Megjegyzések. 1. Itt felhasznaltuk, hogy a széban forgd
kozepek Gauss kompozicidja a mértani kozép (lasd 2.2.5/3). Ezt
konnyen belathatjuk az (IE’) egyenlet segitségével.

2. A problémat ebben a formaban Dardczy Zoltan vetette fel.

3. [Eba02]-ben Ebanks bebizonyitotta, hogy p = 3 esetén (4.3)

megolddshalmaza megegyezik (5) megolddshalmazéval.
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Most bebizonyitjuk, hogy tetszéleges p €]0, 1] esetén is igazolhaté
Ebanks-éhez hasonl6 eredmény.

4.2.2 Tétel. Az (4.3) figgvényegyenlet megolddashalmaza megegyezik
az (4.4) fliggvényegyenlet megolddshalmazdval.

Bizonyitds. A korabban tett megjegyzéseink miatt elegendd csak azt
bebizonyitani, hogy (4.3) minden megoldédsa (4.4)-nek is megoldasa.
Legyen f: I C R, — R megoldésa (4.3)-nak. Ekkor az

F<$>y)¢:f(f)+f(y)—f(Iﬁ)j rye Il

kétvaltozos fiiggvény megoldasa a kovetkezo fiiggvényegyenletnek:

2y 2w B
F(z,y) + F(z,w) + F (prr (1—p)y pz+(1 —p)w> B

B Tz yw
_F(x,z)+F(y,w)+F(px+(1_p)z’py+(l—p)w) ’

ahol z,y, z,w € I. Ezt, F definiciéjat és a (4.3) egyenletet felhasznalva

a kovetkezo fiiggvényegyenletet teljesiil f-re:
(4.5) flpz+ (1 =ply) + flpz+ (1 = p)w) +

pry (1-pew \

i (px+(1—p)y +pZ+(1—p)w> a

= fpr+ (1 —p)2) + flpy + (1 — p)w) +
prz (1—-plyw

+ (pw+(1—p)z py+(1—p)w>

minden z,vy, z,w € I esetén.
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Ebbdl az egyenletbdl ki szeretnénk kiiszobolni két valtozot, ennek
érdekében a kovetkezo helyettesitéseket kellene végrehajtanunk (4.5)-
ben:

px? — prz + 22 pr? — pPrz + (1 — p)22?
= y w = .
pr+(1—-p)z (1 =p)(pr+ (1 -p)2)

Meg kell vizsgalnunk, hogy végrehajthato-e ez a helyettesités, azaz a

fenti képlettel adott y és w benne van-e I-ben?

Legyen
D:={(r,2)|zel}CI?
és
p,A:I? - R,
. prl—pxzt2? . pr®—p?zz+(1-p)32?
plr, 2) =050 M@ 2) = Sgerap:

Meg kell vizsgalnunk ezen leképezések képhalmazat. Egyszerti szamo-
lassal beldthato, hogy w(z,z) = Az, z) = z. gy a p(I?) és a A(I?)
halmazok nemiiresek, s6t D C pu(I%) x A(I?). Most bebizonyitjuk,
hogy u(I?) x A(I?) halmaz tartalmazza D egy kornyezetét is R?-ben.

Az (x,2) — (u(z, 2), AM(z, 2)) leképezés Jacobi-determindnsa
((x =2’ — (@ —2)(x=32)p+2°)p
(pe+ (1 —=p)2)* (p— 1) '
Ez az 4tlon nem tinik el ugyanis, J(t,t) = ﬁt >0, tel. Mivel az

Iz, z) =

(z,2) — J(x, 2) leképezés folytonos I*-en, létezik olyan kornyezete D-

nek (D-t tartalmazé nyilt halmaz R?-ben), melyen az imént emlitett
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leképezés pozitiv. Ez pedig azt jelenti, hogy

(1) < A(%)) " #0,

ahol A° az A halmaz belsejét jeloli. Az eddigieghél pedig kapjuk, hogy
Q= (12 N (M(ﬁ) x A([2)>>
nemiires, nyilt halmaz R?-ben, amelynek részhalmaza D.
Végezziik el a (4.5) fiiggvényegyenletben az aldbbi helyettesitése-
ket:
pr? — prz 4 22 pr? — pPrz + (1 — p)22?
= s w =
pr+(1—-p)z (1 =p)(pr+ (1 -p)2)
Rendezés utan a kovetkezd egyenletet kapjuk, hogy minden (z, z) €

, (z,2) € Q2.

esetén f-re fennall a kovetkezo fliggvényegyenlet:

o <pa:2+(1—p)22) B

pr+ (1 —p)z
(P +p)a®+ (1 —p+p*)z® — 2paz
(4.6) —f( vt (= p)e )_|_
(p2® + (1 —p)2?)?
o ((P<1 +p)a? + (1 —p+p?)2? — 2pxz)(pr + (1 —p)z)) '

Legyen most

Az, z) = PP+ (L= p 4 p*)2" = 2wz
T pr+(1—p)z
(4.7) és
B(m, Z) — (px2 + (1 B p)22)2

(p(1 +p)a? + (1 —p+p*)2? = 2pxz)(pr + (1 —p)z)
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Vizsgaljuk meg a
T:Q—R?, T(x,z):= (Ax, 2),B(x,2))?

leképezés képhalmazat.

Hasonléan, mint kordbban kapjuk, hogy D C 7(£2). 7 Jacobi
determinansa pedig D-n kiviil sehol sem nulla, hiszen

(z — 2)(p2’ + (1 — p)2?)

((z = 2)%* + (z — 2) (2 + 2)p + 22) (pa? + (1 = p)2?)
és dr(x,z) # 0, ha x # z. Az elébbiek pedig azt jelentik, hogy
7 (I*) N I? =: A nemiires, nyilt halmaz R?-ben, tovdbbd D C A.

Most mar végrehajthatjuk (4.6)-ban a (4.7)-ben 1év6 helyettesité-

Ir(z,2) =

sek. Ekkor a kovetkezo egyenletet kapjuk f-re:
(4.8) 2/ (VAB) = f(A) + f(B)
ha (A, B) € A.

Legyenek most x,y € I tetszolegesek. Elegendden nagy n termé-
szetes szam esetén (z,,y,) € A, ahol z,, és y, a megfelel§ Gauss-féle
iteracios sorozatok n. tagjat jelolik. Igy (4.3)-t és (4.8)-t felhasznélva
kapjuk, hogy

f(flr)+f(y)=f(pw+(1—p)y)+f(m> o

Tp—1Yn—1
e xTL— + ]-_ n— + ( >
f@ras+ (L= Pyny) + Pt + (L~ )yt

Tn '

Yn

= 2/ (Eg) = 2/ (/7).

Mivel z és y tetszoleges volt, a bizonyitas teljes. O]
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4. KOZEPERTEKEKET TARTALMAZO
FUGGVENYEGYENLETEK EKVIVALENCIAJA

4.2.3 Megjegyzés. A bizonyitas utdélsd 1épésében hasonlé mddszert
hasznéltunk, mint a szerzék [DEP02]-ben.

4.3 Egy alkalmazas

A fejezetben talalhatéakhoz kapcsolédnak Dardezy Zoltan [Dar07]-ben
taldlhaté eredményei. Vizsgdlandé a (4.1) és (4.2) egyenletek ekviva-
lencidja, azzal a mellékfeltétellel, hogy M, My és M;® Ms is sulyozott
kvazi-aritmetikai kozepek.

Legyenek M, M, , M3 ugynazon az I intervallumon értelmezett
silyozott kvazi-aritmetikai kozepek gy, hogy Mj; a Gauss kompo-
ziciéja Mi-nek és Msy-nek I-n. Az (My, My, Ms) rendezett harmast
kiwvételes esetnek nevezziik I-n, ha létezik azonos generatorfiiggvényiik
és 0 < p < 1 valds szam, hogy M; p-vel My (1 — p)-vel M3 pedig %-del
van sulyozva, ahol p vagy transzcendens, vagy olyan algebrai szam,
hogy % és —% algebrai konjugaltak.

4.3.1 Tétel (Daréezy). Legyenek My, My, M3 ugynazon az I inter-

vallumon értelmezett sulyozott kvazi-aritmetikai kozepek gy, hogy Ms

a Gauss kompozicioja Mi-nek és My-nek I-n.

e Haaz (My, My, Ms) rendezett hdrmas nem kivételes eset, akkor
a (4.1) és (4.2) egyenletek ekvivalensek.

o Ha az (My, My, M3) rendezett hdarmas kivételes eset, akkor a
(4.1) egyenletnek létzik olyan megolddsa, amely (4.2)-nek nem
megoldasa.

Az elobbi tételben a "nem kivételes eset” bizonyitasaban a szerzo
felhasznalja a 4.2.2 Tételt is.
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5

Osszefoglalé

A disszertaciéban kiilonbozo kozépértékeket tartalmazo fliggvény-
egyenletekkel foglalkozunk. A fontosabb fogalmakat és néhany alap-
vetd tételt tartalmazo fejezet utan elészor Matkowski-Suto tipusu e-
gyenletekkel (tovabbiakban MS egyenlet) kapcsolatos problémakat
targyalunk. Ebben a részben harom alfejezet talalhaté. Az elsd alfe-
jezetben egy sulyozott kvazi-aritmetikai kozepeket tartalmazé MS e-
gyenletet oldunk meg folytonos differencidlhatésag feltételezése mel-
lett. Az alfejezet f6 eredménye:

1 Tétel. Legyen I C R pozitiv hosszusdgu, nyilt intervallum. Tegyiik
fel, hogy @, : I — R szigorian monoton, folytonos fligguények

megolddsai a

o~ (ap(@)+1—a)p(y))+v7! (1= +av(y) ) = oty oy € 1

fuigguényegyenletnek. Ha ¢ és ) [-nek eqy pozitiv hosszusagi, nyilt in-

tervallumdn folytonosan differencidlhatoak, akkor létezik olyan p valds
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5. OSSZEFOGLALO

konstans, hogy
p~Xxp €5 Y~ X,

ahol

xr ha p=0

Xp(T) = rel.
e’ ha p#0
A maésodik alfejezetben egy identikus sulyfiiggvénnyel sulyozott

kvazi-aritmetikai kozepeket tartalmazo egyenletre bizonyitunk kiter-

jesztési tételt. Ezzel dltaldnositjuk Domsta és Matkowski [DMO06]-ban
talalhaté tételét. Az alfejezet f6 eredményei:

2 Tétel. Legyenek a p,v : I — R szigorian monoton, folytonos

fugguények megolddsai a

@ o <w($) +W(y)> 4yt <fv¢(l’) + y¢(y)> —rty

T+ r+y

egyenletnek, ahol x,y € I. Tegyik fel, hogy létezik olyan J C I

nemares nyilt intervallum, hogy

, J 1
5 €s @Z)(LU) T )

ekkor

. é o) L

3 Tétel. Legyenek ¢, : I — R szigorian monoton, folytonos fiiggué-
nyek megolddsai a (E) egyenletnek. Ha ¢ és 1 kozil legalabb az eqyik
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5. OSSZEFOGLALO

négyszer folytonosan differencidlhato I-nek eqy nemares részinterval-

lumdn, akkor

1 1
Lo 6 gt

pla) ~ — .

A harmadik alfejezetben szimmetrizalt kvazi-aritmetikai kozepeket
tartalmazd MS egyenletet oldunk meg négyszeres differencidlhatosagot
feltételezve az ismeretlen fiiggvényekrol. Az alfejezet f6 eredménye:

4 Tétel. Legyenek p,v : I — R szigorian monoton, folytonos fiigg-

vények megoldasai a

e (ap(@) + (1= a)pw)) + ¢ (1~ a)e(@) + ap(y) ) +

7 (@) + (1= @)py)) + 97 (1 = a)p(e) + av(y)) =
2x + 2y, x,ye I.

egyenletnek. Tegyik fel, hogy @ és ¥ négyszer differencidlhato I-n,

@' ds o/ mem tinik el I-n. Tovibbd, a ¢ {4 2,1+ 521 Bikor

létezik olyan p valds szdm, hogy

I , I
©~ Xp és v~ Xy

A harmadik fejezetben kozépértékeket és Gauss-kompozicidjukat
tartalmazé fiiggvényegyenletek megoldashalmazainak egyenloségét
vizsgaljuk. Az ismeretlen fliggvényrél semmilyen regularitdst nem
tételezlink fel ebben a fejezetben. A fejezet {6 eredménye:

5 Tétel. Legyen 0 <p <1 és CR,. Ekkor a

(1=p);+py

z Y

f(pw+(1—p)y)+f< )Zf(x)Jrf(y),x,ye I,
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5. OSSZEFOGLALO

2f(Vwy) = f(o) + fly),zy € 1,

fuggvényegyenletek megolddshalmazai megegyeznek.
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6

Summary

In this work we deal with different functional equations involving
means. After the first chapter, which contains the most important
definitions and some theorems connected with them, we start our in-
vestigation three Matkowski-Suto type functional equations (in the fol-
lowings MS equation). Accordingly, there are three subsections in this
chapter. In the first one we solve an MS equation involving weighted
quasi-arithmetic means. We assume the continuous differentiability of
the unknown functions. The main result of this subsection:

1 Theorem. Let I C R be nonempty, open interval and ¢,y : I — R
strictly monotone, continuous functions are solutions of the following

functional equation:

o~ (ap(@)+(1=a)e(y) )+ (1—a)(a)+av(y) ) = o4y, 2y € 1.
If ¢ and v are continuously differentiable on a nonempty, open subin-
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6. SUMMARY

terval of I, then there exist p € R, such that

I I
©~ Xp and P~ Xy,

where
x ha p=0
Xp(T) = rel.
e’ ha p#0

In the second subsection we prove an extension theorem on a func-
tional equation involving weighted quasi-arithmetic means with vari-
able weights. With the aid of this theorem we generalize a theorem
of Domsta and Matkowski from [DMO06]. Here are the main results of
this subsection:

2 Theorem. Let ¢, : I — R strictly monotone, continuous func-

tions are solution of the following functional equation

O (w(fv) +ys0(y)> Lyt (W(@ +y1/f(y)> .

r+vy r+y

where x,y € I. If there exists J C I nonempty, open interval, such
that

and P(x)

SN

then

K|+

o(z) L and ORES
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6. SUMMARY

3 Theorem. Let ¢, : I — R strictly monotone, continuous func-
tions are solutions of equation (E). If either ¢ or ¢ four times con-
tinuously differentiable on a nonempty open subinterval of I then
71

~

p(r) ~ and ()

SHE

In the third subsection we examine an another MS equation, which
contains symmetrized quasi-arithmetic means, assuming that the un-
known functions are four times differentiable. The main theorem of
this subsection is the following:

4 Theorem. Let p,v : [ — R strictly monotone, continuous func-

tions are solutions of the next functional equation:

e (ae(@) + (1 - a)p(y)) +¢7 (1 — )p(@) + ap(y)) +

7 (@) + (1= )py)) + 97 (1 = a)p(@) + av(y)) =
2x + 2y, x,ye I.

Assume that @ and Y are four times differentiable functions with non-
o SN 1 V21 1 V21
vanishing first derivatives on I, and o ¢ {5 — Y3+ T}' Then

there exists a real number p, such that

I I
©~ Xp and Y~ x_,.

In the last chapter we study the solution sets of two functional
equations:

(1)

f(px+(1—p)y)+f< = f(x) + f(y), rye I,

1
(1-p); +p§)
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6. SUMMARY

and

(2) 2f(Vwy) = flo)+ fly),  xyel,

where 0 < p < 1 and I C R,. There is no regularity assumption of
the unknown function. Here is the main result of this chapter:

5 Theorem. The solution set of functional equation (1) is equal the

solution set of functional equation (2).
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