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1. Bevezetés

A matematikat altalaban nehéz tantargynak tartjak, tadawkl és tanitasaval
kapcsolatosan sokféle hiedelemmel talalkozhatunk. Sdiggngondoljak, hogy ha
valakinek nincs tehetsége a matematikahoz, akkor ezenetezh degiteni. A mate-
koz6 szakemberek viszont rendiletlentl keresik azokat@smadeket, amelyekkel a
targy tanulasat, oktatasat hatékonyabba lehetne tennekEm célnak az elérése ér-
dekében az oktatasi folyamat komplex, atfogé elemzéségerios megtervezésére
nok, amelyeket 6nmagukban is érdemes vizsgalni. Az egyitofbeszkdz a szami-
tégép, amely az utébbi évtizedek rohamos informatikabtikének kdvetkeztében
kdnnyen elérhétvé és sokféleképpen felhasznalhatéva valt az oktatasirfatban.

Bar a szamitégép és az internet hasznalata mas tantargyati@saban is no-
vekvd szerepet tolt be, ez a tendencia a matematikai és az ini@aindomanyok
kozotti szamos kapcsolat miatt a matematika oktatasabanimkébb érvényesil.
Egyrészt az informatika szamos matematikai probléméateleafmelyek felhasznal-
hat6k a matematika oktatasaban az érdiedés$ felkeltésére és a gyakorlati problémak
elétérbe helyezésére, masrészt a szamitégép megkoénnyithemkus szamitasi fel-
adatok elvégzését, szamos szemléltetési dsidget biztosit a matematikai fogalmak
megértéséhez.

A felsBoktatasban kilondsen gyorsan elterjedt az informatiganédia eszko-
z0k hasznélata, kuléndsen abaflasokon. A gyakorlatokon sokkal kevésbé elterjedt
a nagyobb anyagi raforditas miatt, pedig a szamitoégépkestkoz lehetne az 6nalld
tanuloi munka disegitéséhez, illetve a hallgatok munkéjanak, tudasamékedseé-
hez. Az egyetemi,diskolai matematika oktatasaban kilondsen gyakran hksgna
szamitdégépes eszkbzoket az analizis, illetve a statistaiitargy keretén beldl.

1.1. Atémavalasztas indoklasa

Az Obudai Egyetemen, illetve annak jogelintézményeiben kb. 20 éve tanitjuk
a Diszkrét matematika és lineéaris algebra (DMLA) targyatérnok informatikus
hallgatoknak. A targy az atlagos képességl és felkésgiilthallgatoknak altalaban
szaraz, nehezen értbegs tanulhatd, de dsorban ez a targy tartalmazza azokat a
matematikai ismereteket, amelyek az informatikus képaéshblegfontosabbak.

Témavalasztdsomat ennek a targynak a tanitisa sorantszerészben nega-
tiv — tapasztalataim, illetve a szamitdogépes mdodszerekdamgigakban — efssorban
analizisben — latott alkalmazasai motivaltak. Célom az, Valgy a szamitbégépes
eszkozoket felhasznalva olyan médszereket keressekyeknelDMLA targy tanu-
lasat és oktatasat hatékonyabba teszik. Ezzel kapcsaatokovetked kérdésekre
kerestem a valaszt:

LA targy neve idnként valtozott, tartalma azonban csak kis mértékbenadémyegét nem érintette.



e Atargy mely témakoreinél 8hyds alkalmazni a szamitogéppel tdmogatott ok-
tatast?

e Milyen szoftverek dallnak rendelkezésre, és milyen szerfgpomlapjan va-
lasszunk ezek kozul?

e Milyen feladatok, feladatsorok segitik a hallgatok tasul@dlyamatat? Mely
feladatok valnak feleslegessé szamitégépes médszermkdas esetén és mi-
lyen (j feladatok felhasznalasara nyilik lebetg?

¢ Milyen feladatok megoldasa jelent nehézséget a hallgatéknéra és miért?
Hogyan befolyasolja a feladat nehézségét az alkalmazuftver hasznalata?

e Milyen hatassal van az informatikai eszk6z6k hasznalatakéatas modszer-
tanra?

e Hogyan szervezziik az 6rai munkat?

e Milyen szamonkérési és elléreési modszereket alkalmazzunk?

e Hogyan hasznaljuk a szamit6gép altal adott lébe&geket a tanuloi tudas el-
lendrzésére?

e Mia hallgaték véleménye az alkalmazott médszebklds azok hogyan hatnak
tanulasi modszereikre, szokasaikra?

1.2. Az értekezéshez kapcsol6dé munkék és célkitiizések

A matematika szamitdégéppel tamogatott oktatasa tllsagusgy terliletnek bi-
zonyult, ezért vizsgalataimat két kisebb teriiletre s#fidm. Ezek egyike a DMLA
targy szamitdgép algebrai rendszerrel (CAS) tamogatatitésa, a masik pedig Uj
szamitdégépes vizsgaztatasi léisgigek keresése, az eMax rendszer matematikai mo-
duljanak fejlesztése.

1.2.1. CAS felhasznalasa a Diszkrét matematika és linearedgebra targy ok-
tatasaban

A CAS rendszerek sokoldali matematikai szoftverek, ankeggyarant alkal-
masak numerikus és szimbolikus szamitasok elvégzésékiban sokféle grafikus
szemléltetési lehéséget tesznek lelaté, és tobbségik programozasi Iéiséget is
biztosit. Vannak kozottik specidlis céliak, amelyek a matéa egy bizonyos te-
riletére koncentralnak, és vannak altalanos céltak. ¥délssm a Sage rendszerre
esett, amelyet kifejezetten oktatasi célra fejlesztekiek005-ben. A kijelentés- és
predikatumlogika kivételével a Diszkrét matematika éedirs algebra targy minden
fejezetében jol hasznalhat6nak bizonyult.

Demonstraciés célokra mar korabban is hasznaltam a prograe a 2009/10
tanévben lehéségem nyilt arra, hogy szemeszterenként két-két tank&@zamito-
gépes laborban tartsam a DMLA targyhoz tartozé gyakorlatatévfolyam nagy
része tovabbra is a megszokott tablas gyakorlaton vett. il@ddvetked évil va-
laszthato targykéathirdettem meg a szamitégéppel tamogatott gyakorlatchbiosa
is két-két tankdr szamara félévenként. Az U targy keretébilolgozott témakdrok

2Matematikai problémak megoldasa szamitégéppel (MP)



elshsorban a DMLA targy anyagahoz kapcsolodtak, de emeli@teelilt a figgvény-
abrazolas, a fiiggvényvizsgalat és az egyenletmegoldas is.

A gyakorlatokon a hallgatéknak egy-egy feladatsort kehetgoldaniuk — lehe-
téség szerint a Sage rendszer felhasznalasaval, de akkfmgadtam a megoldast,
ha a hallgatd6 nem hasznalta a szamitégép altal nyujtottdségeket. Ezen kivdl
a hallgatok hazi feladatot is kaptak, amelynek megoldaddivatked gyakorlatig
kellett beadniulkd

A hazi feladatok beadasa mellett a 2010/11 tafiéat hallgatéknak a kurzus
soran két zarthelyi dolgozatot is kellett irniuk és elekikos formaban beadniuk az
évkozi jegy megszerzéséhtAzok a hallgatok, akik parhuzamosan a DMLA targyat
is felvették, annak hagyoméanyos zarthelyi dolgozatot iginték.

Az MP targy tanitasa és az eredmények vizsgalata soran akk@ehipotézi-
sekkel éltem:

1. Az informatikus hallgatok szamara nem okoz gondot a CA%Ilkse, a hasz-
nalat alapvei elemeit gyorsan elsajatitjak.

2. A Sage haszndlata a reprezentacios {egagek kiszélesitésévebskgiti a ma-
tematikai fogalmak mélyebb megértését.

3. Mivel méas témakorokkel kapcsolatosan a kutatasok gyagzamolnak be a

CAS hasznélatanak sikeresséiiga kisérleti csoportokban jobb eredményekre

lehet szamitani a DMLA targybdl, mint a kontrollcsoportakb

A rendszer hasznalaté\iti a feldolgozhat6 feladatok és témak korét.

5. A szamit6gép hasznalat®segiti a hallgatok onallébb munkavégzését az éra-
kon és a hazi feladatok elkészitése soran.

6. Arendszer hasznélata mellett a hallgatok sziveseblygalkoznak matemati-
kai feladatokkal, mint a hagyomanyos oktatasi forma esetén

7. AKkitGizott feladatok nehézsége dsszefliggésben vahastaialas célja szerinti
tipusaval.

8. A CAS hasznélatdnak engedélyezése a feladatok neh&osegdjét jelerdt-
sen megvaltoztatja.

B

1.2.2. Az eMax szamitdégépes vizsgaztatd rendszer

Az eMax rendszer fejlesztése az Obudai Egyetem fmbitézményében a Bu-
dapesti Miszaki &iskolan indult 2005-ben. A cél egy szamitdgépes tudagettd
rendszer létrehozasa volt, amely a szokasos tesztfeladaibett olyan aktiv felada-
tokat (62. oldal) is képes vizsgalni, ahol a hallgaté maggmlimazza meg a kérdésre
adott valaszt, és amely értékes részleteket tartalmazdemeteljes valaszt is képes
aranyos részpontszammal értékelni. A rendszer a kowetkékz aktiv feladattipust

tamogatja:

3Mivel a Sage rendszer ingyeneét szabad forraskadu szoftver, ezért otthoni hasznélateake-
zott problémat.

4A 2009/10 tanévben a DMLA targy hagyomanyos zarthelyi deégait szamitégép felhasznalasa
nélkul kellett kdteleden megirniuk, de ekkor is leltetéget kaptak egy szamitogépen megirt zarthelyi
beadasara javitas céljabol.



e rovid szoveges feladat;
e matematika feladatok egy specialis fajtaja.

Ertekezésemben csak a rendszer matematikai moduljakékintinek a tervezé-
sével, és tesztelésével jar6 munka egyenkrtékben oszlott meg dr. Gyérgy Anna
kollégardm és kodzottem, mig az implementaciét Szénasi Sandor \egkatégre-
hajtand6 feladatok a kovetk@k voltak:

a matematikai modul hallgatéi felliletének tervezése;

a matematikai modul oktatoi fellletének tervezése;

a tAmogatott feladattipusok kivalasztasa;

az értékdb algoritmusok tervezése;

feladatok bevitele mintamegoldasokkal, tesztesetekkgbantozassal a fel-
adatbankba;

feladatsorok létrehozasa a rendszerbef feladatok felhasznalasaval;

e prébavizsgak lebonyolitasa;

e a szamitdégépes értékelés tsszehasonlitasa a kézi &tékadinényével.

A feladatmegoldasok bevitelének forméja, a feladatok égotdésaik MathME
forméban val6 tarolasa, a 7.3.3. fejezetben leirt tesatibgus és megoldasi fak
Osszeépitésének gondolatdet szarmazott, a sabalgoritmusok kidolgozasa dr.
Gyorgy Anna nevéhez fidrlik, mig a tobbi feladathoz mindketten hozzajarultunk

otleteinkkel és munkankkal.

A rendszer matematikai moduljaval kapcsolatos elvaradakatkedk voltak:

o Attekinthet felhasznaloi felillet biztositasa, ami egyszer(i és Kémse keze-
lési lehebséget biztosit.

e Aktiv feladatok tamogatasa.

e A megoldasok gyors, kvazi automatikus értékelése.

e A kézi értékelésre utalt megoldasok aranya legyen alac¢engbtleg ne ha-
ladja meg a megoldasok 5%-at!

e Arendszer altal értékelt feladatok esetén a program dtatt pontszam ne tér-
jen el jelensen (10%-nal nagyobb mértékben) a tanar altal kézi jastémn
adott pontszamtol!

e Adjon pontos, részletes, informaciét az egyes hallgatékrmenyeidl, tegye
leheBvé az elkdvetett hibak megtekintését!

e Adjon attekintheh, 6sszefoglald jellegli informaciot a vizsga eredméidyeir
hallgatonként, feladatonként és dsszességében!

SMathematical Markup Language (matematikai leiré nyel@)][2
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2. Matematikadidaktikai megalapozas

2.1. A matematika tanulasanak néhany pszichologiai kérdés

A matematika tanulasanak harom alappillére az adott témpiz tartoz6 fogal-
mak, tételek és algoritmusok megismerése, amelyek alaplg&nak az alkalmaza-
sokhoz sziikséges modellek felallitasara és a problémakldésghoz.

2.1.1. Fogalmak

Skemp szerint a matematika tanulasa és tanitasa sorarrii@mnehézségek el-
sbsorban pszichol6giai természetliek. Kutatasaiban liéyagsszerepet kap a fogal-
mak megértése, amelyekkel kapcsolatosan kényvében kétexgy de fontos alap-
elvet fogalmaz meg:

1. ,Definicio6 segitségével senkinek nem kdzvetithetiinktaladsmerteknél ma-
gasabb rend(i fogalmakat, ez csak megfepglldak sokasaganak bemutatasa-
val lehetséges.”

2. ,Mivel a matematikaban az @6 pontban emlitett példak ugyancsak fogal-
mak, ezért mindenekétt meg kell gpzédnink arrél, hogy a tanulé mar ren-
delkezik ezekkel a fogalmakkal [46].”

A felsdfoki matematikaoktatasban mindkét alapelvet rendszemeegsértik, hiszen
az Uj fogalmak bevezetése altalaban &adhsokon a definicié kimondasaval térténik
— szerencsés esetben agael6 utdlag példat is mond a bevezetett fogalmakra — és
nincs lehefiség a hallgatok tudasanak atfogo felmérésére, illetvgaliu hianyok
poétlasara.

Skemp véleményével mas a matematikatanulas pszichdglafoglalkozé
szerdk is egyetértenek. Vinner a kdvetkdZrja: ,,A definicid sulyos problémat ered-
ményez a matematika tanulasaban. Talan mindennél joblmviské a matematika
professzionalis matematikusok altal elgondolt strujfigs a fogalmak megértésé-
nek kognitiv folyamata k&zoétti ellentmondast [59].”

Amikor egy fogalom nevét latjuk vagy halljuk, az felidéz amlit a memoriank-
ban. Ez altalaban akkor sem a fogalom definiciéja, ha az saé@auismert, hanem
a fogalomképzet [49] [60]. Ez a fogalomnak egy nem sztvegesdju megjelenése
a fejlinkben, hanem valamilyen vizualis reprezentacidjetve tapasztalatok vagy
benyomasok dsszessége is. Altalaban széveges formabanuigjuk irni, de nem
szabad elfelejteni, hogy nem az azbelleges, amikor a fogalomra gondolunk.

Ezek a vélemények sok igazsagot tartalmaznak, amit azédktaindennapi ta-
pasztalatai is alatamasztanak. A hallgatok szamara dankdisszetett fogalmak —
amelyek definicioja esetleg bonyolultabb megfogalmazaségszokottndl— beve-
zetésekor, az oktatok tobbsége azonnal példakkal ilklfgz e fogalmat. Ugyanakkor
sokan hangsulyozzak, hogy a definicidnak is fontos szerapeavfogalom megér-
tésében. Pitt részletes valaszt ir Fodor és $t@rzai 1980-ban megjelent cikkére,
amelyben ,védelmébe veszi” a definicidkat [15] [40].

SHatarérték, algebrai struktarak, relaciok, . . .



A fogalomra adott példak sok olyan informaciot hordozhktrzami nem tartozik
a fogalomhoz (zaj) ezzel megnehezitve a fogalom pontos méasgé [46]. Tipikus
példa erre a figgvény, amelynek altalanos fogalma sokéig adekul ki, hiszen a
tanulék csak egyvaltozés, valos fiiggvényekre latnak peédda fliggvény megadasa
szinte mindig képlet segitségével torténik tanulé szamara hosszu folyamat, amig
a kilénbod példak sokasagabdl ki tudja szlirni a Iényeges informaém eljut a
fogalom Iényegéhez. Ebben segitséget nyljthat a szovediesct, ha az a teljes-
ség kovetelményének eleget tesz [1], hiszen konkrét pélidalalataval lehéséget
nyujt a formalodé fogalomképzet ellérzésére, és tampontot nydjt annak esetleges
moédositasahoz. A példak mellett fontos szerepet tolterekzlellenpéldak is, ame-
lyek még vilagosabban mutatjak, hogy a definicié6 minden tdreénye fontos a
fogalom meghatarozasaban.

Vollrath szerint egy tanul6 akkor sajatitott el egy fogainie a kovetke ellen-
Orizhet képességekkel rendelkezik [61]:

1. Képes megadni a fogalom definiciéjat.
. El tudja donteni, hogy egy adott objektum példa-e egyryns fogalomra.
(fogalomazonositas)

3. Tud példéakat felsorolni, illetve konstrualni az adotgdtomra. (fogalomreali-

zalas)

Ismeri a fogalom tulajdonsagait.

5. Képes afogalmat felhasznalni szituaciok leirasaetyil problémak megolda-
sara.

6. Eltudja helyezni a fogalmat a fogalmak hierarchikus szedében. (Ismeri az
ala-, illetve félérendelt fogalmakat.)

N

B

Bar ebben a felsorolasban a fogalom definiciéjanak ismetsiehelyen szere-
pel, a fogalom megértése \ollrath szerint sem jelenti csupdefinicid ismeretét.
Bar a kritériumok kozoétt nem mindegyik teljesen egyérielma fogalom minden
tulajdonsaganak ismerete aligha lehet kbvetelmény, higjbb és Ujabb tulajdon-
sagokat fedezhetlink fel — kivalé tampontot nyudjtanak ahhogy milyen jellegl
feladatok gyakorlasaval lehet a fogalmat vilagossa ésegggiolgozottabba tenni a
tanulé szamara.

Megfigyelhetjik, hogy a példak szerepe itt is nagy hangskayt (2-3. pont),
legalabb ilyen fontos azonban, hogy a fogalmat nem elsdigsmeretként kell el-
sajatitani, hanem az egyéb matematikai ismeretekkel figggesben (4-6. pont). Ez
nemcsak az egyéb fogalmakkal valé kapcsolatok feltérkégggzelenti, hanem a kap-
csolodo tételek ismeretét is, hiszen a fogalom tulajdcaiség az egyéb fogalmakkal

"Afenti kijelentés nem teljesen igaz, hiszen talalkoznakralok tébbvaltozds fiiggvényekkel (tég-
lalap teriilete), latnak példat tablazattal valé6 megadé@sitanulnak a geometriai transzformaciokrol is.
A tobbvaltozés fliggvények esetében azonban altaldbamehaagzik, hogy fuggvényeédt van sz6,

a nem képlettel megadott fiiggvényekre pedig kevés péladkaés nem hasznaljd@ket semmire. A
geometriai transzformaciokkal kapcsolatosan éppen csgkgnoktak emliteni, hogy ezek is fliggvé-
nyek, radadasul a tanuldk itt is csak specialis példakkalliegagosagi és hasonlésagi transzformaciok)
talalkoznak.



val6 kapcsolatokat ezek segitségével fogalmazzuk mege&sadapjan alkalmazhat-
juk a fogalmakat a modellalkotasban.
Mindez 6sszhangban van a Skemp altal hasznalt szkéma (k#iabhaval, amit

6 szellemi struktaraként hataroz meg. Bar erre pontos dejtniem ad, 6nmaga-
hoz hlien megprébalja példakkal illusztralni és koérilikieirasbol kiderll, hogy a
szkéma egy adott fogalomhoz valamilyen szempont, tula@grszerint kapcsolédé
fogalmak rendszere. Nyilvanval6 az is, hogy egy fogalonbtébkémanak is része
lehet [46]. A szer@ szerint a szkémaknak két funkcidja van:

e integralja a meglé tudast,
e szellemi eszkdzként szolgal az Uj tudas elsajatitasahoz.

A szkémak szerepe a matematikatanulasban nagyongslemind az ismeret-
anyag memorizalasa, mind az Uj ismeretek megtanulasa srdjdpdl. A matema-
tikai nehézségekkel kiiszkddanuldk legtdobbjének éppen az a problémaja, hogy
szkémai nem, vagy nem megfdéleh alakultak ki.

A Skemp altal javasolt példak sokasagat alkalmas repréciéht segitségével
tudjuk megjeleniteni. A reprezentacié jelentése szoveglgzetbl fliggden valtoz-
hat. Létezik kulé és belé reprezentacid. Az utébbi az egyénre jellémnaem tudjuk
pontosan, hogy egy masik ember l@elsprezentacidja milyen. Mas a helyzet a Kiils
reprezentaciéval, amely rajtunk kivil jelenik meg és aZkszerveinkkel vesziink
réla tudomast. A pszicholégidban gyakran azt értik reprmeon, hogy a konkrét
anyagi vilag jelenségeit elvont fogalmak és szimbdélumakitségével modellezziik
[29]. Bruner szerint a tudast haromféle sikon lehet reprigtei [7]:

e materialis (enaktiv) sik:
Az ismeretszerzés konkrét targyi tevékenységek révén wégjye.
e ikonikus sik:
Az ismeretszerzés szemléletes képek, illetve elképzidltéezdk segitségével
torténik.
e szimbolikus sik:
Ismeretszerzés matematikai szimboélumok és a nyelv sggiteE(1. abra).

lkonikus

Enaktiv

1. abra.

Az egyes matematikai objektumok reprezentécidja ugyanazsikon is sokfeé-
leképpen valésulhat meg, pl. egy egész szam kifejézbekféle szamrendszerben,



primtényebs alakban, egy val6s-valés fliggvény megadhaté Desdateegoordi-
natarendszerben a grafikonjaval, de nyildiagrammal is.

A reprezentacioknak masféle osztalyozasai is lIéteznek f3begyes reprezen-
taciok segitségével az objektumok tovabbi tulajdonsagdeivetkeztethetiink, azon-
ban ezek vizsgalatara nem minden reprezentacié egyfortkdimas. A matematikai
vizsgalatok kulcsfontossagu eleme a megteteprezentacié megtalalasa. Alkalmas
szamitégépes program megkonnyiti a valtast az egyes espiéerok kozott, ése-
gitve ezzel a probléma megoldasat [52].

2.1.2. Tételek

A tételek a matematikai fogalmak tulajdonsagaira, illeezottik lev 6ssze-
fliggésekre vonatkoz6 allitasokat mondanak ki. Ezek nékeefgyszer(i, mas eset-
ben ezeknek az allitasoknak a megértése is nehéz. A kimaditiisok helyessé-

gérdl alkalmas bizonyitas segitségévebgydhetiink meg. Stein a matematikai bizo-
nyitasi koncepciok négy szintjét kilénbézteti meg [1]:

matematikai-logikai elmélet;
matematikai elmélet;
lokdlisan rendezett elmélet;
mindennapi okoskodasok.

A minden részletében rdgzitett matematikai-logikai e#hétintjét még az egyetemi
matematika oktatdsaban is ritkan hasznaljak, helyettetamadikai elmélet szintje
a jellem®, kozép és éaltalanos iskolaban pedig a lokdlisan rendelreétlet, illetve
a mindennapi okoskodasok szintje dominal. Az 1980-as étael tnatematikaokta-
tasban a formalizmus és a matematikai szigorisag némildgitrés inkdbb a ma-
tematikai tartalom kerilt étérbe. Ebben a folyamatban a ,mindent bizonyitsunk”
hagyomanya még az egyetemi oktatds egyes terlletein isémbghedott. Fis-
cher a kompetencia harom osszéjét a kovetkedképpen hatarozza meg:
e alapismeretek és alapkészségek
jelolések, fogalmak, reprezentacios |disgtgek;
e operativ tudas
problémamegoldas, bizonyitasok, Uj ismeretek felfeduzés
o reflexio
leheBségek, a jeldlések, fogalmak és eljarasok értelmezéseriasaik.

Fischer a hallgatokat két csoportba osztja: a székérs a nem szakéik. Mig a
szakérbknek el§sorban az efskét teriileten kell kompetensnek lenniik, a nem szak-
értok esetében ugy véli, hogy az @lés a harmadik teriiletre kell helyezni a hangsulyt
(2. abra), mivel ab esetiikben olyan tudas elérése a cél, amely munkajukbka-esz
zUl szolgal és lehéwé teszi a megfelélkommunikaciot a szakéikkel, amennyiben
a feladatuk ezt sziikségessé teszi [14].

Amennyiben Fischer elméletét elfogadjuk, akkor nem utasjitk el az egyetemi
matematikaoktatas reformjanak sziikségességét sem. éxeraindasmentesség, a
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alapok: jelolések,
fogalmak,
reprezentacios
leheBségek

operativ tudas:
problémamegoldas,
bizonyitasok, Gj
ismeretek létrehozasa

nem szakéttk szakérbk

reflexié: lehetiségek,
hatarok, fogalmak és
eljarasok értelme

2. abra. A kompetenciak Fischer szerint

kifogastalan logikai felépités igénye a matematikusokreza magatol értétd ko-
vetelmény, ugyanakkor a tarstudomanyok méirek az esetek tébbségében nem a
matematika felépitésére, hanem annak eredményeire vRségi

2.1.3. Algoritmusok

Béar az algoritmusok minden tudomanyban — és a mindennabieélés — fon-
tos szerepet jatszanak, a matematika és az informatikanggokkal kapcsolato-
san szoktuldket leggyakrabban emlegetni. Szinte minden — elméletiyakaglati
— probléma megoldasahoz nélkiilézhetetlenek, ezért fohtmgy az iskolai tanul-
manyok soran is hangsulyt kapjanak. Az algoritmusok tanitikdzoktatasban — és
gyakran a felSoktatasban is — legnagyobb mértékben a matematikara #Warh-
tematikai feladatok megoldasa soran a tanulok sokféleriigast alkalmaznak, de
ezek elemzésére nem minden esetben kertl sor, kiléndsésobh asztalyokban. A
kégbbiekben sz6 lesz arrdl, hogy az eljarasok hasznalati aegizzal kapcsolatos
fogalmak megértését, de ehhez atanulénak meg kell ériepigyas lépések szerepét
és szilkségességét. Az algoritmus fogalma altalaban agmnogassal kapcsolatosan
szokott ebtérbe kerilni, tehat elsorban a feSoktatasban és ott is az informatikus,
illetve programoz6 szakon. Az informatika targyak oktatdsran a hallgatok sok

matematikai problémaval talalkozhatnak.

2.1.4. A matematikai készségek 6t 6sszetge

A National Research Council (Washington) kiadvanyaban tematikai kész-

ségek kdvetkgz 6t dszetedijét killonbodztetik meg [32].

o fogalmi megértés
A matematikai elgondolasok integralt és funkcionalis niegge, ami lehétvé
teszi, hogy a tanulék Uj fogalmakat tanuljanak meg azédhlaljy azokat a



mar ismert fogalmakhoz kapcsoljak. A fogalmi megértésegiti az ismeretek
hosszu tavd megjegyzését és megvéd szokvanyos hibaktol.

e eljarasok rutinos végrehajtasa
Olyan képesség, amely lelbgé teszi az eljarasok rugalmas, hatékony, pontos
és helyes végrehajtasat.

e stratégiai készség
A formalizalas, a reprezentalas és a problémak megoldiéasépessége.

e adaptiv indoklasi készség
A logikai gondolkodas, elemzés, magyarazat és dontés &éges

e atargyhoz val6 pozitiv viszony
A tanulé a matematikat ésszerlinek, hasznosnak, értdkkgjeeés hisz a szor-
galomban, illetve a sajat képességeiben.

A szerdk az dsszetdket mint szalakat képzelik el, amelyek egymasba fonddéasav
épil fel a matematikai tudas (3. abra).

fogalmi
megeértés
9 a targyhoz
o valé
stratégiai pozitiv
készség viszony eljarasok

_ adaptiv' rutinos
|n(§0kla13| / végrehajtasa
készség /

3. dbra. A matematikai készségek 6t 6ssAgev

Az oktatok és az matematikatanitas modszertanaval faglélkzakemberek az
egyes 0sszeték szerepét nem tekintik egyenranguinak. A vita, hogy mehgsze-
tevbre helyezzik a nagyobb hangsulyt, altaldban a fogalmi negés az eljara-
sok teriiletén valo gyakorlottsag viszonylataban szolegfinkabb ebtérbe kerdilni.

A maddszertannal foglalkoz6 szakemberek tébbsége a fogakugiértés fontossagat
hangsulyozza, mert véleményik szerint az eljardsok éntakdkili megtanulasa al-
talaban nem eredményez a &bbiekben jol hasznalhatd, hosszan tartd ismeretet.
Ugyanakkor a tanarok és oktatok esetén nagy a csabitasaaagjarasok végrehaj-
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tasanak gyakorlasaval toltsék a tanitasimagy részét, mivel igy az irasbeli szamon-
kéréseken — ha azok eljaras centrikusak — jobb eredméntyal@k elérni.

Skemp megallapitja, hogy a mindennapi tarsalgas soramjteéthegértégi
szoktak beszélni. Az egyiket relaciés megértésnek nevezilényegében ugyanaz,
mint a fogalmi megértés — a masikat instrumentalis meggtésami annyit jelent,
hogy tudjuk, hogy egy eljaras soran milyen lépéseket kajreidajtanunk. A tanu-
l6k gyakran az utébbit értik megértéselt slbfordul, hogy a tanar is. Bar Skemp
a fogalmi (relaciés) megértést tekinti fontosabbnak édedileg csak erre gondolt,
elfogadta, hogy létezik egy masik értelemben vett meg&tey].

Mas szerdk a fogalmi megértés és a proceduralis képességek konlitsdn-
hatast vizsgaljak. Wu szerint a fogalmi megértés és azslpirvégrehajtasaban valé
jartassag szembedllitasa értelmetlen, és azt a hamis Kipéti, amely szerint e
két dolog egymas ellen hat. Ezzel szemben Wu agy latja, hooros dsszefonddas
van koztiik és a legtdbb esetben éppen az eljarasok végisdtagin valo jartassag és
precizitas teszi lehévé, hogy a tanul6 eljusson a fogalmi megértés szintjérg [63

Rittle-Johnson és Alibali ennél arnyaltabb képet fogaimaézmeg. Megallapit-
jak, hogy a fogalmi megértés fontos szerepet jatszik aréasiigk megtanulasaban és
a fogalmak altalanositasaban, azonban Ugy gondoljak, hdgt 6sszetdy kdzott
kétiranyl kapcsolat varOk is egyetértenek abban, hogy az eljardsok végrehajtasa
soran szerzett tudas pozitivan befolyasolhatja a fogalegériést. Példaként hozzak
fel, hogy a 3-4 éves gyermekek gyakran helyesen szamolnékid, hogy matema-
tikaoktatasban részesiltek volna, ezért feltételezikyhom szamfogalmat a szamo-
lasi eljarasok alkalmazasa soran alakitottak ki magukidegemlitik azonban, hogy
tobb olyan tanulmany is szlletett, amelyek szerint bizerngoakordkben, mint pl.
a tobbjegyli szamok kivonasa, illetve a tértek szorzaselj@aAsok végrehajtdsa nem
szilkségszerlien vezet a fogalmi megértéshez. Sok tangtamoda, hogyan kell
ezeket a miiveleteket helyesen elvégezni, anélkil, holghaas megértenék az el-
jarasok mogott refl okokat. A szer@k tanulmanyukban egy olyan kisérletet ismer-
tettek, amelyben az egyéiség fogalmanak kialakulasat vizsgaltak. Az eredmény
egyértelmiien azt mutatta, hogy azoknal a tanul6knal ,ngékila tanitas soran hang-
sulyt fektettek a fogalom kialakitasara, a fogalmi megeés a problémamegoldasi
készség egy magasabb szintjét lehetett kialakitani [44].

Megallapithatjuk tehat, hogy a proceduralis készségééstagse fontos része a
tanitasi folyamatnak és megféeinddon és korilmények kdzott alkalmazva segiti a
fogalmi megértést. Tanitdsuk akkor valhat karossa, hawd&anés esetleg a tanar
is — csak a végrehajtando lépések megjegyzésére koncearidkill, hogy ezeket
kapcsolatba hozna a mar megiégmereteivel, azaz integralna a medgldegalmak
és eljarasok rendszerébe. Az ilyen médon megtanult iseleret tanuldk kénnyen
elfelejtik, illetve pontatlanul emlékeznek rajuk és onkésn szabalyokkal egészitik
ki, amelyek hibas alkalmazasokhoz vezetnek [37]. Ezekedem$égekre a tanitési
gyakorlatban szamos példat lathatunk. A tanuldk gyakraretaik el pl. az (1)-hez
hasonlo hibas egyszerisitést, mert a pontos szabalyraemaemlékeznek.

3d+2b  3+2b

5 3 (1)
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llyenfajta tanulas mellett a matematikai készségek toMdddzetedi, mint a stratégi-
ai- és adaptiv indoklasi készség nem alakulnak ki, a fetaggbldas soran tapasztalt
kudarcok pedig a targyhoz val6 pozitiv viszonyt is lehetatié teszik.

Van azonban olyan nézet is amely szerint a fogalmi megéitéstt eBtérbe
helyezése is karos lehet. Devlin ezzel kapcsolatosan akeérdet irja [11]. ,An-
nak, hogy a matematikabfargyként tanulé hallgaték &ehaladasa lassu, sokkal
lassubb, mint a matematikat alkalmazott targyként tanus@Kizikus vagy mérnok-
hallgatéké, az az alapwiebka, hogy a matematika tanszékek aibbieknél teljes
fogalmi megértésre torekednek, mig a le@ritikusoknak és mérndkdknek éis
sorban funkciondalis megértésre van sziikséguk.” Devliattélyy gondolja, hogy a
matematikat alkalmazé szakembereknek a szakteriiletikdpizsol6dé matematikai
szamitasokat, eljarasokat kell alaposan ismerniik, hagkea kdnnyedén el tudjak
végezni, illetve végre tudjak hajtani, mig az elméleti éatisztdzasa szamukra tal-
sagosan nagy és felesleges terhet jelent. Hozzatesziazdmiigy az oktatas fefid-
sége nyitva hagyni azt a lelésgget, hogy a hallgaté kilsb tovabb tudja fejleszteni,
illetve médositani a benne kialakult fogalomképet, ha ékszgessé valik. Kénny(
észrevenni, hogy Devlin véleménye némi rokonsagot musatier korabban emlitett
elméletével, de mig Fischer a bizonyitasok és a problémalah@gondolkodas terii-
letén tartja szlkségesnek, hogy engedjink a felépitésrszigigabol, addig Devlin
szerint a fogalmak pontos kialakitasa terén is engedménykel tenniink.

Béar a fenti elméletek kilonféleképpen kozelitik meg a matidraoktatast és
mas-mas maodszert, illetve alapelvet helyeznékéebe, mindegyikben van olyan
elem, amit érdemes lehet figyelembe venni. A valasztott merdazonban ésen
flgg attél, hogy milyen életkort tanulokrél van szé, milyeldismeretekkel, ké-
pességekkel rendelkeznek, és milyen célbdl tanulnak nadiledin A ,funkcionalis
megértésre” vald torekvés nemcsak adeldatas bizonyos kurzusain lehet indokolt,
hanem gyakran az altalanos iskola alsébb osztalyaibanzistésbeli szorzas vagy
osztas algoritmusa mogott pl. olyan matematikai elméletéielyet az altalanos is-
kolas tanul6k még nem képesek teljes egészében megégpridk viszont ezen al-
goritmusok végrehajtasara. Mégis, mar ezen a szinten kségivan a szamfogalom,
illetve a mlvelet fogalmanak fejlesztésére, mert sziiksgg rajuk a késbbi tanul-
manyok soran, illetve ezek hianyaban a fenti algoritmussk sanithatok megfelél
szinten. Ez azonban egy hosszu folyamat, a szamfogalossfé&jise a kdzépisko-
laban, §t az egyetemen is folytatodik. Erdemes megfigyelni, hoggnitds célja is
kettds ezen a szinten, mert egyrészt olyan ismereteket ad akaall, amelyekre a
mindennapi életben is gyakran sziikség van (szamolasi r@dz masrészt olyan
fogalmakat alakit ki, amelyek a kifisbi tanulmanyok alapjat képezik.

Az altalanos iskola fefibb osztalyaiban és a kézépiskolaban a gondolkodas fej-
lesztésére és a tovabbi tanulmanyakeékzitésére tédik a hangsuly, igy természe-
tes, hogy — szerencsés esetben — a fogalmi megértésreésredniil ebtérbe. Bar a
deklaralt tanitasi célok kdzott mindig kiemelik a gyakdtirfzéldak szerepét és a min-

8Még akkor is, ha a szamolégépek elterjedése miatt, ninéségiblyan szinti szamolasi készségre,
mint korabban.
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dennapi élettel val6 kapcsolatot, kevés olyan tanul6 vidra &6zépiskolaban tanult
matematikai ismereteket kiiisb a mindennapi életben valéban hasznalja.
Mikbézben egyes matematikatanitassal foglalkozé szakeshb® matematikai
képességek és készségek szétvalasztasara és kilon-aldoelamzésére tdreksze-
nek, addig masok éppen ezek dsszefonédasat és elvalatiatedgat vizsgaljak.
Gray és Tall megallapitottak, hogy a matematikai szimba@lkinermészete keis,
egyszerre utalnak egy eljarasra és egy fogalomra is. Eseiéket szamos példaval
tamasztottak ala és ennek alapjan bevezették a pfoogetmat. Cikkiikben amellett
érvelnek, hogy a szimbélumot a tanulék tobbsédszabr mint eljarast (folyamatot)

értelmezi, de késbb el kell jutniuk a szimbo6lum fogalomként vald értelmestéez
is, mert anélkil nem tudjak azt a Kdsbi tanulmanyaikban felhasznalni [18].

%A nevet aprocesgfolyamat) és aoncept(fogalom) szavakbdl alkottak.
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3. Szamitdégépes modszerek a matematika tanulasaban és
oktatasaban

Az informatika rohamos fefidése a XX. szazad masodik felének és a XXI. sza-
zad elejének leglatvanyosabb folyamatai kdzé tartozikza#stogép az életiink ré-
szévé valt, gyakorlatilag mindenitt megtalalhat6é és néf#itietetlenné valt. Elii a
folyamatbél nem maradt ki az oktatds sem, az informatikldeszinek felhasznalasi
lehetségei az oktatasban a médszertani kutatasok k6zéppakigabltek.

A matematika oktatasat befolyasol6 szamitogépes modskéted csoportra
bonthaték. Az egyik efssorban az ismeretszerzés folyamatat tamogatja, a masik pe
dig a tudasellebrzést segiti. Ez a szétvalasztas nem éles, hiszen a tiedassts
egyik legfontosabb célja éppen a tanulasi- és tanitasafiolt segitése.

3.1. Azismeretszerzés folyamatat tamogato szamitogéepexzkdzok

A matematikai ismeretszerzés folyamatat tamogatd szgapes eszkdzok egy
lehetséges csoportositasa a kévetkez

informacios és ismeretanyagok;

szemlélted eszkdzok;

szamitasok és algoritmusok végrehajtasat tamogat6 didzkoz
feladatmegoldast tamogatd eszkozok;

hél6zati eszkdzok.

A szamitégépes informacios és ismeretanyagok (lelaronikus tankdnyvek
hasonléak a megfel@lhagyomanyos valtozataikhoz.dBlyiik az olcsébb éHllitas,
koénnyi sokszorozhatdsag, tovabba hogy szamitdégépezatdihdkeresztil barhol el-
érhebk és hogy gyorsan lehet benniik informaciét keresni. Szeésnesetben meg-
feleld szemlélted eszkozoket, abrakat, animaciokat tartalmaznak. Ebbédegda-
aba esnek a komplex rendszerek sugoi, definicié-, illetetgdijteményei, tovabba
a Wikipédia oldalai is. Mig a hagyomanyos konyvek jegyzeéeklasa helyigényes,
szamitogépes valtozataik szinte korlatlan szambandkledtaz interneten.

A szemlélted eszk6zokhoz tartoznak adbrak, grafikonok, képek, videdk, ani-
maciok Ezek szamitogép nélkiil is létezszkozok, azonban a szamitégép kozos
technikai hatteret biztosit szamukra, ami a hasznalaedggszer(ibbé teszi. Ide so-
rolhat6 tovabba néhany szoftver is, mint a fliggvényabtagmygramok, a dinamikus
geometriai rendszerek és mas programok, amelyek mateanabljektumok — geo-
metriai alakzatok, grafok — grafikus megjelenitését tektiettvé. Ezen szoftverek
egy része persze nemcsak abrazolasra, hanem az abraektuoipkkal kapcsolatos
numerikus adatok 8&llitasara is alkalmas.

A feladatmegoldast tamogatd eszkdzok egyik fajtajaniatapéldakalkotjak.
Ezek ugyancsak léteztek és haszndlatosak voltak a hagyosa@htatds soran is,
szamitdégépes formajuk azonban rugalmasabb, ezeknél isgysak feladat tipusa
rogzitett, az adatokat a tanulé6 maga valaszthatja. JélpéldEkre a lineéaris algebra
targykorében az Old Dominium University honlapjan taléhaintafeladatok [4].
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A szamitdgépesesztfeladatoktbbsége egyszerl feleletvalasztas, tehat a kér-
désre megadott néhany — altaldban négy vagy 6t — valasaseiodibl ki kell va-
lasztani az egyetlen helyeset. Gyakorlasra is és vizagaraais alkalmazzakket,
de mindkét esetben egy korabban tanult anyagt#smegszerzett tudast lehet velik
ellerdrizni. Népszerliségik oka éEorban az, hogy a valaszok helyességét kdonnyl
ellendrizni [48]. A tesztfeladatok egy specidlis esetének tiatjik az eldontertl
kérdéseket, ahol csak az igen és a nem véalasz kzott kedlzgataink.

A szamitasok elvégzését tamogatd eszkdzok egy része atyditves, ami a
zsebszamologépek mikodését szimulalja. Sokféle véttozm, pl. hagyomanyos,
tudomanyos, illetve kildonféle szamrendszerekben valingaa elvégzésére alkal-
mas. Részben ide tartoznak a szamitdgép algebrai renkigzemmbolikus algebra
rendszerek, CAS) is, amelyek a numerikus szamitasok mallstimbolikus sza-
molasokat is tamogatjak. Ezek azonban mar részben a n&gyeuashoz tartoznak,
hiszen a feladatmegoldast tAmogaté eszktzok rendszesmhéinak egy ilyen rend-
szert a hattérben. A szamitégépes eszkdzoknek ez a fagisgalit a mintafeladatok-
hoz, hiszen ebben az esetben is a felhasznalé adja meg atfetaded adatait, és a
megoldast a rendszer generdlja. Amig azonban a mintafeladaetén egy részletes
|épésekre bontott megoldasi folyamatot kdvethetiink végfipen az esetben csak a
végeredményt kapjuk meg, az ahhoz véadtrejtve marad. Ezeket az eszk6zoket a
hallgatok hasznalhatjak dneli@mzésre, illetve tsszetett problémak esetén a szamo-
lasok megkonnyitésére, részfeladatok végrehajtasara.

Felhasznalhaték még a feladatmegoldas megkdnnyitésésenart tablazatke-
zel programok is, amelyek dlsorban a szamitasok elvégzésében nyujtanak segitsé-
get, de kulonféle grafikonok, diagramolkéllitasara is alkalmasak. Sokan hasznaljak
a matematika oktatasaban az Excel programot, mert aztéznidinyek mas célokra
ugyan, de megvasaroljak [33].

A haldzati eszkdzok sokféle szerepet tdltenek be az okiatAaEzek segitségé-
vel lehet a tanulashoz sziikséges anyagokat, segédanyaigskakciokat a tanulé-
hoz eljuttatni, biztosithatjak az oktaté és a hallgatokdkthixommunikaciot, lehe-
téséget nyljtanak a hazi feladatok beadasara, a hallgatdkanértékelésére és az
értékelés megtekintésére.

A fenti eszk6z6k nem mindig valaszthatok szét egymastéinfammacios és is-
meretanyagok gyakran tartalmaznak szemi@kstzkozoket, illetve feladatmegoldast
tamogat6 eszkodzoket. A gyakorlatbabferdul6é oktatd rendszerek a fenti eszk6zo-
ket kapcsoljak dssze, illetve épitik egymasba. Ehhez kardszereket hasznalnak,
mint pl. a Moodle, WebCT, ALEKS.

3.2. Szamitégéppel tamogatott matematikaoktatas és az @tési célok

Az oktatas tervezésének egyik @I6s legfontosabb része a célok megfogalma-
zésa. Erdekes kérdés, hogy a szamitégépek hasznélata milgke modon és mér-
tékben befolyasolja. Uj eszkdzok alkalmazésa feleslégtsset bizonyos ismerete-
ket és készségeket. Ma mar nem tanitjadk — legfeljebb érdégként megmutatjak
— a négyzetgyokvonas algoritmusat és a hosszabb szamatigsak logaritmusok
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segitségével tesszik egyszer(ibbé, hiszen ez a zsebégapek elterjedésével fe-
leslegessé valt. Mivel a legtébb helyen még a hagyomanyetdiekozott oktatjak
a matematikat, ezért nehéz lenne megmondani, hogy a szfpéikhez és a mate-
matikai szoftverekhez val6 kdnny( hozzaférés milyen rhasznalatos médszereket
fog feleslegessé tenni.

Masrészt a szamitégép olyan médszerek alkalmazasat i$veheszi, ami ko-
rdbban nem volt elérh@&t vagy nagyon faradsagos munkat igényelt volna. Ezen méd-
szerek kozul ki kell valasztanunk azokat, amelyek &@késtananyag részét fogjak
képezni, gyakorlati fontossaguk vagy sokrétli alkalma®éguk miatt. Példaként
emlithetjik a numerikus modszereket és a statisztikat)yakenegfeled szamito-
gépes hattér esetén részletesebben és a szokasosnalkeokkalan tanithatok len-
nének.

A jelenleg tanitott ismeretek nagy része valészin(ileghbva is a tananyag része
marad, de tanitdsanak médszertana kisebb-nagyobb me&mtéidgvaltozik, felhasz-
nalva a szamit6gép altal nyujtott lebiségeket.

A matematikai készségek korabban emlitett 6t 6ssagtanegmarad, de jelen-
tése némileg modosul. Kildndsen igaz ez az eljarasok mitidgrehajtasara vonat-
kozban, de a megoldasi stratégiak is igazodnak az Ujdebgekhez. A téméban
folytatott oktatasi kisérletek altaldban megallapitjaligy a szamitégép hasznalata
pozitiv hatast gyakorol a tanuldk targyhoz vald viszony@savizsgaljak a fogalmi
megértés éisegitésének Uj lehitégeit.

3.3. Eljarasok tanitdsa

A szamitogéppel tamogatott matematikaoktatas &efégfeit és ényeit hang-
sulyozd vélemények mellett, olyanokkal is talalkozhatuakelyek a hagyomanyos
oktatast preferaljak és tartanak attél, hogy a szamitégéprtalata hatranyosan befo-
lyasolja a tanul6i ismeretszerzést. Sok tanar fejeztedmdaglmat, hogy tanitvanyaik
nem fogjak megérteni, hogy mit csinalnak, ha az atalakitétsm szokasos kézi méd-
szer helyett szamitégép segitségével végzik [6].

Nemcsak a tanaroknak vannak hasonl6 fenntartasaik. Pevegrisom hasonlé
nehézségekt szamoltak be hallgatoikkal kapcsolatosan [43]. Ezek zetek azt
képviselik, hogy mivel nem tudjuk, hogy a szamitégép hogyalgozik, ezért nem
értjuk és ,nem tartjuk kézben” a folyamatot (black-box hedat). Az aggodalma-
kat azok a kutatasok is me@sitik, amelyek szerint az eljarasok végrehajtadaeel
giti annak és a hozza kapcsolodo fogalmaknak a megértégéBetiekes azonban,
hogy a zsebszamol6gép hasznalataval kapcsolatban mé&bkewebdik fel ugyanez
a probléma, pedig altalaban arr6l sem tudjuk, hogy hogydgodik a hattérben.
Igaz, az alapmiiveletek tanitdsakor sok tanité ragaszladioz, hogy a tanulék ne
hasznalhassanak szamologépet, de a gyokvonast ma maneenékarja papiron el-
végeztetni, nem is beszélve a transzcendens fliggvényaleimrek kiszamitasard?.

10Néha ebfordul a szamolégép hasznalatanak korlatozasa édidatasban is. Van olyan oktato,
aki nem engedi meg a szamol6gép hasznalatat a vizsgakonjgyeérzi, hogy a fejlettebb — grafikus
abrazolasra, illetve szimbolikus szamitasokra alkalmeaskulatorok tisztességtelentelyhoz juttatjak
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Akik a szamitégép matematikaoktatasban val6é hasznaldtattréavelnek, sza-
mos példat hoznak fel olyan alkalmazasokra, amelyek gegitainanyag feldolgo-
zasat és jobb megértését. A példak egy része valamilyenldésjonddszer — al-
goritmus — részletes bemutatasara szolgal. Ennek a fagan&latnak éppen az a
lényege, hogy nem kapjuk meg az eredményt azonnal, hanem lgigésekben kdze-
litink hozza, amely a felhasznal6 szamara édthehdon kdveti a megoldas logikajat
(white-box hasznélat). Sokan mutatjak be pl. a linearieatptek megoldasanak ta-
nitasat mérlegelv segitségével [6] [38] (4. abra).

3*R+4==xr-2

3FX + 4 == ® - 2
-4

3*x == ® - @&
_-X

P?Fw == —-f
/2

x == -3

4. abra. Egyenlet megoldasa Iépésekre bontva.

Ennek a hasznalati médnak adyét altalaban abban latjak, hogy a tanul6 egy
magasabb szintl folyamatra — az ekvivalens atalakitéddseztasara — tud koncent-
ralni, annak végrehajtasat a gépre bizhatja [35].

Természetesen ebben a témaban is gyakori a black-box alkagnamikor a
szoftver azonnal a végeredményt adja meg a kophélsések bemutatasa nélkil (5.
abra).

solve (3*x+4==x-2,X)

[x == -3]

5. bra. Egyenlet megoldasa a solve() figgvénnyel.

A black-box hasznalattal kapcsolatos aggodalmak terneEsze nem alaptala-
nok, hiszen kritika nélkili hasznalatuk valéban nem segtanulok képességeinek
fejlodését, és konnyen eredményez hibas feladatmegoldasakaiak azonban é4
nyeiis. Ezek egyike, hogy atgondolt hasznalat esetén dszen altal produkalt hibak
vagy meglep eredmények felkelthetik a hallgatok érdadését [5] [27]. Masrészt, ez
a hasznalat a gyakorlott felhasznalénak segitséget niygh problémak megolda-
sahoz, ami hagyomanyos eszkdzokkel csak nagyon hosszsdaindagy egyaltalan
nem volna megoldhato.

tulajdonosaikat azokkal szemben, akik ilyennel nem rexedeiek.
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A matematikdban hasznalatos eljarasok tanitdsanak effpsanodszere, ami-
kor a hallgatébnak meg kell valésitania az eljaras egy si@y@ftes implementaciojat.
Ez szikségessé teszi az eljaras Iépéseinek, feltéiefégpd elagazasainak és a le-
hetséges hibaknak az alapos végiggondolasat, az eljasdegEnek mélyebb megér-

tését.

3.4. A szamitogeép algebrai rendszerek

A szamitdgép algebrai rendszerek (CAS)z 1960-as években jelentek meg, de
csak az utolso két évtizedben kezdtékkbt szélesebb kdrben hasznalni a matema-
tika oktataséara. Jelenleg a legnépszeriibbek a Maple, lzelhatiica és a Sage, de sok
helyen hasznaljak a Derive, Mathlab és az Axiom programiskdEzen rendszerek
egy része altalanos-, mas része specialis céll, de amabkat&liak sem fedik le a
matematika minden teriiletét. Az altalanos céli rendszmiakegyike alkalmas nu-
merikus és szimbolikus algebrai szamitasok elvégzésiéggvények abrazolasara,
differencialasara, integralasara, de t6bb olyan is vanik)zamely a szamelmélet,
geometria, grafelmélet, algebrai struktirak és egyéb meatikai témakorok tanul-
manyozasahoz is segitséget nyujt. Alkalmazhatdésagukatinbogy altalaban prog-
ramkodok irasat is leh@té teszik, amelyek segitségével egyéni igényeket kiélégi
algoritmusokat épithetiink be a rendszerbe.

Bar a CAS nagyon sokoldalu, sokféleképpen felhasznallaatéktatasban vald
hatékonysagukkal kapcsolatosan sokan kételkednek. Anmtlansag oka Iényegé-
ben ugyanaz, mint amit a 3.3. fejezetben lattunk: ha a sgélssgzintaktikat megta-
nultuk, a modern CAS képes mindenfajta szimbolikus ateakivégrehajtani, amit
egy atlagos tanulotél elvarunk. Ha azonban az atalakigdsmkanul6 helyett a gép
végzi, akkor féb, hogy a tanulas a megfeteparancsok szintaktikajanak megjegy-
zésére fog korlatozédni és elvész a matematikai tartalonenéiszer hasznalatanak
ilyen formajat Kovacs Zoltan ,vak”-nak nevezi szemben alghkd felhasznalassal
[34]. A ,bolcs” felhaszndalashoz a kévetkez példakkal illusztralt — javaslatokat te-
szi:

¢ Ne higgyuk el automatikusan, amit a CAS eredményként prakiuk
e Magyarazzuk meg az eredményt!
e Sziikség esetén nyUjtsunk alkalmas segitséget a rendsizerne

A CAS oktatasban val6 egyik helyes felhasznélasara az mdnisaga ad lehe-
téséget, hogy rovid id alatt példak sokasagat tudja biztositani egy adott fogedo
vagy jelenségre. Ez @&egiti ezekben a kozos tulajdonsagok felismerését. Erre a
alkalmazasra mutat néhany érdekes példat Arnold [2].

Ccomputer algebrai rendszerek, szimbolikus algebrai meTdk
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Feladat: Oldjuk meg a kdvetkdz egyenleteket! (Adjunk egzakt és/vagy numeri-
kus megoldast a leh&tégekdl fliggden.)

1 1+ !
.=

1+ !

1+ !
1+

2. r=+1+=x
. r=1+—

x
4. ¢ = 1+\/1+\/1+\/1+---
5. Miért?
6. Milyen mas szamokat lehet ezekkel a médszerekkel repr&ne?

Eszrevehetjiik, hogy az 5. pontban Arnold a hallgatéra bizagy mit érdemes
kérdezni (nyitott feladat). Ha a feladatok megoldasarage$endszert alkalmazzuk,
a solve() fuggvény csak a 3. egyenlet megoldasait adja megelénil, de egy-
szer(l négyzetre emelés utan a masodik egyenlet is megbdldyganigy. A kozeli
mobdszer mindkét esetben alkalmazhatd, de amikor olyanvallemot adunk meg
amelyben nincs gyok, a find_root() fliiggvény hibas értékdbadbra).

Az eredményeket megvizsgalva megallapithatjuk, hogy &@yinegegyeznek,
ha a komplex szamok halmaza az alaphalffegnnek magyarazata nem nehéz, hi-
szen a két egyenlet egyszer( algebrai atalakitasok us@amaga a masodfoku egyen-
letre vezethét vissza. Nagyobb kihivast jelent az 1. és a 4. pont, ahojalzdd nem
is egyenletet kell megoldani, hanem egy-egy nem zart atakhé kifejezés szamér-
tékét kell meghatarozni. Mivel ezeknek a kifejezéseknetgpszeriisitéséhez a Sage
nem ny(jt egzakt eljarast, ezért kozélthddszerrel érdemes prébalkozni. Az 1. ki-
fejezésdl konnyl megéllapitani, hogy értéke gz 2| intervallumba esik, hiszen a
masodik tag pozitiv, de nyilvanval6an kisebb 1-HéA kifejezést kdzelithetjik egy
zart formulaval, ha valamelyik neviézegy alkalmas szammal helyettesitjik.

1+ !
1

1+ —
1
1+ -
a
Az eredeti kifejezésre alkalmazott meggondolassal befiéith hogya € [1,2], és

a = 1, illetve a = 2 helyettesitéssel kapunk egy alsg, illetve egyddiecslést a
kifejezés értékére (7. abra).

2Ha az alaphalmaz a val6s szamok halmaza, akkor a gyékésletnancsak egy megoldasa van,
és ez megegyezik a masik pozitiv gyckével.

BBamennyiben feltehetjilk, hogy a kifejezésnek van egy jol haggrozott valos értéke, de ezt az
elsbéves hallgatok altalaban természetesnek tekintik.

19



solve (x==1+1/%, X}

[x == -1/2%s3qrt (D) + 1/2, = == 1/2*sqrt(5) + 1/2]

solve (x==sqrt(l+x) ,x)

[x == sqgrt(x + 1}]

solve ( (x==sqgrt (1+x)) "2, %)

[x == -1/2%sqrt(5)y + 1/2, = == 1/2%s3qrt(5) + 1/2]

find reoot (x==1+1/x,0,2)

1.61803398874585%49

find root (x==sqrt(1+x),0,2)

1.6180339887498340

find recot (zx==1+1/%,-2,0)}

-1.06680426820266318e-12

find root (x==sqrt(l+x),-2,0)

0.0

6. abra. Két egyenlet egzakt és kdzelitegoldasa.

a=var('a'")

kif=a

for 1 in [1..30]:
kif=1/kif+1

print kif.subs{a=1).n()

print kif.subs (a=2).n()
1.61803398874965
1.61803398874959

7. abra. Két egyenlet egzakt és kdfeltegoldasa

A kapott also6 és fefs becslés pontossaga attol fiigg, hogy milyen mélységben
helyettesitettiik a lanctort tovabbi részét az intervalhataraival. A 7. abran lathaté
becslések 12 tizedesjegyre megegyeznek a 2. és 3. pordpetiletek pozitiv meg-
oldasaval, ezért az a sejtés fogalmazédik meg, hogy a péntéls meg is egyezik
azzal. Hogy a sejtés igaz, nyilvanvalova valik, ha feligiilerhogy a kifejezés ma-
sodik tagjanak nevége megegyezik az eredeti kifejezéssel, azazel, tehat értéke
a 3. egyenlet (pozitiv) megoldasa. Ehhez hasonlé gondetsttel megmutathato,
hogy a 4. kifejezés értékének a 2. egyenlet (pozitiv) megdidal kell megegyeznie,
igy végul mind a négy esetben eljutunk%i# szamhoz. Ez a feladatcsoport kivald
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példaja a CAS olyan hasznélatanak, amely alkalmas a makaingdndolkodasmaod
fejlesztésére.

A CAS ilyenfajta hasznalataval kapcsolatosan sokan foigta kutatasokat.
Ezek szinte mindig arra a kovetkeztetésre jutnak, hogy Ketkene a gondolni a
tananyagot és a tanitasi modszereket. Megfigyelhetjiik; Kogacs és Arnold a sza-
mitégép és a CAS olyan felhasznaldséat javasolja, amelyréwifit ad a tanulénak,
tamogatja a szamitasok elvégzésében, illetve a reprereriaallitasdban, de nem
szabaditja meg a munka Iényegi rééké hagyomanyos matematikai gondolkodas-
tél, amelynek fejlesztése a matematika oktataddigies célja. Az eljaraskdzpontu
oktatas, ami altalaban a rutinfeladatok gyakorlasabélsalyjithed szamitogép fel-
hasznalasaval, de a kdzvetlen CAS felhasznéalas ennek aemdk nem kedvez.

A kutatdsok egy masik része azt vizsgélta, hogy milyen katasgmn a CAS
hasznalata a hallgatok egymas kozotti kommunikacidjararaésaktivitasara [20]
[19] [50]. Ezek mindegyike arra az eredményre jutott, hogyzamitégéppel vég-
zett munka disegiti a hallgatok kozotti dialégust. Ugyanezt olvashafierce és
Stacey cikkében, akik egy 360! allé ausztral csoportot vizsgaltak egy kézaha-
lizis kurzuson, amelyen a Derive programot hasznaltak [Adh a kérdésre, hogy a
megbeszélik-e egymassal a munkajukat, a hallgatok 74%-adalgszolt, hogy ,na-
gyon gyakran”, illetve ,mindig”. Amikor a szamitégépen témik valami, amire a
hallgatd nem szamitott, akkor ezt altalaban meg akarjaéb@sz tarsaival. Guin és
Trouche Ugy kivanta ébegiteni a k6z6s munkat, hogy minden alkalommal egy-egy
tanulé gépét hozzakapcsoltak egy kivi@ttiz, és ennek a tanulénak (sherpa) a mun-
kajat az ran mindenki nyomon kovethette. A kialakuld bigtés egyarant érintett
matematikai, szintaktikai és egyéb kérdéseket. A bes&dgaég akkor is kialakult,
ha kivételesen az oktaté munkaja kertilt kivetitésre.

Drouhard azt allitja, hogy a CAS a tanéra UGjabb széjépkk tekinthdi [12].
Kiegésziti Joshua és Dupin didaktikai tetraéderét egynpssa, amely azt szemlél-
teti, hogy a résztveik (az oktatd, a csoport, a hallgaté és a CAS) kommunikalnak
egymassal a tananyagrél (8. abra).

tananyag

oktatd (—T1/ T hallgat6

csoport

8. dbra. A Drouhard-féle piramis.
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3.5. A megszerzett tudas, készségszint méresét tamogatbkérz ok

A tanuldi teljesitmény mérése hasznos informacidkat setaiga tovabbi tanul-
manyokhoz, a tanulasi folyamat kézben és egy tanulasi gesi®égén egyarant. A
mérés megvalositasahoz a szamitégép hasznos eszkoEehek lehdiségeivel a
7. fejezetben foglalkozom.

4. A diszkrét matematika szamitdégéppel tamogatott okta-
tasa

A szamit6gép haszndlata a matematika oktatasanak nemmtierddetén egy-
forman népszerll. A geometria tanitdsaban sok helyemadizaidk kivalé szemlélte-
tési lehebséget nyujté dinamikus geometriai programokat, mig &sgtidtaban a sok
szamolas elvégzését kdnnyiti meg a gép hasznalata. Aziabal a szamitégép-
algebrai rendszerek nyujtanak segitséget, hiszen gradibrézolasra is és az ana-
lizisben szokasos szimbolikus és numerikus szamitas@lgzadgére is alkalmasak.
Ritkdbb a szamitogép hasznalata mas matematikai diseiplisetén. Ez meglép
ha arra gondolunk, hogy a fenti képességek mas terliletsl§éhkamatoztathatok.
A szamelméletben, az absztrakt és a linearis algebrabamdtssok gyors és pontos
elvégzésében lehet segitséglinkre a szamitdgép, a gridfileméiol hasznalhatjuk az
abrazolasi lehéségeit. A diszkrét matematika olyan tantargy, amelybénnsate-
matikai tudomanyterilet alapweeredményeit kivanjuk 6sszefoglalni, altalaban in-
formatikus hallgatok szamara. Ennek tanitadsaban a szgépittal nyujtott éinyok
nehezebben hasznalhaték ki. Ennek egyik oka, hogy a diszlat=matika bizonyos
témakoreiben (pl. a kombinatorika, teljes indukci6,. a )grafikus abrazolasi lehe-
tdségek szama kevés. A szamitasokhoz sok témakorben gegitgéijt a CAS, de
a hasznalatot szinte minden témakdrben kiilén meg kelltgmakert mindegyikhez
sok olyan fogalom tartozik, ami masutt ritkdn vagy nem foreld, igy az ezekhez
tartozo hivatkozasok is Ujak a hallgatok szamara.

A fenti nehézségek ellenére tobb kisérlet is folyik a diézknatematika szami-
tégéppel tamogatott oktatdsara. Ezek kozil az egyik a DIBghagram hasznéalata
a Sevillai Egyetemen [16]. A programot Microsoft Visual Bags C++ nyelven ir-
tak. A kisérletben 6t témakorrel foglalkoztak (Fibonassiozatok, euklideszi algo-
ritmus, primszamok és primtény#ae bontas, moad maradékosztalygyrlk, krip-
tografia). Az egyes témakorok feldolgozasa elméleti Osspafassal kezidott, ezt
kovette néhany feladat.

Egy masik példa a Madridi M{iszaki Egyetemen kifejlesatetraktiv program,
amely a Diszkrét Matematika tantargy részét képegész és Modularis Aritmetika
témakort dolgozza fel [30]. Az alkalmazéasba épitett hyperartalmazza a definici-
Okat, tételeket és @bb eredményeket. A kitlizétt feladatok megoldasahoz dsmar
grafikus fellletet biztosit a hallgatok szamara. A kisétle¢zed tanarok — mikézben
megallapitjak, hogy a kutatasok tébbsége nem lat szigniikdilonbséget az elear-
ning és a hagyomanyos ,face-to-face” oktatas hatékonysdiga hasznosnak tartjak
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a szamitogép grafikus és hypertext Iélségeinek felhasznalasat az oktatasban két-
féle modon. Egyrészt az oktatd szamara javasoljak érai dstréxiora, masrészt a
hallgatok szamara otthoni felhasznalasra. Véleményihnézz a kdvetke didak-
tikai elényokkel jar:

e Segiti a hallgatét a targy tanulasaban.

e Segiti az oktatét az éddas megtartasaban, azaltal, hogy végigvezeti a példak
és alkalmazasok sokasagan.

e LehefBiséget biztosit a hallgatdk szamara a kisérletezésheteaaktivitas le-
hetiségeinek megnovelésével.

Hein a Portlandi Allami Egyetemen a Prolog program segégéigkivanja a ma-
tematikai logikat érthétbbé tenni. Kényvében szamos kidolgozott feladat talélhat
a modszer eredményesséijéazonban nem ir [28].

Ezeknek a kisérleteknek a kdzds vonasa, hogy a diszkrénmatikiinak csak
bizonyos részterlleteire szoritkoznak.

5. Alinearis algebra szamitégéppel tamogatott oktatasa

A lineéris algebra mas targyakban valo széleskorl alkedisidehebségei mi-
att altalaban a fetfok(i matematika tanulmanyok elején kertl targyalasragd®a
felépitése, szokatlan jeldlésrendszere, a magas abspsaizintje a hallgatok tdbb-
ségének nehézséget okoz. A targy tanitasaval foglalkerdnsinyok egyetértenek
abban, hogy a linearis tér, altér, vektorok lineéris fulpmestege, generatorrendszer
fogalmat kevesen értik meg. Carlson ezt a kbvdikazgy okkal magyarazza [8]:

e A kurzus tdl korai, a hallgaték gondolkozasa még nem elégdxifiult.

e A nehézségeket a fogalmak okozzak, ezek tanulasa a h&llgaédnara szo-
katlan, szemben a kevéshé nehéz szamolasi algoritmusokkal

¢ A hallgatéknak nincs gyakorlatuk a fogalomhoz kapcsol6itbkbo algo-
ritmusok eltéd kdriilmények kozott torténhasznalatdbanpsfelismerésében
sem.

o A fogalmakat anélkil vezetjik be, hogy a hallgatok korakhiéreteivel vald
kapcsolatukat alaposan megvilagitanank.

Dubinsky részben vitaba szall Carlson megdallapitasadégmtamutat, hogy azok
a hallgaték, akik ké&sbb veszik fel a kurzust, nem sikeresebbek a linearis agebr
elsajatitasaban azoknal, akik azéeévben tanuljak. Egyetért viszont abban, hogy a
nehézségek disorban a fogalmak elsajatitasaban rejlenek. A megoltasiraatja,
hogy a fogalmak és médszerek bemutatasa helyett a hallgattan problémaszi-
tuaciok elé kell allitani, amelyek segitségével tapaatitaton kialakithatjak a sajat
fogalmi struktdraikat [13].

A lineéris algebraban a feladatok megoldasa gyakran sZ&meét idigényes.
Ez lehet az egyik oka, hogy a lineéris algebra oktatasdbaaraitdgép jelenleg na-
gyobb szerepet kap, mint a diszkrét matematikaéban. Egikmidsa grafikus szem-
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léltetési leheliség. Wu a linearis egyenletrendszerek megoldasainakaszzemlél-
tette az egyenleteknek megféladikokkal harom egyenlet, harom ismeretlen esetén
[64] (9. &bra).

RS

9. &bra. Lineéris egyenletrendszerek megoldasainak szama

Az interneten talalhaté Linear Algebra Visualization Asant (LAVA) segit-
ségével tobb linearis algebrai fogalom is szemléltéhatr egyik pl. a sajatvektor
fogalma, amit interaktiv animacié segitségével ismermietiieg (10. abra).

20 10 W Trace xwector

1.0 2.0

W Trace fovector

¥={ 0980, 0.1497)
Mu=1 2.158 1.374 [lAxll= 2.558

close

10. 4bra. Sajatvektorok

A szamitégép egy harmadik lehetséges felhasznaldsa aidirsdgebrai fogal-
mak mélyebb megértéséhez a programkddok irdsa. Dubinsiezetz ISETL nyel-
vet hasznalja, amelynek sajatossaga, hogy a matematiki(stik leirdsa ebben a
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nyelvben kozel all a szokasos matematikai leirashoz. Atkéwé programkod egy
R3 — R lineéris leképezés megadasa ezen a nyelven (11. abra).

v:i=func(x); $ x egy vektor R3-ban
return x(1) + x(2) - 2 *X(3);
end;

11. abra. EgyR3 — R linearis leképezés.

A programkédok irasa Dubinsky szerint alkalmas absztragalimak tulajdon-
sagainak konkrét példakon val6 eltenésére, és ezzel elérfiat tulajdonsag alapo-
sabb megértése. A kdvetkeprogramkdd a skalarral valo szorzas vektordosszeadas
feletti disztributivitasat elledrzi egy konkrét vektortérben (12. abra).

Z3 = 0,1,2;
V := [ab,c] : a,b,c in Z3;

va = func(x,y);
return [(x(i)+y(i)) mod 3 : i in [1,2,3]];
end;

sm := func(s,x);
return [(s  *x(i)) mod 3 : i in [1,2,3]];
end;

forall s in Z3, x,y in V| s .sm (x .vay) =
(s .sm x) .va (s .sm vy);

12. abra. A skalarral vald szorzas disztributiv a vektaéadas felett.
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6. Diszkrét matematika és linearis algebra oktatasa a Sage
rendszer tamogatasaval

6.1. A kisérleti kurzusok

A 2009/10 tanévvel keZitiben az Obudai egyetem Neumann Janos Informati-
kai Kardn minden félévben inditottunk két kisérleti kutzasnelyek a Diszkrét Ma-
tematika és Lineéris Algebra (DMLA) targy oktatasat a Saggngtogép-algebrai
rendszer hasznalataval segitették. Ezek mindegyike é&tids, szamitdégépes labor-
ban eltoltétt foglalkozast jelentett. Az élg€vben ezek a hagyomanyos — ugyancsak
kétéras — tantermi gyakorlat helyett kerultek bevezetdgg@®bb valaszthaté targy-
ként* vehették fel a kurzust az érdékb hallgatok. A feldolgozott tananyag az Uj
targy esetében is ésorban a DMLA targyhoz kapcsolédott, de nem volt feltétel
annak parhuzamos felvétele, a hallgatok egy része martanakvégezte.

A targyhoz kapcsolodé témakorok a kovetlikzoltak:®

Az alkalmazott szamitdgép-algebrai rendszer megismehésenalata.
Fuggvények, grafikonok.

Halmazok

Relaciok

Teljes indukcid.

Kombinatorika

Grafelmélet

Algebrai strukttrak

Egyenletek, egyenletrendszerek.

Vektorok

Matrixok

Linearis terek, bazistranszformacio

Lineéaris transzformaciok, sajatérték, sajatvektor

A témak feldolgozasa soran sziikségesnek bizonyult az ép@neégy rovid tanari
magyarazat, amelyben részben az aktualis tananyag fbbtéegalmainak, tételei-
nek atismétlése kerllt sorra, részben pedig a rendszevsfaniy fliggvényeit ismer-
tettem, amelyek az aktudlis matematika témakorhoz kapdt. A magyarazat al-
taldban mintafeladatok bemutatasat is magaban foglata@rétovabbi része 6nallé
hallgatoi munkaval telt, amelynek sordn megengedett vpldrakban vagy kisebb
csoportokban torténmunka is. Altalaban egy masik oktato is jelen volt rajtaniiki
hogy rendszeresen eli@nzni tudjuk a munka érehaladasat és segitséget nyujtsunk
a tovabbhaladashoz, ha a hallgaté problémaba Uitkdzott.

A hallgaték minden 6ran kaptak hazi feladatot, amit a kée#ilora elejéig kel-
lett benyujtaniuk, illetve elkildenilk elektronikus foalan. Az MP targy kurzusain
a félév soran két gépes zarthelyi dolgozatot is kelletuknezeknek eredménye, a

4Matematikai Probléméak Megoldasa Szamitégéppel (MP)
15A7 elsh két témakor, valamint az egyenletek, egyenletrendszesak részben tartoznak a DMLA
targyhoz, de a felépités soran sziikség volt rajuk.

26



hazi feladatra és az érai munkdara adott pontszam egyittegéroztdk meg a hall-
gato évkozi jegyét. A 2009/10 tanév gépes DMLA gyakorlatediépes zarthelyi még
nem volt kételed, ennek a targynak a keretében két hagyomanyos formabaint meg
zarthelyi volt a kdvetelmény, de a hallgatok javithattédenényliket egy gépes zart-
helyi keretében.

A feladatok kitlizésénél fokozatossagra torekedtem. Egyiik csak az alapfo-
galmak, alapeljarasok megértésén alapult, illetve a spg@pes rendszer hasznalata-
nak gyakorlasara szolgalt, a Kébiek altalaban 0sszetettebbek voltak, illetve ttletet
igényeltek és a matematikai felfedezést, problémamegbldeantak gbsegiteni.

6.2. A munkaval kapcsolatos hipotézisek

1. Az informatikus hallgatk szamara nem okoz gondot a Sagel&se, a hasz-
nalat alapvei elemeit gyorsan elsajatitjak.

2. A Sage hasznalata a reprezentacios tedggfek kiszélesitésévebskgiti a ma-
tematikai fogalmak mélyebb megértését.

3. Mivel méas témakorokkel kapcsolatosan a kutatasok gypagzamolnak be a

CAS hasznalatanak sikeresséiiga kisérleti csoportokban jobb eredményekre

a DMLA targybdl, mint a kontrollcsoportokban.

A rendszer hasznalaté\dti a feldolgozhato feladatok és témak korét.

5. A szamit6gép hasznalat®ségiti a hallgaték 6nallébb munkavégzését az ora-
kon és a hazi feladatok elkészitése soran.

6. Arendszer hasznélata mellett a hallgatok sziveseblygalkoznak matemati-
kai feladatokkal, mint a hagyomanyos oktatasi forma esetén

7. AKkitGzott feladatok nehézsége 6sszefliggésben vahasaialas célja szerinti
tipusaval.

8. CAS hasznalata esetén a feladatok nehézségi sorreledjgen megvaltozik.

e

6.3. A Sage rendszer

A szamitégép algebrai rendszerek széles valasztékab@jeahtdaznalata mellett
dontéttem. Ennek egyik oka, hogy ez a szoftver ingyenesailygligatok otthon is
tudtak vele dolgozni. Sokan a Sagémének tartjak azt is, hogy nyilt forraskodu, igy
a hattérben futé algoritmusok nyomon kovethetelemezheétek és elletirizhetk,
de a rendszer ilyen mélységl ismerete nem volt — nem isdethetélja a kurzusnak.
Fontos szempont volt az is, hogy a Sage dokumentaciojetészEs sok mintapéldat
tartalmaz, és beépitett sugo jeldsen megkonnyiti a hasznalatat.

A Sage hatranyai k6zott emliteidhogy jelenleg csak Linux operacios rendszer
alatt futtathatd, oktatasunk azonban alafjeetWindows rendszerre épil. Az otthoni
gépeken tortéh futtatashoz ezért megfetelirtudlis gépet javasoltam (ez jelenleg
a VirtualBox alkalmazas, mig korabbi valtozatok esetén awgké Player), illetve
dolgozhattak a hallgatok a http://sagenb.org/ oldalon&aygye szerver szolgaltatasait
felhasznalva. Az 6rakon az egyetem sajat Sage szerverétdtak, de az csak a
bel® halézaton keresztil érfieel. A programnak létezik parancssoros €s notebook
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valtozata. Mivel az utébbi kezelése egyszeriibb enneknidéea mellett dontot-
tem. Ez azért is 6hyds, mert a szokasos masolasi, beillesztési miiveletaéié
teszik az adatcserét mas (pl. szovegszerkesablazatkezél) programokkal.

A notebook valtozat felhasznal6i felllete a Firefox bogéskeresztiil érhét
el, egyébként mas szamitbgép-algebrai rendszerekhenlbasofelhasznalé az in-
put adatokat a notebook cellaiba gépelheti soros format&pletszerkesst a rend-
szer nem hiztosit, az output azonban igény szerint medjeédh soros, illetve mate-
matikai formaban is. Az utébbi azonban csak megtekintdkedraas, arra nem, hogy
mas alkalmazasokba atmasoljukdEilidja viszont allitani a Sage a matematikai ki-
fejezésekATpXkadjat, ami alkalmas szévegszerkéshiasznalata esetén egyszeriivé
teszi az eredmények megjelenitését dokumentumban.

6.4. Peéldak anyagrészek feldolgozasara
6.4.1. Részben rendezési relacidk

A relacio fogalma éltalaban tulsagosan absztraktnakktéiriallgatok szamara,
annak ellenére, hogy a mindennapi életben is és tanulmdarais elég sok példat
latnak ra. A DMLA targyban a binaris, homogén relaciok k§tafaval, az ekviva-
lencia relacidkkal és a részben rendezési relaciokkabfogtunk részletesebben.
Klléndsen az utdbbi jelent nehézséget, hiszen szamukréda saamok szokasos
rendezésének tulajdonsagai természetesnek, mig az egwélt részben rendezé-
sek teljesen idegennek tlinnek szamukra. Az egyetlen liermbsre allé példa nem
elegend a fogalom megalkotasara, annak specialis tulajdonghgahezen tudnak
elvonatkoztatni. Skemp dlsalapelvét kdvetve tovabbi példakat bemutatva tudjuk a
fogalmat érthdivé tenni. A példak vizsgalatat segiti a vizudlis repreaeidt ami
leggyakrabban a Hasse-féle diagram.

1. feladat:

Tekintsuk a 60 pozitiv osztéinak halmazét, és aiS; <) relaciét, ahol
Vavy: (z 2y) & (z ] y).

a) Allitsa eb a rendezés Hasse-féle diagramjat!

b) Hogyan elledrizhet) a Hasse-féle diagram abrajan, hogyaz,) par eleme-e
a relacionak?

c) Az a) pontban éallitott abra egy iranyitott, graf. Létezik-e ebben a ladf
(iranyitott) kor? Milyen tulajdonsagat fejezi ki a valaseetaciénak?

d) Van-e a (részben rendezett) halmaznak legkisebb, dlllegnagyobb eleme?
Ha igen melyek ezek?

e) Hatarozza memf(3,4) éssup(3,4) értékét!

A Hasse-féle diagram &dllitasa egyszerien megvalésithatd a Sage segitségé-
vel, miutdn a rendezési relaciét definialtuk (13. 4bra). Adtagraf szemlélteti az
elemek kozotti kapcsolatokat, illetve a rendezés tuladgait. Célszeri a hallgaté-
kat arra 6sztdnozni, hogy a feladat tovabbi kérdéseit esrgikségével valaszoljak
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meg, ne az? objektum tovabbi metddusaival, mert igy jobbadselgitjik a fogalmak
megértésétd

S=divisors (80)

def cszto(x,y):
if wx.divides(y):
return True
else:
return False

R=Poset([S,0szto]l)
R.hasse_diagram() .graphplot () .show()

13. 4bra. Részben rendezett halmaz

A Hasse-féle diagram nem a halmaz elemei kozétti relacichzafja kozvet-
lendl, hanem csak a kdzvetlen rakdvetkezéseket. Ezekdist@lyan is meg tudjuk
jeleniteni (14. abra). Ez a részben rendezett halmaz egik meBezentacioja, ami
ugyan nem olyan szemléletes mint a Hasse-féle diagram, @waaktr fogalmainak
megértését tovabb mélyiti.

R.cover_relations (

(e, 21, 01, 31, (1, =I, (2, 41, [z, &], [z, 101, [4, 1lz], [4, 20], [3,
61, [3, 131, [e6, 12], [6, 30], [lz, ©01, [, 151, [5, 10], [15, 307,
(10, 20], (10, 301, (20, 0], [30, ©0]]

14. dbra. Kozvetlen rakodvetkezések

A szamitogép segitségével kdnnyen allithaturtk egJy részben rendezett hal-
mazbdl Gjakat. Ennek legegyszeriibb médja a halmaz mdtEsmannak egy valodi

Az R met6dusai viszont alkalmasak a megoldasok gyors @fisére.
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részhalmazara. Alkalmasan valasztott példak segitségglab fogalmak vizsgala-
tara nyilik lehebség (15. abra).

Su=R.subposet{[2,3,5,6,10,20])
Su.hasse_diagram().graphplot().show()

15. &bra. Minimadlis, illetve maximalis elemek

6.4.2. Kombinatorika

A Sage rendszer a kombinatorikus fliggvények gazdag vekeszl all rendel-
kezéslinkre, amik jol hasznalhatok kildnbdmmbinatorika feladatok megoldasa-
ban. Ebben a témakdrben sok olyan feladattal taldlkozkaamely a hallgaté sza-
mellett is Otletességet igényel. A feladatok egy része kénmaddosithatd, de ennek
eredményeként gyakran olyan Uj feladatot kapunk, amelymedoldasa szamitdgép
hasznalata nélkil nehézkes, mert nagyon sok eset vizagakd sok szamolasra van
szilkség [51] [52].

2. feladat [58]:

Hanyféleképpen lehet 5 beutalbt Ggy 6sszekeverni, hogyi serkapja meg a sajat-
jat?

Méasképpen: Hany olyan ismétlés nélkili permutécidja vaeléinnek, ahol egyik
elem sem marad az eredeti hely¥h& feladat megértéséhez a hallgatoknak el kell
szakadniuk a permutacié kdzépiskolaban tanult statikiesnéezését,'® helyette a
permutaciét egy véges halmazon értelmezett bijektiv faggként kell felfogniuk
[52]. Ennek a célnak az elérését segithetjik, ha a fogalbivféte reprezentacidjat
bemutatjuk (16. abra).

"Hany fixpontmentes ismétlés nélkilli permutacidja van dhelek?
1BEgymastol kiilonbéa elemek egy meghatarozott sorrendije.
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Pms=Permutations ([1,2, 3, 4]

Pms.list ()
rry, z, 3, 41, (1, 2, 4, 31, (1, 3, 2, 41, (1, 3, 4, 2], [1, 4, 2, 3]
1, 4, 3, 21, (2, 1, 3, 41, [2, 1, 4, 3], [2, 3, 1, 4], [2, 3, 4, 1],
tz, 4,1, 31, [2, 4, 3, 11, [3, 1, 2, 4], [3, 1, 4, 2], [3, 2, 1, 4],
(s, 2, 4, 11, [3, 4, 1, 21, [3, 4, 2, 1], [4, 1, 2, 3], [4, 1, 3, 2],
t4, 2,1, 31, (4, 2, 3, 11, [4, 3, 1, 2], [4, 3, 2, 1]

I

Pri=Permutation(Pms[6]) 7 Pm

for 1 in Pm:
print Pm.index(i)+1, '->',1

1 ->
2 >
3 >
4 ->

L = DD

matrix([[1,2,3,4],Pms[6]])
[1 2 3 4]
[2 1 3 4]

Pm.cycle stringt)

1,2

16. abra. Permutaciok reprezentacioi

Mivel a figgvényeket gyakran szoktuk Venn-diagramok ségjével abrazolni,
még jobban hangsulyozhatjuk, hogy a permutaci6 is fliggaél®. abra segitségével.
Ezt azonban csak tanari demonstracio céljara allitotté@m el

Vilenkin kényve [58] a logikai szita-formula felhaszn&é&sl oldja meg a kit{-
z06tt problémat:

et (e (- (e (- O

=120-5-244+10-6—-10-245-1-1-1=44

Ez a megoldas matematikailag korrekt, de hallgatok tobdbséhezen vagy nem
tudja kovetni. A sage megfefelfiggvényét ismerve egyszerlierddlithatjuk az
eredményt (18. abra).

Ez a megoldas dnmagaban nem segiti a hallgatét a kombikaitdoigalmak
jobb megértésében, hiszen a végeredményt a hozzavwaze¢lkil kaptuk meg, arra
azonban alkalmas, hogy a hagyomanyos megoldas helyesfiégtizzik. Erdemes
a feladat kapcsan arra kérni a hallgatokat, hogy allitsakaedzéban forgé fixpont-
mentes permutacidkat és ezek kozil valamelyiket kivalasatagyardzzak el, hogy
az miért fixpontmentes (19. abra).

Az egyes permutaciok fixpontmentessége kdnnyebben lathatilik a korab-
ban bemutatott matrix-reprezentacié alkalmazasaval:d2)

A hallgaték egy része a fenti feladatot a fixpontmentes p&ioidk kivalogata-
séaval oldotta meg (21. abra).
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ellipse( (0,01,0.3,2,axes=0,rghcolor=
{0.5,0.5,1),thickness=2, figsize=5)+ellipse((1.2,0),
0.3,2,axes=0,rgbcolor=
(0.5,0.5,1),thickness=2)+sum{ [point{{0,2.5-1);
+point ({1.2,2.5-1i))+text (str{iy, (-0.07,2.5-1),
fontsize=15)+text(str(i), {1.27,2.5-1),fontsize=15)
for i in [1..4]])+arrow((0,1.5),
(1.2,0.5),rgbcolor="red")+arrowi (0,0.5),
1.2,1.5),rgbcolor="red")+arrow( (0,-0.5),
2,005, cgbcolor="red")+arrow{ (0,-1.5),
.2,-1.5) ,rghcolor="Tred")

1
1

evaluate

1\ [ 1
>
2.~ .
3 >3
4+ —> 4

17. abra. Permutaciok reprezentacioi

number of derangements([1..5]})

44

18. abra. A fixpontmentes permutaciok szama

derangements ([1..5])

evaluate
(tz, 1, 4, 5, 31, [z, 1, 5, 3, 41, [2, 3, 1, 5, 41, [2, 3, 4, 5, 11,
3, 5.1, 41, 12, 4, 1, 5, 31, [z, 4, 5, 1, 31, [z, 4, 5, 3, 11, [2,
1, 3, 41, (2, 5, 4, 1, 31, (2, 5, & 3, 11, (3,1, 2, 5, 41, [3, 1,
3,021, 13, 1, 5, 2, 41, I3, 4, 1, 5, 21, [3, 4, 2, 5, 11, [3, 4, 5,
21, [3, 4, 5, 2, 11, [3, 5 1, 2, 41, [3, 5, 2, 1, 41, [3, 5, 4, 1,
[3, 5 4, 2, 17, [4, 1, 2, 5, 31, [4, 1, 5 2, 31, [4, 1, 5 3, 2],
3, 1, 5, 21, 14, 3, 2, 5, 11, [4, 3, 5, 1, 21, [4, 3, 5, 2, 11, [4,
1, 2, 31, (4, 5, 1, 3, 21, [4, 5, 2, 1, 31, 04, 5, 2, 3, 11, [3, 1,
3,041, (5, 1, 4, 2, 31, 5, 1, 4, 3, 21, [3, 3, 1, 2, 41, [5, 3, 2,
41, [5, 3, 4, 1, 21, [5, 3, & 2, 11, [5, 4, 1, 2, 31, [5, 4, 1, 3,
[5, 4, 2, 1, 31, [5 4, 2, 3, 1]

19. abra. A fixpontmentes permutaciok
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FmPerm=derangements ([1..5])
matrix ([[1..%],FmPerm[3]])

[

123 4 5]
[2 34 5 1]

20. abra. Egy fixpontmentes permutacié matrix-reprezéjtac

PE=Permutations ([1..5]}

L=[% for ® in P5 if Permutation(x).number of fixed points()==0]

L

evaluate
[z, 1, 4, 5, 31, (2, 1, 5, 3, 41, [2, 3, 1, 5, 41, [2, 3, 4, 5, 11, [2,
3, 5 1, 41, [z, 4, 1, 5, 31, [z, 4, 5 1, 31, [2, 4, 5, 3, 11, [2, 5,
1, 3, 41, [z, 5, 4, 1, 31, [z, 5 4, 3, 11, [3, 1, 2, 5, 41, [3, 1, 4,
5, 21, [3, 1, 5, 2, 41, [3, 4, 1, 5 21, [3, 4, 2, 5 11, [3, 4, 5, 1,
21, (3, 4, 5, 2, 11, [3, 5 1, 2, 41, [3, &5, 2, 1, 4], [3, 5, 4, 1, 21,
[3, 5. 4, 2, 11, [4, 1, 2, 5, 31, T[4, 1, 5, 2, 31, [4, 1, 5, 3, 21, [4,
3, 1, 5,21, [4, 3, 2, 5, 11, [4, 3, 5 1, 21, [4, 3, 5, 2, 11, [4, 5,
1, z, 31, [4, 5, 1, 3, 21, [4, 5 2, 1, 31, [4, 5 2, 3, 11, [5, 1, 2,
3, 41, I[5, 1, 4, 2z, 31, [5, 1, 4, 3, 21, [5, 3, 1, 2, 41, [5, 3, 2, 1,
41, 5, 3, 4, 1, 21, [5, 3, 4, 2, 11, [5, 4, 1, 2, 31, [5, 4, 1, 3, 21,
[5, 4, 2, 1, 31, [5, 4, 2, 3, 111

len{L)
44

21. dbra. A feladat megoldasa kivalogatassal

6.4.3. Teljes indukcio

A teljes indukciot gyakran alkalmazzak 6sszegek zart afedq bizonyitaséara.

Sok esetben a Sage a zart alakd@dltja, igy a teljes indukcié méar csak ennek az
eldallitasnak a helyességét elteni.

3. feladat:

Hatarozzuk meg a¥® + 2% + ... 4+ n? dsszeg zart alakjat!

A Sage altal éallitott eredményt érdemes szorzatta bontani, hogy eggriebb
formajahoz jussunk (22. abra).

(n,k)=var{'n,k")
sum(k~Z2,k,1,n)

1/3*n"3 + 1/2*n"2 + 1/6*n

factor{ ) .show()

|
-n+D2n+1m
6

22. dbra. Négyzetszamok 6sszege
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Az eredmény helyességét teljes indukciéval tudjuk éliemi. Azn = 1 eset-
nek kdnnyen utana szadmolhatunk akar fejben is, annak hitZsdy pedig, hogy ha a
képlet érvényes-re, akkor érvényes + 1-re is a 23. abran lathatjuk. Ezt a [épést a
hallgaték ebszor nehezen tudtak alkalmazni, de miutan megértettéknsodpiron is
hasonl6 format kdvetve kezdtek szamolni.

no=sum{k”2,k,1,n)
no+ (n+l)"2==no.subs (n=n+1)

evaluate
(n + 1)"2 + 1/3*n"3 + 1/2*n*2 + 1/6*n == 1/3*(n + 1)"3 + 1/2*(n + L)"2 +
1/6*n + 1/6

bool( )

True

23. abra. Teljes indukcio

4. feladat:
Hatarozzuk meg az

Il
=
e i)
e )

matrix n-edik hatvanyat!
Nézzink ebsz6rA hatvanyaira néhany példat (24. abra)!

A=matrix(3,[1,0,0,0,1,1,1,1,1]) ;2

for 1 in [2,3,4]:
print 2~1, '\n'

[1 0 0]
[1 2 2]
[2 2 2]

24. dbra. AzA matrix hatvanyai
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Ezek alapjan a kovetkézsejtést fogalmazhatjuk meg:

1 0 0
A" = 2n—1 -1 2n—1 2n—1
2n—1 2n—1 2n—1

A sejtés teljes indukcidval tortérbizonyitdsa a 25. abran lathaté. Ehhez hasonlé
bizonyitasok a hagyomanyos oktatas soran ritkan keriliiekmevel a hozza tartozé
szamolas a hallgatok szamaraigknyes.

n=var({'n')
B=matrix(3,[1,0,0,2"(n-1)-1,2"(n-1),2" (n-1), 2" (n-
1,25 n-1),24(n-1) 1) ;B

[ 1

[2({n - 1) - 1 2°(n - 1) 2 (n - 1

[ 24(n - 1) 1

C=(A*B) .simplify () ;C
0

27T 2°1n]

2"n

bool (C==B.subs (n=n+1))

True

25. dbra. AzA™ matrixra adott képlet helyességének igazolasa

6.4.4. Algebrai struktarak
5. feladat:

Allitsuk el6 azt a véges Abel-csoportot, amelyet egy masod- és egy Heenmi
elem segitségével generalhatunk!

a) Hany elem a csoport?

b) Allitsuk el a csoport Cayley-tablajat!

c) Ciklikus-e ez a csoport?

d) Milyen részcsoportjai vannak a csoportnak?

A megoldas egy részét a 26. abran lathatjuk. A csoportnaklbate van, ami
nemcsak a rend lekérdezééBhitszik, hanem az elemek felsorolasabdl is. Erdemes
észrevenni, hogy minden elenfv” alakul, aholo lehetséges értékei a 0 és az 1
(hiszenu? mér az egységelemp, lehetséges értékei pedig 0, 1 vagy 2. igy a csoport
elemszama kombinatorikus modszerrel kiszamalva = 6.
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A_<u,ve=hbelianGroup (2, [2,3])
s=urvh2

s

A.order ()

[1, v, v*2, u, u*v, usv"2]

26. abra. Egy véges hatelemii csoport

A.cayley table ()

* abcde £

- 1 s vh2 u u*rv urvh2

+ ____________________________________

1] 1 v 2 1 n*v urvo2

W v ATAR 1 urv urtvhz 1
V2 V2 1 vonrveZ 1 n*v
1] 11 u*rv urtvhz 1 v ATAa
n*v| nv urvhz 11 v vz 1
nFvh2 ] utvhz 1 n*v V2 1 v

27. dbra. Csoport Cayley-tablaja
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A Cayley-tablat (27. abra) kétféleképpen igdlitottuk, mert alapértelmezésben
nem azu ésv general6 elemekkel vannak kifejezve a csoport elemei.

A csoport ciklikus, némi kereséssel ratalalhatunkuazlemre, amelynek hat-
vanyaiként mind a hat elem@ll. Némi szamolassal ellérizhet, hogy azuv? is
generalja a csoportot. (28. abra)

A.ls cyclic()

True

for i in range(6):
print (u*v)~i

1

u*rv
vz

u

v
urve2

28. abra. Ciklikus csoport general6-eleme

A részcsoportokkal kapcsolatos kérdésre a 29. abran alijakHe a valaszt. A
két nemtrividlis részcsoport az illetve av elemmel generalt részcsoport, melyek
Cayley-tablajat is lathatjuk.

A.subgroups ()

[Multiplicative 2belian Group isomorphic to €2 x C3, which is the
subgroup of

Multiplicative Abelian Group isomorphic to C2 x C3

generated by [u*v~2], Multiplicative Abelian Group isomcrphic to C2,
which is the subgroup of

Multiplicative Abelian Group isomorphic to C2 x C3

generated by [u], Multiplicative Abelian Group isomorphic to C3, which
is the subgroup of

Multiplicative Abelian Group isomorphic to C2 x C3

generated by [v], Trivial Abelian Group, which is the subgroup of
Multiplicative Abelian Group isomorphic to C2 x C3

generated by []]

B=A.subgroup ([u])
B.cayley table(names='elements’

* 1 f
P
11 f
Fl f 1

C=A.subgroup ([v])
C.cayley table(names='elements’

29. 4bra. Részcsoportok
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6.4.5. Vektorok
6. feladat:

Legyena ésb az S sik két egymastol kulénbdzvektora! Mi azon helyvektorok
végpontjanak mértani helye, amelyelésb olyan linearis kombinacibéjaként allnak
elé, amelyben az egyutthaték 6sszege 1?

Abrazoljunk ebszor egy specidlis esetet a rendszer grafikai tefégleinek fel-
hasznalasaval (30. abra)! Ennek alapjan sdjthiebgy a keresett alakzat azésb
vektorok végpontjai altal meghatarozott, masképpen fogala aza vektor vég-
pontjan atmeé b — a irdnyvektord egyenes.

A bizonyitas Iényege egy egyszer(i atalakitas, amit egiyslepapiron végezni:

ag+ (1—a)h=a+(1—a)b—a)

a=vector([2,1]) rb=vector([-2,31])
sum([arrow((0,0),t*a+{1-t)*b,color="red")for t in
srange (-2,2.2,0.2)])+arrow((0,0),a)+arrow((0,0) ,b)
+text("$a%',1.1%a, fontsize=25)+text ("$bs",b+vector
([-0.1,0.3]), fontsize=25%)

30. &bra. Két vektor specidlis linearis kombinacioi

6.4.6. Linearis algebra
7. feladat:
Adottak az

a (47 17 8)7 Q2(_27 37 _1)7 Q3(587 327 131)7 9(447 _37 76) éSQ(1057 177 _42)

vektorok. Eballithatok-e és ha igen milyen egyiitthatokkal ésc vektorok aza,,
ay, as vektorok linearis kombinacidjaként? Milyen kovetkezseté vonhatok le az
eredménybl a vektorok elhelyezkedésére vonatkozéan?

A feladat tobbféleképpen megoldhaté, a 31. abran két légetsmegoldast la-
tunk. MindketBbdl leolvashato, hogy = (9 — 17t)a; — (4 + 5t)ay + tag, ahol
t € R, azazb végtelen sokféleképpendlllithatd aza,, a, ésa; vektorok linearis
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kombinacibjaként. A megoldasbdl kidertl, hogy ez a négyaedgy sikban (egy ko-

z0s kétdimenzids altérben) van.cArektor nem allithatd él a fenti vektorok linearis
kombinaciéjaként, tehat nincs benneket tartalmazo sikban.

(2, y,z)=var{('s,y,z")
solve ([4*%x-2%y+D8%z==44, 2x+3%y+32%z==-3, 8% x~
v+131*z==76], [®,V, Z]

[[g == -17*rl + 9, v == -2*rl - 4, z == rl]
solve ([4*%x-2%y+58%z==105, X+3%y+32%z==17, 8% X~
v+131*z==-421, [x,v,2])

[]

M=matrix(QQ, 3,5,

[4,-2,58,44,105,1,3,32,-3,17,8,-1,131,76,-42])
M.echelon_form()

[ 1 017 9 0]
[0 1 5 -4 0]
[0 0 0 0 1]

31. dbra. Linearis kombinaciok keresése

A=matrix(2,[-2,1,1,3])
sum([arrow((0,0), (2*t, 1+L) ,rgbcolor=
{0075, 1=t ] Topt dn
srange(-1,1,0.2)])+sum([arrow((0,0) ,A*vector ((2
*t,1+t)) ,rgbcoleor=(0.5%t,t, 1~

t),aspect ratioc=1) for t in srange(-1,1,0.2)1])

32. abra. Linearis transzformacio
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8. feladat:

. -2 1 s
Tekintsik a kétdimenzids linearis tAr = ( > matrixszal megadott linearis

1 3
transzformaciojat! Abrazoljuk a tér néhany vektorat a k@pégyiitt! A transzfor-
macié milyen tulajdonsagait olvashatjuk le az abrarol?

Az abréazolt vektorokat érdemes valamilyen rendszer szeélogatni. A 32.
abra alapjan megsejtltethogy a transzformacié egyenestartd, ami egyébként min-
den linearis transzformaciora igaz. A 33. abrarél azoreavhshatd, hogy a transz-
forméci6 a kétdimenziés teret 6nmagara képezi le és miveireezés alapjan lehet
tudni, hogy melyik vektor melyiknek a képe, hozz&legesen be tudjuk rajzolni az
abraba a sajatvektorokat is.

A=matrix(2,[-2,1,1,31)

sum([arrow((0,0), (cos(t),sin(t)),rgbcolor=(1-t/2/pi,0,t
/2/piyy for t© in srange(0,2*%pi,0.4)1)

+sum( [arrow((0,0),A*vector{(cos (t),sin(t) ), rgbcolor=(1-t/2
/pi,0,t/2/pi),aspect ratio=1) for t in srange(0,2%pi,0.4)])

It

33. abra. Linearis transzformacio

6.4.7. Gréafok
9. feladat:

Hany éldl all azn-edik Fibonacci-fa leghosszabb tja?
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A Fibonacci fak a kovetkdz rekurzid segitségével értelmezett grafdk: az
Ures graf,F; pedig egyetlen pontbdl all. Az,, Fibonacci fat ugy kapjuk, hogy egy
ponthoz (a gydkérponthoz) egy-egy él segitségével hopzakfuk azF, | és az
F,_, fakat. Eszrevehetjik, hogy a definicié6 nem mondja, hogy arfibci-fa valo-
ban fagraf, bar ennek igazolasa egyszer{i. Erdemes a dtefiftél leirt 6sszefiiggést
néhany konkrét példan megfigyelni (34. abra).

for 1 in [4,5,6]:
show(graphs.FibonacciTres (1)

34. dbra. Néhany Fibonacci-fa
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A példakat vizsgalva a feladat megoldasa kénnyen megs@jthe n-edik Fibo-
nacci-fa gyokérpontjabél a baloldali részfa legalsé szinew pontjadban — 1, a
jobboldali részfa legalso szinten eypontjaba pedig: — 2 élet tartalmaz6 Ut vezet.
Ezek egyesitésével e@yn — 3 élbdl allo utat kapunk, ami — sejtésiink szerint — a
Fibonacci-fa leghosszabb Utja.

Ez a sejtés igazolhato teljes indukcidval. A kis sorszanhbofacci-fak esetén
egyszerlen ellérizhetjik a sejtés helyességét. Pl. a negyedik Fiborfadisszesen
6 élet tartalmaz, és a fenti eljarasal talaltunk benne eglebtartalmazé utat, amely-
b6l csak egy €l — &2, 3) —marad ki (34. 4bra). Nyilvanvalo, hogy ennél tébb éle csak
akkor lehetne a leghosszabb Utnak, ha a fa minden élétnazal, ami lehetetlen,
mert a 2-es pont harmadfoku. Még kénnyebb az élieés a masodik és a harmadik
Fibonacci-fa esetén, észrevehetjiik azonban, hogy a iluéacz elé fa esetén az al-
liths nem teljestl. A tovabbiak szempontjabdl fontos |&togy a masodik, harmadik
és negyedik Fibonacci-fara az is teljesil, hogy a gyokéianrinduld leghosszabb
uat éleinek szama — 1.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy ha az allitas igaz-adik Fibonacci-fara,
akkor igaz azn + 1-edikre is. Azn + 1-edik fa gyokérpontjabol egy-egy él ve-
zet a két részfa gyokérpontjaba. Az igy kapott kéEllé Gt kiegészithét az
egyik oldalon azn-edik, a masik oldalon az — 1-edik Fibonacci-fa gyokérpont-
jabdl induld, az adott részfaban a legalsé szinte leontig vezdi Gttal. igy egy
(n—1)+24(n—2) =2n—1=2(n+1)— 3 hosszGsagu utat kapunk. Csak annyit
kell megmutatnunk, hogy ez az+ 1-edik Fibonacci-fa leghosszabb Utja. A fa nem
tartalmazhat olyan utat, ami atmegy a gyokérponton éstdmbelél hosszabb, hiszen
a gyokérpontbdl mindkét iranyba a leideghosszabb utat hasznaltuk fel. Olyan ut
sem lehet, amely nem tartalmazza a gyokérpontot é€s a fehtisézabb, hiszen ek-
kor az Ut teljes egészében csak az egyik részfaba esne, ateolimalis hosszusagu
ut 2, illetve 4 éllel rovidebb, mint a fenti.

Lathat6, hogy bér a bizonyitds hagyomanyos matematikaseeddkkel tortént,

a sejtés megfogalmazasahoz elegeszhmu és j6l megjelenitett példakra volt szik-
ség, amit a Sage segitségével konny( volt gyorsan és raégheinbségben élalli-
tani.

6.5. A hallgatok eredményei
6.5.1. Vizsga és zarthelyi dolgozat eredmények

A 2010/11 tanév masodik félévében dsszesen 42 hallgatééeettkisérleti kur-
zusainkon. Ezen hallgatok kéziil 30 vette fel parhuzamosBMAaA targyat is1®
Az 6 vizsgaeredményeiket hasonlitottam 6ssze az ugyancsik @0talmazoé kont-
rollcsoport ugyanezen targybol elért eredményével. Agazermaja irasbeli volt, a
hallgatok zsebszamolbgépet hasznalhattak.

Az elért osztalyzatok gyakorisagat a 35. dbran lathatjukis&rleti csoportok
atlaga 2,47, mig a kontrollcsoporté 2,37. Az eltérés 0,Blazalis hallgatéi |étsza-

19A t6bbiek ezt a targyat mar korabban elvégezték.
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mokkal 5%-o0s szignifikanciaszinten a kétmintgsroba eredménye = 0,442, igy
szignifikans eltérés nem mutathato ki. A hagyomanyos esiidk@és folytatott vizs-
géara tehat a targy tanulasa nem volt kimutathaté hatadsabnt a kisérleti csoport
30 hallgatéja lIényegesen jobb eredményt ért el az MP (kigethrgybdl. Ebben
eredményik atlaga 3,23, az osztalyzatok gyakorisaga eb®n &thatdé. A DMLA
targyban elért eredménnyel dsszevetvepmoOba eredménye 5%-o0s szignifikancia-
szintent = 3, 3, ami szignifikans eltérést mutat. Ennek azonban nemcsak akaa
hogy a hallgatok itt hasznalhattak szamitégépet a szamésadé soraf?, hanem az
is, hogy itt nem vizsga, hanem évkozi jegy volt a kdvetelmégy az érdemjegy a
két zarthelyi dolgozatra, az 6rai munkara €s a hazi felkdatkapott pontszamok
alapjan alakult ki.

gyakorisag
2 17 7 3 1 2 19 6 2 1 0 10 8 9 3
15 15 15
10 10 10
5 5 5 I:I:I
osztalyzat
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
kisérleti csoportok kontrollcsoport kisérleti csoportok

DMLA DMLA MP

35. abra. Eredmények a DMLA és a kisérleti targybol

6.5.2. A hallgatéi eredményesség a kit(izott feladatok tisa szerint

A matematika tanuldsa soran a hallgatok sok feladattdkteldak, amelyek kii-
l16nb6 mértéki kihivast jelentenek szamukra. Bar a feladatbiézségét nem tud-
juk egzakt médon szamszer(siteni, hiszen az sok szubjelktinet tartalmaz, mégis
gyakran megprobalkozunk vele amikor feladatsorokatualkitdssze és az egyes fel-
adatokhoz pontszamot rendeliink. Ez altalaban heurisztikddon torténik — a tanar
tudja, hogy altaldban mi szokott a tanuléknak nehézségetrok

Az, hogy a feladat milyen nehéznek bizonyul, bizonyos nkégtéigg a feladat
tipusatoél. A feladatok egy lehetséges csoportositasa ethesd [56]:

1. Memoria feladat
Olyan feladat, amelyben csak a tanult ismeretek felidéeésn sziikség, mint
pl. egy definicié vagy tétel kimondasa, egy eljaras lépékeielsorolasa.

2. Direkt feladat
A feladatban megadott (ismert) modszerrel megoldanddldela

20 szamonkérések soréan a hallgatok az internetet nem hasiidd.
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3. Azonositéasi feladat
Adott elemekBl ki kell valasztani azokat, amelyek a kritériumoknak neegf
lelnek. (Adott fogalomra vonatkozé példak, egy halmaz atldajdonsaggal
bir6 elemei, ...)
4. Realizacios feladat
Tanult fogalomra konkrét példa vagy ellenpélda megaddkst tulajdonsagu
objektum eballitasa.
5. Kombinalt feladat
Adott problémahoz megfel@imodszer kivalasztasa, majd annak alkalmazasa-
val a megoldas ékllitasa.
. Bizonyitasi feladaA feladat kit(idje altal megfogalmazott allitas igazolasa.
7. Osszefliggés keresése
A tanult fogalmak kdzotti kapcsolatok felismerése és&kent val6 megfo-
galmazasa megfekelpéldak alapjan. Gyakran része a feladatnak a kimondott
allitas bizonyitasa is.
8. Probléma
A megoldashoz a tanult ismeretek és modszerek szokatlabikénidjara van
sziikség [1].

(o2}

A feladatok egy jelerits része nem csak egy csoportba tartozhat a fentiek ko-
zill, hiszen egy azonositasi feladat igényelheti valamiligenert médszer alkalma-
zasét, amellyel elddntjik, hogy a vizsgalt objektum mewdfela feltételeknek, egy
realizacios feladat igényelhet olyan bonyolult konstiGkchogy annak éallitasa
mar problémamegoldas. A feladat tipusa flgghet attél igylotanulé milyen is-
meretekkel rendelkezik, illetve mennyire gyakorlott atibod feladatmegoldasi
mdbdszerekben. Ugyanaz a feladat lehet kombinalt feladaggk, probléma a ma-
sik hallgatdé szamara. Ennek ellenére a kurzusokon kitifetadatokrél altalaban
konny volt eldonteni, hogy a fentiek kdzll melyik kateigba tartoznak leginkabb.

Természetesen azt, hogy a feladat megoldasa a hallgatdlaszé@nennyire bi-
zonyul nehéznek a feladat tipusa mellett mast tédktdt is fligg. llyenek pl. a ko-
vetkedk:

e A megoldas Osszetettsége.
Ezt mérhetjik pl. a megoldas soran végrehajtandé |épésahaaml. Ez sem
teliesen egyértelmi, hiszen az egyes Iépések esetleghiovdmég egysze-
riibb — [épésekre bonthatok. Az, hogy mit tekintlink egy $&iéek, a tanuldok
életkoratdl, korabbi tanulmanyaiktol és az elvart késekid fliggnek.

e A sziikséges logikai dontések szama.
A megoldas soran alkalmazott algoritmusban gyakran foadueb elagaza-
sok és ciklusok, amelyekben logikai déntésre van sziiksétytafashoz.

o A felhasznalt fogalmak megértéséhez szilkséges absatrakiit.
Egy fogalom absztrakciés szintje fligg a felhasznalt fog&lrabsztrakcids
szintjébl és azok szamatal.
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e A megoldas iranya.
A hallgatok szamara altalaban nagyobb nehézséget jeleisszatelé okos-
kodassal tortéh megoldas megértése és hasznalata, mint a céliranyosmkosk
dasé. Tovabb neheziti a feladatot, ha a megoldas soragatitdell a magol-
das iranyat.

Ha a hallgatok a feladatok megoldasa soran alkalmas szfép#é programot is
hasznalhatnak, akkor a feladatok megoldasanak nehézdégbg mértékben mddo-
sulhat — &ltalaban kdénnyebbé valrfakGyakran megvaltozik a feladatok nehézségi
sorrendje is, ha az egyik megoldasahoz a szamitdgépesapragigyobb segitséget
nyujt, mint a masikéhoz.

A feladatok nehézségét meghataroz6 tétkekzozil a szamitdgép hasznalata
talan leglatvanyosabban a megoldas 0sszetettségét mdbyly, hiszen hasznalataval
egy hosszadalmasabb szamitassorozat egyetlen |épégséoziat. Papiron tortén
szamitas esetén pl. jogosan tekinthetlink minden elenstba@zszformaciot egy k-
I6n 1épésnek, mig szamitdgéppel a teljes bazistransztmdnedyyetlen 1épésben tor-
ténik.

Fontos észrevenni azt is, hogy a szamitégép felhasznalfedadatok fenti ti-
pizélasat is befolyasolja. Egy kombinalt feladat pl. kéemyirekt feladatta valhat.
Példa erre a 30. oldalon bemutatott feladat, amelyben arftrpentes permutaciok
szamat keressuk.

A tovabbiakban a hallgat6i eredményességet csak a felatipizsaval dssze-
fliggésben vizsgalom.

A szamitdgépes gyakorlatok soran, illetve a hazi feladutidegoldott feladatok
nehézségét a hallgatok altal beadott megoldasok eredssfgealapjan vizsgaltam.
Ennek soran 25 hallgaté munkajat vettem figyelembe. A viz$giadatok kivalasz-
tasanal arra torekedtem, hogy sok témakort érintseneklatldtok szovege a 9.1.
mellékletben talalhato6.

A feladatokat a fenti csoportositasnak megfiedel osztalyokba soroltam. Igye-
keztem a legegyszer(ibb, legkézenféht, illetve leggyakoribb megoldast figyelem-
be venni. A 40. feladatot pl. a logikai-szitaval toréémegoldas alapjan a problémak
kozé sorolhatnank, én mégis direkt feladatnak tekintetteiszen a fixpontmentes
permutaciok dallitasat a Sage fliggvényéeh hallgatok mar ismerték. Ha a fel-
adat tobb lépésben oldhatdé meg, akkor a megoldas egye®ilépéas-mas tipusba
tartozhatnak. llyenkor a legbonyolultabb |épés tipusdiene figyelembe. PI. a 25.
c¢) feladatban példat kell adni egy adott tulajdonsagu ratrfrealizacios feladat),
ki kell szamolni annak determinansat (direkt feladat), &jgest kell megfogalmazni
az itt és korabban tapasztaltak alapjan (6sszefliggésékeles\ feladatot végil az
utébbi csoportba soroltam. Egy tobb régkallé feladat gyakran tébb kilonallé fel-
adatnak tekinthét Ilyen esetben az osztalyozast is minden részre kiloretémeel,
volt azonban olyan eset is, amikor az egyes részfeladay@n alzorosan dsszefiigg-

2Hasonl6 kijelentést tehetiink persze a hallgafisehereteivel kapcsolatosan is. Megfél&mere-
tek birtokdban a korabban nehéznek szamité feladat edyszimpéldava valik.
22derangement()
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tek, hogy ezt nem tartottam célszer{inek. Az osztalyozédneénye feladatonként a
9.2. mellékletben talalhato.

Az egyes osztalyok gyakorisagait a 1. tablazatban latha#jwvizsgalt feladatok
kdzott legnagyobb szamban a direkt és a kombinalt feladftalultak eb és vi-
fordult el6 memoria feladat, ami a szamonkérések gyakori eleme, deail@imas
hazi feladatnak, és a CAS nem segiti a megoldasat. Nem f@ididzonositasi €s bi-
zonyitasi feladat sem, viszont volt néhany realizaciéadal és dsszefliggéskeresés.

1. tablazat. A feladattipusok gyakorisagai

feladattipus gyakorisag
direkt feladat 34
kombinalt feladat 28
realizacios feladat 8
Osszefiiggés keresése 10
problémamegoldas 18

A realizacios feladatok kis szama azzal magyarazhato, hagi a feladatok,
amelyek ebbe a kategoridba tartozhatnanak, gyakran kaihléladatnak, illetve
problémamegoldasnak ndistilnek 6sszetettségiik miatt. Ezenkiviil a CAS hasznalata
sok esetben leh@&té teszi, hogy az 6sszes adott tulajdonsagu objektunsatrégjuk,
ahelyett, hogy csak példat hoznank ra:

e Adjunk példat az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok olyan permutacidjanaelyben az
inverziok szama pontosan harom!

A hagyomanyos oktatasi forma esetén ez realizacios feladag, de ha a Sage
hasznalata megengedett, akkor a hallgat6é valésziniilggzedien meg fogja adni
mind a 29 ilyen tulajdonsagu permutaciét, a 36. abran lathatgy ahhoz hasonld)
kod segitségével. Mivel az inverzibk szamanak meghatéeoegy beépitett meto-
dussal térténik, direkt feladatot kaptunk.

for p in P6:
if Permutation(p).number_of_inversions()==3:
print p

36. abra. A 3 inverzi6t tartalmaz6 permutaciokalitasa

A vart 2450 megoldéas helyett 6sszesen 1881 érkezett, mh@eSetben (23%)
a hallgaté nem foglalkozott a feladattal. A 2. tdblazatlké@hdté az egyes feladat-
tipusok esetén és Osszességében elért atlagos eredmédtlanh a részben vagy
telijesen hibas, és a nem megoldott feladatok szama. Lathad$ a hallgatok a leg-
sikeresebbek a direkt feladatok és a realizacios feladatmoldasaban voltak, ennél
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kissé gyengébben teljesitettek a kombinalt feladatok é&sszefliggés keresés ese-
tében, és sokkal gyengébb eredményt értek el a problémdaasdategoriajaba és
feladatok megoldaséaban.

2. tdblazat. A feladatokra adott megoldasok szama és erg@mé

hibas / nem teljes

feladattipus
hibatlan

— | megoldatlan
eredmeény

[EEN

direkt feladat 36 158 156 83,6%
miveletsor végrehajtasa 288 117 70 76,7%

ol

realizacios feladat 127 34 39 | 84,8%
kombinalt feladat 363 149 188 78,0%
Osszefliggés keresése = 104 | 97 49 77,8%
problémamegoldas 140 | 173 137 48,4%
0sszesen 1270 611 569 75,0%

A direkt és a realizaciés feladatok esetén nemcsak az ekrakekos eredmény
all kdzel egymashoz, nagyon hasonlé a hibatlanul, illetbédan megoldott, vala-
mint a megoldatlanul hagyott feladatot aranya is (37. alka), hogy ennél a két
tipusnal a megoldasok eredményessége nem tér el egyn#&stégesen, statisztikai
vizsgalattal is elle@riztem. Egy adott feladat esetén a megszerzett pontoiédtie
elérheb maximalis pontszammal osztottam és az igy kapott adatekattem 6ssze
a két feladattipus esetén. Ha a hallgaté nem adott megaddfedadatra, akkor a
feladatot O ponttal vettem figyelembe. Az elvégzZétproba eredményg; = 33 és
fo = Tmellett ' ~ 1, 75-nek adddott, tehat alkalmazhat6 a kétmintasdba amely-
nek eredményg = 40 szabadsagi fok melletty, ~ 0,126, igy az elért eredmény
egyedségép = 0,05 szignifikanciaszinten elfogadhatjuk.

63% 63.5% B Hibatlan
18,6% 17% [l Hibés és nem teljes
18,4% 19,5% [l Megoldatlanul hagyott

Direkt feladat Realizacios feladat

37. &bra. Direkt és realizacids feladatok megoldasai
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A direkt feladatok egy specidlis esete az olyan szamitdadde, amikor egy
adott miveletet vagy miveletsort kell végrehajtaniydii pl. az 9.1. mellékletben
talalhato 1. a) b) c) d) feladatok mindegyike.) Mivel ezeiraitégépes megoldasa a
felhasznalo6tol csak a mlveletsor megadasat igényli,saamithatnank, hogy a hall-
gatdk kuléndsen kdnnylinek talaljéket, még a direkt feladatokon belill is. Az ilyen
tipusu feladatokra adott megoldasok szazalékos erednagoydan csak 76,7%, ami
gyengébb, mint az 6sszes direkt feladat esetén elért 83¢aeA. a hibatlanul meg-
oldott feladatok aranya csak kevéssel marad el a direkdldigdé hasonlé adatahoz
képest, azonban a hibat tartalmaz6é megoldasok aranyagiésee magasabb. (38.
abra)

60,6% [l Hibatlan
24,6% [l Hibéas és nem teljes

14,8% [l Megoldatlanul hagyott

Miveletsorok

38. abra. Mliveletsorok végrehajtasanak eredményessége

A kombinalt feladatok és az 0sszefliggéskeresés esetééragzizalékos ered-
mény ugyancsak nagyon kézel all egymashoz, azonban azildbbjdval nagyobb
(kb. kétszer annyi) a hibas vagy nem teljes, feladatok a@#89. abra). A latszdlagos
ellentmondas magyarazata, hogy az 6sszefliggéskereséskéilyozott feladatokra
adott 85 hibas, illetve nem teljes megoldasbél minddsszértl@ pontot, a tdbbire
tobb-kevesebb részpontszamot kaptak a hallgatok. Ezesilsm a kombinalt fel-
adatok esetén a 149 nem teljes megoldasbol 65 — tehat majeieemcsak O pontot
ért. Mivel e ket feladattipus esetéy;.9 ~ 2,27, a kétmintast-proba itt is alkal-
mazhato és a3 = 0,566 érték alapjan e két feladattipus hallgat6i megoldasainak
eredményei is sem mutatnak lényeges eltérést egymastol.

A 2. tdbladzatban lathaté szazalékos eredmények alapjambikélt feladatokra
és az 0szefliggéskeresésekre adott megoldasok gyengéyétiek a direkt- és re-
alizaciés feladatokra adott megoldasoknal. Ezt hipotéagalattal is igazolhatjuk.
Az F'-proba eredménygy; 37 ~ 0,608, tehat ismét hasznalhat6 a kétmintgzoba.
A t7g =~ 2,3 eredmény mutatja, hogy az eltérés valdban szignifikaas0,05 szig-
nifikanciaszinten.

51.8% 43% [l Hibatlan
21,3% 43% [l Hibéas és nem teljes
26,9% 14% Il Megoldatlanul hagyott

Kombinalt feladat Osszefiliggés keresése

39. abra. Kombinalt feladatok és 6sszefliggéskeresésetldasgi
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Ha az tsszefliggéskeresés kategoridba sorolt feladatekasabban megvizs-
galjuk, akkor megfigyelhetjik, hogy ezek mindegyike kétytibb részbl all. Ezek
kdzil csak az utolso rész a tiszta 6sszefliggéskeresés,jradigrkonkrét szamitasi
feladatok ebzik meg, amelyek eredményét megfigyelve kellene sejtégffagal-
mazni és a feladatok egy részében igazolni is. Mivel a fétkdszamitasi része egy-
szer(i, a hallgatok tébbségének sikerult eBtkbszpontszamot szerezni, igy érthet
a 0 pontos megoldasok viszonylag alacsony szama. A feladaésodik része, ahol
fel kell ismerni az dsszefliggést sok hallgaté szamara séhéz jelent. Az ilyen fel-
adatokra beadott 97 hibas vagy nem teljes megoldasbdl &@eesa hallgaté ugyan
helyesen végezte a szamitasokat, de ezek alapjan nemejuaatejtésig.

A problémamegoldéas kategoridba sorolt feladatok megaidaa varakozasnak
megfeleben — kevésbé eredményesek, mint a tébbi feladattipuse&ata tobbi fel-
adattipushoz képest sokkal alacsonyabb szazalékos ergoem: é€s a hibas, illetve
megoldatlan feladatok magas szamaban is megmutatkozika48). Ennek ellen-
Orzéseként a problémamegoldasokat a kombinalt feladat@skdsszefliggéskeresé-
sekkel hasonlitottam 0ssze. &zproba eredményeig; 17 ~ 1,52) alkalmazhat6 a
t-préba. Miveltsy ~ 3,45, a problémamegoldasokra adott megoldasok eredményei
valdban szignifikansan gyengébbek.

31.1% B Hibatlan

38,4% [l Hibas és nem teljes

Problémamegoldas

40. abra. Sikeresség a problémamegoldasok esetén

A megoldas soran a hallgaték altal elkdvetett hibak fagaiazok gyakorisagat
a 3. tablazatban lathatjuk. A hibak jeléstrésze szarmazott a feladat hibas értelme-
zésébl, és a matematikai ismeretek hianyabdl. Kevés volt a si@siioiba, ami nem
megled, hiszen a numerikus szamitasokat nagyrészt a szamitégggzte, mig a
hibas bizonyitasok kis szama azzal magyarazhat6, hoggsssgében is kevés volt
a bizonyitast igényl feladatok szama.

6.6. Hallgatoi vélemények

A hallgatok véleménye az oktatasi folyamatrél masfajtabpéntot képvisel,
mint az oktatoké. Megismerésik fontos, még akkor is, halgdtaknak nincs atfogé
képuk a megtanulandd ismeretékés sokszor félreértik a tanulas céljat. Sok esetben
a tananyag sz0 szerinti megtanulasaval prébalkoznak ésérigmmiért sikertele-
nek a zarthelyiken és a vizsgakon. Kérdéseinkre adott zdikd®] megismerhetjik
problémaikat, ami az ellépés ezek orvoslasa szempontjabol.

A hallgatéi vélemények megismerése céljabol egy &t allitottam Ossze
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3. tAblazat. A megoldasokbarbérduld hibak

a hiba tipusa gyakorisag
szintaktikai hiba 75
hib4as adatbevitel 26
oOtlet hianya 77
rosszul értelmezett feladat 108
befejezetlen feladat 191
— nem valaszol a kérdésre 17
— numerikus eredmény hianya 8
— sejtés hianya 69
—egyéb 97
hibas matematikai 6sszefliggés 93
specialis eset megoldasa 34
bizonyitas hianya 2
szdmolasi hiba 5
0sszesen 611

(9.3. melléklet), amit a szamitdgépes kurzusok végén akitiam hallgatoknak. A
kitdltés nem volt kotele, de minden alkalommal voltak vallalkozék, igy mostanra
94 hallgat6 valaszait sikerllt 6sszegydjteni és elemezni

A kérdések egy része arra irdnyult, hogy a hallgatok milyénetes ismeretek-
kel, felkésziiltséggel érkeztek intézménylnkbe, mas kista tanulasi médszereik-
rél és a targyhoz val6 viszonyukrél szerettem volna képehkapkérdések harma-
dik csoportja segitségével azt szerettem volna felméogy ta hallgaték mennyire
tartjak sikeresnek szamitdgépes gyakorlatot.

A 94 hallgatd kozil csak négyen tettek emelt szinti érgitteizsgat matema-
tikabol, tehat majdnem mindenki kézépszinten érettséigitedemes ezzel dssze-
vetni, hogy 38 hallgat6 fakultacios targyként valasztattenatematikat és harman
matematika tagozatos osztalyba jartak. Erettségi ereglikéitlagosan 81% volt, a
leggyengébb eredmény 40%, a legjobb eredmény 100%.

Az informatika targyat csak 28 hallgat6 tanulta alapsziraektzépiskolaban,
31-en fakultacio keretében tanultdk 35-en pedig inforkaatzakkdzépiskolaba jar-
tak. Ebl®l a targybol 14-en egyaltalan nem érettségiztek, 56-aekietiapszint(i és
24-en emelt szint(i érettségit. Az atlagos eredmény 82%g@gyengébb 46%, a leg-
jobb 100%. A 94 hallgat6 kozil 21 vett részt valamilyen détdk( szakképzésben
informatikabdl.
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6.6.1. A hallgatoi kérddiv kérdései és az 0sszegy(ijtott valaszok

Kérdés:Az érakon megismert Sage rendszer mellett ismer-e valamigzami-
tégép algebrai rendszert? (Ha igen melyiket?)

A kérdésre 78-an nemmel valaszoltak. A tobbiek a MathLakh®laatica, Ma-
ple, Xaos, FreeMat, Microsoft Math rendszereket emliketté

Kérdés:Mekkora segitséget jelentettek a diszkrét matematikaldaalsoran a
kovetkedk? (Ertékelje 14l 5-ig, ahol az 1 azt jelenti, hogy nem jelentett segitséget
az 5 pedig azt, hogy hatékony segitségnek bizonyult.)

a tankonyv;

a példatar;

az ebadas;

a személyes tanari segitség a gyakorlatokon;

az interneten talalt anyagok;

a kozépiskolaban megszerzett alapoz6 ismeretek;
egyéb, mégpedig ...

A hallgatok szamara ajanlott tankényvre [3] vonatkozéarl adbran lathatjuk
az eredményt, ami valésziniileg 6sszefligg az olvasastesgartési nehézségekkel.
A vélaszok azt jelzik, hogy a tankényv, ami korabban a hédligazamara a tudas
egyik legfontosabb forrasa volt, a mai hallgatok korilb&iEnek szinte semmilyen
segitséget nem nyijt, és csak 19-en tartottak igazan érsékgdeszkdznek a 94tb
Erdekes, hogy hat hallgaté nem is valaszolt a kérdésre.

gyakorisag
37 13 19 13 6

35
30
25
20
15
10

5

osztalyzat
1 2 3 4 5 nv

41. abra. A tankdnyv haszna a hallgatok szerint

Nem sokkal jobb az eredmény a példatarral [21] kapcsolatesan (41. abra),
annak ellenére, hogy egy jol attekintbéogalomgyljteményt, részletesen leirt meg-
oldasokat és sok abrat tartalmaz.

Lényegesen kedvébb a valasz az éhdassal kapcsolatosan. Itt mindéssze 9-
en adtak 1-es vagy 2-es osztalyzatot, tehat a tdbbség Uglplipnhogy az déladas
segiti a tananyag megértésében (43. abra). Ez az eredmesily rkieglep annak
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gyakorisag

30 16 21 14 8 5

30
25
20
15
10

5

osztalyzat
1 2 3 4 5 nv

42. abra. A példatar haszna a hallgatok szerint

tikrében, hogy a hallgatok azeldast kovet gyakorlatokon ritkan tudnak valaszolni
a tananyaggal kapcsolatos kérdésekre, és igénylik a lexgaiob definiciok, tételek
atismétlését a gyakorlatokon.

gyakorisag
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43. abra. Az dladas haszna a hallgatok szerint

A hallgaték a személyes tanari segitséget talaltak lekggebbnek. Ezt abbdl
a 91 hallgatébdl, akik valaszoltak a kérdésre 74-en 5-Gsékadték, olyan hallgaté
pedig nem volt, aki 3-asnal gyengébb osztalyzatot adottavGd4. abra). llyenfajta
segitségre éppen a szamitogéppel tdmogatott kurzusokanlegtobb lehétség, hi-
szen itt a hallgatok a gyakorlat nagy részében onalléaydlkisebb csoportokban
dolgoznak a szamit6gép segitségével, ami tedggfet ad az oktatdnak, hogy figye-
lemmel kisérje, illetve tanacsaival segitse munkdjukat.

A hallgaték mindegyikének volt otthoni internet eléréseerekivil az egyetemi
WiFi halézat és a nyilt labor is rendelkezéstikre allt. Sdkasznosnak tartjak a mate-
matika tanulaséanak internet altal biztositott I€iségeit és az ott talalhaté anyagokat,
de a 3-as osztélyzatok szadma a legmagasabb és akadt jonéduaiiv vélemény is
(45. &bra). A szamitégépes gyakorlatokon ennél pozitivabiint a helyzet, a hall-
gaték rendszeresen igénybe vették az internet segitdegéatfeladatokban szerépl
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44, dbra. A személyes tanari segitség haszna a hallgatdktsze

fogalmak ismeretével gondjuk volt.

gyakorisag
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45, dbra. Az internet haszna a hallgaték szerint

Az egyetemi matematika anyag megértéséhez nélkilozbhetatkdzépiskolai
anyag alapos ismerete, ezért tettem fel azt a kérdést, hampnyire érzik Ugy a
hallgatok, hogy a kdzépiskolai alapozé ismereteik saghketgyetemi matematika
tanulmanyaikat. Az eredmény a 46. abran lathaté. Viszgngtkan, 29-en értékel-
ték a kdzépiskolai alapozast kbzepesre, de még tbbbem 86ak 1-esre, illetve a
2-esre. A viszonylag gyenge eredmény nem meglep figyelembe vessziik annak
a felméb dolgozatnak az eredményét, amelyet a hallgatok affedé tanulmanyaik
kezdetén irnak a kézépiskolai matematika anyagbdl [18ornit elgondolkodtatd,
hogy ez egyaltalan nincs dsszhangban a&i&et kit6ltH hallgatok 81%-os érettségi
atlagaval.

A kérdéscsoport utolsé kérdésére — a felsoroltakon kivites@alami, amit a
tanulmanyaik szempontjabdél hasznosnak, egit bizonyult — minddssze 14-en va-
laszoltak. Ezek kdzil 6-an a csoport, illetve évfolyandlkal valo kézos tanulast
emelték ki. Volt olyan hallgato, aki a sajat jegyzetein kimias hallgato jegyzeteit is
felhasznalta a késziilésnél, és olyan is, aki mas egyetaringwét hasznalta. Ket-
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46. abra. A kozépiskolaban szerzett alapozé ismeretekbaashallgatok szerint

ten mas csoportok (mas tanar) gyakorlataira is bejartakétdsallgaté mar kordbban
jart masik egyetemre, ahol hasonl6 targyat tanult. Néhamyagantanarhoz jartak.
Erdemes megfigyelni, hogy itt is — 6sszhangban &ztekkel — a legtébben egy
masik személlyel valé kdzvetlen kommunikaciét tartottalsznosnak tanulmanyaik

szempontjabol.

Kérdés: Mennyire segitette a tananyag megértésében az 6rakonéftaSage
rendszer? (Osztalyozza 1-5-0s skalan, ahol az 1 azt jefegy nem segitette, az 5
pedig azt, hogy nagy segitséget jelentett.)

A kérdésre adott valaszok azt mutatjak, hogy a hallgatokdége a rendszer
tanulmanyaikra gyakorolt hatasat legalabb kozepesentsegi talalta (47. abra).
Osszevetve az eredményt a hagyomanyos médszerekketjulttgy a személyes
tanari segitség és azeldas szerepét fontosabbnak tartjdk, mig a z egyéb tamyi es
kozok, a tankdnyv, a példatar és az internet hatasa léngrediésebb. Ez azt mutatja,
hogy a CAS jél hasznalhat6 és fontos eszkdze lehet az oktalgegmatnak, kiléno-
sen, ha figyelembe vesszik, hogy a személyes tanari segitségas hallgaté/oktatd
arany miatt csak korlatozott mértékben alkalmazhato.

gyakorisag
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47. dbra. A Sage rendszer sédiatasa a matematika tanulasa szempontjabdl
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Kérdés:A kovetked allitdsok kdzil melyiket tartja igaznak? Valaszoljonnge
nel vagy nemmel! (I/N)

1. A Sage megkdnnyiti a matematika tanulaséat, mert segitgggnt a numerikus
szamitasok elvégzésében.

2. A Sage megkonnyiti a matematika tanulasat, mert segitgggnt a szimboli-
kus szamitasok elvégzésében.

3. A Sage megkdnnyiti a matematika tanulasat, mert az dggpé$ek (fliggveé-
nyek) kdnnyen abrazolhatok a segitségével.

4. A Sage megkonnyiti a matematika tanulaséat, mert a prdgrdok irdsa soran
érthebbbé valnak a matematika egyes algoritmusai.

5. A Sage megkonnyiti a matematika tanulasat, mert ¢eféeteszi a gondolat-
menetem gyors ellémzését.

A valaszok gyakorisagat a 48. abran lathatjuk. Lathatjagyhmindegyik kér-
désre kaptunk pozitiv valaszokat. A programkddok irasétlaszadok majdnem fele
hasznosnak itélte, az 6sszes tobbi esetben pedig tébbséaimeak az igen valaszok.
A 3. kérdésre adott valaszok mutatjak, hogy a szemlélaesballgatok véleménye
szerint is nagyon fontos a matematika megértésében. Eigyelmélto az 5. kérdésre
adott igen valaszok nagy szama is. A hallgaték gyakran piatemok tudasukban és
nem tudjak, hogy az 6nall6 munkara kitlizott feladatot bsén oldottak-e meg, ezért
fontosnak szamukra a visszajelzés.

69
24
1

84
10

Il igen
Il nem

numerikus szamitas szimbolikus szamitas flggvények abrazolasa

Il nem vélaszolt
44

50

80

programkddok irasa ellendrzés

48. dbra. Milyen forméban segiti a Sage rendszer a mateartatikilasat?

Kisebb meglepetést okozott, hogy a 4. kérdésre érkezegikavesebb igen va-
lasz, hiszen informatikus hallgatékrél van sz6. Figyelenkill azonban vennunk,
hogy CAS alkalmazasa soran ritkan sziikséges, hogy az tatgerikddjat magunk
irjuk meg, legtébbszor elegedd beépitett eljarasokat, fliggvényeket alkalmazni,

A hallgatok altal megoldott feladatok elemzése soran Kidlehogy viszonylag
kevesen alkalmaztak programkddokat a szamitasok evéggésezek kdzott viszont
sokan szinte minden ilyen lefiesttget megragadtak. Az is megfigyetheolt, hogy
az ilyen jellegli megoldasok szinte minden esetben hdtyesitak, és a felhasznalt

55



programrészletek az ismert programozasi tételeket atkathik. (Erre példa a 33. ol-
dalon bemutatott megoldas, amely a kivalogatas tételératkzza a fixpontmentes
permutaciok éallitasara.) A sikeresség titka tehat az volt, hogy a sajis matema-
tikai ismeretek egy részét a hallgatdk olyan eszkdzok édataval helyettesitették,
amelyek alkalmazasaban nagy gyakorlattal és biztos tablésslelkeztek.

Kérdés: Melyik témakoér(6k) tanulmanyozasa soran érezte haszkoardage
felhasznalasat a félév soran. Miért?

A kérdésre nem mindenki valaszolt, de a valaszadok koztittaki tobb téma-
kort is megjeldlt. Sajnos az okot legtdbben nem adtak megerhlitett témakorok
kdzott vannak olyanok, amelyek atfedik egymast, pl. a maitria lineéris algebra
része, de nagyon sok hallgaté emliti kilén. A témakorokrettaskavazatok gya-
korisagat a 4. tablazatban foglaltuk dssze. Kimagasloan éGsszesen 43 hallgato
érezte Ugy, hogy a rendszer segitséget nyujtott a matatddpcsolatos ismeretek
tanulasa soran. Akik indoklast is irtak, a szamolasok megkidését emlitették. A
tovabbi témakdrok kozul a grafokat, fliggvényeket, velktata@s a lineéaris algebrat
érdemes megemliteni. Ezek kozil a lineéris algebra esetértudjuk, hogy valéban
a témakor minden feladatanal hasznosnak érezték-e a Sajmatasat, vagy egy
kisebb terliletre gondoltak, mint pl. a bazistranszforiiée vagy a linearis transz-
formaciékra — ahol grafikus szemléltetésre is |6béget ad a rendszer. A grafok és
a fuggvények esetén sokan emlitették az indoklasban a életes abrazolas leliet
ségét.

4. tdblazat. Melyik témakdr megértéseét segitette a Saggablean?

témakor gyakorisag
matrixok 43
grafok 27
fuggvények 23
vektorok 16
linearis algebra 12
kombinatorika 7
halmazok 6

egyenletek, egyenletrendszerek
algebrai struktarak
halok

komplex szamok

relaciok
koordinata-geometria

NN Wi W b
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Kérdés:Melyik volt a félév soran tanult témakorok kézul a legértied?

Ha Osszevetjik a valaszok alapjan késziilt tablazatot lffazat) az éz6 kér-
désre adott valaszokkal (4. tablazat), lathatjuk, hogyoadnasonlé eredményt kap-
tunk a két kérdésre vonatkozoan. A tablazat aljard l®makorokhéz tartozd gya-
korisagok nagyon alacsonyak, ezért edekrem nyertiink értékelh&tinformaciot.
A matrixok és grafok témakore viszont egyértelmiien a viglag kénnyl fejezetek
kozé tartozott a magas szavazati arany alapjan.

5. tablazat. A legérthébb témakor

témakor gyakorisag

matrixok 43
grafok

N
o

kombinatorika
fliggvények

halmazok
halok

teljes indukcio
linearis algebra

mindegyik

vektorok
algebrai strukturak
komplex szamok

relaciok
egyenletek, egyenletrendszerek

NN W WS BB AO G, OO0

Kérdés:Melyik témakor okozta a legnagyobb nehézséget a félév 8dviren-
nek az oka?

A kérdésre adott valaszok 0sszesitését a 6. tAblazaimanah. A valaszadok
kozll kevesen jel6lték meg az okot. A kombinatorikaval lsnpatosan néhanyan
megemlitették, hogy nem tudjak kivalasztani a megfetebdszert, nem tudjak ellen-
Orizni a kapott eredményt, és a témakor tllsagosan absz&akagas absztrakcios
szint okozott problémat a vektorterek tanulmanyozasansietéOlyan valasz is é+
fordult, ami a kevés 6rai gyakorlasi lebseget, illetve a hattértudas hianyat emlitette.
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6. tablazat. A legnehezebb témakor

témakor gyakorisag

kombinatorika 30

lineéris transzformaciok

vektorok

matrixok
grafok

komplex szamok

W A~ b~ N OO

fuggvények

halmazok 3
relaciok

vektorterek
koordinata-geometria
teljes indukcio

P P NN

Kérdés:Mi tenné konnyebbé az On szamara a diszkrét matematika eikn
algebra tanulaséat? (Tébb javaslata is lehet.)

A kérdésre kevés valasz érkezett. Nyolc hallgatdé a gyatkdrlaraszamanak
emelését javasolta, mig négyen ugy gondolték, hogy tébkafeladat bemutatasara
lenne szlkség.
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7. Szamitégépes tudasellémzés

7.1. Formativ és szummativ elletirzés

A tanulok tudasszintjenek elléreése a tanulasi- és oktatasi folyamat szerves
részét képezi. A tanulok szamara j6 esetben fontos modisdényedt jelent, illetve
informaciodval szolgal arra nézve, hogy melyek azok a témakamelyekben az is-
mereteik hianyosak, melyek azok a készségek és képesstgekieket fejleszteni
kell. Természetesen sokszor a tanar segitségére is sziknéag egyéni eredmé-
nyek elemzéséhez és a célok megfogalmazasahoz, babakieigisban ez kevéshé
érvényesll, mint a kdzoktatasban. Mindenképpen fontoslary hogy az oktatd
nyomon kovesse tanulécsoportja eredményeit, lassa, hetyeknazok a témakaorok,
fogalmak, eljarasok, amelyek nehézséget okoznak a hallgattmara, hiszen ennek
alapjan tudja — az eredmények helyes interpretacidjareseté oktatasi modszereket
és ezzel egyiitt a tanulasi folyamatot javitani.

Kellough a tudasellgrzés hét céljat fogalmazza meg [31]:

Segitse a tanulét a tanulasban.

Azonositsa a tanul6 ésségeit és gyengeségeit.

Ertékelje az alkalmazott oktatasi stratégia hatékonytsaga

Ertékelje és javitsa a tanterv hatékonysagat.

Ertékelje és javitsa az oktatas hatékonysagat.

Szolgéltasson olyan adatokat, amelyek segitenek a tariolgsmat tovabbi
részének tervezésében.

Segitse @ a szibkkel valé6 kommunikaciot.

Béar Kellough [31]-ben a kdzépiskolai oktatas kérdéseivgldlkozik, az altala
megfogalmazott célok — a szillkel valé kapcsolattartast kivéve — fétktatasban is
érvényesek.

A tudaselledrzésnek a pedagoégiai szakirodalomban &éffusat szokas meg-
kilonboztetni, &ormativ; illetve szummativ értékelést

A formativ értékelés célja, hogy a tanulasi folyamat sorisszajelzést szerez-
zunk a tanulék, illetve tanul6csoportteé haladasarol, amelynek segitségével javit-
hatjuk, korrigalhatjuk a tanulas folyamatat, a jobb eredynglérése érdekében. Jel-
lemzBen a tanulasi folyamat elején, illetve a tanulasi folyakimben alkalmazzuk.
Szerencsés esetben a tanulasi folyamat része, ami reestsaefbkeriil az Gjabb is-
meretek és készségek elfenése céljabol. Lényegében egy folyamatszabalyozasrol
van sz0, amihez a formativ elli@rzés biztositja a visszacsatolast. Tiszta formajaban
a tanuldk nem kapnak ra érdemjegyet, bar ebben a formalkan dikalmazzak.

A szummativ értékelés altaldban egy fejezet, szemesatéy vé€gén, illetve egy
adott iskolatipus befejezésekor kerll sorra. Célja, hotanald sikerességét, illetve
a tanulasi folyamat soran elért szakértelem szintjét méigmilyen ebre meghata-
rozott kdvetelményrendszerhez viszonyitva. Az eredmérdgémjeggyel, pontszam-
mal, illetve szazalékban szokas kifejezni. A fektatasban ez a tipikus szamonké-
rési forma.
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Kellough tudaselletrzésre vonatkozé kovetelményei a gyakorlatban nehezen
kielégithebk. A formativ értékelésnek gyakorlatilag folyamatosnai kennie ah-
hoz, hogy betéltse a szerepét. Ha a tanulé képességebvehesszik az dnallé mun-
kat, és annak megfefelszintli elledrizését is, akkor sikeres lesz a tanulmanyaiban,
feltéve, ha a kell érdekbdése és kitartasa is van hozza. Exf@idul az egyetemi
hallgatok és a ktzépiskolasok kozbtt is, de nem elég attaldh nagy tobbségnek
segitségre van szilksége az (j ismeretek megszerzéséhezgwgakorlashoz is és
tobbnyire nem ismerik elég jol az ellérzeési moédszereket ahhoz, hogy el tudjak
donteni, j6l oldottak-e meg a feladatot vagy sem. Ugyanakizooktatok altalaban
nem rendelkeznek elég kapacitassal ahhoz, hogy egyétéégef tudjanak nydjtani
minden hallgaténak, illetve hogy folyamatosan eflenzék az dbrehaladasukat. A
szamonkeérések a félsktatasban gyakran félévente egy vagy két zarthelyi daligd
és/vagy egy vizsgat jelentenek. Ezek |@vétteszik a hallgatok szummativ értékelé-
sét, de visszajefrszerepik a hallgaték szamara&egrvényesiil.

7.2. Szamitdégéppel tamogatott tudasellémzés

A szamitogéppel tamogatott tudasetierés egyik célja éppen a fenti problé-
mak megoldasa lenne. Bar az informatika az utébbi évtizeelekatalmas fejidésen
ment keresztll, ami sokféle tudaskiértéketéndszer létrehozasat lebet tette, ma
sem konnyen érhétel olyan rendszer, ami egyarant kielégitené azokat a ghgiko
és modszertani célokat, amelyeket az oktatok sziikségesrakak [53].

Pead sok olyan szempontot sorol fel cikkében, amingbsebbé teszi a szami-
tégéppel tortéa tudaselletirzést a hagyomanyosnal [39]. Ezeket két csoportba osz-
totta. Az el$ csoportba azok keriltek, amelyek a lebonyolitas hat&dmggval kap-
csolatosak:

A szamitégép lehévé teszi, hogy a szamonkérés logisztikdjat nagymértékben
egyszerUsitsuk. Nincs sziikség arra, hogy a feladatsokokmmtassuk és megszi-
nik a biztonsago$rzés, illetve szallitds problémaja. Ha a rendszer auikosan
értékeli a vizsgazok munkdjat, akkor megtakarithaté adhkxa, tovabba a javitast
koordinalé csapatra szant koltség. Az eredményeket a gérsgavbefejezése utan
azonnal szolgaltatja. Mindez lelde® teszi, hogy a tanul6k barmikor vizsgat tehes-
senek, amikor felkésziltnek érzik magukat.

A masodik csoportba a valtozatossaggal és a megbizhatiskagcsolatos
szempontok keriiltek. A szamitogép lehat teszi az adaptiv tesztek alkalmazasat
és a multimédias eszk6zok, szimulaciok felhasznalasdaddmkban. Biztositja az
egységes segédeszkdzoket (beépitett szamoldgépet degédanyagokat), tovabba
az egyes kérdésekhez kapcsol6dd adatokat. Az adatbevitktiiszer( informacio-
technolégiai eszk6zok hasznalhatok.

Kdnnyen lathaté azonban, hogy a két szempontrendszertrebbedasban van
egymassal. Az etsakkor valésithaté meg, ha olyan kérdéseket alkalmazunk; a
lyekre a valasz automatikusan értékethdfz akkor valdsithatdé meg egyszeriien, ha
a kérdésre igennel vagy nemmel lehet felelni, illetve &tiddlasztds tesztet alkalma-
zunk. Ha a feladatok tartalmi szempontbél egyszerliekpragkak ebre meghataro-
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zott, jol korllhatarolt, kisebb anyagrészek eflerésére alkalmasak, mert nagyobb
témakor lefedéséhez sok egymastdl elszigetelt apro kérgéa szikség, ami nem
0sztdnzi a hallgatdkat a tananyag atfogé megértésére éssha a kérdések meg-
valaszolasahoz komolyabb gondolkodasra van sziikségr, aklértékelés ésen tor-
zitott képet adhat a vizsgazok tudasarol, hiszen elképtdelhogy valaki majdnem
teljesen jol gondolkodik, de valamilyen apré hiba, esdiilggelmetlenség miatt rossz
véalaszt jelol meg és az is lehetséges, hogy valaki teljeékatienil taldlja el a helyes
valaszt. Ez éppen a jol felkészilt hallgatoknak kedtien.

Azok a rendszerek, amelyek a masodik szempontrendszearoektalnak, nem
teljesitik az el8ben kitlizott takarékossagi szempontokat, hiszen amédlias esz-
kozok, szimulaciok hasznalata magasabb kdvetelményaketszt a feladatok terve-
zése és az adatbevitel szempontjabél, ami a feladatokalmazé adatbazis @hlli-
tasanak idejét és koltségeit jelésen noveli.

Pead szempontrendszerét végiggondolva észrevehetjgl, dmmek megfogal-
mazasakor csak a szummativ értékelésre, és nagy tomegefietangato vizsgakra
gondolt. Masok éppen a formativ elfeaést helyezték étérbe. Wood és Burrow a
TRIADS szoftver alkalmazasakor a kovetkezélokat fogalmazta meg: ,A CBA
teni a mélyrehatébb tanulast, és kdzben fenn kivanjukrteatenagas szintli oktatast
az oktatd/hallgat6 arany csokkentése mellett [62].” Ma/&rmativ elledrzés helyes
aranyok esetén sokkal gyakoribb, mint a szummativ, ez&amisdgép hasznalata
ennél a formanal is indokolt.

Lényegében ugyanerre a kovetkeztetésre jutnak a Glasgted@éan Univer-
sity munkatarsai is [9], akik Ugy latjak, hogy az@Bves hallgatékat oktatéd kollégak
reménytelenil prébaljak fenntartani az oktatds szinvrat inhomogén hallgatoi
csoportokban, a hallgatbk magas hianyzasi ardnya és gyelpggitménye mellett.
Megallapitjak, hogy folyamatos segivisszajelzés mellett a hallgatdk teljesitménye
és elégedettségi szintje javul és a szamitégépes fogémkkat magasabb aranyban
latogatjak, mint a hagyomanyos tantervi érakat.

7.2.1. A feladattipusok és a megoldasok értékelése

A szamitégépes tudaselt@é rendszerek két fontos ismérve, hogy milyen a ér-
tékelés intelligenciaja és milyen feladattipusokat taaog értékelés intelligenciaja
alapjan a rendszerek harom csoportba sorolhatdk [22]:

o

e manudlis értékelés(;
e kvazi automatikus értékelé<d;
o automatikus értékelés(.

A manudlis értékelés azt jelenti, hogy bar a feladatokatlgdtak a szamitogé-
pen keresztil kapjak és a megoldasokat is a gépbe viszikbegaldasok értékelése
mar emberi efforras alkalmazasaval torténik.

ZComputer Based Assessment
24570kas szemi-automatikus értékelésnek is nevezni.
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Kvazi automatikus értékelésrakkor beszélink, ha a rendszer képes a megolda-
sok donb részét onalldan értékelni, mig egy kisebb részét az aktaiaza.

Automatikus az értékelés, ha a rendszer képes valamenagizvéeljes mérték-
ben értékelni.

A tamogatott feladatokat gyakran osztalyozzak a valasaktddének maodja
szerint. Ennek alapjan megkulonboztetlink passziv és tttigattipusokat [24].

A feladat passziv, ha a a valaszt eggrel megadott valaszhalmazbdl kell ki-
valasztani, vagy egy képpontot kell megjeldlni. Az aktpusok esetében a valaszt a
hallgatonak kell megalkotnia. Mindkét csoport alcsopknachonthaté. A passziv fel-
adatok kozott talalhatok a gyakran alkalmazott feleletsZtios tesztek és eldonténd
kérdések, az aktiv feladatok kdzott pedig a széveges ékuggafalaszok. Részlete-
sebben lathatd az osztalyozas a 49. abran.

&
futtathat6
program

O
felelet
vélszté

eldbtenﬁ
I/N

49. abra. Feladattipusok a valasz bevitelének mddja $zerin

A tdmogatott feladattipusok azért fontosak, mert 6sszgfsigen vannak az ér-
tékelés intelligencidjaval [22] [55]. Ha csak passziv defdipusokat alkalmazunk,
akkor kdnnyen megvalosithaté a megoldasok automatikékadése. Mivel az aktiv
tipusok esetén a vizsgazé maga alkotja meg a valastorétlhat, hogy az érték@l
rendszer egy tartalmilag helyes megoldast hibasnak értdlest a hallgat6 a leiras
soran a szokasostdl eléformat kovetett. Mivel az érték@lrendszer éinyei éppen
az automatikus vagy legalabb kvazi automatikus értékelémpulnak, a rendszerek
tébbsége kizarélag passziv feladattipusokat alkalmaz.

Passziv feladattipusok alkalmazésa természetesen arhagyos vizsgaztatas-
ban sem ritka. Feleletvalasztos teszteket alkalmaznakEv&RgakoR® [17], nyelv-
vizsgakon, j6 néhany matematika versenyen. Ha azonbamlkigéezek fordulnak
eld, akkor a szamonkérés egyoldaluva valik, és nem teszie@ehogy a tanuldk
gondolkodasmadjardl képet kapjunk.

%Graduate Record Examinations
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7.3. Az eMax rendszer

Az eMax rendszer fejlesztése az Obudai Egyetem fmbitézményében a Bu-
dapesti Miszaki &iskolan indult 2005-ben. A cél egy szamitdgépes tudagettd
rendszer létrehozasa volt, amely a passziv feladattiponsdlett két aktiv feladatti-
pust is tamogat, mégpedig a révid széveges feladatokat éstenmatika feladatok
egy tipusat.

Az aktiv feladattipusok kezelését a rendszer egy-egy neodegzi, amelyek
neve a tamogatott feladattipus alapjéaid szoveges mod[#45], illetve matematikai
modul A tovabbiakban csak a matematikai modult ismertetem.

7.3.1. A matematikai modul feladatai
A matematikai modul a kovetkéZeladatokat latja el:

Lehebvé teszi a feladatok és mintamegoldasok rogzitését azerims
Fellletet biztosit a hallgatdéi megoldasok beviteléhez.

Ertékeli a bevitt hallgatoi megoldasokat.

Lehebvé teszi az oktaté szamara a hallgatéi megoldasok és dzedéimé-

nyek megtekintését, és sziikség esetén az eredmény médbsita

A modul célja olyan értékél rendszer létrehozasa volt, amely nemcsak a fel-
adatra adott megoldas végeredményét, hanem — valamilygékinén — a megoldas
menetét is képes értékelni. Ezt a nehezen elértét két korlatozassal sikerllt meg-
valésitani. Az egyik, hogy a kiértékelés nem automatikasem kvazi automatikus,
a masik, hogy az érték&lrendszer csak bizonyos specidlis matematikai feladatok
esetén makodik.

Pdlya Gyorgy a matematikai feladatok két nagy csoportjddrkibzteti meg:
a bizonyitasi feladatokat és a meghatérozo feladad®ké2]. A bizonyitasi felada-
toknal egy allitas helyességét kell megmutatni vagy cgfaiiig a meghatarozo fel-
adatok esetén valamilyen adatok alapjan meg kell hataemnmatematikai objek-
tumot. Ez az objektum lehet példaul egy szam, vektor, mageometriai abra. Az
eMax matematikai modulja jelenleg csak olyan meghatareiadatok értékelésére
képes, amelyeknél a kiindul6 adatok és a végeredmény is, sektor vagy matrix,
illetve az eredmény lehet még sik egyenlete és egyenesleggenszere is [55].

A felhasznalhat6 feladatok kore a fentiek alapjan nagydkrszk tlinik, azon-
ban alaposabb vizsgalat azt mutatja, hogy szamonkérésektcabban is a megha-
taroz6 feladatok dominaltak. Ennek bizonyitasara Ossggitik és kategorizaltuk
a 2000/2008 kozotti linearis algebra targykoréb@ mernok informatikus hallgatok
szamara kit(izott zarthelyi és vizsgafeladatainkat [R5feladatok egy része a téte-
lek, definiciok ismeretét vizsgalja. Ezeket négy csopostiraltuk, de egylttvéve is
csak az osszes feladat 21%-at tették ki. A fennmaradoé fielladaindegyike a meg-
hatarozo feladat kategoriajaba kertilt, ezek 6sszeseh dehisszes feladatok nagy
tobbségét 79%-at alkottdk. Részletesebb informéacicatattk a 50. abran.

Byalgjaban Polya Gyorgy bizonyitasi-, illetve meghatargzéblémardl ir, mert kbnyvében olyan
feladatokkal foglalkozik, amelyeket a matematika modsaea problémak kategériajaba sorol.
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Fogalom Tétel Meghataroz6 feladat

21% 79 %
> s 3
Fogalom- és £ g s
) 9 = N D
tételrealizalas N
Fogalmak és tételek Tobb kilénbod
megfogalmazasa, eljaras 6nallé
bizonyitasuk vélasztassal
Ekvivalens Alkalmazoi
alllitasok modell 5nall6
megfogalmazasa vélasztasa
Fogalom Megadott
és tetel eljéras
azonositas végrehajtasa

50. abra. Feladattipusok a linearis algebra zarthelyiadaitpkon és vizsgakon

A fenti allapot idBkozben a kovetelményrendszer megvaltozasa miatt mddosul
Kilon elméleti rész bevezetésével a fogalmak és tételedristdt elledrzd feladatok
Osszes feladat kb. 50%-at teszik ki, mig az ezekre adotspamt az 6sszpontszam
40%-a. A tobbi feladat tovabbra is a meghatarozé6 feladagdatajaba esik, ezek
szerepe tehét tovabbra is jelést

7.3.2. A matematikai modul kezebfellletei

A rendszer matematikai moduljahoz olyan hallgatéi és dktsterkesZifell-
letet alakitottunk ki, amelyek dsszhangban vannak a moélidical, igy lehebvé
teszik, hogy a vizsgazo a kérdésre adott valaszt alkalmglstk& sorozataval adja
meg, amelyek logikusan vezetnek a megoldashoz. Az oktatarrelyes megolda-
sokon tul meg kell adnia azokat a feladatspecifikus adatskamelyek segitséget
nyuUjtanak az értékélalgoritmusok futtathatasahoz.

Egy feladathoz és értékeléséhez az aldbbiak megadas#gesks

o A feladat szovege — esetleg abraval illusztralva.
e Javitokulcs

o Kulcsmiiveletek

e Adatok, tesztesetek és értékelési modok

A javitokulcs a papiralapu vizsgadkéhoz hasonléan a feleghatvagy tébb min-
tamegoldasat tartalmazza, a megf@lelszpontszamokkal egyutt. A kulcsm{iveletek
megadasaval, a hallgat6i megoldashoz a meg@fadétatéi megoldas kivalasztasat
biztositjuk, amely esetenként letieé teszi a vizsgazo helyes részmegoldasainak ér-

tékelését. Az adatok, a tesztesetek az értékelédagidritmusainak eredményes fut-
tatasat tamogatjak.
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A hallgatéi felllet

Miutan a hallgaté bejelentkezett a rendszerbe és kivaltaza megfeld fel-
adatsort (vizsgat), a képeity megjelenik a hallgatéi feliilet (51. abra), amely tar-
talmazza a feladatok szdvegét, az eszkdzsort és a murikéderih feladatokat a
hallgat6 tets@leges sorrendben oldhatja meg, a vizsgatddama alatt lehésége
van egy korabbi feladatra visszatérni. A feladat megold@saunkatertleten adhatja
meg. A megoldas sorokbdl all, amelyeknek kotott szintdlitik van. A hallgaténak
leheBsége a van Uj sorokat beszulrni, sorokat torolni, illetvarakssorrendjén valtoz-
tatni. Az ellerbrzés gomb segitségével megtudhatja, hogy a megoldaalgiiatiag

helyes-e. Ennek természetesen nincs kéze a tartalmi kélylesz.

: SEE
m Gépes javitd 1. zh. 2008.04.29 2008. junius 24,
—ﬂ :
1. kérdss =
Adottak az A(2-1.5), B(2.2,13} és C{10,-7.5) portok. Meklcora az ABC T-vel jeldh hdromszog terilete ?
Hx=c [Hx=.=C Hii=wm]3 = | 3|9 P & Ellendrzés
1B = vektor {B ) — vektor (.i ) = wektor { 1.3.8 )
.‘IiC = wektor {{.' ] — wektor { | ] =
2:keérdés
Ijon fel olyan v vektort, amelynek hossza 2 egyséq. irdnya pedig ellertétes az a(2,-4.4) vektomal!
Hr=c | [Ax=w=C |[H=iz|[3 » | 3 L
s e = = o = =
) Hélézati kapesolat rendben - N N :

51. abra. A hallgatoi felllet

A feladat sz6vege az adatokat és a keresett objektumot gmuadimilyen val-
tozénévvel jeldli, ezek hasznalata a hallgaté szamardezteTObbnyire tovabbi
jelélések (munkavaltozok) bevezetésére is sziikség vaslyaket mindig az eredeti
adatok és a mar korabban bevezetett munkavaltozok sefyitddeell definialni. Az

Uj jelolés bevezetésének formaja:

(0j valtozd = (képleh = (numerikus érték
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Ugyanigy néz ki a végeredmény megadasa is:
(eredmény = (képlet = (numerikus érték
A megoldas menetét egy példan szemléltetjik:

Feladat: Hatarozzuk meg az2A BC'a-ben az A csucshoz tartozalfa szbget, ha
A(1,-2,2), B(—3,0,1) ésC(2,2, —5).
Megoldas:
AB = vektonB) — vektonA) = (—4,2,—-1)
AC = vektor(C') — vektor{A) = (1,4, —7)
¢ =abgAB) = V21
b= abg AC) = V66
skal = AB x AC =11
skal

h = =0.295
bxc

alfa = arccos(h) = 72.8

A megoldas értékeléséhez elengedhetetlen a kdz€sz, amelynek segitségé-
vel a megoldas gondolatmenete nyomon kdvéthetljes pontszamot csak akkor kap
a hallgatd, ha a numerikus értékeket is megadja. Itt a rendsheallitastol fligden
— eltlr néhany szazalék pontatlansagot, hiszen a kesekitdiatt az eredmények
kismértékben eltérhetnek egymastol.

Természetesen a megoldas a féhtiitérd is lehet, konnyen megoldhaté a fel-
adat kevesebb segédvaltozd bevezetésével is. Ami lénymogseljusson a hallgatéd
a végeredményig, és kdzben minden segédvaltozét matexntadikelyesen és a mar
léted valtozokra visszavezetve definidljon. Az adatoktél aderényig vezdi Ut a
52. abraval szemléltethetA nyilak azt jelzik, hogy egy adat felhasznalhat6 egy ma-
sik adat meghatarozdsahoz, de ez nem jelenti azt, hogyarafébis kell hasznalini.

adat adap |--- | adat, | segéd | segéd |--- | segéd |eredmén
= N

52. abra. Az adatoktél a végeredményig

A hallgaték nem mindig értik meg dise a megoldas szintaktikajat, ezért szi-
letnek olyan megoldasok, ahol nincs meg a folytonossag atokdkozott. Az el
megoldasoknal tipikus az olyan hiba, amikor egyszeriiegaiék a végeredményt
mindenféle magyarazat nélkil:

alfa=[]=1728
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Természetesen ilyen esetben a rendszer a megoldast hilfagjzaértékelni. Az é-
z6nél jobb probalkozas, mégis hasonl6 hibat tartalmaz atkéu® hiszenAB és
AC nem szerepelt az adatok kozott:

AB x AC
al fa = arccos (abs{AB) » ab:{AC)) =728

Elképzelhed olyan megoldas is, ami helyes, de eltér a fenti gondolagtti#npl. ha a
hallgato — kézépiskolaban szerzett ismereteit hasznahzaotdalak hosszat szamitja
ki, majd a koszinusz-tételt alkalmazza.

Az oktatéi feltlet

Az oktatoi felllet szolgal a feladatok és a mintamegolddsektelére és az ad-
minisztracios feladatok ellatasara (53. abra). Mindeadathoz meg kell jeldlni a
tantargyat és témakort, a kérdés tipusat és az oktato Edékszerinti nehézségét.
Természetesen meg kell adni a feladat szovegét és a mimédasgkat. Az utébbi
hasonléan torténik, mint a hallgat6i megoldas esetén,tdz iegyes Iépésekhez az
oktatd egy részpontszamot is hozzarendel. Nem kell vidogitelkozni a numerikus
értékekkel, ezeket a rendszer automatikusan képes szamatntékelés soran. Ki-
I6n meg kell adni a beméradatokat — amelyeknek a feladat szévegével 6sszhangban
kell lennidik értékben is és jeldlésben is — a rendszer ugyereket nem képes a fel-
adat szbvegében felismerni. Az eredménynek csak a jelénlegladni, ugyancsak a
feladat szovegével 6sszhangban. Megjegydehdgy a rendszer érzékeny a kis- és
nagybetli kozotti kulonbségre. A feladat értékeléséhiékzsery van még néhany teszt-
esetre, amelyek szamat az oktat6 valaszthatja meg. Adiallédt-harom tesztesettel
dolgoztunk. Végiil kivalaszthatjuk az értékelés modjate Bizért van szilkség, mert
bizonyos esetekben érdemes bedllitani, hogy az alapheddl ellentétben csak a
végeredmény helyességét figyelje a rendszer. Ezt olyardsanialtuk, amikor a fel-
adat egyetlen szamitas (pl. matrixszorzas) végrehajtdsa v

A matematikai modul csak kvazi automatikus értékelésralais, igy szik-
séges lehet bizonyos feladatok kézi értékelése. A haltgatokérdéseik lehetnek a
megoldasaik értékelésével kapcsolatosan, az oktatok gedkségesnek talalhatjak
bizonyos feladatok megoldasainak eflerését, akar a tipikus hibak felderitése, akar
az automatikus értékelés elf@mése miatt. Ezek az igények kielégithietaz okta-
téi felllet segitségével, amely lebgt teszi a hallgatéi megoldasok megtekintését.
Az oktaté valaszthat, hogy egy feladat 6sszes hallgatéoidégat akarja megtekin-
teni, vagy egy hallgat6é 6sszes feladatat (54. abra). Adwil megjelenik a hallgatéi
megoldasra adott pontszam, tovabba az egyik oktatéi megaidas is.

Az oktatoi felillet lehdivé teszi a vizsga eredményeinek hallgatonkénti meg-
jelenitését képermyn, nyomtatott formaban és diagramok segitségével, ezéi ki
tébbféle statisztikai eredménnyel (pl. atlag, széras)gsto
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@ eMax - Név (Neptun kéd) E‘E@

Fejl  Moduok Eszkezok  Sigh

Kérdések szerkesztése [ Ujkérdés X Torlés ) Erissités
Tartérayak (5) Kérdés jelamadi &5 tartalma
D X Megnevezés Kérdés szivege:

Kerulet 3 ™ ”
| Linezns algebra ) =hiibi INEE =N | I 100 %

haromszag kkeruletet

Todook® | Leis MoosRsassef + 10 - [F D A [E|E = E- SiSdEaE (M P-A-
L= \‘ Adolt 3 sikban az ABC hdromszog. amelynek csiicsai A(2.5.0). B(-4.1.0) és C(3.0.0) Haldrozzameg a |

[ Vextormsomet ¥ Kéndéstipus
ke o Metematia kérdés v

Helyes oktatdi megoidasok:

4 /3% p b - -
o7 _— i Lmegadss - [ B3 M X Adatok | Tesztesetek | Eitskelés
[o1 Al = e
:gi =1 Hx=c | [Ax=r. =t | [He=o |3+ | B a v | Bemend paramétersk
|3 Nehézség T = 3
| oa S e . T . FET Vatozs  Adattipus | Biték
[ I 2] [ = ‘ 0 4B = vektor (D ) vektor ( ) -
| 2
06 ; 5
| Egyéb jellemztk: . - 3 z
| 7] kv |" 0 BC = vektor (C )= vekior (B) = 4| e 5
s Automatikus kiénékelés ‘ o
| Egyenesz ] Kidolgozés folyamatban T — ecks L o T
| Eayenes3 [7] Jovahagyva | = vektor (4 )= vektor (C) = v [
| Egyenesd , =
| Felezdpontok o — B | ma !

- = 30 a =[BC|= 0

gassaga ‘ [

Héromsz6g magasségtaippontia . -
| Héromszag siyvondla 30 b =| i‘=
| Haramszo sesge ‘ o o | ek
| Héromszog teniiete s,

Haromez6g tenllete vektorokkal 30 ¢ = |_4 B | =
iHe\ghlwanang\e ‘ — e

Lapéiok szge art eredmény

Parlelogramma 4. cslicsa 5 |* 10 =a+tbh+c= Vatozs  Wegiegyzés

Paralelogramma ainak szége — -

Paralelogramma kerulete k
| Parslelogramm keriets

Paralelogramma terdlete

Sik1
|52 v

o eMax matek szerver (tcp://10.0,2.43:8160/)

53. abra. Az oktatdi felllet

7.3.3. A feladatok értékelését tamogaté algoritmusok

A hallgatéi és oktatdéi megoldasok régzitése a MathML ny&l§] [segitségé-
vel torténik, mivel ez alkalmas a matematikai tartalom pertirolasara és preciz
struktiraja megkonnyiti az adatok feldolgozasat. Az igyzké kédbol a rendszer a
megoldasok értékelésedttl egy muiveleti fat épit fel. Ennek célja a hallgatéi Ilsban
mutatkozo eltérések megsziintetése, amennyiben ez lgbstéerzt a jol illusztralja a
kovetked példa:

Feladat: EQy haromszog csucsai(4, —1,0), B(2,3,1) ésC(—1,2,2). Hatarozza
meg a haromszog cslcsahoz tartozé magassaganak hosszat!

Hasonlitsunk 6ssze két helyes hallgatéi megoldast, akelyganazon a gondo-
latmeneten alapulnak, de a leiras forméja annak résztethes és jeldlésekben eltér
egymastol:

Els6 hallgatéi megoldas:

AB = vector(B) — vecto(A) = (—2,4,1)
AC = vector(C') — vector(A) = (-5, 3,2)
BC = vecto(C) — vecto(B) = (—3,—1,1)
abgAB x AC)

2
2xT
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Fajl Moduok Estkozok  Sigs

Ertékelés és statisztikak Tantérgy: <minden tantargy:> ~  Vizsga: Geépesjavitd 1. zh, 2008.04.29 (Linedris algebra, 2008.04.29, 17:4! i3 Teljes frissités
Wegoldasok értékeléss | Hallgaiék feladatlapial | ények || Statisztkak |
Kérdés: zh1 1 Ty vizsgs T Kerdés T valasz ) Frissités [ e
Hallgatéi megoldasak Kérdés tartaima
Rendezés: Adettzk 3z A2 -1.5). B(3.2.13) és C{10.7.5) pontok. Mekkora az ABC T-ve jelbl haromszég terilete?
[empee— | H:ngsml (Neptun kad1) megolddsénak tartaima H'elya anegn\dssnk &s javitdkules — S
e UB =B -4 = vektor (1.3.8) 1 AF = velaor (B )~ vela| " [ Tesztesstek | Etékelés|
{ 15 = o
I SV Se o (7,8 4) . Bemend .
2
A | Mt 1
.
5
. [5]
5d: Neptun kéd3 _
Slelés: Automaticus 7 | Matre 2
év: Hallgat . 13
Kod: Neptun kodd L J
Ertskelés: Automatius
Nev. Hallgato5
Kbd: Neptun kodS C | Matrix -
Erékelés: Automaticus 5
Ertékelés
Alapct Ekésziik
Erékelée médja.  Automatikus —
Erecméry: 10| pont (100%) X | ‘

‘ ] i | £

D eMax matek szerver (tcp: {10.0.2.48:160/)

F&jl  Modulok  Eszkbzik  Slod

Ertékelés és statisztikak  Tantdray: <minden tantérgy> = Vizsga: Kielinalg {Linesris slgebes, 2008.01, 12, 17:05:45) - ) Teljes frissités
| Megoldésok értkelése |: Hallgaiok feladatiapsal | é | Statisztikdk |
Hallgaté: 1 (Automatikusan létrehozott felhasznéls) v G Frissités at
Benyijtott haligatsi megoidasok Helyes oktatéi megoldasok

1.kcérdés (Egyenesd) A 1. kérdds Egyenesd) ~
Az ABChéromszdg csiicsai A114.7). 52-35) és ((7.1.0). ljafel a Bponton Az ABCharomszdg csicsai A114.7). A2-35) és ([7.1.0) ljafel a &
Stmend. a ha Gg sikjara merd g P 3 ponton almens, a ha 6g sikjara merdl g paramé
egyenletrendszerét - egyenletrendszeret

.

e

t-axb=-

m: egyen:s(E c.t )- =

Elért eredmény: 0 pont Maximélis eredmény: 100 pont
2. kérdés (Héromsz5g kerdiete) 2 kiérdés (Haromsz5g kerdlete)
Adott a sikban az ABC haromszég, amelynek esicsai A(25,0), B(-4,1.0) Adott 2 sikban az ABC haromszag, amelynek csiicsai A(25.0), B(-4,1.0)
&s C(3.0.0). Hatdrozza meg a hdromszog kkerilletét és C(3.0.0). Hatdrozza meg a héromszog A kerilletét
-—

4B = velor (B ) vektor (.a ) = wvektor (-6.-4,0)

V50 V26 + 52
BC = vektor (C )~ vektor (B ) = vekor (7.-1,0)
€A = vektor (4 )— vektor (C )= vektor (-1.5.0)
Elért eredmény: 207,7 pont (34,6 %) - 1 (elégtelen) ilis eredmény: 600 pont

£
[E3

) eMax matek szerver (kep:{10.0.2,48:8 160/)

54. abra. Az oktatoi feltlet

Masodik hallgat6i megoldas:
AB = vector(B) — vecto(A) = (—2,4,1)
AC = vector(C') — vectorlA) = (-5
vsz = AB x AC = (5,—1,14)
T = abgvsz) = 14.9
T

t=—="74
5 7.45
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BC = vecto(C) — vecto(B) = (—3,—1,1)
old = ab§BC) = 3.32

2%t

~ old

A megoldasi fa gy készil, hogytszor minden sorbdl készitiink egy fat, amely-
nek gydkere az adott sorban definialt mennyiség, amedy eballité miveleti fahoz
kapcsolodik. Annak a sornak a fajabol indulunk ki, amelyzkeaedményt allitja él.
Ennek leveleit helyettesitjik rendre azokkal a fakkal, lsaie eredménye az adott
levélben szerepl adat, kivéve, ha az a feladatban eleve adott volt. Az igytap
Ujabb fan megismételjik az eljarast, egészen addig, amém dat kapunk, amely-
nek a leveleiben csak a feladat sz6vegében megadott olnjektszerepelnek. Ezaltal
a muveleti fabél minden olyan segédadatot kikiiszébolamkit a hallgaté vezetett
be a megoldas soran. A miiveleti fa felépitését aa khllgatéi megoldas alapjan
a 55. abran szemléltetjik. A fak levelei a rendszerben #mdé mellett a numeri-
kus adatokat is tartalmazzak, ezek azonban gondolatnrénstiempontjabdl nem
lényegesek, igy az abran nem szerepelnek. Kénnyenbelttvet), hogy a masodik
hallgat6i megoldasbdl ugyanezt a miiveleti fat kapjukni&szetesen, ha két hallga-
t6i megoldas mas gondolatmeneten alapul, akkor a kapoteletii fak kilénbodek
lesznek, ezért ha a fenti feladat megoldasaban a teriletetan-képlet segitségével
szamitjuk ki a vektorialis szorzas helyett, akkor masilofajutunk.

m =4.49

55. dbra. A megoldasi fa felépitése

Az eMax a matematikai feladatok értékelésére tobb algostralkalmaz, ame-
lyeket eBbre megadott sorrendben futtat [23] [57]. Az értékelés akijez0dik be, ha
azt a rendszer kielég@inek talalja, vagy nincs tébb értékehlgoritmus.
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A tesztalgoritmus:

A tesztalgoritmus célja a megoldas elvi helyességénekéltése, illetve sza-
molasi hibak felderitése. Az elvi helyességen azt értjidgyha feladat altal meg-
adott adatokbdl kiindulva, helyes matematikai 6sszefgket felhasznalva eljutunk
a keresett értékhez (objektumhoz) Ugy, hogy nem hasznédélityan segédadato-
kat, amelyeket a rendszer szamara nem definialtunk. A feladatra a kovetkéz
(harmadik) megoldast nem tekintjiik a fenti értelembendwigk. Bar a hallgato j6l
oldotta meg a feladatot, az oldalvektorokat nem adta megasok segitségével. Ha
papiron adta volna be a megoldast, a javitd helyesnek &gékdna, hiszen nyilvan-
vald, hogy a hidnyz6 szamitast fejben elvégezte. A vizegzendszer azonban ezt
nem ismeri fel.

Harmadik megoldas:

vsz = AB x AC = (5,—1,14)
T = abgvsz) = 14.9

T
t=— =745
2
a =abgBC) = 3.32
_ 2%t

m=——=4.49
a

A tesztalgoritmus Gugy mikodik, hogy az oktaté altal medgbtsztesetekre vo-
natkozoan kiszamolja az eredményt a hallgatéi és az oktdigeletei fa alapjan is.
Ha mindkét miveleti fa helyed, akkor minden tesztesetre vonatkoz6an egyeznie
kell a két végeredménynek a kerekitési hibaktol eltekidtva matematikai helyes-
ség ilyen elledrzése elvileg nem korrekt, hiszen az, hogy bizonyos kdrileted
adatok esetén a helyes eredményt kapjuk, nem jelenti agy, é&m minden bemén
adathalmaz esetén teljesul. Ugyanakkor, ha a tesztesg@iekalasztjuk (nem mind-
egyik tartozik a lehetséges tesztesetek ugyanazon speaésthalmazaba), akkor az
értékelési hiba val6szinlisége kicsi.

Sajnos dbfordulnak olyan hibak, amelyek végeredményt nem befolydls igy
a tesztalgoritmus nem talalja méget. Példaul ha a 68. oldalon leirt feladatban a
J}T@ vektor kiszamitasanal a hallgaté 6sszekeveri a &e&sda végpont szerepét, ak-
kor helyes eredményt kap, mivel a megoldasban csak a velisaohit értékére van
szilkség. A tesztalgoritmus masik hibaja, hogy ha a hallggttélyan hibat vét, ame-
lyek egymas hatasat kikiiszobolik, akkor ez az éieasldl nem deril ki. Erre példa,
ha azABC haromszdg” csucsnal le§ szdgét akarjuk kiszamitani és ehhez a hall-
gato az ismert skalaris szorzatot tartalmaz6 dsszefiipgégnalja:

CA-CB

T edl TeB)

ZTFeltessziik, hogy az oktatéi miiveleti fa mindig helyes.
2 0. teszteset a kitiizétt feladatban megadott eredetbadathasznalasat jelenti.
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Ha a két vektor kiszamitasanal csak az egyik esetben téetaztezd és a végpont
sorrendjét, akkor hibas eredményt fog kapni, ha azonbadegyiknél megcseréli a
sorrendet, akkor a szog helyes értékét kapja.

A tesztalgoritmus a numerikus szamitasok helyességéei®eti és szamolja,
hogy a hallgaté hany szamolasi hibat vétett. Ha hibas rédmegnyt talal, akkor ezt
feljegyzi, és a tovabbi szamitasokat ennek alapjan&@nazaz nem fogja az 6sszes
tovabbi szamitast hibasnak tekinteni.

Ha a rendszer a tesztalgoritmus alapjan a megoldast elvdggsnek értékeli,
akkor az esetleges szamolasi hibaknak megfeteimeghatarozza a megoldasra ad-

haté pontszamot és az értékelést sikeresnek tekinti, egamalgoritmusok futtata-
sara nem kerul sor. Az tesztalgoritmus miikddését a 56.saeralélteti.

bemenet: hallgaté megoldas, oktat6i megoldas

a megoldas elve helyes

igen nem
a szamitasok
. hibatlanok
igen nem
sz(iBalgoritmusok

szamitasi hibak futtatésa (részmeg-
pontszam = keresése oldasok keresése)
maximalis részpontszam

kiszamitasa

kimenet: a megoldasra adott pontszam

56. abra. A tesztalgoritmus

sz

A szUrbalgoritmusok:

Ha a hallgaté megoldasa nem elégiti ki az elvi helyességetdren megfogal-
mazott kdvetelményét, még lehetnek benne értéklhetzeredmények. Az eMax
rendszer jelenleg a kovetkeénégy fajta részmegoldas felismerésére és értékelésére
alkalmas [23] [57]:

¢ RHMOA?®
Ez valéjaban egy elvileg helyes megoldas, de a vizsgaz6 mezidiat modon
haszndlja a feladat végeredményének jelolését. Ez leggdblzért fordul &,
mert a hallgatd nem figyel a nagybetli és a kisbetli kozottrkiségre. Az
ilyen megoldasok viszonylag kénnyen értékefledt — a miveleti fa felépitése
utan annak gyokerében a jelolést megvaltoztatjuk az enegieéere és a mo-
dositott fara alkalmazzuk a tesztalgoritmust.

2RészHallgatéiMegOldas A tipus
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¢ RHMOB
Ennél a megoldasnal a hallgat6 szintén j6l dolgozik, etiele attél, hogy nem
vezeti vissza a feladatot az adatokig, hanem az adatoklegiberf vagy papiron
—szamolt helyes értéke&ibindul ki. llyen volt a mintafeladatra adott harmadik
megoldas.

e RHMOC

Olyan részmegoldast keres, amely alulrél felfelé épitkeaifeladatban meg-
adott adatokbdl helyesen vezeti le a feladat valamely rédreenyét, amely-
nek felhasznaladsaval a feladat megoldasa folytathaté.

e RHMOD

Olyan részmegoldas értékelésére szolgal, amelyddefelé épitkezik, és nem
jut el az alapadatokig.

Eszrevehetjiik, hogy az RHMOA speciélis esete az RHMOC fipusgoldasnak
és hasonléan az RHMOB specidlis esete az RHMOD-nek.

A részmegoldasok felismerése és értékelése egy-egpasgtiritmus segitsé-
gével torténilké® Ezek elnevezése a megféakszmegoldas tipusanak megféési
ugyancsak RHMOA, RHMOB, RHMOC és RHMOD.

7.3.4. Eredmények

Az eMax rendszer miikbdését egy hat feladatbél all6 vizsigadat segitségé-
vel prébaltuk ki 2008 januéarjaban. A vizsgan 25 hallgat& vészt, a feladatokat
a vektor- és matrixalgebra témakodtlvalasztottuk. A hallgatok dsszesen 133 fel-
adatmegoldast adtak be. Bk&nt azt vizsgaltuk, hogy rendszertink milyen mértékben
ismerte fel az egyes megoldastipusokat, ezért az oktatdteaniegyes hallgat6i meg-
oldast végignéztek és besoroltaket az eMax altal vizsgalt tipusok egyikébe, ha ez
lehetséges volt. A 7. tAblazat mutatja, hogy az egyes tiatiswny esetben ismerte
fel a rendszer.

Az oktatok 118 megoldast azonositottak az ismertetetstipwalamelyikeként.
Az eMax rendszer eldlh 104 esetben helyesen adta meg a megoldas tipusat. Lathaté
hogy az RHMORB tipus felismerésével van a legtdbb gond, hiszecsak az esetek
kétharmad részében sikertilt.

A legfontosabb kérdés a rendszer miikbdésével kapcsalgthegy a rendszer
mennyire képes helyesen értékelni. Ennek elddntéséhdigatbhamegoldasokat ké-
zileg is értékeltik, és ennek eredményét 6sszehasoulitait automatikus értékelés
eredményével. Az utdbbit abban az esetben tekintettiilkebek, ha az oktato és a
rendszer altal adott pontszam legfeljebb a feladatra adisgzpontszam 10%-aval
tért el egymastol. (Egy 10 pontos feladat esetén legfekgjytpont eltérést tartottunk
elfogadhaténak.) Az eredményt a 8. tablazat mutatja. Aatékés az eMax értéke-
lésének Bsszevetése szerint a megoldasok 87%-aban aeehdlyzsen értékelt. Az

3Kiszlirik a feladatra adott megoldasok kozill azokat, aslelymegfeld tipusba tartoznak.
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7. tablazat. A felismert megoldastipusok gyakorisaga

tipus oktatdi osztalyozas az eMax felismeri
helyes megoldas 77 68
RHMOA 13 13
RHMOB 12 8
RHMOC 8 7
RHMOD 8 8
egyéb 15 -

értékelés josaga a feladattdl fifgm eltért, az 5. és 6. feladat esetében csupan 80%-
ban adott a rendszer megfégdontszamot. A rendszer a feladatok 5%-at utalta kézi
javitasra, 7%-at pedig hibasan értékelte. A hibas értékelgszben algoritmikus hi-
bakbdl szarmazott, amit a sAalgoritmusok fejlesztésével lehetne javitani, részben
pedig abbdl, hogy a hallgatdé nem megfékt hasznalta az eMax képletszerkészt
jét. A helytelen hasznalatb6l adddo hibak csokkennek aayatkal, illetve tovabb
csokkenthdiek lennének a szintaktikai ellérzés javitasaval.

8. tAblazat. Az oktatd és az eMax értékelésének Osszevetése

teladat helye§ kézi algoritnjikus helytelen
pontszdm | értékelés  probléma | hasznéalat
1. 96% 0% 0% 4%
2. 84% 4% 8% 4%
3. 88% 8% 0% 4%
4, 96% 0% 4% 0%
5. 80% 8% 12% 0%
6. 80% 12% 8% 0%
0sszeser 88% 5% 5% 2%
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8. Osszegzés

Az informatika fejbdése és a személyi szamitogépek gyors elterjedése — az élet
mas terileteihez hasonléan — az oktatasban is Uj taviatgkatt. Dolgozatomban a
sokféle felhasznalasi letietég kozil ketit vizsgaltam részletesen:

e Adiszkrét matematika és linearis algebra szamitogép edgeindszerrel (CAS)
tamogatott oktatasa mérndk informatikus hallgaték szamar
e Szamitogépes tudasértékelés a matematika teriletén.

Bar a két vizsgalt terilet céljat és mdodszereit tekintvetis/égesen kilonbo-
zik egymastol, mindegyik esetben kiemelten fontos a tatodigEmakorhoz tartozo
matematika feladatok rendszerezése felhasznalhatésagukpontjabol.

8.1. Diszkrét matematika és linearis algebra oktatdsa a Sagrendszer
tamogatasaval

A Sage tAmogatasat felhasznalé matematika kurzusok csabené valtottak be a
hozzajuk flizott reményeket, hatdsuk azonban minden &lizsgylileten pozitiv vagy
semleges volt. A kbvetkékben a 6. fejezetben leirtakat felhasznalva 6sszefaglalo
a kezdeti feltevéseimmel kapcsolatos eredményeket ésdaprogydijtott, illetve a
beadott munkak javitdsa soran szerzett tapasztalatokat.

1. Az informatikus hallgatok szadmara nem okoz gondot a CA3ésezea hasz-
nalat alapvetd elemeit gyorsan elsajatitjak.

Az elsh egy-két 6rdn még viszonylag sok hallgaténak kellett ségét nyuj-
tani a rendszerbe val6é belépésnél és a szintaktika hatavall&apcsolato-
san. Kéébb mar csak elvétve fordult@&l hogy egy-egy kérdés nem matema-
tikai jelleg(i, hanem a rendszer hasznalataval kapcsolativ. A leggyakoribb
ilyen probléma a szimbolikus valtozék hasznalataval kelatss, mivel ilyen-
nel mas tantargyakban nem talalkoziak.

2. A CAS hasznalata mellett a hallgatok jobb eredményeketkéeha DMLA
targyhoz kapcsol6dé feladatok megoldasaban, mint a haggpgos irasbeli
vizsgak soran.

A Kkisérleti munka soran tobbsz6r megprobalkoztam a 42latdairt médon
Osszevetni a kisérleti csoport irasbeli eredményét eggarlktben részt nem
vevd kontrollcsoportéval. Az eredmény minden esetben hasafigazaz a ki-
sérleti csoport atlaga egy kicsit magasabbnak bizonyelszignifikans eltérés
nem volt kimutathatd. Lényegesen jobbak voltak azonbasérleti csoportok
gépes zarthelyi eredményei, illetve a MP targy félév végderényei. A két
targy ellerdrz6 feladatsorai hasonlé nehézségliek, és a megoldasradiistt
azonos.

81p|, a hallgaté értéket ad azvaltozénak — esetleg nem egy explicit értékadé utasitdsaném azt
ciklusvaltozoként hasznalva — és egy &éisi feladatban differencialni szeretmeszerint, vagy éppen
egy egyenletet kivan megoldani, amelyheaz ismeretlen, a megfeetleklaracio nélkl.
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. Arendszer hasznalata boviti a feldolgozhat6 feladataiédsk korét.

Bar a feldolgozott feladatok jelefd része a hagyomanyos oktatas sorarbis el
kertl, a mintapéldak és a hazi feladatok kdzott tdbb olydin amit szamitogép
nélkil nem lehetett volna feldolgozni a részttiehallgatokkal a rendelkezésre
all6 id6 alatt, mivel a végrehajtand6 algoritmus tllsagosan lind$3zlda erre
a 9.1. melléklet 5-6. feladata.

. A szamitdgép hasznalata elésegiti a hallgatok dnallobbkavegzését az éra-
kon és a hazi feladatok elkészitése soran.

Az 6rakon a hallgatok igényelték a tanari segitséget, del@nagy részében
onalléan, illetve egymast segitve kisebb csoportokbaly pagokban dolgoz-
tak. Szilkség esetén a beépitett sugot é€s az internetdmtélédmereteket is
felhasznalva folyamatosan dolgoztak, kitdltve a rendadkee all6 idt. Ezzel
szemben a hagyomanyos gyakorlatokon tébbségik a tablasillja a felada-
tok megoldasait.

. Arendszer hasznalata mellett a hallgaték szivesebbealkoghak matemati-
kai feladatokkal, mint a hagyomanyos oktatasi forma esetén

A hallgaték altalaban kedvézvéleménnyel voltak a targyrol. Sokan jelezték,
hogy ha lenne a targybdél kovetke£élév, azon szivesen részt vennének. A
hallgat6i kérdivre adott valaszok alapjan is viszonylag kedvkep alakult ki

a hallgatoknak a targyhoz valé hozzaallasardl, hiszen 9daté kozil csak
harom részesitette az oktatads hagyomanyos moédjayleén, a tobbiek szive-
sebben foglalkoztak a matematika feladatokkal a CAS tatasgamellett.

. A kitGizott feladatok nehézsége dsszefiiggésben van atfdiddktikai céljai-
val.

Bar a fenti kijelentés helyességének kérdése barmilyeemsttkai feladat-
tipus esetén felvethi@t ezek kdzil nem mindegyiknél tudjuk felhasznalni a
CAS lehebségeit. Mivel a munkam témaja éppen egy ilyen rendszemadka
zasa a matematikaoktatasban, csak olyan feladatokkas&lapican vizsgaltam

a fenti allitast, amelyek itt éfordultak. A 6.5.2. fejezetben leirtaknak megfele-
I6en a direkt- és a realizaciés feladatok ugyanolyan nebémsé bizonyultak,
és nem volt kimutathato kilonbség a kombinalt feladatokzdssazefiiggéske-
resések kdzott sem. Az utdbbi két tipus azonban szignifécdnghezebbnek
bizonyult az ebbbieknél. A statisztikai vizsgalat szerint a problémaated-
sok a legnehezebbek.

A fenti eredmény azonban tovabb arnyalhaté az dsszefliggEssisek eseté-
ben. Ebbe a csoportba olyan feladatokat soroltam, ahokftkismerni va-
lamifajta dsszefiiggést (logikai kapcsolatot), de ennekrjitasa nem volt a
feladat része, hiszen akkor mar altaldban a problémamégyddategoriajaba
kertilnének. Ugyanakkor ezek a feladatok altalaban taszhak egy direkt fel-
figyelmét a kivant 6sszefliggésre iranyitani. A bev@zészre kapott részpont-
szamok kedveibb szinben tiintetik fel a feladattipus megoldasanakeskér

76



gét, de ha kilon vizsgaljuk a tényleges szabalyfelismerédott részpontsza-
mokat, akkor Iényegesen gyengébb eredményt kapunk.
7. CAS hasznalata esetén a feladatok nehézségi sorrendjgdiedsm megvaltozik.

Az allitas igazolasara lattunk egy példat a 6.5.2. fejemethhol a CAS haszna-
latanak engedélyezése nemcsak a feladat nehézségét, hdiprrsat is meg-
véltoztatja. A mellékletben felsorolt feladatok k6zotbid(pl. a 41. és 48.) is
alkalmas ugyanennek az allitAsnak az illusztralasara.

8. Atargyi eszkdzok kozil a CAS kiemelked6 segitséget nydligatok szamara
a matematika tanulasaban, de a személyes segitség és dizeazbektatok
szerepe tovabbra is a legfontosabb.

Ezt a kijelentést alatamasztjak a 6.6. fejezetben isnetriatrdiv alapjan ka-
pott hallgatéi vélemények, amelyek megmutatjak, hogy aletezésre alld
eszkodzok és szolgaltatdsok milyen mértékben segitétéka tanulmanyaik
soran. Az eredmények attekintbikta 9. tablazat segitségével.

9. tdblazat. A tanari és targyi segitség hatasa

osztélyzatok szama  nem .

1 2y 3 45 valaszolt atlag

tankonyv = 37 1319 13 6 6 2,30
példatdar 30 16 21 14 8 5 2,48
alapozoi. 1521 29 12 14 3 2,88
internet 7 18 34 17 15 3 3,16
Sage 2 10 32 32 15 3 3,53
eléadas 4 5 27 35 20 3 3,68
személyes 0 0 5 12 74 3 4,76

8.2. Szamitégépes tudasellénzés, az eMax rendszer

A szamitdgépes vizsgaztatas napjaink egyik divatos laiteétnaja. Az utébbi
két évtizedben szamos vizsgaztatd rendszert hoztallhétie ezek koziil sok csak a
passziv kérdéstipusokat tAmogatja, mivel ezek autonsaéikékelése konnyen meg-
valésithatd. Nehezebb az olyan rendszerek kifejleszaiselyek valamilyen aktiv
feladattipus automatikus értékelését tlizik ki célul. Agbbiak megengedik, hogy a
vizsgaz6 maga fogalmazza meg a megoldast. Az eMax vizagaetadszer tervezé-
sekor a passziv feladatok mellett két aktiv feladattipnsotfatasat tliztik ki célul.
Ezek egyike a révid széveges valasz, mig a masik a matenfatddatok egy speci-
alis fajtdja. A tovabbiakban csak az utobbi feladattipuésa rendszer matematikai
moduljaval foglalkozom, mivel munkam ezekhez kapcsolodik

32Néhany emlitésre kerill a [22] cikkben.
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8.2.1. A matematikai modul tervezésekor megfogalmazott ehrasok

e A modul biztositson olyan attekintites egyszeriien kezelbefelhasznaldi

fellletet, amely lehéivé teszi a feladatok megoldasainak bevitelét a rendszerbe

a hallgatok szamara.

e Biztositson egy felhasznaloi felllletet az oktatok szamamzely lehebvé te-
szi a feladatok és megoldasok bevitelét, vizsgafeladaltdagszitését, vizsgak
szervezését, a hallgatéi eredmények egyéni és tsszasdigitkintését.

e Tamogasson aktiv matematikai feladatokat.

e Az értékelés soran a rendszer ne csak a végeredményt veggtefithe, ha-
nem a megoldas egészét és nem teljes megoldas esetén a sdiezieket ara-
nyosan pontozza.

e Valositson meg kvazi automatikus kiértékelést. A kéziktigsre javasolt meg-
oldasok aranya ne haladja meg az 6sszes megoldas 5%-at.

e A rendszer altal értékelt feladatok esetén a program &ttait pontszam ne

térjen el jelenbsen (10%-nal nagyobb mértékben) attol, amit kézi értékelé
esetén a tanar adott volna.

8.2.2. A megvalésitas

Az eMax rendszer matematikai modulja a vizsgazok szamakdlgatoi fell-
leten keresztiil érhétel. A feladatok megoldasanak sorrendjét a hallgato Gtge-
sen valaszthatja. A megoldasok beviteléhez a rendszerégmgtkzerkesit biztosit,
melynek segitségével a feladat megoldasa soronként adteO0A soroknak rend-
szerint az

(0j valtozd = (képleh = (numerikus érték
format kell kdvetnitk. A képletszerkegzkezelése a hallgaték szamara nem jelentett
problémat, az dirt format azonban néhanyan nem tartottak be, mert nerttédrte
annak szerepét.

Az oktatdi fellilet bonyolultabb a hallgatéinal, hiszen létunkciot lat el. A
vizsga ebtt az oktatonak a kovetkéAeladatokat kell elvégezni:

o A feladatok bevitele a hozzajuk tartozé esetleges abrak&atrtesetekkel és
mintamegoldasokkal
e Avizsga létrehozasa:

— Avizsgafeladatok kivalasztasa.
— ld6tartam bedllitasa.
— Avizsga engedélyezése.

A feladatok bevitele soran gondot kell forditani a beadatok és az eredmény
jelolésének megadasara. A teszteseteket gondosan kelbhasgtani, hogy az érté-
kelés minden esetben helyesen m(ikddjon. A vizsgafelkabtorendszerbe korabban
bevitt feladatok kéztil valaszthatjuk.

Az oktatéi felllet a vizsga lebonyolitasa és az értékelas atz aldbbi szolgalta-
tasokat nyUjtja az oktatonak:
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e Megtekintheti a hallgatbk megoldasait és az arra kapottsagdmokat.

e Arendszer altal kézi értékelésre utalt megoldasok pontaitdeviheti, illetve
arendszer altal adott pontszamokat sziikség esetén nitatzsit

e Avizsgaeredményeket és az ezzel kapcsolatos statisatleddkat megtekint-
heti.

A hallgaték megoldasainak megtekintése akkor sziikséges réndszer a meg-
oldast kézi értékelésre utalta, illetve ha az értékelégelssbEgével kapcsolatosan bar-
milyen kétely felmerdl. llyenkor az elért pontszdmot azavithatarozza meg. A
vizsga eredményével kapcsolatos statisztikai adatoktkézdzsgaatlag mellett meg-
talalhatok az egyes hallgaténkra, illetve feladatokraatkoz6 atlagok is. Ugyancsak
hasznos informaci6 az osztalyzatok, illetve a feladatekiett pontszamok eloszlasa,
ami grafikusan is megjelenitliet

Az eMax rendszer matematikai modulja altal tamogatottvakidatok a Polya
Gyorgy éaltal meghatarozoé feladatként kategorizalt tipastartoznak [42], ha két
tovabbi feltételnek eleget tesznek:

e Bemerd adataik és eredményiik egyarant egy szam, vektor vagyxmatri
e Megoldasukhoz nincs sziikség olyan matematikai fliggvémynit a rendszer
még nem tamogat.

Arendszert olyan vektorgeometriai és matrixalgebraidatakon teszteltiik, ame-
lyek ezeknek a feltételeknek eleget tesznek.

Mivel az eMax matematikai modulja a feladatmegoldasokkélését nemcsak a
végeredmény, hanem a leirt megoldasi Iépések alapjan, \figyalembe kell venni,
hogy a feladatoknak tobb helyes megoldasa lehet. Ez az alakahogy az oktat6d
altaldban t6bb mintamegoldast ad a feladathoz. Bar azdbktandszerint ismerik
a hallgaték altal adott szokasos megoldasokat, mégfsrelulhat, hogy valamelyik
hallgat6 olyan megoldast talal, amit a rendszer nem taaalmintamegoldasként. A
hianyzé mintamegoldas a vizsga utan bewhatrendszerbe. Azt, hogy a hallgatéi
megoldast melyik mintamegoldassal kell 6sszevetni, agasrda megoldas kulcsmd-
veletédl ismeri fel. A kulcsm(ivelet lehet egyetlen matematikdivelet, vagy esetleg
tobb jellem miivelet egyiitt.

Az értékelési folyamat megvaldsitdsahoz a rendszEszél a megoldas sorai
alapjan egy megoldasi fat készit. Ez egy olyan mliveletafaelynek levelei a fel-
adatban megadott adatok, gyokere pedig a végeredményk Eltmye, hogy ha két
Iényegét tekintve azonos megoldas csak a leiras résAgtdssn tér el egymastal,
akkor ugyanaz a megoldasi fa épul feld@ék (7.3.3. fejezet). A megoldas helyessé-
gének elledrzése soran a rendszer a hallgat6i és a megfalaitamegoldas alapjan
készitett megoldasi fakat hasonlitja ssze.

Az értékelési folyamat kovetkézfazisaban keril sor az érté&ehlgoritmusok
futtatasara. Ezek kozul az éls tesztalgoritmus (71. oldal), amely eldonti, hogy a
hallgato altal adott megoldas eljut-e az adatokbdl a vélpeéayig a megoldas elvét
tekintve helyes Iépéseket alkalmazva. Egy Iépés elvi BeBgét az esetleges sza-
molasi hiba nem befolyasolja, ezért ha a tesztalgoritmuggoidas elvét helyesnek
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talalja, utdna még a szamolas helyességét istltens az esetleges szamolasi hibak
szamanak fliggvényében pontozza a megoldast. Ha a tesittalgoelvi hibat talal

a megoldasban, illetve a hallgaté megoldasa nem teljesrakkendszer a futtatni
kezdi a sziibalgoritmusokat (72. oldal). Ezek kozul ketalulrol felfelé, ket pe-
dig felulrdl lefelé épitked részmegoldasokat keres. Ha valamelyik 8algoritmus
megtalalja a megfelélrészmegoldast, akkor az esetleges tovabbibstgioritmusok
futtatdsara nem kerdl sor.

A 7.3.4. fejezetben leirt prébavizsga eredményei azt néltahogy a szamité-
gépes értékelés sikeressége az aktudlis feladattdl is fegg valasztott feladatok
esetén a matematikai modul tervezésekor megfogalmazattésbk teljesiltek. A
rendszer altal adott pontszdm a megoldasok 88%-a eseféfjdbh 10%-kal tért el
a kézi értékelés soran adott pontszamtdl és a megoldasdazesncsak az esetek
5%-aban utalta kézi értékelésre.

Megallapithatjuk tehat, hogy az eMax rendszer a 63. oldaiohfeladattipusok
mellett kielégiben miikodott, annak ellenére, hogy az értékaoritmusokban fel-
hasznalt informatikai médszerek egyszerliek voltak. Zhlhogy a rendszert a ma-
tematika vizsgakon rendszeresen lehessen hasznalni,eledéds fejlesztésre van
sziikség.

8.2.3. Fontosabb fejlesztési lehéségek

A felhasznéalhat6 feladatok kdréne&\btése.

Uj beépitett fliggvények implementéalasa.

A felhasznaléi feliileteken hasznalt képletszerkedetkészitése az (] felada-
tokhoz és fliggvényekhez.

o Az értékeb algoritmusok fejlesztése.

e Egy alkalmas szamitogép algebrai rendszerrel val6 dspes@tas.

A felhasznalhat6 feladatok korét két méddivithetjik: Uj matematikai témako-
rok bevonasaval, és Uj, a szamitasi feladatoktol @|fétadattipusok alkalmazasaval.
Az értékeb algoritmusok fejlesztése ugyancsak tébb iranyban theerEgyrészt a
meglé\d algoritmusok hatékonysaganak javitasaval, masrésigdiimusok kifej-
lesztésével. Az (jj algoritmusok célja lehet olyan részrkgok keresése, amelyeket
eddig nem vizsgaltunk, illetve az (] feladattipusok megs#inak elle@rzése.
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8 Summary

The development of Information Technology and the quicleagdrof personal
computers opened up a hew prospect in education — just akén ateas of life. In
my dissertation | analysed two of the several possibilitiestilization in detail:

e Teaching Discrete Mathematics and Linear Algebra with tHefa computer
algebra system (CAS) for computer science and engineetuigists.
e Computer-aided knowledge assessment in the field of Mattiesna

Although the two areas are quite different from each otheaegards their aims
and methods, both of them are of high priority from the aspéaiassification of
supported Mathematical problems.

8.1 Teaching Discrete Mathematics and Linear Algebra with lhe aid of
the Sage system

Our math courses aided by the Sage computer algebra systéenexttheir aim
only partially, but their effects were positive or neutralall the analysed areas. In
the followings, using chapter 6, | will summarize the resultlated to my original
assumptions, and the experiences gained on lessons arel chleitking students’
submitted tasks.

1. Computer science and engineering students have no diffiaitih using com-
puter algebra systems, they can acquire the necessarg akitl knowledge of
handling them quickly.

At the first lessons there were several students who needgdnhgigning in
the system and using its syntax, however after some lesseirsquestions
concerned mainly Maths, rather than the use of the systemmidst frequent
such problem was related to the use of symbolic variablestuaents do not
encounter these in other subjetis.

2. Using CAS, students reach better results in solving problefDMLA than in
traditional written exams.

| compared the achievements of written exams of the expetahgroups with
the ones of the control groups several times in the last tyeaes. The result
was always similar to the one described on page 42. The avefathe ex-
perimental groups was always slightly, but not significamigher. However,
the experimental groups had much better results at the demged tests and
their average course grade was significantly better too.l&les of difficulty
of computerised tests and written exams are similar to et@T and students
have the same amount of time for both.

33For example if a value is assigned#op— maybe not explicitly but using as a cyclic variable —,
laterx cannot be used in a function or as a variable of an equalityowita suitable declaration.
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. Using the system widens the range of problems and themestali@rated.

Although a notable part of the elaborated problems are ugdatiebconven-
tional teaching methods too, there are several problems@ri® presented
exercises and homework problems, which need a lot of timecatwllation,

thus these cannot be dealt with at the traditional lessorabléms 5-6. are
good examples in appendix 9.1.

. Using computers promotes students’ own work at seminarswanlg doing

their homework.

Students needed teacher’s assistance at seminars, betimajbr part of the
time they worked on their own, and also in smaller groups arspaelping

each other. They worked continuously, filling their time italsle, and when
it was necessary they used the program’s ’help’ functiomfmrmation found
on the internet. On the other hand, at conventional coutseests copy the
solutions of problems from the blackboard.

. Using the system, students are more willing to deal with erattical prob-

lems than in case of traditional form of lessons.

Students’ opinions were usually appreciative about thepeder aided subject.
Several of them would have liked another course to learntiaddi topics
using the same methods. Among the 94 students who filled iquibstionnaire
there were only three who preferred the traditional formeatching, the others
were more inclined to solve mathematical problems with CASosrt.

. The difficulty of the set problems is in connection with thlgadiic aims of the
problems.

Although this statement could be examined in case of any ¢fprathemat-
ical questions, not all of them are suitable for using thesjimigies of CAS.
As the topic of my research is the application of such a systemMathemat-
ics teaching, | confined myself to types that had occurredhenGAS aided
courses. As it can be seen in chapter 6.5.2, the difficulfielrect- and reali-
sation problems proved to be the same, and there was no cagnitiifference
between the difficulties of combined tasks and connectianching. However,
the latter two types turned out to be significantly more dittithan the former
two. According to the statistics, problem solving provethéadhe most difficult
type.

In case of connection searching type the above result cagfibed. This group
contains questions, in which students have to recognizgia ét@nnection be-
tween mathematical concepts, but they do not have to prpes ih this case
it would be a problem solving task. Questions of this typeallgucontain a
first part, which is a direct problem in itself, and its redu#ips students to
recognize the connection. The partial scores receivedhiwfitst part raise the
average result of problems of this type, so it is safe to assuhat the sec-
ond part of the questions, which contains the real connesgarching is more
difficult for the students.
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7. Allowing the use of CAS significantly changes the order ditdlfy of prob-
lems.

An example for this can be seen in chapter 6.5.2, where thgeusaCAS
changes not only the difficulty of the question, but its typewv&ll. Some ques-
tions listed in the appendix (eg. problems 41. and 48.) ae slitable exam-
ples to illustrate this statement.

8. Among objective tools CAS renders a superior help to stgdentearning
Mathematics, but personal help, especially the role of deher is still the
most important.

This statement is supported by the answers given to theigagsif the ques-
tionnaire discussed in chapter 6.6, which reveal how muelpiplied tools and
services help students’ studies. Table 9 summarizes tbkses this research.

Table 9: Effects of teacher’s and objective help

number of marks  Did not | 5yerage
1 2 3 4 5 | answer

manual 37 1319 13 6 6 2,30
collection of exercises 30 181 14 8 5 2,48
base knowledge @ 15 21 29 12 14 3 2,88
internet 7 18 34 17 15 3 3,16
Sage 2 10 32 32 15 3 3,53
lecture 4 5 27 35 20 3 3,68
personal 0 0 51274 3 4,76

8.2 Computer aided assessment, eMax system

Computer aided assessment is a popular research topic ohagar There have
been many assessment systems developed in the last twedgthdwever many of
them use passive questions only, since they can be evaleaséy. Systems that can
provide automatic assessment of active questions too, are difficult to develop.
The latter systems allow the examinee to create their assWéhen designing the
eMax assessment system, besides the passive ones, we aguppdating two kinds
of active questions. One of them is the short textual answhile the other is a
special type of mathematical problem. In the followings ll'discuss only the latter
type of problem, as well as the mathematical module of eMatesy, as my work is
connected to these.

34Some of them are mentioned in article [22].
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8.2.1 Requirements specified while designing the mathemedl module

e The module should provide such a well-arranged and eabgdie user in-
terface which makes it possible for students to enter thatisok of problems
into the system.

e The module should provide such a user interface for teachieich makes it
possible to enter problems and solutions, to set up testisgst to organize
tests, to survey the individual and global results of stiglen

e The module should support active mathematical problems.

e During evaluation, not only the final result is to be takew iodnsideration, but
the whole solution, and in case of a partial solution, thespsolved correctly
should be scored proportionally.

e The module should realize a quasi-automatic evaluatioopd?tion of solu-
tions sent to manual evaluation should not exceed 5% of akdtutions.

e Scores given to problems evaluated by the system shouldiffet mhore than
10% from scores given by manual evaluation of the teacher.

8.2.2 Realisation

The mathematical module of the eMax system can be reachdtelaxaminees
on the student interface. The student can choose the ordevlation arbitrarily.
The system provides an equation editor, with the help of Wwkle solutions of the
problems can be entered by rows. Rows are mainly in the fallgfiorm:

(new variablgé = (formula) = (numerical valug.

Students did not meet difficulties in using the equationaegditowever, some of them
did not adhere to the specified form because they did not stadet its role.

Teacher interface is more complicated than student irteyfas it manages more
functions. The following tasks have to be accomplishedrpgddhe exam:

e Entering the questions together with figures, test casesplsasolutions if
necessary.
e Compiling the exam:

— Choosing test exercises.

— Setting length of time.
— Allowing exam.

During entering the questions, the notation of input data easults must be
specified. Test cases must be chosen carefully in order Waduation may work
correctly in every case. Test exercises can be selected dumstions taken in the
system previously.

After completing the exam and evaluation, teacher interfaovides the follow-
ing possibilities for the teacher:
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e Viewing students’ solutions and scores.

e Entering scores of solutions evaluated manually, modifcores given by the
system.

e Viewing test results and relating statistical data.

Viewing students’ solutions is necessary if the system leas the solution to
manual evaluation, or if there are any doubts as to the doess of the assessment.
In such cases the scores are determined by the teacher. Aitm@rsgatistical data
concerning the exam, the average score, as well as the agecdghe scores of
individual students and individual questions can be foukgimilarly useful piece
of information is the distribution of marks and scores giverdifferent questions,
which can be illustrated graphically too.

The active questions supported by the mathematical modtte @ Max system
belong to the type which was categorized by Gyorgy Polya esaénation problems
[42], provided that they satisfy two further conditions:

e Both their input data and result are numbers, vectors oricestr
e There is no need of such a function in the course of solutioichvis not

supported by the system yet.

The system was tested on such problems of vector geometmnatnik algebra,
which satisfy these requirements.

As the mathematical module of eMax evaluates students’ arssan the basis
of partial solutions apart from the final result, it must bketa into consideration
that there can be more than one correct solutions of the isgsrcThis is the reason
why the teacher attaches more than one sample solutione frdblems. Although
teachers are usually familiar with typical solutions gi®nstudents, it can happen
that a student finds such a solution which is not among thadied ones. The missing
sample solution can be taken into the system after the exdimin As to the sample
solution that is to be used in case of a given answer, theraysteognizes it by a
key-operation. The key-operation can be a single mathealaiperation, or it may
as well be more than one typical operations.

To realize the course of evaluation, the system first creatgsdution tree from
the rows of the solution. The leaves of this operation trestlae given data, its root
is the final result. Its advantage is that if two solutions atically the same, only
different in their minuteness of detalil, their solutionetreill be the same (chapter
7.3.3). To check its correctness, the system comparesutierdts solution tree with
the appropriate sample solution.

The next stage in the course of assessment is to run eval@giorithms. Among
these the firstis test algorithm (page 71) which decideshenehe student gets to the
final result from the given data, using theoretically corsteps. Calculation errors
do not have an effect on the theoretic correctness, thus ife$t algorithm finds the
principles correct, it will check the calculation too, armbses the solution according
to the number of calculation mistakes. If the test algoritiimds a theoretical mis-
take, or if the student’s solution is incomplete, the systeithrun filter algorithms
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(page 72). Two of these search for partial solutions thatdduom bottom to top,
two others look for top-to-bottom ones. If a filter algoritfinds the suitable partial
solution, then there will be no further filter algorithms run

The results of the test-examination described in chap84 8how that the suc-
cess of computer assessment depends on the actual exeutisecase of the chosen
problems, evaluation met the requirements drawn up at giegighe mathematical
module. In case of 88% of the solutions the difference betvee scores given by the
system and the ones given manually was at most 10%, and onlyf #é solutions
were sent to manual evaluation.

Thus we can state that eMax system worked satisfyingly ia odproblem types
described on page 63, in spite of the fact, that the methoaganatics used in the
evaluation algorithms were simple. Significant developimemeeded to be able to
use the system regularly on Mathematics examinations.

8.2.3 Main development opportunities

Widening the range of usable problems.

Implementing new built-in functions.

Preparing user interface equation editor for the new tasédunctions.
Developing the evaluation algorithms.

Connecting eMax to a suitable computer algebra system.

There are two ways to widen the range of usable problemsgibgnin new
mathematical topics and applying new types of problemsatetlifferent from cal-
culation problems. There are also several ways to develalp@ion algorithms. On
the one hand it can be done by improving the existing algmsthon the other hand
by developing new algorithms. The aim of new algorithms caithle search for such
partial solutions, which have not be analysed so far, asagethecking the solutions
of the new types of problems.
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9. Melléklet

9.1. A hazifeladatok szovege

1. Szamitsa ki a kdvetkézsszegek értékét!

a)1+2+3+...4+20
b) 1+3+5+...465
C) 245+8+...+200

50
d) > (-1)*-&?
k=1

2. Adja meg a kovetkezdsszegzések eredményét zart formula segitségével!

n+1
a S k=14+2+3+...4+n+(n+1)
k=1

b) 2an:1+2+3+...+(2n—1)+(2n)

k=1
n+1

c) > k?
k=1
2n+1

d > k2
k=1

2n i
e) > aq
k=0

3. Vizsgalja meg a kovetkézdsszeadast! Mit 6sszegeztiink? Milyen allitast fo-

galmazhatunk meg a szamitas alapjan?

(n,k)=var('n,k’)
sum((-1)°k  * binomial(n,k),k,0,n)

0

4. Adja meg az kifejezések eredményét zart alakban! Melyétleen érdemes a
Sage rendszerrel szamolni? Hogyan szamolunk, amikor algagealata nem

elényos?
a) 2041 ...-20!
1-3....-19!
2141 ... - (2n)!
b) (2n)
3. (2n—-1)!

o () +(5)++ (o)
o (3)+(3)++ (o)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

o (1) +(5) -+ ()

. Legyen a 8-cal osztva 3 maradékot ado legfeljebb négitjpgyitiv egész sza-
mok halmaza4, a 11-gyel osztva 5 maradékot ado legfeljebb négyjegyit poz
tiv egész szamok halmaza pedigHany eleme van ad, B, AUB ésAN B
halmazoknak?

Hany olyan 6tjegyl szam van, amely 3-mal osztva 2, 5sthv@a 3, 7-tel osztva
pedig 4 maradékot ad?

Sorolja fel aH = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} halmaz azon a haromelem rész-
halmazait, amelyek elemei k6z6tt paros és paratlan szamnisHany ilyen
részhalmaz létezik?

. Allitsa eb azA = {1,2,3,4} halmazP(A) hatvanyhalmazat!

a) Héany eleme va(A)-nak?
b) Héany olyan eleme vai( A)-nak amelyben két elem kilonbsége 3?

. Allitsa eb a H; = {0} és aH, = {0, H;} halmazokat! Hany eleme van
H;-nek, illetve Ho-nek? irja fel aP(H,) és P(H,) halmazokat!
Milyen kapcsolatban all egymassal egy halmaz paragydlparatlan elem-
szamu részhalmazainak szama? Vizsgéljon konkrét péld&kédgalmazza
meg a sejtését!
irja fel azA = {a,b,c,d} ésB = {1,2,3} halmazokA x B ésB x A
Descartes-féle szorzatait! A fenti Descartes-féle szokzdzil melyiknek
van tobb eleme?
irja fel azu(4, 3, —2) ésv(2, —3, 1) vektorok dsszegét, killonbségét, abszolut
értékeiket2u + 5v linearis kombinacidjukat!
irja fel aza(6,2,3) ésb(3,—1,—2) vektorok skaldris szorzatat! Hatarozza
meg, hogy a két vektor mekkora széget zar be (fokban méryeh&gsal!

a) Hatarozza meg aZ6,2,3) ésb(3, —1, —2) vektorok vektoridlis szorza-

tat!
b) irja fel a két vektor altal kifeszitett sikra nigeges egységvektorokat!

c) Mekkora tertletli haromszoget feszit ki a két vektor?
Abrazolja a(2, —1) ésd(1, 3) vektorokat Descartes féle derékszogi koordina-
tarendszerben, néhany olyan+ dd linearis kombinacidjukkal egyutt, amely-
ben az egyiitthatok 6sszege-§ = 2. Mit alkotnak ezen lineéris kombinaciok
végpontjai, ha minden abrazolt vektor képdntja az orig6?
Abrazoljon néhany (kb. 15-20) olyan vektort, amelyekdé@ontja az origo,
végpontjaik pedig egy olyan ellipszisen helyezkednek rekelsinek fél nagy-
tengelye 2, fél kistengelye 1 hosszusagu!
Abrézoljon kb. 25-30 olyan vektort, amelynek képdntja az orig6 és koordi-
natas alakjdcos(z), sin(2z)), aholz € [0, 7]!
Az ABCDEFGH téglatestA csucsbdl kiindul6 élei

AB=3, AD=2 és AE=1

hosszusaguak.

88



a) Hatarozza meg a2 F' H haromszog terlletét!
b) Mekkora szdget zar be a&F' lapatlé aB H testatléval?
c) Mekkora szbget zar belaH testatlé azAC F sikkal?

19. Szamitsa ki az(2,7,3), b(—1,2,2) ésc(5, —4, —1) vektorok altal kifeszitett
tetraéder térfogatat!

20. Bontsa fel az (18, —12,6) vektort ab(4, 2, —1) vektorral parhuzamos ésre
meidleges dsszetékre!

21. Bontsa fel az(3, 1, —2) vektort adz + 3y + z = 5 sikkal parhuzamos és a
sikra mebleges dsszetékre!

22. Az ABCD szabalyos tetraéder harom csucsat ismerjuk:

A(0,0,0), B(1,0,0), C(%,?,O).

Hatarozza meg & csucs koordinatait!
23. Adottak a kdvetkdz matrixok:

21 2 -2 0 5
A=]| -1 0 4 B = 4 5 -1
3 1 2 3 6 3

a) Szamitsa kiaA + B, A — B, 3A, 3A — 2B, AB, BA matrixokat!

b) Irja fel A ésB transzponaltjat!

c) Szamitsa kiA ésB, valamintA " ésB' a transzponaltjaik determinan-
sat! Mit tapasztal? Fogalmazza meg sejtését! Hogyan leletina sejtést
igazolni?

24. Tekintsik az éiz6 feladatban megadaX ésB matrixokat.

a) Szamitsa kAB ésBA determinansat! Mit tapasztal? Fogalmazza meg
sejtését!

b) Az eddigiek alapjan mit gondol, mileg¥ !, illetve B—! determinansa?
Ellendrizze sejtését!

25. TekintsUk az 23. feladatbeN ésB matrixokat!

a) Szamitsa ki & + AT, illetve B + BT matrixokat! Milyen speciélis
tulajdonsaga van a két 6sszegnek? Hatarozza meg mindikégidster-
minansat!

b) Szamitsa ki @A — AT, illetve B — BT matrixokat! Milyen speciélis
tulajdonsaga van a két 6sszegnek? Hatarozza meg mindikégidster-
minansat! Mit tapasztal?

c) Irjon fel egy4 x 4-es antiszimmetrikus matrixot és szamitsa ki a deter-
minansat! Osszevetve az eredményt dzpontokban tapasztaltakkal,
milyen sejtést fogalmazhatunk meg?
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26. AdottaC= | 1 3 1 [ésaD= | —+& & +; | matrix.
14 -1 & 25

|
-
|
-
=
-

a) Hatarozza me@ determinansat!
b) Szamitsa kC néhany hatvanyaiq?, C3, ...) és ezek determinansat!
c) Szamitsa KD néhany hatvanyaiy?, D3, ...) és ezek determinansat!

d) Ha egy négyzetes matrix egyénbalamely egész kités hatvanyaval,
akkor mit mondhatunk a matrix determinansaroél?

27. a) Keressen olyahx 3-as, illetve4 x 4-es négyzetes matrixokat, amellyel
egy kompatibilisA matrixot balrél megszorozvA két sordnak megcse-
rélésével kapott matrixhoz jutunk! A matrix ezen tulajdégét szemlél-
tesse példakkal!

b) Keressen olyaf x 3-as, illetve4 x 4-es négyzetes matrixokat, amellyel
egy kompatibilisA matrixot balrél megszorozvA egy sora konstans-
szorosdra valtozik, a tbbbi sora pedig nem valtozik! Szkedgen pél-
dakkal!

c) Keressen olyafl x 3-as, illetve4 x 4-es négyzetes matrixokat, amellyel
egy kompatibilisA matrixot balrél megszorozva az eredmény egy sora
A megfeleb soranak és egy masik sornak az dsszege lesz, a tdbbi sora
megegyezikA megfeled soraval! Szemléltessen példakkal!
28. Legyen
z z—1 3
R=| —z+1 z2 -2
T +2 —r —x+3

a) Szamitsa ki aR matrix determinansat! Hanyadfoku polinomjazanek
az eredmény?
b) Mennyi a determinans értéke, ha= 1?

c) Melyek azok a valés szamok, amelyekehelyébe irva a determinans
értéke a—155 értéket veszi fel?

29. irjon fel egy olyan négyzetes matrixot, amelynek deteémsa 6!
30. Adottak az

a,(4,7,-12), ay(—2,6,5), az(11,—3,8) ésb(404, —261, —105)

vektorok. Eballithato-e és ha igen milyen egyutthatokkaheektor a masik ha-
rom vektor linearis kombinaciéjaként? Oldja meg a felatatdve() flgg-
vénnyel és a vektorokbdl @hllitott matrix Iépcés alakra hozasaval is!

31. Adottak az

a;(4,1,8), as(—2,3,—1), a5(58,32,131), b(44,—3,76)
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

ésc(105, 17, —42) vektorok.

El64llithatok-e és ha igen milyen egyutthatokkall ésc vektorok aza,, as,
a5 vektorok linearis kombinaciojaként? Oldja meg a feladatdve()  fugg-
vénnyel és a vektorokbdl @hllitott matrix Iépcés alakra hozasaval is!
Oldja meg a kovetkézegyenletrendszerolve()  fuggvénnyel és lépés
alakra hozéassal is:

6r — 3y +4z= -5
3z +4y—2=21
-2z + 5y +22=16

1 -1 0 3
. 2 1 1 6 o -

Hatarozza meg a&k = matrix rangjat!

1 3 2 5

4 -2 1 13
Egy lineéris transzforméacio matrixa egy kétdimenzidsdris térben

2 1
A= [ 2! ] .

Abrazoljon a derékszogii koordinatarendszerben néhany] ' alakd vektort,

aholt € R! Abrazolja ezeknek a transzformaciovaballitott képét is!
Egy haromdimenziés linearis térben a bazisvektorok:

eg=[1 0 0T, e=[0 1 0", eg=[0 0 1"

A ¢ linearis transzformacié ezeket rendre a kévetkezktorokba viszi:

a=02 3 —17, a=01 4 3", a=[-11 2"

a) Irja fel a transzforméacioé matrixat!
b) Miav=1[7 5 2] vektor képe?
c) Van-e olyan vektor, amely az 6tszorésébe képdzle?

a) Sorolja fel négy elem 6sszes (ismétlés nélkili) peanidjat! Hany ilyen
van?

b) Hany permutacioja van 6t elemnek?

¢) Hany olyan permutacidja van 6t elemnek, amelynek pontesgy fix-
pontja van?

a) Hany olyan permutacioja van 6t elemnek, amely 6t egyélciklusbol
al?

b) Hany olyan permutacidja van 6t elemnek, amely egy kétélésharom
egyelem ciklusbdl all?

¢) Hany olyan permutécidja van 6t elemnek, amely egy 6teleikitsbol
all?
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

d) Hany olyan permutaciéja van 6t elemnek, amely egy kétélém egy
haromelem ciklusbdl all?
Alitsuk eb az 1,2,3,4,5,6 szamok egy olyan permutaciojat, amelybatopan
két fixpont van, és minden elem legfeljebb 1 tavolsagban zamvarziomentes
esetben elfoglalt helyét
Keressuk az

a) 1,2,3,4,5
b) 1,2,3,4,5,6

c) 1,2,3,4,5,6,7

d) 1,2,3,4,5,6,7,8

e) 1,2,3,4,5,6,7,8,9

minden elem legfeljebb 1 tavolsdgban van az inverzibmezgetben elfoglalt
helyétl! Milyen sejtést fogalmazhatunk meg a tapasztalatokjafep
Egy szérakozott postas 6t kulonBoembernek kézbesitett egy-egy levelet,
de egyik levelet sem abba a postaladaba dobta, ahova a csmerést kellett
volna. Hanyféleképpen torténhetett ez?
a) Hanyféle hétjegyli szamot lehet felirniaz 1, 1, 1,, 3,3, 3, 3 szamje-
gyekidbl?
b) Hanyféle hétjegyli szamot lehet felirni a 0, 0, 1, 2, 2,,33,3 szamje-
gyektdl?
a) Irjuk fel a [3,2,4,1,5] permutaciét ciklikus irasnuiad
b) irjuk fel a[3,2,4,1,5] permutacié matrixat!

c) A[3,2,4,1,5] permutacié milyen hatvanyai azok, amelggkden elemet
helybenhagynak?
a) Hany 5 elem(i részhalmaza van egy 8-elem{i halmaznak?

b) Egy Uzletben 8-féle képeslap kaphatd. Hanyféleképpsarothatunk 15
képeslapot, ha mindegyik fajtabdl korlatlan mennyiségeiltelkezésre?

c) Egy Uzletben 8-féle képeslap kaphat6. Hanyféleképpsarothatunk 15
képeslapot, ha mindegyik fajtabdl pontosan &etairab van?
Allitson eb egy olyan gréafot, amelyben a fokszamok rendre 1, 1, 2, 2,8, 3
és rajzoltassa fel szamitdgéppel!
a) Allitsa eb a 10 pontu teljes gréafot!

b) Hany éle van a grafnak?
c) Sikgraf-e ez a graf?

d) Mennyi a graf a kromatikus szama?
a) Allitsa eb a K» 4 teljes paros grafot!

b) Sikgraf-e ez a graf?
c) Mennyi ennek a grafnak a kromatikus szama?
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d) Hany at vezet a 0. pontbol a 3. pontba?
47. a) Allitsa eb a dodekaédergrafot!

b) Hany cslcsa és hany éle van a grafnak?

¢) Van-e a grafnak zart vagy nyilt Euler-bejarasa? (Ha niimckkolja meg
miért nincs, ha van mutasson egy példat!)

d) Van-e a grafnak Hamilton kére? (Ha nincs, indokolja megrimincs, ha

van mutasson egy példat!)
48. A Fibonacci fak a kovetkézrekurzioé segitségével értelmezett grafdk:az

Ures gréaf F; pedig egyetlen pontbdl all. Ag,, Fibonacci fat tgy kapjuk, hogy
egy ponthoz (a gydkérponthoz) egy-egy él segitségéveldhaprsoljuk az
F,,_, és azF,,_, fakat.

a) Abréazoljuk azFy; Fibonacci-fat!

b) Hany pontja van a#,, Fibonacci-fanak?

c) Hany élldl all az F,, faban a leghosszabb ut?

49. Hanyféleképpen lehet a 57. abran lathatd ,hazgraflétl€let eltavolitani ugy,
hogy a megmaradé graf 6sszefiigggyen?

4

57. abra. Hazgraf

50. Hany olyan 6tpontu egyszer( graf van, amelyben ningsigelalt pont sem
kor, ha

a) az izomorf grafok nem szamitanak kulénbioek,
b) az izomorf grafok kilonbdmek szamitanak, ha a megfélglontok sza-
mozasa eltér egymastol?

51. LegyenH 30 pozitiv osztdinak halmaza. Ertelmezziikn az O homogén
binéris relaciét a kbvetkéképpenvz,y € H: xOy akkor és csak akkor, ha

x 0sztéjay-nak.

a) Ellerfrizza alkalmas algoritmus segitségével, hog@aelacio tranzitiv-
el

b) Adja meg a2 részben-rendezési relaciot rakovetkezések segitséggvel
allitsa eb a Hasse-féle diagramjat.
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52. A Birkhoff-tétel szerint az abran lathatd halé nem dibativ. Igazolja ezt gy,
hogy kivalasztja a halé harom,(b ésc) elemét Ugy hogy azokra nem teljesdl

] sup(a,inf(b, c)) = inf(sup(a, b), sup(a, c))
Osszefiiggés.
4
vl :
1 +
2
0 /
53. a) Oldja meg az ék6 feladatot a Birkhoff-tételben szerépinasik haléra

is!
b) Allitsa eb ennek a halénak a Hasse-féle diagramjat!
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9.2. A hazifeladatok osztalyozasa
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7

9.3. Keérddiv a hallgatok szamara
Tisztelt Hallgato!

Kérjuk, hogy az alabbi kéflv kitoltésével segitse munkankat. Az igy kapott in-
formaciokat a matematika tantargyak oktatdsanak kansiése érdekében kivanjuk
felhasznalni.

1. Melyik évben érettségizett? |:|
2. Milyen szint(i matematika érettségit tett?

KOZEP EMELT®®

A matematika érettségi eredménye szazalékban: |:|
Milyen szinten tanulta az utolso6 két évben a matematikat?

A~

ALAP FAKULTACIO TAGOZAT

5. Milyen formaban tanult informatikat (szamitastechtjiRa

ALAP SZINT FAKULTACIO
INFORMATIKAI SZAKKOZEPISKOLA

6. Informatika érettségije

NEMVOLT  KOZEPSZINTU  EMELT SZINTU
7. Informatika érettségi eredménye szazalékban (ha égatet

a targybol):
8. Részt vett-e valamilyen félfok( szakképzésen informatikabol?

NEM IGEN

9. Ha az €bz0 kérdésre igennel valaszolt, irja le, milyen képzésenresit!

10. Az érakon megismersageprogram mellett ismer-e valamilyen szamitégép
algebrai rendszert? (Ha igen melyiket?)

NEM IGEN

11. Mennyire segitette-e a tananyag megértésében a Sadje ren
szer? (Osztélyozza 1-5-6s skalan, ahol 1 azt jelenti, hegy n
segitette, 5 azt hogy nagy segitséget jelentett.) |:|

%5Ahol tébb valaszlehéség van, hiizza ala a megféig!
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12. A kovetked allitasok kodzil melyiket tartja igaznak?
Véalaszoljon igen/nem-mel! (I/N)

e A Sage megkdnnyiti a matematika tanulasat, mert segitséget D
jelent a numerikus szamitasok elvégzésében.

e A Sage megkdnnyiti a matematika tanulasat, mert segitséget D
jelent a szimbolikus szamitasok elvégzésében.

e A Sage megkonnyiti a matematika tanulasat, mert az dssze-
flggések (figgvények) kdnnyen abrazolhatok a segitségéve D

e A Sage megkonnyiti a matematika tanulasat, mert a program-
kodok irasa soran érttidibé valnak a matematika egyes algo-
ritmusai.

e A Sage megkdnnyiti a matematika tanulasat, mert sok esetben D
leheBvé teszi a gondolatmenetem gyors efier@sét.

13. Melyik témakér(6k) tanulmanyozasa soran érezte hasakoa Sage felhasz-
nélasét a félév soran. Miert?

14. Melyik témakor volt a félév soran a legértbielb?
15. Melyik témakdr okozott nehézséget a félév soran? Mileareoka?

16. Mekkora segitséget jelentettek a diszkrét matemadikaldsa soran a kovet-
kezok? (Ertékelje 1-5-ig, ahol az 1 azt jelenti, hogy semmilgegitséget nem
jelentett, az 5 pedig, hogy hatékony segitségnek bizoyult

e anNKONYV . .. e |:|
@ PEIdAtAr . ... e |:|
e elbadas. ... ... |:|

e személyes tanari segitség a gyakorlaton.................. J:|
e interneten talaltanyagok . ............. ... ... .eaa |:|
e kozépiskolaban megszerzett alapozo ismeretek . ... .c..... |:|
e egyéb, mégpedig . ... |:|

17. Mi tenné konnyebbé az On szamara a diszkrét matematikdésat? (Tobb
javaslata is lehet.)

18. Milyen szamitogépes feladatok megoldasa segitenéudt fagalmak jobb
megértését?
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19. Véleménye szerint fontos szerepe lesz-e ajén a szamitdgéppel tamogatott
oktatdsnak a matematika tertletén?

20. Milyen On altal ismert szamitogépes programot javasalmatematika tanu-
lasa soran?

21. Egyéb a témaval kapcsolatos megjegyzése:
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