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ElGszo6

Ez a jegyzet egy tobbrészes sorozat elsd kotete, mely elsGsorban a Debre-
ceni Egyetem Miszaki Kardnak ,,Matematika 1.” és a ,,Bevezet6 matematika”
nev( tantargyaihoz késziilt oktatdsi segédanyagként.

A jegyzet a preciz matematikai felépitésen til szdmos, a miiszaki és gaz-
dasagi életben felmeriil probléma megoldasara alkalmazhaté médszert is meg-
mutat. Az egyes fejezetek az elmélet pontos leirdsa mellett részletesen kidol-
gozott példafeladatokat tartalmaznak.

Az elméleti tételek jelentSs része bizonyitdsokkal egyiitt szerepel, illetve
bizonyos helyeken a tananyagon tdlmutaté elméleti tételek is megtaldlhatdak,
igy hasznos lehet a magasabb szintli matematikét tanulé minden hallgaté sza-
mara, sOt akar matematika szakosok részére is.

A jegyzet gondos atolvasdsaért és lektordldsdért és a sok hasznos észre-
vételért, amelyek beépiiltek a jegyzetbe koszonettel tartozom a jegyzet lek-
torainak, Dr. Kocsis Imre tanszékvezetd féiskolai tanarnak és Dr. Nagy Gergd
tandrsegédnek. Koszonettel tartozom Dr. Sziki Gusztdv Aron f8iskolai tandr-
nak, aki hasznos informdacidkkal latott el a jegyzet megirdsa sordn. Koszondm
tovabb4 Kedvesemnek, J6zsa Bettina Csillinak és Edesanydmnak, akik min-
denben mellettem 4lltak és timogattak a jegyzet megirdsa soran.

2017. méjus 20.






1. Logikai allitasok, miiveletek

A matematikai logika alapjait a neves gorog tudoés filozéfus Arisztotelész
rakta le ,,Analitika” cim@ mdvében, Kre. V. szdzadban. O mér tudatosan
kereste azokat a mddszereket, amelyeket az emberi gondolkoddsnak kovetnie
kell a tudomanyos kutatasok kdzben.

1.1. Definicié. Matematikai értelemben dllitdsnak neveziink egy olyan kijelen-
tést, melynek igazsdgértéke egyértelmiien eldonthetd.

1.2. Példa. Az alabbiakban adunk egy-egy példat olyan kijelentésre, amely
nem 4llitds és olyanra, amely 4llitas.
e Matematikai értelemben nem 4llitds példdul az, hogy ,,Holnap j6 m{-
sor lesz a TV-ben” .

e Matematikai értelemben 4llitds példdul az, hogy ,,Ma péntek van”.

Az elsé kijelentés igazsagértékét nem tudjuk eldonteni, mig a masodik kijelen-
tésrol egyértelmiien eldonthetd, hogy a kijelentés pillanatdban az allitds igaz
vagy hamis.

1.3. Definicio. A ,ha p, akkor ¢” kapcsolatnak megfelelé logikai miveletet
implikdcionak nevezzilk, melynek p az eldtagja, q pedig az utétagja. Az imp-
likacié logikai értéke hamis, ha az elStagja igaz, €s az utétagja hamis, kiillonben
az implikaci6 igaz. Jele: p = ¢. Ezt ugy is kiolvashatjuk, hogy p implikalja
q-t, vagy masképp p-bol kovetkezik q. Az implikacid igazsiagtablazata:

plalp=4q]
T11] 1
I|H| H
H| 1| 1
H|H| I

1.4. Megjegyzés. Az elGbbi definicié szerint, ha az implikaci6 elStagja hamis,
akkor az implikaci6 igaz, az utétag igazsagértékétdl fiiggetleniil. Emiatt pél-
d4dul (a logika rendszere szerint) az alabbi 4llitds igaz: ha a 4 primszam, akkor
minden négyszog téglalap.

1.5. Megjegyzés. Az implikacié nem kommutativ és nem is asszociativ, azaz:
e p = ¢ implikaciébol nem kovetkezik a ¢ = p implikicid;

e (p = q) = rigazsdgértéke nem azonos p = (q = r) igazsdgértéké-
vel.
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1.6. Definicié. Ha ,,p”-b6l kovetkezik ,,q”, akkor azt mondjuk, hogy ¢ sziik-
séges feltétele p-nek, vagy p elégséges feltétele g-nak.

1.7. Példa. Ha egy szdm oszthaté 4-gyel, akkor paros. Ezt gy is mond-
hatjuk, hogy a parossag sziikséges feltétele a 4-gyel val6 oszthatésagnak. A
feltétel azonban nem elégséges, ugyanis abbol, hogy egy szdm paros még nem
kovetkezik az, hogy 4-gyel oszthatd.

1.8. Definicio. A p = ¢ és ¢ = p éallitdsokat egymds megforditdsdnak mond-
juk.

1.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy a ,,p” és a ,,q” allitasok ekvivalensek, ha p
és q logikai értéke megegyezik, azaz p akkor igaz, ha ¢ igaz, és p akkor hamis,
q hamis. Jele: p < q. Ha p és q ekvivalensek, akkor azt tigy is kiolvashatjuk,
hogy p ,,akkor és csak akkor” teljesiil, ha ¢ teljesiil, vagy dgy is, hogy p ,,pon-
tosan akkor” teljesiil, ha q teljesiil. Az ekvivalencia igazsagtablazata:

plalpeq]
T]1] 1
I|H| H
H[I| H
H| H| 1

1.10. Megjegyzés. Az, hogy a p és ¢ allitdsok ekvivalensek, azt jelenti, hogy
p = q és q = pis teljesiil.

1.11. Példa. Ismert, hogy egy haromszog pontosan akkor derékszogi, ha a
befogdinak négyzetdsszege megegyezik az atfogd négyzetével. Ez az allitds
részletesebben kiirva az aldbbi két llitast jelenti:

e ha egy hiromszog derékszogli, akkor a befogdinak négyzetosszege
megegyezik az atfogd négyzetével,

e ha egy haromszogben a két révidebb oldal négyzetének 6sszege meg-
egyezik a hosszabbik oldal négyzetével, akkor a haromszog derék-
szogd.

1.12. Definici6. Az allitdsokat az alabbi logikai miveletek segitségével Ossze-
kapcsolhatjuk, gy djabb, dsszetett éllitdsokat kapunk:

e egy p allitas tagaddsan vagy negdcidjan azt az allitast értjiik, amely
igaz, ha p hamis, és hamis, ha p igaz. Jele: —p. A negéci6 igazsagtab-

lazata:
I | H
H| I
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e a p és q éllitdsok konjunkciojan azt az allitast értjiikk, amely pontosan
akkor igaz, ha mindkét 4llitas igaz. Jele: p A g. A konjunkcid igazsag-
tabl4zata:

I|1 I
I /H| H
H|I H
H/H| H

e a p és q allitdsok diszjunkcidjan azt az allitast értjiik, amely pontosan
akkor hamis, ha mindkét allitds hamis. Jele: p V q. A diszjunkci6
igazsagtabldzata:

1.13. Tétel. Legyenek p, g és r allitdsok. Ekkor igazak a kovetkezk:
(1) pV qg=qV p,azaz a vV kommutativ;

(2) p A\ q = qAp,azaz a A kommutativ;

3) (pVq Vr=pV(qVr),azazaV asszociativ;

4) (pAg)ANr=pA(qAr),azaz a A asszociativ;

5) (pVg Ar=(pAr)V(gAr),azaz a A disztributiv VV-re nézve;
6) (pAq)Vr=(pVr)A(qVr),azazaV disztributiv A-re nézve;
(7) pV p = p, azaz a V idempotens;

(8) p A p = p, azaz a A idempotens;

9) —(=p) = p.

Bizonyitds: A megfeleld igazsagtabldzatok felirdsaval adédnak a megfeleld

allitasok. m

1.14. Tétel. (de Morgan)
Legyenek p és ¢ éllitdsok. Ekkor —(p A ¢) = —p V —q.

Bizonyitds: Felirva az igazsagtablazatokat, egyrészt



(plalprna]-(pAhq) ]
T(1] 1 H
I/H| H I
H|1| H I
H|H| H I

masrészt

plal-p|—q]-pV—q
I|/I|H|H H
T|H|H | I I
H|1| 1| H I

H H| T |1 I

Tehat a két formula igazsagértéke azonos, amivel igazoltuk az allit4st. m

1.15. Tétel. (de Morgan)
Legyenek p és ¢ éllitdsok. Ekkor =(p V ¢) = —p A —q.

Py

Bizonyitds: Az el6z0 éllitdssal analog médon igazolhats. m

1.16. Definicié. Nyitott mondatnak vagy logikai fiiggvénynek neveziink egy
olyan allitast, amely véltoz6t tartalmaz. Igazsidgértéke a valtozé értékétdl fiigg.

1.17. Megjegyzés. A logikai fiiggvények fontos szerepet toltenek be az infor-
matikdban és a mérnoki tudoméanyokban.

1.18. Definicié. Ha A(x) nyitott mondat (x a viltozo), akkor ebbdl dj allita-
sokat nyerhetiink a 3 létezik és a vV minden Ggynevezett kvantorok segitségével.
Az elbbbit egzisztencidlis kvantornak, az utébbit univerzdlis kvantornak nevez-
ziik.

1.19. Megjegyzés. A VaxA(x) formuldt dgy olvassuk ki, hogy minden z-re tel-
jesiil az A tulajdonsag.

1.20. Megjegyzés. A JzA(x) formuldt dgy olvassuk ki, hogy van olyan z
(1étezik olyan x), amelyre teljesiil az A tulajdonsag.

1.21. Megjegyzés. Bizonyos esetekben fontos, hogy az elébb emlitett kvan-
torok tagaddsat is meg tudjuk adni. Ezek az aldbbiak:

~((V2)A(z)) = (32) (-A(2))
ﬁ((EI:U)A(:E)) = (V) (—|A(:£))

Szavakban megfogalmazva, ha az A(z) dllitds minden z-re teljesiil, akkor en-
nek tagaddsa az, hogy van olyan x, amire az A(x) éllitds nem teljesiil. Ha van
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olyan z, amelyre az A(x) teljesiil, akkor ennek tagaddsa az, hogy minden z
esetén az A(z) ,,nem teljesiil”.

1.22. Példa. Tekintsiik az aldbbi allitast: ,,Az osztadlyban minden fii szereti a
focit”. Ennek a tagadasa: ,,Az osztdlyban van olyan fid, aki nem szereti a focit”.

1.23. Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy a
(V) (Fy) Az, y)

(3z)(Vy)A(z, y)
kifejezések nem ugyanazt jelenti. Gondoljunk példdul arra, hogy ha A(x,y)
azt jelenti, hogy x szereti y-t, akkor az els6 formula jelentése, hogy ,,minden x
esetén van olyan y, hogy z szereti y-t”, mig a masodik formula jelentése, hogy
,»van olyan y, aki minden x-et szeret”.

1.24. Definicié. Tautolégidnak neveziink egy olyan éllitdst, amely azonosan
igaz.
1.25. Példa. Ha p egy tetszSleges allitas, akkor p V —p tautoldgia, ugyanis

lp[-plpVp]
I | H 1
H| I 1

1.26. Logikai aramkorok modellje. Tekintsiink egy agat, amiben van két kap-
csol6. Ezek legyenek a és b. A soros kapcsoldsi aramkor pontosan akkor
miikoddképes, ha a és b is be van kapcsolva. Ez alapjan a soros kapcsoldsnak a
konjunkci6 logikai mivelete feleltetheté meg.

a b
—

A péarhuzamos kapcsolast dramkor pontosan akkor miikodSképes, ha a vagy b
be van kapcsolva. Ez alapjan a parhuzamos kapcsoldsnak a diszjunkcio logikai
miivelete feleltethet6 meg.

a
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1.27. Példa. A folyosdi vilagitast a folyosé mindkét végén fel tudjuk kapcsolni
és le is tudjuk oltani. Ezt a kapcsol6 tipust nevezziik alternativ kapcsolonak.
Jelentse p azt, hogy az elsd kapcsold fel van kapcsolva, g pedig azt, hogy a
mdsodik kapcsold fel van kapcsolva. A logika nyelvén felirva a ldmpa akkor
vilagit, ha a
(pA=q)V(=pAq)

formula igazsagértéke igaz. Jeloljiik el I (p; ¢)-val a fenti formulat. Ennek igaz-
sagtablizata:

(plal-pl-qlpA—-qg[-pAq|lp) |
I/I|H|H| H H H
T/H|H| I I H I
H|I|1I |H| H I I
HH|I|1]| H H H
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Ellenorzo kérdések

Ha p = ¢, akkor azt mondjuk, hogy p ................ feltétele g-nak.
Ha g = p, akkor azt mondjuk, hogy g ................ feltétele p-nek.
Hap = qés q = p, akkor ................

Két dllitas konjunkciéja pontosan akkor igaz, ha ................

Két 4llitds diszjunkci6ja pontosan akkor igaz, ha ................

Két 4llitas konjunkcidja pontosan akkor hamis, ha ................
Két allitas diszjunkciéja pontosan akkor hamis, ha ................

A de Morgan azonossag szerint =(p V q) «.ccccevuenee.

A de-Morgan azonossag szerint =(p A q) «.oceeeeenee.



2. Halmazelméleti alapok

2.1. Megjegyzés. A halmaz, elem, eleme fogalmakat nem definidljuk, adott-
nak tekintjilk. A halmaz bizonyos j6l meghatarozott, kiilonb6z6 objektumok
Osszességét jelenti. A halmazt alkoté objektumok a halmaz elemei. Egy hal-
mazban minden elem csak egyszer fordulhat el6 és az elemek sorrendje tet-
sz6leges. Egy halmazt akkor tekintiink adottnak, ha minden elemr6l egyértel-
mfien el tudjuk donteni, hogy benne van-e a halmazban. A halmazokat latin
nagybetiikkel, a halmaz elemeit latin kisbetiikkel jeloljiik. Azt, hogy az a elem
eleme az A halmaznak az a € A jeloléssel fejezziik ki, mig ennek tagaddsara
az a ¢ A jelolést hasznéljuk. Halmazokat megadhatunk az elemeinek felso-
roldsdval, példaul A = {1; 2; 3} vagy valamilyen tulajdonsdgokkal, példaul
B = {x € R |2z > 0} (kiolvasva: az A halmaz azokat a val6s szamokat
tartalmazza, melyek pozitivak).

2.2. Példa. Az
A = {szép lanyok}

matematikai értelemben nem halmaz, hiszen az, hogy ,,szép” nem mindenki
szdmdra jelenti ugyanazt, egy szubjektiv fogalom. Emiatt egy adott személyrdl
nem tudjuk megmondani, hogy beletartozik-e, vagy sem abba a meghatirozas-
ba, hogy ,,szép”. A

B = {Magyarorszag megyéi }

halmaz, hiszen a halmaz elemeit meg tudjuk adni.

2.3. Definicié. Ureshalmaznak nevezziik azt a halmazt, melynek egyetlen ele-
me sincs. Jele: ().

2.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A és B halmazok egyenldek, ha az ele-
meik ugyanazok. Jele: A = B. Ennek tagadasdra az A # B jelolést haszndl-
juk.

2.5. Példa. Az
A={1;3;5 7,9}
B = {pératlan szamok }
C = {n < 9|n pozitiv egész szdm}

halmazok esetén A = C,de B # C.
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2.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A halmaz részhalmaza a B halmaznak,
ha az A halmaz minden eleme a B halmaznak is eleme. Jele: A C B. Az A
halmaz valédi részhalmaza B-nek, ha A részhalmaza B-nek, de A # B.

2.7. Megjegyzés. Az iireshalmaz minden halmaznak részhalmaza.

2.8. Példa. Az A = {1; 2; 3} halmaznak részhalmaza a B = {2; 3} halmaz,
jelolésben B C A.

2.9. Példa. A paros szamok részhalmazat alkotjik az egész szamok halmaza-
nak.

2.10. Definicié. Egy halmaz 6sszes részhalmazaibdl képzett halmazt az adott
halmaz hatvdnyhalmazanak nevezziik. Jele: P(A).

2.11. Példa. Az A = {1; 2} halmaz hatvanyhalmaza
P(A) = {0: {1}; {2} {1; 2}}
halmaz.

2.12. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A és B hamlazok diszjunktak, ha nincs
kozos elemiik.

2.13. Példa. Az A = {1; 2} és a B = {3; 4} halmazok diszjunktak.

2.14. Tétel. Az A és B halmazok pontosan akkor egyenlGek, ha egymasnak
kolesonosen részhalmazai, azaz ha A C B és B C A teljesiil.

Bizonyitds: Ha A = B, akkor nyilvin A C B és B C A is teljesiil. Meg-
forditva, ha A C B, akkor A minden eleme B-nek is eleme; mdsrészt ha
B C A, akkor B minden eleme A-nak is eleme, igy A = B. =

2.15. Definicié. (miveletek halmazokkal) Legyen H # () (alaphalmaz) és
A B,C CH.
(1) Az A és B halmazok unidjan azt az A U B-vel jelolt halmazt értjiik,
melynek elemei legaldbb az egyik halmaznak elemei, azaz

AUB = {z |z € Avagy x € B}.




(2) Az A és B halmazok metszetén azt az AN B-vel jelolt halmazt értjiik,
melynek elemei mindkét halmaznak elemei, azaz

ANB={z|z € Aésx € B}.

O

ANBKB

(3) Az A kiilonbség B halmazon azt az A \ B-vel jelolt halmazt értjiik,
melynek elemei A-nak elemi, de B-nek nem elemei, azaz

A\B={z |z € Aész ¢ B}.

(4) Az A halmaz komplementerén azt az A€ halmazt értjiik, melynek ele-
mei az A halmaznak nem elemei, de az alaphalmaznak elemei.

H

2.16. Példa. Tekintsiik a
H={1;2;3;4;5;,6; 7; 8 9}
alaphalmazt és az

A={1;3;4;5; 6}, B={24;57; 8}



2. HALMAZELMELETI ALAPOK 15

halmazokat. Ekkor A és B unidja:
AUB ={1;2; 3;4;5; 6; 7; 8},
A és B metszete:
AN B = {4; 5},
az A\ B halmaz:
A\ B ={1; 3; 6},
az A halmaz komplementere:
A°=1{2; 7; 8; 9}.
2.17. Tétel. (a halmazmiiveletek tulajdonsagai)
Legyenek A, B, C egy H alaphalmaz részhalmazai. Ekkor igazak a kovetkezd
allitasok:
(1) AU B = B U A, azaz az uni6é kommutativ;
(2) AN B = BN A, azaz a metszet kommutativ;
(3) (AUB)UC = AU (B UC(), azaz az uni6 asszociativ;
4) (ANB)NC = An(BNC(C),azaz a metszet asszociativ;
3) (AUB)NC = (ANC)U (BNC), azaz a metszet disztributiv az
unidra nézve;
(6) (ANB)UC = (AUC)N(BUC), azaz az unid6 disztributiv a metszetre
nézve;
(7 AUA=A, AN A= A, azaz az unié és a metszet idempotens;
(8) AUA“=U, ANA°={;
9) (AUB)t = A°N B¢ (AN B)° = A°U B¢, azaz teljesiilnek az
ugynevezett de-Morgan azonossagok.
Bizonyitds:
(1) Haz € (AU B) tetszbleges, akkor x € A vagy z € B, azazx € B
vagy © € A, igy azt kapjuk, hogy = € (B U A), amibdl kovetkezik,
hogy (AU B) C (BU A).
Ha x € (B U A) tetsz6leges, akkor © € B vagy x € A, azazx € A
vagy = € B, igy azt kapjuk, hogy = € (A U B), amibdl kovetkezik,
hogy (BU A) C (AU B).
Tehat A U B és B U A egymasnak kolcsonos részhalmazai, igy a
halmazok egyenl6ek.



(2) Haz € (AN B) tetszbleges, akkor © € A vagy € B, azazx € B
vagy © € A, igy azt kapjuk, hogy = € (B N A), amibdl kovetkezik,
hogy (AN B) C (BN A).

Ha x € (BN A) tetszbleges, akkor © € B vagy x € A, azazx € A
vagy = € B, igy azt kapjuk, hogy = € (A N B), amibdl kovetkezik,
hogy (BN A) C (AN B).

Tehat A N B és B N A egymasnak kolcsonos részhalmazai, igy a
halmazok egyenl6ek.

A tobbi allités is hasonléan igazolhaté. m

2.18. Definicié. Az N = {1; 2; 3 ...} halmazt a természetes szamok halmazd-
nak nevezziik.

2.19. Megjegyzés. A természetes szamok halmazabdl az Gsszeadds és a szorzas
miivelete nem vezet ki, azaz két természetes szam Osszege, illetve két ter-
mészetes szam szorzata is természetes szam.

2.20. Megjegyzés. Legyen A(n) egy n természetes szamtol fiiggs dllitds. Ha
bebizonyitjuk, hogy

o A(1)igazés

e abbdl, hogy feltételezziik, hogy A(n) igaz valamely n-re kovetkezik,

hogy A(n + 1) is igaz,

akkor az allitds minden természetes szdmra igaz. Ezt a bizonyitdsi mddszert
teljes indukcionak nevezziik. A teljes indukcié nemcsak n = 1-gyel, hanem
tetszleges ng € N szammal is kezd&dhet.

2.21. Példa. Bebizonyitjuk, hogy

. 1
1+2+...+n:n(n2+) (n e N).

El6szor n = 1-re megvizsgaljuk, hogy teljesiil-e az egyenléség: a bal oldal 1, a
jobb oldal
1-(1+1)

2
Tehét a bal oldalon és a jobb oldalon ugyanazt kaptuk, igy n = 1-re igaz az
egyenlség.
Tegyiik fol, hogy n-re igaz az allitas, azaz

n-(n+1)

1+2+.. . +n=—7—"  (n€N)

= 1.
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teljesiil, és bizonyitsuk be n+1-re az 6sszefiiggést! A bizonyitandé egyenldség:

1+2+...+n+(n+1) = (n+1)-((;1+1)+1)‘

Felhasznalva, hogy n-re igaz az 4llitds, majd a jobb oldalon elvégezve az 0ssze-
vondst, beszorozva mindkét oldalt 2-vel, ezutdn n + 1-el osztva az egyenlet
mindkét oldaldt (ami megtehetd, mivel n 4 1 # 0), azt kapjuk, hogy

n-(?12+1)+(n+1): (n+1)-((2n+1)+1)
n-(n2—|—1)+(n+1): (n+1)é(n+2)
n-n+1)+2-(n+1)=n+1)-(n+2)

n+2=n+2.

Azonossdgot kaptunk, amivel az éllit4st igazoltuk.

Megjegyezziik, hogy az Osszefiiggés teljes indukcid nélkiil is beldthaté lett
volna, példaul gy, hogy a bal oldalon szerepl6 Gsszeg egy szamtani sorozat
els6 n tagjanak Osszege ugy, hogy

ap=1,d=1, a, =n.
A jol ismert 0sszegzési képlet felhasznalasval azt kapjuk, hogy

Snzg'(al—kan):n(nQM.

A feladat torténeti érdekessége Carl Friedrich Gauss német matematikushoz
(akinek a nevével a késébbiekben még tobbszor is fogunk taldlkozni) kotédik.
Gauss altaldnos iskolai tandra, J. G. Biittner a didkjait azzal akarta lefoglalni,
hogy 1-t6l 100-ig adjdk Ossze az egész szdmokat. A fiatal Gauss mindenki
megdobbenésére masodpercek alatt megadta a helyes megolddst. Eszrevette,
hogy az ellenkezd ,,végeken” 1év6 szamok parokba éllitdsaval azonos Gsszege-
ket kap:

14100 = 101, 2+ 99 = 101, 3 + 98 = 101, stb.,

ami Osszesen 50-101 = 5050-et eredményez. Ha az 8sszeg tagjait forditott sor-
rendben az eredeti Osszeg ald rjuk, akkor még inkdbb ldtszik a gondolatmenet:

1 + 24...499 4100
1004+ 994...42 4+ 1
101+ 101 4 ...4+ 1014101
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A 101-et 100-szor adtuk 6ssze, igy az 101 - 100, de minden tagot duplan sz4-
moltunk, igy a keresett dsszeg

101-100 _ 451 50 = 5050.

2.22. Példa. Bebizonyitjuk, hogy 2 osztéja n? + n-nek minden n € N ter-
mészetes szamra. Az allitds n = 1-re nyilvan igaz, hiszen 2 oszt6ja a 2-nek.
Tegyiik fol, hogy n-re igaz az allitds, azaz 2 osztéja n? + n-nek. Be fogjuk
latni, hogy 2 osztéja (n + 1)2 + (n + 1)-nek is. Mivel

(n+1)2+n+1)=n*+2n+l+n+l=n*+n+2n+2=
=n’+n+2-(n+1),

tovdbba a feltevésiink szerint a 2 osztéja az n? + n-nek, masrészt a 2 nyilvan
osztdja 2 - (n + 1)-nek, ezért 2 osztdja ezek dsszegének is, amivel igazoltuk az
allitast.

Megjegyezziik, hogy az eldbbi allitas teljes indukcié nélkiil is igazolhatd, ugya-
nis n - (n 4 1) egy pdros és egy paratlan szam szorzata, ami mindig péros, igy
oszthato 2-vel.

2.23. Definiciéo. Ha n € N, akkor n faktoridlisa az elsé n pozitiv egész szam
szorzata. Jele: n!. Definici6 szerint 0! = 1.

2.24. Példa. Kiszamoljuk az 5! értékét:
5!=1-2-3-4-5=120.
2.25. Definicié. Han € Nés k € NU {0} ésn > k, akkor az

W)=mon

modon definidlt szimbdlumot binomidlis egyiitthatonak nevezziik, és ,,n alatt a
k”’-nak olvassuk.

5
2.26. Példa. Kiszamoljuk az (2) értékét:

5\ 5! 5 _45_20 .
2) 21 (5-2)! 20.31 20 2 7

2.27. Tétel. Han € Nés k € NU {0} ésn > k, akkor az

<Z>:(nik>
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Bizonyitds: Han € Nésk € NU{0} ésn > k, akkor

(0)=mmmn

masrészt

n n! n! n!
<n—k:> - (n—k)!-(n—(n—k))! - (n—k)-1k! - k- (n— k)

amivel az 4llitast igazoltuk. m

2.28. Tétel. Han € Nés k € NU {0} és n > k, akkor

Bizonyitds: Mivel

masrészt

n n!
<k:+1) - (k+1)! (n—(k+1))

ezért

n n n! n!
<k>+<k+1> TR R GOl (- (kD)
_nl-(k+1)+nl-(n—Fk) n!-(k+1+ (n—k))

k+Dl-(n—k!  (k+Dl-(n—Fk)!
nl-(n+1) (n+1)!

k+Dl-(n—k!  (k+D!-(n—k)!

B (n+1)! _<n+1)
kD - (n+D) = (E+D) \k+1)

Ezzel az éllitast igazoltuk. m
A kovetkezd tételben két tag 6sszegének (kiilonbségének) n-edik hatvanya-
nak kifejtésére (atirasara) adunk meg egy formulat.
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2.29. Tétel. (binomiilis tétel)
Han € N,és a,b € R, akkor

(a+mnzﬁi<zyﬁ%.wz

k=0

_ n n n n—1 n n—2 12 n n
—<O>a +<1)a b+<2>a b +...+<n>b.

Bizonyitds: Az éllitds n = 1 esetén nyilvan igaz, hiszen ekkor a +b = a + b.
Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, és bizonyitsuk be n + 1-re. Els6 1épésben
(a + b)" et felirjuk dgy, hogy alkalmazni tudjuk a feltevésiinket, azaz

(a+b)"- (a+b)

alakban, ezutdn mar alkalmazhatjuk az indukciés feltevést, majd felbontjuk a
zarbjelet, a tagokat megfelel6 moédon csoportositjuk, és alkalmazzuk az

n n n _(n+1
k E+1) \k+1
Osszefliggést:

(a+b)" " =(@@+b)" - (a+b)=(a+b"-a+(a+b)"-b=
_ (") nt1 iy n n n—1 32
—(0 a —|—<1>a b+<2>a b 4+ ...+
) >a"—1 B2 (;‘) a2 Pt

= (5)) e ((5)+ (5)) o s
()
=a"t! + <n—1|_1>a"-b+ <n—2|_1>a"_1-b2+...+

1
i <TL+ >a-bn+bn+1:(a+b)n+l.

n

S

3

S

+
VS
= S

Ezzel az éllitast igazoltuk. m
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2.30. Példa. Kiszamoljuk az (a — b)?3 kifejezést binomidlis tétel segitségével:

(a—0)°= (3) a*(=b)° + (i’) a>(—b)' + <;’>a(—b)2 + (g) (—b)? =

3 2 2 3 3 2 2 3
=a —1'2'ab—|—2'1'ab — b’ =a’>—3a"b+ 3ab* —b°.

2.31. Kovetkezmény. Ha n € N, akkor

(g)+<’;>+<g>+...+<z>=2”.

Bizonyitds: A binomiélis tételt alkalmazva

2" = (14 1)" = @1% (g>1n—1-+<g>1n—2-12+...+ <Z>1n:
(o) ()< )+ ()

amivel igazoltuk az 4llitast. m

2.32. Kovetkezmény. Egy n elemii véges halmaz 6sszes részhalmazdnak sza-
ma 2". Masképp fogalmazva n elemi véges halmaz hatvanyhalmazanak sza-
mossaga 2.

Bizonyitds: Egy n elemt halmaz 0, 1, 2, stb. n elem{ részhalmazainak szama
ren.dre (8), (Tl‘), (g), stb. (Z), 1jgy az 0sszes részhalmazok szdma ezek Osszege,
ami az el6z6 kovetkezmény miatt éppen 2™-el egyenld. m

2.33. Példa. Egy 5 elemii halmaznak 2° = 32 részhalmaza van.
2.34. Definicio. A

Z=-NuNu{0}={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
halmazt az egész szdmok halmazdnak nevezziik.

2.35. Megjegyzés. Az egész szamok halmazabdl az 6sszeadas, a kivonds és a
szorzis miivelete nem vezet ki, azaz két egész szam Osszege, kiilonbsége, illetve
két egész szdm szorzata is egész szam.

2.36. Megjegyzés. Az egész szdmok halmazdnak részhalmaza a természetes
szdmok halmaza.

2.37. Definicié. Raciondlis szamok halmazdnak nevezziik azt a halmazt, mely-

7z

nek elemei el6allnak két egész szam hanyadosaként. Jele: Q.
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2.38. Megjegyzés. A raciondlis szamok halmazabdl az 9sszeadds, a kivonds, a
szorzds €s az osztds miivelete nem vezet ki, azaz két raciondlis szdm Osszege,
kiilonbsége, szorzata és két nullatdl kiillonbozd raciondlis szdm hényadosa is
raciondlis szam.

2.39. Megjegyzés. A raciondlis szamok halmaza részhalmazként tartalmazza
az egész szamok és a természetes szamok halmazat, pontosabban N C Z C Q.

2.40. Megjegyzés. Minden racionalis szam felirhat6 véges vagy szakaszosan
ismétlédd végtelen tizedes tort alakban.

2.41. Példa. Példaul

0,1234 = % = %
Péld4ul A
1,3 = 3
ugyanis
r=1,3

esetén 10z = 13, 3, majd kivonva egymdsbél az elébbi két egyenletet 9z = 12

adddik, amibdl az z-et kifejezve, majd a kapott tortet egyszertisitve

12 4
xr=— = —

9 3
adddik.

2.42. Definicié. Valos szdmok halmazdnak nevezziik a szamegyenes pontjainak
megfeleltethetd szamhalmazt. Jelolés: R.

2.43. Megjegyzés. Val6jaban a fenti definicié csak egy szemléletes ,,beazo-
nositds”, a valés szdmok halmazdnak intuitiv fogalmara épit6 megfogalmazas.
A val6s szdmok halmazdnak preciz definicidja a testaxiémkra, rendezési axié-
madkra és a teljességi axiomadra épiil, amit itt az egyszerliség kedvéért tulajdon-
sdgokként mutatunk be.

2.44. Definicid. Irraciondlis szdmok halmazdnak nevezziik a raciondlis szamok
halmazédnak a valés szdmok halmazira vonatkoz6 komplementerét, azaz azokat
a valds szamokat, amelyek nem éllnak el6 két egész szdm hdnyadosaként. Jele:

Q™.
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2.45. Példa. A /2 szdm irracionalis. Ugyanis tegyiik fel, hogy v/2 racionilis.
Ekkor léteznek olyan p és q egész szdmok, hogy

\/ﬁzga pGZaQGZ\{O}a

tovabba feltehetd, hogy p-nek és g-nak nincs kozos osztdja, azaz a tort tovabb
mar nem egyszeriisithets. Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd beszorozva
q?-el azt kapjuk, hogy

2q2 = p2.

Ez azt jelenti, hogy p? oszthaté 2-vel. Viszont egy pdratlan szdm négyzete
is paratlan. Ebbdl kovetkezik, hogy p oszthat6 2-vel, azaz van olyan k egész
szam, hogy p = 2k, vagyis p? = 4k?. Ugyanakkor p? = 2¢?, tehat 4k> = 24>,
vagyis 2k% = ¢%. Azaz ¢? péros, de akkor q is pdros, azaz oszthaté 2-val, ami
ellenetmond annak, hogy p-nek is g-nak nincs kdzds osztéja.

2.46. Megjegyzés. A valds szamok halmazara teljesiil, hogy
R=QuUQ".

2.47. Tétel. A raciondlis szdmok halmaza mindeniitt siird a valds szdmok hal-
mazdaban, azaz barmely két raciondlis szdm kozott van raciondlis szam.

2.48. Megjegyzés. A valés szamok halmazabol nem vezet ki a négy alap-
miivelet, azaz az Gsszeadas, a kivonas, a szorzas, az osztas (nullatdl kiillonb6z6
szdmok esetén), valamint a nem-negativ szdmokbdl valé négyzetgyodkvonds.

2.49. Megjegyzés. (testaxiomak) Az Osszeadds és a szorzds tulajdonsdgai a
valés szdmok halmazén:

e minden z,y € Resetén z+y = y+x, azaz az 6sszeadds kommutativ;

e minden z,y, z € Resetén (x+y)+2z = v+ (y+2), azaz az 6sszeadds
asszociativ;

o létezik 0 € R gy, hogy = + 0 = x minden = € R esetén, azaz 1étezik
zéruselem;

e minden z € R esetén létezik y € R ugy, hogy z+y = 0, azaz minden
valés szamnak van additiv inverze;

e minden z,y € Resetén z - y = y - x, azaz az szorzas kommutativ;

e minden z,y,z € Resetén (z-y) -z = z - (y - 2), azaz a szorzds
asszociativ;

e létezik 1 € R ugy, hogy = - 1 = x minden x € R esetén, azaz 1étezik
egységelem;

e minden z € R\ {0} esetén létezik y € R gy, hogy = - y = 1, azaz
minden nullatdl kiilonbozé valds szamnak van multiplikativ inverze;
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e minden x,y,z € Reseténz - (y + z) = x -y + x - 2, azaz a szorzds
disztributiv az 6sszeadasra nézve.

2.50. Megjegyzés. (rendezési axiomak) A valds szamok halmazan értelmezett
< reléci6 teljesiti az aldbbi tulajdonsdgokat

<z

hax <yésy < x,akkorx =y

hax <yésy < z,akkorx < 2

minden z,y € R esetén z < y vagy y < z teljesiil
ha x <y, akkor minden z € Reseténx + z < y + 2
e hax <y, akkor minden z > Oeseténx -z < y - 2.

2.51. Definicié. Az A C R halmaz feliilrél korldtos, ha 1étezik olyan K valds
szam, amely nagyobb vagy egyenlé minden A-beli elemnél. Ekkor a K-t az A
halmaz egy felsé korldtjanak mondjuk.

2.52. Definicié. Az A C R halmaz alulrél korldtos, ha 1étezik olyan k valds
szam, amely kisebb vagy egyenlé minden A-beli elemnél. Ekkor a k-t az A
halmaz egy alsé korldtjanak mondjuk.

2.53. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A C R halmaz korldtos, ha alulrél és
feliilr6l is korlatos.

2.54. Példa. Az
2 2 1
A:{?)—i-‘nGN}:{5;4;3+;3+...}
n 3 2

halmaz
e alulrdl korlatos, mert minden x € A esetén z < 5;
o feliilrgl korlatos, mert minden x € A esetén © > 3;

e korlatos, mert alulrél és feliilrdl is korlatos.

2.55. Példa. Az
a={(-2

ne N} — {-2:4;-8,16;...)

halmaz
e alulrél nem korlatos;
e feliilr6l nem korlatos;

e nem korlatos.
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2.56. Példa. Az
A= {2”

nEN} ={2;4;8;16;...}

halmaz
e alulrdl korlatos, egy alsé korlatja a 2;
e feliilr6l nem korlatos;
e nem korlatos.

2.57. Definicio. Ha az A halmaz feliilrGl korlatos, akkor az A fels6 korlatainak
legkisebbikét az A pontos felsé korldtjanak vagy szuprémuménak nevezziik.
Jele: sup A. Ha a pontos fels6 korlat eleme is a halmaznak, azaz sup A € A,
akkor azt maximumnak mondjuk. Jele max A.

2.58. Definicié. Ha az A halmaz alulrdl korlatos, akkor az A alsé korlatainak
legnagyobbikdt az A pontos alsé korldtjanak vagy infimuménak nevezziik. Jele:
inf A. Ha a pontos alsé korlat eleme is a halmaznak, azaz inf A € A, akkor azt
minimumnak mondjuk. Jele min A.

2.59. Példa. Az

A:{1+4)neN}={5;3;1+4;2.._}
n 3

e infimuma: inf 4 = 1;

halmaz

e szuprémuma: sup A = 5;

e minimuma: nem létezik, mert 1 ¢ A;
e maximuma: max A = 5;

e alulrdl korlatos;

e felulrdl korlatos;

korlatos, mert alulrdl és feliilrdl is korlatos.

2.60. Definicio. Az x € R valds szam abszolutértéke:

2] x, hax >0,
x| =
—x,hax <0

2.61. Példa. A fenti definicié szerint példaul | — 5| = 5.

2.62. Tétel. Egy A C R halmaz pontosan akkor korldtos, ha 1étezik K € R
valés szam, hogy |z| < K minden z € A esetén.
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Bizonyitds:

e Ha A korlatos, akkor alulrdl is és feliilrdl is korlatos, igy 1éteznek
olyan k; és kg valds szamok, hogy x > ki, illetve x < ko minden
x € Aesetén, azaz k1 < x < ko. Legyen

K = max{|k1|; |ka|}.
Ekkor —K < z < K, azaz |z| < K.

e Ha |z| < K, akkor —K < z < K, azaz A minden A-beli elem

nagyobb, vagy egyenld mint — K, tehat A alulrél korlatos és minden

A-beli elem kisebb vagy egyenls, mint K, azaz A feliilr8l korlatos,
igy A korlatos.

Ezzel az éllitast igazoltuk. m

2.63. Definicid. Intervallumoknak nevezziik a valés szamok halmazanak olyan,
legalabb kételemi részhalmazait, amelyeknek barmely két elemiikkel egyiitt az
azok kozott elhelyezkedd osszes valds szam is elemiik.

[a;0] = {z € R|a <x <b} (zértintervallum)

a b
[a;b][={z € R|a < x < b}

a b

la;b] ={z € R|a <z < b}

a b

la;b[={z € Rla < x < b} nyiltintervallum.

a b

2.64. Megjegyzés. Intervallumok az alabbiak is

| —oo;b={z eR|z < b}
la;oo[={z € R|z > a}

b

a

[a;00[={z € R|xz > a} ] = o0ib] = {z € R[z < b}

a b

2.65. Példa. Az A = [1; 8] intervallum esetén

o infA=1;
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sup A = 8§;
min A = 1, mert az infimum eleme az A halmaznak;

max A nem létezik, mert a szuprémum nem eleme a halmaznak;

korlatos, mert alulrdl és feliilrdl is korlatos.

2.66. Példa. Az A = [1; o0] intervallum
o infA=1;
e sup A nem létezik, mert a halmaz feliilr6l nem korlatos;
e min A = 1, mert az infimum eleme az A halmaznak;
e max A nem létezik;
e alulrdl korlatos;
e feliilr6l nem korlatos;
e nem Korlatos, mert feliilrél nem korlatos.

2.67. Megjegyzés. (teljességi axioma) A valds szamok halmazan minden nem
iires, feliilrél korlatos részhalmaznak van pontos felsé korlatja.

2.68. Kovetkezmény. A pontos fels6 korlat fogalma nem vezet ki a valds sza-
mok halmazabdl, ellentétben a racionalis szamok halmazaval. Példaul az

A={zecQl2®<?2}
halmaznak a raciondlis szdmok halmazan nincs pontos fels6 korlatja.

2.69. Definicié. Az z € R valés szam r > 0 sugard kornyezetén a
G(z;r) ={heR||x—h| <r}

halmazt értjiik.

2.70. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy ha |x — h| < r, akkor |h — z| < 7,
ami azt jelenti, hogy —r < h —x < r,azazx —r < h < x + r, igy az x valds
szam r sugaru kornyezete az |z — r; x + r| intervallum.

2.71. Definicié. Az z € A szam az A halmaz belsd pontja, ha z-nek van olyan
kornyezete, amely teljesen benne van az A halmazban, azaz 1étezik r > 0
ugy, hogy G(z;r) C A. Egy halmaz 6sszes belsd pontjainak halmazit A°-el
jeloljiik.

2.72. Példa. Az A =|1;5] halmaznak 5 nem bels6 pontja. Az A halmaz Gsszes
bels6 pontjainak halmaza |1; 5].

2.73. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy halmaz nyilt, ha minden pontja belsé
pont.
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2.74. Példa. Az A =|1;2[ halmaz nyilt; de a B =|1; 5] halmaz nem nyilt, mert
az 5 nem belsd pontja.

2.75. Definicié. Egy halmaz zdrt, ha a komplementere nyilt.

2.76. Példa. Az A = [1;2] halmaz komplementere | — oo; 1[U]2; oo[, ami nyilt,
igy az A halmaz zart.

Léteznek olyan halmazok, amelyek nem nyiltak és nem is zértak, tovabba
olyanok is, amelyek egyarant nyiltak és zartak is. A kovetkezd példdban ilyen
tipusd halmazokat adunk meg.

2.77. Példa. Létezik olyan halmaz, amely nem nyilt és nem is zart, tovabba
olyan is, amely egyidejtileg nyilt is és zart is.
e Az A = [1;2[ halmaz nem is nyilt, ugyanis az 1 nem belsd pontja. Az
A halmaz nem is zdrt, mert a halmaz komplementere | —oo; 1{U[2; 00|,
ami nem nyilt, hiszen a 2 nem bels6 pontja.

o Az () egyidejiileg nyilt és zdrt is. Nyilt, mert minden pontja belsd pont.
Zart, mert a komplemenetre R, ami nyilt.

2.78. Definicié. Az x € A valds szdm az A halmaz hatdrpontja, ha x barmely
kornyezetében van A-beli és R \ A-beli elem. Az A halmaz Gsszes hatdrpont-
jaibol képzett halmazt 9 A-val jeloljiik.

2.79. Példa. Az A = [1;2[ halmaz hatarpontjai 1 és 2.

2.80. Definicié. Az A C R halmaznak az x € R szdm rorldddsi pontja, ha x
barmely kornyezetében van z-t8l kiilonb6zd A-beli elem. Az A halmaz 6sszes
torl6ddsi pontjainak halmazat A’-vel jeldljiik.

2.81. Példa. Az A =|1;2] halmaz 6sszes torl6ddsi pontja [1;2].
2.82. Megjegyzés. A torlédési pont nem feltétleniil eleme a halmaznak.
2.83. Megjegyzés. Minden belss pont torlédasi pont.

2.84. Definicio. Izoldlt pontoknak nevezziik azokat a halmazbeli elemeket, a-
melyek nem torlédési pontok.

2.85. Példa. Az A = [1;3] U {5} halmaznak az 5 izolélt pontja.

2.86. Definicié. Egy halmaz elemeinek a szdmat a halmaz szdmossdgéanak ne-
vezziik. Jele:|A|. Egy halmazt végesnek neveziink, ha elemeinek a szdma
véges.
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Ellenorzo kérdések

Két halmaz uniéjan azt a halmazt értjiik, melynek elemei. ................
Két halmaz metszetén azt a halmazt értjiik, melynek elemei ................
Az A\ B halmazon azt a halmazt értjilkk, melynek elemei ................
Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha ................

Egy 5-elemi halmaz 6sszes részhalmazinak szdma: ................
Ha A C Bés B C A, akkor ................

Ha A, B és C tetszbleges halmazok, akkor AU (BN C) = ...
Ha A, B és C tetszbleges halmazok, akkor AN (BUC) = ...............

A természetes szamok halmazabdl az ................ miveletek nem vezetnek
ki.

. Az egész szamok halmazabdl az ................ miiveletek nem vezetnek ki.

. A raciondlis szamok halmazabdl az ................ miveletek nem vezetnek ki.

. A racionélis és irraciondlis szimok halmazédnak unidja a ................
. A de-Morgan azonosség szerint (AU B)¢ =................
. A de-Morgan azonosség szerint (A N B)¢ =................
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3. Relaciok

3.1. Definicié. Legyenek A és B halmazok. Ekkor az (a;b) szimbolumot ren-
dezett elempdrnak nevezzik, haa € A ésb € B, tovabbd az (a;b) = (c;d)
egyenléség pontosan akkor teljesiil, haa = cés b = d.

3.2. Definicio. Az A és B halmaz Descartes-szorzatan azt az A X B-vel jelolt
halmazt értjiik, melynek elemei olyan rendezett elemparokbdl dllnak, melyek
elsd tagja az A, masodik tagja a B halmazbdl val6, azaz

AxB={(a;b)|a€c A, be B}.
Az A halmaz 6nmagdval vett Descartes-szorzatat szokds A2-el is jelolni:
A% = A x A.
3.3. Példa. Tekintsiik az A = {1; 3} és B = {2; 4} halmazokat! Ekkor
AxB={(1;2), (1;4), (3;2), (3; 9},
masrészt
BxA={(21),(2;3), (4 1), (4 3)},

amibdl lathat6, hogy A x B és B x A nem egyenl&ek, tehat a Descartes-szorzat
nem-kommutativ mivelet.

3.4. Megjegyzés. Az
R* =R xR = {(z;y) |2,y € R}

halmaz elemei megfeleltethetéek a ,.kétdimenzids Descartes-féle koordinata-
rendszer” pontjainak, ha rogzitiink egy koordindtarendszert.

3.5. Definicié. Az Ay, Ao, ..., A, halmazok Descartes-szorzatan az

Ap x Ag X ... x Ay ={(ar;a9;...;an) a1 € Arya2 € Ag;. . 5a, € Ay}

halmazt értjiik. Magukat az (a1; as; . . . ; a,,) elemeket rendezett szdm n-eseknek
nevezziik. Haaz Aq, Ao, ..., A, halmazok egyenlGek, akkoraz Ax Ax...x A

,n"-tényezds Descartes-szorzatot szokds A™-el is jelolni.
3.6. Megjegyzés. Az
R =R xRxR={(z;y;2)|z,y,2 € R}

halmaz elemei megfeleltethetéek a ,haromdimenziés Descartes-féle koordina-
tarendszer” pontjainak, ha rogzitiink egy koordinatarendszert.
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3.7. Példa. A [0;1] x [0;2] Descartes szorzat dbrazoldsa:

2

z

3.9. Definicié. Két halmaz Descartes-szorzatanak barmely részhalmazat reld-
cionak nevezziik. Pontosabban, ha A és B nem iires halmazok, dgy az A x B
halmaz tetsz6leges részhalmazat az A és B halmaz kozotti reldcionak nevez-
ziik.

3.10. Példa. Legyen A = {1; 2}, B = {2; 3}. Ekkor p = {(1;2); (2;3)}
relaci6 A és B kozott.

3.11. Megjegyzés. Amennyiben p egy reldci6, ugy azt, hogy az (a, b) elempdr
benne van a relacidban gy is kifejezhetjiik, hogy az a elem relacidoban van a b
elemmel, amit az apb kapcsolattal jelolhetiink.

3.12. Definicié. Legyen o C A x B egy reldcid. A

D,={zecA

létezik y € B ugy, hogy (z;y) € o},

illetve

halmazt a g rel4cid értelmezési tartomdnydnak nevezziik.
3.13. Definicié. Legyen o C A x B egy relacid. Az
R,={yeB

létezik x € A dgy, hogy (x;y) € o}
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halmazt a g reldcio értekkészletének nevezziik.

3.14. Példa. Tekintsik az A = {—1,0,1} és a B = {—1,0} halmazokat,
tovabbd legyen
o={(a,b)|a-b=0} C Ax B.
a) Irjuk fel az A x B halmazt!
b) Irjuk fel a reldcié elemeit!

¢) Hatdrozzuk meg a reldci6 értelmezési tartoménydt €s értékkészletét!
Megoldas:

a) ElGszor felirjuk az A x B halmazt:
AxB= {(_17 _1)7 (_17 0)7 (07 _1)7 (O7O)a (17 _1)7 (170)}-

b) A relacié6 elemei:
0= {(_170)7 (07 _1)7 (070)7 (170)}'
c) A reléci6 értelmezési tartomanya a reldcioban szerepld elempérok elsé ko-

ordindtdjabol 4ll6 halmaz, értékkészlete a masodik koordinatdkbol 4116 hal-
maz:

D,={-1,0,1}, R,={-1,0}.
3.15. Definicié. Egy o C A x B reldci6 inverzén az
o ' ={(bia) € Bx A|(b;a) € o}
relciot értjiik.
3.16. Példa. A
0={(1;2); (1;5); (3;4)}
relédcid inverze az

ot ={(21); (5:1); (4:3)}
relacid.
3.17. Definicidé. Legyenek A, B, C adott halmazok, o1 C AxXBés go C BxC
adott reldciok. A g1 és g2 relacidk kompoziciojan a
020 01 = {(a;c) | 1étezik b € B tgy, hogy (a;b) € o1, (b;c) € 02}

rel4ciot értjiik.
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3.18. Példa. Tekintsiik a
01 = {(1;2); (2;3); (2;5); (4:6)}

2

ésa
02 = {(2:3); (3;5); (3;6); (5 1)}
reldcidkat. Ekkor
02001 ={(1;3); (2;5); (2;6); (2 1)}.
3.19. Definicié. Ha o egy reldcié és C' C D,, akkor a
olc ={(z;y) € oz € C}
reldciot a p relacié C-re valo lesziikitésének nevezzik.

3.20. Definicié. Legyen adott az A halmaz. Azt mondjuk, hogy az o C A x A
relécié

(1) reflexiv, ha minden elem reldciéban van dnmagdaval, azaz ha xox min-

den z € A esetén;

(2) irreflexiv, ha minden x € A esetén (z;x) ¢ o;

(3) szimmetrikus, ha xoy-bol kovetkezik, hogy yox minden z,y € A;

(4) antiszimmetrikus, ha xoy és yox, akkor x = v;

(5) tranzitiv, ha xoy és yoz, akkor xpz;

(6) teljes vagy linedris, ha oy vagy yox teljesiil.

3.21. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy relaci6
e ckvivalencia reldcid, ha reflexiv, szimmetrikus €s tranzitiv;

o félig rendezési reldcio, vagy parcidlis rendezés, ha reflexiv, antiszim-
metrikus €s tranzitiv;

e rendezési reldcio, ha olyan félig rendezés, amely teljes is;
e gyenge rendezés vagy preferencia, ha reflexiv, tranzitiv és teljes.
3.22. Példa. A valés szdmok halmazan az ,,egyenlGség” ekvivalencia relacio!
Azaz, ha
A=R, o: ,egyenléség”,
akkor p ekvivalencia relacié A-n, ugyanis a relacié
e reflexiv, mert ¢ = a minden a € R esetén

e szimmetrikus, mert ha a = b, akkor b = a

e tranzitiv, merthaa = b és b = ¢, akkor a = c.
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3.23. Definicié. Legyen A egy tetsz6leges halmaz. Egy C halmazrendszer osz-
tdlyozds az A halmazon, ha C az A nemiires részhalmazaibdl 4ll és minden
A-beli elem pontosan egy C-beli halmaznak eleme, tovabba a C halmazrend-
szerbeli halmazok uniéja az A halmaz. A C halmaz elemeit osztdlyoknak ne-
vezziik.

3.24. Megjegyzés. Az A halmaz nemiires részhalmazainak egy rendszerét osz-
tdlyozdsnak nevezziik, ha az elemei paronként diszjunktak és egyesitésiik az A
halmaz.

3.25. Példa. Tekintsitkaz A = {1;2; 3;4;5;6} halmazt. EkkoraC = {A;; Ay}
halmazrendszer, ahol

Ap={1;3;5} Ay ={2;4;6}

osztalyozéasa az A halmaznak, ugyanis teljesiilnek az aldbbi tulajdonsdgok:

o Ay #0, Ay # 0;
o A1 N Ay =10
e AJUA, = A.

3.26. Tétel. Minden ekvivalencia relaci6 1étrehoz egy osztalyozast: két elem
egy osztilyba tartozik, ha reldciéban dllnak egymadssal.

3.27. Példa. Tekintsiik alaphalmaznak az egész szamok halmazat és legyen
o= {(z;y) € Z°|2|(x +y)}.
A relaci6
e reflexiv, mert zox, hiszen (z; ) € p, mert
2|z + ) =2
minden x € Z esetén,;
e szimmetrikus, hiszen ha (x;y) € g, akkor (y; z) € o, ugyanis, ha
2(z+y) = 2ly+a)
minden z,y € Z esetén;
e tranzitiv, ugyanis, ha (x;y) € g és (y; z) € o, akkor
2[(z +y), 2y + 2),
azaz léteznek olyan k és [ egész szamok, hogy
2k=x+y
20=y+ 2.
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Ekkor a fenti egyenleteket 0sszeadva azt kapjuk, hogy
x+z=2k+ 2] — 2y,
igy 2|(z + z), kovetkezésképpen (x; z) € p.
A reldci6 tehat reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, igy ekvivalencia reldcid,
tehat 1étrehoz egy osztilyozdast. Nyilvdn végtelen sok olyan szdm van, ame-
lyek egymdssal reldcidban vannak. A pdros szdmok a parosakkal reldciéban
allnak, hiszen két pdros szdm Osszege péaros. A pératlan szdmok szintén reléd-

ci6ban dllnak egymadssal, mert két paratlan szdm Osszege pdros. A paros és
paratlan szdmok unidja a teljes egész szdmok halmaza. Azt kaptuk tehdt, hogy

C = {{péros szdmok}; {pératlan szdmok} }
osztalyozas, amit a o relacié hoz l1étre.

3.28. Relaciok a kozgazdasagtanban. Legyen A egy olyan halmaz amelynek
az elemei azok a lehet8ségek (javak, szolgaltatisok, stb.) amelyekbdl a fo-
gyaszté valaszthat. Ha az egyed vdlasztani akar, akkor rendelkeznie kell vala-
miféle olyan véleménnyel az A halmaz elemeirdl, amelynek alapjan eldontheti
azt, hogy két elem koziil melyiket értékeli tobbre, melyiket ,,preferdlja” jobban.

Ha példaul = a jobb az y-ndl, akkor ezt ugy fogjuk jelolni, hogy = > y.
Induljunk ki egy tetsz6leges >~ relaciébol. Ekkor az alabbi négy, egymast kizard
eset lehetséges:

o 1 és y kozombosek (indifferensek), ha x > y ésy >~ z, jele: z ~ y;
e x és y nem Osszehasonlithatéak, ha z % y és y - z, jele: x7y;

e 1 szigortan preferdlt y-hoz képest, ha x = y és y ¥ x, jele: x > y;
e y szigordan preferdlt z-hez képest, hay = x és x £ v, jele: y > x.

Megmutathat6, hogy ha > gyenge rendezés az A halmazon, akkor a k6z6m-
bosség (indifferencia) ekvivalencia-reldcid. A raciondlis dontést hoz6 személyt
gyenge rendezés (preferencia) jellemez.

A preferencia hdrom axiémdja kozill a reflexivitds természetes, ezért a
tranzitivitds és a teljesség az, amivel empirikus szempontbdl foglalkozni kell.
Hozhat6 érv mindkét feltételezés mellett és ellen is.

A teljesség példaul azzal kritizalhat6, hogy tilsagosan erds feltevés: nem
biztos, hogy a fogyaszt6 barmely két fogyasztési cikket 6ssze tud hasonlitani.
A tranzitivitas mellett sz6l, hogy bizonyos szabalyok szerint dontiink, akkor
kovetkezetes dontéseket igyeksziink hozni.

Ugyanakkor a tranzitivitas ellen szl bizonyonos esetekben példaul az em-
beri érzékelés. Példaul tegyiik fel, hogy valaki a lakasa fiitésénél a 19 és 20
fok valamint a 20 fok és 21 fok kozott nem tud kiilonbséget tenni (k6z6mbos)
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szdmdra, de a 21 fokot mar jobban preferdlja, mint a 19 fokot. Ekkor 19 ~ 20
és 20 =~ 21 de 21 = 19, ami ellentmond a tranzitivitasnak.

Egy érdekes eset, melyet Pearce ir le. Képzeljiik el, hogy X tir vendégsében
vacsorazik, és a végén a gylimolcs fogdsnal az elsd 1épésben egy kis és egy nagy
alma koziil vdlaszthat. A kisebbiket védlasztja, mert éhes ugyan, de j6lnevelt. A
madsodik kindldsndl egy nagy korte és egy kis alma koziil valaszthat, és a kortét
védlasztja, mert éhes. A harmadik kinédldsndl egy nagy alma és nagy korte koziil
az almdt vdlasztja, mert azt jobban szereti. Matematikailag:

kis alma > nagy alma
nagy korte > kis alma
nagy alma > nagy korte,
amibdl a tranzitivitas feltétele miatt:
kis alma > nagy alma > nagy korte > kis alma

adodik, ami ellentmondds. Itt kiillonb6z6 koriilmények kozott a dontés kiilon-
bdz6 motivacidja erdsodik meg.
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Ellenorzo kérdések

Egy relaci6 ekvivalencia rel4cid, ha ................

Egy relaci6 rendezési relacio, ha ................

Egy R C A x A reldci6 reflexiv, ha ................

Egy R C A x A relaci6 szimmetrikus, ha ................
Egy R C A x A reldcio tranzitiv, ha ................

Ha az A halmaz 3 elemii és a B halmaz 6 elemii, akkor A x B elemeinek a
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4. Fiiggvények

4.1. Megjegyzés. Ebben a szakaszban a D halmaz a valés szamok halmazdnak
egy tetszbleges, nem lires részhalmazat jeloli.

4.2. Definicio. Legyenek A és B halmazok. Az f C A x B reldciét fiigg-
vénynek nevezzilk, ha az A halmaz minden eleme legfeljebb egy B halmazbeli
elemmel 4ll reldcidban.

4.3. Megjegyzés. A relacioknal kordbban definidlt értelmezési tartomany, ér-
tékkészlet, lesziikités fogalmak véltozatlan formdban érvényesek a fiiggvények-
re is, hiszen a fiiggvényeket, mint specidlis reldciokat deifinidltuk.

4.4. Megjegyzés. Ha az f reldcio fiiggvény, akkor az f C A x B jel6lés helyett
az f: A — Bjelolést hasznaljuk, tovdbbd ha (x; y) € f, akkor azt ugy jeloljiik,
hogy f(z) = vy, és tgy olvassuk ki, hogy az f fiiggvény = helyen felvett he-
lyettesitési értéke y, vagy hogy az f fliggvény az x elemhez az y elemet rendeli
hozza.

4.5. Példa. Legyen A = {1;2}, B = {1;2; 3;4}, és tekintsiik a
0= {(z;y) |y = 2%}
reldciot. Ekkor

e ={(1;2); (% 4)}.
Az igy definialt reldcio fiiggvény, melynek értékkészlete Ry = {2;4}.

4.6. Definici6. Az f: D — R figgvény grafikonjanak nevezziik az
graf(f) = {(z;y) |z € D}

halmazt.

4.7. Definicio. Az f: D — R fiiggvénynek az x(y € D helyen zérushelye van,
ha f(l’o) =0.

4.8. Megjegyzés. A zérushely meghatarozisa egy egyenlet megolddsat jelenti.
4.9. Példa. Az f(z) = 2% — 1 fiiggvény zérushelyeit az

2—1=0
egyenlet megoldasaval kapjuk, amibdl dtrendezés utdn z? = 1 adédik, igy azt
kapjuk, hogy z; = 1, 29 = —1.
4.10. Definicio. Az f: D — R fiiggvény
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e alulrdl korldtos, ha az értékkészlete alulrdl korlatos;
o feliilrdl korldtos, ha az értékkészlete feliilrdl korlatos;
e korldtos, ha az értékkészlete korlatos.

4.11. Definicié. Az f: D — R fiiggvény infimuma, illetve szuprémuma az
értékkészletének infimuma, illetve szuprémuma.

4.12. Példa. Az f: [-1;2[— R, f(x) = 2? fiiggvény grafikonja:

3

25

=3 25 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

A fiiggvény
o értékkészlete: Ry : [0;4];
e infimuma: inf (f(z)) = 0;
e szuprémuma: sup (f(z)) = 4;

e korlatos, mert alulrél és feliilrdl is korlatos.

4.13. Definicio. Az f: D — R fiiggvény

e monoton novekvd, ha minden x1,x2 € D esetén, melyre z; < o9,
teljesiil, hogy f(z1) < f(z2);

e monoton csokkend, ha minden x1,x2 € D esetén, melyre x1 < xo9,
teljesiil, hogy f(x1) > f(72);

e szigorian monoton novekvd, ha minden x1,z9 € D, x1 < x2 esetén
f(x1) < f(z2);

e szigorian monoton csokkend, ha minden x1,x2 € D, 1 < x5 esetén

f(@1) > f(x2).
4.14.Példa. Az f: R — R, f(x) = x? fiiggvény grafikonja:
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A fiiggvény szigordan monoton csokkend, ha z < 0, és szigordan monoton
novekvd, ha x > 0.

4.15.Példa. Az f: R — R, f(z) = 2" fiiggvény grafikonja:

8
7

6

-4 -3.5 -3 25 -2 1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35
A fiiggvény szigorian monoton ndvekvo.

4.16.Példa. Az f: R — R,

-1, haxz<0
f(x) =sgn(z) = 0, haz=0
1, haxz>0

(szignum fliggvény) monoton névekvd, de nem szigorian monoton ndvekvo.
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0.5

-0.5

4.17. Definicio. Az f: D — R fiiggvénynek az z( helyen

e maximuma van, ha f(z) < f(xg) minden x € D esetén, azaz ha
f(x) az f értékkészletének legnagyobb eleme;

e minimuma van, ha f(x) > f(xg) minden z € D esetén, azaz ha
f(zg) az f értékkészletének legkisebb eleme.

4.18. Definicio. Az f: D — R fuggvénynek az x helyen szélséértéke van, ha
minimuma vagy maximuma van az o helyen.

4.19. Példa.

e Az f: R = R, f(z) = 2? fiiggvénynek az x¢ = 0 helyen minimuma
van.

e Az f: R — R, f(z) = —a? fiiggvénynek az o = 0 helyen maxi-
muma van.

o Az f: R\ {0} = R, f(z) = L fiiggvénynek nincs széls6értéke.

e Az f: R — R, f(z) = sinz fiiggvénynek minimuma és maximuma
is van.

4.20. Definicio. Az f: D — R fiiggvénynek az z( helyen

o [okdlis (helyi) maximuma van, ha létezik € > 0 valés szam dgy, hogy
f(z) < f(xo) minden = €|xg — £; x0 + €] esetén, azaz ha f-nek van
olyan kornyezete, amelyben f(x) a legnagyobb fiiggvényérték;

o [okdlis (helyi) minimuma van, ha létezik ¢ > 0 valds szdm gy, hogy
f(z) > f(xo) minden x €|xg — &;x0 + €] esetén, azaz ha f-nek van
olyan kornyezete, amelyben f(z) a legkisebb fiiggvényérték.
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4.21. Definicié. Az f: D — R fiiggvénynek az x( helyen lokdlis szélséértéke
van, ha lokdlis minimuma vagy lokdlis maximuma van az x( helyen.

4.22. Megjegyzés. Minden globalis sz¢élsGérték egyben lokalis szElsGérték is.

4.23. Példa. Az alabbi fiiggvénynek lokadlis minimuma és lokalis maximuma
is van:

‘ ‘ ‘ ‘ 0 Iokélis‘maxim‘um ‘ ‘
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

4| lokalis minimum

4.24, Megjegyzés. Ha létezik olyan e pozitiv valés szam, hogy az f: D — R
fiiggvény monoton csokkend az [z — &; x| intervallumon és monoton névekvd
az [xo, o + €] intervallumon, akkor f-nek az x helyen lokélis minimuma van.

4.25. Megjegyzés. Ha létezik olyan e pozitiv valés szam, hogy az f: D — R
fiiggvény monoton novekvd az [x¢ —e; x| intervallumon és monoton csokkend
az [zo; xo + €] intervallumon, akkor f-nek az z helyen lokalis maximuma van.

4.26. Definicié. Legyen I egy nyilt intervallum. Az f: I — R fiiggvény

e konvex, ha minden u,v € I, u < v esetén az (u; f(u)) és (v; f(v))
pontokat 6sszekotd szakasz az f fiiggvény felett halad, azaz ha min-
den u,v € I és minden ¢ € [0; 1] esetén

Fltut (=) v) <t flu) + (1 —1)- f(v).
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20
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e konkdv, ha minden u,v € I, u < v esetén az (u; f(u)) és (v; f(v))
pontokat sszekotS szakasz az f fiiggvény alatt halad, azaz ha minden
u,v € I és minden ¢ € [0; 1] esetén

flt-ut(Q=t)-v) >t flu)+ (1 —1t)- f(v).

S A Nbjon s o\® o wn

4.27.Példa. Az f: R — R, f(z) = 22 fiiggvény konvex.
x)

4.28.Példa. Az f: R — R, f(z) = —2? fiiggvény konkav.

4.29. Definicié. Legyen [ nyilt intervallum. Azt mondjuk, hogy az f: I — R
fliggvénynek az xg € I helyen inflexios helye van, ha xg-ban megvaltozik a
konvexitdsa, azaz létezik ¢ > 0 dgy, hogy az [xo — &; x| intervallumon f
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konkdv és az [zo; xo + €] intervallumon konvex, vagy az [z¢ — &; z¢] interval-
lumon f konvex és az [zo; xo + €] intervallumon konkav.

4.30. Példa. Az f(r) = sinx figgvénynek x = k - 7w a (k € Z) helyeken
inflexids helyei vannak.

4.31. Definici6. Legyen a D halmaz szimmetrikus az origéra. Azt mondjuk,
hogy az f: D — R fiiggvény

e pdros,ha f(—xz) = f(x) minden x € D esetén;

e pdratlan, ha f(—x) = — f(x) minden x € D esetén.

Bizonyos mérnoki szdmoldsokban fontos, hogy egy fiiggvény pdros vagy
paratlan-e (esetleg egyik sem). Példdul egy fiiggvény 4ltal hatdrolt siklemez
sulypontjinak kiszdmitdsanal.

4.32. Megjegyzés. Egy fiiggvény
e paros, ha a grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre;
e paratlan, ha a grafikonja kézéppontosan szimmetrikus az origdra.
4.33.Példa. Az f: R — R, f(z) = 2 + 4 fliggvény pdros, mert
f(=2) = (—z)* +4=2>+4= f(2) (z € R).
4.34.Példa. Az f: R — R, f(z) = 23 + = fiiggvény pdratlan, mert
f(=a) = (=)' + () = —a* —2 = —@* +2) = —f(@2)  (@ER).

4.35. Megjegyzés. A trigonometrikus fiiggvények kozill a sin z, tg x és ctgx
figgvények paratlanok, mig a cos z fiiggvény paros.

4.36. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f: R — R fiiggvény periddikus, ha van
olyan p € R val6s szdm, hogy minden x € R esetén f(z + p) = f(x).

Ha az f fiiggvény periddikus, akkor végtelen sok megfelels p érték van. Ha a
definiciéban meghatdrozott tulajdonsagui p értékek halmazinak van legkisebb
eleme, akkor ezt a szdmot az f fiiggvény periodusanak nevezziik.

4.37. Példa. A trigonometrikus fiiggvények periddikusak. A szinusz és a koszi-
nusz fliggvények periddusa 2, a tangens és a kotangens fiiggvények periédusa
.

4.38. Definicié. Az f: D —- Résag: D — R fiiggvények
o dsszege (f +9)(z) = f(z) + g(x), x € D;
o kiilonbsége (f — g)(z) = f(z) — g(x), z € D;

o scorzata (f - g)(x) = f(z) - g(a), x € D;
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e hdnyadosa £($) = @ ha g(z) # 0, z € D esetén.

g9(z)

4.39. Tétel. Paros fiiggvények Gsszege paros.

Bizonyitds: Ha f és g paros fuggvények, akkor egyrészt f(—x) = f(z), mas-
részt g(—x) = g(x). Legyen h(z) = (f + g)(z). Ekkor

h—z) = (f +9)(=2) = f(-2) + g(—2) = f(x) + g(z) =
= (f +9)(x) = h(z),
igy h(—x) = h(x), tehdt h valéban péros. m
4.40. Tétel. Paros fiiggvények kiilonbsége paros.

Bizonyitds: Ha f és g péaros figgvények, akkor egyrészt f(—x) = f(z), més-
részt g(—z) = g(z). Legyen h(z) = (f — g)(x). Ekkor

W=z) = (f = 9)(=2) = f(=z) — g(—x) = f(z) — g(z) =
igy h(—x) = h(x), tehdt h valéban péros. m
4.41. Tétel. Paros fiiggvények szorzata paros.

Bizonyitds: Ha f és g péros fiiggvények, akkor egyrészt f(—x) = f(z), més-
részt g(—z) = g(x). Legyen h(z) = (f - g)(x). Ekkor

h—z) = (f-9)(=2) = f(-x) - g(—x) =
= f(@)-g(x) = (f - 9)(z) = h(=),
tehat h(—x) = h(x), igy h paros. m
4.42. Tétel. Paros fiiggvények hanyadosa paros.

Bizonyitds: Ha f és g péros fiiggvények, tovabba g(z) # 0, akkor egyrészt
f(=z) = f(z), masrészt g(—x) = g(z). Legyen h(x) = (f/g)(z). Ekkor

=)= (1) (o) = 220 = 28— (D) @) = o,

g g(—=x)  g(x) g

tehat h(—x) = h(x), igy h péaros. m

4.43, Tétel. Paratlan fiiggvények Osszege paratlan.
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Bizonyitds: Ha f és g pératlan fuggvények, akkor egyrészt f(—x) = — f(x),
maésrészt g(—z) = —g(x). Legyen h(z) = (f + g)(x). Ekkor
h(—x) = (f +9)(=z) = f(=z) + g(—z) =
= —f(x) —g(z) = =(f + 9)(x) = —h(z),
tehat h(—x) = —h(x), igy h paratlan. m
4.44. Tétel. Paratlan fiiggvények kiilonbsége paratlan.
Bizonyitds: Ha f és g pératlan figgvények, akkor egyrészt f(—x) = — f(x),
masrészt g(—x) = —g(x). Legyen h(z) = (f — g)(x). Ekkor
h—x) = (f = g)(=z) = f(=z) — g(—x) =
= —f(x) +9(z) = =(f — 9)(x) = —h(z),
tehat h(—x) = —h(x), igy h paratlan. m
4.45. Tétel. Paratlan fiiggvények szorzata paros.
Bizonyitds: Ha f és g pératlan fiiggvények, akkor egyrészt f(—x) = — f(x),

mdsrészt g(—z) = —g(x). Legyen h(x) = (f - g)(x). Megmutatjuk, hogy h
paros:

h—z) = (f-9)(=2) = f(=2) - 9(—2) =
=—f() (- g(@) = (f 9)(x) = h(x),
tehdt h(—z) = h(x), igy h valdban péros. m
4.46. Tétel. Paros fiiggvények hanyadosa péros.

Bizonyitds: Ha f és g paratlan fuiggvények, tovabba g(z) # 0, akkor egyrészt
f(=) = —f(x), masrészt g(—z) = —g(x). Legyen h(z) = (f/g)(x). Meg-
mutatjuk, hogy h péaros:

o= (D)o - 1218 (1)

tehdt h(—xz) = h(x), igy h valéban péros. m

4.47. Definicié. Az f: D — B C R fiiggvény
e injektiv, ha kiilonb6z6 elemekhez kiilonb6z6 elemeket rendel, azaz,
ha minden x1,x2 € D, x1 # x9 esetén f(x1) # f(z2);
e sziirjektiv, ha minden értékkészletbeli elem megjelenik képként, azaz
ha R f= B 5
e Dijektiv, ha injektiv €s sziirjektiv.
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4.48.Példa. Az f: R — R, f(x) = 2? fiiggvény

e nem injektiv, mert példdul f(—1) = f(1), azaz a —1-hez és az 1-hez
ugyanazt az értéket rendeli;

e nem sziirjektiv, mert az értékkészlete a nemnegativ valds szdmok hal-
maza, igy a negativ valés szamok nem jelennek meg értékként;

e nem bijektiv, hiszen nem injektiv és nem is sziirjektiv.
4.49. Példa. Az f: [0;00[— R, f(z) = 22 fiiggvény
o injektiv, mert kiillonb6z6 elemekhez kiilonb6z6 elemeket rendel;

e nem sziirjektiv, mert az értékkészlete a nemnegativ valds szdmok hal-
maza, igy a negativ valés szdmok nem jelennek meg értékként;

e nem bijektiv, mert nem sziirjektiv.
4.50. Példa. Az f: [0; 00— [0; 00], f(z) = 2 fiiggvény
e injektiv, mert kiilonb6z6 elemekhez kiilonb6z6 elemeket rendel;

e sziirjektiv, mert az értékkészlete a nemnegativ valds szimok halmaza,
ami megegyezik a [0; co[ intervallummal;

e bijektiv, mert injektiv és sziirjektiv.

4.51. Megjegyzés. Az f: D — R fiiggvény pontosan injektiv, ha minden
x1,x2 € D esetén, melyre f(z1) = f(x2), teljesiil, hogy x1 = x3.

4.52. Megjegyzés. Egy fiiggvény pontosan akkor injektiv, ha a fiiggvény grafi-
konjat ,,vizszintes vonalakkal elmetszve mindenhol legfeljebb egy metszéspon-
tot kapunk”.

4.53. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: D — R fiiggvény invertdlhato, ha
az inverze is fiiggvény.

4.54. Példa. Tekintsiik az
A={-1;1;2}

B =1{1;2;3;4;5}
halmazokat, valamint az ezen halmazok kozotti
o={(a;b) € Ax B|b=d?}
relaciét. Ekkor a reldcio:

o={(-1;1);(1;1);(2;4)}.
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Ez a reléci6 fiiggvény is, mert egyértelm( hozzarendelés. Mint reldciénak, az
inverze

ot ={(1;-1);(1;1); (4:2)}.

Ez a relaci6 azonban nem fiiggvény, mert az 1-hez a —1-et és az 1-et is hoz-
zéarendeli, kdvetkezésképpen, a fliggvény nem invertdlhatd, mert az inverze nem
fiiggvény.

4.55. Példa. Tekintsiik az
A={1;2}

B =1{1;2;3;4;5}
halmazokat, valamint az ezen halmazok kozotti
o={(a;b) € Ax B|b=2a}
relaciét. Ekkor a relaci6

0=1{(1;2);(2;4)}.

Ez a reléci6 fiiggvény is, mert egyértelm{ hozzarendelés. Mint reldciénak, az

o ={(21):(42)}.

Ez a relacid is fiiggvény, mert egyértelmi hozzarendelés, kovetkezésképpen, a
fliggvény invertalhatd, mert az inverze is fliggvény.

4.56. Megjegyzés. A definici6 alapjan nyilvanvald, hogy egy f: D — R fiigg-
vény pontosan akkor invertdlhatd, ha injektiv.

4.57. Példa. Az f: R — R, f(x) = 22 fiiggvény nem invertalhatd, mert nem
injektiv.

4.58. Definici6. Legyenek D és H a valés szamok halmazanak tetszGleges
részhalmazai, tovabba f, illetve g a D, illetve H halmazon értelmezett valés
értékd fiiggvények. A g és f fiiggvények kompozicidjan vagy osszetett fiigg-
vényénago f: D - R
go f(z) =g(f(2))

fliggvényt értjiik.
4.59. Példa. Legyen f(z) = |z, g(x) = 2. Ekkor

go f(x) =g(f(x)) = g(jz|) = |«|* = 2*;

fog(z) = f(g(x)) = f(z*) = |2*| = 2.
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4.60. Példa. Legyen f(z) = = + 2, g(x) = 2. Ekkor
go fx) =g(f(x)) = g(x +2) = (x +2)%
fogla) = f(g(x)) = f(z*) = a* + 2.
4.61. Példa. Legyen f(z) = sinz, g(x) = 2z + 6. Ekkor
go f(z) =g(f(z)) = g(sinz) =2 -sinz + 6;
fog(x) = f(g(z)) = f(2z + 6) = sin(2z + 6).
4.62. Megjegyzés. Az el6bbi példak mutatjak, hogy a fiiggvénykompozicié
mivelete nem kommutativ, azaz dltaldban
fogle)#go ().

4.63. Megjegyzés. Haaz f: D — R fiiggvény invertalhatd, és az inverze f~1,
akkor

—_—

fofa)=f"oflx) =z

4.64. Példa. Az f: R — R, f(z) = 2z — 2 figgvény invertdlhatd, mert in-
jektiv, azaz kiilonboz6 elemekhez kiilonbozé elemeket rendel. Az el6bbi meg-
jegyzés alapjan
z=fof HNa)=f(f (@) =2 f(z) -2
azaz
=2 fl(z)-2.

Ebbdl f~1(x)-et kifejezve az inverz fiiggvényre

r+2 1

f_l(ﬂf) B = §ZE + 1

adodik. Az f(z) fiiggvény és inverzének grafikonja az aldbbi dbran lathat6:

o
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Léthat6 a fiiggvények grafikonjain, hogy az f~!(x) fiiggvény grafikonja tenge-
lyesen szimmetrikus az f(x) fiiggvény grafikonjéra.
4.65. Példa. Az f: R — R, f(x) = 27 fiiggvény invertdlhat6, mert injektiv,
azaz kiilonbozé elemekhez kiilonbozd elemeket rendel.
_ _ -1
= fo T @) = (/7 (@) =27,

amibsl f~!(z)-et kifejezve az inverz fiiggvényre

fHz) =logy(z) (2 >0)
adodik. Az f(z) fiiggvény és inverzének grafikonja az aldbbi dbran lathato:

’

~
N
NS\ N w R ® N ® Q

0/1234567891011121314151617

Léthat6 a fiiggvények grafikonjain, hogy az f~!(x) fiiggvény grafikonja tenge-
lyesen szimmetrikus az f(x) fiiggvény grafikonjéra.
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Egy relacio fiiggvény, ha ................

Az f: D — R zérushelye zg, ha ................

Az f(z) = 23 — 322 fiiggvény zérushelyei: ................
Péros fiiggvények Osszege ................

Pératlan fiiggvények szorzata ................

Egy fiiggvény korlatos, ha ................

Az f: D — R fiiggvény monoton ndvekvd, ha ................

Az f: D — R fiiggvény monoton csokkend, ha ................

Az f: D — R fiiggvény szigordan monoton ndvekvd, ha ...
. Az f: D — R fliggvény szigordan monoton csokkend, ha
. Az f: I — R fiiggvény konvex, ha ................

. Az f: I — R fiiggvény konkav, ha ................

. Ha az f fiiggvény konvex, akkor —f ...............

. Haaz f fiiggvény konkdyv, akkor —f ................

. Az f(x) = 2" fiiggvény inverze ................

. Az f(x) =logyx (x> 0) fuggvény inverze ................
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5. Elemi fiiggvények

5.1. Megjegyzés. Megallapodunk abban, hogy ebben a fejezetben, ha mast nem
mondunk, akkor n tetsz6leges egész szdmot fog jeldlni.

5.2. Definicio. Legyenek ag, aq,...,a, tetsz8leges valos szamok és a,, # 0.
Ekkor a

Plx)=an 2" +apn1- 2" ' +... +a1-z+ap

fliggvényt n-edfokii polinomfiiggvénynek nevezziik.

5.3. Definicio. Az f(x) = m-x+ b fiiggvény els6fokd polinomfiiggvény, ahol
me-et a fliggvény meredekségének mondjuk.

5.4. Megjegyzés. Az els6foki polinomfiiggvények grafikonja egyenes.

5.5. Definicié. Az f(z) = m - x + b els6fokd polinom fiiggvény irdnyszogén
azt az 0 < o < 7 szoget értjilk, amelyre m = tga teljesiil.

5.6. Példa. Az f(x) = 2z — 4 fuggvény grafikonja:

7 6 5 -4 3 2 A1 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

N -

s

e Az egyenes meredeksége: m = 2.
e Az egyenes irdnyszoge: o ~ 63,43°.

5.7. Tétel. Ha f(x) és g(x) olyan polinomok, hogy g(x) sehol sem zérus, akkor
egyértelmien léteznek olyan h(x) és m(x) polinomok, hogy

F(z) = g(x) - h(z) + m(z)

és m(x) fokszdma g(x) fokszamanal kisebb.

5.8. Példa. Legyen f(z) = 2® + 7z + 13 és g(z) = x + 3. Ekkor
2?4+ Tr+13=(2+3) (x+4)+1.
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5.9. Megjegyzés. Az el6bbi tételt a maradékos osztds tételének nevezziik és
azt az eljarast, amely segitségével elvégezziik két polinomfiiggvény osztasat,
euklideszi algoritmusnak nevezziik. Az f(z) polinomot az aldbbi médon oszt-
hatjuk el g(x)-el:
e Elsdként az f(x) legnagyobb fokszamu tagjat elosztjuk g(x) legna-
gyobb fokszadmu tagjdval.

e Misodik 1épésben a kapott kifejezést megszorozzuk g(z)-el és a ka-
pott polinomot f(x) ald irjuk le.
e Harmadik 1épésben az f(x)-bdl kivonjuk a megkapott polinomot.

e Az eljarast folytatjuk addig, amig a ,.kivonds” utdn olyan polinomot
nem kapunk, amelynek a fokszdma g(x) fokszamanal kisebb lesz.

5.10. Példa. Az eldbbi eljards illusztralasara az 23 — 6224152 — 550 polinomot
elosztjuk az (z — 10) polinommal:

(23 —622 + 152 — 550) : (x — 10) = 22 + 4z + 55
—(23-102?)
422 + 152 — 550
—(42* — 40x)
552 — 550
— (552 — 550)
0
Azt kaptuk tehat, hogy
2% — 622 4+ 152 — 550 = (2 — 10) - (z? + 4z + 55).

5.11. Tétel. Ha f(x) egy polinom és ¢ gyoke f(x)-nek, azaz f(c) = 0, akkor
f(x) oszthat6 (x — c)-vel, azaz 1étezik olyan h(z) polinom, hogy

f(x) = (z =) h(z).

5.12. Példa. Az f(x) = 2%2—4 polinomnak gyoke az x = 2, ugyanis 2°—4 = 0,
igy a polinom oszthaté (z — 2)-vel:

2 —4=(x—-2) (z+2).

5.13. Definicié. Az f(x) figgvényt raciondlis tortfiiggvénynek nevezzik, ha
1éteznek olyan p(z) és nem azonosan zérus ¢(z) polinomok, hogy
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1

5.14.Példa. Az f: R\ {0} — R, f(x) = — fiiggvény racionalis tortfiiggvény,
x

grafikonja:

1

5.15.Példa. Az f: R\{0} — R, f(z) = —; fiiggvény raciondlis tortfiiggvény,
x

grafikonja:

45

5.16. Definicié. Legyen 0 < a # 1 valds szam. Az f(x) = a” fuggvényt
exponencidlis fiiggvénynek nevezziik.

5.17. Megjegyzés. Megjegyezzik, hogy az exponencidlis fiiggvény irraciondlis
kitevdinek preciz értelmezéséhez hatarértékszamitasra lenne sziikség, amely té-
makor tdrgyaldsdra jelen jegyzetben nem keriil sor.

5.18. Megjegyzés. Az exponencidlis fiiggvények fontos szerepet toltenek be
a gazdasdgi és miiszaki tudomanyokban. Ezekre néhdny példit fogunk latni a
kovetkez6 fejezetben.
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5.19. Példa. Az f(x) = 2" fiiggvény grafikonja:

5.20. Megjegyzés. A késGbbiekben tobbszor fogunk taldlkozni az
flz) =¢"

fliggvénnyel, ahol e az tigynevezett Euler-féle szdm, a természetes alapu loga-

ritmus alapszdma (e ~ 2, 718). Ez a fiiggvény rendkiviil fontos szerepet tolt be
a mérnoki és gazdasdgi szdmitdsokban egyarént.

5.21. Definicio. Szinusz hiperbolikusz fiiggvénynek nevezziik az

x —x

[§)

—e
shx =

2
fliggvényt.

5.22. Megjegyzés. Az shx fiiggvény grafikonja:

5.23. Definicié. Koszinusz hiperbolikusz fiiggvénynek nevezziik az

figgvényt.
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5.24. Megjegyzés. A chz fiiggvény grafikonja:

N e s 0 N ® ©

-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1101234567891011

5.25. Megjegyzés. A chz fiiggvény grafikonjét ,,Jancgorbének” is nevezik.
5.26. Tétel. Minden x € R esetén
ch? z —sh?z = 1.

Bizonyitds: Felhaszndlva a ch x és az sh x fiiggvények definicidjat azt kapjuk,

hogy
— 2 — 2
T e e — o~ T
h2r —sh?z = W = —
cn-x S Tr = < B B =

_e2x+2+e72x_e2x+2_672x_1
= 1 =1,

amivel bizonyitottuk az 4llitast. m
5.27. Tétel. Minden x € R esetén
ch? z + sh?z = ch(2z).

Bizonyitds: Felhaszndalva a ch x és az sh x fliggvények definicidjat azt kapjuk,

hogy
x —z\ 2 r T 2
ch®z +sh®z = <e+26> + <e2e) =

4
2. 2z 2. —2x 2z —2z
_ e +4 e _¢ -f-2€ — ch(2a),

amivel igazoltuk az allitast. m
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5.28. Tétel. Minden x € R esetén
sh(2z) =2-shz-cha.

Bizonyitds: Felhaszndlva a ch x és az sh x fliggvények definiciéjat azt kapjuk,

hogy

T _ o ot + e %
2 2

62:1: + 672:):

-— = ch(2z).

2-shx~chx:2~e

Ezzel az éllitast igazoltuk. m
5.29. Tétel. Minden x € R esetén
ch(—x) = chz,
azaz ch z paros fiiggvény.
Bizonyitds: Felhasznalva a ch x figgvény definicidjat azt kapjuk, hogy
ch(—z) = # = ch(x),
amivel igazoltuk az 4llitast. m
5.30. Tétel. Minden = € R esetén
sh(—z) = —shuz,
azaz sh z pdratlan fiiggvény.

Bizonyitds: Felhasznélva a sh x fiiggvény definiciéjat azt kapjuk, hogy

sh(—z) = ——— = —shuz,
amivel igazoltuk az allitast. m

5.31. Definicio. Tangens hiperbolikusz tfiiggvénynek nevezziik a

fliggvényt.
5.32. Megjegyzés. A thx fliggvény grafikonja:
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5.33. Definicidé. Kotangens hiperbolikusz fuggvénynek nevezzik a

chx
the = —
cr shx

fliggvényt.
5.34. Megjegyzés. A cthx fiiggvény grafikonja:

3
25
2
1.5
1

0.5

0
-55 -5 -45 -4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -00550 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

-1

15
2
5
-3

5.35. Definicié. Az f(x) = a” fuggvény invertdlhato, inverze az a-alapii loga-
ritmus fiiggvény: log, x. Specidlisan szokds alkalmazni az 1gx = log;y x és az
In 2 = log, x jeloléseket.

5.36. Definicié. Az shx, chz, thx, cthx fiiggvényeket 6sszefoglalé néven hi-
perbolikus fiiggvényeknek nevezziik.

5.37. Definicio. A hiperbolikus fiiggvények inverzeit area fiiggvényeknek ne-
vezzik.

e A shz fiiggvény inverze: arshx;
e A [0; ool intervallumra lesztikitett cha fiiggvény inverze: archz;
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e A thx fiiggvény inverze: arthx;
e A ctghz fiiggvény inverze: arctghz.

5.38. Definicié. Legyen x egy tetszdleges valds szam. A koordindtarendszer
(1; 0) koordindtéjd pontjanak origé koriili x radidn nagysagud szoggel valé elfor-
gatdsdval keletkezett pont elsd koordindtdjat (abszcisszdjat) koszinusznak, ma-
sodik koordinétdjit (ordinétdjit) szinusznak nevezziik.

LY

-8~ P(cosa;sina)

5.39. Megjegyzés. A sin x fiiggvény grafikonja:

0.5

0
55 -5 45 4 -35\3 -25 -2 -15 -1 -05//0 05 1 15 2 25 3\35 4 45 5 55

.5

-1

-1.5

5.40. Megjegyzés. A cos x fiiggvény grafikonja:
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5.41. Tétel. Minden = € R esetén cos(—z) = cos x, azaz a koszinusz fiiggvény
paros.

5.42. Tétel. Minden = € R esetén sin(—x) = — sin z, azaz a szinusz fiiggvény
pératlan.

5.43. Tétel. Minden = € R esetén

2

sin2x+cos xr=1.

Bizonyitds: Tekintsiik az origd kdzéppontu, egységnyi sugard korvonal egy
tetszGleges (a;b) koordinatdji pontjat. Ekkor a = cosz és b = sinz. Ezt
felhaszndlva az (a;b) = (cos x; sin x) pontnak az orig6tdl valo tavolsdga

cos® z + sin?

=1,
ami éppen a bizonyitand6 6sszefiiggés. m
5.44. Tétel. Minden z,y € R esetén
cos(z —y) =cosx - cosy + sinx - siny.
5.45. Kovetkezmény. Minden x,y € R esetén
cos(x +y) = cosx - cosy —sinx - siny.
Bizonyitds: Felhaszndlva az el6bbi tételt
cos(z +y) = cos (z — (—y)) = cosx - cos(—y) + sinz - sin(—y),

adodik. Mivel a koszinusz fliggvény pdros, a szinusz fiiggvény pedig pdratlan
azt kapjuk, hogy

cos(z +y) =cosx-cosy — siny - siny,

ami a bizonyitand6 allitds. m
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5.46. Kovetkezmény. Minden z,y € R esetén
sin(x 4+ y) =sinx - cosy + cos z - siny.
Bizonyitds: Minden z,y € R esetén
sin(z + y) = cos (90° — (z 4+ y)) = cos ((90° — z) —y) =
= cos ((90° — x)) - cosy + sin ((90° — )) - siny =
=sinx - cosy + cosx - siny,
ami a bizonyitandé allitas. m
5.47. Kovetkezmény. Minden x,y € R esetén
sin(z —y) =sinz - cosy — cosx - siny.
Bizonyitds: Mivel a koszinusz fiiggvény paros és a szinusz fiiggvény paratlan,
ezért
sin(z — y) =sin (2 + (—y)) = sinz - cos(—y) + cosz - sin(—y) =
=sinz - cosy —cosx - siny
adodik, ami az igazoland6 Osszefiiggés. m
5.48. Tétel. Minden = € R esetén
cos(2x) = cos® z — sin® z.
Bizonyitds: Mivel
cos(z +y) = cosz - cosy —sinz - siny,
ezért
cos(2x) = cos(z + x) = cosz - cosx — sinx - sinz = cos® z — sin? z
teljesiil, ami a bizonyitand¢ 4llit4s. m
5.49. Tétel. Minden x € R esetén
sin(2x) =2 -sinz - cos x,
amivel igazoltuk az allitast.
Bizonyitds: Mivel
sin(z +y) =sinz - cosy + cosx - siny,
ezért
sin(2z) = sin(xz + x) =sinz - cosz + cosx - sinx = 2 - sinx - cos x,

amivel bizonyitottuk az allitast. m
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5.50. Definicié. Tangens fiiggvénynek nevezziik a

sin x

tgxr =
COST
fliggvényt.

5.51. Megjegyzés. A tgx fliggvény grafikonja:

1

-55 -5 -45 -4 -3% -3 -25 -2 -15 -1 -05//0 05 1 15 2 25 35 4 45 5 55

5.52. Tétel. A tgwx fiiggvény pératlan, azaz minden x € R\ {§ 4 k- 7} esetén
tg(—z) = —tgx.

Bizonyitds: Felhasznélva, hogy

sinx
tgx =
cos T
azt kapjuk, hogy
sin(—x)
tg(—z) = ——=.
g(=2) cos(—x)

Mivel a sin z fliggvény fliggvény paratlan és a cos x fliggvény paros, ezért

sin(—z)  sinz

cos(—x)  cosz
Azt kaptuk tehdt, hogy
tg(—z) = —tgz,

ami azt jelenti, hogy a tg = fiiggvény péaratlan. m

5.53. Tétel. Minden z,y € R esetén, amelyre tg(x+y) értelmezve van teljesiil,

hogy
tgx +tgy
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Bizonyitds: Felhasznélva, hogy

sin(x +y) = sinx - cosy + cosx - siny,
tovabba

cos(x +y) =cosz - cosy —sinzx - siny
azt kapjuk, hogy

sin(z +y) sinz-cosy+ cosx-siny

tg(e +y) = =

cos(r +y) cosx-cosy—sinz-siny

A kapott tort szamlal6jat és nevezdjét osszuk el cosz - cosy-al.

kapjuk, hogy

sin x + siny
8+ Y) = gy sny iz sng
- CoS T ’ CcCosy
Felhasznalva, hogy
sinx
tgx =
cosx
azt kapjuk, hogy
tgr +tgy
tg(z +y) = T—_tga tgy’

ami a bizonyitand6 Osszefiiggés. m
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Ekkor azt

5.54. Kovetkezmény. Minden olyan x esetén, amelyre tgx és tg(2x) értel-

mezve van:
2tgx

Bizonyitds: Az el6bbi tételt alkalmazzuk gy, hogy y = z. m

5.55. Tétel. Minden z, y € R esetén, amelyre tg(z—y) értelmezve van teljesiil,

hogy
tgx —tgy
tg(z —y) = —— 27—
gz —y) 1+tga-tgy
Bizonyitds: Mivel a tangens fiiggvény pératlan, ezért

tgr +te(=y)  _
1+ tg(—x) - tg(-y)
_ tgx —tgy
 14tgx-tgy’

tg (z + (—y)) =

ami a bizonyitand6 allitds. m
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5.56. Definicié. Kotangens fuggvénynek nevezziik az

fiiggvényt.
5.57. Megjegyzés. A ctgr fiiggvény grafikonja:

P2
15]
1)
05
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5.58. Megjegyzés. Mindenz € R\ {Z + k- I} esetén

ctgxr = —.
4 tgx

5.59. Tétel. A ctgx fiiggvény pératlan, azaz minden z € R\ {k - 7} esetén
ctg(—x) = —ctgx.

Bizonyitds: Felhaszndlva, hogy

CoS T
clgr = sin
azt kapjuk, hogy
cos(—x)
te(—x) =
cte(—z) sin(—x)

Mivel a sin x fiiggvény fliggvény pdratlan és a cos x fliggvény péros, ezért

cos(—x) cos cos T
= = - = —ctgx.

sin(—z) —sinz  sinz
Azt kaptuk tehdt, hogy
ctg(—x) = —ctgx,

ami azt jelenti, hogy a ctg = fliggvény paratlan. m
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5.60. Tétel. Minden x,y € R esetén, amelyre ctg(z + y) értelmezve van tel-
jesiil, hogy

ctgr - ctgy — 1
ctg(x +y) = s &Y~
ctgy +ctgx
Bizonyitds: Felhaszndlva a
1
tgr = ——
ctgx tgz’
tovabba a . .
gxr +1tgy
tg(z +y) = 1 _ter tou
—tgx-tgy
Osszefiiggéseket, azt kapjuk, hogy
1—tgx-tgy
ctglr+y) = —7—7—"-.
& v) tgxr +tgy
Ismételten alkalmazva a )
ctgr = —
tgx

atirast azt kapjuk, hogy
ctgx - ctgy — 1
ctgy + ctgx

ctg(x +y) =

ami a bizonyitand6 Osszefiiggés. m

5.61. Kovetkezmény. Minden olyan x esetén, amelyre ctg x és ctg(2z) értel-
mezve van:
ctg2 r—1

ctg(2x) = Dctg s

Bizonyitds: Az el6bbi tételt alkalmazzuk dgy, hogy y = z. m

5.62. Kovetkezmény. Minden x,y € R esetén, amelyre ctg(x —y) értelmezve
van teljesiil, hogy
ctgz - ctgy — 1

t —yY) = .
ctg(@ —y) ctgy + ctgx

Bizonyitds: Az el6bbi kovetkezményt felhasznélva
—ctgx-ctgy —1

ctg(z +y) = ctg (z + (—y)) = ey

ctgx - ctgy +1
ctgy —ctgx

adédik, amivel igazoltuk az éllitast. m
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5.63. Definicio. Az sin z, cos, tgx, ctgx fiiggvényeket osszefoglalé néven rri-
gonometrikus fiiggvényeknek nevezzik.

5.64. Definicid. A trigomonetrikus fiiggvények inverzeit arkusz fiiggvényeknek
nevezziik.

e Asinuz fiiggvény [—7; 7] intervallumra val6 lesztikitésének inverze:

arcsinz;

e A [0; 7] intervallumra leszikitett cos x fiiggvény inverze: arccosz;

e A tgz fiiggvény |—Z; 7| intervallumra vald lesziikitésének inverze:
arctgx;

e A |0; [ intervallumra lesziikitett ctgz fiiggvény inverze: arcctgz.

5.65. Definicio. Elemi fiiggvénynek neveziink minden olyan fiiggvényt, amely
az z;sinx;e” fliggvényekbdl véges sok Osszeaddssal, szorzdssal, konstanssal
val6 szorzédssal, osztdssal, inverz képzéssel és Osszetett fliggvény képzéssel 4al-
lithat6 eld.
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Ellenorzo kérdések

. Az els6foki polinomfiiggvény grafikonja ................

2. Az f(x) = 2x — 4 fiiggvény meredeksége ................

98]

. Minden z € R esetén cos(x — y)
. Minden z € R esetén sin(z —

Az f(x) = 2% — 7z + 12 polinomnak az x = 5 valés szam gyoke, igy a
polinom oszthat6 ................ -tel.

Definici6 szerint chx = ................
Definici6 szerint shx = ................
Minden z € R esetén ch? 2 — sh? 2 = ................
Minden z € R esetén ch? 2 + sh?z = ................

Minden z € R esetén cos? 2 + Sin2 & = wuvveeverer...

2 2

Minden z € R esetén cos“ £ — SIN°“ & = ceceeuurennnnnns

Minden z € R esetén cos(Z + y) = .ceceveevenee.

. Minden z € R esetén sin(z + y) = «ccceevverenene

Y) = oo

. A cos 15° pontos értéke: ................

. A sin 15° pontos értéke: ................
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6. Fiiggvények gazdasagi alkalmazasokban

Egy véllalat termelési koltségei tobb tényez6tdl fiiggnek. Példaul a tech-
noldgiatdl, a felhasznalt alapanyagok aratdl és a termelés mennyiségétol.
6.1. Definicié. Fix koltségnek nevezziik azokat a koltségeket, amelyek a ter-
melés mennyiségétdl fiiggetlenek. Példaul ilyenek a bérleti dijak, a hitelkama-
tok, vagy az olyan egyszeri beruhdzasok, mint példaul egy gyartésor megvasar-
lasa ahhoz, hogy a gyartasi folyamatot el tudjuk kezdeni. A fix koltséget szokds
FC-vel jelolni (fix cost).

6.2. Definicié. Vdltozo koltségnek hivjuk azokat a koltségeket, amelyek fiigg-
nek a gyartott mennyiségtdl. Példaul ilyen lehet a dolgozok bére, az anyagkolt-
ség, energiakoltség. A véltozo koltséget szokds V' C-vel jelolni (variable cost).

6.3. Definicio. Koltségfiiggvénynek mondjuk azt a fiiggvényt, amely megadja,
hogy a termelt mennyiség fiiggvényében mennyi lesz a teljes koltségiink, azaz a
termelt mennyiséghez hozzarendeli a termelés teljes koltségét. A koltségfiigg-
vényt szokds C'(q)-val vagy T'C'(q)-val jelolni (total cost).

6.4. Megjegyzés. A korabbi jeloléseket megtartva:
C(q) = FC+VC(q).

6.5. Definicio. Arlagos fixkoltségnek nevezziik egy termék egy egységére juté
fix koltségét.

6.6. Megjegyzés. Ha egy termékbGl ¢ mennyiséget gyartunk, akkor

FC
AC = —.
q
6.7. Példa. Egy konzervgyarban naponta 500 iiveg beféttet dllitanak els. Egy
tiveg bef6tt atlagos valtozé koltsége 350 Ft, az tizem napi fix koltsége 60.000 Ft.

Ekkor a koltségfiiggvény:
C(q) = 60.000 + 350q.

6.8. Definicié. A termelésbdl szarmazoé Osszes bevétel az eladott mennyiség és
a termék egységdrdnak a szorzata. A termék drét p-vel, az eladott mennyiséget
g-val jelolve, a fent leirtak a p - g 6sszefliggéssel frhatdak le. A teljes bevételt
R-el vagy T R-el szok4s jeldlni (revenue).

6.9. Definicid. A keresleti fiiggvény egy termék minden lehetséges ardhoz hoz-
zédrendeli a hozzd tartozé keresett mennyiséget. A fiiggvényt D(p)-vel (de-
mand) vagy f(p)-vel szokds jelolni.
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6.10. Megjegyzés. A keresleti fliiggvény dltaldban monoton csokkend, azaz
novelve az 4rat, a belSle keresett mennyiség csokken és forditva.

6.11. Megjegyzés. Ha f(p) egy keresleti fiiggvény, azaz az f(p) fuggvény
megadja, hogy a p ar mellett mennyi az adott termék irdnti kereslet, akkor a
termék eladasabol szarmazoé teljes bevétel:

R(p) =p- f(p).
6.12. Példa. Egy termék iranti keresleti fiiggvény

f(p) =100 — 10p.
A termék drat euro-ban, a termék irdnti keresletet ezer darabban értjiikk. Ekkor
a bevételi fiiggvény

R(p) =p- f(p) = p- (100 — 10p) = 100p — 10p”.
Felmeriilhet a kérdés, hogy milyen arat valasszunk a terméknek ahhoz, hogy a
bevételiink maximadlis legyen? Ekkor az R(p) fiiggvény maximumat keressiik:

R(p) = —10- (p* — 10p) = —10- [(p — 5)* — 25] = —10 - (p — 5) + 250.

240
220
200
180
160
140
120
100
80
60
40
20

Q
1 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9’)\0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

A fenti fliggvénynek akkor van maximuma, ha p = 5. Azt kaptuk tehat, hogy 5
euro 4r esetén lesz a legnagyobb a bevételiink. Ekkor

q= f(5) =100 —10-5 = 50,

igy 50.000 darab terméket kell legydrtunk. Ebben az esetben jutunk tehat a
legnagyobb bevételhez, ami

R(5)=5-f(5)=p-q=250.

6.13. Definicio. A keresleti fiiggvény inverzét inverz keresleti fiiggvénynek ne-
vezziik. Az inverz keresleti fiiggvény minden egyes mennyiségegységhez hoz-
zarendeli azt az drat, amely mellett a vizsgdlt személy vagy csoport még éppen
hajlandé az adott terméket megvasarolni. Az emlitett drat rezervdcios drnak
nevezziik.
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6.14. Definicié. Ha egy termékbdl ¢ mennyiséget gyartunk, akkor az drlag-
bevétel:
Rlg)

.

6.15. Definicié. Profitnak vagy nyereségnek nevezziik a bevétel és koltség kii-
lonbségét:

AR =

I(q) = R(q) — C(q).

6.16. Definicid. Fedezeti pontmak nevezzilk azt a pontot, amely azon termelési
mennyiséghez tartozik, amikor a profit zérus.

6.17. Megjegyzés. Azon termelési mennyiség esetén, amikor a profit zérus, a
bevételi fliggvény és koltségfiiggvény értéke azonos.

6.18. Megjegyzés. Az atlagkoltség fliiggvény minimuma a fedezeti pont.

6.19. Definicié. Uzembezdrdsi pontnak nevezziik az 4tlagos véltozé koltség
fliggvény minimumat.

6.20. Példa. Egy vallalat teljes koltségfiiggvénye:
C(q) = ¢* — 4¢* + 10q + 10,

ahol ¢ a vallalat 4ltal termelt mennyiség. Ekkor a fix koltség: 10, a véltozé
koltség fliggvény:
VC(q) = ¢ — 4¢* + 10q.

Az atlagkoltség fliggvény:

C 10
AC(q) = ¢l =q¢* —4q+10+ —.
q q
Az atlagos fix koltség fiiggvény:
10
AFC(q) = —,
q

az atlagos valtozo koltség fiiggvény:
AVC(q) = ¢* — 4q + 10.
Az lizembezarasi pont az elébbi fiiggvény minimuma:
AVC(q) = ¢* —4q+10 = (¢ — 2)* + 6,

igy ¢ = 2 az a termelési mennyiség, amely az lizem bezdrdsét jelenti.
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6.21. Definicié. A kindlat egy vagy tobb termék azon mennyisége, amivel az
altalunk vizsgdlt személy vagy véllalat rendelkezik, és azt adott 4r mellett eladni
is hajland6. Kézenfekvonek tlinik, hogy minden lehetséges drszinthez az emel-
lett érvényes kinélatot rendeljiik hozza, 1étrehozva igy a kindlati fiiggvényt. Ezt
S(p)-vel jelolhetjiikk (supply), ahol p az adott termék dra.

6.22. Megjegyzés. A villalatok kindlati fiiggvényei monoton névekvdek, va-
gyis az ar emelkedésével a kinalt mennyiség is nd.

6.23. Definicio. A keresleti és kinalati fiiggvény metszéspontjit egyensiilyi
ponmak hivjuk. Az egyensilyi ponthoz tartozé mennyiséget egyensiilyi mennyi-
ségnek, az egyensulyi ponthoz tartozé arat egyensiilyi drnak nevezziik.

6.24. Példa. Egy termék keresleti fiiggvénye:
f(p) =150 — 3p,

kindlati fiiggvénye:
S(p) = 2p — 20.
Az arat euro-ban értjiik, a mennyiséget ezer darabban. Az egyenstilyi drat az
f(p) = S(p) egyenlet megoldésa adja:
150 — 3p =2p — 20
170 = 5p,
amibdl azt kapjuk, hogy p = 34 euro. Ekkor az egyensilyi mennyiség:
g=f(34) =5(34) =150 — 3- 34 = 48,
tehdt ¢ = 48.000 darab termék az egyensulyi mennyiség.

6.25. Definicié. Amikor a kereslet nagyobb, mint a kinalat, tiilkeresletrdl vagy
mas széval hidnyrél beszEliink. Ha a kindlat nagyobb, mint a kereslet, akkor
tillkindlatrdl beszEliink, ilyenkor felesleg keletkezik.

6.26. Definicié. Hasznossdgi fiiggvénynek nevezziik azt a fiiggvényt, amely a
gazdasag egy szerepljének (vagy bizonyos esetekben a tarsadalom egészének)
meghatarozott javakhoz kapcsolédé preferencidit matematikai eszkdzokkel mo-
dellezi.

6.27. Megjegyzés. A hasznossagi fiiggvénytdl elvarjuk, hogy monoton no-
vekvé és konkdv legyen. Lényegében az azt jelenti, hogy ha az dltalunk vizs-
galt termékbdl tobbet vasarolunk, akkor az nagyobb hasznossagot eredményez,
tovabbd a novekvé mennyiségekhez ,,egyre kevésbé névekvsd” hasznot rendel.
A hasznossagi fiiggvényt U (x)-el jeloljiik (utility).
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6.28. Példa. Példaul az U(x) = /x fiiggvény vagy az U(z) = log, x fiigg-
vény teljesiti az el6bb leirt kovetelményeket.
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Ellenorzo kérdések

. Azokat a koltségeket, amelyek a termelés mennyiségétdl fiiggetlenek ......
koltségeknek nevezziik.

. Azokat a koltségeket, amelyek fiiggnek a gyartott mennyiségtol .................
koltségeknek nevezziik.

. A C(q) = 20¢% + 1000 koltségfiiggvény esetén a fix koltség ................ , mig
a véltozo koltség ................

. Egy termék egy egységére jutd fix koltségét ................ nevezziik.

5. Az eladott mennyiség és a termék egységardnak a szorzata a ................

. Ha R(q) bevételi fiiggvény, C(q) koltségfiiggvény, akkor a profitfiiggvény
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7. Fiiggvények fizikai és biolégiai alkalmazasokban

Ebben a fejezetben néhany olyan fizikai és bioldgiai példat mutatunk be,
amelyekben a kordbban targyalt fiiggvények szerepelnek.

7.1. Szinuszos fesziiltség. Egy téglalap alaku vezetd keretet egyenletesen for-
gatunk w szogsebességgel egy homogén B indukcidji magneses térben gy,
hogy a keret forgdstengelye merdleges a méagneses tér er6vonalaira. A vezetd
keret két kivezetésén, id6 szerint szinuszosan valtakoz6 fesziiltség keletkezik.
Feltételezziik, hogy a keret feliilete F'. A keletkezett fesziiltség pillanatnyi
értéke
Ult)=w-B-F-sin(w-t).
Ha a keret N darab menetet tartalmaz fémvezet&bdl, akkor
Ult)=N-w-B-F - sin(w-t).
Ekkor a szinuszos a fesziiltség maximélis értéke:
N-w-B-F,

mivel |sinz| < 1. A fenti fiiggvényben szerepl$ w értéket a fesziiltség kor-
[frekvencidjdnak nevezziik, amelyre

w=2-m-f,

teljesiil, ahol f a fesziiltség frekvencidja vagy a keret forgasanak fordulatszdma,

tovabba
1

f = Ta
ahol T' a fesziiltség periddusideje. Ezen id0 alatt a fesziiltség egy ,,teljes rezgést
végez”. Ez alatt az 1d6 alatt fesziiltség kétszer vilt elGjelet (polaritdst) és kétszer
veszi fel a zérus értéket. A fentiek értelmében az
Unax =N -w-B-F
jeloléssel a fesziiltség-ido fiiggvény az
U(t) = Umax - sin(w - t)

alakban is felirhato.
7.2. Példa. Egy motor tekercsét 50 [Hz] frekvencidji, Upnax = 325[V] max-
imadlis fesziiltségli hdlézatra kotiink. Ekkor a periédusidé:

1 1
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A korfrekvencia:

1
w=2r-f=100m L] — 314,16 {rad]

s
A fesziiltség-idd fliggvény:

U(t) = 325 - sin(1007 - ).
A fiiggvény grafikonja:

300
250
200
150,
100
50
0
-50
-100.
-150
-200.
-250
-300
0.

7.3. Mechanikai hullamok. Rugalmas kozegben terjedé hullam kitérés-idé
fiiggvénye:

y(t)=A-sin(k-z—w-t),
ahol w a korfrekvencia, azaz

2.7
=2.70.f=21
w=2-m-f =,
ahol 7" a hulldm peridédusideje. Tovdbba
2.7
k=———
A

az ugynevezett hulldmszdm, ahol \ a hulldmhossz, amely megmutatja, hogy
mekkora utat tesz meg a hullaim egy periédusnyi id6 alatt, tovabbad = a hullam-
forrast6l mért tavolsag. A A konstans értékét amplitidonak is szokds nevezni.

7.4. Példa. Gumikotél végérdl 4 [cm] amplitidéju, 0, 2 [s]| periddusidejd hul-
lamzast inditunk, amely 21 [%] sebességgel terjed. Adjuk meg a kitérés-id6
fliggvényt!

Az el6bbi modell szerint a kitérés id6 fiiggvény

y(t) =A-sin(k-z—w-t).
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A megadott adatokat felhaszndlva azt kapjuk, hogy a korfrekvencia:

2.-m 2.7
w = —=
T 0,2

=10,

a hullamhossz:

a hullamszam:

A 4,2
Behelyettesitve az adatokat a kitérés-id6 fiiggvény:
y(t) =4-sin (0,476 -7 -3 —10-7-t) = 4 - sin(1, 4287 — 107 - ¢).
7.5. Harmonikus rezgémozgas. Egy harmonikus rezgémozgast végzd test ki-
térés-idé fiiggvénye:

y(t):A-sin(w-t):A'sin(2-7r'f't):A-sin<2;r-t>,

sebesség-1do fliiggvénye:
v(t)=A w-cos(w - t),
gyorsulds-id6 fiiggvénye:
a(t) = —A-w? - sin(w - t).
7.6. Példa. Egy harmonikus rezgdmozgést végzs test kitérés-ids fiiggvénye:
y(t) = 3 - sin(2t),

ahol az id6t méasodpercben, a kitérést méterben mérjiik. Felvazoljuk a fiiggvény
grafikonjat:
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7.7. Fényer6. A fény a kodben elég rovid tavon elvesziti a fényerejét. A fény-
erdt a fényforrastol d tavolsagban az

I(d) = Iy - a®
fliggvény adja meg, ahol I a kezdeti fényerd, a pedig egy, a kod stiriségétdl

fiiggd élland6 (0 < a < 1).

7.8. Feladat. Tudjuk, hogy egy autd 1dmpdja még kddben is észrevehet, ha az
eredeti fényének legaldbb az 5%-a megvan. Egy adott napon a = 0, 95. Milyen
messzir6l lehet 1atni a szembejovo autd [dmpdjat?

Az el6bbi modellt felhasznalva
0,05Iy = Ip - 0,95%,
amibdl azt kapjuk, hogy
0,05 = 0, 95%.

Vegyiik mindkét oldal (péld4ul) 10-es alapt logaritmusét. Ekkor

1g0,05 = 1g 0, 95¢ = 10,05 =d -1g0,95
adddik, amibdl azt kapjuk, hogy

_1g0,05 A
120,95

Tehét 58, 4 méternél tdvolabbi autd lampdjat (az emlitett napon) mar nem fogjuk
latni.

08, 4.

7.9. Radioaktiv anyagok bomlasa. Ha a 0 id6pillanatban /Ny szamui bomlatlan
atomot tartalmazott a radioaktiv anyag, akkor ¢ id6 milva a még bomlatlan
atomok szdma:

N(t) = Ng-e M,
ahol \ az ugynevezett bomldsi dllando.
7.10. Példa. A '*C szénizotép radioaktiv. Tudjuk, hogy a '4C-et tartalmazé

anyagban 5570 év alatt csokken a felére a *C atomok szdma, azaz 5570 év a
felezési id6. Ebbdl kiszdmolhatjuk a bomldsi dllandét. Mivel

0,5Ng = No - e 570,

ezért Np-al egyszertsitve
0,5 = 55707

adddik. Vegyiik mindkét oldal természetes alapu logaritmusat:
In0,5 = —5570\,
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igy a boml4si dllandé:
A = —0,000124.

7.11. Nyomas. A kilométerben megadott i magassagban uralkodé nyomast a

p(h) = pp - e—0,1275-h

fliggvény adja meg, ahol py a Fold felszinén mért 1égnyomads értékét jelenti,
ami 100 000 [Pa).

7.12. Példa. Milyen magassagban lesz a 1égnyomads a Fold felszinén mért érték
fele?

Az el6bbi modell szerint keressiik azt a h magassagot, amelyre teljesiil, hogy

1 _ .
SP0=Po-e 0,1275-h
Ha egyszertsitiink pg-lal, akkor azt kapjuk, hogy
L —o01275h
5 =¢ [

Vegyiik mindkét oldal természetes alapu logaritmusét:
In2 = —0,1275h = h =~ 5,436 [km)].

Azt kaptuk tehat, hogy 5436 méter magassdgban lesz a 1égnyomds a Fold fel-
szinén mért érték fele.

7.13. Korlatozott novekedés modellje. Az tigynevezett korlatozott (logiszti-
kus) novekedés matematikai modellje szerint egy populacié egyedszdma id6ben
nem a végtelenségig nd, hanem a vizsgalat kezdetétdl eltelt ¢ id6 milva a 1€lek-
szam:

K - Ny
~ No+ (K — Ng) -at’
ahol Ny a populéci6 indulé egyedszama, K a koriilmények szerint ,eltarthaté”
maximalis egyedszam, a pedig a ndvekedésre jellemz6 konstans.

N(t)

7.14. Példa. Egy populacié induld egyedszama Ny = 2000 egyed, tovabba
ismertek a K = 10000 és az a = 0,5 értékek. Az id6t években mérjik. A
korlatozott novekedés modellje szerint, ¢ év mulva hany egyede lesz a popula-
ciénak? Vézoljuk fel a fiiggvény grafikonjat a [0; 10] intervallumon!

Az adatok behelyettesitése utdn, az el6bbi modellt alkalmazva azt kapjuk, hogy
az egyedszdm ¢ év milva:

B 20000000

~ 2000+ 8000- 0,5t

N(t)
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A fliggvény grafikonja:

10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000,
1000

0
050 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10 105 11

7.15. Népességniovekedés modellje. A népességnovekedés egy lehetséges mo-
dellje

Nit)=K-(1—-c-a),

ahol K, c és a konstansok, ¢ pedig a vizsgalat kezdete 6ta eltelt id6 években,
N (t) a népesség létszama az adott ¢ idGben.

7.16. Példa. Egy adott teriileten irjuk fel a népesség 1élekszamat az id6 fiigg-
vényében az elébbi modell alapjan, ha rendelkezésre dllnak a K = 10000,
c = 0,8¢és a = 0,4 adatok! (Az eltelt id6t években mérjiik.) Véazoljuk fel a
fiiggvény grafikonjét a [0; 10] intervallumon!

A modell alapjan a népesség 1élekszamat leird fiiggvény:
N(t) =10000- (1 —0,8-0,4").
A fiiggvény grafikonja:
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7.17. Titkosiras. Egy szoveg titkositdsa torténhet példaul dgy, hogy a betiiket
egy adott ,.eljardssal” megvaltoztatjuk és az igy keletkezett szdveget kiildjiik
el. Ahhoz, hogy a kédolt lizenetet ,,vissza tudjuk fejteni” egyértelm hozzaren-
delést kell létrehoznunk, azaz egy bijektiv fiiggvényt kell megadnunk.
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Ellenorzo kérdések

1. Egy harmonikus rezgdmozgast végz6 test kitérés-ido fiiggvénye: .........
2. Egy harmonikus rezgdmozgast végzd test sebesség-ido fiiggvénye: .........
3. Egy harmonikus rezgémozgast végzd test gyorsulds-idé fiiggvénye: .........

4. A korlatozott (logisztikus) novekedés modellje: ................

81
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8. Halmazok szamossaga

8.1. Megjegyzés. Korabban mar definidltuk a véges halmaz szamossdgat. Ezt
most megismételjiik. Egy halmaz elemeinek a szamat a halmaz szdmossdganak
mondjuk. Jele: |A|. Egy halmazt végesnek neveziink, ha elemeinek a szdma
véges.

8.2. Tétel. Ha A és B véges halmazok, akkor
AUB|=|A|+|B|—-|ANB|.

8.3. Példa. Egy 100 fG6s tarsasagban 70-en tedznak és 50-an kdvéznak. Hany
olyan személy van, aki tedzik és kavézik is?

Megoldas:

Jeloljiik T'-vel azon személyek halmazat, akik tedznak és K -val azon személyek
halmazat, akik kavéznak. Ekkor

|T'U K| = 100; |T| = 70; | K| = 50.
Ekkor az el6bbi tétel szerint
TUK|=|T|+|K|-|TNK]|.
Behelyettesitve a megfelel6 adatokat
100 =70+ 50 — |T'N K|
adddik, amibdl azt kapjuk, hogy
|T N K| = 20.
8.4. Tétel. Ha A, B és C véges halmazok, akkor
|JAUBUC| = |A| + |B| + |C]—
—|ANB|—-|ANC|—|BNnC|+|AnBNC|.
8.5. Definicio. Azt mondjuk, hogy a H és K halmazok egyenld szdmossdgiiak,
vagy mds szoval ekvivalensek, ha létezik kozottiik bikjetiv fiiggvény, azaz van

olyan f: H — K invertalhat6 fiiggvény, melynek az értékkészlete K. Jele:
H~K.

8.6. Tétel. Ha A, B és C tetsz8leges halmazok, akkor
o A~ A, azaz a definiélt reldcié reflexiv
e ha A~ B, akkor B~ A, azaz ~ szimmetrikus

e ha A~B és B~(C, akkor A~C, azaz ~ tranzitiv,
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kovetkezésképpen ~ ekvivalenciarelcio.

Bizonyitds: A reflexivitdst az f: A — A, f(z) = z leképezés biztositja.
Ha A és B ekvivalensek, akkor 1étezik f: A — B bijektiv leképezés. Ekkor
f~': B — A bijekci6, igy B~A. Ha A~B és B~C, akkor léteznek és
f: A— Bésg: B— C bijekciok. Ekkor g o f bijekci6 lesz A és C kozott. m
8.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy halmaz
e véges, ha elemeinek a szdma véges, pontosabban, ha lireshalmaz vagy
ha létezik olyan n € N, hogy a halmaz és az {1,2,...,n} halmaz
ekvivalensek, azaz egyenl$ szamossaguiak;

e végtelen, ha nem véges;

o megszdmldlhatoan végtelen, ha a szimossiga megegyezik a természe-
tes szdmok halmazanak szdmossdgdval (azaz ha az elemei ,,felsorol-
hatéak”);

o megszdmldlhato, ha véges vagy megszalmldlhatdan végtelen.

8.8. Tétel. A raciondlis szdmok halmazanak szdmossidga megszamlalhatéan
végtelen.

Bizonyitds: Soroljuk fel a raciondlis szdmokat az aldbbiak szerint:

/1 21 31 41 51
2 22 32 42 52
3 2/3 33 4/3 53
4 2/4 314 44 5/4

s 2/5 3/5 4/5 5/5

Itt minden raciondlis szdm megtaldlhatd, némelyik tobbszor is. (Amelyiket ko-
rdbban felsoroltuk, azt mér kihagyjuk.) A tébldzatot jarjuk be a jelolt médon.
Ezéltal minden természetes szimhoz hozzéarendeliink egy raciondlis szdmot a
fenti bejaras szerint, azaz példaul
1 1
1|—>1;2»—>2;3|—>§;4b—>§;5»—>3;6»—>4.

A megadott bejaras szerint haladunk, azokat a pozitiv raciondlis szdmokat,
amik mar kordbban szerepeltek, kihagyjuk. Ezzel megadtunk egy bijektiv le-
képezést a természetes szdmok halmaza és a raciondlis szimok halmaza kozott,
amivel igazoltuk az allitast. m
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8.9. Tétel. Az N x N halmaz megszamlalhatéan végtelen.
Bizonyitds: Az f: N x N — N, f(k,1) = 2F - 3! leképzés bijektiv. m

8.10. Tétel. Megszamlalhaté szamossdgi halmaz minden részhalmaza is meg-
szamlélhato.

8.11. Tétel. Minden végtelen halmaznak van megszamlalhat6 szamossagu rész-
halmaza.

8.12. Tétel. (Cantor) Egymasba skatulydzott zart intervallumok metszete nem
iireshalmaz.

8.13. Tétel. Az [a;b] intervallum nem megszdmldlhat6 szamossagu.

Bizonyitds: Indirekt tegyiik fel, hogy [a; b] megszdmldhat6 szamossdgu, azaz
[a;b] = {c1;co;...}. Definidljuk az aldbbi [a,;b,] intervallumokat az aldbbi
modon:

e [ag; bo] = [a; 0]

o [ap+1;bnt1] C lan;by] (n=0,1,2,...)
e b, —a, < 62_%

o ¢, # [an;by] (n=1,2,...)

A Cantor-féle metszettétel alapjan 1étezik

ce ﬂ [an; bn] C [a; b],
neN

azonban ¢ ¢ {c,, |n € N} = [a; ], igy ellentmondasra jutottunk. m

8.14. Tétel. A valds szamok halmazdnak szdmossdga nem megszamlalhat6an
végtelen.

8.15. Definici6. A valds szamok halmazénak szamossagat kontinuum szamos-
sdgtinak nevezziik.
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Ellenorzo kérdések

Ha A és B véges halmazok, akkor |[A U B| =................

A raciondlis szdmok halmazédnak szdmosséga ................
Az irraciondlis szamok halmazanak szamossaga ................
A valés szamok halmazanak szdmossaga ................

A [0; 1] intervallum szdmossaga ................
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9. Komplex szamok

9.1. Motivacié. A komplex szamok fogalmanak bevezetését az indokolja, hogy
a valdés szdmok halmazdn negativ szdmbdl nem tudunk paros gyokkitevdjl
gyokot vonni, ezért felmertil a kérdés, hogy tudunk-e olyan szimhalmazt ,,l1étre-
hozni”, amelynél ez mér lehetséges.

Bizonyos mérnoki szdmitdsok megkovetelnek olyan helyzetet, amikor ne-
gativ szdmbdl kell paros gyokkitevsjli gyokot vonnunk. Példdul gondoljunk
arra, hogy el6fordulhat olyan mérnoki probléma, amely sordn az 22 +1 = 0
egyenletet kell megoldanunk. Az egyenlet megolddsa sordn —1 szdmbdl kel-
lene négyzetgyokot vonni, ami azonban a valds szdmok halmazdn nem lehet-
séges, mert nincs olyan valds szdm, amelynek a négyzete negativ szam lenne.

A komplex szdmok halmazan definidlhatunk olyan szdmot, aminek a négy-
zete negativ lesz.

A valds szamok halmazanak elemei megfeleltethet6k a szamegyenes pon-
tjainak. A komplex szamok halmazanak elemeit a szdmsik (R x R) pont-
jainak feleltethetjiilk meg. Ebben az esetben a sikot Gauss-féle komplex szdm-
siknak nevezziik, a vizszintes tengelyt valds tengelynek, a fiiggbleges tengelyt
képzetes tengelynek mondjuk. Jeloljik i-vel a szamsik (0;1) pontjit. Ezt a
szdmot nevezzilk képzetes egységnek. Az (a;0) szamok a valGs szdmegyene-
sen helyezkednek el, igy ezek a szamok megfeleltethetk a valés szamoknak.
Emiatt az (a; 0) komplex szdmokat egyszertien a-val jeloljiik.

9.2. Definicio. A C = R x R halmazon vezessiink be két mtiveletet, egy
Osszeaddst és egy szorzdst az alabbi mddon:

(a;b) + (¢;d) = (a4 ¢; b+ d)
(a;0) - (¢;d) = (ac — bd; be 4 ad).

Az igy bevezett két miivelettel ellatott C halmazt a komplex szdmok halmazdnak
nevezzik.

9.3. Megjegyzés. Megmutathat6, hogy az el6bb bevezett Gsszeadds és szor-
zas kommutativ, asszociativ, 1étezik zéruselem az 0sszeaddsra és egységelem a
szorzéasra nézve, minden komplex szdmnak létezik additiv inverze, és minden
nullatél kiilonb6zé komplex szamnak létezik multiplikativ inverze, tovabba,
hogy a szorzds disztributiv az dsszeadasra nézve.

9.4. Tétel. Ha i jeloli a képzetes egységet, akkor i2 = —1.
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Bizonyitds: Az el6bb definidlt szorzds miiveletét haszndlva azt kapjuk, hogy
i*=i-i=(0;1)-(0;1) = (0—1;0+0) = (—1;0),
ami éppen a bizonyitando 4llitas. m
9.5. Tétel. Minden komplex szam eldéll z = a + b - ¢ alakban.
Bizonyitds: Ha z = (a;b), akkor
z=(a;b) = (a;0) + (0;0) = a- (1;0) +b- (0;1) =a+b-4,
amivel az 4llitast igazoltuk. m

9.6. Definicio. A z = (a;b) € C komplex szam z = a + b - i alakjat a komplex
szdm algebrai alakjanak nevezzilk. Az a-t a komplex szdm valds részének,
vagy redlis részének, b-t a komplex szam képzetes részének vagy imagindrius
részének mondjuk. Jelolései: a = Re(z), b = Im(z). A komplex szimnak
a valds tengellyel bezart ¢ € [0; 27| szogét a komplex szdm argumentumanak
vagy szogének hivjuk.

z=a+h

a Re

9.7. Példa. A z = 2+ 3i komplex szdm valds része Re(z) = 2, képzetes része
Im(z) = 3.

9.8. Definicio. A z = a+0b-i komplex szdm konjugdltjaaz = a—b-i komplex
szam.

9.9. Megjegyzés. A konjugalds a valds tengelyre valo tiikrozést jelenti.

bz‘ z=a+bh

¢ « Re

—b Z=a—-ln
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9.10. Példa. A z = 1 + i komplex szdm konjugaltja a
zZ=1—1
komplex szam.
9.11. Definicié. A z = a + b - i komplex szdm hossza a
|z| = Va? +p?
valds szdm.
9.12. Példa. A z = 1 4+ ¢ komplex szdm hossza a
|z| = V12412 =12
valds szam.

9.13. Megjegyzés. Mtiveletek algebrai alakban megadott komplex szamokkal:
az; =aj+1-byésazy=ay+1i- by algebrai alaki komplex szimok
e (Osszege a
zi+zo=a1+1-by+ag+i-byg=a;+by+i-(ag+ b12)

komplex szdm;
e szorzata a

z1-22:(a1+i-b1)-(a2+i-bg):
= aijas — b1b2 + 7- (albz + azbl)
komplex szdm;

e hdnyadosa a

21 ai+1-by a1 +1-b; ag—1-by

29 a2+i~bg_a2+i-b2 az—i-bg_
ajag + b1by + i - (a2by — a1bg)
a%—kb%

Y

azaz két algebrai alakban megadott komplex szamot gy osztunk el,

hogy a tortet bovitjiik a nevezd konjugaltjaval, majd megszorozzuk a
szamlalot a szamldloval és a nevezot a nevezdvel.

9.14. Példa. Legyen z; = 2 — 3i és 2z = 1 + 4. Ekkor:
e a két komplex szdm Gsszege:

21+20=2-3i+14+1=3—-2i
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e a két komplex szdm szorzata:

21-20=(2-3i)- (14+i)=2+2—3i—32=2—i+3=5—1i

e az és zo # 0 komplex szdmok hdnyadosa:

s 3-2 3-2 1-i

 14i  L+i 1—i
3+ 3i— 20 — 2¢? 1
_3t3i— 20— 27 5 L

2 2 2
9.15. Tétel. (az abszolutérték és a konjugalds tulajdonsagai)
Ha z, z; és 2o tetsz6leges komplex szdmok, akkor

a) |z1 - 22| = |z1] - |22 d) 21 + 22 =721+ 72
b) |2 = & ©) T B =71 %
o) |z| = Iz f) 2 =2.

Bizonyitds: Legyenz =a+b-i,21 = a1 + b1 -1, 20 = as + by - 1.
a) Mivel
z1-2zg=(a1+i-b1) (ag+1-b2) =
= araz — biby +i(a1bg + agby),

ezért

|21 - 29| = V/(a1a2 — b1bo)? + (a1bg + aghy)? =

= \/(a%ag — 2a1a9b1by + b%b%) + (a%bg + 2a1a9b1bs + a%b%) =

= \Ja3ad + 203 + 263 + a3b.
Masrészt
21| - fz2l = (fad + 87 \Jad + 83 = \/(a] + B2) - (a3 +13) =

= \Jadad + b33 + a3b3 + a3b,

amivel az elsé Osszefiiggést igazoltuk.

b) Az el6zbvel analég médon igazolhatd.
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c) Egyrészt
|2 = Va2 + b2,
masrészt

5l = la — bil = v/a? § (b = Va? + B2

amivel megkaptuk a kivant 6sszefiiggést.

d) Az Osszeadist, majd a konjugdlést elvégezve, majd megfeleléen csopor-
tostiva azt kapjuk, hogy

21+ 29 :a1+a2—|—2’-(b1—|—b2) :a1+a2—i-(b1—|—b2) =
=aj —iby + ao — 1by = Z1 + Zo,
ami a bizonyitand6 allitas.
e) A szorzast, majd a konjugdlast elvégezve, majd megfelel6en csoportostiva
azt kapjuk, hogy

Z1 - 22 = ajaz — biba + i - (a1by + agby) =

=ajag — biby — 7 - (albz + azbl) =721 22,

f) Az el6z6hoz hasonldan igazolhatd.
Az allitdsokat igazoltuk. m

9.16. Definicid. A z = a + b - ¢ komplex szam trigonometrikus alakjan a

z=|z| - (cos¢ +isinyp)

komplex szamot értjiik.

9.17. Megjegyzés. Tekintsiik a z = a+b-1 algebrai alakban megadott komplex
szdmot, és legyen ¢ a komplex szdm argumentuma. Ekkor egyrészt

sinp = %, amibdl a = |z| - sin ¢,
masrészt

cos p = =k amibdl b = |z| - sin ¢,
azaz

z=|z|-cosp+|z| - singp = |z|(cos ¢ + isin ).
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9.18. Példa. Felirjuk a
V3 o1

22—74‘5@

komplex szamnak és konjugaltjanak a trigonometrikus alakjat.

1
0.8
0.6
0.4
0.2

22 -2 -1.8-16-14-1.2 -1,-0.8-0.6 -0.4 -0, A 0 02040608 1 12 14

-0.4
-0.6

-0.8
-1

-1.2
Ehhez el6szor meghatarozzuk a komplex szdm hosszat:

o= (f) (1)

A komplex szam argumentuma: ¢ = 150°, igy a trigonometrikus alak

z=1"(cos150° + isin 150°) = cos 150° + ¢ sin 150°.

A Z komplex szdm trigonometrikus alakja

Z=1-(cos210° 4 isin210°) = cos210° + i sin 210°.

9.19. Példa. A
z =2 (cos30° 4 7sin 30°)

komplex szdm algebrai alakja

1 3
z:2-<2+\§i>:1+\/§i.

9.20. Tétel. A
z1 = |z1| - (cos 1 + isin )

zo = |za| - (cos g + isin p2)

91
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komplex szdmok szorzata a
Z1 29 = ’21| . ‘22| . (COS((PI + 902) + isin(gm + 902))
komplex szdm.

Bizonyitds: Felhaszdlva a

cos(a+ ) = cosa - cos f — sina - sin 3

sin(a+ ) =sina - cos f + cos a - sin 3
addicids tételeket, azt kapjuk, hogy
z1 - 22 = |21] - |22] - (cos 1 + isiny)(cos 2 + isinpa) =
= |z1| - [22] - (cos @1 cos g — sin 1 sin Yo+
+1- (cos (p1 Sin 92 + sin 1 cos @2)) =
= [21] - |22] - (cos(i1 + p2) + isin(pr + ¢2)),
amivel az 4llitast igazoltuk. m

9.21. Tétel. A
z1 = |z1| - (cosp1 +isin )

zp = |22| - (cos 2 + isin p2)
komplex szdmok hdnyadosa a

21 |

o= @ . (cos(@l — 2) +isin(p — ‘PQ))

komplex szam.
Bizonyitds: A
z=|z| - (cosp +isiny)
komplex szdm reciproka
o= =8 (cos(—¢p) + isin(—¢)),

P

ugyanis az el6z6 allitast felhaszalva

1

1 .
2 =Ll (cos(e — o) +isin(p — ) = 1



9. KOMPLEX SZAMOK 93

Ezért

z1 1 1 ..
— =2z1-— = |z1| 7 - (cos(p1 — Y2) +1s1n(Y1 — Y2)),
- S =l l (cos(p1 — p2) (p1 = 2))

amivel az 4llitast igazoltuk. m
9.22. Tétel. A z = |z| - (cos ¢ + isin ) komplex szdm n-edik hatvanya a

2" = |2|" - (cos(ng) + isin(ng))

komplex szam.

Bizonyitds: Mivel

ezért a szorzdsra vonatkoz azonossdg felhasznaldsdval adddik az allit4s. m
9.23. Példa. Tekintsiik a

z1 =2 (cos30° + isin 30°)

z9 =3+ (cos15° +isin 15°)

komplex szdmokat. Szorzatuk

z1+ 22 =6+ (cos45° + isin45°),

hényadosuk
Z1 2

— = 15° + i sin 15°
3 (cos 15° +isin 15°),

tovabba
219 = 210 (cos 300° + i sin 300°).

9.24. Megjegyzés. Komplex szam reciprokdnak geometriai tartalma: z-nek az
egységkorre vonatkozé tiikorképét (inverzét) tikkrozziik a valds tengelyre.
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9.25. Megjegyzés. Tekinstiik a z = cos ¢ + i - sin  komplex szdmot. Ennek a
négyzete (algabrai alakd komplex szamként tekintve):

22 = (cosp 41 - sinp)? = cos® p —sin® p + i - 2 - sinp - cos .

Masrészt z trigonometrikus alakd komplex szdmnak is tekintheté A négyzetre
emelést ilyen alakban elvégezve:

22 = cos 2 + i - sin 2¢.

A két komplex szdmnak meg kell egyeznie, igy egyrészt
cos 2¢ = cos? ¢ —sin? ¢,
masrészt
sin2¢ =2 -sin - cos p,
amelyek az 6todik fejezetben mar ismertetett trigonometrikus azonossagok.

9.26. Definicié. A z komplex szam n-edik gyokének nevezziik a w komplex
szamot, ha w"™ = z.

9.27. Példa. A z = 1 + ¢ komplex szamnak egy négyzetgyoke a
w= V2 (cos22,5° + i - sin 22, 5°)

komplex szdm, ugyanis

2
w’® = (3/5 (cos 22, 5° +i-sin2275o)) = V2 (cos45° +i - sin45°) =
=2 (*f f)zl—i—i.
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9.28. Tétel. Minden nullatdl kiilonb6z6 komplex szamnak n darab n-edik gyo-
ke van, melyek

k-2 k-2
wk‘_n‘z|.<cosw+z.sinw>, (k:()’_..’n—l)
n n

alakban allnak eld.
Bizonyitds: Ha

w = |w|-(cosyp +isiney) és z=|z|-(cosp + isingp),

akkor w™ = z esetén

w" = |w|™ - (cos(ny) + isin(ni)) = |z| - (cos ¢ + isinp),

ahonnan |w| = {/|z| és

n-Yy=p+k-2r (k=0,...,n—1),

ahonnan

+ k-2
p=2T T

n

amivel igazoltuk az allitast. m

9.29. Definicié. A z = 1 komplex szam n-edik gyokeit n-edik egységgyokok-
nek nevezziik.

9.30. Megjegyzés. Az n-edik egységgyokok origd kozéppontu, n oldald szaba-
lyos sokszog csicsaiban helyezkednek el.

9.31. Példa. Meghatarozzuk és dbrazoljuk a harmadik egységgyokoket. Te-
kintsiik a z = 1 komplex szdmot. Ennek hossza 1, argumentuma 0. Az el6bbi
tételt felhasznélva

< 0+0-2r . . 0+0-27
wy = | cos ——— + —_—

3 2 sin 3 )zcosO+isinO:1

0O+1-20 .. 0+1-27 1 V3.
w1:<0053+zsm3>:—2+2z
0+2-2r .. 0+2-27 IRV
w2:<cosg+zs1n3>:—2—2z.

Ezeket abrazolva:
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1 V3 1
-5t
2, 2 0.8
6
04
0.2
1
16-14-12 -11.08-06-04-0210 02 04 06 06 1 12 14 16 18
-0.4
-0
-0.8
-1
1o V3, 1.2
2 2

tehat a harmadik egységgyokok valéban origd kdzéppontd szabdlyos harom-
sz0g csicsaiban helyezkednek el.

9.32. Példa. A z = —4 komplex szam négyzetgyokei: +2i, ugyanis
(20)> =4i* =4- (1) = —4.
9.33. Definicié. Minden komplex szam felirhaté
z=|z| €%

alakban, melyet a komplex szdm exponencidlis alakjanak vagy Euler-féle alak-
jénak neveziink.

9.34. Tétel. Ha
z1 = |z1| - €1

29 = |22| -ei‘m,
akkor
2129 = |21 - 20| - X P1F2)

Bizonyitds: Az éllitds azonnal adddik abbodl, hogy azonos alapi hatvanyok
szorzéasakor az alapot a kitevék 6sszegére emeljiik. m

9.35. Tétel. Ha
o1 = |- €

29 = | 2| - €92,
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akkor

2 _ . ilp1—p2)

z9 |2’2‘
Bizonyitds: Az allitds azonnal adddik abbdl, hogy azonos alapu hatvanyok
osztasakor az alapot a kitevék kiilonbségére emeljiik. m

9.36. Tétel. Ha z = |z| - ', akkor
2" = 2|7 e,

Bizonyitds: Az allitas azonnal ad6dik abbdl, hogy hatvany hatvanyozéasakor az
alapot a kitev8k szorzatara emeljiik. m
9.37. Megjegyzés. Mivel

e = cos ¢ + isin g,
ezért a koszinusz fliggvény parossiga és a szinusz fiiggvény pératlan tulajdon-
sdga miatt

e = (7% = cos(—¢) + isin(—¢) = cos @ — isin .

Az el6bbi két egyenletet 6sszeadva azt kapjuk, hogy

e 4 e =2cosp,

amibdl ‘ ‘
elP L et
2
adodik. Hasonl6an a fenti két egyneletet kivonva azt kapjuk, hogy

= Cos ¢

e"¥ —e V¥ = 2{-sin o,

amibdl ‘ ‘
eZ'SD — e*Z-QO X
- sin
adodik.

9.38. Komplex valtoaramua halézatok. Az elektromos hédlézatban a hal6za-
ti fesziiltség szinuszos valtéfesziiltség. A haldzatra egy elektromos fogyasztot
(Z) kotve, azon szinuszos valtéaram folyik. A fesziiltség-idd, illetve dramerds-
ség-1dd fliggvények:

U(t) = Unax - sin(wt — ¢g)

I(t) = Imax - sin(wt — ¢p).
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Az Osszefiiggésekben w = 27 - f, ahol f a haldzati frekvencia (Magyarorsza-
gon f = 50[Hz]). Az abrardl leolvashatd, hogy a fesziiltség és dram kozott
altaldnos esetben g faziseltolds van, azaz a fesziiltség és dram nem ugyanab-
ban az id6pillanatban veszi fel maximalis értékét.

Viltéaramokndl az egyendramokhoz hasonléan megfogalmazhaté az Ohm tor-
vény. Ehhez a fesziiltséget, aramerdsséget és valtéaramu ellendllast komplex
mennyiségekként kell értelmezniink. Ehhez tekintsiik az aldbbi 4brat!

U
I

Az abrén lathat, hogy az Ués I komplex fesziiltséget és dramerdsséget tigy
vezetjiik be, hogy képzetes résziik minden pillanatban megegyezzen a fesziilt-
ség és dramerdsség értékével. Ahogy az id6 telik, az U és I vektorok az origd
koriil azonos nagysdgui w szdgsebességgel forognak, igy bezart szogiik (¢o)
nagysdga véltozatlan. EbbSl adéddan a

7 =

-~

hanyados id6ben dlland6. A Z mennyiséget komplex vdltodramii ellendlldsnak,
vagy masképpen komplex impedancidnak nevezziikk. Ezek alapjdn az Ohm
torvény véltédramokra:

Valtéaramok esetén egy fogyasztonak nem csak ohmos, hanem induktiv és ka-
pacitiv ellendlldsa is lehet. Ezek szintén komplex mennyiségek, értékiik az
alabbi Osszefiiggésekkel szamithaté:

. A 1

X,—w-L-i: Xe=-——".i
L w 2 C w-C ¢
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Az fenti egyenletekben L a fogyaszté induktivitdsa, C' pedig a kapacitdsa. A
megfeleld mértékegységek:

1

S

LH), C[F) w[ }; X0 Xelo)

A fogyaszté ohmos ellendlldsat, induktivitdsat és kapacitdsat rajzban kiilon-
vélasztva jeloljik.

fogyaszlo

A fogyaszt6 teljes komplex impedancidja a harom kiilonb6zd ellenallds 6ssze-
ge:

Z=R + X L+ Xc.
A megfeleld mértékegységek:

A~

Z[Q];  R[Q.

(Természetesen L, C, vagy R értéke nulla is lehet, ekkor a fenti kifejezésben
kevesebb tag szerepel.)

N
A I
7z P>

~
o O

A
U

Ohm torvénye akkor is teljesiil, ha a fenti dbran szerepl6 fogyasztét egy bony-
olult, tobb fogyasztébol 4116 halozattal helyettesitjiikk. Néhany specidlis esetben
az eredd komplex impedancia egyszerlien szamithato.

Soros kapcsolds esetén:

Z=01+Zo+ ...+ 7.
Parhuzamos kapcsolds esetén:
1 1 1 1

= = = +A7+—|- .
Z 7y Zy Zn,
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A g fazisszog a komplex impedancia argumentuma.
Tovébbi, a gyakorlat szempontjadbdl hasznos 6sszefiiggéshez jutunk, ha az Ohm
torvényében szerepld Osszefiiggés abszolitértékét vessziik:

Ul =12 - 1],
amibdl az kovetkezik, hogy
Umax =7 Imax-

Az osszefiiggésben a valds impedancia (valds valtéaramu ellenallds). A max-
imalis értékek (csucsértékek) helyett a gyakorlatban az effektiv (hatdsos) érté-
keket hasznaljak. Egy valtéaram effektiv fesziiltségén és aramerdsségén annak
az egyendramnak a fesziiltségét és aramerdsségét értjiik, amely egy teljes per-
i6dus alatt ugyanannyi hét termel a fogyasztén, mint a valtéaram. Szinuszos
valtéaram esetén a fesziiltség csucsértékébdl annak effektiv értékét az alabbi
moédon szdmolhatjuk ki:

Umax' Iff: Imax
V2 Tove

Magyarorszdgon a hdlézati fesziiltség effektiv értéke 220 [V]. Ebbdl adddik,
hogy a fesziiltség értéke —311 [V] és 311 [V] kozotti érték kozott valtozik.
Ezt kovetSen az Ohm torvényt az aldbbi formaba frhatjuk:

Uett = Z - Lefy.

Uetr =

9.39. Példa. Tekintsiik az alabbi valtéarama haldzatot:

L2 R2
I'1 R1

[ [ 1t=1,.,sin(et-o,)

o]
U(t)=U__sin(t)
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Adatok:
Uett = 220 [V]; f =50[Hz]; L1 =0,1H; Ly = 0,15 [H];
C=5-10""[F]; Ry = 3[Q; Ry = 4[Q)].

a) Hatdrozzuk meg a komplex, majd a valés impedancidt az alabbi valtédramu
halézatok A és B pontja kozott!

b) Hatdrozzuk meg a g fazisszoget!

¢) Hatdrozzuk meg a f64gban foly6 dramer&sség effektiv értékét!
d) Adjuk meg az dramer6sséget az id6 fiiggvényében!
Megoldas:

a) Mivel

w=2r-f=~314,16 E],
ezért egyrészt

Xp, =w-Ly-i~31,42i[Q),
masrészt

X1, =w- Ly i~ 47,12i[Q).
A fentiek felhaszndldsdval az induktiv ellenéllds egyrészt

7y = Ry + X1, = (3+31,42i)[©],
masrészt
Zy = Ry + X1,(4 4 47,12i) [Q].

A kapacitiv ellenéllés

A 1

Xo=— -1 = —63, 667 [(2].
C w - C Z ) 7’ [ ]
Az ered6 komplex impedancia

1 1 1 1

= = = + ~ + =

Z v Zy Xc
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Behelyettesitve az adatokat, tovdbba elvégezve az osztist és az Osszeaddst
azt kapjuk, hogy

11111 1 I
E_ZJFZJF)“TC_3+31,42i+4+47,12i+—63,661"
1 3 - 31,42 1 4 47,12
= 3431421 3-31,42i 444712 4—47,12i
1 i 3-31,42i  4-47,12i i

~

+

—63,66i i 9+ 31,422 + 16 + 47,122 * 63,66

1
~ 0,048 — 0,0369¢ | =
Y Y 7 |:Q:|7

fgy .
7= |
0,048 — 0, 0369
A valés impedancia

Z = /13,092 + 10,072 ~ 13,13 [Q2].

~ 13,09 + 10,074 [£).

b) A fazisszog:

10,07
= arctg— ~ 37,57°.
Yo = arc g13709 %0 )
c) Az effektiv dramerGsség
Uett 220
I = — = ~1 Al.
= = 1313 6,76 [A]

d) A maximaélis dramer8sség
Inax = et - \[2 ~ 23,7 [A]
Az dramerdsség-idd fliggvény
I(t) = Imax - sin(wt — o) = 23,7 - sin(314, 16t — 0, 217).
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Ellenorzo kérdések

A z =a+ b-ikomplex szdm hossza ................

A z = a+ b- i komplex szdm konjugiltja ................

A z = a + b - i komplex szam négyzete ................

A z =a+ b - ¢ komplex szdm trigonometrikus alakja ................
A z =1 + ¢ komplex szdm trigonometrikus alakja ................

A z = a + b - i komplex szam exponencidlis alakja ................
Az 7 képzetes egység 100-adik hatvanya ................

A komplex szdmok halmazdn v/—9 = ................

A komplex szdmok halmazan /—16 = ................

10. A z = 1 komplex szam negyedik gyokei: ................

0 0 N kWb
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hn B~ W N =

10. Az ellen6rzo kérdések megoldasai

Logikai allitasok, miiveletek

. Ha p = ¢, akkor azt mondjuk, hogy p elégséges feltétele g-nak.

. Ha ¢ = p, akkor azt mondjuk, hogy ¢ sziikséges feltétele p-nek.

. Hap = qés q = p, akkor p = q.

. Két éllitas konjunkcidja pontosan akkor igaz, ha mindkét allitds igaz.

. Két dllitas diszjunkcidja pontosan akkor igaz, ha legalabb az egyik allitas

igaz.
. Két allitas konjunkciéja pontosan akkor hamis, ha legaldbb az egyik allitas
hamis.

. Két éllitas diszjunkcidja pontosan akkor hamis, ha mindkét 4llitds hamis.

8. A de-Morgan azonossag szerint —(p \V q) =p A —gq.

© 0 = W

. A de-Morgan azonosség szerint —(p A ¢) —p V —q.

Halmazelméleti alapok

. Két halmaz uniéjan azt a halmazt értjiik, melynek elemei legaldbb az egyik

halmaznak elemei.

. Két halmaz metszetén azt a halmazt értjilk, melynek elemei mindkét hal-

maznak elemei.

. Az A\ B halmazon azt a halmazt értjilk, melynek elemei az A halmaznak

elemei, de a B halmaznak nem elemei.

. Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha az A halmaz minden eleme a

B halmaznak is eleme.

. Egy 5-elemii halmaz 6sszes részhalmazinak szdma: 2° = 32.
.Ha AC Bés B C A, akkor A = B.

Ha A, B és C tetsz6leges halmazok, akkor AU(BNC) =(AUB)N(AUC).

. Ha A, B és C tetsz6leges halmazok, akkor AN (BUC) =(ANB)U(ANC)

. A természetes szamok halmazabdl az Osszeadas és szorzas miveletek nem

vezetnek ki.
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10. Az egész szdmok halmazabdl az dsszeadds, kivonds és szorzas miiveletek

nem vezetnek Kki.

11. A racionalis szamok halmazabdl az Gsszeadas, kivonds, szorzas €és osztas

miiveletek nem vezetnek ki.

12. A raciondlis és irraciondlis szdmok halmazédnak uniéja a valds szdmok hal-

maza.

13. A de-Morgan azonossag szerint (A U B)¢ =A° N B°.
14. A de-Morgan azonossdg szerint (A N B)¢ =AU B°.

Relaciok

. Egy reldci6 ekvivalencia rel4cid, ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.

2. Egy relaci6 rendezési relacio, ha reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv és tel-

AN N B~ W

~N N W

jes.

. Egy R C A x A reléci6 reflexiv, ha minden a € A esetén aRa.
. Egy R C A x A reléaci6 szimmetrikus, ha minden a Rb = bRa.
. Egy R C A x A reléci6 tranzitiv, ha a Rb és bRc = aRc.

. Ha az A halmaz 3 elemi és a B halmaz 6 elem, akkor A x B elemeinek a

szama: 3 - 6 = 18.

Fiiggvények

. Egy reldci6 fiiggvény, ha egyértelm( hozzarendelés, azaz ha (a;b1) € R és

(a;b2) € R, akkor by = ba.

. Az f: D — R zérushelye xg, ha f(zg) = 0.

. Az f(x) = 23 — 322 fiiggvény zérushelyei: © = 0; z = 3.
. Péros fiiggvények 0sszege paros.

. Pératlan fiiggvények szorzata paros.

. Egy fiiggvény korlatos, ha alulrdl és feliilrdl is korlatos.

. Az f: D — R fiiggvény monoton novekvs, ha minden x1, x2 € D esetén,

melyre 21 < x5 teljesiil, hogy f(z1) < f(xz2).

. Az f: D — R fiiggvény monoton csokkend, ha minden 1, x2 € D esetén,

melyre x1 < x4 teljesil, hogy f(z1) > f(z2).
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9. Az f: D — R fiiggvény szigorian monoton ndvekvd, ha
minden z1, z9 € D esetén, melyre x; < xg teljesiil, hogy f(x1) < f(z2).

10. Az f: D — R fiiggvény szigortian monoton csdokkend, ha
minden z1, 2 € D esetén, melyre x; < x teljesiil, hogy f(x1) > f(z2).

11. Az f: I — R fiiggvény konvex, ha a fiiggvény grafikonjanak barmely két
pontjat 0sszekot6 szakasz a fliggvény grafikonja folott halad.

12. Az f: I — R fiiggvény konkav, ha a fiiggvény grafikonjanak barmely két
pontjat 0sszekotd szakasz a fliggvény grafikonja alatt halad.

13. Ha az f fiiggvény konvex, akkor — f konkav.

14. Ha az f fiiggvény konkav, akkor — f konvex.

15. Az f(x) = 2 fiiggvény inverze f~!(x) = logyz (x> 0).

16. Az f(z) =logyx (z > 0) fiiggvény inverze f~!(z) = 2% (x € R).

Elemi fiiggvények

1. Az els6foki polinomfiiggvény grafikonja egyenes.
2. Az f(z) = 2z — 4 fiiggvény meredeksége m = 2.

3. Az f(z) = 2% — 7z + 12 polinomnak az x = 5 valds szdm gyoke, igy a
polinom oszthaté = — 5-tel.

X —X
L. . e’ +e
4. Definici6 szerint ch z = —
X e*{E
5. Definicid szerint sh z = 5

. Minden z € R esetén ch®?z — sh?z = 1.

. Minden z € R esetén cos? z + sin?z = 1.

2

6
7. Minden x € R esetén ch? z + sh? 2 = ch(2x).
8
9 2

. Minden z € R esetén cos” x — sin® z = cos(2x).

10. Minden x € R esetén cos(x + y) = cosz - cosy — sinx - siny.
11. Minden z € R esetén sin(z + y) = sinz - cosy + cosx - siny.

12. Minden z € R esetén cos(x — y) = cosz - cosy + sinx - sin y.

13. Minden z € R esetén sin(z — y) = sinz - cosy — cosx - siny.
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14. A cos 15° pontos értéke:

ol%

N | =

cos(45°—30°) = cos 45°-cos 30° +sin 45° -sin 30° =
_V6+V2
= YRR
15. A sin 15° pontos értéke:
sin(45° —30°) = sin 45° - cos 30° —cos 45° -sin 30° =

VB3
V2

ol
S
ol

N | =

Fiiggvények gazdasagi alkalmazasai

1. Azokat a koltségeket, amelyek a termelés mennyiségét6l fiiggetlenek fixkolt-
ségeknek nevezziik.

2. Azokat a koltségeket, amelyek fiiggnek a gyartott mennyiségtdl valtozokolt-
ségeknek nevezziik.

3. A C(q) = 20¢> + 1000 koltségfiiggvény esetén a fix koltség 1000, mig a
valtozé koltség 20¢°.

4. Egy termék egy egységére juté fix koltségét atlagos fixkoltségnek nevezziik.
5. Az eladott mennyiség és a termék egységdranak a szorzata a bevétel.
6. Ha R(q) bevételi fiiggvény, C(q) koltségfiiggvény, akkor a profitfiiggvény
II(q) = R(q) — C(q).
Fiiggvények fizikai és biologiai alkalmazasai
1. Egy harmonikus rezgdmozgast végzo test kitérés-ido fiiggvénye:
y(t) = A-sin(w - t).
2. Egy harmonikus rezgdmozgast végzs test sebesség-idd fliggvénye:
y(t) = A wcos(w - t).
3. Egy harmonikus rezgémozgast végzd test gyorsulds-idé fiiggvénye:
y(t) = —A-w? - sin(w - t).
4. A korl4tozott (logisztikus) ndvekedés modellje:

No
N(t) = .
() N0+(K7N0)-at
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Halmazok szamossaga

. Ha A és B véges halmazok, akkor |AU B| = |A| + |B| — |[AN B|.
. A raciondlis szdmok halmazédnak szdmossdga megszadmldlhatéan végtelen.
. Az irraciondlis szdmok halmazanak szdmossdga kontinuum végtelen.

. A val6s szdmok halmazédnak szdmossdga kontinuum végtelen.

N A~ W N =

. A [0; 1] intervallum szdmossédga kontinuum végtelen.
Komplex szamok

. A z=a+b-ikomplex szdm hossza |z| = va? + b2
A z = a+ b-ikomplex szdm konjugéltjaZ = a — b - 4.
A z = a + b - i komplex szdm négyzete 2> = a® — b* + 2ab - i.

A z = a+b-i komplex szam trigonometrikus alakja z = |z|-(cos p+i-sin ¢).

N

A z = 1 + i komplex szdm trigonometrikus alakja z = /2 - (cos 45° + i -
sin45°).

6. A z = a+ b - i komplex szdm exponencilis alakja z = |z| - "%,

7. Az i képzetes egység 100-adik hatvanya i'%0 = 0 = 1.

8. A komplex szdmok halmazén v/—9 = +3i.

9. A komplex szamok halmazén /—16 = +-4i.

10. A z = 1 komplex szdm negyedik gyokei: +1, 4.



(1]
(2]

(3]

(4]
(5]
(6]
(7]
(8]

(9]

[10]
[11]

[12]

[13]

[14]

[15]
[16]

Irodalomjegyzék

Babcsanyi Istvan — Gyurmanczi Janos — Szab6 Lajos — Wettl Ferenc, Matematika feladat-
gytijtemény I., Milegyetemi Kiadd, 2009.

Bard Agnes — Frigyesi Mikl6s — Lukdcs Judit — Major Eva — Székely Péter — Vancs6 Odon,
Késziiljiink az érettségire matematikdbol emelt szinten (feladatgyiijtemény), Miszaki Ki-
ada, 2006.

Bartha Gébor — Bogdan Zoltan — Duré Lajosné dr. — Gyapjas Ferencné — Hack Frigyes —
dr. Kéntor Sdndorné — dr. Koranyi Erzsébet, Matematika feladatgyijtemény Il., Nemzeti
Tankonyvkiad6, Budapest, 2000.

Benk$ Palné — Didszegi Ferencné — Serény Gyorgy, Matematika feladattdar II, Mie-
gyetemi Kiadé, 2002.

Bir6 Fatime — Vincze Szilvia, A gazdasdgi matematika alapjai, Debreceni Egyetemi Ki-
adé, 2010.

Csdszér Akosné, Matematika /1, Miegyetemi Kiadd, 2003.

Denkinger Géza — Gyurké Lajos, Analizis gyakorlatok, Nemzeti Tankonyvkiado, 1987.
Gdébos Adél — Halmos Maria, Késziiljiink az érettségire matematikdbol kozép-, emelt szin-
ten, Miszaki Konyvkiadd, 2005.

Dr. Ger6es Laszl6 — Juhdsz Istvdn — Orosz Gyula — Paréczay Jézsef — Szdmadé Las-
716 — Szdszné Dr. Simon Judit, Matematika emelt szintii tananyag, Nemzedékek Tuddsa
Tankonyvkiadé, 2013.

Gilbert Janos — S6lyom Andrds — Kocsanyi Laszld, Fizika mérnokoknek I-11, Egyetemi
Tankonyv, Miiegyetemi Kiadd, 1999.

J. Harcet — L. Heinrichs — P. M. Seiler — M. T. Skoumal, Mathematics Higher Level,
Oxford University Press, 2012.

Hortobdgyi Istvdn — Marosvdri Péter — Pdlmay Loérdnt — Pésfalvi Péter — Siposs Andrds —
Vancsé Odon, Egységes érettségi feladatgyiijtemény, Matematika I., Konsept-H Konyvki-
ado, 2002.

Hortobdgyi Istvdn — Marosvari Péter — Pdlmay Lordnt — Pésfalvi Péter — Siposs An-
drds — Vancs6 Odon, Egységes érettségi feladatgyiijtemény, Matematika II., Konsept-H
Konyvkiadé, 2002.

Horvéth Eszter — Inges Janos — Nagyné Pdlmai Piroska — Réka Sdndor — Tassy Gergely,
Tehetséggondozds a matematikdban,

http://users.itk.ppke.hu/ adorjan/matematika/list.html, 2011.

Jakus G. — Kis M. — Magyar T. — Zombori N., Analizis példatdr, Budapest, 2014.

Kertesi Gabor, Mikrookonomia eléaddsvdzlatok,

http://www.econ.core.hu/ kertesi/kertesimikro/tartalom.html, 2004.

109



110 IRODALOMJEGYZEK

[17] Nagyné Kondor Rita — Sziki Gusztdv Aron, Matematika eszkozok mérniki alkalmazdsok-
ban, Egyetemi jegyzet, Debreceni Egyetem, 2011.

[18] Kovécs Jozsef — Takdcs Gdbor — Takdcs Miklds, Analizis, Nemzeti Tankonyvkiad6, Bu-
dapest, 1986.

[19] Kovécs Istvan — Trembeczki Csaba, Sokszinii matematika feladatgyiijtemény, az analizis
elemei, 11 — 12 emelt szint, Mozaik Kiadd, Szeged, 2011.

[20] Losonczi Laszl6, Dontéselmélet,
http://riemann.math.klte.hu/ losi/jegyzet/eco/ujdont4.pdf, 2012.

[21] Pintér Lajos, Analizis I, Typotex, 1998.

[22] Rapcsak Tamads, Tobbszempontii dontési problémdk,
http://www.oplab.sztaki.hu/tanszek/download/ITobbszdontmodsz.pdf, 2007.

[23] Rosser M., Basic mathematics for economists, Routledge, 2003.

[24] Sikolya Eszter, Analizis jegyzet Matematikatandri Szakosok részére, elektronikus jegyzet,
tankonyvtar.ttk.bme.hu, 2013.

[25] Simon Anita, Az analizis néhdny kozgazdasdgtani alkalmazdsa, szakdolgozat, Eotvos
Lorand Tudoményegyetem, Természettudomanyi Kar, 2009.

[26] Szentelekiné Dr. Pdles Ilona, Analizis példatdr, Nemzeti Tankonyvkiad6, Budapest, 2011.

[27] Stewart J., Calculus, Brooks/Cole, 2012.

[28] Tan S. T., Applied Calculus for the Managerial, Life and Social Sciences, Brooks/Cole,
1999.

[29] Temesi Jozsef, A dontéselmélet alapjai, AULA, Budapest, 2002.

[30] Thomas G. B. — Weir M. D. — Hass J. — Giordano F. R., Thomas féle kalkulus I. kitet,
Typotex, Budapest, 2008.

[31] Hal R. Varian, Mikrookonomia kozépfokon, Akadémiai Kiad6 Zrt., 2010.



Tartalomjegyzék

1. Logikai allitdsok, miiveletek 5
2. Halmazelméleti alapok 12
3. Reléciok 30
4. Figgvények 38
5. Elemi fiiggvények 52
6. Filiggvények gazdasdgi alkalmazdsokban 68
7. Fiiggvények fizikai és bioldgiai alkalmazdsokban 74
8. Halmazok szdmossdga 82
9. Komplex szamok 86
10. Az ellen6rz6 kérdések megoldasai 104

Irodalomjegyzék 109

111



