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EINFUHRUNG

In dieser Arbeit sind die Methoden und Ergebnisse meines entwickelnden
Unterrichtsexperiments zu finden, in dem die exponentiellen und
logarithmischen  Funktionen und ihrer Anwendungen aus neuen
methodologischen Aspekten bearbeitet und unterrichtet wurden. Das
Experiment fand im Schuljahr 2010/11, vom Anfang November 2010 bis Mitte
Januar 2011 in dem Pilisvorosvarer (Werischwar) Friedrich Schiller
Nationalititengymnasium, in der gemischten Gruppe aus den Klassen
11.¢/12.s statt.

Bei der Auswahl der Gruppe spielten zwei wichtige Aspekte eine wesentliche
Rolle: (1) Ein wichtiger Gesichtspunkt war, dass die Schiiler Mathematik nicht
auf der Muttersprache Ungarisch, sondern auf der Arbeitssprache Deutsch
gelernt haben. In der ungarischen Sprache stehen zahlreiche Lehrbiicher,
Arbeitsbiicher, Arbeitshefte, Aufgabensammlungen zur Verfiigung. In der
deutschen Sprache dagegen nur etliche, zum Teil aus dem Ungarischen
iibersetzte, teilweise mit dem neuen Nationallehrplan und mit dem neuen
Abitur nicht kompatible Auflagen. Diese deutschsprachigen Biicher sind die
folgenden: die Ubersetzungen der ,,alten” Hajnal Biicher, die ,,alte griine*
Aufgabensammlung (Osszefoglalé feladatgytijtemény matematikabol - NT-
81307), die ,neue* Abituraufgabensammlung (Egységes érettségi
feladatgyiijtemény - Matematika I./11.) und das Hilfsmaterial der Gruppe
DePhyMa, das den Lehrstoff der Klassenstufen 9-12. des ,.alten* Abiturs
zusammenfasst (Kompendium). AufBlerdem konnen einigen bilinguale
Mittelschulen etliche deutsche Lehrbiicher in begrenzter Menge benutzen (z.B.
die Serie von Lambacher-Schweizer), sie sind aber nur ausschlieBlich fiir
Ubungen geeignet, da der Aufbau des Lehrstoffes dem ungarischen
Schulcurriculum iiberhaupt nicht entspricht. Aus diesem Grund habe ich zum
entwickelnden Unterrichtsexperiment einen deutschsprachigen Lehrstoff
entwickelt mit zwei grundséatzlichen Zielrichtungen: Erstens wollte ich kein
ungarisches Buch iibersetzen, sondern ich wollte eine Methode einfiihren, die
voraussichtlich den Schiilern hilft, die schwierigeren mathematischen
Begriffe, Zusammenhénge der exponentiellen und logarithmischen Funktion
und ihrer Anwendungen zu verstehen. Das zweite Ziel war, falls das
Experiment die Erwartungen erfiillt, kann man die erarbeitete Methode
weiterhin, in anderen Themen des Mathematikunterrichts verwenden. (2) Der
zweite Aspekt bei der Auswahl der Gruppe war, dass die Schiiler scheinbar
groflere Probleme mit Mathematik hatten. So bestand die Moglichkeit zu
untersuchen, ob es zu verwirklichen ist, solche Schiiler mit einer anderen
Methode als die herkdmmliche, entwickeln zu konnen.



Ich unterrichte seit fiinfzehn Jahren Mathematik. Meine Erfahrungen auf
diesem Gebiet konnen als umfangreich betrachtet werden, da ich in
verschiedenen Stadten Ungarns (Zalaegerszeg, Kecskemét, Pilisvorosvar und
Budapest) und in verschiedenen Schultypen (bilinguales Gymnasium,
bilinguale Fachmittelschule, in einem Nationalititengymnasium und in der
Deutschen Schule Budapest) gearbeitet habe. Ich habe die Schiiler anfangs —
in den vier Jahren der Mittelschule — fiir das ,,alte” Abitur vorbereitet, spéter,
ab 2004, fiir das neue. Das neue Abitur bedeutete einen Paradigmenwechsel.
Die Biicher, Aufgabensammlungen passten sich langsam an die neuen
Herausforderungen an. Was bedeutet das? Wihrend im ,,alten* Abitur in erster
Linie die ,rein“ mathematischen Kenntnissen befragt wurden, d.h. solche
Aufgaben, die in alltdgliche, praktische Aufgaben nur mit Schwierigkeiten
umgeformt werden konnten, wird im neuen Abitur oft auch nach den im
alltdglichen Textumfeld formulierten Problemen gefragt.

Es lohnt sich im gleichen Themenkreis je eine Aufgabe zu erwihnen:

a) Altes Abitur: 1322. (2326.) ,,Eine Pyramide hat ein Rechteck zur
Grundflache. Die Pyramidenspitze liegt auf der Geraden, die durch
einen Eckpunkt dieses Rechtecks geht und senkrecht auf der
Grundflache steht. Die Rechteckseiten betragen 6 cm und 9 cm, die
Pyramidenhdhe misst 12 cm. Wie groB3 sind die Seitenkanten und das
Volumen der Pyramide? (Zusammenfassende Aufgabensammlung
Mathematik, Tankonyvkiadd, Budapest, 1988)

b) Ahnliche Aufgabe im neuen Abitur:

18. Ein aufgestelltes Zirkuszelt bildet eine regelmiBige sechsseitige
gerade Pyramide, deren Grundkante 12 Meter und deren Hohe 16
Meter betrigt. Beim Aufbau des Zeltes werden 13 Stangen verwendet.
Sechs Verfestigungsstangen nehmen den Verlauf der sechs
Seitenkanten ein. Es sind noch sieben vertikale Trigerstangen. Eine
steht im Mittelpunkt der Grundflache und hélt das Zelt in voller Hohe.
Die sechs kleinen Stangen halten in den dem Boden néherliegenden
Dreiteilungspunkt der Seitenkante.

a) Wie viel Quadratmeter Fldcheninhalt besitzt die Plane, mit der das
Zelt gebaut wird (Mantelfliche der Pyramide)? (Das Ergebnis soll
ganzzahlig gerundet angegeben werden!)

b) Insgesamt wie viel Meter lang sind die 13 Stangen?

c) Wir fithren und spannen ein Seil um die oberen Endpunkte der
kiirzeren Stiitzstangen. Wie lang ist dieses Seil? (05.05.2009)

Man kann diesen Vergleich auch bei exponentiellen und logarithmischen
Aufgaben ziehen. Wiahrend frither auf diesem Gebiet fast ausschlieflich
Terme, die Funktionen, Gleichungen, Ungleichungen vorkamen, kann man
heute auch auf ,,praktische* Aufgaben stofen. Ich unterrichtete auch aus den
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,heuen® ungarischen Lehrbiichern. Sie sind schon itiberwiegend anhand der
Erwartungen des neuen Nationallehrplanes und des neuen Abiturs
zusammengestellt. Beim Thema Exponential- und Logarithmusfunktion und
ihrer Anwendungen hatten meine Schiiler aber weiterhin Probleme. Einer
meiner Schiiler hat es in Worten formuliert, als wir in der 12. Klassen, etwa
ein Jahr nachher, als wir den Logarithmus gelernt haben, mit einer praktischen
Aufgabe wiederholt hatten. Wir haben eben eine logarithmische Textaufgabe
gelost, als er mit Begeisterung aufgerufen hat: ,,Wenn ich gewusst hdtte, dass
man den Logarithmus auch fiir einen solchen Zweck verwenden kann, hdtte ich
ihn voriges Jahr mit mehr Begeisterung gelernt.*

Die genannte Aufgabe war die folgende:

tt

(Oktober 2009) Wenn der Laserstrahl, der urspriinglich eine Intensitdt von I (%) hat in
einem bestimmten Stoff x mm (X > 0) tief eindrdngt, dann ist seine Intensitdt in dieser Tiefe
1(x) =1,- 0,15 (W““

m?2
800 (Wrzzt) beleuchtet.

a) Ergdnzen Sie die folgende Tabelle! (Die Werte, die Sie fiir die Intensitdt erhalten, sollen
Sie auf ganzen Zahlen gerundet angeben!)

) . Dieser Stoff wird durch einen Laserstrahl von der Intensitit I, =

x (num) 0 03 0.6 1.2 1.5 21

1) [ 2]
Lm°

800

b) In welcher Tiefe betrdgt die Intensitdt des eindringenden Leserstrahles nur noch 15% des
urspriinglichen Wertes (Io)? (Der Antwort sollen Sie auf Zehntelmillimeter gerundet
angeben!)

Warum ist aber heutzutage die praktische Anwendbarkeit der im Unterricht
gelernten Kenntnisse so wichtig? Man konnte die Frage einfach mit den
Erwartungen aus den PISA-Tests beantworten. Oder man kdnnte sagen, dass
die praktische Anwendbarkeit der Kenntnisse heute viel wichtiger als frither
ist. Oder man konnte — als praktizierender Lehrer — antworten, dass das
Lebensalter der Schiiler voraussetzt, dass sie nicht gleich den reinen
mathematischen Formulierungen begegnen, sondern dass die Aufgaben zuerst
in der Form auftauchen miiss(t)en, wie sie im Leben auftauchen (konnen).
Meiner Meinung nach wiren alle Antworten teilweise korrekt, aber man kann
mit diesen Antworten die Wurzel des Problems nicht sehen, beantworten. Aber
alle Antworten zeigen in die Richtung, die ein Lehrer vielleicht unbewusst
ahnt, wonach er wihrend des Unterrichts strebt. Diese Antwort ist meiner
Ansicht nach die Struktur, der Prozess, der Vorgang des Verstehens. So suchte
ich ein Modell, mit welchem ich entsprechend der oben geschilderten
Erwartungen, dem Alter der Schiiler, dem zu erlernenden Stoff und meinen
Vorstellungen in einem Unterrichtsexperiment ausprobieren kann. So habe ich
das Modell der Freudenthal’schen realistischen Mathematik ausgewdhlt,
meinen Vorstellungen und Erwartungen nach verwendet und wo es moglich



war, mit den Moglichkeiten der Computertechnik, in erster Linie mit der
Software GeoGebra ergénzt.

1. Theoretischer Rahmen

1.1.Lernpsychologische Grundlagen
1.1.1. Reprdsentationen

Die Entwicklungstheorie von Bruner beschreibt, dass ein Kind wéihrend seiner
Entwicklung etwa bis zum zwoélften Lebensjahr zum Stadium der formalen
Operationen kommen kann. Es sollte also in diesem Alter fihig sein, abstrakte,
formale und logische Operationen durchzufiihren und seine Theorien auf
logischen Wegen zu begriinden (Bruner, 1966). Dementsprechend sollte man
von Schiilern mit etwa 16 Jahren erwarten konnen, dass sie stark abstrakt
formulierte Definitionen, Zusammenhinge und Aufgaben verstehen und
verwenden konnen. Viele von ihnen koénnen nach einiger Zeit auf dieses
Niveau kommen. Sie brauchen aber dazu eine kréftige Unterstiitzung. Diese
Unterstlitzung kann eine gut ausgewéhlte Einflihrungsaufgabe, aber auch eine
Reihe verschiedener geeigneter Reprisentationen dieser Aufgabe sein. Bruner
unterscheidet drei Formen der Représentationen: die enaktive, die ikonische
und die symbolische Reprisentation (Lesh — Post — Behr 1987). Die
Reihenfolge ist dabei sehr wichtig. Um die gewiinschte, allgemeine
symbolische Représentation verwenden zu koénnen, wére es sinnvoll, in der
Mehrheit der Fiélle die obige Reihenfolge einzuhalten. Man darf die neue
Reprisentation solange nicht benutzen, bis die vorherige nicht vertieft wurde.

Reprisentation: Enaktive Ikonische Symbolische
Natiirliche Zahlen Ein Paar Kirschen h 2, zwei, 11
Geometrie Drachen 3 Deltoid
Funktionen Ein FuBginger legt | f: R*'>R, f(x) =

jede Stunde 3 km | | / 3x

zuriick. Welcher

Zusammenhang

besteht zwischen der

Zeit und der

zuriickgelegten

Strecke?

1. Abbildung: Die Reprdsentationen — eigene Quelle



Die dufleren Représentationen miissen natiirlich die inneren Représentationen
auslosen. Diese inneren lassen sich aber direkterweise nicht beobachten. Eben
deshalb hat sich die Verhaltensforschung mit den inneren Représentationen
nicht beschéftigt. Die heutige kognitive Psychologie versucht mit Hilfe von
indirekten Beobachtungen die inneren Reprdsentationen und ihr Netz zu
untersuchen. Unter anderem hat Greeno (1988) den Zusammenhang zwischen
den duBeren und inneren Reprisentationen erforscht. Im Allgemeinen kann
man behaupten, wie die duleren Reprédsentationen zur Herstellung der inneren
Reprisentationen wichtig sind, so beeinflussen die inneren Repridsentationen
ihre eigenen duBleren Wiederspiegelungen. Darauf hat auch schon Skemp
(2005) hingewiesen, als er sagte, dass es zwischen den Symbolen und den
entsprechenden Begriffen nicht unbedingt ein-eindeutige Beziehungen gibt,
sondern es vorkommen kann, dass einem Begriff mehrere Symbole
entsprechen oder umgekehrt. Was wichtig wire: Der Vortragende und der
Zuhorer sollen im gleichen Schemasystem bleiben, innerhalb dieses Schemas
darf ein Symbol nur einem Begriff zugeordnet werden und umgekehrt, und
dass der Vortrager das Schemasystem nicht wechseln darf. Es sei denn er
informiert den Zuhorer dariiber. Diese Bedingungen scheinen zwar logisch und
eindeutig zu sein, oft halten aber die Vortrager eben die letzte Bedingung nicht
ein und wechseln das Schemasystem, ohne den Zuhorern diesen Wechsel
bewusst zu machen. Ein Beispiel dafiir kann eben das Potenzieren sein: die
Schiiler wissen gut, wie man zwei Zahlen multipliziert, 3 -3 = 9, wenn man
aber mit Potenzen arbeitet, sieht das Ergebnis einer Multiplikation anders aus:
3235 =37 In diesem Fall kann man neben der guten Losung auch andere
Varianten sehen, wo man gleich erkennt, dass der Schemawechsel nicht, nur
teilweise oder theoretisch falsch durchgefiihrt wurde. Beispiele fiir die
moglichen falschen Losungen sind: 32 - 3% = 9777, oder: 32 - 35 = 310, oder:
32-3% =97, oder: 32-3% = 90, Eben deshalb wire besonders wichtig, die
Schemasysteme bewusst zu machen, zu den Begriffen nicht nur symbolische,
sondern auch enaktive oder ikonische Reprisentationen hinzufiigen. An
diesem Beispiel kann man z.B. die Dreier gruppieren und zusammenzéhlen:

32.35%3.3.3-3-3-3:3 & 37,

2 St. 5 St.
7 St.

So visualisiert sehen auch die schwicheren Schiiler, warum die Basen nicht
multipliziert werden diirfen und warum die Exponenten addiert werden
missen.

In meinem entwickelnden Unterrichtsexperiment habe ich bewusst danach
gestrebt, alle drei Reprasentationen zu benutzen und den Wechsel, den
Ubergang unter ihnen bewusst zu machen. Ich wollte damit erreichen, dass es
den Schiilern bewusst wird, was es fiir einen Zusammenhang zwischen den



alltdglichen Vorgiangen und ihren mathematischen Représentationen gibt. Die
konkreten, praktischen Beispiele — wie ein exponentielles Wachstum bei den
Pflanzen oder bei der Geldanlage in der Bank, oder die Halbwertszeit bei
Koffein, Medikamenten oder radioaktiven Stoffen — bedeuteten die enaktive
Repriasentation des Vorgangs. Mit Hilfe der Funktionsgraphen, die oft mit
GeoGebra dargestellt wurden, wurden die Vorginge veranschaulicht — S0
kamen wir zu der ikonischen Reprisentation. Und nach einer Anzahl von
Beispielen wurden die mathematischen Zusammenhinge entdeckt und exakt
formuliert — symbolische Représentation und danach wurde natiirlich unser
mathematisches Modell mit der Wirklichkeit verglichen.

Zwischen den @ufleren und inneren Représentationen konnen aber vielerlei
Zusammenhidnge entstehen. Dieser Zusammenhang ist nicht immer ein-
eindeutig. Eine innere Représentation kann beispielsweise mehrere duflere und
umgekehrt, eine dullere mehrere innere Représentation ins Leben rufen, wie
darauf Andrds Ambrus (2002b) und Eva Vasarhelyi (2002) hingewiesen
haben.

1.1.2. Verstehen

Man kann mehrere Typen des Verstehens voneinander unterscheiden.
Grundsitzlich kann man tber disziplindres und interdisziplinédres, in der
Schule erworbenes und auBerschulisches Wissen sprechen. Das Ziel des
Unterrichts wire es, keinen der oben genannten, ,separierten‘
Verstdandnistypen zu erreichen, d. h. das erworbene Wissen eines Schiilers
diirfte nicht nur im Rahmen einer der oberen Kategorien bleiben. Im Idealfall
miisste ein Netz, ein enger Zusammenhang zwischen dem schulischen und
aullerschulischen Wissen entstehen, worauf schon ziemlich frith Wertheimer
(Wertheimer 1959) und Poélya (Pdlya 1971) hingewiesen haben. Oft erreichen
viele Schiiler nicht einmal das disziplindre Niveau. Das wiirde bedeuten, dass
die Schiiler die erworbenen Kenntnisse innerhalb der Mathematik einstufen
und verwenden konnen, sie liber die richtigen inneren Reprisentationen, liber
,,concept image* verfligen, sie die auftauchenden Probleme richtig behandeln
konnen, und dass die Schiiler diese Probleme ihrer Wissensstufe entsprechend
bearbeiten und 16sen konnen. Dagegen bleiben leider viele Schiiler innerhalb
des Rahmens des Gelernten einer einzigen Stunde. Sie kénnen nicht einmal die
Zusammenhidnge innerhalb eines Themenbereiches sehen und verstehen. Die
nachste Stufe wire, dass die Schiiler nicht nur den Lernstoff einer Stunde oder
eines Themenbereiches verstehen und anwenden koénnen, sondern dass sie
zwischen verschiedenen Themenkreisen Zusammenhinge entdecken,
zwischen den Schemen und den dazu gehorenden Begriffen schnell, richtig
und problemlos wechseln konnen. Die oberste Stufe des disziplindren Wissens
wire, wenn das Netz der inneren Reprdsentationen das Lehrfach dicht



durchweben wiirde. Die Studenten werden mit diesem Wissensniveau von
Gardner disziplindre Studenten genannt (Gardner, 1991).

Die Forschungen weisen aber darauf hin, dass der scheinbar lineare Auf- und
Ausbau der Wissensnetzwerke nicht so einfach erfolgt (Cobb — Steffe, 1988).
Man kann auch solche Vorgédnge beobachten, bei denen das Netz, oder Teile
davon zerfallen, neue Kontakte entstchen. Wahrend des Lernprozesses
entstehen oft alleinstehende Inseln von Kenntnissen. Die Kontakte zwischen
ihnen entwickeln sich erst spiater. Wéhrend des Unterrichts muss man auch
danach streben, diese Kontakte auszubauen, zu vertiefen, um so die Stufen des
disziplindren und interdisziplindren Wissens sowie schulisches und
auBerschulisches Wissen miteinander zu verkniipfen.

1.1.3. Concept image

Die Grundbegriffe der obigen zwei Abschnitte — die dufleren und inneren
Repréasentationen und der Begriff des Verstehens im psychologischen und
padagogischen Sinne —werden durch den Begriff concept image verkniipft und
noch mehr vertieft, welcher von David Tall und Shlomo Vinner in die
Mathematikdidaktik eingefiihrt wurde (Tall — Vinner, 1981). Concept image
bedeutet eine komplexe kognitive Struktur, die mit dem Begriff
zusammenhéngt. Das bedeutet visuelle Reprisentationen, mentale (innere)
Bilder, und damit verkniipfte Eigenschaften, Vorgédnge, Bilder, Abbildungen,
konkrete Erfahrungen, Beispiele, Erlebnisse. Die konkreten materiellen und
visuellen Représentationen tragen zur Entstehung der zum Begriff gehdrenden
mentalen Bilder bei, die stark von den Erfahrungen und Erlebnissen der Person
abhingen. Bilder, konkrete Beispiele und Erfahrungen spielen bei der
Entstehung eines effektiven concept images eine grof3e Rolle.

In der Relation zwischen concept image und der Definition des Begriffes
unterscheidet Vinner vier Klassen, die ich anhand Ambrus (2002b) darstelle:

a) Gegenseitige, zweiseitige Relation

Es wire der Idealfall, wenn der Schiiler einerseits die Definition des
Begriffs kennt, zweitens verfiigt er tiber den Begriff iiber eine innere
Vorstellung, ein inneres Bild (concept image), und die beiden in
Kontakt sind. Das bedeutet, dass der Schiiler wihrend der
Problemldsung seine personlichen Erfahrungen verwendet.

Intellektuelles Verhalten
(Antwort)

Definition Concept image
des Begriffs des Begriffs

Tnput W Problem. Aufgabe

2. Abbildung: Die Darstellung von ,,concept image” — Quelle: Ambrus
(2002b)

Output




b) Reine, formale Uberlegung

In diesem Fall kennt zwar der Schiiler die Definition des Begriffs, sie
ist aber mit keinem inneren Bild verbunden. Das kann man entweder
bei solchen Schiilern beobachten, die eine gute Note in Mathematik
erwerben wollen, und sich dazu auch viel Zeit nehmen, die
Definitionen oder/aber die mathematischen Rechnungswege zu lernen.
Diese Kenntnisse sind aber mit keinen anderen mathematischen (oder
interdisziplinaren) Kenntnissen verbunden. In diesem Fall kommt es
oft vor, dass die Schiiler viel lernen, aber bei kleinen Verdnderungen in
den Grundbedingungen der Aufgabe erkennen sie es nicht, und sie
16sen die Aufgabe theoretisch falsch, oder sie werden dadurch verwirrt,
und konnen die Aufgabe nicht einmal anfangen. Das kann man auch
bei schwachen Schiilern beobachten, wenn sie aus Zwang (wegen
Angst vorm Sitzenbleiben) plotzlich viel lernen, ohne den Sinn des
Erlernten zu verstehen.

Diese Art des Denkens kann selten auch bei einem Mathematiker
vorkommen, der rein ,,axiomatisch* denkt.

Intellektuelles Vethalten
(Antwort)

Output

Concept image
des Begriffs

Defmition
des Begriffs

Input 7 Problem, Aufgabe

3. Abbildung: Die Darstellung von ,,concept image” — Quelle: Ambrus

(2002b)

¢) Folgerungen, die auf intuitiven Uberlegungen basieren, aber auch

formale Definitionen beachten

In diesem Fall haben die Schiiler eine Vorstellung iiber den Begriff. Sie
kennen auch die Definition dazu, vergleichen sie aber nicht. Sie
iberpriifen nicht, ob ihr concept image mit der Definition
tibereinstimmt.

(Antwort)

Concept image
des Begriffs

Input ! Problem, Aufgabe

Output ‘ Intellektuelles Verhalten

Definition
des Begriffs

4. Abbildung: Die Darstellung von ,,concept image” — Quelle: Ambrus

(2002b)



d) Uberlegungen ausschlieflich mit Hilfe von Intuitionen

Interessanterweise kommt dieser Vorgang bei den Schiilern oft vor, sie
kennen die (exakte) Definition eines Begriffs nicht, oder sie
reflektieren bei der Losung nicht darauf, sie haben dafiir eine richtige
Vorstellung dariiber und kénnen so die Aufgabe richtig 16sen.

Intellektuelles Verhalten
(Antwort)

Output

Definition
des Begriffs

Concept image
des Begriffs

Input W Problem, Aufgabe

5. Abbildung: Die Darstellung von ,,concept image” — Quelle: Ambrus
(2002b)

Das Ziel meines entwickelnden Unterrichtsexperiments war, eine
gegenseitige, zweiseitige Relation zwischen der Definition des Begriffs der
exponentiellen und logarithmischen Funktion und dem concept image dieser
zu bilden, damit die Schiler den tiefsten Sinn des Problems mit den
Losungsstrategien verstehen und verwenden konnen.

1.1.4. Kognitive Psychologie

Fiir die kognitive Psychologie geben Gerrig und Zimbardo (2008) die folgende
Definition an: ,,Die kognitive Psychologie unterstreicht die Art und Weise, wie
Menschen bestimmtes Wissen erlangen und wie sie es in der Folge anwenden,
um erlebte und zukiinftige Erfahrungen in der Welt zu verstehen und zu
erzeugen. Kognitive Psychologen beschdftigen sich demnach mit den hoheren
geistigen Funktionen von Menschen, wie Wahrnehmung, Intelligenz, Sprache,
Geddchtnis, Denken und Problemlosen und Aufmerksamkeit.*

Der Anspruch nach der Erforschung der inneren Strukturen des menschlichen
Denkens entstand mit der Entwicklung der Computertechnik. Fiir
Psychologen, Forscher wurde es wichtig, wie man die Vorginge, das
Verstehens, der Sprache, Problemlosung mit Hilfe von Computern modellieren
kann. In diesem Modell wird das Gehirn als die Hardware, der menschliche
Geist als die Software vorgestellt. Das menschliche Denken ist den
Algorithmen gleichgesetzt. Eine entscheidende Rolle spielt die kognitive
Psychologie darin, dass die Forscher den Prozess des Verstehens (vgl. 1.1.2.)
besser kennenlernen konnen. Die kognitive Psychologie regte auch die
Gehirnforschung an (und umgekehrt auch), hilft die Gedachtnisstruktur des
Menschen zu verstehen. Nachdem der Behaviorismus viele menschliche
Prozesse — wie zum Beispiel das Muttersprachelernen der Kinder — nicht
erklaren konnten, legten Psychologen und Forscher wie Allen Newell, Herbert
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Simon, Marvin Minsky, Noam Chomsky, Alan Turing und George Kelly die
Grundlagen der kognitiven Psychologie ab. Die interdisziplinare Wissenschaft
—die Kognitionswissenschaft— enthilt bis heute die folgenden Teildisziplinen:
Philosophie, Informatik (Kiinstliche Intelligenz), Kognitive Anthropologie,
Linguistik und die Neurowissenschaften. Die wichtigsten zu beantwortenden
Fragen der kognitiven Psychologie sind zum Beispiel:

e Wie funktioniert der Geist?

e Wie funktionieren der Wissenserwerb und die Wissensnutzung?

e Studium mentaler Représentationen

e Erforschung intelligenter Leistungen und Prozesse mit dem Ziel einer

allgemeinen Theorie der Intelligenz (natiirliche und kiinstliche
Intelligenz)®.

1.1.5. Ergebnisse der Gehirnforschung

In der letzten Zeit geriet der Lernprozess in den Mittelpunkt vieler
Gehirnvorscher, Psychologen. Viele Untersuchungen wurden durchgefiihrt,
um den Vorgang des Lernens, die verschiedenen Gedédchtnisstrukturen
kennenzulernen. Janos Hamori (1999) fasst in seinem Werk Az emberi agy
szimmetriai (Die Symmetrien des menschlichen Gehirns) die Ergebnisse seiner
und der internationalen Forschungen zusammen und behauptet, dass bei 85%
der Menschen sind die folgenden Merkmale fiir die entsprechende
Gehirnhilfte charakteristisch sind:

Linke Gehirnhiilfte

Rechte Gehirnhiilfte

Sprache, Sprachgebrauch
sequenziell, digital
logisch, analytisch

algebraisch
intellektuell
konvergent
induktiv
rational
abstrakt (Denkweise)
realistisch, objektiv

stumm, sehend, Raummanipulierend
gleichzeitig, analog
synthetisch, holistisch
geometrisch
instinktiv
divergent
kreativ
irrational
gegenstandorientiert (Denkweise)

impulsiv, subjektiv

kein Sinn fiir Humor Sinn fiir Humor
gerichtet frei
Zeitgefiihl zeitlos

6. Abbildung: Funktionen der Gehirnhdlfien — Quelle: Ambrus (2002b)

Wihrend des Lernprozesses muss man diese Diversitit der Gehirnstruktur, die
verschiedenen Arbeitsmethoden der Hemisphdren beriicksichtigen. Bei
verschiedenen Aufgabentypen, bei der Problemlosung driickt sich die eine

! Vollstindigen Artikel auf Suite101.de lesen: Die kognitive Psychologie | Suite101.de http:/suite101.de/article/die-
kognitive-psychologie-al12404#ixzz23QpGdRGlI
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oder die andere Seite der Denkweise in Vordergrund. So benutzt man zum
Beispiel bei der Losung einer schon eingeiibten Gleichung lieber die linke
Hilfte (sequenzielle, digitale, logische, analytische, algebraische
Eigenschaften), bei der Problemlosung lieber die rechte (gleichzeitige,
analoge, synthetische, holistische, instinktive, divergente, Kreative
Eigenschaften). Ipke Wachsmuth (1981) spricht {iber zwei Denkweisen, liber
den sogenannten L-Modus und R-Modus. Die Kategorien stimmen strak mit
den Kategorien vom Hamori iiberein.

Wihrend der Arbeit verwendet das Gehirn verschiedene Speicherbereiche und
Speichermodi. Man kann das Gedéchtnis zum Teil nach Dauer unterscheiden.
Es gibt ein sensorisches oder Ultrakurzzeitgeddchtnis, in dem die von den
Sinnesorganen wahrgenommenen Signale gespeichert werden. Sie werden
durchschnittlich nur héchstens Zehntelsekunden lang gespeichert, und konnen
nur relativ schwer untersucht werden. Sperling entwickelte im Jahr 1960 die
sogenannte Teilbericht-Methode. Darwin (1972) hat gezeigt, dass das visuelle
sensorische Gedédchtnis etwa 15 Millisekunden lang, das auditorische dagegen
iiber zwei Sekunden lang Informationen speichern kann. Was wichtig ist, diese
Speicherung bleibt unbewusst, ist aber fiir den nédchsten Schritt, das
Arbeitsgedachtnis unentbehrlich. Andererseits weist diese Erkenntnis darauf
hin, was fir eine wichtige Rolle die Visualisierung, die visuellen
Reprisentationen beim Lernprozess spielen. Die zweite Stufe ist das
Arbeitsgeddchinis (Frither auch Kurzzeitgeddchtnis genannt). In diesem
Bereich wird eine begrenzte Anzahl der Informationen relativ kurzfristig
gespeichert, Untersuchungen nach durchschnittlich 20 — 45 Sekunden lang
gehalten. Miller (1956) spricht iiber eine Anzahl von 7 + 2 Informationen
gleichzeitig. Im Arbeitsgedachtnis werden auch Operationen durchgefiihrt, die
zu verwendenden Ergebnisse werden ins Langzeitgeddchtnis tiberfiihrt. Das
Langzeitgedichtnis scheint kein einheitliches System zu sein. Verschiedene
Arten von Informationen werden auf verschiedenen Weisen gespeichert. Uber
die Kapazitit gibt es nur Schiatzungen. Leitner spricht iiber etwa 125 MB
Speicherplatzgrofle. Es gibt auch solche Schiatzungen die sogar iiber etwa 2,5
Petabytes Daten sprechen (Reber 2010). Das Geheimnis des Gehirns soll im
,,optimalen Zusammenspiel aller Prozesse und Strukturen* liegen (Leitner, G.:
Gedichtnis und mentale Modelle). Es sieht so aus, dass die Informationen, die
im Langzeitgedédchtnis gespeichert werden, bei einem gesunden Menschen
nicht mehr geldscht werden, obwohl man sie fiir eine Weile ,,vergisst™. Bei
einer entsprechenden Situation, oder in der Hypnose konnen sie
hervorgebracht werden. Dieses Langzeitgedédchtnis kann grob in drei Bereiche
zerlegt werden:
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Prozedurales Geddchtnis- Gedachtnis fiir Fahigkeiten und Fertigkeiten
Semantisches Geddchtnis- "abstraktes Wissen"
Episodisches Geddchtnis- Erinnerungen an Ereignisse, Situationen?

LANGZEITGEDACHTNIS

Wissensgedéchtnis
(explizites/deklaratives)

R semantisches prozedurale
Gediichtnis Gedéirhtnis

Beriihmtes  Saxophon- Tennis-
en

es  italienisches, ~ spielen  spiek
« | schief

7. Abbildung: Langzeitgedichtnis — Quelle®

Hier kann man auch die Struktur des menschlichen Gedéachtnisses nach
Ambrus (2002a) darstellen. Seine Gliederung ist das folgende:

Semantisches Geddchtnis, welches das System der Worter, der
verbalen Zeichen bedeutet und auch ihre Bedeutungen, Relationen
zueinander enthlt.

Bei den Wachstumsvorgéingen haben wir Rufworter benutzt wie zum
Beispiel Wachstumsfaktor (Basis der exponentiellen, logarithmischen
Funktion); Periode (Exponent der exponentiellen Funktion). Diese
Begriffe haben den Schiilern spéter eine Eselsbriicke bedeutet, um die
rein mathematischen Aufgaben (Gleichungen, Ungleichungen) 16sen
zu konnen.

Episodisches Geddchtnis enthédlt die in der Zeit geschehenen
Ereignisse, speichert ihre zeitlichen, raumlichen Relationen.

In meinem Versuch habe ich mit konkreten Beispielen angefangen, die
sich im Laufe der Zeit entwickeln (s. Wachstum von Pflanzen,
Geldanlagen, Abbau vom Koffein im Blut — Halbwertszeit, usw.). Von
diesen Versuchen aus sind wir zu abstrakteren, statischen,
mathematischen Aufgaben gekommen.

Visuelles Geddchtnis speichert die Bilder, Abbildungen getrennt in
einem getrennten Gehirnbereich als das semantische Gedachtnis, so hat
man eine andere Moglichkeit, das Gelernte hervorzurufen. So kénnen
die Bilder im Lernprozess ein effektives Mittel sein.

Um das visuelle Geddchtnis zu fordern, haben wir die Graphen der
Funktionen der Vorginge oft benutzt, manchmal mit der Hand
skizziert, teils mit Computer, mit GeoGebra unterstiitzt.

2 Leitner, G.: Gedichtnis und mentale Modelle
% http://paedpsych.jk.uni-linz.ac.at/internet/arbeitsblaetterord/LERNTECHNIKORD/Gedaechtnis.html
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Die Struktur des Gedéchtnisses ist das folgende (Niendieck, 2008):

LANGZEIT-
GEDACHTNIS
mathematische

ARBEITS-
GEDACHTNIS
Vorgdnge im
Metabereich,

PROBLEM
AUFGABE

SENSORISCHES
GEDACHTNIS
&l

ikonisch Kenntnisse,

metakognitive

Planen, Auswerten,

auditiv

Kenntnisse,

mentale Reprdsen-

echonisch
Kenntnisse iber die
reelle Welt

tationen

8. Abbildung: Die Struktur des Geddchtnisses — Quelle

1.2.Mathematisch-didaktische Grundlagen

In Europa und in den USA begannen in den sechziger Jahren die
reformpéadagogischen Bewegungen im Bereich Mathematik. In erster Linie
bildet in den Landern Schweden, Danemark und Holland die mathematische
Modellierung einen Teil des Lehrstoffes, sie ist darin stark integriert. Seit
Anfang der 2000er Jahre haben die Ergebnisse der PISA-Tests gezeigt, dass in
den Léndern, in denen das Modellieren keine besondere Rolle spielt, die
Schiiler mit realistischen Problemen halb so gut umgehen konnen wie die
Mitschiiler in den erwédhnten Landern. Unter diesen Landern ist Holland
erwahnenswert, wo die Ergebnisse der letzten vier Tests in Mathematik immer
unter den ersten zehn sind.

1.2.1. Der realistische Mathematikunterricht

In den sechziger Jahren iibten die Mathematikdidaktiker eine starke Kritik aus,
die die ,,Nutzlosigkeit* der mathematischen Kenntnisse ausdriickten. Zu diesen
Didaktikern gehorten unter anderem Freudenthal, Pollak, Krygovska, Engel,
Steiner. Sie wollten einen Mathematikunterricht aufbauen, wo die formulierten
Probleme realititswahr sind, wo die Frage von den Schiilern ,,Wozu werde ich
das im Leben verwenden?* immer seltener vorkommt. Schon Streefland wies
in seinem Studium (Streefland, 1985) darauf hin, wie wichtig ist es, im
Mechanismus des Verstehens zwischen der formalen und der informellen
Ebene wechseln zu konnen und statt das Unterrichtsmodell ,,model of" das
,,model for" zu verwenden. Spater wurde diese Vorstellung tiber das Wechseln
der Modelle ein wesentlicher Bestandteil der Freudenthalschen
Unterrichtsmethode (Streefland, 1991; Treffers, 1991; Gravemeijer, 1994a, b;
Van den Heuvel-Panhuizen, 1995). Das realistische Problem bedeutet nicht
unbedingt, dass man Probleme aus dem ,,Leben nehmen sollte, sondern dass
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diese Probleme nah an den Schiilern stehen miissten. Nach der Meinung von
De Lange (1996) konnen diese Situationen auch mathematische Modelle,
Modellierung bedeuten. Zweitens miisste der Mathematikunterricht eine
Moglichkeit zur (Neu)Entdeckung bieten, wo die Schiiler durchs
Experimentieren die Regel, die Zusammenhinge entdecken und spiter
verwenden konnen. Treffers (1987) unterscheidet in dem Vorgang der
Mathematisation zwei Typen, die horizontale und die vertikale
Mathematisation. In der horizontalen Mathematisation kommt man von der
intuitiven, kontextabhingigen, informalen Ebene mit Hilfe von visuellen
Modellen, Modell-Situationen, verschiedenen Materialien, Schemen,
Symbolen und Diagrammen auf die reflektive, formale, systematische Ebene.
In der vertikalen Mathematisation baut man die Strukturen, die systematischen,
formalen Kenntnisse aus. Die didaktischen Richtlinien des realistischen
Mathematikunterrichts hat Freudenthal formuliert und man kann sie
folgendermallen zusammenfassen:

e Mathematik im Kontext: Die mathematische Aktivitdt der Schiiler
passiert in einem konkreten Kontext, die Schiiler lernen die Theorie,
die Zusammenhénge im konkreten Textumfeld kennen. Aus diesen
Erkenntnissen abstrahieren sie spiter die exakten mathematischen
Inhalte. Ich habe bei der Einfilhrung der exponentiellen und
logarithmischen Funktion diesen Weg gewihlt, die konkreten
Aufgaben dazu werde ich spiter prasentieren.

Horizontale und vertikale Mathematisation (s. oben);

Die Wichtigkeit der eigenen Produkte, Konstruktionen der Schiiler,
Sozialer Kontext, Interaktionen;

Zusammenhdnge, Kontakte;,

In den Niederlanden, wo der realistische Mathematikunterricht ab Mitte der
80er Jahre eingefiihrt worden ist, werden auch gegeniiber dieser Methode
starke Kritiken formuliert. Landsman (2008) sieht die Lage folgendermaf3en:
,.Tatsachlich bedeutet dies in den Niederlanden inzwischen, dass Kinder eine
Sammlung von Tricks lernen, die sie typischerweise auf in Geschichten
eingekleidete Probleme anwenden sollen.* (p. 3) Er findet unter anderem darin
den Grund, das die Anzahl der Mathematikstudenten in den letzten 30 Jahren
in Holland drastisch —von 700 auf etwa 200- zuriickgegangen ist. Er fiihrt
diesen Gedanken weiter: ,,Das bisschen Theorie und Abstraktion, das in den
Schulbiichern iibrig geblieben ist, ist oft weit entfernt von ernsthafter
Mathematik und manchmal schlicht falsch.« Diese Meinung teilt auch der
deutsche Ubersetzer des Artikels, Prof. Dr. Sebastian Walcher aus Aachen.
Wihrend der Zusammenstellung des Lehrstoffes des Unterrichtsexperiments
wurde deshalb bewusst danach gestrebt, die obigen Fehler zu vermeiden. Bei
der Einfithrung wurden Probleme gewéhlt, die einerseits realitdtsnah sind aber
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auch fiir die Schiiler nicht ,,infantil, sondern so interessant wie mdoglich
vorkommen. Aber auch die ,,reinen* mathematischen Zusammenhénge, Satze
haben wir formuliert und bewiesen.

1.2.2. Andere didaktische Richtungen (Anhand: Ambrus, 1995)

a)

b)

Projektorientierter Mathematikunterricht

Am Anfang der 1900er Jahre erscheint zuerst der Begriff des Projekts
als Unterrichtsmethode. Zwei Namen kennzeichnen diese Auffassung
in den USA, ndmlich Dewey und sein Student Kilpatrick. Sie denken
so, dass das Lernen ein aktiver Vorgang ist, worin der Schiiler mit
,vollem Herzen* teilnehmen muss. Dieser Vorgang muss zielbewusst
sein und in einem sozialen Kontext verlaufen. In Europa erscheint diese
Richtung in erster Linie in Deutschland von Kerschensteiner und in der
Sowjetunion, wo sie im Schuljahr 1930/31 in allen Schulen eingefiihrt
wurde. Seit den 70er Jahren bliiht diese Methode wieder in den USA
und in Deutschland auf, wo sogar im Schuljahr —nicht fachspezifische,
sondern fachintegrierende — Projektwochen eingefiithrt worden sind.
Die Gegner dieser Methode kritisieren unter anderem, dass die
hierarchische Struktur der Mathematik, die ihrer Meinung nach das
Mathematiklernen erleichtern, fehlt, dass die Schiiler die Themen
auswihlen konnen (diirfen), dass die Schiiler im Alter zwischen 10-16,
in erster Linie die schwicheren, kein Projekt durchfiihren kdnnen, dass
durch die genauen Zielsetzungen der geschlossenen Lehrpldne diesse
viel effektiver sind oder dass die Gruppenarbeit nicht effektiv sein kann
(vgl. 1.2.3).

Wissenschaftsorientierter Mathematikunterricht

Da schon seit dem 19. Jahrhundert die Bedeutung der Wissenschaft
stark gestiegen ist, ist die padagogische Richtung Szientismus in die
Mathematik eingedréngt (Claus, H. J., 1989). Laut dieser Auffassung
muss die Schule die Kenntnisse dem aktuellen Stand der
Wissenschaften entsprechend beibringen. Eben diese Theorie 16ste eine
heftige Kritik unter anderem von Felix Klein aus. Er bevorzugte einen
genetischen Aufbau des Stoffes, die sogenannte Euklidische Methode:
Das Ziel miisse sein, ,,iiberall an den vorhandenen Vorstellungskreis
[der Schiiler] anzukniipfen, die neuen Kenntnisse mit dem vorhandenen
Wissen in organische Verbindung zu setzen, endlich den
Zusammenhang des Wissens in sich und mit dem {ibrigen Bildungsstoff
der Schule von Stufe zu Stufe mehr und mehr zu einem bewussten zu
machen®. (Meraner Beschliisse, S. 208.) Die Kritiker betonten die
Wichtigkeit der Entdeckung in der Mathematik, statt eine fertige, schon
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abgeschlossene Theorie unterrichten zu miissen. Eine grole Schwiche
dieser Methode ist, dass es keine Kriterien fiir die Auswahl des
Lehrstoffes gibt. Sie wollen immer die neusten Ergebnisse der
Mathematik unterrichten. Deshalb betonten unter anderem die
Mathematiker wie Bruner, Klein, Schreiber, Bender oder Fischer die
Wichtigkeit der fundamentalen, universalen Leitprinzipien. Hier lohnt
es sich noch, die Bewegung New Math zu erwihnen, die sich in den
60er Jahren verbreitet hat. Die Gruppe BOURBAKI, dessen Griinder
die Mathematiker Henri Cartan, André Weil, Jean Delsarte, Jean
Dieudonné und Claude Chevalley waren, hat den theoretischen
Rahmen entwickelt, der die Mathematik in drei Grundstrukturen
zuriickgefiihrt hat: Ordnungs-, algebraische und topologische
Strukturen. Die mathematische Fachsprache, Symbole, sowie die
mathematische Deduktion, die Préizision spielten dabei eine besonders
wichtige Rolle. Sie legten einen groen Wert auf das System und fiir
sie spielte die Leistung eine groBe Rolle. Auf die ungarische
Mathematikdidaktik hatte diese Richtung eine Wirkung. Im
Versuchslehrbuch von 1977 kann man zum Beispiel {iber die
Relationen einen stark abstrakten Absatz finden.

Empirischer Mathematikunterricht

Er verbreitete sich in erster Linie in Grof3britannien. Es wurde ein
grofBer Wert auf die Anwendung der mathematischen Kenntnisse —in
erster Linie innerhalb der ,,reinen Mathematik gelegt. Die Reflexion
der Schiiler auf das eigene Produkt spielte keine besondere Rolle. Bei
dieser Form des Unterrichtes bekommen die Schiiler Arbeitsblatter, oft
verschiedene Schiiler verschiedene Blétter. Die Schiiler arbeiten
einzeln, die sozialen Formen fehlen hier. Die Arbeitsblétter bestehen
aus vielen kleineren Teilaufgaben, die systematisch aufgebaut sind.
Man kann dabei weder die horizontale noch die vertikale
Mathematisation beobachten.

Mechanistischer Mathematikunterricht- Programmierte Unterweisung

Laut dieser Auffassung &hnelt das menschliche Gehirn einem
Computer. Dementsprechend ist es am besten, wenn die Schiiler die
grundlegenden mathematischen Kenntnisse (im Bereich der
Arithmetik, Algebra und Geometrie) durch systematische Ubungen
erlernen konnen. Die didaktischen Grundlagen hat Skinner (1958)
ausgearbeitet. Er hat aber auch seine Theorie in der Praxis ausprobiert
und versuchte, die Schiiler durch Computer zu unterrichten. Er
betrachtete die Mathematik als System von Regeln. Die Schiiler
versuchen die neuen Aufgaben mit Hilfe dieser schon eingeiibten
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Regeln zu l6sen. Im ungarischen Algebraunterricht spielt diese
Methode bis heute eine wichtige Rolle. Die Nachfolger dieser
Auffassung denken, dass die realistischen Probleme, die Anwendungen
im Unterricht keine Rolle spielen, die sozialen Kontakte, die
Reflexionen, die Untersuchung der Strukturen werden oft in den
Hintergrund gedriickt. In erster Linie bei schwécheren Schiilern wird
diese Methode auch noch heute benutzt, wo gedacht wird, dass diese
Schiiler allein durch das ,,unendliche* Uben von Grundaufgaben, mit
ihnen besser umgehen kénnen, sie sogar spater moglichst schwierigere
Aufgaben 16sen konnen.

[ Order of Operations (A) Order of Operations (A) Answers

Perform the operations i t

- (104 (-2) -5 . .
1097 10+ L ((10=(-10)7)
1

[ NIaH Dl o 1

9. Abbildung: Drillaufgaben — Quelle: http://www.math-drills.com/

1.2.3. Sozialformen im Unterricht

Frither war fiir den ungarischen Mathematikunterricht der Frontalunterricht
typisch, also der Lehrer hielt so zu sagen einen ,,Vortrag®. Die Aufgaben
wurden auch vom Lehrer an der Tafel gelost, ein Schiiler konnte oder musste
die Aufgabe auch an der Tafel 16sen. Die Anderen arbeiteten an ihren Tischen
alleine, oder was eher typisch war, sie schrieben die Losungen einfach von der
Tafel ab. Die Personlichkeit der Lehrer konnte sie von der Richtigkeit der
Losung iiberzeugen. Der Lehrer hitte dabei denken konnen, dass die Schiiler,
oder mindestens die Mehrheit der Schiiler die Aufgabe, die Losung verstanden
hat. Die Probleme des Verstehens dieses Unterrichts stellten sich in einer nicht
so begabten Gruppe heraus. Uber die Probleme hat Engbersen, A. (2009) seine
Erfahrungen formuliert. Mit dem neuen Nationallehrplan wurde klar, dass
diese fast einzige Methode des Frontalunterrichts nicht weiter haltbar ist.
Immer mehr Mathematiklehrer verwenden wiahrend des Unterrichts neue
Methoden, neue Sozialformen. Die Definition der Sozialform formuliert
Becker folgenderweise: ,,Unter Sozialform wird die Art und Weise verstanden,
in der der Lehrer die Schiiler zum Lernen organisiert oder die Schiiler sich
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selbst organisieren. Deshalb kann auch von ,, Organisationsformen*
gesprochen werden, die durch bestimmte interaktionale Konstellationen
gekennzeichnet sind.* (Becker, 1984) Grundsitzlich unterscheidet heute die
Literatur sechs Sozialformen: Einzelarbeit (Alleinarbeit), Partnerarbeit
(Paararbeit), Kleingruppenarbeit, GroBgruppenunterricht (Kreisunterricht),
Klassenunterricht (Frontalunterricht), Team Teaching. Wihrend des
Unterrichts wurden auBler GroBgruppenunterricht und Team Teaching die
anderen vier Sozialformen benutzt. Dabei wurde immer vor Auge gehalten,
welche die Vor- bzw. Nachteile der einzelnen Methoden bestehen, die
bestimmen Formen wurden nur dann verwendet, wenn ihre Vorteile
dominierten. Die zusammenfassende Tabelle von Hentzschel ist im Anhang A
zu finden.

1.2.4. Mathematikunterricht in Ungarn

Das Konzept des ungarischen Mathematikunterrichts triagt noch bis heute die
sogenannten ,,top-down* Ziige, obwohl in der letzten Zeit, in erster Linie seit
der Einfithrung des Neuen Nationallehrplans (NAT, 1998) und wegen der
Ergebnisse der internationalen PISA-Tests groe Bemiihungen gemacht
wurden. In diesem ,,top-down* Konzept wird der Lehrstoff Schritt fiir Schritt,
mit Hilfe einer starken theoretischen Stiitzung des Lehrstoffs aufgebaut. Damit
unterstiitzt sie das Experimentieren, das Erlebnis des Selbstentdeckens nicht
so stark (vgl. 1.2.1.). Die internationalen Untersuchungen (z.B. PISA) und die
neusten ungarischen Vergleichsarbeiten (Landeskompetenzmessung, das neue
Abitur) riicken die praxisorientierten, realitdtsnahen Aufgaben und Probleme
immer mehr in den Vordergrund. Man kann dabei die verschiedensten
Beispiele erwédhnen. Zur Zeit des Unterrichtexperiments hat das Gymnasium
das Lehrbuch ,,Sokszinli matematika“ (Bunte Mathematik) vom Mosaik-
Verlag benutzt. In diesem Buch wird die exponentielle und Funktion
eingefiihrt, Gleichungen, Ungleichungen, Gleichungssysteme unterrichtet, und
erst dann kommen die alltdglichen, praktischen Beispiele. Der Logarithmus ist
nur mit einer Textaufgabe eingefiihrt, die anderen praktischen Anwendungen
kommen erst am Ende des Abschnitts. Das Lehrbuch ist zwar ,,bunt, aber
meiner Ansicht nach nicht immer nach Schwierigkeitsgrad aufgebaut. So
konnen die durchschnittlichen Schiiler die Aufgaben nicht alleine anfangen,
16sen. Es gibt mehrere didaktische Moglichkeiten den Unterricht zu gestalten,
aufzubauen. Wahrend der Einfiihrung des obigen Themenkreises habe ich
realistische Ziige gewdhlt. Dabei habe ich es fiir wichtig und fiir effektiv
gehalten, die Unterrichtsphasen von Ben-Hur vor Augen zu halten. Uber
osterreichische und holldandische Beispiele ist bei Engbersen (2009) zu lesen.
Meir Ben-Hur unterscheidet wahrend des Unterrichts fiinf Phasen: Practice
(Ubungen), Dekontextulaisierung, Encapsulating a generalization in words
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(Die Verallgemeinerungen in Worten formulieren), Rekontextualisierung,
Realisation. Er definiert diese Phasen folgendermalfien:

e Practice: Lernprozesse benétigen eine ausreichende Anzahl von
Ubungen.

e Dekontextulaisierung: Es ist notwendig, fiir die Schiiler eine Vielfalt
von Anwendungen vorzustellen, damit sie fahig sind, das
entsprechende Konzept zu bilden.

e Encapsulating a generalization in words: Die Schiiler entwickeln mit
Hilfe der Reflexion und Verbalisierung ein konzeptuelles Verstindnis
oder Bedeutung.

e Rekontextualisierung: Die Schiiler miissen fiir das Konzept die neuen
Anwendungen identifizieren. Sie miissen dieses Konzept bei der
Verbindung der neuen Erfahrungen mit den vorherigen oder aktuellen
Erfahrungen verbinden.

e Realisation: Die Lehrer miissen den Transfer in die neuen Erfahrungen
unterstitzen.

Die erste Phase im ungarischen Unterrichtssystem enthalten. Viele Lehrer
unterstiitzen die Ubungen. Problem kann aber bedeuten, falls in erster Linie
bei den schwicheren Schiilern iiberwiegend diese Phase benutzt wire. Die
zweite Phase, die sogenannte Dekontextulaisierung wiirde bedeuten, dass der
Lehrer den Schiilern durch eine Vielfalt verschiedenster Beispiele den
Zusammenhang zwischen den verschiedenen Inhalten, Sachverhalten
klarmacht. Im realistischen Mathematikunterricht und in meinem Experiment
kommen diese zwei Phasen umgekehrt, zusammengemischt vor. Die Schiiler
haben zuerst einige alltdgliche Beispiele gesehen. An diesen Beispielen haben
sie schon den Zusammenhang zwischen dem alltdglichen und mathematischen
Schachverhalten gesehen. Da zum Beispiel die exponentiellen Vorgénge an
mehreren Beispielen gezeigt wurden, konnten sie den Kontext vertiefen. Erst
danach haben wir mit dem Uben angefangen. Ich strebte dabei bewusst danach,
dass auch die ,higher-order Fragen, also solche Fragen, die bei der
Entdeckung der Zusammenhidnge zwischen mehreren mathematischen
Sachverhalten helfen, vorkommen. Nach dieser Phase haben wir mit der
Verallgemeinerung angefangen, aber hier wurde wieder versucht, dass —wo es
moglich war— die Schiiler die Zusammenhinge entdecken und formulieren
konnen. Erst danach wurden die exakten mathematischen Definitionen, Regel
formuliert, gelernt. In der nachsten Phase, in der Rekontextualisierung wurden
die Schiiler gebeten, dem mathematischen Inhalt entsprechend, auch
Aufgaben, Probleme zu formulieren. Sie konnten die Beispiele der Stunden
benutzten. Die Schiiler haben die formulierten Aufgaben, Probleme entweder
selbst gelost, oder sie haben sie mit einem anderen Schiiler getauscht und die
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Aufgabe des Partners gelost. Und zuletzt kam die Realisation. Ich habe damit
den Schiilern geholfen, wo es moglich war, neue Erfahrungen zu sammeln.

1.2.5. Notige mathematische Vorkenntnisse und Kompetenzen zum Thema
Exponential- und Logarithmusfunktionen und ihre Anwendungen

Der obige Themenbereich umfasst mindestens drei groe Teilgebiete der
Mathematik: Algebra, Funktionen und Problemlésen. Algebra st
unentbehrlich bei den Potenzen, Wurzeltermen, Gleichungen/ Ungleichungen,
Gleichungssystemen. Ohne stabile Kenntnisse der Potenz- bzw.
Wurzelgesetze sind die Schiiler nicht in der Lage, exponentielle und
logarithmische Aufgaben zu 16sen. Diese Zusammenhénge kennen die Schiiler
schon aus der achten Klasse. Sie kommen jedes Jahr immer wieder vor. Das
Rechnen mit Potenzen und Wurzeln ist aber nicht einmal in der ersten Klasse
fiir viele Schiilerinnen und Schiiler selbstverstiandlich, wie es das Ergebnis des
Vortests zeigt. Die Funktionen bilden einen weiteren Bereich, ohne sie ist das
Thema unvorstellbar. Der Begriff der Funktion —und in erster Linie der Sinn
der Zuordnungen- kommt schon relativ frith im Unterricht vor. Wegen des
Bediirfnisses am hohen Mal} der Abstraktion bedeutet dieses Teilgebiet fiir die
Schiiler eine groBe Schwierigkeit. Probleme bzw. Problemlésen kommen im
(Mathematik-)Unterricht immer betonter vor. Die Grundlagen auf diesem
Gebiet haben u.a. Pdlya (1979) und Schoenfeld (1985) gelegt. Diese drei Teile
der Mathematik kommen hier nicht disjunkt vor, sondern es gibt einen starken
Zusammenhang zwischen ihnen.

a) Algebraunterricht

Bednarz (1996) fasst die vier Aspekte, durch welche der
Algebraunterricht {iberwiegend betrachtet wird, folgendermaBien
zusammen: 1. Anndherung der Algebra durch Verallgemeinerungen:
Der Sinn der Methode ist, dass die Schiiler die allgemeinen
Giiltigkeiten der algebraischen Gesetzte verstehen konnen. Dabei
konnen ihnen geometrische Muster, Relationen zwischen den Zahlen
helfen. Diese Tétigkeit kann Grundlage der Vermutungen {iber
mathematische Strukturen, GesetzmiBigkeiten, der Sétze und Beweise
sein. Dieser Aspekt wurde z.B. bei der Einfilhrung der
Logarithmusgesetzte verwendet. 2. Algebra als Mittel fiir
Problemldsen: Der Sinn dieses Aspekts ist, dass man Textaufgaben,
reelle Probleme mit Hilfe von Gleichungen 16st. Wichtig ist, dass die
Schiiler das Problem analysieren, Losungsstrategien aufstellen konnen.
Dabei spielen die Losungsalgorithmen eine wesentliche Rolle. 3.
Algebra als Modellieren: Beim Modellieren spielt eine wichtige Rolle,
dass die Schiiler die zu untersuchenden Erscheinungen, Daten
beobachten und deuten konnen. Sie miissen dabei zwischen den
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verschiedenen Représentationen (Tabelle, Formel) wechseln konnen.
Bei der Einfilhrung der Exponentialfunktion haben wir diese
Auffassung verwendet. 4. Funktionsartiger Aspekt: Viele Probleme
konnen als mathematische Funktionen aufgefasst werden. Im Zeitalter
der digitalen Technik —Computer, Smartphones, Tablets usw.- spielt
dieses Modell eine immer wichtigere Rolle. Wihrend des Unterrichts
wurden alle vier Aspekte des Algebraunterrichtes verwendet. So
konnten die Schiiler den Zusammenhang zwischen den drei oben
genannten Gebieten der Mathematik besser verstehen.

Uber den Unterricht der Funktionen

Malle behauptet anhand seiner Unterrichtserfahrungen der Funktionen
folgendes: ,.Es ist wahrscheinlich der groffite Fehler des heutigen
Mathematikunterrichts, dass er zu schnell auf eine formal-regelhafte
Ebene aufsteigt und die Dinge auf eine blof3 rechnerisch-mechanische
Weise erledigt, jedoch verabsdumt, die dahinterliegenden intuitiven
und anschaulichen Vorstellungen zu entwickeln.*“ (Malle, 2004) Er
bezeichnet die mathematischen Inhalte, die bei der Allgemeinbildung
unverzichtbar sind als Grundvorstellungen. Er weist darauf hin, dass
sie nicht angeboren sind, sie miissen erlernt werden. Seiner Meinung
nach miisste der Mathematikunterricht in vielen Gebieten zweiphasig
sein. In der ersten Phase (inhaltlich-anschauliche Phase) miissten die
Schiiler die nétigen Grundvorstellungen erwerben. In der zweiten
Phase (er nennt sie formal-regelhafte Phase) ,,geht es darum, den
Jjeweiligen Kalkiil zu entwickeln und einzuiiben. Er behauptet, dass die
erste Phase ,.fast véllig unter den Tisch fdillt. Er sieht es so, dass das
in Osterreich ein wichtiger Punkt ist, weshalb die Schiiler in TIMSS,
PISA eine schwache Leistung hervorbringen.
Ewas dhnliches formulieren Koepsell und Jannack im Hinblick auf die
deutschen Unterrichtsmethoden der Funktionen: ,,Statt auf "concepts"
ist der deutsche Unterricht zu sehr auf "drills" ausgelegt.« (Koepsell,
Jannack, 2002) Sie schlagen vor, dass der Unterricht

e cine Vielfalt unterschiedlicher individueller Zugédnge mdoglich
machen,
Subjektivitit beim Lernenden zulassen,
allzu enge Vorstellungen von Mathematik vermeiden,
Freirdume zum eigenen Erkunden zulassen und
Handlungen und Sprechweisen in weniger normierter Form
zulassen muss.
Sie beschéftigen sich in erster Linie mit dem Thema Funktionen, da sie
Funktionen als ,,Kernidee*“ der Mathematik betrachten. Sie fassen in
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Funktionstypen optisch unterscheiden und

e,

fiinf Punkten die wichtigsten Aspekte des Unterrichts der Funktionen
zusammen:

e mit verschiedenen Variablenaspekten (Gegenstandsaspekt,
Einsetzaspekt, Kalkiilaspekt) zum Beispiel in Gleichungen und
Formeln umgehen;

e Interpretation und Modellieren von Zusammenhingen,

e ualitatives und quantitatives Umgehen mit zwei und mehr
Variablen (Formeln); beim Umgang Zuordnungs- und
Verianderungsaspekt betrachten;

e mit analytisch, rekursiv oder iterativ gegebenen Beziehungen
umgehen und

e Wechselwirkungen in vernetzten Systemen erkennen

Sie fassen schlieBlich ihre Auffassung iiber den Unterricht der
Funktionen in der Landkarte . Funktionen“ zusammen. Diese
Vorstellung entspricht auch meiner Ansicht. In verschiedenen Stufen
des Unterrichtsexperimentes habe ich diese Aspekte verwendet.

Lernlandkarte | Funktionen®

Kern (semantischer Bereich)

Grandvorstellumngen
enrwickeln zu den Aspekren. ..

=  Abhangigkeiten erkennen und beschreiben

»  Spuationen mit Tabellen, Grafen und
Wortgleichungen beschreiben

e  Ciral interpretieren und kritisch betrachten

= Darstellung zweier Grolen im Koordinatensystem

=  Fuordnungsaspekt: eine Tabelle waagerecht lesen
und interpretieren

= Kovariationsaspekt: Tabellen senkrecht lesen und

Veranderungen beschreiben

Grundlegende
Verfaliren

Wertetabellen erstellen und lesen

= (rafiken zeichnen und beschreiben

= Wertepaare ablesen, besondere Punkite in Grafiken
erkennen, beschreiben und ihre Koordinaten ablesen.

=  Funktionsgleichungen als Anweisungen zur
Berechnung von Wertepaaren verstehen (blackbos,
Crperatoraspekt )

= einfache rekursive Verfahren zur Berechnung von

Wertetabellen durchfiihren

yp = Funktionseleichung

Definitionsmenge, Losungsmenge, Werlebereich
"Was 15t eine Funktion, was it kemne Funktion?"

Umkehrfunktionen

Gradengleichungen: Punki-Steigungs-Form, Normalform,

Scheitelpunktsform, Lasen von linearen und quadratischen Gleichungen, |
Aufstellen der Funktionsgleichungen aus der Wertetabelle oder dem Grafen.

fix )=

x =2 fix) DM W) L={....} v=

Rand (syntaktischer Bereich)

10. Abbildung: Landkarte ,,Funktionen”, p.3
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C) Problemlosen

Die mathematischen Probleme spielen im Mathematikunterricht ab der
zweiten Hailfte des 20. Jahrhunderts bis heute eine wesentliche Rolle.
Einer der wichtigsten Vorldufer des Problemldsens ist Pélya Gyorgy.
Er formuliert seine Gedanken iiber die Probleme folgendermaBen:
,,Man hat ein Problem bedeutet, dass man bewusst eine entsprechende
Tdtigkeit sucht, die entsprechend ist, ein klar formuliertes Ziel zu
erreichen, das direkterweise nicht zugdnglich ist. Das Problemlésen
bedeutet, dass man die entsprechende Titigkeit findet.* (Polya, 1979)
Er gibt dazu Strategien, obwohl er betont, dass eine allgemeingiiltige
Methode fiir alle Probleme, wie es Descartes und Leibniz gedacht hat-
nicht gibt. Polya fasst die den moglichen Weg zum Problemldsen in
vier Punkten zusammen: 1. Verstehen der Aufgabe; 2. Ausdenken eines
Planes; 3. Ausfiihrung des Planes; 4. Probe der Losung. Innerhalb der
Punkte stellt er immer wieder Fragen, gibt Instruktionen, die uns beim
Problemldsen weiterhelfen konnen. Schoenfeld (1985) hat das Problem
folgendermaflen bestimmt: ,,Die Schwierigkeit bei der Untersuchung
des Begriffes 'Problem ‘ ist, dass der Vorgang des Problemlésens stark
von der Person abhdngt, die das Problem l6sen mochte. Die Aufgaben,
deren Losung von einigen Schiilern eine grofie Anstrengung verlangt,
konnen fiir die anderen einfachen Routineaufgaben sein, fiir einen
Mathematiker konnen sie —wegen seiner Kenntnisse- trivial sein. Eben
deshalb, ob eine Aufgabe ein Problem ist, ist nicht das Wesen der
Aufgabe, lieber der Charakterzug der Beziehung zwischen der Person
und der Aufgabe.“ Er hat das Modell von Polya ergénzt, verfeinert, mit
weiteren Ansichtspunkten, Fragen und Instruktionen hat er das Modell
erweitert. Seine wichtigsten Ansichtspunkte sind die folgenden: 1.
Analyse und Verstehen der Aufgabe; 2. Skizze des Losungsplanes; 3.
Suchen der Losungen bei schwierigeren Aufgaben; 4. Probe der
Losung. Wittman (1981) fasst die Bedingungen fiir die Forderung
kognitiver Strategien in zehn Punkten zusammen: 1. Erwerb des
Wissens durch entdeckendes Lernen (discovery-Lernen); 2. Die
Schiiler zum divergenten Denken ermutigen; 3. Automatische
Gedankenabldufe storen und scheinbare Paradoxien vorlegen; 4.
Offene und herausfordernde Probleme stellen; 5. Schiiler selbst
Probleme stellen oder weiterfiihren lassen; 6. Entwicklung einer
Sprache fiir die Untersuchung, damit die Schiiler eigene Ideen
artikulieren konnen; 7. Intuitives Argumentieren und Vermutungen
anregen; 8. Heuristische Strategien; 9. Ein konstruktives Verhéltnis zu
Fehlern aufbauen; 10. Diskussion, Reflexion und Argumentation
anregen.
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Wihrend des Unterrichts, als in erster Linie Textaufgaben vorkamen,
wurden die bekannten Strategien bzw. Elemente davon verwendet. Das
Ziel war, dass die Schiiler wihrend des Lernens, so weit wie moglich
selbstindig Zusammenhénge entdecken Probleme 16sen konnen.

1.3.Zweisprachigkeit

Der Anspruch der Eltern und/oder der Schiiler, in der Schule verschiedene
Facher aufler in der Muttersprache auch in einer Fremdsprache zu lernen ist in
der ganzen Welt grof3. Nach Schétzungen bedeutet das 3-30% der Schiiler in
Europa. In Malta und Luxemburg gibt es nur einen bilingualen Unterricht. In
vielen Landern Afrikas, in Indien, in China existieren neben der offiziellen
Sprache(n) mehrere Minderheitssprachen, Mundarten. Deshalb ist es
notwendig, neben der ,,Muttersprache die amtliche Fachsprache zu kennen.
Die Motivationen konnen sehr verschieden sein: Minderheitswesen, mehrere
Amtssprachen im Land (z.B. Finnland, Schweiz), bessere Berufschancen auf
dem spiteren Arbeitsmarkt u.a. Deshalb unterstiitzt die Europdische Union
auch diese Unterrichtsform: “Ein gemeinsames Haus zu erreichen, um darin
zusammenzuleben, zu arbeiten und Handel zu treiben, bedeutet, sich die
Féhigkeit anzuzeigen, sich effektiv miteinander zu verstindigen und einander
besser zu verstehen. Andere Sprachen zu erlernen und zu sprechen ermutigt
uns, uns anderen, ihren Kulturen und Ansichten stdrker zu Oﬂnen.“"’

Das Ziel scheint zwar in allen Lindern einheitlich zu sein, ndmlich neben der
Muttersprache eine andere Sprache auf hohem Niveau zu erlernen, die
Verwirklichung, die Terminologie, die didaktischen Grundlinien sind bis heute
aber nicht einheitlich. Frither sprach man gern iiber bilingualen (eventuell
multilingualen) Unterricht, welche Benennung relativ irrefiihrend ist®, da man
meinen konnte, dass es sich hier um zwei Unterrichtssprachen in einem Fach
handeln konnte. Es geht hier natiirlich nicht darum. Um die Jahrtausendwende
wurde deshalb der Begriff ,bilingualer Sachfachunterricht” eingefiihrt,
welcher schon zeigt, dass es hier um Fachunterricht geht. Das Wort ,,bilingual*
blieb aber weiterhin problematisch (Bach, 2000). In der neuesten Fachliteratur
wird die englische Abkiirzung CLIL fiir ,,Content and Language Integrated
Learning” verwendet, die am besten den Sinn des Unterrichts dieser Art
ausdriickt. Die Europdische Kommission gibt zugleich eine Definition des
Begriffs an, und kdmpft darum, diesen Sachverhalt unter ,bilingualen
Unterricht™ zu verstehen: ,,Das Akronym CLIL wird als allgemeiner Begriff
verwendet, um alle Arten von Vorkehrungen zu beschreiben, in denen eine
zweite Sprache (eine Fremdsprache, eine Regional- oder Minderheitensprache

4 Kommission der Europdischen Gemeinschaften: Forderung des Sprachenlernens und der Sprachenvielfalt:
Aktionsplan 2004 — 2006. Briissel 2003. S. 5.

5 Bis heute benutzt das ungarische Gesetzt die Ubersetzung des Wortes bilingual ,,két tanitasi nyelvii” — vgl.
26/1997. (VI1. 10.) MKM rendelet a két tanitasi nyelvii iskolai oktatas iranyelvének kiadasarol
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und/ oder eine andere offizielle Landessprache) dazu verwendet wird,
bestimmte Fdcher im Curriculum zu lehren, aufSer Sprachunterricht selbst”
(European Commission, 2006). Im Sinne von CLIL kann man auch die
Definition des bilingualen mathematischen Fachunterrichts angeben: ,,... unter
bilingualem Mathematikunterricht jede Art von Unterricht zu verstehen, in
dem eine zweite Sprache (sei es eine Fremdsprache, eine regionale Sprache,
eine Minderheitensprache, und/oder eine weitere Amtssprache des jeweiligen
Landes) als Arbeitssprache im Mathematikunterricht verwendet wird.” (Sziics,
2009, p. 66) Nach dieser Definition ist schon eindeutig, dass der Fachunterricht
die Mathematik ist, die ,Fremdsprache dazu ein Arbeitsmittel, die
Arbeitssprache ist. Das schlie8t natiirlich nicht aus, dass der Lehrer in der
Stunde manchmal —in erster Linie bei den Anfangern- die Muttersprache
benutzt.

In Ungarn hat CLIL —bilingualer Unterricht- eine lange Tradition. Nach dem
zweiten Weltkrieg, vor der Wende sank die Zahl der bilingualen Schulen,
Klassen und dementsprechend die Anzahl solcher Schiiler drastisch. Bis Mitte
der sechziger Jahre blieben etwa 25.000 Schiiler im Minderheitenschulwesen.
Die tatsdchliche Konsolidierung kam erst in den achtziger Jahren. Im Jahr 1987
waren die gesetzlichen Bedingungen fiir den bilingualen Unterricht geschaffen
worden. In den vergangenen 25 Jahren wuchs die Zahl der bilingualen und
minderheitlichen Kindergarten, Grund- und Mittelschulen. Sogar im
Hochschul- und Universititswesen erschien die Zweisprachigkeit, obwohl hier
die Motivation zum Teil anders ist als im vorigen Bereich. Laut des Berichts
des Vereines fiir bilinguale Schulen® gab es im Jahr 2011 etwa je 70
Grundschulen, Gymnasien und Fachmittelschulen in Ungarn. Hier ist nicht
mitgeteilt, welche Mittelschulen ,,Gesamtschulen” sind, also welche sowohl
mit einem Gymnasialzweig als auch mit einem Fachmittelschulzweig versehen
sind. Die Anzahl solcher Schulen wuchs leicht in den letzten knapp zehn
Jahren (Sziics, 2009, p. 61). Leider war das politische, finanzielle und
gesetzliche Umfeld in dem letzten 25 Jahren iiberhaupt nicht einheitlich. Die
Unsicherheit, die —oft aus der Hinsicht der bilingualen Schulen negative—
Verdanderungen fiihrten langsam dazu, dass die Arbeit in solchen Schulen
immer schwieriger wurde.

Aber bringt der bilinguale Mathematikunterricht etwas? Oft habe ich die Frage
in erster Linie von ungarischen Kollegen — Mathematik- und Deutschlehrer
gehort. Die Mathematiklehrer formulieren oft die Kritik, dass die Schiiler den
Schachverhalt oft nicht einmal auf Ungarisch verstehen. Die zweite Kritik ist
oft, dass die Schiiler die mathematischen Begriffe auf Deutsch kennen,
vielleicht iibersetzen sie sie wortwortlich ins Ungarische, was manchmal

® http://kettannyelvu.com/kie/?p=elmeletihatter Az elnkség 6sszefoglaloja a két tanitdsi nyelvii oktatas
eredményeir6l (2011) 2011. oktober
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iiberhaupt nicht geht, oder wenn ja, dann irrefiihrend ist. Viele deutsche
Begriffe sind Spiegeliibersetzungen wie z. B.: Winkelhalbierende -
szogfelezd, aber es gibt auch solche, bei denen die Spiegeliibersetzung stark
irrefithrend ist: Seitenhalbierende — noch die besten Schiiler sagen oft dafiir
,oldalfelezd (merdleges??? — Mittelsenkrechte), obwohl sie die ,,sulyvonal”
(,,Schwerlinie”) ist. Die Deutschlehrer kritisieren oft, dass es in der
Mathematik relativ wenig ,,Sprache® gibt. Worter, Wortverbindungen sogar
ganze Sitze werden durch mathematische Symbole ersetzt. Aber wo man
Texte, Sprache benutzt, ist der Anspruch an einem grammatisch richtig
formulierten Satz nicht so wichtig wie die richtige mathematische
Formulierung. So ist die Sprache oft eher in den Hintergrund gedriickt. Diese
Diskrepanz konnte man frither auch bei den Fachdidaktikern beobachten. Es
gab ndmlich solche, die die didaktische Relevanz des bilingualen
Fachunterrichts aus der Hinsicht des Fremdsprachenunterrichts, aber auch
solche, die sie aus der Hinsicht des Fachunterrichts her ableiten wollten. Heute
scheint diese didaktische Zersplitterung gescheitert zu sein. Es wird immer
klarer, dass man beim bilingualen Unterricht nach der Integration, der
Zusammenarbeit der zwei Bereiche streben muss, nicht zu vergessen, dass die
primére Rolle bei diesem Unterrichtstyp das unterrichtete Fach tragt. Otten und
Wildhage haben dies folgendermalien formuliert: ,,Integration von Inhalt und
Sprache bedeutet fiir das bilinguale Sachfach die Verwendung der
Fremdsprache als Arbeitssprache. Ausgangs- und Bezugspunkt didaktischer
Planung ist damit zundchst die Fachdidaktik des Sachfaches.
Fremdsprachendidaktische Konzepte und Methoden unterstiitzen die
fachspezifischen Lehr- und Lernprozesse.« (Otten/Wildhage, 2003)

Aus der Hinsicht der Didaktiker scheint die Frage des vorigen Absatzes
beantwortet Aber bringt der bilinguale Mathematikunterricht etwas? zu sein.
Die Antwort auch fiir die Eltern, Schiiler, Mathematiklehrer, die im bilingualen
Unterricht teilnehmen klar. Aber was sagen die Zahlen? Sind diese Schiiler
mindestens so erfolgreich, wie die Mitschiiler, deren Arbeitssprache ihre
Muttersprache ist? Die Studie von Wendland (2011) gibt ein Bild dariiber, was
die ,.bilingualen* und ,nicht-bilingualen* Schiiler in Ungarn beim Abitur
leisten. Laut seiner Untersuchungen kann man feststellen, dass die Schiiler im
Fach Mathematik in der Zielsprache Deutsch eine iiberdurchschnittliche
Leistung bringen. Im Jahr 2010 waren die Ergebnisse in der Zielsprache
Deutsch um 15% besser als auf Ungarisch. Laut der Studie trifft das auch fiir
fast alle Zielsprachen zu (englisch, franzdsisch, italienisch, spanisch,
slowakisch und serbisch). Nur in Russisch war das Ergebnis schwacher.
Wendland betont aber, dass in diesem Jahr nur 4 Schiiler das Abitur in dieser
Sprache geschrieben haben. Auf ein dhnliches Ergebnis kam zwei Jahre frither
Vamos (2009). Wendland versucht auf die Spuren der Griinde kommen. Zuerst
nimmt er an, dass hier vielleicht der Altersunterschied eine Rolle spielen kann.
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Die bilingualen Schiiler legen oft in der Klasse 13 statt 12 das Abitur ab. Wenn
man aber die eine ungarische Vergleichsgruppe untersucht, entsprechen die
Ergebnisse dem ungarischen Durchschnitt. Nach néheren Untersuchungen
schlieBt er diese Moglichkeit aus. Er findet vier Griinde, warum die
Zweisprachigkeit effektiver sein kann als der monolinguale Unterricht. Erstens
sieht er so, dass die Effektivitdt mit dem bilingualen Lernen zusammenhéngt,
zweitens liegt das an der Kompetenz und dem Engagement der Lehrer?,
drittens hédngt es davon ab, ob das bilinguale Schulprofil oft anregend und
fordernd ist und letztens erwahnt er den iliberdurchschnittlichen Arbeitseinsatz
der Schiiler.

1.4. Computer im Unterricht, blended learning

Die technologische Entwicklung ermoglicht wéhrend des Unterrichts die
Benutzung von verschiedenen technischen Hilfsmitteln. Diese Hilfsmittel
konnen heutzutage sehr vielfaltig sein. Man kann {iber verschiedene
Unterrichtssoftwares, Computerapplikationen, Filme (online oder offline) oder
auch iiber Smartboard sprechen. In den letzten paar Jahren werden auch die
mobilen Verwendungsmoglichkeiten wie graphischer Taschenrechner (GTR)
oder auch Smartphone-Applikationen in den Vordergrund geriickt. Timo
Leuders weist darauf hin, dass diese neuen computertechnischen
Moglichkeiten in erster Linie auf dem Gebiet des Mathematikunterrichts
hilfreich und effektiv sein konnen: ,,Neue Technologien und neue Medien
(gemeint ist meist: Computer) bieten fiir den Mathematikunterricht — mehr
noch als die meisten anderen Schulficher — die Chance zu einer
grundlegenden inhaltlichen und methodischen Reform. Sie erméglichen eine
Entlastung von Routinearbeiten und bahnen daher exploratives und kreatives
Arbeiten, ebenso die Behandlung realistischer Anwendungssituationen und
das Vernetzen von Inhalten.” (Leuders, 2010). Die Frage ist, wie und wie weit
man diese neuen Moglichkeiten im Unterricht verwenden kann. Tulodziecky
meint, dass man die technischen Mittel im Unterricht zur Anregung und
Unterstiitzung nutzen muss, wenn Lernprozesse in problem-, entscheidungs-,
gestaltungs- oder beurteilungsorientier Weise angesprochen werden
(Tulodziecky, 2007). Er hélt die Medienbenutzung auf fiinf gebieten des
Unterrichts mit  Riicksicht auf  die kognitionstheoretischen,
konstruktivistischen und didaktischen Ebenen fiir besonders niitzlich und
hilfreich:

" In Ungarn gibt es eine selbstorganisierende Lehrergruppe, die Mathematik, Physik und Informatik in Deutsch
unterrichten. Sie tagen jéhrlich zweimal und entwickeln viele Materialien zum Teil zur Fachsprache, zum Teil zum
Lehrfach. Viele Materialien sind frei erhéltlich unter: www.uni-miskolc.hu/~dephyma
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1. Bedeutsame Aufgabe mit angemessenem Komplexititsgrad als
Ausgangspunkt;

2. Verstandigung tiber Ziel und Vorgehensweisen;

3. Selbstindige und kooperative Auseinandersetzung mit bedeutsamen
Aufgaben;

4. Vergleich unterschiedlicher Losungswege;

5. Anwendung und Reflexion des Gelernten.

In den Stunden wurden die Vorteile der Technik aller Art benutzt. Der
Computer wurde in der Mehrheit der Stunden benutzt. Es gab leider keine
Maoglichkeit, in einen Computerraum zu gehen. So konnten die Schiiler nicht
selbstédndig damit arbeiten. Aber an der Tafel, mit Hilfe eines Beamers haben
sie die Aufgaben oft alleine oder mit Hilfe geldst — natiirlich mit viel Freude.
Sie wurden stdndig ermutigt, GeoGebra zu Hause heurunterzuladen und zu
benutzen. Viele haben es auch getan. Es wurden auch Drillaufgaben online
gelost (vgl. 1.2.2.). Es wurde zum Thema exponentielles Wachstum einen Film
von Beutelspacher gesehen, welcher das Einfiihren und Verstehen dieses
Prozesses sehr erleichtert hat®. Bei dem Entwurf einer solchen Stunde wurden
auch mit den Empfehlungen von Abfalterer (Abfalterer, 2007) gearbeitet und
die Stunden dementsprechend gestaltet:

1. Die Software muss vorbereitet und getestet sein.

2. Der Ablauf ist geplant, Zielsetzungen sind gegeben.
3. Aufgaben sind gestellt, die Rolle des Lehrers geklért.
4. Kurze Feedbackschlaufen sind eingebaut

Eine weitere Moglichkeit wire, wenn man auch in den ungarischen Schulen
einen graphischen Taschenrechner benutzen konnte/diirfte. Er ist in Ungarn
derzeit nicht erlaubt, sogar im Abitur ist er kategorisch verboten. Diese Art von
Taschenrechner hat meiner Ansicht nach zwei gro3e Nachteile: 1. Er ist sehr
teuer. So konnen ihn sich viele ungarische Familien nicht leisten. 2. Er verfugt
uiber solche Funktionen, die den Schiilern das mathematische Denken leicht
abgewohnen kdnnen, wenn man ihn nicht richtig benutzt. Ich denke hier z.B.
an die ,,s0lve* Funktion, wodurch man Gleichungen vieler Art blitzschnell
genau oder anndhernd 16sen kann, ohne den Losungsweg zu zeigen. So konnen
auch die besten die Losungsmethoden der Gleichungen einfachster Art schnell
vergessen werden, worauf ich in meiner Studie hingewiesen habe (Varady,
2013). Aber das Nutzen des GTR-s ist nicht zu umstritten. Man muss aber die
Verwendung vom GTR didaktisch richtig planen. In der Deutschen Schule
Budapest habe ich sehr positive Erfahrungen damit gesammelt. Im Folgenden

8 A. Beutelspacher: Die Geschichte des Schachbretts.
http://www.youtube.com/watch?v=f6UMdo81A1g&list=PL12570B51A69CF67C (7.7.13)
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werde ich die Software GeoGebra ausfiihrlicher darstellen, die ich in meinen
Stunden und auch die Schiiler zu Hause oft benutzt haben.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist blended learning, den Friesen
folgendermaf3en definiert: “'Blended Learning™ bezeichnet die Bandbreite der
Moglichkeiten, die durch die Kombination von Internet und digitalen Medien
verbunden mit Arbeitsformen im Klassenzimmern vorhanden sind, die die
physische Présenz von Lehrern und Schiilern erfordern.” (Friesen, 2012) Er
weif3t in seiner Studie darauf hin, dass der Begriff erst 1999 erschienen ist und
erst etwa nach einem Jahrzehnt eindeutig definiert wurde. Am Anfang wurden
darunter in erster Linie online Kurse verstanden (PR Newswire, 1999). In der
Mitte des ersten Jahrzehntes haben mehrere diesen Begriff mit der hoheren
Schulbildung identifiziert (Bonk&Graham, 2006, Garrison and Vaughan,
2008). Mit der Definition von Staker und Horn (2012) wurden die endlosen
Kombinationen der Methoden von ,,Blended learning® in vier Kategorien
zusammengefasst, aus denen die erste und vierte eher der hoheren Edukation,
die anderen zwei der Mittel- und Oberstufen entsprechen. Sie haben diese vier
Kategorien folgendermaflen gekennzeichnet:

1. "Das Rotationsmodell”, in dem die Online-Tatigkeit mit der
Moglichkeit der face-to-face (F2F) Instruktionen zyklischer Weise
kombiniert oder besser gesagt, eingebettet wird;

2. "Das Flex-Modell“, in dem mehrere Schiiler in erster Linie Online
engagiert sind, aber im Rahmen der Aufsicht eines Lehrers, der
physisch vorhanden ist;

3. "Das self-blending Modell ", in dem die Schiiler verschiedene Kurse
wihlen, um unabhdngig zu werden, aber sie tun das in einer
Umgebung, wo sowohl eine Uberwachung der Lehrer und auch die
anderen Schiiler anwesend sind;

4. "Das enriched-virtual Modell”: in diesem Modell werden online,
virtuelle Erfahrungen als bereichert gesehen nur periodisch erscheint
die physischen Anwesenheit.

Wihrend des Unterrichtsexperiments kam die Methode ,,Blended learning™
entsprechend der Definition von Friesen zur Anwendung, obwohl durch
GeoGebra-Ubungen zu Hause auch die zweite und dritte Stufe von Starker und
Horn zur Geltung kamen.

1.5.GeoGebra

,,Die Begriffsstruktur der Mathematik ist viel komplizierter als jemand ohne
Hilfe fahig wire, wihrend des Lebens schaffen zu koénnen.” (Skemp, 2005)
Laut der vorigen Uberlegungen (vgl. 1.1.1. und 1.1.2.), unterstiitzt vom Zitat
von Skemp kann man behaupten, dass die Repréasentationen im Unterricht, und
wegen des starken Symbolismus betont im Mathematikunterricht besonders
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wichtig sind. Das hat der Mathematikunterricht schon lange entdeckt. Er
benutzt bereits seit dem Altertum die iiberwiegend statischen
Repriasentationen. Die Mathematiker skizzieren Abbildungen. Um den
zeitlichen Ablauf zeigen zu konnen, werden die Teile der Abbildung
nummeriert oder Abbildungsreihen gefertigt. Ich erwéhne hier, dass es bei den
Beweisen eine Methode gibt, wo man ihn ohne Worter, ausschlieBlich mit
visuellen Bezeichnungen durchfiihrt (Skemp (2005), bzw. Katai (2005)). Diese
Methoden erméglichen es, den zeitlichen Ablauf des Problemldsens zu zeigen.
Damit wird auch das Verstehen erleichtert. Heutzutage, wegen der
Entwicklung der Computertechnik, sind wir fahig, den Gedankengang zeitlich
so darzustellen, dass er einerseits vor- und zuriickspulbar, andererseits
wiahrend der Losung verdnderbar ist. Im ersten Fall kann man an die
verschiedenen Présentationsprogramme denken, die in Vorlesungen mit
Vorliebe verwendet werden. Im zweiten Fall wird in erster Linie an
dynamische Computeralgebra-Softwares gedacht. Hier mochte ich eine solche
Software vorstellen, womit ich in den Stunden oft arbeite, die auch die Schiiler
leicht erreichen und bedienen konnen. Diese Software ist GeoGebra.

Die Software GeoGebra (www.geogebra.org) hat Markus Hohenwarter
begonnen an der Salzburger Universitdat im Jahre 2006 zu entwickeln. Er
nimmt auch heute an der Entwicklung und Verbreitung aktiv teil und versucht
mit seinem Team ein weltweites Netz aufzubauen, das den Lehrern und
Schiilern bei der Verwendung der Software zu helfen versucht. Die Software
selbst ist eine dynamische Computeralgebra-Software, die die Elemente der
Algebra, der Geometrie und der Analysis vereinigt. Sie ist nicht nur fiir
geometrische Konstruktionen geeignet, sondern sie teilt auch die dazu
gehorenden algebraischen Berechnungen mit, und umgekehrt. Aulerdem kann
man sie ausgezeichnet fiir Funktionendarstellungen und Kurvendiskussionen
(mit Hilfe z.B. der Ableitungsfunktion), fiir die Darstellung des bestimmten
Integrals (Ober- und Untersumme), fiir einfache Tabellenkalkulationen und
ihrer Darstellung, fiir Folgendarstellung usw. verwenden. GeoGebra will die
Rolle der wissenschaftlichen mathematischen Softwares nicht iibernehmen, sie
bietet aber durch ihre schnelle, einfache Anwendung eine gro3e Hilfe von den
Grundschulen bis zu den Universititen, Mathematik geniebarer und
verstandlicher zu machen.

Der Aufbau der Software dhnelt sich stark anderen Progarammen. Oben
befindet sich die Meniileiste mit den Elementen: Datei, Bearbeiten, Ansicht,
Einstellungen, Werkzeuge, Fenster, Hilfe. Darunter liegt die Werkzeugleiste,
die die Piktogramme der wichtigsten Funktionen enthélt. Durch diese kann
man weitere Funktionen erreichen.

Auf der linken Seite des Bildschirms befindet sich eine ausschaltbare Algebra-
Ansicht, in der z.B. die Koordinaten der Punkte, die Gleichungen der Figuren,
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Flacheninhalt, Langen usw. zu sehen sind, die beliebig mit Mausklick schnell
ein- und ausblendbar sind. Wenn man das durchfiihrt, erscheinen bzw.
verschwinden nebenan, in der Grafik-Ansicht die Objekte. Auf der rechten
Seite kann die Tabellen-Ansicht vorkommen. Die hier durchgefiihrten
Operationen sind mit denen in der Algebra-, bzw. Grafik-Ansicht zu
verbinden. In der Mitte liegt die Grafik-Ansicht, welche man auch verschieden
einstellen kann. Das Blatt kann einfach sein, kann ein Gitternetz enthalten
(auch mit trigonometrischen und isometrischen Einstellungen), man kann die
Koordinatenachsen ein- und ausblenden. Auf dem unteren Teil ist die
Eingabezeile. Hier kann man die Objekte in algebraischer Form angeben. Mit
der Befehl-Taste kann man die durchzufithrenden Operationen direkterweise

Y ' Meniileiste Werkzeugleiste
QGeoGebva ‘ = H [OF
Datei Ansicht Ei Fenster Hilfe
A E ..... i 2 ( ol e 4 \ Senkrechte Gerade ‘7‘
\ kf ° _/'/{_ . ‘: ®: ) ; ‘%' Wahle einen Punkt und eine senkrechte Gerade 3
Freie Objekte . 8 A B
Abhangige Objekte | L1 Senkrechte Gerade 7 7 2]
2 Liste1={(1,2)}
—_— Parallele Gerade 5 2
3
/ Mittelsenkrechte 4
4
5
.(' Winkelhalbierende 6
3 7
.Q Tangenten 8
Q g ;
Polare oder konjugierter Durchmesser = ° 10
Algebra- : i
AnSICht :,'.‘ Regressionsgerade 1 12
E
14
5\ Ortslinie . . o . . - - : \
2 Bl 0 1 2 3 4 5| 15
] |
- 17
18
2 10 =
<
@ Eingabe: * ~vlo |v Befenl. ~
Befehlzeile Geometrie-Ansicht Tabellen-Ansicht

11. Abbildung: Die Funktionen von GeoGebra — eigene Quelle

In dem Abschnitt, in dem das Unterrichtsexperiment vorgestellt wird, werden
die Moglichkeiten gezeigt, die wahrend des Unterrichts verwendet worden
sind. Es ist wichtig, dass die Schiiler GeoGebra schon teilweise gekannt haben,
weil sie sie im Vorjahr im Unterricht benutzt haben. Die Mehrheit der Schiiler
fanden die Software gut, sie haben sie wirklich zu Hause benutzt, die
Hausaufgaben zum Teil damit gelost. GeoGebra wurde zum Beispiel bei der
Einfithrung der exponentiellen Vorgénge verwendet, bei den Exponential- und
Logarithmusfunktionen und ihrer Transformationen benutzt. Die Software war
auch bei den Textaufgaben hilfreich, als die Schiiler den Logarithmus noch
nicht gelernt hatten. So konnte die Losung anhand der Abbildung geschétzt
werden.
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2. Die Methodologie der Forschung
2.1. Forschungsfragen

1. Wie beeinflusst die Effektivitit des Unterrichts vom Thema
"Exponentielle und logarithmische Vorginge" die Anwendung der
Hauptideen des realistischen Mathematikunterrichts?

2. Wie kann man die Effektivitit des Unterrichts vom Thema
"Exponentielle und logarithmische Vorginge" mit Hilfe GeoGebra
Software erhohen?

2.2.Hypothesen

Anhand der oben formulierten Fragen habe ich grundsétzlich zwei Hypothesen
formuliert:

1. Die realistische Auffassung des Mathematikunterrichts fiihrt zur
reicheren concept image der Schiiler, sie kdnnen die Begriffe und
GesetzmaBigkeiten verstandnisvoller und effektiver anwenden.

2. Mit Hilfe der dynamischen computeralgebraischen Software GeoGebra
werden die Schiiler motivierter arbeiten, mit solchen Ubungen verstéirkt
sich ihr Begriffsverstdndnis, ihr Wissen und Kénnen werden stabiler,
flexibler, reicher und anwendbarer.

2.3.Die Abwicklung und die Versuchsklasse des entwickelnden
Unterrichtsexperiments

Das entwickelnde Unterrichtsexperiment fand im Schuljahr 2010/11, von
Anfang November 2010 bis Mitte Januar 2011 in dem Pilisvorosvarer
(Werischwar), Friedrich-Schiller-Nationalititengymnasium statt.

Die Gruppe bestand aus 21 Schiilerinnen und Schiilern aus zwei verschiedenen
Klassen, aus den Klassen 11.c/12.s. Andere Schiiler, die sich mit Mathematik
beschiftigen wollten, haben den Leistungskurs gewéhlt, die ,,restlichen* 21
Schiiler habe ich unterrichtet. Die zwei wesentlichen Aspekte der Auswahl der
Experimentgruppe waren erstens die verschieden Mutter- und Arbeitssprache
der Schiiler. Das ermdglichte die Entwicklung eines deutschsprachigen
Lehrstoffes des Themas auf deutscher Sprache, der bis dahin nicht vorhanden
war. Zweitens wollte ich Schiiler unterstiitzen, entwickeln, die nicht gut in
Mathematik waren. Und diese Schiiler waren nicht besonders gut in
Mathematik, die Durchschnittsnoten am Ende des vorigen Schuljahres waren
die folgenden:

32



1. Tabelle: Ergebnisse der beiden Klassen im Vorjahr — eigene Quelle

10.c

11.5°

Insgesamt:

2,92

2,38

2,71

Die Schiiler beider Klassen haben die Mathematik ab dem 9. Jahrgang auf
Deutsch gelernt, aber von verschiedenen Lehrern. In diesem neuen, 11.
Jahrgang haben sie einen neuen Lehrer —mich- bekommen. Es war eine grofie
Herausforderung, die Gruppe kennen zu lernen, die Schiiler miteinander, mit
dem Lehrstoff, und mit mir vertraut zu machen. Es ist meiner Meinung nach
ziemlich schnell gelungen, obwohl die rdumliche Zerlegung bis Ende des
Jahres bestand - die Schiiler der zwei Klassen haben sich im Klassenraum nicht
gemischt, aber sie hatten einen guten Kontakt zueinander.

Die Themen des Unterrichtsjahres 11 — Kombinatorik, Graphen; Potenzen,
Wourzeln, Logarithmus; Trigonometrie; Funktionen; Koordinatengeometrie;
Wabhrscheinlichkeit, Statistik — sind schwer genug, damit die schwécheren
Schiiler grofle Probleme haben. Der Notendurchschnitt am Ende des 11.
Jahrganges war dementsprechend noch schwiacher als im Vorjahr.

2. Tabelle: Ergebnisse der beiden Klassen im Jahrgang 11 — eigene Quelle

11.c 12.s Insgesamt:
2,77 2,25 2,57

Die Schiiler hatten wochentlich vier Mathematikstunden. Fiir das Thema
»Wurzelziehen, Potenzen mit rationalen Exponenten, Exponentialfunktionen,
Logarithmusfunktionen und ihre = Anwendungen® gab es laut
Stoffverteilungsplan 33 Unterrichtsstunden. Diese Zeit ist fiir den sehr
umfangreichen Stoff relativ knapp. Anscheinend mussten wir mehr leisten als
eine ,,normale* Klasse, weil schon allein die Einfithrung des Themas nicht die
herkdmmliche Methode war, also ein bis zwei Beispiele, dann eine Menge
Ubungsaufgaben. Schon die Einfiihrung war so geplant, dass die Schiilerinnen
und Schiiler durch die Aufgaben, die aus dem Alltagsleben stammten, den Sinn
des Stoffes verstehen, sich in ihn vertiefen, sich mit ihm vertraut machen
konnten. So war es fiir sie einfacher, den theoretischen, trockenen Teil besser
verstehen und lernen zu kdnnen. Dazu haben wir den Computer sowohl in den
Stunden als auch zu Hause benutzt.

® Die zwei Klassen besuchen den gleichen Lehrgang, aber die Klasse ,,s” hatte ein deutschsprachiges
Vorbereitungsjahr, deshalb haben sie die Bezeichnung 11.s. Die Schiiler sind 17, 18 Jahre alt. In Ungarn ist die beste
Note 5, die schlechteste 1.
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2.4. Der Stoffverteilungsplan des entwickelnden Unterrichtsexpe-
riments

Bei der Zusammenstellung des Stoffverteilungsplanes mussten die
Charakteristika des Ungarischen  Nationallehrplanes, des o6rtlichen
Stoffverteilungsplanes und die =zeitlichen Bediirfnisse des realistischen
Mathematikunterrichtes vor Augen gehalten werden. In der ersten Stunde
wurde der VVortest geschrieben. Die Schiiler wussten nicht, welches Thema im
Vortest vorkommt, so hatten sie keine Moglichkeit es zu wiederholen. Anhand
der Ergebnisse wurde dann noch die Aufgaben der Wiederholung (5 Stunden)
ein wenig modifiziert. In der 7. Stunde fingen wir mit den exponentiellen
Vorgéingen an. Diese Einfiihrung dauerte drei Stunden lang. Danach kamen
die, im ungarischen Schulsystem unentbehrlichen  Gleichungen,
Ungleichungen und Gleichungssysteme. In den letzten zwei Stunden haben wir
uns mit Textaufgaben und einer kleinen Wiederholung beschiftigt. In der
folgenden Stunde kam ein Test, um zu kontrollieren, wie die Schiiler dieses
Thema erlernt haben. In den néchsten vierzehn Stunden wurde der
Logarithmusbegriff gelehrt. Die Einfithrung des Themas passierte wieder mit
realistischen Mitteln, es wurde sogar das Beispiel des exponentiellen Teiles
genommen. Die Logarithmusgesetze wurden auch mit Hilfe von Aufgaben
eingefiihrt. Das haben die Schiiler als sehr positiv empfunden. Danach kamen
wieder die Gleichungen, Ungleichungen und Gleichungssysteme. Zuletzt
haben wir uns wieder mit Textaufgaben beschéftigt. Danach kam die
zusammenfassende  Klassenarbeit, die groBe  Klassenarbeit. Die
Stoffverteilung ist im Anhang B: zu finden.

2.5.Die Forschungsmethoden

Das Experiment begann mit einem Vortest, der schnell korrigiert und dessen
Ergebnisse schnell ausgewertet wurden. In allen weiteren Stunden wurden
Tonbandaufnahmen gemacht, Notizen wurden gefertigt. Die Hefte der Schiiler
wurden kopiert. Ich habe auch Fotos iiber die Arbeiten der Schiiler, iiber die
Gruppe, liber die Stunde gemacht. Vor und nach den Stunden habe ich die
Schiiler gefragt, was sie gut oder nicht so gut verstanden haben, bzw. am Ende
der Stunden gab es Hausaufgaben, die am Anfang der nichsten Stunde —wenn
es notig war — ausfiihrlich besprochen wurden. Wahren der 33 Stunden gab es
auch Tests, bzw. am Ende haben die Schiiler eine zusammenfassende
Klassenarbeit geschrieben, den ich ausgewertet habe.

2.6.Materialien

In den Stunden haben wir liberwiegend mit den Arbeitsbléttern gearbeitet, die
fiir das Unterrichtsexperiment vorbereitet wurde. Aus diesen Arbeitsblittern
werden Teile im Abschnitt der Beschreibung des Experiments eingefiigt, die
aus didaktischen, methodischen Griinden besonders wichtig sind. Bei der
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Zusammenstellung wurden auch auf die Lehr- und Ubungsbiicher verwendet,
die die Schiiler hatten. Die Hausaufgaben hatten sie oft —wo es moglich war —
aus diesen Biichern bekommen. Sie hatten ein Lehrbuch: ,,Sokszini
matematika“ von Kosztolanyi (2003), und zwei Aufgabensammlungen:
Zusammenfassende Aufgabensammlung Mathematik I-IV., und ,,Matematika
Gyakorlo és érettségire felkészité feladatgylijtemény 1”. Die Aufgaben der
ersten Sammlung wurden mit # , die Aufgaben der zweiten mit * markiert. Ein
Paar Aufgaben wurden aus der Aufgabensammlung von ,,mathepower
(www.mathepower.de) genommen. Ich habe auch selbst Aufgaben erstellt.
Manchmal mussten auch die Schiiler iiber Aufgaben nachdenken, formulieren.

3. Das entwickelnde Unterrichtsexperiment
3.1.Lehrbiicher

In diesem Abschnitt werden kurz einige, in Ungarn zurzeit erhéltlichen
Lehrbiicher vorgestellt, in erster Linie aus der Hinsicht der Forschung. Der
Abschnitt  wird vorgestellt, der sich mit den exponentiellen und
logarithmischen Funktionen, mit ihren Einfithrungen und Anwendungen
beschéftigt. Es wurde dazu ein deutsches Lehrbuch, (Lambacher Schweizer:
Mathematik fiir Gymnasien, 2006) genommen und ein, im Internet erhiltlicher
Lehrstoff  (http://www.sulinovadatbank.hu/)  untersucht, der  vom
Kultusministerium von Ungarn bestellt wurde und den Verfassern nach als
nach den Kompetenzerwartungen entsprechendes Lehrmaterial entwickelt
wurde. Die Methoden der Biicher, der Aufbau des Lehrstoffes wird jetzt kurz
zusammengefasst®.,

a) Kosztolanyi, J: Sokszinii matematika 11. Jahrgang (Bunte Mathematik)

Dieses Lehrbuch war unter den ersten, die den Erwartungen des neuen
Nationallehrplans  entsprechen wollten und die damals ,,grauen
Mathematikbiicher in ein bunteres umwandeln wollten. Auch der Titel des
Buches ,,Sokszinli matematika — Bunte Mathematik* betont dieses Streben.
Diese schnelle Erscheinung bedeutet fiir das Buch sowohl einen Vor- als auch
einen Nachteil. Vorteil, weil das Buch wegen der Schnelligkeit auf Anhieb
beliebt wurde, es hat viele neue lIdeen gezeigt, benutzt, es ist neuen
didaktischen Wege gefolgt. Die Verfasser haben zum Teil kompetenzgeeignete
Aufgaben verwendet, praktische Aufgaben gezeigt. Das Buch ist wirklich
,,bunt®, voll mit Abbildungen und komischen Graphiken. Der Nachteil ist, dass

0 Es gibt noch weitere erhiltliche Biicher auf dem Markt, z.B:
. Gerdcs, L.; Szamado L. (2012): Matematika 11. évfolyam, Nemzeti Tankonyvkiado Zrt.
. Juhasz, I; Orosz, Gy.; Pardczay, J.; Szaszné Dr. Simon, J.: Matematika 11. évfolyam, Nemzeti
Tankdnyvkiado Zrt.
. Hajnal, I.; Szamado, L.; Békéssy, S.: Matematika a gimnaziumok 11. évfolyama szamara, Nemzeti
Tankonyvkiado
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nach diesem Buch viele neuere erschienen sind, die teilweise diese bunte,
praxis- und kompetenzorientierte Sichtweise iibernommen haben, sie teilweise
erweitert, weiterentwickelt haben und viele ,,frische* Ideen benutzt haben.

Die Potenzen, Wurzelgesetze werden mit Formeln, mathematischen Mitteln
wiederholt, welche von Drillaufgaben gefolgt werden. Nachher kommen die
Potenz- und Wurzelfunktionen, die mit ,,herkdmmlichen* Methoden behandelt
werden. Danach stehen die rationalen Exponenten, wieder mit mathematischen
Formeln und Aufgaben bearbeitet. Mit den irrationalen Exponenten wird
gleichzeitig  die  exponentielle  Funktion eingefithrt und  viele
Beispielsfunktionen werden gezeigt. Hier kommt auch die erste praktische
Anwendung, eine Aufgabe iiber den Luftdruck. Im Ubungsteil ist auch noch
eine andere Aufgabe zu finden, iiber einen radioaktiven Zerfall. Leider
kommen keine anderen Aufgaben solcher Art im exponentiellen Teil.

Der Logarithmus wird mit einem Textbeispiel eingefiihrt: Bakterien
vermehren sich. Zur Losung wird zum Teil eine Tabelle, zum Teil die
exponentielle Funktion verwendet (Kosztolanyi, p. 92.).

12. Abbildung: Zuordnung vom Logarithmus — Quelle: Kosztolanyi (2003)

Gleich danach kommen die Definition des Logarithmus und eine Reihe von
Ubungsaufgaben. Obwohl die Einfiihrung der Logarithmusfunktion durch
mathematische Mittel passiert findet man keine praktischen Anwendungen.
Unter den Ubungsaufgaben ist auch eine Textaufgabe zu finden: Das
Wachstum einer Zierpflanze mit Tabelle und Funktionsgraphen. Unter den
Logarithmusgesetzen, Gleichungen, Ungleichungen, Gleichungssystemen
sind Anwendungen nur im letzten Abschnitt die folgenden Typen zu sehen:
Abkiihlung von Materialien, Amortisation, radioaktiver Zerfall, Wachstum des
Drogenkonsums.

Im Lehrbuch ist eine Mischung zu finden, die zum Teil der ,reinen*
mathematischen  Richtung  entspricht, zum  Teil praxis- und
anwendungsorientiert ist.

b) Abrahdm: Matematika 11.

Die Autoren betonen schon im Vorwort, dass sie ein Lehrbuch geschrieben
haben, durch das sie die Mathematik verstindlich und beliebt machen wollen.
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Sie mochten das so erreichen, dass sie unzédhlige alltdgliche Beispiele zeigen.
Erst dann wollen sie die exakten mathematischen Inhalte angeben.

Die Wiederholung der Quadratwurzel, der Potenzen mit ganzzahligen
Exponenten und Einfiihrung der rationalen, irrationalen Exponenten und der
n-ten Wurzel passiert mit der herkommlichen Methode. Das heif3t, sie werden
exakt mathematisch eingefiihrt. Am Rande des Haupttextes gibt es bunte
Abbildungen, Fotos, die das Verstehen, den Kontext mit dem Alltagsleben
erleichtern konnen. Auch die Funktion selbst wird mit der Definition
eingefiihrt, und erst dann kommt eine (und zugleich die einzige) Textaufgabe.
Hier geht es um die Vermehrung von Bakterien, der Zusammenhang ist mit
t

der Formel N;(t) = N, - 2% angegeben, wobei N, die Anfangsanzahl der
Bakterien bedeutet, ¢, die Generationszeit, also die Zeit, welche die Bakterien
brauchen, um ihre Anzahl verdoppeln zu kénnen. Meiner Ansicht nach, ist das
Anliegen, dass die Autoren die praktische Seite der Mathematik zeigen wollen,
hier lobenswert. Was ein Problem bedeuten kann, ist, dass die angegebene
Formel fiir viele Schiiler erschreckend vorkommen kann. Es kann eventuell
vorkommen, dass viele, in erster Linie schwéchere Schiiler, mit diesem
Problem nichts anfangen konnen. Ich habe eben deshalb mit einer einfacheren
Aufgabe angefangen. Durch Entdeckung einer Reihe solcher Probleme, als die
Schiiler mit der Aufgabe schon befreundet sind, haben wir den mathematischen
Zusammenhang formuliert. Nach diesem einzigen Beispiel kommen wieder
viele Gleichungen, Gleichungssysteme und Ungleichungen. Bei den
Ungleichungen werden die Funktionsgraphen benutzt, aber wieder kommen
keine Textaufgaben vor.

Interessanterweise wird der Logarithmus mit einer kleinen Geschichte von
Marie Curie eingefithrt und dazu gehort auch ein Textbeispiel iiber einen
radioaktiven Zerfall. Die benutzte Formel sieht dhnlich wie die Formel bei dem
exponentiellen Beispiel aus. Mit Hilfe des Funktionsgraphen wird die Aufgabe
geldst und kontrolliert. Dann kommen die Definition vom Logarithmus und
eine  Reithe von  Einlibungsaufgaben. = Nachher = kommt  die
Logarithmusfunktion, die logarithmischen Gesetzte. Man kann hier keine
Textaufgaben, nicht einmal Hinweise darauf sehen. Was ich positiv finde, dass
der Gebrauch des Taschenrechners erklart ist. Das kann namlich den Schiilern
grole  Schwierigkeiten bereiten. Dann kommen die Gleichungen,
Gleichungssysteme und Ungleichungen. Aber leider gibt es nicht einmal am
Ende als Zusammenfassung praktische Beispiele. Dieser Teil enthilt keine
offenen Fragen, verlangt keine Selbstproduktion der Schiiler. Das Lehrbuch ist
sonst sehr schon, bunt, voll mit Abbildungen, Bildern. Meiner Meinung nach
nehmen die Schiiler ein solches Buch gern in die Hand.
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C) Czapary, E.; Gyapjas, F.: Matematika a kézépiskolik 11. évfolyama
szamadra

Im Vorwort setzten die Autoren das Ziel, ein Buch zu schreiben, das den
Forderungen des zweistufigen ungarischen Abiturs entspricht. Es wird
weiterhin erwihnt, dass die Schiiler im Buch auch Ergénzungsmaterialien
finden konnen. Das Buch ist vom optischen Eindruck her sehr einfach,
schwarz-weil3. Das ganze Buch ist vom Inhalt her sehr sachlich. Der Aufbau
folgt den Vorschriften des Abiturs. Alle neuen Stoffe werden mit exakten
mathematischen Definitionen eingefiihrt. Nach den einzelnen theoretischen
Teilen — wie zum Beispiel die Potenzen mit ganzen Exponenten — gibt es nur
ein-zwei ausgearbeitete Aufgaben, aber keine Ubungsaufgaben. Sie befinden
sich — in nicht allzu groBer Menge — erst am Ende des Abschnitts. Man kann
sagen, es gibt zwar eine Wiederholung und Erweiterung des Potenzbegriffs,
dieser Teil ist aber sehr kurz. Noch in diesem Teil wird die exponentielle
Funktion, wieder sehr prazise eingefiihrt.

Nach diesem Abschnitt kommen die Definition des Logarithmus, die
Logarithmusgesetze  und die Logarithmusfunktion. Bei der
Logarithmusfunktion werden sogar die Mengen verwendet. Somit ist der
mathematische Sachverhalt noch weiter verstarkt. ES wird hier auf den
Zusammenhang zwischen der exponentiellen und logarithmischen Funktion
hingewiesen (Umkehrfunktion). Erst nachher kommen die exponentiellen und
logarithmischen Gleichungen und Ungleichungen. Interessanterweise ist die
Definition der exponentiellen Gleichung angegeben. Es wird auch fettgedruckt
formuliert, wann zwei Logarithmen mit zwei mdglichen Basen gleich sind:

13. Abbildung: Definition des Logarithmus — Quelle: Czapary (2010, p. 53)

Hier kann man die einzige Textaufgabe des Teiles finden. Das ist eine
Produktionsaufgabe, in der keine tatsdchlichen oder fiktiven Angaben
vorkommen, sondern man muss die Produktion bei einem jihrlichen
Wachstum vom 12% verdoppeln, und die Frage die Zeit ist. Nach dem
theoretischen Teil kommen die Ubungsaufgaben. Am Ende befindet sich eine
theoretische Zusammenfassung.

d) Haju, S: Matematika 11. évfolyam — Gondolkodni jo

Am Anfang des Abschnittes ist immer zusammengefasst, was die Schiiler
schon wissen miissten, bzw. in welche Richtung der Teil mit der
Verallgemeinerung des Themas gehen wird. Das Potenzieren wird sehr schnell
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wiederholt (2 Musteraufgaben mit einfachen Beispielen) und mit den
rationalen Exponenten (n-te Wurzel) erginzt. Keine Ubungsaufgaben gibt es
zur Wiederholung, zu den rationalen Exponenten und zur n-ten Wurzel auch
nur welche. Es gibt keine offenen Fragen. Man kann auch nicht sagen, dass es
hier um Drillaufgaben ginge. Lieber um Einzelbeispiele, die man zum Beispiel
aus einer Aufgabensammlung ergidnzen kann. Die neuen theoretischen Teile
werden mit mathematischen Definitionen eingefiihrt. Gleich danach kommt
die Erweiterung des Potenzbegriffes mit reellen Exponenten. Das Potenzieren
mit reellen Exponenten wird mit Hilfe der Zehnerpotenzen gezeigt (mit
Wertetafel), das n-te Wurzelziehen mit Hilfe des Taschenrechners. Was in
diesem Abschnitt ungewohnlich ist, dass die n-te Wurzel fiir alle reellen
Wurzelexponenten auBer 0 definiert ist, sogar ein Beispiel ist fiir den negativen
1

rationalen Wurzelexponenten angegeben: “%/3. Der Term ist folgendermaflen

umgeformt: i/_ = 3 = 5. Dieser Gedankengag kommt mehrmals im
Themenbereich vor.

Die Einfiihrung der Exponentialfunktion geht hier durch ein Textbeispiel -
Vermehrung des Hefepilzes. Die Anfangsmenge (1 kg) und der
Wachstumsfaktor pro Minute (10%) werden angegeben. Die Fragen sind
meiner Meinung nach sehr gut formuliert. Im Teil a) wird gefragt, wie groB3 die
Menge des Pilzes nach 1, 2, 60, 0,5, 60,2 Minuten ist. Erstens werden hier nicht
nur ganze Minuten gefragt, zweitens gibt es auch eine Zeitdauer, welche kiirzer
als 1 Minute ist. Noch besser finde ich die Frage b), wo nach der Menge vor 1,
2, 5,5 Minuten gefragt wird. Es bedeutet fiir die Schiiler immer ein Problem,
wenn sie ,riickgingig“ denken miissen. Die Aufgabe c) fragt nach dem
mathematischen Modell. Ich finde es sehr wichtig, dass die Schiiler das Modell
formulieren — wo es (natiirlich) moglich ist. Dazu braucht man eine Aufgabe,
die nicht zu kompliziert ist. Entsprechend gezielte Fragen helfen auch sehr
dabei. Diese Aufgabe und die Fragen halte ich fiir geeignet zu diesem Zweck.
Die Aufgabe ist ausgearbeitet, und finde ich dabei die Veranschaulichung des
Vorgangs durch Pfeile sehr gut.

- ; , | w
1 perccel ezel6tt: 1 ——— 1,17! = 0,91 (kg) %

= Iy | 1
2 perccel ezel6tt: 1 —— 1,17 —— 1 1-2

14. Abblldung Veranschaulichung exponentieller Vorgénge — Quelle: Hajdu
(2012)

Es konnte hier noch die Gelegenheit genutzt werden alle Punkte in einem
geeigneten Koordinatensystem darzustellen. So konnte man die Funktion
einfilhren, diese Visualisierungsmoglichkeit beim Lernen ausnutzen.
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Stattdessen wird die Exponentialfunktion mit x — 2* eingefiihrt. Aber viele
Beispiele werden hier fiir die exponentiellen Vorginge aufgezihlt
(Populationswachstum, Radioaktivitdt, Zinseszins, technische Vorspriinge).
Die exponentielle Funktion wird definiert, dann werden die Transformationen
behandelt. Das Buch ist mit vielen Abbildungen geziert, zur
Funktionendarstellung wird die Software GeoGebra benutzt. Bei den
Gleichungen finde ich sehr sympathisch, dass auch solche Gleichungen gelost
werden, die algebraisch nicht, oder mit den vorhandenen mathematischen
Mitteln (11. Klasse) nicht gelost werden konnen. Dazu werden die
Funktionsgraphen und GeoGebra benutzt. Am Ende des exponentiellen Teiles
sind einige Ubungsaufgaben zu finden. Leider gibt es keine anderen
Textaufgaben neben der Einfithrungsaufgabe mehr.

Die Einfithrung des Logarithmus passiert auf mathematische Art, kein
Textbeispiel kommt vor. Nach der Definition kommen viele Drillaufgaben um
sie einzuiiben. Interessanterweise wird wieder gezeigt, wie man die
Zehnerpotenzen bei Zehnerlogarithmus verwenden kann, und wie man diese
Werte aus der Wertetafel auslesen kann. Erst dann wird die Anwendung des
Taschenrechners gezeigt. Bei den Logarithmusgesetzten wird ein
interessantes, praktisches Beispiel verwendet. ,,Im Ozean befinden sich 48,5
mg Algen, deren Masse jeden Tag auf das 3,6-fache wichst. Das Wie
Vielfache wire die Masse der Algen unter idealen Bedingungen in 180 Tagen?
(Die Masse der Erde ist etwa 5,97 - 103 mg.)* Leider werden die Ergebnisse
direkterweise nicht benutzt, die Gesetzte zu ,,entdecken®, obwohl das eine gute
Basis dafiir gewesen wire. Auch die Beweise sind zu den Gesetzten
angegeben. Jetzt kommen wieder die Ubungsaufgaben, wieder ohne
Textbeispiele. Nachher kommen der Zusammenhang der exponentiellen und
logarithmischen Funktion und die Transformationen mit vielen, schonen,
bunten Beispielen.

Es sind hier viele praktische Aufgaben angegeben, zum Teil geldst, zum Teil
als Ubungsaufgabe aufgegeben. Die Schiiler sind hier aufgerufen, mit dem
Taschenrechner zu rechnen, und das mathematische, logarithmische Modell
anzugeben. Solche Beispiele sind: Wachstum des Holzbestandes im Wald,
durchschnittliche Produktion in einem Betrieb, Salzlosung, Atombombe,
Halbwertzeit, Luftdruck, Schallintensitét.

Bei der Losung der Gleichungen, Ungleichungen spielt wieder auch die
graphische Methode eine wichtige Rolle. Aber auch mit den
Logarithmusgesetzen werden sie geldst. Es gibt noch vier Seiten, wo die
Losung durch Computer gezeigt wird, wie schon erwahnt wurde, verwenden
die Autoren GeoGebra. Die letzte Seite ist eine praktische Zusammenfassung,
wie zum Beispiel eine Klassenarbeit aussehen konnte.
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e) Vancsé O.: Matematika 11. osztalyosok szamdra

Im Vorwort betonen die Autoren, dass sie den Schrecken vor der Mathematik
abbauen wollen. Durch eine Menge von praktischen Aufgaben, Problemen
wollen sie die Themen einfiihren, auf sie wollen sie hinweisen. Sie behaupten,
dass sie die Mathematik ,,praktischer” machen wollen. Sie ermutigen den Leser
alle Aufgaben zu l6sen, alle Fragen zu beantworten, sogar selbst Fragen zu
stellen, Aufgaben zu formulieren (s. Rekontextualisierung, Realisation)

Zuerst werden die schon gelernten wiederholt, allein mit mathematischen
Inhalten und Ubungsaufgaben gestellt. Gleich danach ist fiir das exponentielle
Wachstum ein bekanntes Beispiel gestellt - Erfindung des Schachspieles, das
griindlich erklart wird. Hier werden zwei Begriffe eingefiihrt: exponentielles
Wachstum (Riickgang) und Wachstumsfaktor. Hier wird eine kleine
Forschungsaufgabe gestellt. Man miisste nachschlagen wie grof} die jahrliche
Weizenernte auf der Erde ist. Dann kommt ein zweites Beispiel tiber die
Erdbevolkerung mit einem Diagramm. Dabei ist vom Leser verlangt, einen
mathematischen Zusammenhang zwischen den angegebenen Daten
aufzustellen. Im Ubungsteil gibt es weitere praktische Aufgaben mit
geschlossenen, offenen, sogar mit Forschungsaufgaben - Bakterien, Insekten
(Tiszavirag - (Polingenia longicauda)), Population, Zinseszins, Handyverkauf
als ein reelles Beispiel. Die rationalen Exponenten werden auch mit einer
Textaufgabe eingefiihrt (Viren vermehren sich), sogar die n-te Wurzel wird mit
dieser Methode gezeigt. Danach folgen wieder praktische Ubungsaufgaben. Im
néchsten Abschnitt werden am Virenbeispiel und mit dem Permanenzprinzip
die Potenzen mit reellen Exponenten erklart und dadurch die exponentielle
Funktion gezeigt. Es kommen wieder viele praktische Ubungsaufgaben. Nur
in einem ndchsten Absatz geht es um den exponentiellen Riickgang -
Werteverlust — Amortisation, die Kohlenisotope C14 — Halbwertszeit,
Luftdruck, Zuriickprall eines Gummiballes, Lichtintensitit durch das Glas. Die
exponentielle Funktion kommt nachher, zu den Abbildungen wird hier die
Software GeoGebra benutzt. Als Ergidnzungsstoff steht hier das permanente
Wachstum, Riickgang und die Eulersche Zahl ,,e*.

Der Zehnerlogarithmus wird an mathematischen Beispielen eingefiihrt, die
Definition ist hier auch angegeben. Nach den Musterbeispielen sind die
Ubungsaufgaben angegeben. In diesen Aufgaben sind die Probleme auch in
Worten formuliert. Erst nachher stehen die praktischen Anwendungen, wie
pH-Wert, Schallintensitdt mit vielen Fragen dazu. Nach dem
Zehnerlogarithmus werden der Logarithmus mit beliebiger Basis und die
Logarithmusgesetzte gezeigt, wieder mit rein mathematischen Mitteln. Bei der
logarithmischen Funktion wird auch der Begriff der Inversfunktion
beschrieben. Bei den logarithmischen-exponentiellen Gleichungen und

41



Ungleichungen benutzen die Autoren auch Textaufgaben. Am Ende des
Themas steht eine theoretische Zusammenfassung.

f) Sulinova, Educatio Tarsadalmi Szolgaltato Nonprofit Kft: Matematikai
kompetencia

Die Sulinova Educatio Tarsadalmi Szolgéltatd Nonprofit GmbH. hat im
Auftrag des ungarischen Staates mit der Unterstiitzung der Europdischen
Union ein kompetenzfdhiges Lehrmaterial im Fach Mathematik
zusammengestellt. Das Material ist umfassend, geeignet der Klassen von 1 —
12. Im Abschnitt 2 (Modul 2) des Jahrgangs 11 ist der untersuchte Stoff
enthalten. Der Zielsetzung der Autoren nach miisste der Lehrstoff den
Erwartungen der Kompetenzmessung (Vergleichsarbeiten) entsprechen, es ist
also in dem Sinne kein herkdmmliches Mathematikbuch. Wenn man diesen
Abschnitt untersucht, gibt es viele solcher Teile, die anders aufgebaut sind, als
die in Ungarn erhéltlichen, oben geschilderten Lehrbiicher. Die Zielsetzung
des Teiles ist folgendermaBen formuliert: ,,Er (der Schiiler) muss die
Definition, die Gesetze des Logarithmus kennenlernen, er muss sie in
einfacheren Fdillen verwenden konnen. Er muss exponentielle und
logarithmische Gleichungen losen konnen, die auf der direkten Verwendung
der Definitionen und Gesetze basieren. Das konnte bedeuten, dass der Aufbau
und die Methoden des Abschnittes so &dhnlich sind, wie in den oben
dargestellten Biichern. Aber unter den Methoden kann man die neuen
mathematisch-didaktischen Richtungen entdecken. Obwohl das Material
meinem Unterrichtsexperiment in dieser Form nicht entspricht, steht es ihm
unter den hier geschilderten Lehrstoffen am nachsten.

Die Wiederholung beginnt mit den Potenzen mit ganzen Exponenten, dann
kommt die Quadratwurzel. Die n-te Wurzel wird mit der dritten Wurzel
eingefiihrt, und hier ist das erste Beispiel eine Textaufgabe (Wiirfel: Volumen
— Kante), und dann noch ein Textbeispiel (Volumenunterschied zweier
Wiirfel). Danach werden die Definitionen und Eigenschaften der n-ten Wurzel
ausgesagt, und dann kommen die mechanischen Drill-Ubungen. Noch in der
Wiederholung werden die Potenz- und Wurzelfunktionen eingefiihrt, sogar auf
ihren Zusammenhang (Umkehrfunktion) wird hingewiesen. Was neu ist, und
in Richtung der neuen Mathematikdidaktik zeigt, dass hier schon offene
Fragen gestellt werden, die die Aufmerksamkeit der Schiiler verlangen. Solche
Fragen und Aufgaben sind zum Beispiel (Seite 66, Aufgabe 19, Fragen): 1.
Was fiir einen Zusammenhang kannst du zwischen den Wertebereich und den
Exponenten von x entdecken? 11. Durch welche Punkte gehen die Graphen
aller Wurzelfunktionen mit geraden Wurzelexponenten? Danach kommt die

42



Erweiterung des Potenzierens mit rationalen Exponenten. Das wird wieder mit
einer Textaufgabe eingefiihrt - Eine Zellenzucht verdoppelt sich jede Stunde.
Am Anfang gibt es 1 Zelle. Wie viele Zellen existieren nach 1, 2, 3, 4, 4,5
Stunden? (Seite 75). Leider gibt es unter den Aufgaben keine Textaufgabe, nur
Drilliibungen. Es gibt hier aber einen neuen, spielerischen Aufgabentyp, zwar
ein Toto. Am Ende des zweiten Moduls steht noch ein kleines Lexikon, das die
wichtigsten Begriffe —mit Erklarung— des Moduls enthilt.

Im fiir mich wichtigen Teil —also bei dem exponentiellen und logarithmischen
Teil — kann man wieder die didaktischen Fortschritte sehen. Der exponentielle
Teil beginnt mit der Wiederholung der rationalen Exponenten. Dann wird es
mit den irrationalen ergénzt, dann kommt die Definition der exponentiellen
Funktion. In dem theoretischen Teil befinden sich schon Aufgaben (auch mit
offenen Fragen), dann kommen zwei Beispiele. Das erste verlangt die
Darstellung und Diskussion der allgemeinen exponentiellen Funktion, das
zweite ist schon eine Textaufgabe (ein radioaktiver Zerfall). Die Beispiele sind
natiirlich ausgearbeitet. Dann kommen 3 alltidgliche Beispiele: Seerosen,
beschrinktes Wachstum, wieder ein radioaktiver Zerfall. Ich wiirde, wie ich es
gemacht habe, mit der Seerose beginnen. Das ist am verstidndlichsten meiner
Meinung nach. Die anderen zwei — vom Sachverhalt her kompliziertere
Aufgaben- wiirde ich erst spiter nehmen. Die weiteren Themen in diesem
Modul sind der Reihe nach: Funktionen und Gleichungen. Die Textaufgaben
kommen nicht wieder zuriick, die Ungleichungen, Gleichungssysteme werden
nicht einmal bertihrt.

Der Logarithmus wird wieder mit der Definition und einer Menge von
Drilliibungen eingefiihrt, &hnlich wie bei den Funktionen. Es gibt hier zwar
wieder offene Fragen, aber keine Textaufgaben. Es gibt hier einen Teil, in dem
solche Gleichungen sind, die mit Hilfe von Funktionen zu 16sen sind. Die
Logarithmusgesetze werden mit mathematischen Mitteln eingefiihrt. Nachher
kommen die logarithmischen Gleichungen, und solche exponentiellen, bei
denen man den Logarithmus verwenden muss. Am Ende kommen die
exponentiellen Vorgénge, die Textaufgaben - Zinseszins, radioaktiver Zerfall,
Population, Druck.

g) Lambacher Schweizer: Mathematik fiir Gymnasien

Dieses deutsche Mathematiklehrbuch verkdrpert eine vollig andere
didaktische Auffassung iiber den Mathematikunterricht als die ungarische.
Nach dem ,,Schock® der Ergebnisse der ersten PISA-Tests (Maresch, R., 2002)
haben sich die Mathematikdidaktiker in Deutschland bewogen gefiihlt, die
ganzen Lehrplédne, die Lehrbiicher umzuwandeln. Ein Beispiel dafiir ist dieses
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Buch. Besonders auffallig ist es, wenn man das Buch mit seinem Vorldufer
vergleicht.

In diesem Buch kommt der Teil Potenzen, exponentielle Funktion,
Logarithmus schon in der neunten Klasse vor, also zwei Jahre friiher als in
Ungarn. Dementsprechend ist es nicht itiberraschend, dass solange in Ungarn
der Abschnitt mit einer Wiederholung der Potenzgesetze beginnt, sie in diesem
deutschen Buch hier eingefiihrt und eingeiibt werden. Alle einzelnen
Abschnitte beginnen mit einem praktischen, offenen Problem, um zu zeigen,
woflr der Teil im alltdglichen Leben zu verwenden ist. Die Potenzen werden
mit den Zehnerpotenzen eingefithrt. Obwohl die ersten Aufgaben immer
mathematische Drillaufgaben sind, folgen diesen oft eine Reihe von
praktischen Anwendungen aller Art. Ich habe trotzdem manchmal das Gefiihl,
dass die mathematischen Grundlagen manchmal nicht tief genug bearbeitet
werden, die Verfasser basieren eher auf den ,,mathematischen Sinn“ der
Schiiler. Die Potenzgesetze werden hier auch fiir die ganzzahligen Exponenten
(ohne Beweis) gezeigt und eingeiibt, wieder mit vielen Textaufgaben. Auch
fiir die rationalen Exponenten sind hier schone Aufgaben aufgefiihrt. Darunter
sind unter anderem stereometrische Aufgaben, die Kepler’schen Gesetzte,
Fallzeit eines Korpers, Windchill-Faktor. Die irrationalen Exponenten werden
nur marginal behandelt, natiirlich wird hier das Permanenzprinzip verwendet
— obwohl es wortwortlich nicht ausgesagt ist.

Nach diesem Teil kommen die Potenzgleichungen und gleich danach wird
interessenterweise der Logarithmus mit der Definition und vielen
Drillaufgaben eingefiihrt. Erst nach dem Logarithmus kommen die einfacheren
exponentiellen Gleichungen mit mathematischen Beispielen, Definition und
unter den Aufgaben ist nur eine Textaufgabe zu finden. In der Wiederholung
kann man wieder praktische Anwendungen aller Art finden (Lichtjahr,
Stereometrie, PH-Faktor, Lautstirke, Astronomie). Die Logarithmusgesetzte,
kompliziertere Aufgaben kommen hier nicht vor (auch nicht im nichsten Jahr,
in der zehnten Klasse). Eine Vergleichstabelle der Lehrbiicher ist im Anhang
B zu finden.

3.2. Der Vortest

Im Vortest wurde untersucht, welche Begriffe, Operationen die Schiiler gut
kennen, wo sie im Allgemeinen kleinere Schwierigkeiten bzw. gro3e Probleme
haben. Bei der Zusammenstellung wurde darauf geachtet, was sie schon wissen
miissten, iiber welche Fiahigkeiten sie verfiigen und was der
Erwartungshorizont im Abitur ist. Mit Hilfe der Ergebnisse wurden spater die
Schwerpunkte des Unterrichts ausgearbeitet, modifiziert. Hier werden die
Ergebnisse zusammengefasst gezeigt. Vor dem Test war den Schiilern nicht
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bekanntgegeben, dass in der nidchsten Stunde den Test schreiben, sie wussten
nicht, mit welchem Thema der Unterricht fortgesetzt wird.

3. Tabelle: Vortest — eigene Quelle

Vortest
1. Berechne ohne Taschenrechner die genauen Werte der folgenden
Potenzen. Die Ergebnisse diirfen in Bruchform aufgeschrieben werden.
a) 3* = b) 273 = c) 250 =

of= a0~ () -

2. Berechne ohne Taschenrechner den genauen Wert der folgenden
Potenzen. Das Ergebnis darf in Bruchform aufgeschrieben werden. Benutze
dazu die Definitionen und Identitdten der Potenzen!
27*4%-8
&) G -
3. Lose die Aufgaben!
a) (2006.02. (2)) Entscheide von den folgenden Gleichungen, ob sie
richtig oder falsch sind bei allen reellen Werten?
A) b3 + b7 — blO B) (b3)7 — b21 C) b4b5 — b20

b) (2005.05. (6)) Bringe den folgenden Term in eine moglichst einfache
Form (f)_z =1

> !
C) Bringe den folgenden Term in eine moglichst einfache Form:
(@) at _
(a—2)3-a5 -
4. In dieser Aufgabe geht es um die Funktionen. Beachte die Instruktionen
und folge ihnen.

a) Fiille die fehlenden Werte der Tabelle aus, zeichne die folgende lineare
Funktion im kartesischen Koordinatensystem, dann gib die Zuordnungs-

vorschriftan: — =177 Z
f(x) | -10 | -6 2 8
b) Zeichne die folgende quadratische Funktion im . i
kartesischen Koordinatensystem: \ /
f) =(+2)?—4
c) Gib die Zuordnungsvorschriften der folgenden, mit \\ ; / P
ihren Graphen angegebenen Funktionen an! NN
\
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d) Gib solche alltdglichen Probleme an, die mit linearer oder quadratischer
Funktionen 16sbar sind (z.B.: wenn ich eine Flasche Cola kaufe, bezahle ich
200 Ft, bei zwei Flaschen 400 Ft usw. (lineare Funktion))

Es wird hier iiberwiegend auf typischen Fehler hingewiesen, welchen von den
Schiilern begangen sind. Die detaillierten Ergebnisse und Analysen der
Aufgaben sind im Anhand D zu finden.

In den ersten drei Aufgaben mussten die Schiiler die Definitionen des
Potenzierens und die Potenzgesetzte mit ganzen Exponenten verwenden. Im
Allgemeinen kann man feststellen, dass die Rechnungen mit positiven
Exponenten der Mehrheit der Schiiler wenige Probleme verursacht hat, obwohl
manchmal das Potenzieren mit der Multiplikation verwechselt wurde: 23 = 6.
Den Exponenten 0 konnten nur 9 Schiiler richtig verwenden. Die grofite

Schwierigkeit hatten die Kinder mit den negativen Exponenten, 273 =%

wussten nur 2 Schiiler! Bei den Potenzgesetzen, wo man nur den logischen
Wert der Aussage angeben musste (Aufgabe 3), hat die Mehrheit richtig
geantwortet nur beim Teil A haben ausschlieBlich 7 Schiiler die richtige
Antwort gegeben (ndmlich FALSCH: b3 + b7 = b19). Mit den negativen
Exponenten gab es hier wieder die meisten Probleme (s. Aufgabe 3, Teil b).
Was iiberraschend war, dass aus den zwei komplexeren Aufgaben (Aufgabe 2
bzw. Aufgabe 3 c)) die Aufgabe 3 c) besser gelungen ist, obwohl man hier
Terme umformen musste (mit entsprechendem Taschenrechnergebrauch
hétten alle Schiiler die Aufgabe 2 richtig berechnen konnen).

Bei den Funktionen wurde nach den vier Funktionsangabe-Madglichkeiten
gefragt: Mit einer Tabelle, mit Funktionsgleichung, mit dem Funktionsgraphen
und durch eine Instruktion (praktische Anwendung). Die Tabelle der linearen
Funktion konnten lediglich 7 Schiiler richtig ausfiillen, dagegen haben 8
Schiiler den Graphen richtig dargestellt. Die Funktionsgleichung konnten nur
2 Schiiler angeben! Die quadratische Funktion konnten 9 Schiiler anhand der
Funktionsgleichung richtig darstellen. Bei den Anderen ist nur eine oder keine
der Verschiebungen richtig durchgefiihrt oder es gab einen Schiiler, der statt
einer Parabelform eine V-Form gezeichnet hat. Die umgekehrte Aufgabe, aus
den Graphen die Funktionsgleichungen anzugeben, ist viel schwécher
gelungen: im linearen Fall konnten nur 2, im quadratischen Fall 6 Schiiler die
richtige Funktionsgleichung angeben. Bei den alltidglichen Problemen war die
Lage vielleicht noch schlimmer. Zu der linearen Funktion wurde ein Beispiel
angegeben, dieses Beispiel habe ich von 7 Schiilern in verschiedenen Formen
zuriickbekommen, weitere Anwendungen konnten sie nicht benennen. Bei der
quadratischen Funktion habe ich iiberhaupt kein richtiges Beispiel (wie z.B.
Flugbahn eines Wurfes, Beschleunigung, Durchhang der Kette an einer
Kettenbriicke usw.) bekommen. Im Weiteren, wihrend des entwickelnden
Unterrichtexperiments wurde eben deshalb in den entsprechenden Stunden auf
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die drei Aspekte ein besonders groBler Wert gelegt: Auf die begriffliche
Entwicklung der Schiiler, auf die Entwicklung des Funktionsbegriffs der
Schiiler, auf die Entwicklung des Problemldsens der Schiiler.

3.3. Die Wiederholung

Fiir die Wiederholung hatten wir mit dem Kurztest zusammen 6 Stunden. Die
Schiiler haben zu jeder Stunde je ein Arbeitsblatt bekommen, das eine
theoretische Zusammenfassung des Stoffes enthilt, welchen sie schon in den
vorigen Jahren erlernt hatten. Wir haben diese kurz besprochen und dann
haben sie die Aufgaben alleine oder in Paaren geldst. Sie bekamen dazu
geniigend Zeit, bevor wir die Ergebnisse, die Probleme besprochen haben. In
der ersten Stunde nach dem Vortest haben wir die Ergebnisse kurz analysiert.
Sie wurden auf die typischen Fehler aufmerksam gemacht. Dann haben wir die
Potenzgesetze wiederholt und geilibt. In den weiteren Stunden kamen die
Wurzelidentitidten und die Rechnungsregeln mit Wurzeln in Frage. Es war
wichtig, durch die Potenz- und Wurzelfunktionen auch die Transformationen
und Diskussionsschritte einer Funktion zu wiederholen. Sie spielen ndmlich
bei exponentiellen und logarithmischen Vorgiangen eine wichtige Rolle. Zur
Wiederholung wurde GeoGebra regelmiaflig verwendet, die die Schiiler zu
Hause herunterladen konnten. Die Schiiler haben zu der Stunde mit Funktionen
das folgende Arbeitsblatt bekommen:

Potenzfunktionen
Definition: f:R+— R; f(x) =x" n € N
Wenn n = 2k (k eN*) Wenn n = 2k+1 (k eN)
z.B. SRR B z.B.: T
f(x) = x2 Lo h(x) = x S
g(x) =x* by i(x) =x3 "
L k=
Lo Diskussion /
Diskussion (fiir f \ |/ (fiir h, i
und g): > lundj): J
1.D=R 1.D=R
2. Wertebereich; R*° 2. Wertebereich: R
3. Nullstelle: x =0 3. Nullstelle: x =0
4. Monotonie: 4. Monotonie: str. mon. St.
X € J—o0; 0] str. mon. F. 5. Extremstelle: keine
x € [0; oof str. mon. St. 6. Paritit: ungerade
5. Extremstelle: MIN(O; 0) 7. nicht beschrankt
6. Paritit: gerade 8. stetig
7. nach unten beschrinkt
8. stetig
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Bemerkung: die Benennung der Paritét (gerade oder ungerade) kommt aus
der Paritdt der Exponenten der Potenzfunktion.

Wurzelfunktionen
Definitionen: f: R*% +— R*%; f(x) = *A/x, g:R— R; g(x) =
iz, k € N¥

Wenn n = 2k Wenn n = 2k+1

(k eN") (k eN)

z.B. z.B.:

f(x) =Vx h(x) = Vx

g(x) = Vx i(x) = Vx

Diskussion (fiir fund g): Diskussion (fiir h und i):

1. Definitionsbereich: R*? 1. Definitionsbereich: R

2. Wertebereich: R*? 2. Wertebereich: R

3. Nullstelle: x =0 3. Nullstelle: x =0

4. Monotonie: 4. Monotonie: str. mon. steigend
X € [0; oo str. mon. steigend 5. Extremstelle: keine

5. Extremstelle: MIN(O; 0) 6. Paritit: ungerade

6. Paritét: weder gerade noch 7. nicht beschréinkt

ungerade 8. stetig

7. nach unten beschrankt

8. stetig

Zusammenhang zwischen der Potenz- und der Wurzelfunktion
(Umkehrfunktionen)

Definition: Eine Funktion f:x — f(x);x € Dy, heifst umkehrbar, wenn die
Zuordnung f(x) — x ebenfalls eine Funktion ist.

Bemerkung 1: Wenn der Wurzelexponent eine gerade Zahl ist (also 2, 4, ...),
nur dann sind die zwei Funktionen die Umkehrfunktionen voneinander,
wenn die Definitionsbereiche auf die Zahlenmenge R*© eingeschrinkt sind.
Bei ungeraden Exponenten gibt es keine Einschrankung.

Bemerkung 2: Die Graphen der Funktion und ihrer Umkehrfunktion sind
immer Spiegelbilder voneinander an der Geraden y = x.
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Beispiel 1: f(x) = x? und
g(x) =vx (x € R*?)

3

T T T
-1 Lo 1 2
.

;
Y=

Beispiel 2: f(x) = x3 und
g(x) =Vx_

15. Abbildung: Arbeitsblatt zu der Wiederholung der Funktionen — eigene
Quelle

In der letzten Stunde haben sie einen Kleintest geschrieben. Da ich bei der
Wiederholung keine besondere methodische Neuigkeit verwendet habe,
mochte ich diesen Teil nicht lange schildern, nur das Ergebnis des Tests

mitteilen.
4. Tabelle: Ergebnisse des Kleintests — eigene Quelle
11.c 12.s Insgesamt:
3,08 3,5 3,27

Wie es aus den Ergebnissen zu sehen ist, haben sich die Schiiler im Vergleich
zum Vorjahrergebnis sehr stark verbessert, interessanterweise eben die Klasse

S, wo die Ergebnisse mehr als um eine Note verbessert waren.

Gruppe A
1. Vereinfache die Terme
3%.9%.27 _

6’

V12 —\/27 +%\/48

fl) =2(x—-3)*-2

Gruppe B
1. Vereinfache die Terme

(o) -b°

2. Berechne die folgenden Werte:

2. Berechne die folgenden Werte:

o7 b
b

3. Stelle die Funktionen dar und diskutiere sie!




3J2 +/32 —/200
3. Stelle die Funktionen dar und diskutiere sie!
fx) =—-(x+1)?%+3
16. Abbildung: Kleintest — eigene Quelle

Ich mochte hier die Ergebnisse des Tests nicht so ausfiihrlich analysieren wie
bei dem Vortest. Ich mochte hier nur auf die richtigen Losungen bzw. auf die
typischen Fehler hinweisen. Die ausfiihrlichere Analyse ist im Anhang E zu
finden. Obwohl die Potenzgesetze wiederholt worden sind, konnten die erste
Aufgabe nur 5 Schiiler richtig 16sen. Ahnliche Fehler wurden begangen wie im
Vortest: die negativen Exponenten waren weiterhin eine Quelle der Fehler
bzw. ein typischer Fehler war, dass nach dem richtigen Klammerauflosen viele
Schiiler die Exponenten nicht oder falsch zusammenfassten oder sich spéter
verrechnet haben. In der zweiten Aufgabe haben die Losung 10 Schiiler richtig
oder teilweise richtig angegeben, es gab hier nur Rechnungsfehler. Bei den
weiteren Schiilern gab es schon am Anfang theoretische Fehler: sie haben aus
dem Wourzelzeichen die falsche Zahl herausgezogen. Bei der Funktion sind
folgende Ergebnisse ausgekommen: 10 Schiiler haben die angegebene
Funktion richtig dargestellt. 5 Schiiler haben entweder die eine Transformation
verfehlt oder die Form der Parabel war nicht exakt. Nur zwei Schiiler haben
die Aufgabe vollig verfehlt. Da in dieser Klasse die Funktionsdiskussion
anhand des Graphen durchgefiihrt ist, kamen bei Der Diskussion &hnliche
Ergebnisse wie bei der Darstellung vor.

3.4. Exponentielle Vorginge

In diesem Teil kommt der realistische Mathematikunterricht in erster Linie bei
der Einfiihrung des Begriffs und bei der Entdeckung der mathematischen
Gesetze zur Bedeutung. Diese Teile wurden auch mit Medien und dem
Computer unterstiitzt. Wir hatten auch ein wenig Zeit zum Spielen, um die
Monotonie und Abstraktheit der Gleichungen unterbrechen zu konnen. Die
Schiiler arbeiteten zum Teil selbststéindig. Ich habe aber auch fiir sehr wichtig
gehalten, dass die Paararbeit verstirk wird. So mussten sie die Aufgaben oft in
diesen Sozialformen losen. Es kam auch vor, dass sie einige Aufgaben in
Gruppen gelost haben. Dann haben sie die Ergebnisse vor der Klasse
présentiert.

3.4.1. FEinfiihrung des Begriffs

Der Sinn des realistischen Mathematikunterrichts ist, dass die neuen
mathematischen Inhalte nicht durch abstrakte mathematisch Formeln, durch
exakte Definitionen und Sétze eingefiihrt werden, sondern die Schiiler sie
anhand relativ einfacher, alltdglicher Beispiele entdecken, mit eigenen Worten
formulieren (dekontextualisieren) Verallgemeinern — moglicherweise zuerst
durch die Aufgabe- und so &hnliche Probleme formulieren
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(rekontextualisieren) konnen. Deshalb wurde jede Stunde des Versuchs
dementsprechend aufgebaut, Aufgaben herausgefunden, gesammelt oder
umgeformt, damit sie dem Experiment am besten entsprechen. Aus diesen
Stundenentwiirfen haben die Schiiler immer einen Auszug bekommen, woran
und womit sie arbeiten konnten. Das Thema haben wir mit einem Video
angefangen, wo es um die Erfindung des Schachbretts geht'!. Die Schiiler
waren froh, als das Blattfalten in Frage kam, weil unldngst ein Dokumentarfilm
bei Discovery Chanel zu sehen war, wo der Versuch durchgefiihrt war'?. Viele
haben den Film im Fernsehen gesehen. So haben sie schon von Anfang an das
Thema interessant gefunden. In der einfiithrenden Stunde wurden drei
Probleme prisentiert. Die Ergebnisse der Aufgaben wurden analysiert. Hier
wurden die Aufgaben und Losungen aus zwei Aspekten betrachtet. 1. ES wurde
zusammengezahlt, wie viele Schiiler die Aufgaben vollig, teilweise oder nicht
— eventuell vollig falsch — geldst haben. 2. Es war auch wichtig, die De- und
Rekontextualisierung bzw. die Verallgemeinerung des Problems so weit wie
moglich im Textumfeld durchzufiihren. Diese Fragen wurden im Weiteren mit
rot (kursiv) markiert.

Als erste Aufgabe wurde ein Beispiel genommen, das fiir alle einfach
verstandlich war, womit sie ohne die Definition der Exponentialfunktion
einfach arbeiten konnten. Die Schiiler haben alleine gearbeitet, spéter haben
wir die Antworten besprochen.

Aufgabe 1: x
Die kleine Wasserlinse (lemna minor- kis békalencse)

ist eine sehr schnell wachsende Pflanze. Ihre Menge
verdoppelt sich jeden Tag, so kann sie schon in kurzer

Zeit den ganzen See bedecken. Deshalb ist es sehr
wichtig festzustellen, wann sie schon einen bestimmten .
Anteil (ein Zehntel, Drittel usw.) des Sees bedeckt. Die
GroBe der bedeckten Fliche war anfangs 1 m? grof
(Anfangszeit t = 0), 1 Tag spiter (t = 1) 2 m?. Dieser :
Vorgang wird mit der Funktion: a = f(t) = a’. .
1. Wie groB ist die Wasserlinsenfliche nach 1, 2, 3, 5
Tagen? ;
Benutze den Graphen die folgenden Fragen zu Z
beantworten! [

2. Etwa wie groB ist die Wasserlinsenfliche nach 1,6;
2,6; 3,6 Tagen?

1ygl. 1.4; A. Beutelspacher: Die Geschichte des Schachbretts
12 Die entsprechende Serie von Mythbuster ist unter http://www.youtube.com/watch?v=kRAEBbotulE (11.07.13) zu
sehen.
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Jetzt ohne den Graphen: Etwa wie grof} ist die Wasserlinsenflache nach 6,6
Tagen?

3. Was kannst du entdecken?

4. Versuche mit eigenen Worten zu erzdhlen, nach welchem Gesetz die
Wasserlinse wdchst!

5. Konntest du den entdeckten Zusammenhang mit Hilfe von Funktionen
beschreiben?

Die Funktion wurde an die Leinwand projiziert, und wir haben die wichtigsten
Schritte an die Tafel geschrieben.
T

Binomische Formeln

i hL _a— i i

In diesem Beispiel haben die Schiiler den Funktionsgraphen im Voraus
bekommen, obwohl die besseren Schiiler ithn laut der ersten Frage hitten
zeichnen konnen. Es war besonders wichtig, dass die enaktiven und visuellen
Représentationen miteinander verkniipft werden. Wie es aus den Ergebnissen
zu sehen ist, konnten die Schiiler schnell und effektiv die Informationen des
Textes mit dem Graphen verbinden und in der Mehrheit richtige, oder teilweise

richtige Schlussfolgerungen ziehen.

5. Tabelle: Ergebnisse der Beispielaufgabe — eigene Quelle

21 Schiiler 1. 2. 3. 4. 5.
richtige
Antworten
teilweise
richtige 0 0,0%% 5 23,.8% 6 28,6% 6 28,6% 0 0,02%
Antworten
nicht
geantw ortet 0 0,0%0 0 0,0% 0 0,0% 0 0,0% 21 100,0%

21 | 100,0% | 16 76.2% 15 714% | 15 71,4% 0 0,0%
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Die mit rot markierten Fragen sind solche, die nicht nur ein mechanisches
Einiiben ermdglichen, sondern auch die Schiiler dazu bewegen, ein bisschen
iiberlegen zu miissen. Sie miissen die Erscheinung mit eigenen Worten
erzdhlen und erkliren und die (mathematische) Regel entdecken und
formulieren. Wie es aus den Daten zu sehen ist, ist es ihnen in den Fragen 3
und 4 relativ gut gelungen. Von 21 Schiilern konnten 16 die Fragen richtig
beantworten. Die anderen 6 konnten auch teilweise eine richtige Antwort
geben. Fiir mich war aber sehr interessant und aufschlussreich, dass niemand
der Schiiler die mathematische Funktion formulieren konnte, obwohl die
parametrische Funktion in der Aufgabenstellung angegeben war. Sie konnten
aber die Bedeutungen der Parameter nicht deuten, obwohl wir vorher
besprochen hatten, dass der Wachstumsfaktor (a) 2 ist, und t die Zeit bedeutet.

Aufgabe 2: Peter mochte sein Geld von 1000€ fiir zehn Jahre in einer Bank
anlegen. Er geht deshalb in zwei Banken, wo er zwischen zwei verschiedene
Geldanlage-Arten wéhlen kann. In der Bank A gibt es eine Konstruktion, wo
er zehn Jahre lang, jedes Jahr 100€ bekommt. In der Bank B wird dagegen
jedes Jahr 8% Zinsen zu der Summe des Vorjahres gutgeschrieben.

1. Was wiirde er in der Bank A bzw. in der Bank B nach zehn Jahren
bekommen?

2. Fertige eine Tabelle dazu!

3. Stelle die zwei Wachstume graphisch dar! Was kannst du feststellen, was
ist der wichtigste Unterschied zwischen den zwei Graphen?

4. Nach wie vielen Jahren ist es ungefahr egal, in welcher Bank man das
Geld anlegt? Bei welcher Laufzeit lohnt es sich das Geld in der Bank A bzw.
in der Bank B anzulegen? Kann noch einmal diese Tendenz wechseln?
Warum?

5. Welche Funktion beschreibt den Zusammenhang zwischen dem Geld (f(t))
und der Zeit (t) im Fall der Bank A?

6. Uberpriife diesen Zusammenhang fiir einige Zahlenpaare und versuche
ihn zu erkldren!

7. Erklire, warum die Funktion B(t) = 1000 -1,08¢ diesen Vorgang
korrekt beschreibt!

Nachdem die Schiiler zur Aufgabenlosung genug Zeit bekommen haben,
haben wir die Ergebnisse iiberpriift und besprochen. Hier konnten die Schiiler
die Aufgaben mit gutem Ergebnis 16sen. Man muss hinzufiigen, dass am
Anfang geholfen werden musste. Aber nachher ging die Losung schon relativ
gut.
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17. Abbildung: Der graphische und tabellarische Vergleich der linearen und
exponentiellen Vorgdnge mit Hilfe von GeoGebra — eigene Quelle

In diesem Beispiel wurde wieder mit rot markiert, welche Fragen ein bisschen
weiterfithren, wo sich die Schiiler Fakten iiber den Kontakt zwischen dem
mathematischen und alltidglichen Sachverhalt iiberlegen miissen.

6. Tabelle: Ergebnisse der Beispielaufgabe — eigene Quelle

21 Schiiler 1. 2. 3. 4. 5.
richtige Antworten
ohne Hilfe 5 23,8% 12 57,1% 9 42,9% 9 42,9% 3 14,3%

teilweise richtige
Antworten mit 16 76,2% 7 33,3% 8 38,1% 6 28.6% s 23,8%
Hilfe

falsche
Antworten/ nicht 0 0,0% 2 9.5% 4 19.0% 6 28.6% 13 61,9%
geantw ortet

In der dritten Antwort konnten nur 9 Schiiler beide Graphen richtig darstellen,
8 nur den linearen Graphen und 4 Schiiler konnten die Daten tiberhaupt nicht
darstellen. Die Schiiler, die alles richtig gelost haben, konnten auch den
Unterschied zwischen den beiden erkldaren. Obwohl die vierte Aufgabe nur von
9 Schiilern richtig gelost wurde, konnten alle die rote Frage richtig
beantworten. Die Begriindungen dazu waren bei nicht allen Schiilern
mathematisch richtig, aber aus den Funktionsgraphen, die in der vorigen Frage
dargestellt wurden, konnten alle eine richtige Folgerung ziehen. In der flinften
Aufgabe mussten die Schiiler eine lineare Funktionszuordnung aufschreiben.
Nur 3 konnten die richtige Formel angeben. Die letzten zwei Fragen konnten
kein Schiiler richtig beantworten. Deshalb haben wir sie gemeinsam
besprochen. Die Schiiler haben spéter eine dhnliche Aufgabe bekommen.

Im dritten Beispiel habe ich wieder ein gut bekanntes Problem, die
Halbwertszeit dargestellt. Ich habe dazu den Abbau des Koffeins im Blut nach
einer Tasse Kaffee gewdhlt. Das Problem hilft gleichzeitig den exponentiellen
Riickgang zu verstehen und die rationalen und irrationalen Exponenten
einzufiihren.
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Exponentieller Riickgang

In dem vorigen Beispiel gab es ein exponentielles Wachstum, aber im
alltdglichen Leben sind auch exponentielle Riickgdnge. Ein gutes Beispiel
dafiir ist die Halbwertszeit verschiedener Vorgénge. Solche sind z.B. der
radioaktive Zerfall, Abbau von Alkohol, Medikamente oder Koffein in der
Menschlichen Korper.

Aufgabe 3: 50% der Menge des eingetragenen Koffeins baut der
Menschliche Korper bei einem Erwachsenen im Schnitt in 5 Stunden ab, so
ist die Halbwertszeit des Koffeins 5 Stunden. Eine Tasse Espresso enthdlt
etwa 100 mg Koffein.

1. Ein Erwachsener trinkt eine Tasse Espresso um 10 Uhr morgens. Wie viel
mg Koffein ist noch um 15.00 Uhr im Blut?

2. Wie viel mg Koffein ist noch um 20.00 Uhr im Blut?

3. Wie grofs ist der Wachstumsfaktor in einer Stunde?

4. Wie viel mg Koffein ist noch um 22.00 Uhr im Blut?

5. Nach dem Morgenkaffee trinkt er noch um 13.00 Uhr einen anderen. Wie
viel Koffein ist noch in seinem Blut um 22.00 Uhr?

6. Stelle den Abbauvorgang graphisch dar!

7. Kann die Funktion die x-Achse erreichen? Also kann der Koffeingehalt
im Blut prinzipiell auf 0 mg sinken?

8. Was widre der Fall bei einem linearen Vorgang?

9. Kann man diesen Vorgang fiir rationale Stunden deuten (z.B. nach
1,5 Stunden), oder sogar fiir irrationale Zeitabstinde (z.B.: nach

V2 ~ 1,4142..)?

Die Schiiler haben wieder Zeit bekommen, aber die Instruktion war, zuerst nur
die ersten zwei Fragen zu beantworten, dann die dritte zu iiberlegen, und
versuchen sie zu beantworten. Laut der vorherigen Erfahrungen, wurde
angenommen, dass sie die dritte Frage alleine nicht beantworten kénnen. Ich
hatte Recht, die Schiiler, die sich mit der dritten Frage beschéftigten, wollten
den fiinfstiindigen Riickgang einfach durch 5 teilen (5 Schiiler). Sie haben also
angenommen, dass der Riickgang in einer Stunde 10% war. Die anderen
Schiiler konnten die Frage iiberhaupt nicht beantworten. Nachdem wir dieses
Problem besprochen haben waren die Ergebnisse fiir Fragen 4-6 auch nicht so
gut gelungen, wie bei den exponentiellen Zuwachsaufgaben. Dabei spielte es
eine grofe Rolle, dass sie —nachdem wir die GroBe des stiindlichen Riickgangs
gemeinsam aufgeschrieben haben (etwa 13%)— diesen Wert nicht in einen
Wachstumsfaktor umformen konnten. Wie es aus der Tabelle unten zu sehen
ist, konnten lediglich 8 Schiiler die 4. Frage gut beantworten. Die anderen
iiberhaupt nicht, oder sie haben zum Beispiel mit 0,13* gerechnet. Ich habe
diese Losungen in die Zeile ,falsche Antworten / nicht geantwortet”
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geschrieben. Die Anzahl der richtigen Antworten auf die fiinfte Frage war noch
geringer, ausschlieBlich 5 Schiiler konnten die Frage richtig beantworten.
Diese fiinf konnten die Funktion auch richtig skizzieren. Sie haben alle eine
stetige Funktion gezeichnet, obwohl man aus dem Text der Aufgabe an eine,
in der Menge der natiirlichen Zahlen definierte Funktion denken konnte. Als
ich bei diesen Schiilern danach gefragt habe, ob sie bewusst eine stetige
Funktion gezeichnet haben, um zu zeigen, dass der Abbauprozess auch stetig
ist, hat einer von ihnen folgendermaflen geantwortet: ,Ich habe daran
iiberhaupt nicht gedacht, nur Punkte darzustellen, wir zeichnen sonst in den
Stunden immer stetige Funktionen.” An der Stelle wurde darauf hingewiesen,
dass eben vor diesem Problem ein Beispiel besprochen wurde, in dem das
Wachstum nur an ganzen Stellen definiert ist (verzinst wird erst am Ende des
Jahres, nicht permanent). Die 7., 8. und 9. Aufgabe konnten wieder die Schiiler
beantworten, die auch die Funktion ,richtig* zeichnen konnten. Bei der 9.
Aufgabe konnten sie mathematisch richtig nicht beantworten, warum /2 ein
richtiger Exponent ist, aber sie haben mit einem ,natiirlichen* Zeitsinn
argumentiert, namlich, dass die Zeit stetig ist. In der nédchsten Stunde haben
wir den Begriff der irrationalen Exponenten mit dem Permanenzprinzip
eingefiihrt. Die Funktion haben wir natiirlich wieder mit GeoGebra iiberpriift.

In der ndchsten zusammenfassenden Tabelle habe ich die mittlere Zeile
»teilweise richtige Antworten mit Hilfe* wegen der obigen theoretischen
Uberlegungen mit Absicht ausgelassen:

7. Tabelle: Ergebnisse der 3. Beispiels —eigene Quelle

21 Schiler 1 2 3 5. 6.
richiige Autwortenf ) )0 oe| 21 |1000%| 8 | 381% | 5 | 238% | s 23,8%
ohne Hilfe “ e = s070 >1 70 5070 ,8%
faksche Antworten/) 0,0% 0 00% | 13 |619% | 16 |762% | 16 | 762%
nicht geantwortet
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Die Schiiler haben &hnliche Aufgaben fiir zu Hause bekommen. Bei der
Kontrolle in der nédchsten Stunde stellte sich heraus, dass sie die
Problemstellung gut verstanden haben. Alle Schiiler haben die einfachsten
Fragen beantwortet, auf die Zusammengesetzten haben aber schon weniger
Schiiler eine richtige Antwort gegeben.
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Ich habe sie ermutigt, bei der Losung GeoGebra zu verwenden. 10 Schiiler
haben die Software heruntergeladen, aber nur 5 haben sie wirklich benutzt —
ausschlieBlich die, die auch in der Stunde erfolgreich waren. In der
Hausaufgabe war die letzte Frage, dass sie exponentielle Vorginge suchen
miissen. Ich bin dabei auf keine neuen Ideen gestof3en, sie haben die Beispiele
der Stunde wiederholt. Ich halte jedoch diese Frage fiir wichtig, weil sie dabei
fiir sich selbst bewusster gemacht haben, wie alltdgliche Vorgéinge sind.

3.4.2. FEinfiihrung der rationalen Exponenten

Wihrend der Wiederholung wurde schon darauf hingewiesen, dass die
Wurzeln auch durch rationale Exponenten ersetzbar sind. Einigen — den
besten— Schiilern hat das gut gefallen und diese Schiiler haben diese Kenntnis
schon im ersten Test benutzt. Die Bedeutung dieser rationalen und irrationalen
Exponenten haben wir erst bei der Einfithrung des exponentiellen Begriffs
begonnen zu verstehen. In der ,Kaffee-Aufgabe®™, in der 9. Frage wurde
konkret gefragt, welche Bedeutung die rationalen und irrationalen Exponenten
haben. Die Schiiler haben dort richtig verstanden, was diese Exponenten
bedeuten konnen. Wir haben dann die Frage gemeinsam besprochen. In der
ndchsten, 8. Stunde kamen wir dazu, die praktische und die mathematische
Bedeutung zu sehen und exakt formulieren zu konnen. Ich bin zur
Verwirklichung dieses Zwecks zu einem ,klassischen® Seerosenproblem
zuriickgekehrt.
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Aufgabe: Auf einem Teich wachsen im Friihling Seerosen, sogar laut
Beobachtungen vervierfacht sich die Zahl der Pflanzen alle 10 Tage (also
gibt es nach 10 Tagen 4-mal so viele Rosen als vorher). An einem schéonen
Friihlingstag, ndamlich am 15. April gibt es schon 128 Pflanzen auf der
Teichoberfldche.

Die 10 Tage und der Wachstumsfaktor 4 wurden von mir herausgefunden, um
die rationalen Exponenten darstellen zu kénnen. Die Schiiler haben eine
Tabelle bekommen, wo einige Werte schon ausgefiillt sind. Einige
Hilfsinstruktionen waren auch eingeschrieben.

1. Fiille die weifien Felder der Tabelle aus!

05.04. 10.04 15.04. 20.04. 25.04.
Tage (-10 Tage; (-5 Tage; (+5 Tage; (+10 Tage;
-1 Periode) | - Periode) Y, Periode) | 1 Periode)
Anzahl
der 128 512
Rosen
30.04. 05.05. 10.05. 15.05.

Tage (+15 Tage; | (+20 Tage; | (+25Tage; | (+30 Tage;
3/2 Per.) 2 Perioden) 2,5 Per.) 3 Perioden)

Anzahl
der 2048 8192
Rosen

2. Schreib bitte nieder, wie du tiberlegt hast!

Die zweite Frage bezog sich wieder darauf, dass die Schiiler diese Erscheinung
mit eigenen Worten formulieren miissen, was hier passiert ist. Die Schiiler
haben hier in Paaren gearbeitet und versuchten so, die Fragen zu beantworten.
Vielen Schiilern sind die ganzen Perioden gelungen (10 Tage). Bei einigen
Schiilern sind auch die halben Perioden herausgekommen, aber sie haben die
den Wachstumsfaktor durch zwei geteilt, anstatt ihn mit % Zu potenzieren.

Deshalb gab es entweder keine Uberlegungen oder sie waren falsch.
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Wir haben anhand des Beispiels den mathematischen Hintergrund besprochen.
Sie hatten dazu aufihren Arbeitsbléttern eine kleine Unterstiitzung bekommen,
darauf stand auch die Definition der rationalen Exponenten.

In 10 Tagen gab es 4-mal so viele Seerosen, wie frither. Da das Wachstum
exponentiell ist, in diesen 10 Tagen wichst die Rose so viel, wie das Produkt
der Wachstumsfaktoren der vorigen zweimal 5 Tagen, also: 4 = g5 - g5 =

4=(q)* = QS:\/Z = qs = 2.

Das bedeutet also, wenn die Periode halbiert wird, wird aus dem Wachstum
Quadratwurzel gezogen, also:

?)eriode

1
41 =4, 47 =13/41=2,

Ahnlicher Weise kann man beobachten, wenn die Zeitperiode 3 ist (also 3 -
10 = 30 Tage vergangen sind), gibt es 43 = 64-mal so viele Seerosen wie
urspriinglich. Wenn man dagegen nur 15 Tage betrachtet, ist die Zahl der
Seerosen nur 8-mal so viel. Daraus folgt:

Zeitperiode

Yy
43 = 64; 42 =+/64 =143 =8.
Aus den obigen ist es klar, wie man die rationalen Exponenten definieren
kann: der Zédhler des Exponenten ist der Exponent des Radikanden (der Zahl
unter der Wurzel), der Nenner des Exponenten ist der Wurzelexponent, also:

Definition: Die ™ -te Potenz einer positiven Zahl a ist die n-te Wurzel
n

m
aus der m-ten Potenz von a. Also: an = Va™ a>0 meZ ne

(N*H\{1}).®

13 Die Definitionen stammen aus dem Buch Kompendium.
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Nach diesem theoretischen Teil haben die Schiiler noch eine Frage zur
Uberlegung bekommen und eine Reihe einfacher Drillaufgaben haben sie zum
mechanischen Einiiben geldst.

Aufgabe: Erklire die Richtigkeit der obigen Definition auch fiir die

1
negativen Exponenten am Beispiel der Seerosen! (4 z = S = % = % die
42
Zahl der Seerosen schrumpft also in einer halben Periode von 5 Tage auf die

Hilfte.)

In der Hausaufgabe mussten die Schiiler die Drillaufgaben beenden und habe
es war wichtig, dass die Schiiler das besprochene Beispiel noch einmal
iiberlegen, und ein dhnliches Problem formulieren, um zu sehen, wie sich der
Wachstumsfaktor verandert.

Hausaufgabe:
1. Das Arbeitsblatt beenden.

2. Schreibe eine dhnliche Aufgabe wie mit den Seerosen (z.B. Bakterien
vermehren sich alle 4 Tage auf das 9-fache). Erkidre daran den Sinn der
rationalen Exponenten!

i EreErEEwwe—a—nE
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Die irrationalen Exponenten wurden auch schon bei der ,,Kaffee-Aufgabe“
erwidhnt. Dort haben wir besprochen, dass das Wachstum in der Zeit
kontinuierlich ist. So ist es nicht erlaubt, und hat auch keinen Sinn, zeitliche
,,Spriinge* zu machen. Weil es zwischen den rationalen Zahlen irrationale gibt,
muss man das Potenzieren auch fiir irrationale Zahlen erweitern. Dabei halt
man sich das Permanenzprinzip vor Augen. Ein einfaches Beispiel habe ich
ihnen aus dem Buch ,,Sokszinli matemaika® auf ihr Arbeitsblatt geschrieben.
Wir haben es gemeinsam besprochen und ohne Beweis darauf hingewiesen,
dass die Potenzgesetzte auch fiir die irrationalen Exponenten giiltig sind.
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Die Schiiler mussten einige Potenzwerte mit Taschenrechner berechnen:

1<V2<2 2=21<22<22=4
1,4 <V2 <15 2,639 ~ 214 < 2V2 < 215 ~ 2,828
1,41 <2< 1,42 2,657 ~ 2141 < 2V2 < 2142 & 2 676
1,414 <V2 < 1,415 2,665 ~ 21414 < 2V2 < 21415 & 2 667
2V2 ~ 2665144143 ...

Aufgabe: Berechne mit Hilfe des Taschenrechners die folgenden Potenzen!

2V3 » 3,54‘/§ ~ V7~ 3" x~ (—8,4)‘/§ ~

3.4.3. Die exponentielle Funktion

Nachdem die Erweiterung des Potenzbegriffs durchgefiihrt wurde, haben wir
mit der Exponentialfunktion angefangen. Die Form kannten die Schiiler schon
von der Einfiihrung. Dort haben wir den Funktionsgraphen mehrmals gesehen.
Darauf habe ich in der Stunde hingewiesen, und die Schiiler haben sich
erinnert. Danach kamen die mathematische Definition der Funktion und zwei
Grundfunktionen. Die Darstellung habe ich mit Computer — GeoGebra — Punkt
fiir Punkt gemacht, die Diskussion haben wir gemeinsam besprochen.

Definition: Funktionen, bei denen die Variable x im Exponenten einer
Potenz steht, heilen Exponentialfunktionen. Also:

f:R—R;f(x)=a* (a>0;a+1)

Aufgabe: Stelle und diskutiere die folgenden Funktionen:
X
flx)=2% gk) = (%) . Wenn es notig ist, fertige je eine Wertetafel.

[ =2 gx) = (l)x

2

(-3.18,5.26) 5]

4_

1. Definitionsbereich: x € R 1. Definitionsbereich: x € R
2. Wertebereich: y € ]0; oo
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3. Nullstelle: keine 2. Wertebereich: y € ]0; o
4. Monotonie: str. mon. steigend 3. Nulistelle: keine

6. Paritdt: weder gerade noch 4. Monotonie: str. mon. fallend
ungerade 6. Paritdt: weder gerade noch
7. nach unten beschrdnkt ungerade

8. stetig 7. nach unten beschrdnkt

9. Asymptote:y =0 8. stetig

9. Asymptote: y =0

Bemerkungen:

1. Die Grundfunktionen erreichen die x — Achse nie, sie ist die horizontale
Asymptote der Funktion.

2. Die Grundfunktion schneidet die y — Achse immer bei 1.

Nach diesen Grundlagen wurden die Schiiler in vier Gruppen aufgeteilt, alle
Gruppe aus 4-5 Schiilern. Alle Gruppen haben eine Zuordnungsvorschrift
bekommen, und sie hatten die Aufgabe, die Funktion darzustellen und zu
analysieren. Die Gruppen waren darum gebeten, dass alle Schiiler der Gruppe
mitdenken, mitarbeiten miissen, nicht einfach die Ergebnisse abschreiben. Fiir
diese Arbeit haben sie 5 Minuten bekommen. Nachdem sie mit der Arbeit
fertig waren, musste ein Schiiler der Gruppe die Ergebnisse an der Tafel
zeigen, wenn es notig war, erkldren und die anderen mussten das natiirlich
abschreiben. Ich personlich war auch {iberrascht, dass die Aufgaben aller
Gruppen richtig waren, die ausgewahlten Schiiler konnten die Funktionen
richtig darstellen und analysieren, und die anderen Schiiler haben sie
verstanden.
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Am Ender der Stunde haben wir noch die Moglichkeit gehabt, eine frithere
Abituraufgabe zu 16sen. Den Schiilern wurden nur die ersten zwei Fragen
gestellt, weil man hier nur einfach in die angegebene Formel einsetzen musste.
Fir die dritte Frage mussten sie auch den Begriff des Logarithmus kennen.
Dieser Teil der Aufgabe wurde gemeinsam besprochen. Die Fragen waren
zwar nicht schwer, der lange Text, aber die scheinbar komplizierten Fragen
haben der Mehrheit der Gruppe Probleme bereitet. Mehrere Schiiler haben sich
so geduBlert, dass sie normalerweise im Abitur nicht diese Aufgabe wéhlen
wiirden — die Aufgabe war eine Wahlaufgabe. Nachdem wir die Aufgabe
gemeinsam besprochen haben, waren sie auch erstaunt, wie einfach die
Losungen der ersten zwei Teile sind, und wie viele Punkte man dafiir
bekommen kann (3 + 7 = 10). Im Teil a) musste man an Stelle von t einfach 0
einsetzten. Im Teil b) musste man die Mengen nach den zweiten 24 Stunden
berechnen, dann nach den ersten 24 Stunden, und die zwei Ergebnisse mussten
voneinander subtrahiert werden. Das war fiir einige nur schwer zu verstehen,
aber laut des Erwartungshorizonts konnte man fiir m(24) 2 Punkte, fiir m(48)
3 Punkte und fiir die Subtraktion wieder 2 Punkte bekommen. So hitten auch
die schwachsten fiir diesen Teil Punkte bekommen.

Textaufgabe (Abitur 05.2008, 18.a,b): In einem Biolaboratorium hat eine
Arbeitsgruppe die Ziichtung eines Einzellers beobachtet. Sie haben die
Erfahrung gemacht, dass die Masse der Ziichtung in Milligramm gemessen
durch die Funktion

m(t)=0,8 - 10%0%
gut angendhert wird, wobei t die vergangene Zeit in Stunden, gemessen von
dem Anfang der Beobachtung, bedeutet.
a) Geben Sie die Masse der Ziichtung am Anfang der Beobachtung in
Milligramm gemessen an!
b) Berechnen Sie, wie viel die Masse der Ziichtung sich in den zweiten
24 Stunden der Beobachtung veréndert hat! (Geben Sie Thre Antwort
auf eine Dezimalstelle an!)

Hier erschienen die vier Formen der verwendeten Reprisentationen:

Der Text (enaktive): | Die Tabelle: Der Graph Die Zuordnungsvor-
(visuelle): schrift

Durch das alltégli- Schon auch bei der (symbolische):

che, realistische Einfithrung haben Die Grundfunk- Aus der Funktions-

Beispiel haben die wir zur tionen haben wir gleichung mussten

Schiiler gesehen und | iibersichtbaren durchs Beamer und | die Schiiler den

verstanden, wozu (systematischen) GeoGebra an die Graphen herstellen

die exponentielle Darstellung der Wand projiziert. —eventuell die

Funktion Daten Tabellen Nachdem wir die Tabelle dazu. In der

verwendbar ist, wo | benutzt. Bei den Transformations- Textaufgabe

die Grenze dieser schritte nochmals mussten die Schiiler
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Funktion liegen
kann. (Wir haben
darauf hingewiesen,
wenn man auf die
Zeit fragt, kann man
mit der
exponentiellen

zwei Grundfunktio-
nen hatten wir auch
die Zahlenpaare
tabellarisch zusam-
mengefasst. Die
Schiiler hatten auch
wahrend der

wiederholt haben,
mussten die Schiiler
in Gruppen arbeiten
und die Ergebnisse
an der Tafel —auch
mit GeoGebra —
préasentieren.

zwischen dem Text
und der Formel den
Zusammenhang
sehen, sie mussten
verstehen, was die
Symbole t, bzw.
m(t) bedeuten und

Funktion die Darstellung der dementsprechend
Antwort nur Graphen die antworten.
anndhernd schétzen, | Moglichkeit,

durchs Probieren Tabelle zu be-

angeben. Man nutzten.

braucht zur exakten
Antwort die
Umkehrfunktion,
die Loga-
rithmusfunktion.

In dem Unterrichtsexperiment spielte die moglichst vielfaltige Sichtweise eine
wesentliche Rolle. Der Zusammenhang und Wechsel zwischen den
Reprisentationen vertieft in den Schiillern das concept image der
exponentiellen und logarithmischen Vorginge, es hilft ihnen, dass die
Informationen auf vielen Stellen im Gehirn gespeichert werden (s. 1.1.5.
Langzeitgedichtnis). Dadurch wird auch das Hervorrufen der Informationen
schneller und sicherer.

3.4.4. Exponentielle Gleichungen, Ungleichungen, Gleichungssysteme

Nach der griindlichen Einfiihrung des Themas —Einfithrung der Begriffe,
Zusammenhinge, Funktionen— kamen wir dazu, die Gleichungen,
Ungleichungen, Gleichungssysteme thematisieren zu konnen. Die Aufgaben
dieses Abschnitts weichen nicht grundsétzlich von den Aufgaben des
herk6mmlichen Lehrstoffes ab, es wurde in erster Linie auf die zweli
Aufgabensammlungen und auf das Lehrbuch gestiitzt. Dieser Teil erfordert
grundsitzlich ein mechanisches Einiiben der Vorgénge. Aus dieser Hinsicht ist
er fiir die Schiiler mental anstrengend. Bei den Gleichungen und vorwiegend
bei den Ungleichungen spielen die verschiedenen Représentationen eine
wichtige Rolle. Obwohl hier von der enaktiven Repréisentation abstrahiert
wurde, wirken die visuelle (GeoGebra) und die symbolische Représentation
aufeinander.

a) Exponentielle Gleichungen
Fiir die exponentiellen Gleichungen hat der Stoffverteilungsplan des
Gymnasiums drei Stunden gelassen. Diese drei Stunden schienen
genug zu sein, da die Erlernten bei den Ungleichungen,
Gleichungssystemen und Textaufgaben sowieso wieder vorkommen.
Ich wollte aber die Monotonie der Drillaufgaben ein bisschen auflésen.
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So haben wir nach dem Einiiben der einfachsten Aufgaben ein kleines
Spiel gemacht. Es hat den Schiilern sehr gefallen, sie machten es mit
Freude in Gruppen (vgl.: 3.4.5. Ein kleines Spiel —Trimino)

Losung exponentieller Gleichungen mit Hilfe der Potenzidentitdten

Einfache Exponentialgleichungen

Unter einfachen Exponentialgleichungen wollen wir Gleichungen
der Form a* = b verstehen, die man problemlos entweder durch
Uberlegen (Bsp. 1) oder mit Hilfe des dekadischen (natiirlichen)
Logarithmus und des Taschenrechners (Bsp. 2) 16sen kann.

Beispiel 1: 2*=8
=8 & x=3.
Beispiel 2: 2*=7

2X=7 & X = log.7 & X=1g71g2=1In7/In2 »
2,807 (L5) — spater bei Logarithmus

Beispiel (971): Léose die folgende Gleichung in der Menge der

ganzen Zahlen! 3*=243
Losung: 3*=243 & 3*=3°,

Da die  Exponentialfunktionen  iiber  ihren  gesamten
Definitionsbereich einen streng monotonen Verlauf zeigen, darf man
in dieser Gleichung von der Gleichheit der Funktionswerte auch auf
die Gleichheit der Argumente schliefsen, woraus x = -5 folgt.

Nach dieser Einfiihrung haben die Schiiler viele Aufgaben bekommen.
Sie mussten sie in Gruppen losen. Diese Gruppen bildeten die
Grundlage des spéteren Spiels.

Die Themen der drei Stunden waren die folgenden:
o Losung  exponentieller — Gleichungen mit Hilfe der
Potenzidentitdten.
e [Losung exponentieller  Gleichungen mit Hilfe der
Potenzidentitdten I1.
e Losung quadratischer exponentieller Gleichungen.

Exponentielle Ungleichungen

Auch wenn die Gleichungen einem durchschnittlichen Schiiler klar
sind, konnen ihm die Ungleichungen einfachster Art kleinere oder
groflere Probleme bereiten. Wihrend der linearen Ungleichungen
miissen sie auf die Vorzeichen bei der Multiplikation und Division
aufpassen, bei den einfachen algebraischen Briichen —wo die andere
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Seite der Ungleichung O ist— miissen sie den Zahler und Nenner
gleichzeitig untersuchen. Bei komplizierteren Aufgaben miissen sie
sogar auf viel mehr Dinge achten. Bei den quadratischen
Ungleichungen spielen die Losungen —wenn es sie gibt— eine wichtige
Rolle, sie diirfen aber auch nicht einmal das Vorzeichen des
quadratischen Gliedes beachten. Bei allen Arten der Ungleichungen ist
die Visualisierung, die Darstellung der —mdglichen— Losungen sehr
niitzlich, manchmal sogar unentbehrlich. Didaktisch betrachtet treffen
sich hier der algebraische Term, die Zuordnungsvorschrift, der Graph
der Funktion oder mindestens eine Zahlengerade und die
Zahlenmengen.

Bei den einfachen exponentiellen Gleichungen miissen die Schiiler
auch die Basis und den Exponenten des algebraischen Terms griindlich
untersuchen. Schon bei den Funktionen haben wir darauf hingewiesen,
dass die Exponentialfunktion streng monoton steigend oder fallend ist.
Die Schiiler haben wieder Hilfe bekommen, dann mussten sie in Paaren
arbeiten und die Ergebnisse einander priasentieren.

Einfache exponentielle Ungleichungen:

Bemerkung: Bei den exponentiellen Ungleichungen gelten die
Regeln wie bei einer linearen, also man darf alle dquivalenten
Umformungen durchgefiihrt, ABER wenn man mit einer negativen
Zahl multipliziert oder durch eine negative Zahl teilt, kehrt die
Richtung der Relation um.

Hier muss man aber auch auf die Basis achten, namlich bei einer
Basis a, wenn a>1 ist, bleibt die Relation, wenn fiir a jedoch
0 <a<1gilt, kehrt die Relation um.

Beispiel:
Wenn a > 1 ist: Wenn0O<a<1ist:
— 23 X x
mon. steigend ist, bleibt die 2 . 2/
Relation, also: mon. fallend ist, kehrt die
x> 3 Relation um, also:
x < —2.
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Auf der Zahlengeraden: Auf der Zahlengeraden:
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Nach den ,,einfachen Ungleichungen haben wir gemeinsam eine mit
Absolutbetrag und eine quadratische Ungleichung besprochen.

Exponentielle Gleichungssysteme

Meiner Meinung nach, und laut der Ergebnisse der Tests, war dieser
Teil —zusammen mi den logarithmischen Ungleichungen, der
schwierigste und abstrakteste Teil dieses Abschnittes. Die Schiiler
mussten die schon erlernten Eigenschaften des Potenzierens,
Potenzgesetzte, exponentiellen Gleichungen mit den Losungsverfahren
der linearen Gleichungssysteme vereinigen. Es wurde ihnen
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vorgeschlagen, wo es moglich ist, neue Verdnderliche einzufiihren und
erst dann das Additionsverfahren oder Einsetzungsverfahren zu
verwenden. Urspriinglich wurde es so geplant, dass die Schiiler nach
einem gemeinsamen Beispiel wieder in Paaren arbeiten. Ich habe aber
so beurteilt, dass das Thema fiir die meisten so zusammengesetzt ist,
dass sie lieber nur Fehler begehen werden, falsche Verfahren,
Gedanken einprigen werden. Deshalb haben wir in der Stunde
gemeinsam gearbeitet. Ich habe den Schiilern freien Platz gelassen, die
an der Tafel tiben mochten. Sie haben die Aufgaben geldst, wo es notig
war, habe ich sie mit Fragen ermutigt.

Exponentielle Gleichungssysteme:
Bei den exponentiellen Gleichungssystemen kann man die
Methoden verwenden, wie bei den linearen, vorher aber lohnt es sich
oft, statt der exponentiellen Termen je eine neue Verdnderlichen
einzufilhren. Dann kann man entweder das Additions- oder
Einsetzungsverfahren verwenden. Sehen wir zwei, ein einfaches und
ein schwierigeres Beispiel!
Beispiel 1:

(1)2¥—4-3Y =-8 }

(2)3:-2*+2-3Y =18

Losung:
Fuhren wir die neuen Veranderlichen ein: a = 2%; b = 3*.
(Da—4-b=-8 }
(2)3-a+2-b=18
Wenn man das Einsetzungsverfahren verwendet, dann aus der ersten
Gleichung: a = 4b — 8. Wenn man in die zweite Gleichung einsetzt,
erhilt man:
3-(4b —8) + 2b = 18.
14b — 24 =18
14b = 42
b=3=a=4. Daraus: 2* =4 und 3Y =3, und weil beide
exponentielle Funktionen streng monoton steigend sind, sind x = 2

undy = 1.
Probe!
Beispiel 2:

(2)3:91+2-5Y =11

(1)2-9x+1—3-5y-1=57}
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Losung:
(1)2-9-9%%:57]> /5
@425 =11 /9

(1)90-9* —3-5Y =285 9 =aund5¥ =b
(2)3:-9*+18-5Y =99

Nach Umformungen: a = 3; b= 5. So sind wegen der strengen
Monotonie der Exponentialfunktion: x = % undy = 1. Probe!

3.4.5. Ein kleines Spiel - Trimino

Um in die Wiiste der algebraischen Operationen ein bisschen Wasser zu
bringen, damit das Thema nicht so trocken bleibt, haben wir in der Hélfte einer
Stunde ein bisschen gespielt. Die Schiiler kannten das Spiel schon aus den
vorigen Jahren, nicht nur ich, sondern auch die Kollegen verwenden es
manchmal in den Stunden — wir haben eine kleine Sammlung von Triminos,
Dominos. Wir stellen sie zusammen, vervielfiltigen sie und die Blétter werden
laminiert. Die fertigen Spiele kdnnen auch von anderen Kollegen verwendet
werden. Fiir dieses Thema habe ich selbst ein Trimino zusammengestellt.

Das Spiel besteht aus kleinen, regelmiBigen Dreiecken, auf deren
entsprechenden Seiten verschiedene einfache Gleichungen geschrieben
werden. (Die Schablone des Spiels ist im Anhang J zu finden.) Die Schiiler
haben die Aufgabe, zu diesen Gleichungen die entsprechenden Losungen zu
finden, und so aus den kleinen Dreiecken ein grof3es zu bauen. Zu der Losung
der Aufgabe mussten sie die Gleichungen I6sen. Die Gruppen haben
verschieden Taktiken gewdhlt. Es gab solche Gruppen, wo die Aufgaben
verteilt wurden, und nach der Losung versuchten sie die Figur aufzubauen. Es
gab aber auch solche Gruppen, die der Reihe nach die Gleichungen 16sten, und
so begannen sie schon die grole Figur aufzubauen. Die schnellste Gruppe war
in etwa 10 Minuten fertig, aber die anderen brauchten auch nicht mehr als 15
Minuten mehr. Dabei haben die Schiiler grof3e Freude gehabt.
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3.4.6. Exponentielle Textaufgaben

Dieses Thema war schon in der Einfiihrung beriihrt worden. Dort wurden die
neuen Begriffe —Exponential- und Logarithmusfunktionen— mit Hilfe von
einfachen Textaufgaben eingefiihrt. Am Ende des Themas kehrten wir zu den
Textaufgaben zuriick. Einerseits, weil die Textaufgaben die Manifestation
alltdglicher Probleme bedeuten, wo zur Losung ein mathematisches Modell
gefunden werden muss. Dieses Modell basiert hier natiirlich auf den
Exponential- und/oder Logarithmusfunktionen. Andererseits, weil im neuen
Abitur immer mehr diese Kompetenz gefordert wird. Die Textaufgaben
erfordern viele Fahigkeiten von den Schiilern.

e Leseverstehen: Eine Schwierigkeit bedeutet flir die Schiiler der
bilingualen Klassen die Sprache. Sie sprechen zwar iiberwiegend gut
Deutsch, das Leseverstehen ist auch bei vielen relativ gut, aber bei
einem mathematischen Text reicht das alleine nicht aus. Sie miissen
den Inhalt, den Sinn der Aufgabe vollig verstehen, sonst kdnnen sie in
den weiteren Schritten einfach irregefiihrt werden.

e Die Schiiler miissen aus den richtig verstandenen Informationen die
erkennen, die wihrend der Losung eine Rolle spielen. Die richtigen und
konsequenten Bezeichnungen dieser Informationen sind auch
erforderlich.
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Sie miissen herausfinden, was gefragt wird, welche Verianderliche(n)
sie ecinfiihren miissen. Hier ist auch die richtige Bezeichnung der
Verinderlichen unentbehrlich.

Wenn sie die aus der Hinsicht der Losung wichtigsten Informationen
herausgefiltert haben, miissen sie zur Losung ein entsprechendes
mathematisches Modell finden. Die Schiiler haben schon in der 11.
Klasse ein relativ breites Repertoire von den Modellen, es kann aber
auch vorkommen, dass sie etwas —teilweise— Neues verwenden miissen
(s. Problemldsen). In diesen Féllen mussten sie die zupassende
Gleichung aufstellen. Bei dem Modell darf man auch nicht vergessen,
die Grundmenge zu bestimmen.

Wenn sie das richtige Modell gefunden haben, miissen sie mit diesem
Modell die Aufgabe 16sen. Sie miissen dabei darauf achten, was die
Losungsmethode des Modells erlaubt, was sie verbietet. Wenn das
Modell auf eine einfache quadratische Gleichung fiihrt (x? = 16),
dann verlieren viele Schiiler ohne Absicht die negative Wurzel — wenn
sie natiirlich wissen, dass es in der Aufgabe um z.B. Anzahl der Kinder
geht, ist es kein groBer Fehler. Sie miissten natiirlich darauf hinweisen,
dass sie es bei der Angabe der Losung beachtet haben. In dhnlicher
Weise ist es gefahrlich, wenn sie wiahrend der Losung der Gleichung
eine Extrawurzel bekommen. Durch die Probe oder durch die
Untersuchung des Definitionsbereiches und/oder Wertebereiche des
Problems kann sich erweisen, dass sie eine falsche Wurzel ist. Es
kommt oft vor, das das erhaltene Ergebnis noch nicht die Antwort auf
die Frage ist, so miissen sie noch weiterrechnen.

Wenn die Schiiler die Losung erhalten haben, miissen sie sie
ausprobieren. Ein typischer Fehler ist dabei, dass die Schiiler den Wert
nicht ,,in den Text“ einsetzten, sondern in die von ihnen erstellte —
vielleicht falsche— Gleichung.

Nach der Probe vergessen die Schiiler oft, eine Antwort auf die Frage
zu geben. Ich schlage ihnen immer vor, nochmals die Frage zu lesen,
nicht einfach den erhaltenen Wert in einen Antwortsatz einzusetzen.

Am Anfang dieses Abschnitts haben wir diese Punkte nochmals besprochen,
und ich beharrte mich darauf, sie einzuhalten. Da wir den Logarithmus noch
nicht gelernt haben, hétte hier nur solche Aufgaben gestellt werden miissen,
bei deren Losungen man keinen Logarithmus braucht. Wir haben aber schon
in der Einfilhrung den Funktionsgraphen der Exponentialfunktion zur Hilfe
gerufen. So wurden hier auch auf den Arbeitsblattern der Schiiler die
entsprechenden Graphen zur Verfiigung gestellt. Die Schiiler konnten mit
diesen Graphen arbeiten. So konnten wir die ,,umgekehrten* Fragen mit einem
Anndherungswert beantworten. Auf den Arbeitsblattern der Schiiler standen
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sechs Aufgaben fiir die Stunde und zwei weitere fiir die Hausaufgabe. (Weitere
Aufgaben sind im Anhang D zu finden.) In der Stunde konnten wir —wegen der
Einfithrung— drei Aufgaben 16sen, die weiteren drei haben wir in der
Wiederholung in der néchsten Stunde gelost.

Beispiel 1:

Vor 25 Jahren betrug der Holzbestand eines Waldes 98 000 m?>.

a) Wie groB3 miisste der Holzbestand heute sein, wenn man mit einem
jéhrlichen Zuwachs von 2,4% rechnet.

b) Tatséchlich betrdgt der Holzbestand heute nur noch 92 000 m?. Berechne
die jahrliche negative Zuwachsrate.

Bei der ersten Frage gab es theoretisch keine Probleme, auBler drei Schiilern
(14,3%) konnten die anderen die Frage beantworten. Aber von diesen 18
Schiilern haben 6 als Faktor 2,425 genommen (28,6%), und es fiel ihnen nicht
auf, dass sie ein extrem grofles Ergebnis bekommen haben. Nur 12 Schiiler
konnten die Frage richtig beantworten (57,1%). Bei der zweiten Frage war das
Ergebnis, wie erwartet, noch schlechter. Nur 4 Schiiler konnten die Frage ohne
Hilfe beantworten (19%).
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Nach diesem einfithrenden Beispiel wurde ein exponentieller Riickgang
formuliert. Die erste Frage braucht etwa die gleichen Kompetenzen wie im
vorigen Beispiel. Hier —anhand des vorigen Beispiels— konnten alle Schiiler
die Aufgabe anfangen, aber wegen des Riickgangs haben 8 Schiiler den Teil
nicht zu Ende gefiihrt, oder sie haben wieder ein falsches Ergebnis bekommen
(38,1%). Die anderen dagegen haben diesen Teil richtig gelost (61,9%). In der
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Frage b) konnte sich niemand ohne Hilfe zurechtfinden. Als ein bisschen
geholfen wurde, haben einige die nétige Funktion gefunden, die man darstellen
muss (f (x) = 0,98%). Bei der Darstellung haben wir GeoGebra benutzt. Um
das Ergebnis besser sehen zu konnen, wurde die Einteilung der y-Achse
verdndert. Nach dieser Hilfe konnten schon fast alle Schiiler die Frage
beantworten (17 Schiiler — 80,9%).

Beispiel 2:

Ein radioaktiver Stoff verliert in jeder Minute 2 Prozent seiner Masse durch
Strahlung. Zu Beginn waren 75 Milligramm vorhanden.

a) Wie viele Milligramm sind nach 20 Minuten noch vorhanden?

b) Nach welcher Zeit ist etwa 10% des Stoffes zerstrahlt? Durchs Probieren
kannst du die Frage beantworten. Du konntest natiirlich auch die Funktion
zu Hilfe rufen!

Losungshilfe: Bop- 2t
35 by gt MGG 2% S Glely
= GRS R K
51220 . ¢ N\ * 3 ~
43 &
5 e 3
B E :

Bei dem letzten Beispiel ist die erste Schwierigkeit, dass die Wachstumsbasis
in Minuten (sogar in 30 Minuten) angegeben, die Frage dagegen in Stunden
formuliert ist. Ich habe im Voraus damit gerechnet, dass das bei einigen
Schiilern ein Problem bedeutet. Gleich am Anfang hat ein Schiiler danach
gefragt. So haben wir das gemeinsam besprochen und alle Schiiler konnten den
ersten Teil richtig beantworten. In der Frage b) wurde wieder darauf
hingewiesen, dass sie die Losung der Aufgabe durch Probieren oder mit
Funktionen annéhernd angeben koénnen. Laut des vorigen Beispiels konnten 9
Schiiler die Aufgabe beantworten (42,9%), davon 2 durch reines Probieren, die
anderen 7 mit der Funktion. Dabei hat auch geholfen, dass die Funktion
einfacher darstellbar war. Die Frage ¢) haben auch diese 9 Schiiler richtig
beantwortet. Die anderen haben sich damit nicht beschéftigt, sie hatten
entweder keine Zeit dafiir, oder sie hatten die Lust verloren.
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Beispiel 3:
In  einer  Probe  eines Losungshilfe:
Kartoffelsalats befinden sich

360 Bakterien. lhre Anzahl| /

verdoppelt sich jeweils in 30 | : 4

Minuten. :

a) Wie viele Bakterien
werden es in 3 Stunden
sein?

b) Wann werden es eine
Million Bakterien sein?
Lose die Frage durchs
Probieren und/oder mit
Funktionen!

c) Wie viele Bakterien waren
es 90 Minuten vor
Untersuchungsbeginn?

Bei den logarithmischen Textaufgaben spielte die Darstellung eine nicht so
wichtige Rolle wie bei den exponentiellen. Man muss hier die Ergebnisse nicht
nur ,ablesen”, sondern man kann und muss sie mit Hilfe der
Logarithmusfunktion mit einer angegebenen Genauigkeit berechnen.

3.5. Der Begriff des Logarithmus
3.5.1. FEinfiihrung des Begriffs Logarithmus

Die Schiiler haben die exponentiellen Vorginge mit Hilfe eines praktischen
Beispiels kennengelernt, namlich in einem Teich wuchsen Wasserlinsen. Wir
haben dieses Beispiel sowohl graphisch, als auch algebraisch gelost. Es wurde
dazu Tabellen gefertigt, in denen die ganzen (positiven aber auch negativen)
Exponenten gedeutet wurden. Wir konnten sogar die rationalen Exponenten
mit Hilfe dieses Beispiels einfithren und darauf hinweisen, dass in diesem
Beispiel auch die irrationalen Exponenten eine Bedeutung haben. Wir haben
damals weiterhin entdeckt, dass die Aufgabe mit den damaligen Kenntnissen
nicht immer exakt I16sbar war (ohne die Definition des Logarithmus zu wissen).
Spater haben wir auch weitere Beispiele flir exponentielle Vorginge gesehen.

Ich wollte bei der Einfithrung des Logarithmus mit einem schon bekannten
Problem anfangen. Damit wollte ich mehrere Ziele erreichen:

1. Der Begriff des Logarithmus fiir die Schiiler sehr abstrakt. \Wenn sie keine
praktischen Anwendungen sehen, verstehen sie den Begriff oft nicht (obwohl
sie damit mehr oder weniger richtig rechnen kdnnen). Deshalb wurde ein
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Beispiel ausgewdhlt, das sie schon kennen, einmal bearbeitet haben, an
welches sie sich erinnern konnen.

2. Durch das bekannte Problem konnen sie sich mit Logarithmus (am Anfang
noch ohne zu wissen, was das ist) vertraut machen, sie erschrecken sich nicht
schon am Anfang vor der abstrakten mathematischen Definition, den
Bezeichnungen.

3. An diesem Beispiel kann man leicht und verstdndlich den Zusammenhang
(Funktion — Umkehrfunktion) zwischen den exponentiellen und
logarithmischen Rechnungen zeigen, deutlich machen.

19. Stunde: Begriff des Logarithmus an alltdglichen Beispielen

1— | Besprechung der Ergebnissen der Schularbeit

20°¢

20 — . _ Begriff des Logarithmus an _ alltdglichen
43¢ - Beispielen

In dem vorigen Teil haben wir gesehen, dass man
bei einem exponentiellen Wachstum oder
Riickgang nicht alle Fragen exakt beantworten
kann. Wenn die Zeit angegeben ist, muss man sie
einfach in die entsprechende Formel einsetzen.
Wenn aber ein bestimmtes Ziel angegeben ist und
nach der Zeit gefragt wird, konnten wir das
Problem nur mit Hilfe einer Anndherung
(algebraisch oder graphisch) beantworten. In
1A diesem Teil beschiftigen wir uns damit, auch
schon diese Richtung deuten zu konnen, weil
diese Probleme im alltdglichen Leben oft

vorkommen.
Beispiel:
Die kleine Wasserlinse (lemna minor- kis békalencse) ist eine sehr
schnell wachsende Pflanze. Ihre Menge verdoppelt sich jeden Tag, so
kann sie schon in kurzer Zeit den ganzen See bedecken. Deshalb ist
es sehr wichtig festzustellen, wann sie schon einen bestimmten Anteil
(ein Zehntel, Drittel usw.) des Sees bedeckt. Die Grofle der bedeckten
Fliche war anfangs 1 m? groB (Anfangszeit t = 0), 1 Tag spiter (t= 1)
2 m?. Dieser Vorgang wird mit der Funktion: a = f(t) = at.
Benutze den Graphen die folgenden Fragen zu beantworten!
1. Wann wird die Wasserlinse 3 m?, 6 m?, 12 m? grof3?

Jetzt ohne den Graphen: Wann wird die Wasserlinse 24 m? grof3?
2. Die gleiche Frage fiir: 5m? 10m? 20m? Was kannst du
entdecken?
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In dem vorigen Teil haben wir den Zusammenhang zwischen Fléche
(oder GroBen) und der Zeit untersucht. Bei diesen war die Flache von
der Zeit abhédngig. In diesem Teil fokussieren wir auf den
umgekehrten Zusammenhang. Das ist aber nicht einfach, weil im
Allgemeinen die unabhédngige Variable die Zeit ist. Wenn man aber
an die Zeit konzentriert, z.B.:

1. Wann erreicht die Bevolkerung der Erde 8 Milliarden, wenn das
Wachstum jahrlich so und so ist, und jetzt so viele Menschen leben?
oder

2. Wann hat mein Geld in der Bank den Wert von ...€, wenn die Bank
...% Zinsen jdhrlich bezahlt und mein Anfangsanlegen ...€ war? 0.4.;
dann muss man umgekehrt denken.

Fiille die Tabellen aus!

Fliche (m?) 1 2 4 8 16 32
Zeit (Tage) 0 1
Fliche (m?) 3 6 12 24 48 96

Zeit (Tage) 1,6

Fliche (m?) 2,5 5 10 20 40 80
Zeit (Tage) 2,3

Fliche (m?) | 0,125 | 0,25 0,5 1
Zeit (Tage) 0
Was fiir einem Gedankengang konntest du folgen, wenn der Graph
nicht bekannt wére?

Im Folgenden wird eine Wertetafel zwischen Flache und Zeit
angegeben, mit deren Hilfe wir die Umkehrfunktion der
exponentiellen Funktion darzustellen versuchen:

al1]2 34|56 7[8]9]10]11]12]13
t | 0 [ 1 [158 2 [232]258]/281 3 |3,17/3,323,46]3,58[3,70

a |14 |15 |16 |17 |18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 |26
t 13,81 1391 4 14,09 [4,1714,25 |4,32 |4,39 4,46 14,52 |4,58 |4,6414,70

Versuchen wir mal beide Funktionen darzustellen:

t - a (Exponentialfunktion) a = t (Umkehr funktion)

Wie kann man die zwei Graphen miteinander vergleichen?
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Hausaufgabe:
Nehmen wir an, ein Bakterium verdreifacht sich jeden Tag. Lose die

folgenden Aufgaben:
1. Schreibe die Funktion des Wachstums auf! Stelle sie graphisch dar!
(lass dafiir im Heft viel Platz!)
2. Benutze den Graphen die folgenden Fragen zu beantworten! Wann
gibt es 5-mal, 15-mal, 45-mal so viele Bakterien wie urspriinglich?
Jetzt ohne den Graphen: Wann gibt es 135-mal so viele? Was ist die

Regel?
3. Fiille die Tabellen aus!
Vielfache 1 3 9 27 81 243
Zeit (Tage) 0 1
Vielfache 5 15 45 135

Zeit (Tage) 1,46

Vielfache 2 6 18 48 144
Zeit (Tage) 1,63

Vielfache 1/27 1/9 1/3 1
Zeit (Tage) 0
4. VVersuche die Umkehrfunktion darzustellen!

Da die Grundaufgabe fiir die Schiiler schon bekannt war, haben sie schnell und
richtig verstanden Wir haben die Aufgabe noch einmal besprochen, darauf
hingewiesen, dass jetzt die angegebenen Angaben und gestellten Fragen eben
,2umgekehrt* formuliert sind als bei den Aufgaben vorher. Deshalb sind auch
die Tabellen umgekehrt aufgeschrieben.

In der Hausaufgabe haben die Schiiler die Zuordnungsvorschrift nicht
angegeben bekommen, aber einen sinnvollen Zusammenhang haben sie —wie
in der Stunde —dargestellt. Das Ausfiillen der Tabelle bedeutete ihnen keine
Schwierigkeit, fast alle haben sie richtig ausgefiillt (einige haben es sogar
schon wihrend der Stunde gemacht).
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3.5.2. Die Logarithmusfunktion

Anhand dieser Einflihrung konnten wir in der nidchsten Stunde zuerst die der
Aufgabe entsprechende ,,Definition”, dann die mathematische Definition
einfithren. Die Schiiler haben einerseits die Definition verstanden, andererseits
haben sie gesehen, wozu man sie verwenden, benutzten kann:

Logarithmusfunktion, Zusammenhang mit der Exponentialfunktion
(Umkehrfunktion)

Wie schon in der vorigen Stunde darauf hingewiesen wurde, wird oft bei den
exponentiellen Vorgidngen nicht nach der Gréfe, sondern nach der Zeit
gefragt. Man kehrt also die Richtung der Zuordnung um. Im ersten Fall
spricht man {iber eine exponentielle Funktion, im zweiten iiber eine
Logarithmusfunktion.

‘ t = a (Exponentialfunktion) ‘ a = t (Logarithmusfunktion) ‘
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In Worten:
Exponentialfunktion: alle fixen Zeitabstdnde bedeuten eine fixe
Multiplikation der Grof3e.
Logarithmusfunktion: alle fixen Multiplikationen der Grofie
passieren in fixen Zeitabstinden.

Im Beispiel der vorigen Stunde (Wasserlinsen) war der Wachstumsfaktor 2,
die Bezeichnung der notigen Zeit (t) fiir das Erreichen eine bestimmte Flache
(@) ist:

t= 10gWachstumsfaktfor a,
also in diesem Fall:

t = log, a.

Der Term z.B.: log, 10 bedeutet die Zeit, die die Pflanze braucht, aus der
GroBe von 1 m? die GroBe von 10 m? erreichen zu konnen, wenn der
Wachstumsfaktor 2 ist.

Definition: Unter dem Logarithmus einer positiven Zahl b zur Basis a
(a> 0; a #1) versteht man diejenige reelle Zahl x, mit der man a
potenzieren muss, um b zu erhalten. x := logab & a=b

(a,b>0;a=1)
(lies: ,,x ist der Logarithmus von b zur Basis a genau dann, wenn a hoch

X gleich b ist. )

In der Stunde haben wir die Grundfunktionen  besprochen
(f(x) =logyox und g(x) = logg s x), wir haben sie analysiert. Fiir die
Definition der Logarithmusfunktion wurde folgendes angegeben:

Definition: Die Funktion der Form f:R* —» R; f(x) =log, x;a €
R*\{1} heiit Logarithmusfunktion zur Basis a.

Der Zusammenhang zwischen der Exponential- und Logarithmusfunktion
wurde folgendermallen erklért:

Zwischen der Exponentialfunktion und der Logarithmusfunktion besteht ein
dhnlicher Zusammenhang wie —unter den entsprechenden Bedingungen-
zwischen Potenz- und Wurzelfunktionen. Spiegelt man zum Beispiel den
Graphen der Funktion y = logax an der Geraden y = X, dann erhalt man den
Graphen der Funktion y = a*. Das deutet darauf hin, dass die beiden
Funktionen durch einfaches Vertauschen der Verinderlichen x und
Funktionswert y auseinander hervorgehen. Sie sind sogenannte
Umkehrfunktionen.
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Beispiel 11: f:R* - R;

y = log, x.

Vertausche x und y: x = log, y.

Als Exponentialgleichung, wegen der
strengen Monotonie der
Logarithmusfunktion ist:

g:R-> R*; y = 2%

Der Definitionsbereich der
Logarithmusfunktion (R*) stimmt mit
dem Wertebereich der

Exponentialfunktion {iberein. Ebenso
ist der Wertebereich der Logarithmus-
funktion (R) gleich mit dem

Definitionsbereich der
Exponentialfunktion. Die beiden
Funktionsgraphen sind die
Spiegelbilder zueinander an der Achse
y = X.

Ich mochte hier am Beispiel der Logarithmusfunktion zeigen, wie wir in der
Stunde die Kurvendiskussion besprochen und bearbeitet haben. Die
Diskussionsschritte haben hier kein Problem mehr bedeutet, weil wir sie ein
paar Stunden frither bei der Exponentialfunktion besprochen und wiederholt
haben. In der Klasse wurden wieder 4-5 kopfige Gruppen gebildet. In allen
Gruppen safl mindesten ein mathematisch begabter Schiiler. Nachdem wir die
Grundfunktion kennengelernt haben, bekamen die Schiiler ein kleines Blatt mit
den Funktionen, die sie untersuchen und darstellen miissen. Sie haben
insgesamt fiinf Funktionen bekommen und hatten dazu zusammen 20 Minuten
Zeit. Die Zeit reichte ihnen. Nach dem Ablauf haben wir die Ergebnisse
folgendermaflen zusammen kontrolliert: Fiir die fiinf Aufgaben gab es fiinf
Gruppen. Aus allen Gruppen kam ein freiwilliger Schiiler zur Tafel und
prasentierte das Ergebnis. Die Funktion mussten sie nicht mit Kreide an die
Tafel zeichnen, sie durften die Funktion auch mit dem Computer und Beamer
an die Wand projizieren. Dabei musste ich anfangs helfen. Die damalige
Version der Software konnte ndmlich nur Zehnerlogarithmus darstellen. ES
wurde den Schiilern gezeigt, wie man Logarithmen verschiedener Basen
darstellt. Alle finf Gruppen haben die Gelegenheit genutzt. Spéter, als
Zusammenfassung haben sie von mir die richtigen Losungen und als
Hausaufgabe drei &hnliche Funktionen bekommen. Ein Beispiel ist das
folgende:
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Transformationen der Logarithmusfunktion:

In der ndchsten Aufgabe miisst ihr die Funktion darstellen und diskutieren!
3. h(x) =log,(x+2)—-1
1. Definitionsbereich: x €
1=2; oof

2. Wertebereich: y € R

3. Nullstelle: x =0

4. Monotonie: str. mon.
steigend

6. Paritéit: weder gerade
noch ungerade

7. nicht beschrankt

8. stetig

9. Asymptote: X = -2

Die Aufgaben waren: 1. f(x) =log, x + 1; 2. g(x) = log,(x + 1); 3.
h(x) =log,(x +2) —1; 4. i(x) = —log; x; 5. k(x) = 2logi x + 2.
2

Wie aus dem obigen Beispiel zu sehen ist, kann man mit Hilfe von GeoGebra
nicht nur die Grundfunktionen ausgezeichnet darstellen, sondern auch die
Transformationen.

> v - 3
=

Hier hat man mehrere Moglichkeiten. Entweder geht man Schritt flir Schritt,
man gibt also die entsprechenden Transformationsschritte manuell ein. Oder
man kann dazu Schieberegler definieren, womit man die Transformationen
einfach, per Mausklick, oder automatisch einstellen kann. Das ist sehr
spektakulédr. So konnen die Schiiler die Vorgidnge nicht nur statisch, sondern
auch dynamisch sehen.
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Die Bewertung der Aufgaben ist dhnlich der Bewertung der Einzelarbeit. Hier
gab es aber fiinf Gruppen. Da alle Gruppen sowohl stirkere als auch
schwichere Schiiler enthalten haben, habe ich die Gruppen als eine Einheit
betrachtet und die Auswertung so hergestellt.

5 Gruppen 1. 2. 3. 4. 5.
ichtige Antworte
richge Antworten| g 100,00 4 80,0% 4 80,0% 3 60,0% 1 20,0%
1. 2 oder 3 falsche
Teilantworten 0 0,0% 1 20,0% 1 20,0% 1 20,0% 2 40,0%
4 oder mehr
falsche
A oo vicht 0 0.0% 0 0.0% 0 0,0% 1 20,0% 2 40,0%
gelost

3.5.3. Die Logarithmusgesetze

Es war sehr wichtig, auch die Logarithmusgesetzte anschaulich, durch
Alltagsbeispiele und nicht gleich rein mathematisch einzufiihren. Bei der
Einfiihrung habe ich das bekannte Grundbeispiel mit den Wasserlinsen
benutzt. Natiirlich, wie es auch bei der Definition des Logarithmus
vorgekommen ist, wurden die Gesetze auch mathematisch formuliert und
bewiesen. Aber den Sinn hat die Mehrheit der Schiiler gut verstanden, sie

konnten sie verwenden. Das erste Gesetz wurde zum Beispiel folgendermalen
eingefiihrt:

Logarithmusgesetze:
Bei der FEinfiihrung des Logarithmus haben wir ein Beispiel iiber
Wasserlinsen, die ihre Fliche taglich verdoppeln. Es gab eine Tabelle dazu:

a1l ]2 |34 |56 |7 |89 ]10]1112]13
t| 0 1 ]158| 2 |2,32|12,58|2,81| 3 |3,173,32 3,46 3,58 |3,70
a|14 15|16 |17 |18 |19 |20 | 21 | 22 |23 |24 |25 | 26
t |3,81/391] 4 14,09|4,17 14,25 (4,32 4,39 |4,46 |4,52 14,58 |4,64 14,70

Weiterhin haben wir bei der Definition des Logarithmus festgestellt, dass er
die Zeit (t) zum Erreichen einer bestimmten Grofle bedeutet, z.B.:

log, 2 = 1, d.h. wenn der Wachstumsfaktor 2 ist (Basis), dann braucht die
Pflanze 1 Tag, ihre Fliche verdoppeln (auf 2 m?) zu konnen.

Ahnlicher Weise: log, 4 = 2, also wenn der Wachstumsfaktor 2 ist (Basis),
dann braucht sie 2 Tage, ihre Fliache vervierfachen (4) zu kdnnen.

1. Erklire die folgenden Zusammenhdinge:

log, 3 = 1,58, log, 5 = 2,32, log, 6 = 2,58.

Wenn wir die Tabelle weiter studieren, konnen wir etwas Interessantes
entdecken:

log, 2 + log, 3 = log, 6 = 2,58.

Wie ldsst sich das erkldren?
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Die Antwort ist folgendes: Da der Logarithmus eine Zeit bedeutet, zuerst
braucht sie 1 Tag (log, 2), ihre Fliche verdoppeln zu konnen, dann noch
etwa 1,58 Tage (log, 3), um die verdoppelte Flache noch verdreifachen zu
konnen. So vergingen etwa 2,58 Tage, und die Flache ist jetzt 2 - 3 = 6-mal
so grof3.
2. Erkldre den folgenden Zusammenhang:

log, 4 +log, 5 = log, 20 = 4,32
Bemerkung: bei dem obigen Beispiel konnte man statt log, 2 einfach 1
schreiben, so sieht der Gleichung folgendermal3en aus:
1+ log, 3 =log, 6 = 2,58.
3. Erkldre den folgenden Zusammenhang:

2 +log, 5 =log, 20 = 4,32

Aus den oben erwihnten kommt das erste Gesetz des Logarithmus (L1):
| (L1) log, b +log, c =log,(b-c) wenna,b,c >0unda # 1. |
Beweis!

Wie hier zu sehen ist, spielt beim Lernen der Text, das Textumfeld eine
wesentliche Rolle. Hier wurden Fragen gestellt, den Zusammenhang mussten
die Schiiler anhand des Textes verstehen und erkldren. Sie haben das gerne
gemacht. In Paaren versuchten sie die Antwort zu finden und fast alle Paare
haben eine richtige Antwort gegeben. Nach der Antwort mussten sie auch das
—vermutete— Gesetz formulieren. Das haben die Paare wieder richtig gemacht
(alleine die Bedingungen mussten wir gemeinsam besprechen). In dhnlicher
Weise sind wir auch bei den anderen Gesetzen verfahren. Die Schiiler konnten
die Zusammenhénge fast immer sowohl an einem konkreten Beispiel als auch
im Allgemeinen richtig beantworten.

b-/-t‘\" LI st Ao

amprrttun gede fie:

@ \oj'LU_r- 3,90 }
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|
SEEUR)

Die weiteren drei Logarithmusgesetzte wurden in der Stunde in dhnlicher
Weise eingefiihrt, und wir haben alle mit mathematischen Mitteln bewiesen.
Am Ende der Stunde haben wir die Gesetze tabellarisch zusammengefasst.

} y\.)-) [(,J b P lcr{(LC- = )t)qt) C
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Wenn man weiterhin tiberlegt, kann man entdecken, dass die

Umkehrrechenart der Addition die Subtraktion ist und der

Umkehrehrrechenart der Multiplikation die Division ist. Folgt daraus, dass
b\ -

log, b — log, c = log, (Z) Ist?

Zur Antwort sehen wir mal ein Beispiel:

10
log, 10 — log, 2 = log, (7) =log,5~ 3,32 -1~ 2,32

Hier scheint die obige Behauptung giiltig zu sein. Warum? Da der
Logarithmus eine Zeit bedeutet, kann man die Frage folgendermalien
formulieren:

Die Wasserlinse wuchs in log, 10 ~ 3,32 Tagen auf das 10-fache,
log, 2 = 1 Tag frither war er nur die Hilfte, also das 5-fache der
urspriinglichen Grof3e, weil der Wachstumsfaktor 2 ist.

4. Erklire den folgenden Zusammenhang:

log, 15 —log, 5 = log, 3 = 1,58.

So kann man das zweite Logarithmusgesetz formulieren:

(L2) log,b —log, c =log, (g) wenn a,b,c > 0und a # 1.
Beweis!

Wenn man die Tabelle weiterhin studiert, kann man entdecken, dass:
2-log,2=1og,4=2; 2-log,3=1og,9~3,17;2-log, 5=

log, 25 ~ 4,64.

Wie kann man das erkléren:

Dalog, 2 = 1 die Zeit bedeutet, die die Wasserlinse braucht, ihre Flache
verdoppeln zu kdnnen, kann sie natiirlich in der doppelten Zeit ihre Fliache
vervierfachen.

5. Erkldire in Worten die anderen zwei Zusammenhdnge!

Aus dem oberen Gedankengang und aus (L1) kommt der néchste
Zusammenhang:

2-log, 5 =log, 5+1log, 5 =log,(5-5) = log, 5%.

6. Erkldre mathematisch den néichsten Zusammenhang: 2 -log, 3 =

log, 9 =~ 3,17!

Das kann man verallgemeinern, so entsteht das dritte Logarithmusgesetz:

| (L3) n-logy b =log, b", wenna, b >0unda # 1, |
Beweis!

Mit Absicht wurden die Werte von n nicht nur auf positive, ganze, o0.4.
Werte abgegrenzt, weil (L3) fiir alle n € R Werte definierbar ist. Wir
werden aber als (L4) einen Spezialfall besprechen:
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Wenn man iiberlegt, kann man entdecken, dass die Umkehrrechenart der
Multiplikation die Division ist und der Kehrrechenart des Potenzierens das
Wurzelziehen ist, daraus folgt:

(L4) %-logab = log, Vb, wenna,b>0,a+ lundne Nt,n+1
Beweis!

Logarithmusgesetze zusammengefasst:
(L1) log,b +log,c =log,(b-c) wenna,b,c >0unda #1

(L2) log,b —log,c =log, (g) wenna,b,c >0unda # 1
(L3) n-log, b =log, b™, wenna,b >0unda # 1
(L4) %-logab = log, Vb, wenna,b>0,a+ lundn e N*t,n # 1.

Als Hausaufgabe haben die Schiiler &hnliche Probleme bekommen, wie in der
Stunde. Es war sehr wichtig, dass sie die Werte nicht nur bestimmen miissen,
sondern auch wissen miissen, was sie schreiben. Deshalb haben sie immer die
Instruktion bekommen: ,.Erkidre ... I

Hausaufgaben
1. Suche aus der Tabelle die folgenden Werte aus, dann erklidre 3

Zusammenhdnge in Worten. Die nicht in der Tabelle enthalten sind,
versuche sie herauszufinden!

log, 1 = log, 4 = log, 8 = log, 32 =

log, 2 = log, 5 = log, 10 = log, 40 =

log, 3 = log, 6 = log, 12 = log, 48 =
1 1

log, 5= log, 1= log, 6= log, Y

2. Erkidre den folgenden Zusammenhang:
log, 3 + log, 5 = log, 15 = 3,91.
3. Erkldre den folgenden Zusammenhang:
log, 20 — log, 4 = log, 5 = 2,32
4. Erkliire in Worten und mathematisch die ndchsten Zusammenhdnge:
2-log, 7 =log, 49 = 5,62,
4 -log, 3 = log, 3* = 6,34!

In der nidchsten Stunde konnten wir das letzte Logarithmusgesetz, die
Basiswechsel  besprechen. Hier benutzte ich nicht mehr das
Wasserlinsenbeispiel, weil ich so beurteilt habe, dass das Beispiel hier eher zu
Missverstandnissen fiihrt als helfen wiirde. Die Schiiler haben hier auch eine
Unterstlitzung bekommen. Wir haben auch den Taschenrechnergebrauch
geiibt.
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Basiswechsel:
In der vorigen Stunde haben wir 4 Logarithmusgesetze kennengelernt. Aber
bis jetzt konnten wir zu den Berechnungen keinen Taschenrechner benutzen,
weil man mit den meisten hochstens die Logarithmen mit zwei Basen
verwenden kann: log,ob < log und log,b < In (b > 0). Bei den
neuesten Modellen kann man schon Logarithmen mit beliebigen Basen
berechnen, fiir die komplexeren Aufgaben ist es doch hilfreich, den
Basiswechsel zu erlernen.
Wenn man z.B. eine Exponentialfunktion mit der Basis 2 in eine andere mit
der Basis 10 umschreiben mochte muss man folgendes bedenken:
2t = 10°t = (10°)t.
Aus diesem Zusammenhang kommt, dass 2 = 10¢ = log2 =c (=
0,3010).
U
2 = 1008102
Wenn jetzt 2¢ = 27 ist, dann ist 2¢ = (101°8102)" = 1008102t — 27,
Und wenn man jetzt den Zehnerlogarithmus beider Seiten nimmt, dann gilt:
(logyo 2) - t = logyq 27
logq 27

logyo 2
Hier haben wir auf zwei neue Zusammenhinge gestoflen, ndmlich:

(L5)  log, b = szb wenna, b,k > 0und a, k # 1.

Beweis!

In der zweiten Hélfte der Stunde haben die Schiiler eine Reihe von einfachen
Ubungsaufgaben bekommen, die sie in Einzel- und/oder in Paararbeit 16sen
mussten. Die niichste Stunde verging auch mit der Ubung schon komplexerer
Aufgaben. Nach der Losung der Aufgaben haben wir die Ergebnisse
besprochen oder die Schiiler haben sie an der Tafel priasentiert.

3.5.4. Logarithmische Gleichungen, Ungleichungen, Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt, dhnlich wie bei den exponentiellen Gleichungen, wurde
der Stoffverteilungsplan an den Plan der Schule — und so an den ungarischen
Nationallehrplan angepasst. So haben wir uns mit diesem Themenbereich
sechseinhalb Stunden lang beschéftigt. Die Schiiler haben die Aufgaben teils
aus ihrem Lehrbuch, teils aus den zwei Aufgabensammlungen bekommen. Die
Beispielaufgaben haben wir gemeinsam besprochen, die weiteren Ubungen
haben sie in erster Linie in Paararbeit geleistet.

86



24.| Komplexe Aufgaben fiir die Logarithmusgesetze, einfache
Logarithmusgleichungen

25.| Logarithmusgleichungen mit Logarithmusgesetzen

26.| Logarithmusgleichungen  mit  Verschachtelungen, quadratische
logarithmische Gleichungen

27.| Logarithmus im Exponenten, Logarithmus im Exponenten, gemischte
exponentielle und logarithmische Gleichungen

28.| Gleichungen mit neuen Basen

29.| Logarithmische Ungleichungen

30.| Logarithmische Gleichungssysteme

Ich mdchte hier das Thema ,,Logarithmische Ungleichungen® hervorheben. In
ein paar Féllen wire es sehr praktisch, die Gleichungen, Gleichungssysteme
mit Hilfe von den Funktionsgraphen darzustellen, wie es manchmal in der
Grundschule, bzw. in der neunten Klasse gezeigt wird, wenn man iiber die
verschiedenen Losungsmethoden der Gleichungen spricht. Hier aber, in einer
normalen Gymnasialklasse wird oft auf die algebraische Methode Wert gelegt.
Bei den Ungleichungen aber ist der Fall anders. Bei den einfithrenden
Aufgaben, und auch bei der Losung komplizierter Aufgaben ist es wichtig, die
Losungsmenge auch mit der Funktion veranschaulichen zu konnen. Wir haben
dazu anfangs GeoGebra verwendet um den Graphen skizzieren zu konnen.
Anhand der Skizze kann man die Losungsmenge der Ungleichung einfach
angeben. Dabei spielt das Verstehen eine groBere Rolle als die exakte
Darstellung. Hier wird gezeigt, wie wir die Ungleichungen eingefiihrt haben.
Dazu, wie immer, haben die Schiiler das Hilfsblatt ausgedruckt bekommen.

Einfache logarithmische Ungleichungen

Bemerkung: Bei den logarithmischen Ungleichungen gelten die Regeln wie
bei einer linearen, also man darf alle &quivalenten Umformungen
durchgefiihrt, ABER wenn man mit einer negativen Zahl multipliziert oder
durch eine negative Zahl teilt, kehrt die Richtung der Relation um.

Hier muss man aber auch auf die Basis achten, ndmlich bei einer Basis a,
wenn a > 1 ist, bleibt die Relation (weil die Funktion in diesem Fall streng
monoton steigend ist), wenn fiir a jedoch 0 < a < 1 gilt, kehrt die Relation
um (weil die Funktion in diesem Fall streng monoton fallend ist).

Beispiel:
Wenn a > 1 ist; WennQ<a<1ist:
logz x > 1 logix >1

3

logs; x > logs 3, 1
da logs x str. mon. steigend ist, log§ x > logg Y

bleibt die Relation, also: da loga x str. mon. fallend ist, kehrt

3
die Relation um, also:
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x > 3.
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Auf der Zahlengeraden: Auf der Zahlengeraden:

A

G

A B

Mit Hilfe der Abbildungen kann man schon besser sehen, warum eben die
Relation im ersten Fall bleibt, sich im zweiten umkehrt. So miissen die Schiiler
die ,,unverstdndliche Regel* nicht einpauken, sondern sie konnen sie sehen und
verstehen.

3.5.5. Logarithmische Textaufgaben

Dieses Thema war schon in der Einfithrung beriihrt worden. Dort haben wir
die neuen Begriffe —Exponential- und Logarithmusfunktionen— mit Hilfe von
einfachen Textaufgaben eingefiihrt. Am Ende des Themas kehrten wir zu den
Textaufgaben zuriick. In diesem Abschnitt werden drei Beispiele gezeigt, wie
wir in der Stunde GeoGebra zur Darstellung der Vorgénge verwendet haben.
Als am Anfang nur die Exponentialfunktion bekannt war, und die Frage
umgekehrt aufgestellt wurde, als nach wie viel Zeit ein Volumen so und so grofs
ist, konnten die Schiiler das ohne die Kenntnis der Logarithmusfunktion
natiirlich nicht beantworten. Mit Hilfe des Funktionsgraphen aber konnten wir
das Ergebnis schitzen. Das Problem hier war natiirlich, dass die Schiiler die
Funktion nicht darstellen konnten. Entweder, weil die Basis oder der Exponent
zu grofl/klein war, oder sie haben die Frage, das Problem iiberhaupt nicht
verstanden. Im ersten Fall konnte den Schiilern so geholfen werden, dass wir
die Funktion gemeinsam dargestellt haben. Im zweiten Fall versuchte ich den
betroffenen Schiilern das Problem zu erkldren, aber es ist nicht immer
gelungen. Dieser Themenbereich war fiir die Schiiler am schwersten. Aber da
wir dafiir viel Zeit anwenden konnten, waren hier die Ergebnisse nicht so
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schlecht, wie frither. Sehen wir hier drei Beispiele aus dem Themenkreis
logarithmischen Textaufgaben!

Beispiel 1:
Die Erdbevolkerung nimmt jéhrlich um 2,7% zu. Nach wie vielen Jahren
hat sie sich verdoppelt?

In dieser Aufgabe war es fiir die Schiiler schwer, dass eine Angabe ,,fehlte®.
Mehrere Schiiler haben gefragt, ,,Wie viele Menschen lebten auf der Erde?*
Nur eine Schiilerin wusste gleich, dass die Losung vom Anfangswert
unabhéngig ist. ES wurde wieder darauf hingewiesen, dass die Bedeutung des
Wortes ,,Logarithmus® ,,Verhiltniszahl“ (logos-Verhiltnis; arithmods-Zahl)
bedeutet. Nach dieser Instruktion konnten die Schiiler bis auf einen die
entsprechende Gleichung aufschreiben und 16sen. Danach mussten die Schiiler
die Probe durchfiihren.

Beispiel 2:
Herr Zweifel iiberlegt, was er mit 20 000 € anfangen soll.
a) Bei welchem Zinssatz wiirde er in 8 Jahren 50% mehr Geld besitzen?
b) Welchen Betrag miisste er heute bei einem Zinssatz von 3,5%
anlegen, um in 10 Jahren 20 000 € ausgezahlt zu bekommen?
c) In wie vielen Jahren wichst das Geld bei einem Zinssatz von 4%
mindestens auf das Doppelte des urspriinglichen Wertes?

Bei dieser Aufgabe mussten die Schiiler in den Teilaufgaben a)-c)
verschiedene Parameter des Zusammenhangs B(n) = B(0)-(1+p)™
ausdriicken und berechnen. Im Teil a) hitte man p ausrechnen miissen. Drei
Schiiler hatten schon am Anfang ein Problem damit, den Satz richtig zu
verstehen. ,,50% mehr Geld“ haben sie so verstanden, dass Herr Zweifel
10 000 € -statt 30 000 € - Geld besitzen wird. Danach konnten sie die Aufgabe
nicht weiterfithren. Fiinf Schiiler haben nur g = 1 + p angegeben, also sie
haben auf die Frage nicht geantwortet. Ein Schiiler hat sich verrechnet, der
Rest hat diesen Teil richtig geldst. Im Teil b) war B(0) die Frage. Zwei Schiiler
haben fiir 1 +p = 3,5 gewdhlt. So haben sie natiirlich auf ein falsches
Ergebnis gekommen. Die anderen haben den Teil richtig geldst. Im letzten Teil
musste man den Logarithmus benutzten. Die Frage war dhnlich, wie im ersten
Beispiel. Hier war aber auch der Grundwert angegeben. Alle konnten den Teil
—anhand des 1. Beispiels 16sen. Hier war interessant, dass alle anfangs mit dem
Grundwert 20 000 € und mit dem Endwert 40 000 € gerechnet haben. Fiir
meine Schiiler war es weiterhin einfacher mit , konkreten* Werten zu arbeiten
als mit Verhiltnissen.
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Beispiel 3:

Eine Pilzkultur wichst pro Tag um 20%. Die Anfangsmasse betrigt 25 g.

a) Bestimme die Pilzmasse fiir die nichsten 6 Tage und fiir die 5 Tage,
bevor die 25 g erreicht wurden. Fertige eine Tabelle dazu!

b) Gib die Funktionsgleichung des Wachstums an und stelle den Graphen
der Funktion im entsprechend skalierten Koordinatensystem!

) In der Versuchsanordnung ist nur fiir 110 g Platz. Berechne mit Hilfe der
Wachstumsformel, nach wie vielen Tagen der Versuch beendet ist.

Die Aufgabe diente schon zum Teil als Wiederholung der exponentiellen
Vorginge. In dieser Aufgabe im Teil a) wurde von allen Schillerng =1+ p =
1,2 genommen. Die positive Richtung haben die Schiiler richtig ausgerechnet,
mit der negativen Richtung hatten finf Schiiler Probleme. Anhand der
richtigen Tabelle konnten die Schiiler das Koordinatensystem zeichnen. Es war
interessant, dass mehr als die Hélfte der Schiiler das Koordinatensystem
folgendermafBen skaliert haben: auf der x-Achse bedeutet jedes Késtchen 1
Tag, auf der y-Achse 1 Késtchen 1 g. So konnten diese Schiiler einen relativ
kleinen Teil der Funktion darstellen. Die anderen haben die x-Achse ebenso
skaliert, die y-Achse jedoch mit 10 g pro Késtchen. Diese Darstellung hat auch
den Vorteil, das Ergebnis des Teiles ¢) schitzen zu konnen. Im Teil ¢) musste
man den Logarithmus benutzen. Die Rechnung war nicht schwer, nur zwei
Schiiler haben es falsch gerechnet.

3.6. GeoGebra im Unterricht

Wihrend meiner Arbeit wurde schon mehrmals darauf hingewiesen, dass ich
die Integration der realistischen Methode, mit dem ungarischen
Nationallehrplans mit dem oOrtlichen Lehrplan im Gymnasium fiir sehr wichtig
halte. Aber dabei legte ich immer einen groBen Wert darauf, in den Stunden
die Errungenschaften der modernen Technik verwenden zu kénnen. So haben
wir uns z.B. bei der Einfilhrung einen Videofilm {iber die exponentiellen
Vorginge angesehen, oder wir haben in einigen Stunden online und offline,
teils interaktive Aufgaben gelost. Zur Zeit des Experiments war keine
interaktive Tafel im Zimmer montiert, aber einen Beamer mit Computer und
Lautsprecher hatten wir schon. Ich moéchte hier kurz zusammenfassen, wie wir
in den Stunden in erster Linie GeoGebra benutzt haben.

a) Funktionen
Alles, was wir in diesen Stunden gelernt haben, hiangt in direkter oder
indirekter Weise mit den Funktionen zusammen. Schon bei der
Einfilhrung des Themas haben sich die Schiiller mit der
Exponentialfunktion beschiftigt, wo sie die entsprechenden Werte —
sowohl an der x-Achse als auch an der y-Achse ablesen mussten. Hier
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haben sie noch die Funktion von mir dargestellt bekommen. Als wir
mit der gemeinsamen Darstellung der Funktionen angefangen haben,
hatten auch die Schiiler die Mdglichkeit, am Lehrertisch mit dem
Computer zu arbeiten. Leider hatten wir die nicht Moglichkeit, in einen
Computerraum zu gehen. Aber mehr als die Hélfte der Schiiler haben
die Software zu Hause heruntergeladen und damit gearbeitet.

Der eine grof3e Vorteil der Software ist, dass die Schiiler nicht nur das
Tafelbild sehen. Da die Abbildung mit der Hand nie hundert prozentig
genau sein kann, lesen sie die Punkte meinen Erfahrungen nach nicht
immer genau ab. So entsteht im Heft manchmal ein falscher Graph. Mit
der Software kann man die Abbildung —wenn es nétig ist — vergroBern
oder verkleinern, damit die Schiiler die Einzelheiten oder die Funktion
selbst sehen konnen. Natiirlich kann man hier die Transformationen
auch Schritt flir Schritt durchfiihren und die Ergebnisse mit
verschiedenen Farben und mit einer anderen Schriftart darstellen. Das
geht natiirlich auch an der Tafel mit den oben genannten
Schwierigkeiten.

Hier kommt die zweite Anwendungsmoglichkeit von GeoGebra in
Frage. Das Programm kann die Endfunktion nicht nur schrittweise
darstellen, sondern auch dynamisch. Man kann die verschiedenen
Parameter der Funktion —den Faktor der Potenz, die Basis, den
Exponenten— vordefinieren. Je nachdem, wie viele Werte man
parametrisieren mochte, kann man Schieberegler definieren. Wahrend
der Definition kann man den Namen, das Werteintervall, die
Schrittweite, den Typ, die Lange, die Position u.a. angeben. Spéter
kann man alle Werte auch verdndern.

Schieberegler

® zahl Mame

Winkel R

Ganze Zahl Zufallig

Intervall | Schieberegler | Animation

min: |-5 max: |5 Schrittweite: | 0.1

| Ubernehmen || Abbrechen |

Wozu dient der Schieberegler? Man kann die Parameterwerte mit der
Hand einstellen oder man kann um eine Animation bitten. In diesem
Fall ,,bewegt sich* die Funktion von selbst und die Schiiler konnen
dabei die Schritte der Transformation gut sehen. Ich habe diese
Moglichkeit genutzt und es hat den Schiilern sehr gut gefallen. Per E-
Mail habe ich ihnen die Datei geschickt. So konnten sie sie zu Hause
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benutzen. Leider kann man die Animation in gedruckter Form nicht
zeigen, aber zwei Einstellungen werden hier dargestellt.

ccccc

b) Ungleichungen

Wenn man Ungleichungen graphisch 16sen oder darstellen mdchte,
kann man unter verschiedenen Maoglichkeiten wahlen. Entweder
werden beide Seiten als Funktionen definiert und dargestellt — eventuell
nach einigen Umformungen — oder man kann die Ungleichung auf Null
reduzieren und die moglichen Nullstellen untersuchen. Wahrend der
Losung exponentieller und logarithmischer Ungleichungen haben wir
beide Moglichkeiten genutzt, abhingig davon wie wir wihrend des
Losungsvorgangs die Effektivitit der Methoden beurteilt haben.
GeoGebra hat hier wieder viel geholfen. Man konnte einerseits die
Schnittpunkte (Nullstellen) sehen, andererseits das
Monotonieverhalten der Funktion(en). So konnte man die
Losungsmenge einfacher angeben.

c) Exponentielle Textaufgaben

Wie bei den Ungleichungen aber auch bei den Gleichungen kann man
fiir die Darstellung, fiir die Losung die Funktionsgraphen sehr gut
verwenden. In dem Experiment spielten die Graphen in erster Linie bei
den exponentiellen Textaufgaben eine wichtige Rolle, hauptsiachlich
bei den ,,umgekehrten* Fragen, die die Schiiler ohne die Kenntnis des
Logarithmus nur in wenigen Fillen beantworten konnten oder hétten
beantworten konnen. Bei diesen Beispielen hatten die Schiiler die
entsprechenden Graphen bekommen, weil die Einteilungen der Achsen
nicht so einfach waren. Es wurde natiirlich auch nicht nach den exakten
Werten gefragt, sie mussten nur die Naherungswerte ablesen.

4. Die Tests

Vor dem entwickelnden Unterrichtsexperiment haben die Schiiler einen
Vortest geschrieben, in dem ihre Vorkenntnisse iiber das Potenzieren,
Wurzelziehen und iiber die Grundkenntnisse der Funktionen getestet wurden.
Der Vortest hat gezeigt, dass sie nur iiber die Grundlagen verfiigen, die
abstrakteren Kenntnisse sind entweder sehr liickenhaft oder sie fehlen vollig.
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Wihrend der 33 Stunden, die etwa ein Viertel der jahrlichen Stundenzahl von
den 148 (38 Wochen, wochentlich 4 Stunden) bedeuteten, wollte ich die
Schiiler permanent messen. Diese Kleintests und Arbeiten zeigten fiir mich
einerseits, wie die Schiiler den aktuellen Lehrstoff verstanden haben und
verwenden konnten, andererseits waren diese Tests meiner Ansicht nach eine
Hilfe fiir die Schiiler. Sie mussten auf einmal nur den Stoff von 6 — 8 Stunden
erlernen und einiiben. Bei den Schiilern, die relativ grofle Probleme mit
Mathematik und {iberhaupt mit der Abstraktion hatten, erleichterte diese
Methode den Lernprozess.

Nach der kurzen Wiederholung haben die Schiiler einen Kleintest geschrieben.
Einige Kenntnisse konnten wiederholt, vertieft werden. Das Ergebnis des Tests
war 3,27, 0,8 hoher als das des Vortest.

4.1.Test der Einfiihrung der exponentiellen Vorginge

Nach der Wiederholung haben wir die exponentiellen Vorginge
kennengelernt und mit realistischen Aufgaben die rationalen und
irrationalen Exponenten eingefiihrt. Nachdem auch die exponentielle
Funktion gezeigt und eingeiibt wurde, haben die Schiiler einen Kleintest
geschrieben. Das Ergebnis des Tests war &dhnlich wie das der
Wiederholung, was zeigt, dass die realitidtsnahe Einfiihrung der Begriffe
gut funktioniert hat. Hier wurden nur die rechnerischen Techniken
abgefragt: Arbeit mit rationalen Exponenten, n-te Wurzel, die
Exponentialfunktion. Die Schiiler haben 30 Minuten Zeit bekommen. Das
nummerische Ergebnis dieses Tests war 3,24.

Gruppe A Gruppe B
1. Lege fest, ob die Gleichungen 1. Lege fest, ob die Gleichungen
bestehen! Begriinde! (2+2 Punkte) bestehen! Begriinde! (2+2
12 Punkte)
a) a*-a*=a 15
1 2 3 16 a) x 2 'X2 — X2
b)q?-q°-q?=q° ) T
b) be b2t =
4o
2. Schreibe sie mit Hilfe von 2. Schreibe sie mit Hilfe von
Potenzen auf! (5x1 Punkte) Potenzen auf! (5x1 Punkte)
A 8N Al s 5y Va5 A3 o 5y
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3. Fithre die Operationen durch! (5 3. Fiihre die Operationen durch!
Punkte) (5 Punkte)

4. Stelle die Funktion dar und fithre 4. Stelle die Funktion dar und

die Diskussion durch! (6 Punkte) fithre die Diskussion durch!
flx) =2*t1 -2 (6 Punkte)
fx)=3*?%-1

Die Aufgaben der zwei Gruppen waren dhnlich, zwischen den Ergebnissen
der Gruppen gab es keinen signifikanten Unterschied. Im Folgenden wird
auf die typischen Losungen der Aufgaben hingewiesen, die detaillierte
Auswertung mit Schiilerlosungen ist im Anhang F zu finden. In den ersten
Drei Aufgaben kamen wieder die typischen Fehler vor: die Potenzgesetze
waren teilweise oder vollig falsch verwendet. GroB3es Problem bedeutet fiir
die Schiiler weiterhin das richtige Klammerauflosen (vorwiegend in den
Aufgaben 2 und 3). Die ersten zwei Aufgaben konnten 15 bzw. 12, die
dritte Aufgabe 4 Schiiler vollig richtig 16sen. Die Funktionen konnten 13
Schiiler richtig darstellen und 9 davon richtig diskutieren. Zwei haben
Fehler in der Diskussion begangen, zwei Schiiler haben die Aufgabe nicht
angefangen. An den Losungen konnte man sehen, dass viele Schiiler schon
selbstsicherer mit den Funktionen umgehen konnen, bei thnen hat sich der
Funktionsbegriff entwickelt.

Nachdem der Test in der ndchsten Stunde zuriickgegeben wurde, haben wir
die Aufgaben griindlich besprochen, die typischen Fehler thematisiert.
Mehrere Schiiler waren der Meinung, dass sie mit ein bisschen mehr
Aufmerksamkeit ein besseres Ergebnis hitten erreichen konnen. Die
Verteilung der Noten war pro Schiiler die Folgende:
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Exponentieller Kleintest pro Schiiler

1

2 3 4 5 6 7 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

IS

w

[e]

[y

0

4.2. GroBler Test der exponentiellen Vorginge:
Ungleichungen, Textaufgaben

Gleichungen,

Die  komplexeren ~ mathematischen  Aufgaben  (Gleichungen,
Ungleichungen, Gleichungssysteme, Textaufgaben) wurden auch getestet.
Diese Arbeit war schon zusammengesetzt und enthielt auch eine
Textaufgabe. Die Schiiler konnten die Grundlagen der exponentiellen
Funktion relativ gut verstehen und wiedergeben. Bei diesen schwierigeren
Aufgaben hatten sie aber grof3ere Probleme. Obwohl sie hier wieder besser
waren, als im vorigen Jahr und noch besser als im Vortest, war jedoch der
Durchschnitt dieser Arbeit 2,81.

Gruppe A Gruppe B

1. Lose die folgenden Gleichungen,
Ungleichung, Gleichungssystem in
der Menge der reellen Zahlen:

a) 9" = 729 (4P)
b 3X +3X+1+3X+2 +3X+3 _ﬂ
) =3 (6P)
C) 9 —6.3 =27 (6 P)
1 X+3
d) (Ej <8 5P)

e)(1)4*—4-3Y =-8
(2)3:4*+2-3Y =18 (7P)

2. Vor 15 Jahren betrug der

Holzbestand eines Waldes 35 000

1. Lose die folgenden Gleichungen,
Ungleichung, Gleichungssystem in
der Menge der reellen Zahlen :

a) 1 =33

(4P)
b) 9 +9% =90 (5P)
c) 10-2X—4*=16  (6P)
d) 22> 1 GP)

e)(1)2-2¥—-8-3Y=-16
(2)6:2*+4-3Y =36 (7TP)

2. Ein radioaktiver Stoff verliert in

jeder Minute 3 Prozent seiner
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m>.  Wie grol misste der | Masse durch Strahlung. Zu Beginn
Holzbestand heute sein, wenn man | waren 100 Milligramm vorhanden.
mit einem jahrlichen Zuwachs von | Wie viele Milligramm sind nach 20
3,2% rechnet. (5 P) | Minuten noch vorhanden? (5P)

Die Ausfiihrliche Analyse ist im Anhang G zu finden, hier wird auf die
typischen Losungen und Fehler hingewiesen. In der ersten Aufgabe haben
5 bis 7 Schiiler die Teile richtig gelost, 1-2 die Aufgabe nicht angefangen.
Typische Fehler waren zum Teil die falsch verwendeten Potenzgesetzte
bzw. einfache Rechnungsfehler (Addition, Multiplikation, Division
wurden falsch durchgefiihrt; die Gleichungen wurden fasch umgeformt —
z.B. nur die eine Seite wurde multipliziert). Bei der Ungleichung wurde die
ikonische Représentation (der Funktionsgraph) bei keinem Schiiler
verwendet, obwohl diese Methode in den Stunden oft benutzt wurde. Die
Textaufgabe konnten insgesamt 6 Schiiler richtig 16sen: 3 davon mit der
entsprechenden Formel, 2 Schritt fiir Schritt und 1 Schiiler hat
sicherheitshalber beide Methoden verwendet. Vier Schiiler haben sich mit
dem Problem nicht beschéftigt. Typischen Fehler waren, dass die Schiiler
das Wachstumsfaktor nicht richtig angeben konnten (in der Gruppe A statt
1,032 haben einige 1,32 sogar 3,2 geschrieben, in der Gruppe B haben die
Schiiler das prozentuelle Wachstum nicht aus 1 subtrahiert, sondern dazu
addiert — auch mal teilweise falsch.)

Die Verteilung der Noten war pro Schiiler die Folgende:

Exponentieller GroRtest pro Schiler

4 ‘ ‘ ‘ |
0 | ‘ | I I | ‘ | | I | |
12 3 4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

w

8]

[y

4.3.Logarithmus Kleintest

Den Begriff des Logarithmus haben wir in dhnlicher Weise eingefiihrt wie
bei den exponentiellen Vorgidngen. Die Beispiele und Probleme, die den
Kindern schon von den exponentiellen Aufgaben gekannten waren, wurden
umgekehrt formuliert. Deshalb haben die Schiiler den Begriff Logarithmus
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fast fiir ,,selbstverstéindlich* gehalten. Die Schiiler haben den Ubergang
zwischen der exponentiellen und logarithmischen Funktion viel harmloser
erlebt, wie das laut meiner vorigen Erfahrungen vorgekommen ist. Das
Ergebnis des Tests wurde besser als der Durchschnitt der exponentiellen
Klassenarbeit, aber es konnte das Niveau des exponentiellen Kleintests
nicht erreichen. Das Ergebnis war 3,0.

Gruppe A
1. Bringe in eine einfachere Form! (3 Punkte)

2I0925 7log73 (1j|°9;7
2

2. Schreibe in Logarithmusform die folgenden Identitdten um! (3
Punkte)

1 3

2°=8 42 =2 814 =

1
27
3. Gib ohne Taschenrechner die genauen Werte an! (3 Punkte)
log,16= log, 32= Iogzéz
4. Gib ohne Taschenrechner die genauen Werte an! (6 Punkte)

3l+logs 5 52+logs 5 3611093 3
5. Bestimme den genauen Wert des Terms mit Hilfe der
Potenzgesetzte! (5 Punkte)
2lg2 + 31g5 +1g18 — 21g3
6. Stelle die folgende Funktion dar und charakterisiere sie! (6 Punkte)
f(x) =log,(x+2)—1

Die ersten drei Aufgaben beschiftigten sich mit der Definition des
Logarithmus. Die Mehrheit der Schiiler haben die Aufgaben richtig gelost
(14; 15; bzw. 9), entweder mit einem kleinen Rechenfehler oder sie haben
die Rechnung nicht zu Ende gefiihrt. In der vierten Aufgabe mussten die
Schiiler die Definition des Logarithmus, die Logarithmusgesetze und die
Potenzgesetzte verwenden. Acht Schiiler konnten alle drei Aufgaben
richtig 16sen, zwei weitere haben die Aufgabe richtig angefangen. Acht
Kinder haben die Aufgabe mathematisch falsch angefangen, z.B. die
Potenzgesetze konnten sie nicht richtig benutzten. Zwei Schiiler haben die
Aufgabe nicht angefangen. In der vierten Aufgabe konnten neun Schiiler
das Richtige Ergebnis erhalten obwohl zwei davon einen logischen Fehler
begangen haben. Vier Schiiler haben mathematisch richtig gerechnet, sie
haben sich aber verrechnet, drei haben die Aufgabe nicht angefangen. Die
letzte Aufgabe konnten lediglich nur drei Schiiler richtig darstellen und
analysieren. 6 Kinder haben nur den Definitionsbereich falsch angegeben,
ein Schiiler hat nur den Graphen richtig angegeben. Bei den anderen
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Schiilern gab es verschiedene weitere Fehler: falsche Verschiebung(en),
andere Funktionsgraphen (Gerade, Exponentialfunktion) oder ein Schiiler
hat die Asymptote nicht beachtet. Die Ausfiihrliche Analyse ist im Anhang
H zu finden.

Die Verteilung der Noten war pro Schiiler die Folgende:

Logarithmischer Kleintest pro Schiler

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

4.4. Zusammenfassende Klassenarbeit

Letztendlich haben die Schiiler eine komplexe Klassenarbeit geschrieben,
die alle wichtigen Themenbereiche der vorigen 33 Stunden enthalten hat.
60 Minuten standen ihnen zur Verfiigung. Die definitionsartigen Fragen
und die Funktionen wurden schon in den Kleintests abgefragt. In dieser
Klassenarbeit kamen die schwierigeren Aufgaben, wie Gleichungen,
Ungleichungen, Gleichungssysteme bzw. eine komplexere Textaufgabe
vor. Die vorherigen Kleintests umfassten in erster Linie die Erfordernisse
des ersten Teiles des ungarischen Abiturs mittleren Niveaus. Dieser Teil
hat ein Gewicht von 30% im Mathematikabitur. Die Aufgaben dieses
GrofBtests gehoren in erster Linie zum zweiten Teil des Abiturs, die 70%
des Endergebnisses bedeuten. Der Durchschnitt dieser schwierigen Arbeit
wurde 3,19.

Gruppe A

1. Lose die Gleichungen in der Menge der reellen Zahlen! Gib die

Bedingungen an, wo es notig ist!
a) 2x-1+2x-242x-3=896 (4 P)
b) 25%-30-5+125=0 (5P)
c) 2lg5+Ilgx=1-Ig2 (5P)
d)lg(x—4)+Ig (x+3)=1g (5x + 4) (6 P)
e) log, x+log, x+log,, x=7 (7P)
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2. Lose die Ungleichungen in der Menge der reellen Zahlen! Gib die
Bedingungen an, wo es notig ist!

2) (%) <8 5P)

b) log (x+7)>-1 (6 P)
3. Lose das Gleichungssystem in der Menge der reellen Zahlen! Gib
die Bedingungen an, wo es notig ist!

lgx +5lgy =7

{3lgx— 2lgy =4
4. Herr Zweifel iiberlegt, was er mit 30 000 € anfangen soll.
a) Beiwelchem Zinssatz wiirde er in 6 Jahren 40% mehr Geld besitzen?
(3P)

b) Welchen Betrag miisste er heute bei einem Zinssatz von 4,5%

anlegen, um in 15 Jahren 30 000 € ausgezahlt zu bekommen? (3 P)
c) In wie vielen Jahren wichst das Geld bei einem Zinssatz von 5%

mindestens auf das Dreifache des urspriinglichen Wertes? (3P)

(6 P)

Gruppe B
1. Lose die Gleichungen in der Menge der reellen Zahlen! Gib die
Bedingungen an, wo es notig ist!

a) 7x+2 _%.7x+1 _14‘7x—l+2.7x =48 (4 P)
b) 4)( _9.2X +8:O (5 P)
¢) Ig (x —4) +Ig (x + 3) = Ig (5% + 4) (5P)
d) Ig5x+lg(x-1) =1 (6P)
e) log, x+log, x+logy x =11 (7'P)

2. Lose die Ungleichungen in der Menge der reellen Zahlen! Gib die
Bedingungen an, wo es notig ist!

a) (2)*° >16 (5P)
b) Iogé(x+7)<—1 (6 P)

5

3. Lose das Gleichungssystem in der Menge der reellen Zahlen! Gib die

Bedingungen an, wo es notig ist!
{3" +2-2Y =11

5.3¥ _3.2Y =3 (6P)
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4. Frau Teuro tiberlegt, was er mit 50 000 € anfangen soll.

a) Bei welchem Zinssatz wiirde er in 10 Jahren 80% mehr Geld
besitzen? (3P)

b) Welchen Betrag miisste er heute bei einem Zinssatz von 5,5%
anlegen, um in 20 Jahren 50 000 € ausgezahlt zu bekommen? (3 P)

c) In wie vielen Jahren wichst das Geld bei einem Zinssatz von 6%
mindestens auf das Vierfache des urspriinglichen Wertes? (3P)

Die ersten zwei Aufgaben waren exponentielle Gleichungen zu l9sen. Je
sieben Schiiler haben die Aufgaben (vollig) richtig gelost. Im Teil a)
konnten noch 5 weiter die Potenzgesetze richtig verwenden. Leider bei drei
Kindern kam wieder vor, dass sie die Basis mit dem Koeffizienten
zusammengefasst haben. Die néchsten drei Gleichungen waren
logarithmische Gleichungen. Die Teile haben 9, 4 und 8 Schiiler richtig
gelost. Weiter Schiiler haben zum Teil die Logarithmusgesetze richtig
verwendet, aber die Termumformungen sind ihnen nicht richtig gelungen.

In der 2. Aufgabe waren einfache Ungleichungen zu Idsen, eine
exponentielle und eine logarithmische. Bei der exponentiellen
Ungleichung gab es nur zwei richtige Losungen, dagegen bei der
logarithmischen insgesamt 7. Das grofite Problem hatten die Schiiler mit
den Basen gehabt, die kleiner als 1 waren (aber grof3er als 0). Als typische
Fehler kann man erwéhnen, dass viele Schiiler die Potenz- bzw.
Logarithmusgesetze falsch verwendet haben. Es gab weitere Probleme mit
den einfachen algebraischen Umformungen. Die Losung hat nur ein
Schiiler auf der Zahlengeraden dargestellt, niemand hat bei der Losung die
Funktionsgraphen verwendet.

In der dritten Aufgabe mussten die Schiiler ein Gleichungssystem 16sen.
Insgesamt 7 konnten die Aufgabe richtig 16sen, 6 davon mit dem Einfiihren
neuer Variablen. Zwei weitere Schiiler haben neue Variablen eingefiihrt,
aber sie konnten die Aufgabe nicht weitermachen. Als typische Fehler kann
man erwéhnen, dass die Schiiler die Aufgabe falsch abgeschrieben haben,
oder bei der Losung ,einfache algebraische Fehler begangen haben.
Zweimal kam es leider wieder vor, dass die Basen mit den Koeffizienten
zusammengefasst werden: 2 - 2¥ = 47, Ein Schiiler hat die Aufgabe nicht
angefangen.

Den Teil a) der Textaufgabe haben insgesamt sechs Schiiler richtig geldst,
zwei weitere haben den Endwert richtig aufgeschrieben, kamen aber nicht
weiter. Zwei konnten den mathematischen Zusammenhang aufschreiben,
aber sie machten es nicht weiter. Fiinf Schiiler haben den Teil falsch
angefangen, der Rest hat nichts geschrieben. Den Teil b) haben sieben
Schiiler richtig geldst. Die anderen Schiiler haben die Aufgabe entweder
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falsch oder iiberhaupt nicht angefangen. Diesen Teil haben nur fiinf
Schiiler richtig geldst, aber nur einer hat bei der Antwort hochgerundet:
23,79 = 24. Zwei haben die Grundgleichung aufgeschrieben und zwei
weitere wollten die Antwort Schritt fiir Schritt berechnen, aber sie kamen
nicht zu Ende. Drei Schiiler haben die Aufgabe falsch angefangen. Neun
haben mit ihr iberhaupt nicht begonnen.

Wenn man die entsprechenden Aufgaben in der exponentiellen GroBtest
und der zusammenfassenden Klassenarbeit vergleicht kann man
feststellen, dass die Schiiler bei der Verwendung der Potenzgesetze, in der
Losung von exponentiellen Gleichungen einen Fortschritt gemacht haben,
obwohl die schwichsten immer wieder die typischen Fehler begangen
haben. Bei der Ungleichung und dem Gleichungssystem wurde der erste
Schritt von mehreren Schiilern getan, die Anzahl der richtig geldsten
Aufgaben hat sich wesentlich nicht verdndert. Die Textaufgaben konnten
in den zwei Arbeiten die gleichen Schiiler 16sen. Die Ausfiihrliche Analyse
ist im Anhang | zu finden. Die Verteilung der Noten war pro Schiiler die
Folgende:

Zsammenfassende Klassenarbeit pro Schiiler

5
0 | | | | | |
123 4 5 6 7 89

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

[e]

=

4.5. Zusammenfassung der Ergebnisse

Vor der Auswertung und Zusammenfassung der Ergebnisse muss man
betonen, dass das Experiment nicht in einer reprisentativer Weise
ausgewdhlten Schiilergruppe durchgefiihrt worden ist zu der -wegen des
entwickelnden Unterrichtsexperimentes- keine Kontrollgruppe zur
Verfiigung stand. Im vorherigen Jahr hatten die Schiiler einen anderen
Lehrer als ich, deshalb sind die Notendurchschnitte nur schwer zu
vergleichen. Jedoch zeigt sie am Ende der 10. und der 11. Klassen einen
kleinen Riickgang (von 2,71 auf2,57), was ein Zeihen dafiir sein kann, dass
die Schiiler nicht unbedingt wegen der ,,milderen” Benotung des neuen
Lehrers im geforschten Thema eine iiberdurchschnittliche Leistung
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gebracht haben. Aus den Griinden sind die klassischen statistischen
Rechnungen nicht oder nur bedingt zu verwenden, die erhaltenen Werte
geben nur die Richtlinien der Entwicklung an. Die Forschung stellt deshalb
eher qualitative als quantitative Fragen. Jedoch sind die
Notendurchschnitte, ihre Varianzen und Variationskoeffizienten wichtige
Merkmale dafiir, wie tief und einheitlich die Schiiler die verschiedenen
Lerneinheiten erlernen konnten. Neben den zusammenfassenden
Ergebnissen wird die Entwicklung von vier Schiiler vorgestellt.

Nach den Ergebnissen des Vortests wurde klar, dass die Schiiler
wesentliche Probleme mit den mathematischen Begriffen wie Potenzen,
Wurzeln und Funktionen haben. Wir mussten zuerst diese Teile
wiederholen, um die Erweiterung des Potenzierens, die Exponential- und
Logarithmusfunktion erlernen zu kdnnen. Im Vergleich mit dem Vortest
und den mathematischen Fahigkeiten haben die Schiiler den Test aus der
Wiederholung richtig geschrieben. Der Notendurchschnitt wurde um etwa
0,9 groBer. Typische Fehler kamen hier wie auch leider in den spéteren
Tests, wieder vor, z.B.: a**Y = a* + a¥, die Koeffizienten wurden mit der
Basis der Potenz zusammengefasst, die horizontale Versschiebung des
Funktionsgraphen wurde in die entgegengesetzte Richtung durchgefiihrt,
0.a.

Bei der Einfiihrung der Exponentialfunktion wurde darauf geachtet, dass
die Schiiler den Sinn —concept image — des mathematischen Inhaltes richtig
verstehen und mit Hilfe der richtigen Anwendung der Potenzgesetze die
Aufgaben gelost werden konnen. Im Kleintest, in dem definitionsartige
Aufgaben gestellt und eine Funktion abgefragt wurde, haben die Schiiler
wieder einen besseren Durchschnitt erreicht. Wéhrend der Analyse der
Schiilerarbeiten  stellte sich  heraus, dass die Schiler die
Exponentialfunktion gut verstanden haben, der Durchschnitt war 3,24. Es
kamen aber leider weiterhin typische theoretische Fehler vor: Falsche
Verwendung der Potenzgesetze, Probleme mit den Transformationen der
Funktion.

Die groBte Uberraschung fiir mich bedeutet der nichste GroBtest iiber
exponentielle Gleichungen, Ungleichungen, Gleichungssysteme bzw. eine
praktische Anwendung. Zwei grof3e Probleme habe ich gesehen. Einerseits
haben relativ viele Schiiler die einzelnen Aufgaben nicht angefangen,
andererseits haben viele Schiiler wieder typische theoretische Fehler
begangen. Nach der Riickgabe des Tests haben wir die Aufgaben griindlich
besprochen. Die Schiiler haben sich mit ihren Fehlern auseinandergesetzt.
Viele waren auch iiberrascht, welche Fehler sie begangen haben. Ich habe
sie darum gebeten, das Thema nochmals zu Hause zu wiederholen.
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Als wir den Logarithmus anfingen, haben wir die Potenzgesetzte bewusst
oftmals wiederholt. Das hat scheinbar geholfen. Den schweren und
abstrakten Begriff des Logarithmus bzw. die Logarithmusgesetze haben
die Schiiler durch die realistischen Aufgaben relativ gut verstanden. Sie
haben sowohl den logarithmischen Kleintest, als auch die
zusammenfassende Klassenarbeit mit einem guten Ergebnis geschrieben
(3,19).

3,5
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Unter den Schiiler konnte man aber grofle Unterschiede entdecken. Nicht
nur die Ergebnisse der einzelnen Tests waren unter den Schiilern
unterschiedlich, sondern auch Standardabweichung der Ergebnisse
einzelner Schiiler. Es werden hier die Ergebnisse von vier Schiilern der
Gruppe kurz vorgestellt:

Nr.2 brachte eine sehr ausgeglichene Leistung. Ihr Durchschnitt war: 4,86;
Standardabweichung: 0,35. Sie hatte eine 5 am Anfang des Jahres und sie
war die einzige, die am Ende der 11. Klasse eine 5 bekommen hat. Die
Tests hat sie fast ausschlieBlich fehlerfrei geschrieben. Der exponentielle
Kleintest war bei ihr alleine eine 4. In diesem Test fehlte ihr 1 Punkt fiir

1 1 1
die Fiinf, die erste Potenzidentitdt hat sie falsch geschrieben: p3 - p2 = ps

hat sie angegeben.

Nr. 19 ist mit einer Eins in die Klasse gekommen, und sie hat leider am
Ende des Jahres wieder eine 1 bekommen. Sie konnte nur kurzfristig die
einfachsten Informationen speichern, die definitionsartige Aufgaben 16sen.
Alle geschriebenen Arbeiten hat sie zu Ende geldst, aber im Allgemeinen
hat sie oft schon im ersten oder zweiten Schritt einen theoretischen Fehler
begangen. Die gleichen Fehler kamen immer wieder vor: Potenzgesetze
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2 2 2

1 3 2 3 6\ 3
wurden falsch verwendet (z. B.: (pE-pZ)3 = (pZ-pZ)3 = (pZ)3 oder
6-3*¥ =18*, o0.4.); sie konnte weder die Exponential- noch die
Logarithmusfunktion darstellen, sie hat die Textaufgaben nicht verstanden,
sie konnte sie in eine mathematische Form nicht umformen. Ihr konnte das

Unterrichtsexperiment nicht dazu bewegen, den Lehrstoff richtig zu
erlernen.

Nr. 9 war in der Klasse ein durchschnittlicher Schiiler. Er hatte am Ende
des Vorjahres eine 2 aber er konnte dieses Ergebnis am Jahresende auf eine
3 korrigieren — mit einem guten ersten Halbjahr, in dem das Experiment
durchgefiihrt worden ist und mit einem schwachen zweiten Halbjahr. Er
hat sowohl im Vortest eine Zwei geschrieben, sogar die Wiederholung ist
ihm noch schlechter ausgefallen. Er konnte im in den ersten zwei Tests die
Potenzgesetze nicht richtig verwenden, mit der Darstellung und Analyse
der Funktionen hatte er auch Schwierigkeiten (im Vortest hat er die
Wertetabelle falsch ausgelost, so bekam er eine ,,krumme* Gerade). In dem
exponentiellen Kleintest hat er nur bei einem zusammengesetzten
Potenzgesetz einen Fehler begangen, ansonsten waren die anderen
Aufgaben richtig. Die exponentielle Funktion hat er richtig dargestellt, er
konnte die Eigenschaften richtig angeben. Ahnliches kann man iiber die
exponentielle Arbeit sagen — in der Ungleichung hat er die Relation nicht
umgedreht, im Gleichungssystem hat er neue Verdnderliche eingefiihrt,
aber am Ende hat er die Werte der urspriinglichen Variablen nicht
angegeben. Er hat die Potenzgesetzte richtig verwendet. Ihm habe die
realistische Einfiihrung viel geholfen, dadurch hat er das Potenzieren,
Wurzelziehen richtig verstanden. Nach der Einfithrung des Logarithmus
hatte er wieder Probleme, er konnte im logarithmischen Kleintest die
Aufgaben 16sen, die mit der Definition zusammenhéingen, obwohl er eben
die erste Aufgabe falsch geldst hat. Die Logarithmusfunktion konnte er
zwar nicht richtig darstellen, bei den Eigenschaften stellte es sich aus, dass
er die Transformationen verstanden hat (f(x) = log,(x + 2) — 1: streng
monoton steigend; keine Extrema; Asymptote: x = —2; R = R). Die Note
war hier 2. In der zusammenfassenden Klassenarbeit hat er wieder gut
geleistet, er hat eine Vier bekommen.

Nr. 17: Dieser Schiiler ist mit einer 2 gekommen und am Ende des Jahres
hat er wieder eine 2 bekommen. Das Vortest und die Wiederholung haben
die Note bestitigt, der Schiiler hatte wesentliche Probleme mit Potenzieren,
Potenzgesetzen und mit den Funktionen. Der exponentielle Kleintest ist
ihm dagegen fast fehlerfrei gelungen, in der 3. Aufgabe hat er den letzten
Schritt, die Zusammenfassung falsch gemacht. Die Exponentialfunktion
konnte er richtig darstellen, alle Eigenschaften waren richtig. Die
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exponentielle GroBarbeit ist ihm nicht gut gelungen: hier kommen zum
Teil alte Fehler zuriick: er hat nur die eine Seite der Gleichung 1b) durch 3
geteilt, in 1c) hat er den Koeffizienten mit der Basis zusammengefasst
(6 - 3% ist bei thm im weiteren Schritt, wenn 3* = a verwendet wird 18a);
bei der Ungleichung hat er die Richtung der Relation falsch angegeben; das
Gleichungssystem und die Textaufgabe konnte er nicht 16sen. Er erhielt fiir
die Arbeit eine 2. Den logarithmischen Kleintest hat er dagegen fast
fehlerfrei  geschrieben: sowohl die Definition als auch die
Logarithmusgesetze ~ wurden  richtig  verwendet. Er hat die
Logarithmusfunktion (mit der Asymptote) richtig dargestellt und
analysiert. In der groBBen Klassenarbeit hat er wieder die Gesetzte richtig
verwendet, aber die Richtung der Relation war falsch. In der letzten
Aufgabe konnte sie die Teile a) und b) Losen und hat angefangen den Teil
c) Schritt fiir Schritt zu berechnen, das ist ihm aber nicht gelungen. Die
Note der Klassenarbeit war 4. Diesem Schiiler hat die realistische
Einfiihrung der neuen Begriffe, der neuen Zusammenhéange viel geholfen,
die weitere Teile des Lehrstoffes der Klasse 11 bedeuteten ihm wesentliche
Schwierigkeiten.

8. Tabelle: Die Noten der Schiiler — eigene Quelle

Alle Ergebnisse pro Schiiler

1 2 3 4 5 6 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

O B N W b U1 O

B 10.Jahrese. W Vortest B Wied. HExp. klein B Exp. Grol ™ Log klein B Zusam.KA

Wenn man die Tests betrachtet, kann man behaupten, dass die
Variationskoeffizienten der Ergebnisse der Tests zwischen etwa 0,315 und
0,471 liegen, der durchschnittliche Variationskoeffizient aller Noten ist
0,43. Das unterstiitzt die Tatsache, dass es unter den Schiilern grof3e
Abweichungen gab. Die Arbeit, die von den Noten her am meisten
ausgeglichen ist, ist die letzte, zusammenfassende Klassenarbeit
(Notendurchschnitt:  3,19; Standardabweichung: 1,01; Variations-
koeffizient: 31,7%). Das zeigt mir, dass das Erlernte nach 33 Stunden
eingewurzelt ist (s. Anlage).
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5. Zusammenfassung, Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde ein entwickelndes Unterrichtsexperiment —
ndmlich eine andere Methode fiir den Unterricht der exponentiellen und
logarithmischen Funktionen und ihrer Anwendungen dargestellt. Die
Ergebnisse wurden unter die Lupe genommen. Uberwiegend drei Sachen
motivierten mich das Experiment durchzufiihren. (1) Zuerst wollte ich einen
anderen Weg finden, auf den die Schiilerinnen und Schiiler den Begriff
Exponential- und Logarithmusfunktion besser, griindlicher und tiefer
verstehen konnen. Es geht hier nicht nur um ,,gute Schiiler, sondern auch um
solche, die grundlegenden Probleme sogar mit einfacheren mathematischen
Begriffen, Sachverhalten, Zusammenhingen haben. In der Gruppe, in der das
entwickelnde Unterrichtsexperiment stattfand, wurde sogar Mathematik auf
Deutsch unterrichtet, obwohl die Muttersprache der Kinder ungarisch war.
Dadurch war die Situation noch schwieriger und deshalb war es noch wichtiger
eine Methode zu finden, die den Schiilern beim Lernen helfen kann. Ich wollte
eine Methode entwickeln, die nicht nur ich, sondern auch andere Kolleginnen
und Kollegen erfolgreich verwenden konnen. Das Gymnasium, der Ort des
Experiments war in der giinstigen Lage, auch Computer und Beamer sichern
zu konnen. Damit konnte der Lehr- und Lernvorgang viel effektiver gestaltet
werden. (2) Die andere Motivation war einerseits, zu den didaktischen
Forschungen des Unterrichts von Funktionen beizutragen, andererseits durch
diese Forschung der herkommlichen Mathematikdidaktik neue Impulse zu
geben. (3) In Ungarn gibt es kaum entsprechende Unterrichtsmaterialien zum
Thema auf Deutsch. Zu dem Experiment wurde deshalb ein deutschsprachiges
Unterrichtsmaterial entwickelt.

5.1. Weitere Aspekte der Forschung

Wihrend der Zusammenstellung und Abwicklung des entwickelnden
Unterrichtsexperiments wurden drei weitre Aspekte immer vor Augen
gehalten: (1) Die begriffliche Entwicklung der Schiiler; (2) Die Entwicklung
des Funktionsbegriffs der Schiiler; (3) Die Entwicklung des Problemlsens der
Schiiler. In den Stunden wurden die Begriffe bewusst verwendet und von den
Schiilern wurde auch erwartet sich mathematisch so exakt wie moglich
auszudriicken. Der zweite Aspekt war, wie sich der Funktionsbegriff bei den
Schiilern im Laufe der Zeit entwickeln kann. In den neunten und zehnten
Klassen haben sich die Schiiler viel mit den Funktionen und ihren
Eigenschaften beschéftigt. Die Ergebnisse des Vortests haben mich darauf
aufmerksam gemacht, dass die Schiiler der unterrichteten Klasse wesentliche
Wissensliicken auf diesem Gebiet vorweisen. Der schwéchste Teil jedoch war,
in dem die Schiiler Beispiele fiir lineare bzw. quadratische Funktionen aus dem
Alltagsleben benennen mussten. Diese niederschmetternden Ergebnisse haben
mich darin bestirkt, den Schiilern wahrend des Unterrichts das Wechseln
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zwischen den enaktiven, ikonischen und symbolischen Repréisentationen des
Funktionsbegriffes zu erleichtern. Bei der Einfiihrung der exponentiellen und
logarithmischen Vorgidnge, Funktionen wurden schon die Graphen der
Funktionen verwendet. Bei vielen weiteren Aufgaben wurde auf die
Eigenschaften der Funktionen hingewiesen und diese benutzt. Die Schiiler
haben sowohl in den Stunden als auch zu Hause GeoGebra mit Vorliebe
benutzt. Die Teilergebnisse der Tests auf diesem Gebiet haben gezeigt, dass
mehr Schiiler mit den Funktionen und ihrer Anwendungen besser umgehen
konnten als vorher. Die dritte Frage ist die Entwicklung des Problemlosens.
Probleme 16sen zu konnen verlangt vom Problemldser einen
zusammengesetzten Gedankengang, ein strategisches Verfahren. In der
Gruppe bedeuteten in erster Linie die Textaufgaben die Probleme. Die neuen
Formulierungen der Aufgaben, die Fragestellungen, die verschiedenen neuen
Teilgebiete  des  Lebens  (Vermehrung  verschiedener  Sachen,
Finanzrechnungen, Halbwertszeiten usw.) bedeuteten fiir die Schiiler eine
groe Herausforderung. Sie mussten die Probleme verstehen, die
Zusammenhdnge mit den Exponential- und Logarithmusfunktion finden.
Deshalb trug in diesem Experiment das richtige Verstehen des
Funktionsbegriffs auch zum erfolgreichen Problemlosen bei. Die Schiiler
mussten die Angaben, die Bedingungen und die Fragen in die mathematische
Sprache iibersetzen, die wichtigen und unwichtigen Informationen
voneinander trennen, Gleichungen, Ungleichungen aufschreiben und auflésen,
die Ergebnisse testen und sie interpretieren. Die selbstindige Lésung von
Textaufgaben hat das schlechteste Ergebnis der Tests gebracht, was fiir mich
nicht iiberraschend war. Diese Art des Denkens braucht ein stiandiges Training
in allen Klassenstufen.

5.2. Die Forschungsfragen

Am Anfang des entwickelnden Unterrichtsexperiments wurden zwei
Forschungsfragen gestellt.

1. Wie beeinflusst die Effektivitit des Unterrichts vom Thema
"Exponentielle und logarithmische Vorginge" die Anwendung der
Hauptideen des realistischen Mathematikunterrichts?

2. Wie kann man die Effektivitit des Unterrichts vom Thema
"Exponentielle und logarithmische Vorgédnge" mit Hilfe GeoGebra
Software erhohen?

Die Schiiler des entwickelnden Unterrichtsexperiments hatten bedeutende
Schwierigkeiten und Méngel, sowohl mit dem Thema Potenzieren als auch mit
anderen mathematischen Konstruktionen (Losen von linearen und
quadratischen  Gleichungen, = Termumformungen,  Verstehen  von
Textaufgaben, Problemen). Die obige Behauptung stellte sich aus den
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Erfahrungen in den Stunden und aus den Ergebnissen der Tests heraus. Nach
diesen Beobachtungen war besonders wichtig, die Themen der exponentiellen
und logarithmischen Vorgénge so einzufiihren, dass die Schiiler diese Begriffe
schon von Anfang an verstehen koénnen. Dabei haben die einfiihrenden
Probleme viel geholfen. Die Schiiler haben die Probleme auf , natiirliche
Weise* behandelt. Anhand der Stunden und Tests kann man behaupten, dass
diese Art der Einfithrung der obigen Begriffe effektiv war und dabei geholfen
hat, die Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion und ihrer Anwendung
zu verstehen. Die Probleme, die wiahrend der Stunden und Tests vorgekommen
sind, stammten oft aus vorigeren mathematischen Mangeln — wie das Auflésen
von Gleichungen, grundsitzliche Potenzgesetze. An diesen Mangeln haben wir
wihrend den Stunden viel gearbeitet.

Im Klassenzimmer hatten wir Gliick mit der technischen Ausstattung. Der
Raum verfiigte liber einen Computer, Beamer und Internetanschluss. Fast in
allen Stunden wurden diese elektronischen Mittel benutzt. Der einfithrende
Film von Beutelspacher, die online Aufgaben, aber in erster Linie die Software
GeoGebra haben wihrend des Unterrichts sehr viel geholfen. Viele Schiiler
haben die Software auch zu Hause heruntergeladen und verwendet. Wir haben
das Programm bei der Einfiihrung der Begriffe, bei den Funktionen, bei der
graphischen Losung einiger Gleichungen, bei den Ungleichungen, weiterhin
bei den Textaufgaben benutzt. Oft haben die Schiiler in den Stunden GeoGebra
selbst benutzt. Die Software und die technischen Hilfsmittel eindeutig dazu
beigetragen haben, den Begriff der Exponential- und Logarithmusfunktion und
ihre Anwendungen verstehen zu kdnnen.

Es steht bereits im Vorwort steht. Die neuen Herausforderungen des
Unterrichts, des Lebens regt die Didaktiker der Mathematik an, immer
effektivere Methoden zu finden, mit denen die Lehrer den Schiilern die
Mathematik nach- und nach beibringen konnen. Andererseits ist das Spektrum
der Schiiler immer breiter, die das Abitur ablegen wollen oder studieren
mochten. Deshalb ist es wichtig die Mathematik so zu unterrichten, dass auch
die Schiiler erreicht werden konnen, die frither dazu keine oder wenig
Moglichkeiten hatten. Die verwendete Methode konnte eine Moglichkeit
bedeuten, Mathematik auch diesen Schiilern ndher zu bringen. Die Lehrstoffe
der Jahrgiange 11 und 12 sind abstrakt genug, sie mit realistischen Methoden
einzufiihren, die neuen Zusammenhénge zu entdecken. Diese Themen sind
Trigonometrie, Koordinatengeometrie, Folgen, Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Nach dem Experiment habe ich die Schule und zugleich das Schulsystem
gewechselt. In der Deutschen Schule Budapest wird nach dem
Schulcurriculum von Baden-Wiirttemberg unterrichtet, wo dieses Thema
vollig anders gelehrt wird als im ungarischen Schulsystem. Jedoch konnte ich
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das ausgearbeitete Lehrmaterial sowohl am Anfang des Themas als auch bei
der Verstiandigung der Zusammenhinge gut gebrauchen.

5.3. Ausblick

Nach der Auswertung der Ergebnisse habe ich mit den Kollegen im
Gymnasium die Erfahrungen besprochen und auch ihnen den Lehrstoff
iiberreicht. Ich wollte ihn auch in den nédchsten Jahren verwenden, erginzen
und auch andere Lerneinheiten mit der erprobten Methode bearbeiten. An Ende
des Schuljahres habe ich aber sowohl die Schule als auch das Schulsystem
gewechselt.

Die neue Schule ist die Deutsche Schule Budapest. Hier wird nach dem
Lehrplan von dem Bundesland Baden-Wiirttemberg unterrichtet. Da ich in
diesen fiinf Jahren dort viele Erfahrungen gesammelt habe, finde ich es sehr
aufschlussreich, einen kleinen Uberblick zu geben, wie nach diesem Lehrplan
mein Forschungsthema unterrichtet wird. Im Gymnasium wird die
Lehrbuchserie Lambacher-Schweizer benutzt. Im Gegenteil zu Ungarn, wo das
Thema exponentielle und logarithmische Vorginge in dem 11. Jahrgang
unterrichtet wird, kommt es schon in der 9. Klasse vor. Der Aufbau und die
Zielsetzungen unterscheiden sich stark vom ungarischen Lehrplan. So ist auch
die Struktur anders als die der ungarischen Biicher. Der Bildungsstandard fiir
Mathematik formuliert in den Leitgedanken zum Kompetenzerwerb fiir
Mathematik  folgendermallen: ,,Der Mathematikunterricht in  den
Klassenstufen 9 und 10 ist gekennzeichnet durch zunehmend selbststindiges
und bewusstes Lernen. Der Lernfortschritt wird hierbei durch kooperative
Arbeitsformen unterstiitzt. Durch die Hinzunahme von Fragestellungen aus
anderen Fachgebieten werden die Problemldsefihigkeiten erweitert und eine
horizontale Vernetzung auch iiber Fachgrenzen hinaus erzielt. In diesem
Zusammenhang gewinnt die Methode der Modellbildung besondere
Bedeutung. Die erweiterte Nutzung des grafikfihigen Taschenrechners und
der Einsatz moderner Technologien wie Tabellenkalkulation, Grafiksysteme,
dynamische Geometriesysteme, Algebrasysteme, Simulationsprogramme
sowie das Internet werden im Unterricht gezielt eingesetzt. Neben der
Bearbeitung komplexer Aufgaben sind nun auch Zugdnge zu neuen
Problemtypen sowie die Beschaffung und Auswertung umfangreicherer
Datensdtze moglich. (...) Die zunehmende mathematische Kompetenz der
Schiilerinnen und Schiiler gestattet die Bearbeitung komplexerer,
realititsnaher Fragestellungen unter der Leitidee , Modellierung®. Sie
fordert dabei eine zunehmende Funktionskompetenz. Dazu gehort
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insbesondere das Verstdndnis fiir den Unterschied zwischen diskreten und
kontinuierlichen Betrachtungsweisen. 4

Aus diesen Leitideen habe ich vier hervorgehoben, die ich wihrend meiner
Forschung fiir besonders wichtig gehalten habe:

e kooperative Arbeitsformen;

e die Methode der Modellbildung;

e Die erweiterte Nutzung des grafikfihigen Taschenrechners und der
Einsatz  moderner  Technologien  wie  Tabellenkalkulation,
Grafiksysteme, dynamische Geometriesysteme, Algebrasysteme,
Simulationsprogramme sowie das Internet werden im Unterricht
gezielt eingesetzt.

e Bearbeitung komplexerer, realititsnaher Fragestellungen.

Diese Ziige des Lehrplans finde ich sehr sympathisch. Sie werden wirklich im
Lehrbuch gefordert und erwartet. Warum habe ich aber nicht dieses System
gewdhlt? Obwohl die Zielsetzungen dieses Unterrichts meinem
Entwicklungsversuch entsprechen, der Weg, die Methoden, wie sie erreicht
werden, die konkreten Ziele, die erreicht werden, entsprechen weder dem
ungarischen Nationallehrplan noch den Erwartungen, die ich an die
Themaeinleitung, an die Einfiihrung mathematischer Zusammenhénge gestellt
habe. Das ganze Thema ist in zwei groere Kapitel aufgeteilt. Im ersten Kapitel
werden die Potenzen und Logarithmen und einfache Potenz- und
Exponentialgleichungen, im zweiten die Wachstumsvorgénge eingefiihrt.

Im deutschen Unterricht kann man eine Reihe von praktischen Aufgaben
finden. Zu allen Abschnitten gibt es ein Paar Drillaufgaben, dann kommen
relativ viele Textaufgaben. Als Einfiihrung des Themas wird oft ein offenes
Problem gestellt, dann kommen zwei, drei geloste Beispiele. Die rein
mathematischen Zusammenhinge — Definitionen, Sitze — werden oft in rote
Kasten gestellt. Die Lehrsédtze werden nicht bewiesen.

14 http://www.bildung-staerkt-menschen.de/service/downloads/Bildungsstandards/Gym/Gym_M_bs.pdf
(23.07.2013, p 94)
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Wie man in der Thematik des Themenkreises sehen kann, beschaftigen sich
die ersten fiinf Absdtze mit Potenzen. Der Aufbau entspricht iiberwiegend dem
ungarischen Lehrplan, mit der Differenz, dass in Ungarn nach den
Potenzidentititen die Zehnerpotenzen, die wissenschaftliche Schreibwiese
unterrichtet wird. Danach kommen einige relativ einfache Potenzgleichungen.
Obwohl nur solche Potenzgleichungen angegeben sind, welche nach einigen
Umformungen mit einem einfachen wissenschaftlichen Taschenrechner zu
16sen sind, wird bei einigen verlangt, die Aufgabe, die Gleichung mit GTR®
graphisch und algebraisch zu 16sen. ES muss hier betont werden, dass die
Funktionen in diesem Jahr iiberhaupt nicht vorkommen, bis auf diese Lektion,
wo die Potenzfunktionen kurz besprochen werden. Was fiir mich am
interessantesten ist, dass nach diesem Abschnitt der Begriff des Logarithmus
kommt. Die exponentielle Funktion wurde vorher nicht eingefiihrt, in dieser
Lektion ist die Funktion f(x) = 2* dargestellt und erwihnt, dass die
Gleichung 2* = 16 einfach zu 16sen ist (erst in der ndchsten Lektion werden
die einfachsten exponentiellen Gleichungen besprochen). Dann kommen die
Definition des Logarithmus und eine einzige Identitét:

| Fiir den Logarithmus von Potenzen gilt: log, (xP) = p - log, (x). |

Bei den Aufgaben kann man Ubungen fiir die Umschreibung des Logarithmus
in Potenzform oder umgekehrt, bzw. einige Rechnungen finden. In diesem
Abschnitt kann man weder die Funktion, noch alltdgliche Beispiele noch
Gleichungen o.4. finden, ausschlieBlich diese einzige Lektion. Als ich diesen
Abschnitt unterrichtet habe, dann habe ich meinen Lehrplan fiir die Einfiihrung
verwendet, damit die Schiiler den Begriff mindestens ein bisschen tiefer
verstehen konnen. Aber bis Ende des zweiten Abschnitts hatte ich immer das
Gefiihl, wenn Logarithmus vorgekommen ist, dass der Begriff den Schiilern
fremd wirkt. Sie wissen nur, mit welchen Tastenkombinationen mit dem GTR
der gefragte Exponent auszurechnen ist. Die letzte Lektion dieses Abschnitts
beschéftigt sich mit Exponentialgleichungen —wieder ohne theoretische
Einfiihrung.

Im nidchsten Abschnitt werden einige Wachstumsvorgédnge behandelt. In
diesem Teil gibt es iiberwiegend Textaufgaben verschiedener Art. In der ersten
Lektion —Zunahme und Abnahme bei Wachstum- gibt es nur Textaufgaben,
alltdgliche Beispiele, die ich sehr gut finde. Hier lernen die Schiiler zwei
wichtige Begriffe kennen: absolute Anderung und relative/prozentuale
Anderung. In der zweiten Lektion werden thematisch das lineare und das
exponentielle Wachstum miteinander verglichen. Die Vorginge werden
sowohl direkterweise — explizite Darstellung — als auch rekursiv angegeben.
Beide Schemen werden sind im Buch zu finden:

15 GTR: graphischer Taschenrechner
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Lineares Wachstum: Exponentielles Wachstum:
Schrittweise: B(n + 1) = B(n) +d  Schrittweise: B(n+ 1) = k-B(n)
Direkt: B(n) =B(0)+d-n Direkt: B(n) = B(0) - k™

Unter den Aufgaben sind sowohl Textaufgaben als auch einfachere
Rechnungsaufgaben ohne alltdgliches Textumfeld. Die dritte Lektion bespricht
das exponentielle Wachstum, in erster Linie mit Hilfe von Finanzaufgaben.
Schon am Anfang sind vier ausgearbeitete Beispiele, wo man fiir alle vier
Parameter je ein Beispiel findet: Fiir B(n); B(0); k und fiir n. Das Buch zeigt
mehrere Moglichkeiten fiir den GTR-Gebrauch, wie man ihn programmieren
kann. In der vierten Lektion kommt man zum beschrinkten Wachstum,
welches in den ungarischen Schulen nicht unterrichtet wird. Das Buch gibt
dazu eine rekursive Formel an. Wenn man das 100. Glied wissen mochte, muss
man alle 99 vorliegenden Werte ausrechnen. Wenn man sich verrechnet, sind
alle weiteren Werte falsch. Um die Werte hoherer Gradzahlen ausrechnen zu
konnen, muss man schon den GTR verwenden. Wir erlernen, wie man den
GTR programmieren kann, dann lassen wir die Werte den GTR darstellen und
tabellarisch angeben. Die Fragen sind hier zum Teil offen, zum Teil konkret.

Aufgabe 3, Seite 102:

In einem entlegenen Gebiet in Asien sollen 100 000 Menschen vom
Flughafen aus mit Medikamenten versorgt werden. Die Anzahl der
versorgten Menschen soll mathematisch mit einem Wachstum beschrieben
werden.

a) Gib Griinde daflir an, warum ein beschrinktes Wachstum zu dieser
Beschreibung besser geeignet ist als ein lineares Wachstum oder ein
exponentielles Wachstum.

b) Die Anzahl der versorgten Menschen wird mit einem beschridnkten
Wachstum beschrieben. Man nimmt an, dass monatlich 40% der noch nicht
versorgten Menschen erreicht werden konnen. Wann sind 90% der
Menschen versorgt?

Die erste Frage ist sehr wichtig, damit die Schiiler iiberlegen, was der
Unterschied zwischen dem linearen, exponentiellen und beschrinkten
Wachstum ist. Wihrend der Uberlegung konnen die Schiiler schon
herausfinden, was die Parameter dieses Wachstums sind: B(0) =0; S =
100 000; ¢ =0,4 und B(n) =90000. Die Formel kannten sie schon:
B(n+1)=B(n)+c-(S—B(n)), wo S die obere Schranke oder das
Sattigungsmanko und ¢ den Wachstumsfaktor bedeuten. In diesem Beispiel
war n die Frage. Weil das Wachstum rekursiv angegeben ist, muss man hier
die Werte der Reihe nach berechnen. Bei welchem Schritt zum ersten Mal die
Zahl 90 000 erreicht wird, ist die Antwort. Bei dieser Aufgabe haben wir
wieder den GTR benutzt:
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Es wurde hier in vier Schritten gezeigt, wie wir den GTR programmiert, bzw.
das Ergebnis bekommen haben. Der GTR gibt automatisch fiir die erste Folge
die Bezeichnung ul(n) an. Den Buchstaben u konnte man verdndern, den
Argumenten n aber nicht. Deshalb miissen die Schiiler bei der Angabe das
Intervall dafiir bei 0 anfangen — automatisch fiangt die Nummerierung bei 1 an.
Die Ergebnisse sind in erster Linie graphisch, auf Wunsch auch tabellarisch
gezeigt. Bei diesem Beispiel kann man das Ergebnis einfach aus der Tabelle
ablesen — beim 5. Flug erreicht man den gewiinschten Anteil. In dem letzten
Abschnitt — Modellieren von Wachstum — werden verschieden Probleme mit
den oben genannten drei Wachstumsvorgéngen modelliert, man versucht hier
das passendste Modell zu finden. Das Buch gibt fiir die Modellierung die
folgende Definition an:

Die mathematische Beschreibung eines realen Wachstums nennt man
Modellierung. Eine Modellierung stimmt nicht immer mit allen Vorgaben
aus der Realitit liberein.

Hier wird auch der Begriff des logischen Wachstums definiert und noch darauf
hingewiesen, dass es weitere Modelle gibt.

Was ist das Ergebnis dieses Vergleichs mit meinem entwickelnden
Unterrichtsexperiment? Ich finde den deutschen Lehrplan an einigen Gebieten
sehr oberflachlich. In erster Linie dort, wo es am wichtigsten wire: Bei der
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Einflihrung, Vertiefung der Grundlagen. Das gilt in diesem Themenkreis fiir
die Potenzen, und noch eher gilt es fiir die Begriffe der exponentiellen und
logarithmischen Funktion. Hier fehlen mir auch die entsprechenden
Textaufgaben. Was weiterfiihrend als das ungarische Modell ist: Der Gebrauch
von technischen Mitteln, in erster Linie vom GTR. Natiirlich hat dieser
Taschenrechner auch Nachteile, aber ich denke, die Vorteile sind viel mehr,
wenn man ihn entsprechend benutzt (Vérady, (2013.)). Ich finde noch sehr gut,
wie das zweite Kapitel aufgebaut ist. Ich finde die Vielfalt der Aufgaben
iiberzeugend, der Autbau, die Beispiel sind hervorragend, die Schiiler arbeiten
damit gern. Was ich noch besonders ausgezeichnet finde, dass neben dem
linearen und exponentiellen Wachstum zwei andere besprochen werden, sogar
solche Beispiele auch gezeigt werden, die mit diesen Rechnungen exakt nicht
zu 16sen sind. Deshalb wird die Methode der Modellierung eingefiihrt. Ich
wiirde gerne den GTR und die weiteren Wachstumsvorgdnge mit der
Modellierung in das ungarische System integrieren.

5.4. Osszefoglalas

A magyar matematikaoktatas jellemzdje volt sokaig az absztrakt, formalis
targyalasi mod, a modellezési, gyakorlati feladatok elhanyagolasa. A tobb,
mint egy évtizedes, magyar és német nyelven tOrtént tanitds soran a
tizenegyedikes csoportokban sokszor tapasztaltam, hogy az exponencialis és a
logaritmus fiiggvényekkel és folyamatokkal kapcsolatos tananyagnal a tanulok
egy része kiilonbozoé nehézségekkel szembesiil. A hatvanyozas és gyokvonas
altalanositasa, a racionalis €s irraciondlis kitevOkkel torténd hatvanyozas
atismétlése és megtanuldsa utdn gyakran nem értik az exponencialis
folyamatokat, nem tudnak exponencidlis fiiggvényekkel, egyenletekkel,
egyenldtlenségekkel biztonsdgosan dolgozni, a szoveges feladatokat
(problémékat) nem, vagy csak részben tudjak helyesen értelmezni, megoldani.
Még nagyobb probléma tapasztalhato a logaritmus fiiggvénnyel kapcsolatban.
A fliggvény szokatlan irdsmodja, a részben meglepd azonossagok (pl.:
log,(b-c) =log, b +log,c; a,b,c>0;a+1), a szamologéppel nem

mindig kozvetleniil kiszamithaté eredmények (1. log; 5 = %) és az

exponencidlis és logaritmus fiiggvény kozotti kapcsolat jo néhany didk
szamara nehezen érthetd. Kiillondsen igazak a fenti megallapitasok a gyengébb
osztalyok és csoportok esetében.

A fejlesztd kisérlet sordn, a téma adta lehetOségeket kihasznalva, lehetdség
nyilt a modern technika hasznalatara is. A fliggvények abrazoldsanal,
transzformaldsanal, elemzésénél kihasznaltuk a GeoGebra nyujtotta elénydket,
igy az ikonikus megjelenités hatdsara a didkok szdmara a szimbolikus
reprezentacio is elérhetdbbé valt. A fliggvényeken tal, egyes egyszerii
egyenleteknél valamint egyenlOtlenségeknél is eredményesen fel lehetett
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hasznalni a szamitogép nyujtotta vizualis megjelenités eldnyeit. Az
exponencialis problémakban, a logaritmus ismerete nélkiil lehetett kozelitd
értekeket meghatarozni. A didkok az 6ran és sokan koziiliik otthon is szivesen
¢s eredményesen hasznaltdk a szdmitogépet.

A fejlesztd kisérlet célja egy olyan modszer kidolgozasa volt, amely
segitségével a diakok az exponencialis és a logaritmus fliggvényt valamint
alkalmazasait jobban megérthetik és jobban latjak az Osszefiiggéseket,
biztonsadggal oldanak meg a témakoron beliili feladatokat, problémakat. A
tananyag Osszeallitaisa soran gondosan tanulményoztam a Nemzeti
Alaptantervet, a forgalomban 1évo tankonyveket valamint szamos, a témaval
kozvetve és kdzvetleniil foglalkoz6 szakcikket, szakirodalmat. Megvizsgaltam
az utobbi évek, évtizedek matematikai iskolait valamint a matematikaval
kapcsolatban megfogalmazott elvarasokat. A kisérlet a 2010/11-es tanév
november elejétdl januar kozepéig zajlott, a pilisvorosvari Friedrich Schiller
Gimnaziumban. A kisérleti csoport két osztalybol tevodott 0ssze: a 11.c és a
12.s didkjainak egy részébdl. A csoportba azok a tanulok keriiltek, akik terveik
szerint nem kivantak a késobbiekben matematikaval foglalkozni, céljuk
kozéptavon a kozEépszintli matematika érettségi sikeres abszolvalasa volt (az
osztalyok masik fele kiilon 6t 6ras emelt szintli matematika csoportba kertilt,
ahol az emelt szintli matematika érettségire késziiltek).

A tananyag 0sszedllitdsandl, az 0j tartalmak bevezetésénél, az 0sszefliggések
megvilagitasanal fontos volt, hogy a tartalmak megfeleljenek a Nemzeti
Alaptantervben foglaltaknak, ugyanakkor amennyire csak lehet, valésaghoz
kozeliek legyenek. Ehhez a holland realisztikus matematikatanitas elemeit
hasznaltam felt. Ezen feliil segitségiil hivtam a szamitogépet, hogy a
figgvényeket, egyenleteket, egyenldtlenségeket, szOveges feladatokat
abrazolni tudjuk. Kiilonosen nagy figyelmet forditottam arra, hogy pl. a
linearis €s az exponencialis valtozas kozotti kapcesolatra €és a kiilonbségére
ravilagitsunk valamint, hogy a logaritmus fogalma ugyanazzal a példaval
keriiljon bevezetésre. Az Ordkon a gimndziumban forgalomban 1évé
tankonyvbdl tanultunk (Kosztolanyi: Sokszivii matematika), az egyenletekhez,
egyenlGtlenségekhez, egyenletrendszerekhez részben a meglévd példatarakat
(Zusammenfassende Aufgabensammlung Mathematik I-IV., és ,,Matematika
Gyakorlo és érettségire felkészitd feladatgylijtemény I”.) hasznaltuk. Ezen
feliil feladatokat kolcsondztem a www.mathepower.de oldalrol is. A
realisztikus bevezetéshez, az Osszefiiggések megvilagitasdhoz, a szdveges
feladatokhoz, fiiggvényekhez altalam 6sszeallitott feladatokkal is dolgoztunk.

A hipotézisek vizsgalatara a didkokat folyamatosan mértem, az eredményeket,
torténéseket folyamatosan dokumentaltam:
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(1) A mérés eldtesztel kezdodott, melyben azt vizsgaltam, hogy milyen
mértékben emlékeznek a didkok a kordbban megtanult hatvanyozasi,
gyokvonasi és fiiggvénytani ismeretekre, illetve mennyire tudjak oket
hasznalni.

(2) Akisérlet soran minden fontosabb és nagyobb rész utan a diakok tesztet
irtak, melyben az elsajatitott (1j anyagrészre vonatkozo tudast mértem.

(3) A kisérlet végén egy Osszefoglald nagydolgozatra keriilt sor, mely
magaban foglalta a kisérlet egész tananyagat.

(4) Az orakrol jegyzetek késziiltek, a didkokkal a folyamatos
kommunikacio segitségével feltartuk, mely részek mennek
konnyebben, és hol van sziikség mélyebb magyarazatokra, esetleg még
tovabbi gyakorlofeladatokra.

(5) Az orakrol hangfelvétel késziilt, amely segitségével késobb is fel
tudtam idézni az adott tanéra tartalmat.

(6) A diakok beleegyezésével bizonyos orakrdl fényképek is késziiltek a
munkaformak, a tablakép rogzitéséhez.

(7) A Kkisérlet végén a tanulok tobbségének flizete fénymasolasra keriilt az
6rai és az otthoni munkajuk (a hazi feladatok megoldasa)
dokumentalésara.

A fejleszto kisérlet elsé hipotézise:

1. A matematikatanitas realisztikus megkozelitése gazdagabb concept
image-hoz vezet a diakoknal, igy a fogalmakat, torvényszertségeket
érthetdbben és hatékonyabban tudjak felhasznalni.

A diakok tobbsége a kisérlet elején komoly nehézségekkel €s hianyossagokkal
kiizdott a hatvanyozés, gyokvonds és a fliggvényfogalom terén, a konkrét
problémakra az eldteszt vizsgalata vildgosan rdmutatott. A kisértet soran
probaltuk a matematikai 0sszefliggéseket realisztikus tartalommal megtoltent,
igy segitve a téma jobb megértését. Az orai tapasztalatok, valamint a mérések
eredményei alapjan megfigyelhetd volt, hogy az ilyen ,,gyakorlatias” példak
megoldasa sordan olyan didkok is becsatlakoztak a kozos gondolkodasba,
akiknek kiilonben nagyobb és mélyebb probléméjuk volt a hatvanyozassal,
gyOkvonassal. A teszek eredményei is a hipotézis aldtdmasztasa iranyaba
mutatnak. Kiilon érdemes kiemelni, hogy a logaritmus bevezetése is az
exponencialis példaval tortént, valamint a logaritmus ismerete nélkiil is —az
exponencialis fiiggvény grafikonjanak felhasznéalasaval- tudtunk kitevoket
becsiilni. A fent emlitett szempontok miatt a logaritmus fogalmanak bevezetés
szinte észrevétleniilt tortént meg, lathatdlag nem okozott a hallgatoknak

crer
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A masodik hipotézis:

2. A dinamikus computeralgebrai szoftver, a GeoGebra segitségével a
didkok motivaltabban dolgoznak, felhaszndldsaval jobban megértik a
fogalmakat, tudasuk ¢s képességeik stabilabbak, rugalmasabbak,
gazdagabbak ¢és felhasznalhatobbak lesznek.

A fejlesztd kisérlet tanterme szamitdgéppel, kivetitovel, vetitdvaszonnal volt
felszerelve és elérhetd volt az internet is. Az 6rdk nagy részénél aktivan
hasznaltuk ezeket az eszkozoket, elsdsorban a GeoGebra szoftvert, de a
témahoz kapcsolodd matematikai vided részleteket is néztlink. Ezen feliil
online feladatokat oldottunk meg. Az o6rakon a didkok aktivan hasznaltak a
szamitogépet. Ok abrazoltak a fiiggvényeket, és otthon is sokan t5ltotték le és
hasznaltak. Kiilonosen a szoveges feladatoknal volt hasznos, hogy a sziikséges
fiiggvényeket a megfelelé koordindtarendszerben tudtdk abrazolni, igy a
kozelité megoldast is le tudtak olvasni.

A kutatasi soran a kovetkezd aspektusok is fontosak volta. (1) A didkok
fogalmi fejlédése; (2) A didkok fiiggvényfogalmanak fejlédése; (3) A didkok
problémamegoldo képességének fejlodése. A fogalmi fejlodéssel kapcsolatban
elmondhatd, hogy a realisztikus bevezetés magdban foglalja azt a lehetdséget,
hogy a didkok megértik a matematikai tartalmat, azonban nem tudjak magukat
a megfeleld matematikai pontossdggal és terminologiadval kifejezni. Ezért
tudatosan figyeltiink az 6rdkon a szabatos szohasznalatra. A masodik ponttal
kapcsolatban mar az el6teszten kidertilt, hogy a didkoknak komoly problémaik
vannak a fliggvényekkel kapcsolatban. A fliggvényeket, grafikonjaikat és
tulajdonsagaikat a bevezetéstdl kezdve az egyenleteken keresztiil a szveges
feladatokig hasznaltuk, torekedve arra, hogy tudatosan hasznaljuk a megfeleld
fogalmakat. A kisérlet végére a didkok fiiggvényfogalma megfigyelhetéen
fejlodott. A harmadik teriilet, a problémamegoldas. A fejlesztd kisérlet
témakore kifejezetten nem a problémamegoldasra iranyult, azonban a
matematika tanitasatol elvalaszthatatlan a problémamegoldas fejlesztése. Ez a
kompetencia talan a legnehezebb a didkok szdmara. A bevezetésben is
taldlkozhattak a tanulok nyitott kérdésekkel, az utolsé fejezetekben pedig
konkrétan szoveges feladatokkal foglalkoztunk. Bar a didkok tobbségénél
megfigyelhetd volt a fejlédés ezen a téren is, azonban itt tovabbi fejlesztés
sziikséges.

A korabbi tanitsi tapasztalataim alapjan a tanuloknak komoly nehézségeik
vannak a kutatott teriileten. A fejlesztd kisérlet célja els6sorban az volt, hogy
olyan modszert taldljak az exponencidlis és logaritmikus folyamatok
bevezetésére és az ezekkel kapcsolatos matematikai tartalmak megtanitasara,
megtanulasara, amely segitségével a didkok konnyebben elsajatithatjak a
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vizsgalt tananyagot. A szamitogép, és az altala nyujtott vizualis reprezentacios
elénydket hasznaltuk ki a tandrakon.

A tesztek eredményei és a didkokkal folytatott beszélgetések alapjan a kisérlet
soran javultak a didkok eredményei. Nagyon jol fogadtak a realisztikus
megkozelitést ¢és egylitt tudtuk feltarni a matematikai Osszefiiggéseket.
Jelentésen konnyebben értették meg az exponencialis novekedés fogalmat, a
raciondlis és irracionalis kitevdjii hatvanyozast és a logaritmus fogalmat szinte
,.természetesnek” vették.

Terveim kozott szerepel, hogy a kozépiskolai tanagyagbodl azokat a fejezeteket
is hasonldan feldolgozzam, melyekkel a didkok nem mindennap taldlkoznak,
igy a megértésiik sokkal nehezebb. Ilyen témakorok lehetnek példaul a
trigonometria, sorozatok, de akar a koordinatageometria, algebrai kifejezések
vagy a kiilonboz6 fiiggvénytipusok is idesorolhatok lehetnek. Erdekes és
egyben hasznos kisérletet lehetne tervezni a mar fentebb emlitett magyar és
Baden-Wiirttembergi alaptanterveket dsszehasonlitva, kozben mindkettének
az erényeit kiemelve.

5.5.Summary

Up until now the Hungarian mathematical educational system has been
characterized as an abstract formal school system where the demonstrations
and the practical exercises were not emphasized enough. Based upon my
experience as a calculus teacher for more than one decade, most pupils from
class 11 have difficulties with exponential and logarithm functions and their
applications. They often do not understand the exponential procedure, cannot
manipulate with exponential functions and cannot work confidently with
equations, inequations, however the generalization of root and powering and
powering with rational and irrational indexes have been already been learnt
and reviewed. Furthermore, they cannot or only partly can correctly translate
and solve the word problem exercises. The situation is even more serious in
connection with logarithm functions. The unfamiliar symbolism of the
function, its partly surprising rules (e.g. log,(b-c)=1log,b+
log, c; a,b,c > 0;a # 1), the fact that the results cannot always be directly

calculated with calculator (see logs; 5 = Lo 5), and the relation between the

log3
exponential and logarithm functions are difficult to understand for most pupils.
It is especially true in classes and groups that are not very good at mathematics.

During the developmental research pupils had the opportunity to take the
opportunities supplied by the topic and use modern technology. They utilized
the advantages provided by GeoGebra while plotting, transforming or
analysing functions, hence the symbolic representation could be revealed by
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the pupils as a result of iconic appearance. Besides functions, they could also
use the advantages of visualization provided by the computer effectively when
they calculated with some equations and inequations as well. In the case of
exponential problems, it was possible to determine approximate values without
knowing the definition of logarithm. Pupils used the computer in class and
many of them at home as well, with pleasure and with good results.

The objective of the developmental research was to work out a method through
which pupils can understand the exponential and the logarithmic functions and
their applications better, which helps them understand and recognize relations
and solve problems and do exercises with bigger confidence within the topic.
During the creation of the syllabus I carefully examined the National
Curriculum, the school books available, and several special articles and books
related closely or mediate to the topic. | examined the mathematical schools
and requirements of the recent years and decades. The research was being
executed from the beginning of November to the middle of January in the
2010/11 school year in Friedrich Schiller Grammar School in Pilisvorosvar.
The research group consisted of pupils from two classes: some pupils from
11.c and some from 12.s. The group consisted of those pupils who did not plan
to deal with mathematics in their future; their middle-term plan was to absolve
the intermediate mathematical maturity examination. (The other part of the
class formed a higher level mathematics group with five special mathematics
lessons, where pupils were preparing for the higher level mathematics maturity
examination. This means that the greater part of the group was not particularly
good at mathematics.

During the creation of the syllabus, the introduction of new contents, and the
explanation of connections it was important that the content corresponded with
the National Curriculum, but at the same time it had to be as realistic as
possible. To reach this, | used the elements of the Dutch realistic mathematics
teaching. Furthermore, | used the computer as a tool to represent functions,
equations, inequation and word problems. | paid special attention to reflect on
the relation and difference between the exponential and linear change and that
the logarithm was introduced through the same example. In the lessons we used
the available school books (Kosztolanyi: ,,Sokszinli matematika” Colourful
Mathematics), for equations, inequations and equation systems we partly used
the already given exercise books (Zusammenfassende Aufgabensammlung
Mathematik I-IV., and ,Matematika Gyakorld és érettségire felkészitd
feladatgylijtemény I”. ,Practice and Exercise Book for the Maturity
Examination”). Furthermore, [ wused some exercises from the
www.mathepower.de page. For the realistic introduction, lighting up relations,
for world problems and functions we also used exercises that were created by
me.
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To examine the hypotheses pupils were continually being evaluated, results
and events were constantly being recorded.

(1) The evaluation began with a pre-test, in which | examined to what
extent pupils remembered knowledge of exponentiation, evolution and
functions that had been learnt previously, and to what extent they could
utilize this knowledge.

(2) During the research pupils wrote a test after each important and greater
chapter, in which their knowledge of the studied new topic was
measured. Results of the tests were constantly being evaluated, and in
case incompleteness came to light, we supplemented and replaced the
missing information integrated into the syllabus.

(3) Atthe end of the research there was a post-test written that included the
whole material of the research.

(4) Minutes were made in the lessons, and through contiguous
communication with the pupils we explored which parts were
understood better and which parts needed further explanation and
practice.

(5) The lessons were audio recorded, which helped me remember the
content of each lesson.

(6) With the consent of pupils’ photos were made of some lessons to record
work forms and the blackboard outlook.

(7) At the end of the research the exercise books of most pupils were
photocopied to record their work in the lessons and at home (homework
tasks).

The first hypothesis of the developmental research:

1. The realistic concept of mathematics teaching leads to a richer concept
image of the pupils. They can apply the concepts and theorems more
comprehensively and more effectively.

At the beginning of the research most pupils had serious difficulties with the
topics of powering, roots and the phenomena of the function, and the pre-test
showed exactly what the actual problems were. During the research we tried
to fill the mathematical context with realistic content, thus helping better
understanding of the topic. Based on the lessons and the measurements we can
say that when we were solving such ,,practical” exercises those pupils also
participated in brainstorming who had bigger and more serious problems with
the exponential and roots. The results of the tests also seem to confirm the
hypothesis. It has to be emphasized that the introduction of logarithm was also
done through the exponential example and that without the knowledge of
logarithm —using the exponential function graph- we were also able to estimate
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exponents. Due to all of these aspects the introduction of logarithm was almost
unseen, it did not cause difficulties to pupils, and they took the definition and
use of the logarithm for granted.

The second hypothesis:

2. GeoGebra, the dynamic computer algebra software, motivates students
to solve the exercises which increases their understanding of their
concepts. Students” knowledge and skills become more stable, flexible,
deeper and more applicable.

The classroom of the developmental research was equipped with a computer,
a projector and a screen, and the internet was also accessible. In most lessons
we actively used these tools, mainly the GeoGebra software, but we watched
excerpts of mathematical videos connecting to the topic as well. Furthermore,
we solved online exercises. Pupils actively used the computer in the lessons.
They represented the functions and many of them downloaded and used the
software at home. It was especially important in the case of word problems that
they could represent functions in the appropriate coordinate system, so they
could read off the approximate solution.

During the research the following aspects were important: (1) Pupils’
conceptual development; (2) Pupil’s concept of functions development; (3)
Pupils’ problem solving abilities development. In connection with the
conceptual development it can be stated that the realistic introduction provides
the opportunity that pupils understand the mathematical content, but they still
cannot express themselves with the suitable mathematical accuracy and
terminology. Therefore, we paid attention to the precise usage of terminology
in the lessons. Regarding the second question, the pre-test already pointed out
that pupils had serious problems with the functions. Functions, their graphs
and characteristics were being used from the introduction, through the
equations until the word problems, aspiring to use the appropriate expressions
consciously. By the end of the research the function concept of the pupils
noticeably developed. The third question was problem solving. The topic of
the research was not exactly problem solving, but the development of problem
solving abilities is inseparable from mathematics teaching. This competence
may be the most difficult area for pupils. They met open questions already in
the introduction, and in the last unit the topic was concretely word problems.
Although most pupils showed improvement in this area as well, further
development is necessary here.

Based on my previous teaching experiences, pupils have serious difficulties in
the researched area. The main purpose of the developmental research was to
find a method to introduce the exponential and logarithm processes and to
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teach and learn the relevant mathematical content that helps pupils learn the
material more easily. In the lessons we utilized the computer and the
opportunities of visual representation that the computer provides.

Based on the test results and the interviews with pupils results improved during
the research. They accepted the realistic approach easily and we could explore
the mathematical context together. They understood the exponential increase,
the rational and irrational exponential considerably more easily, and they took
the logarithm almost ,,for granted”.

| am planning to process those chapters of the secondary school material
similarly that pupils are not exposed to generally, and the understanding of
which is therefore much more difficult. Such topics may be for example
trigonometry, sequences, but even coordinate geometry, algebraic expressions
or different function types. It might be an interesting and useful experiment in
the same time to compare the curriculum of the above mentioned Baden-
Wiirttemberg province and the Hungarian curriculum, emphasizing the
advantages of both.
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ANHANG

Anhang A: Sozialformen im Unterricht

Frontalunterricht Einzelarbeit Partnerarbeit Gruppenarbeit
Vorteile - binnen kurzer - Schiiler - Forderung v. - Hochstmal an

Zeit viele Schiiler | erarbeitet sich Kommunikation u. | Interaktion und

erreichbar Selbstvertrauen Interaktion Kommunikation

- nicht von und hohes MaB3 an | - Schiiler lernen -> verlagert sich

Medienausstattung | Selbststandigkeit einander zu helfen | auchin

abhingig - eher (starke/schwache Frontalunterricht/

- hohe Planbarkeit | Leistungsniveau Schiiler) mehr Mitarbeit der

fiir Lehrer des Einzelnen - selbst Schiiler

- Hochstmal an feststellbar, so Erarbeitetes merkt | - mehrere Themen

Informationsvermi | kann man sich besser konnen behandelt

ttlung 1) Aufgabenstellung | < ebenso — werden, da viele

- besonders bei an jeden - ist Art Gruppen

schwierigen Einzelnen Vorbereitung der - Klassengefiihl

Themen geeignet | angepasst werden | Schiiler auf die stiarken

- hohere - Anspriiche der - Schiiler lernen

Flexibilitat, da konzentrationsfor- | Gruppenarbeit von und mit

direkt auf Schiiler- | dernd (soziales anderen Schiilern

verhalten, fortge- - einfache und Verhalten, —

schrittene Zeit etc. | schnelle Kommuni- Kontaktfahigkeit

eingegangen Durchfiihrung kationsbereitschaft | gehemmter

werden kann etc. Schulen); Schiiler 3)

- kann Schiiler relativ konfliktarm | - komplexere

motivieren, kennt - entspricht eher Aufgaben

vorhandenen Situationen im moglich, da

Wissensstand, taglichen Leben mehrere Personen

kann auf und Beruf — - Bereitschaft zu

Lernniveau kreativen

Riicksicht nehmen Denkprozessen

steigt
Nachteile | - verhindert - Lehrer kann bei - kein Ergebnis, - hoher

Interaktion groBer wenn Zeitaufwand, da

zwischen Schiiler | Klassenstirke Kooperationsberei | spéter auch noch

- Schiiler als bloie | nicht fiir jeden tschaft der Schiiler | Auswertung notig

Objekte gleichermafien fehlt — - schwache

- problematisch, helfend und - fiir manche Schiiler konnten

wenn Lehrer auf beratend sein Schiiler ist untergehen

sachlicher und Zuriickstellung - Gefahr der
formaler Ebene des ungleichméBigen

Liicken aufweist individualistischen | Aufgaben-

2) Denkens u. hohe verteilung «
Kompromissfahig | - hohes Maf an
keit schwierig — Selbstkritik und

sozialen
Umgangsformen
notwendig




- Gefahr, dass
Qualitit der
Ergebnisse sinkt

- Benotung
schwierig 4)

- kann an
fehlender
Methodenkompete
nz des Lehrers
scheitern

Hochstmall an Informationsvermittlung, da Lehrer eher qualitative

Unterscheidung v. best. Informationsquellen machen und Wichtigkeit

der Informationen abwigen kann, einfacheren Zugang zu versch.

Informationsquellen hat

- gualitative Ebene: sachliche und formale Kompetenz des Lehrers

mangelhaft

- quantitative Ebene: Zu haufig wird Lehrervortrag eingesetzt, was zur
Einschrankung der aktiven Beteiligung der Schiiler u. zur
Unaufmerksambkeit fiihrt.

In kleinen Gruppen trauen sich Schiiler oft mehr zu und gehen eher aus

sich heraus. — Ich-Stirkung sowie Entwicklung zu einer miindigen

Personlichkeit

- Individualnote: individuelle Leistung eines jeden Schiilers schwer

einzuschitzen

- Gruppennote: einige Schiiler konnten sich benachteiligt fiihlen,
andere werden fiir ihre Faulheit bestraft — Spannungen in der Klasse

Kompromisslosung: Teilnoten fiir Sozialverhalten in der Gruppe,
Gruppenarbeitsergebnis, individuelle Leistung in der Gruppe und
erstelltes  Arbeitsprotokoll (Inhalt:  Arbeitsprozess, -ergebnisse,
Schwierigkeiten, Verbesserungsmoglichkeiten, ungeldste Probleme)
eines jeden Schiilers.




Anhang B: Stoffverteilungsplan

Vortest fiir Potenzen, Funktionen

Erfahrungen des Vortestes; Wiederholung: Potenzen (Definitionen,
Potenzgesetze flir ganze Exponenten)

Wiederholung: Wurzelziehen (Definition, Wurzelgesetze, Quadrat-, n-
te Wurzel)

Wiederholung: Wurzelziehen (Teilweises Radizieren, Faktor unter die
Wurzel bringen, Rationalmachen des Nenners, Verschachtelung von
Wurzelausdriicken)

Wiederholung: ~ Potenzfunktionen, Wurzelfunktionen,
Diskussionsschritte, Ubungsaufgaben

Kurztest

Exponentielles Wachstum, exponentieller Riickgang an alltiglichen
Beispielen

Potenzen mit rationalen Exponenten (sogar an alltdglichen Beispielen),
Aufgaben

Potenzen mit rationalen Exponenten (Fortsetzung), irrationalen
Exponenten, die Exponentialfunktion

10.

Aufgaben fiir die Exponentialfunktionen, Diskussion

11.

Losung exponentieller Gleichungen mit Hilfe der Potenzidentititen

12.

Losung exponentieller Gleichungen mit Hilfe der Potenzidentitdten I1.

13.

Losung quadratischer exponentieller Gleichungen

14.

Losung exponentieller Ungleichungen algebraisch und mit Hilfe von
Funktionen

15.

Losung exponentieller Gleichungssysteme

16.

Exponentielle Textaufgaben

17.

Zusammenfassung

18.

Kleine Klassenarbeit

19.

Begriff des Logarithmus an alltdglichen Beispielen

20.

Logarithmusfunktion, Zusammenhang mit der Exponentialfunktion
(Kehrfunktion)

21,

Logarithmusgesetze im Textumfeld

22.

Basiswechsel, Arbeit mit Taschenrechner

23.

Aufgaben fiir die Logarithmusgesetze

24,

Komplexe Aufgaben fiir die Logarithmusgesetze, einfache
Logarithmusgleichungen

25.

Logarithmusgleichungen mit Logarithmusgesetzen

26.

Logarithmusgleichungen  mit  Verschachtelungen, quadratische
logarithmische Gleichungen




217.

Logarithmus im Exponenten, Logarithmus im Exponenten, gemischte
exponentielle und logarithmische Gleichungen

28.

Gleichungen mit neuen Basen

29.

Logarithmische Ungleichungen

30.

Logarithmische Gleichungssysteme

31.

Textaufgaben fiir logarithmisch 16sbare Probleme

32.

Zusammenfassung

33.

Zusammenfassende Klassenarbeit




Anhang C: Lehrbiichervergleich

Exponentielle Vorgiinge Log.
Wieder- Exp.- Dekon- Mecha- Verall- Rekon- Alltagli- | Eifiihrung
holung, Einfiih- textulai- nisches gemeine- | textuali- che von Log.
reelle rung mit sierung Einiiben rung sierung | Beispiele, durch
Expo- Textauf- Realisa- | #hnliche
nenten, gaben tion Beispiele
n-te wie bei
Wurzel Exp.
(Vertie-
fung)
nein, im ja,am
ja, nur ganzen ja, durch Ende
a) Kosz- mathe- nein Abschnitt ja mathe- nein nein einige
tolanyi matisch nur eine matische praktische
praktische Mittel Anwen-
Aufgabe dungen
. . ja, aber
. nein, nur ja, durch das ist di
b) Abra- 12, r;]ur . eine . mathe- . . as ist die
hém mathe- nein Textauf- ja matische nein nein einzige
matisch - Textauf-
gabe Mittel
gabe
ja, durch
c), (}za- fast kaum nein nein ja, wenig ma_the- nein nein nein
pari matische
Mittel
zum Teil
ja, aber wird die . eine
keine Theorie J?];lgt?]ﬁh in diesem andere,
d) Hajdu wenig andere in durch ja - nein Teil nicht, aber
. : matische . -
diesem dieses Mittel bei Log. ja | Textauf-
Teil Beispiel gabe
eingefiihrt
ja, durch neslnétilier
e) Van- . - ja, viele - mathe- . . P
. wenig ja - ja - ja ja viele
cs6 Beispiele matische
Mittel Textauf-
gaben
ja, auch nur ja, durch nur
f) Suli- mit . teilweise, . mathe- - teilweise, .
nova Textauf- nein lieber bei Ja matische nein lieber bei nein
gaben log. Teil Mittel log. Teil
Als neues
Material - .
- ja, viele . nein, aber
emnge- verschie- nein, nur viele
g) Lam- fhrt, nein dene ja einfache nein ja praktische
bacher viele Glei-
- Textauf- Anwen-
Drill- und aben chungen dunaen
Textauf- g 9
gaben




Anhang D: Ausfiihrliche Ergebnisse und Analyse des VVortests

Schiiler
wn
5 g 5
X a 3
3 z >
2 s 5
o 2 L 2
% =4
2y
N
Qo
=
1|1 1(1]1 1
Aufg | Teila L2383 ]4]5]68]7]18] 9 g]1]%]3]4]5]%]7
1 a) 111111101 11111 1 (11| 1|1 094 41|0.24
b) i1{0(0|0O|1|0|O|O|O|O|1|0|JO0O]|0O|O|2]|O0O]|O| 018 [7,7]| 0,39
0 i{1(0(0O|2|0|2}|2|0| 1 |2|1]0]|0|0O|2]|1]|0|] 053 29]|051
d) 1(1j0(212}|21|21(1(1]1 11111 o|(1(1|11|1| 088 82| 0,33
e) i1(0|0(2|1|0j0f2]1)0]|0|1]1 0(1(1]|05|1| 056 59| 0,50
0
i{1/0|0|1|0|O|O|O|O(|O|O]2|0|O|2|O0],| 026 55| 044
f) 5
2. 412(0|1|4)|2|2|0|4]0]|0|3|0(|0]|0|3]| 3 |0| 141 p3| 154
3 A i1{1(0(0|212|0|0O|2|212|1|1|1|]0]|0|0O|0O| O ]|O|] 047 [1,2]|051
111|111 (0}1]1 11111 o|(1(11|1| 088 82| 0,33
101|111 (0}1]1 11111 o|1(1|11|0| 076 65| 0,44
b) 2{2|1|{1|2|0|0|0O|0O| 1 |0Of|1]21|0|2|0|1]|0| 065 24]|0,70
0) 5124|4552 |2|0| 2 ]|0|2]| 2 0|4 |5 4 |2] 265 9| 1,73
4. a) Tab 2|{0(0|2|2|1|0|2|2|05|2|0|05|2|0|2|1]0| 1,00 00| 0,92
a)Dars | 2|0 ]0|2|2]2]0f0|2| 1 |2|0|2|1|0]|2| 2|0 106 9097
aZ)uov 2|0(0|0|2|0|0|O|O|O|O|O0O]O0O]|0|0O|2|O0]0|] 024 [1,8]|0,66
s)/)ersch 2|2|2|1|2|0|0|2|2|2 1|12 |0|1|2| 21| 135 [7,7]|0,79
byDars. | 2|2 |2|2]2|0]0|2]2|2|0|0|2|0|0|2|2|0] 118 8| 101
o) lin 2|{0(0|0|2|0|0|O|12|O0|0O|0]JO0O]|0|0O|2|O0]0|] 029 @47 0,69
¢) quad 2|{0(0|0|2|0|0|2|2|1|2|1|]0]|0|0|2|2]|0|] 082 [1,2]|0,95
g‘:)p lin 11021212 |0|0j0}j0O] 0 (2]1] O 1({0|1| 1|0 047 [7,1] 051
d)
Bpquad| 1 |0O|0O|O|O|O|JO|O|O|] O|O|O|]O]|0O|O|O| O ]|O| 000 [00]|O0,00
36 5,9
Ergebnisse:
Prozent:




Tabelle: Ergebnisse des Vortests — eigene Quelle

Aufg |, 2. |3
Teilla ) |p) ¢ d B |p A B |c |b o
X 09 | 0,28f 0,53 | 0,88 |0,56 |0,26|1,41| 0,47 | 0,88 |0,76|0,65| 2,65
94,1 26,4|35,2|41,1 | 88,2 |76,4|32,3|52,9
0, ’ ? 7’ 7’ ’ ’ ’ ’
% ) 17,65| 52,94 |88,24 |55,88 7 9 3 4 7 5 4
o 0,24 | 0,39 051 |033 |05 |044|154|051(0,33|0,44)| 0,7 |1,73
Aufg |,
b) c) d) d) Ergebnis:
Teila |a) a) a) Versc b) c) o |8 Bp. g '
Tab. |Darst.|Zuo.v. Darst. | lin. q9 .p. Qua
h. d. lin. d
X 1 1,06| 0,24 1,35 |1,18 |0,29|0,82 | 0,47 0 16,59
% 50 | 52,94 11,76 |67,65 |58,82 11'7 4:;'1 420 0 45,9
c 0,92 | 0,97| 0,66 0,79 |1,01 {0,69|0,95| 0,51 0

1. Aufgabe: Potenzberechnung ohne Taschenrechner
a) 3*=
Diesen Teil haben fast alle richtig gelost, bis auf eine Schiilerin, die
als Ergebnis 27 - 3 = 71 angegeben hat. Sie wusste also auch, was

man machen muss, sie hat sich einfach verrechnet.

b) 273 =
Nur drei Schiiler konnten das richtige Ergebnis angeben. Ganz
merkwiirdig ist es, was die anderen Schiiler geantwortet haben, wie
sie denken:

4 Schiiler haben nichts geschrieben

4 haben einfach als Ergebnis —8 angegeben

2 Schiiler haben die folgende Formel mit dem Ergebnis
angegeben: 273 =2-2-2=-8

1 Schiiler hat einfach (—2)(—2)(—2) geschrieben

1 Schiiller hat ein 4dhnliches Ergebnis angegeben:
(=2)(-2)(-2) = -6

1 Schiiler hat —18 geschrieben

1 Schiiler hat das Symbol <  gesetzt, und er hat als
Begriindung folgendes angegeben: ,weil die Potenz
ungerade Iund minus ist“l. lllll

"= [ae dhede kid polels \H&L \u,u'l ,,1(;,1l.¢~,gk|
, , |

1A )




9 Schiiler wussten richtig, was die nullte Potenz einer von Null
verschieden Zahl bedeutet.

d) = =

5 Schiiler haben 25 geschrieben

3 Schiiler heben so gemeint, dass diese Potenz nicht
definiert ist, sie haben die folgenden geschrieben:

,, 2 die Potenz darf nicht O sein“ — dieser Schiiler hat den
vorlgen Tell auch nlcht gedeutet -

Z E éf//; }4’&‘&»1, umc o ggm;
= E |

S T O S L 3L

»Z keine Losung™
Hhincs értelmezve

Nur zwei Schiiler haben die Aufgabe falsch gelost. Der eine hat %,

der andere ,,nincs értelmezve* geschrieben. Die anderen sind aber
in die Falle des Bruches nicht hineingefallen.

) () =

Neun Schiiler haben die Aufgabe richtig geldst. Die anderen haben
die folgenden Fehler begangen:

1 Schiiler hat den Néherungswert der Basis (falsch
gerundet) angegeben (0,66), und das Ergebnis mit
Taschenrechner berechnet — obwohl der Taschenrechner
nicht erlaubt war (0,287496).

Die anderen falschen Antworten wéren theoretisch richtig
gewesen, also der Zdhler und Nenner wurden getrennt

potenziert, aber die Potenzwerte wurden falsch angegeben.
6 12 8 8
z.B:i=;—=;—;=
277272479

N3
N =
Interessanterweise konnten diesen Teil 4 Schiiler richtig 16sen, zwei
davon, die auch den Teil b) richtig gelost haben, und zwei weitere
Schiiler. Von denen hat nur ein Schiiler das Ergebnis nicht in

Potenzform gelassen, also die Aufgabe vollig so gelost, wie gedacht

war.
°

5 Schiiler haben einfach das Vorzeichen vor den Bruch
gebracht, also — 28—7 geschrieben.
3 Schiiler haben diese Frage nicht beantwortet.

Die anderen haben verschiedene falsche Ergebnisse
geschrieben, was bei fast allen gemeinsam war, dass sie das



Vorzeichen vor den Bruch gebracht haben, z. B.:
=8, L, 1 287496, .
-9 27 3 27
2. Aufgabe: Berechne ohne Taschenrechner den genauen Wert der
folgenden Potenzen. Das Ergebnis darf in Bruchform aufgeschrieben
werden. Benutze dazu die Definitionen und Identitditen der Potenzen!
27%.42.8
(2-1)-3 -
Bei dieser Aufgabe interessierte mich, wie die Schiiler mit
zusammengesetzten Potenztermen mit konkreten Werten umgehen
konnen. In der Instruktion stand, dass sie bei der Losung die
Potenzidentitidten benutzen miissen, aber wenn sie manchmal — W0 s
moglich war — die Werte zuerst ausgerechnet haben, habe ich auch die
entsprechende Punktzahl angegeben. Die maximale Punktzahl dieser
Aufgabe war 4, die nur zwei Schiiler erreicht haben, sie haben die
Aufgabe richtig geldst und das richtige Ergebnis berechnet.
e 3 Schiiler haben 3 Punkte bekommen, weil sie die Aufgabe
richtig geldst haben, aber sie nicht beendet haben.
e 3 Schiiler haben 2 Punkte bekommen, weil sie bestimmte
Zusammenhinge richtig, einige falsch benutzt haben.
e 2 Schiiler haben die Aufgabe liberhaupt nicht angefangen.
e Die weiteren Schiiler haben schon am Anfang eine Reihe von
fatalen Fehlern begangen. Solcher war u.a. der falsche

)

e B
I e R E AR

3. Aufgabe: Lise die Aufgaben!
a) (2006.02. (2)) Entscheide von den folgenden Gleichungen, ob sie
richtig oder falsch sind bei allen reellen Werten?
Diese Aufgabe war im oben genannten Jahr eine Abiturfrage (2),
hier mussten sich die Schiiler nur ohne Begriindung entscheiden, ob
die Gleichungen richtig oder falsch sind.
A. b3+ b7 = bp10
In diesem Teil haben nur 7 Schiiler eine richtige Antwort
gegeben (dass die Gleichung falsch ist), ein Schiiler hat
nichts geschrieben, die anderen haben — ohne Ausnahme —
keine Begriindung fiir ihre falsche Wahl gegeben (das hat
auch nicht die Aufgabe erwartet). Das Ergebnis ist fiir mich
sehr verbliiffend, da sie die Multiplikation mit der Addition
vertauschen, und um dieses Vertauschen machen sie keine
Sorge. Sie hitten hier nur sehr einfache Zahlen einsetzten
konnen — z.B. die 1 — um die Falschheit der Aussage sehen

9



zu konnen. Wihren der Auswertung habe ich sie darauf
aufmerksam gemacht, und sie waren sehr erstaunt, dass man
so etwas machen kann. In der 11. Klasse ist fiir viele in der
Klasse noch nicht klar, dass in einem mathematischen Term
den Buchstaben entsprechende Zahlenwerte entsprechen
konn(t)en.
B. (b3)7 — b21
Diesen Teil haben nur zwei Schiiler falsch geschrieben.
Diese zwei Schiiler haben sonst die zwei wenigsten
Gesamtpunktzahlen erreicht. Die Potenzen von Potenzen
haben schon auch viele in der 2. Aufgabe im Nenner richtig
berechnet, obwohl es da zwei negative Exponenten gab. Ein
Schiiler hat sich mit der Aufgabe nicht beschéftigt.
C. b*b> = b?°
Diese Frage wurde auch von fast allen Schiilern richtig
beantwortet. Drei haben eine falsche Antwort gegeben, die
zwei, die allen drei Fragen falsch beantwortet haben, und
ein weiterer Schiiler. Ein Schiiler hat sich mit der Aufgabe
nicht beschéftigt.
b) (2005.05. (6)) Bringe den folgenden Term in eine maoglichst
-2
einfache Form (g) =1
Diese Aufgabe war wieder eine Abituraufgabe im oben
angegebenen Zeitpunkt. Sie war ganz dhnlich wie die Aufgabe 1.
f), mit dem Unterschied, dass hier statt Zahlen Buchstaben stehen.
Das Resultat war auch sehr dhnlich. Die Aufgabe wurde nur von
zwei Schiilern vollig richtig gelost, sie haben auch 1. f) richtig
beantwortet. 7 Schiiler haben die Hilfte der Punktzahl bekommen,
weil sie etwas richtig angefangen haben. Sie konnten aber die
Aufgabe nicht beenden.
2 2
e 1 Schiiler hat G) , 1 Schiiler z—z als richtige Losung
angegeben.
-2

e 7 Schiiler haben die Aufgabe nur angefangen: x—_z
y
geschrieben.

|

el fo}‘ | -
T{‘? 1—%3\" j [
e 3 Schiiler haben hier nlchts geschrleben
2 -2
e Weitere falsche Lésungen waren z.B.: 37 = x"2y?; (xT)

10



Den Definitionsbereich hat kein Schiiler untersucht, nicht einmal

die Aufgabe hat darauf hingewiesen!

(a3)2'a_4 — 1

(a=2)3-a5

Bringe den folgenden Term in eine mdéglichst einfache Form:

Fiir diesen Teil konnte man hochstens 5 Punkte bekommen. Diese
Punktzahl haben 3 Schiiler erreicht, sie haben also die Aufgabe
vollig richtig gelost und das Ergebnis a® angegeben.

. r/
ol 1 | 6 4
<y () I P I I P _lal & &£
= i ot Tof tal |l &

PP A 7t

e 7 Schiiler haben die Klammern aufgelost und

a—6-g5

geschrieben. Einige haben das so gelassen, die anderen
haben sie falsch weitergemacht. Sie haben je 2 Punkte

bekommen.

e 4 Schiiler konnten nur den letzten Schritt nicht machen,

a~1

bekommen.

namlich

G o=

(@g?)>a2 =R D =t

@ o

- o >
oo S

Iz

e 1 Schiiler hat nichts geschrieben.

nicht beenden. Sie haben je 4 Punkte

e Die anderen Schiilern haben schon beim Anfang falsch

iiberlegt, z.B.: _ia =—-1; oder% =1.

4. Aufgabe

In dieser Aufgabe wollte ich im Bilde sein, wie sich die Schiiler an die
Funktionen, an ihre Transformationen, Darstellung erinnern. Ich habe
so gedacht, dass es reicht, die zwei einfachen Funktionsklassen — die
lineare und die quadratische — abzufragen. Im letzten Teil habe ich auf
die praktischen Anwendungen der Funktionen gefragt. Da ich die
ungarische Unterrichtsmethode kenne, ich war im Voraus schon fast
sicher, dass dieser Teil ihnen am schlechtesten gelingt. Am Ende hat
sich mein Verdacht bestétigt. Eben aus diesem Grund habe ich dieses
entwickelnde Unterrichtsexperiment angefangen, damit sich diese

Lage éndert.

a) Fiille die fehlenden Werte der Tabelle aus, zeichne die folgende
lineare Funktion im kartesischen Koordinatensystem, dann gib die

Zuordnungsvorschrift an:

11



X -3 -1 0 4

f(x) | -10 | -6 2 8

A. Die
richtigen Werte der Tabelle wurden von 7 Schiilern
gefunden.

e 5 Schiiler haben iiberhaupt nichts geschrieben.

e 2 Schiiler haben nur f(0) richtig ausgerechnet.

e 1 Schiiler hat f(0) und f(4) richtig ausgerechnet, die
andere Richtung ist ihm nicht gelungen.

e 1 Schiiler hat alles falsch berechnet.

e [ Schiiler hat aus beiden Richtungen je eine richtige
Berechnung.

B. Die Darstellung ist 8 Schiilern richtig gelungen.

e 6 Schiiler haben sich mit der Darstellung iiberhaupt
nicht beschiftigt. Interessanterweise ein Schiiler, die
die Tabelle richtig ausgefiillt hat, hat den Graphen
nicht dargestellt.

e Bei einem Schiiler, der die Tabellenwerte teilweise
falsch berechnet hat, war die lineare Funktion
L krumm®.

e Bei einem Schiiler war die Steigung der Geraden
richtig, aber die y-Achsenabschnitt falsch.

e Bei einem Schiiler bestand der Graph aus richtigen
isolierten Punkten.

C. Die Zuordnungsvorschrift konnten nur 2 Schiiler richtig
angeben.

e 1 Schiiler hat einfach %x geschrieben.

e Die anderen Schiiler haben {iberhaupt nichts
geschrieben.
b) Zeichne die folgende quadratische Funktion im kartesischen
Koordinatensystem: f(x) = (x + 2)? — 4

Ich habe hier die Bewertung Aufgabe in zwei Teile zerlegt: fiir die
Verschiebungen konnte man 2 Punkte, fiir die richtige Parabel
weitere zwei Punkte bekommen.

A. Die Verschiebungen konnten 9 Schiiler richtig verwenden.
e 5 Schiiler haben die Parabel entweder vertikal oder
horizontal richtig verschoben, die horizontale
bedeutete fiir sie —wegen der umgekehrten Richtung
— eine Schwierigkeit.

12



c)

d)

e Die anderen haben beide Verschiebungen verfehlt,

ein Schiiler hat nichts gezeichnet.
B. Die Form der Parabel

e 9 Schiiler haben die
Aufgabe vollig
richtig gelost. i

e 4 Schiiler haben ! i
zwar eine Parabel B |
gezeichnet, aber sie B S r A
haben sie entweder i
gestreckt oder 7
gestaucht.

e 2 haben die richtige Form gefunden, wegen der

Verschiebung war aber die Aufgabe falsch.
e 1 Schiiler hat eine V-Form gezeichnet.
e 1 Schiiler hat nichts geschrieben.
Gib die Zuordnungsvorschriften der folgenden, mit ihren Graphen
angegebenen Funktionen an! R

Bei der linearen Funktion konnten nur 2
Schiiler die richtige Zuordnungsvorschrift
angeben, bei der quadratischen 6. Das fand
ich sehr interessant, da ich gedacht habe, dass
die, der linearen einfacher ist. Vielleich hat
bei der quadratischen der vorige Teil
geholfen.

A. Lineare Funktion
e 6 Schiiler haben nichts geschrieben.
e 6 Schiiler haben etwas total Falsches geschrieben.
e 1 Schiiler hat —2x geschrieben.

B. Quadratische Funktion
e 5 Schiiler haben nichts geschrieben.
e 2 Schiiler haben etwas total Falsches geschrieben.
e Weitere Losungen waren: (x + 2)? — 1; (x + 2)% —

4; (x +2)% + 2.

Gib solche alltdglichen Probleme an, die mit linearer oder
quadratischer Funktionen lésbar sind (z.B.: wenn ich eine Flasche
Cola kaufe, bezahle ich 200 Ft, bei zwei Flaschen 400 Ft usw.

(lineare Funktion))

Ich habe den Schiilern mit dem Beispiel geholfen, weil sie solche

Aufgabenstellung frither nicht oder sehr selten gehdrt haben. Ich

13




habe gehofft, dass sie mindesten in der Physikstunde solche
Vorginge kennengelernt haben (z.B. die verschiedenen Arten der
Bewegungen). Ich habe gehofft, dass sie zu den linearen
Funktionen vielleicht ein anderes Beispiel angeben kdnnen.

A. Lineare Funktion

e 1 Schiiler gibt sogar zwei andere Beispiele wie meine
an:

S T T O P2 P T O Y P B P 2 A ,“

e 7 Schiiler haben hier ein ganz &dhnliches Beispiel
angegeben, wie ich.

e FEin Schiiler hat dazu sogar die Zuordnungsvorschrift
angegeben, und er hat die Funktion dargestellt. Der
Fehler der Zuordnungsvorschrift und der Darstellung
ist, dass sie beide in der Menge der natiirlichen Zahlen
hétte definieren miissen, oder im Text angeben miissen,
dass man auch ,,Teilsdcke* kaufen kann.

) e Sola m;\?u = S‘.:,uj - Solda! ’%{;hrﬁ
v pleg)

q(x) =/5x

e Ein weiterer Schiiler hat den Graphen der Zuordnung
dargestellt — ohne Zuordnungsvorschrift und mit dem
gleichen Fehler des Definitionsbereiches.

e FEin Schiiler hat einfach hingeschrieben: ,,egyenes
aranyossag — direkte Proportionalitdt®.

2P 5 o e e
//Cwo QG :‘CJH’/‘

== o= :
e 4 Schiiler haben ein Koordinatensystem gezeichnet, wo
die Achsen vertauscht sind, und eine lineare Funktion,
ohne Text.
e Die anderen haben nichts geschrieben.

14



B. Fiir die quadratische Funktion ist ein Versuch gekommen,
das sehr merkwiirdig ist:
1

d) |
[ ok g | for it | Frewndis Getd | & tundl AL geb wair dotick.
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Anhang E: Ausfiihrliche Analyse der Wiederholung

1. Aufgabe: In dieser Aufgabe kamen sowohl Potenzterme als auch
Wurzelterme vor. Wihrend der Wiederholung haben wir die
Wurzelterme in Wurzelform geldst. Im Test habe ich den Schiilern
nicht vorgeschrieben, wie sie sie 16sen miissen.

A 3°.92.27 - (b3)2-b74 _
) b

e Die erste Aufgabe wurde nur von 3 Schiilern vollig
richtig gelost. Fiir mich war interessant, dass den Term
mit konkreten Zahlen ein Schiiler, mit Buchstaben zwei
Schiiler gelost haben.

e Alle Schiiler haben die Aufgabe angefangen, 4 Schiilern
konnte ich leider keinen Punkt geben.

e Die anderen Schiiler haben die Aufgabe teilweise richtig
gelost. Typischer Fehler war, dass nach dem richtigen
Klammerauflosen viele Schiiler die Exponenten nicht
oder falsch zusammenfassten, in erster Linie in der
Relation des Bruches.

I L

v e

e Nur | Schiiler konnte die Aufgabe vollig richtig
l6sen, 1 weiterer Schiiler kam bis zum letzten
Schritt.

e 4 Schiiler versuchten, die Wurzeln in Potenzform
umschreiben?®, 2 ist es richtig gelungen, bei den
weiteren Rechnungen haben sie sich verrechnet. 2
Schiiler bekamen nach der Umformung ganze
Exponenten heraus.

SEES AR

‘ 2, i I
""Fivlvi %T %b‘;ﬂ

e 3 Schiiler haben mit der Wurzelumformung richtig
angefangen, aber falsch weitergerechnet.

{5

16 Die rationalen Exponenten haben wir exakt in der 8. Stunde besprochen und geiibt. Ich habe in der Stunde nur darauf
hingewiesen, dass die Wurzeln durch Potenzen ersetzbar sind. Auf Anfrage der besten Schiiler habe ich kurz gezeigt,
wie es lauft, so haben 4 Schiiler im Test diese Methode verwendet.
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K= =1 I !
e Die anderen Schiiler haben keinen Punkt

bekommen.

2. Aufgabe: \/ﬁ—\/ﬁ+%\/4—8 , 3J2+/32 /200

In dieser Aufgabe mussten die Schiiler die verschiedenen
Wurzeloperationen verwenden (natiirlich ohne Taschenrechner).

5 vollig richtige Losungen sind entstanden.
) ) s

). |y

I Y |v4
—1 rﬁ;,,i,Af = ‘f’[4 f—T‘l /I 1=l [_ /\1 1{"1_:_(\ o 3|
W -N2a3' + 4 Nué ‘ 1;(‘\’\)‘ SV o NS ) SRR ERE

1 Schiiler hat nur im letzten Schritt einen Fehler
begangen.

4 Schiiler haben die Aufgabe richtig angefangen,
aber die nédchsten Schritte waren zumindest
teilweise falsch.

Die anderen haben schon am Anfang Fehler
begangen, aber alle haben die Aufgabe angefangen.

3. Aufgabe: Stelle die Funktionen dar und diskutiere sie!
fX)=2x-3)2-2 ; fxX)=—(x+1)?>+3
A. Darstellung

10 Schiiler haben die angegebene Funktion richtig
dargestellt.

5 Schiiler haben entweder die eine Transformation
verfehlt oder die Form der Parabel war nicht exakt.
Nur zwei Schiiler haben die Aufgabe vollig verfehlt,
der eine davon kannte die Parabelform, aber beide
Verschiebungen waren falsch, der andere hat nichts
Erwédhnenswertes gemacht.

B. Charakterisierung
Da die Schiiler die Eigenschaften der Funktionen aus dem
Graphen ablesen, war die Verteilung der Ergebnisse dhnlich
wie im Teil A).
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Anhang F: Ausfiihrliche Analyse des exponentiellen Kleintests

Aufgabe 1: Sowohl im Teil a) und im Teil b) wurden 15 richtige Antworten
gegeben. In drei Fillen davon wurde keine Erkldrung angegeben, nur die
Worter RICHTIG oder FALSCH. Bei sechs Schiilern wurde eine falsche
Schlussfolgerung gezogen, zweimal davon ohne Begriindung. Bei den
restlichen vier Schiilern wurden die Potenzgesetzte falsch verwendet — bei
der Multiplikation gleicher Basen wurden auch die Exponenten
miteinander multipliziert oder die Potenzen wurden fasch in Wurzelform
angegeben.

- % [ e T A
| [ ye Il N il e s o e
NETEE o =y A
- EEFREECE o [ TE TS DTN %T%
SACHEEE ; L
TSR NICERNCRRES B o i
e e e
T 1 ENSEENE e

Aufgabe 2: Zwolf Schiiler haben alle fiinf Teile richtig gelost. Als typische
Fehler kann man bezeichnen, dass im Term Vrs3 nur s3 mit i potenziert

3
wurde. Bei fiinf Schiilern wurde so als Losung rs+ angegeben. Bei weiteren
drei Schiilern wurden im Term 3/x3y* die Exponenten von x und y

12
multipliziert und durch 5 geteilt. Sie haben als Ergebnis xys geschrieben.
Noch fiir den Term “Ym® wurden zwei verschiedene falsche Losungen

6
angegeben: ¥mk® und mi2.

S WO B S S O D T
Aufgabe 3: In diesem Test war fiir die Schiiler diese Aufgabe am
schwersten. Eine Schiilerin hat die Aufgabe iiberhaupt nicht angefangen.
Die meist begangenen Fehler waren einerseits, dass sechs Schiiler bei der
Multiplikation der Basen auch die Exponenten multipliziert haben.
Andererseits haben fiinf Schiiler die Klammer nicht richtig aufgeldst. Sie
haben entweder die Exponenten nicht multipliziert oder addiert, oder bei
der Multiplikation zweier Briiche haben sie nur die Zdhler miteinander
multipliziert. Bei einem Schiiler wire die Aufgabe theoretisch richtig
gelost, er hat sich aber bei der Addition verrechnet: fiir 8+3 hat er 10
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bekommen. Ein Schiiler hat die Aufgabe nicht beendet, zwei haben das
Ergebnis am Ende nicht gekiirzt. V6llig richtig konnten die Aufgabe nur
vier Schiiler 16sen.

e e T .
e 2 [T T T [ i 2|
NPT 17 [ TN T T ‘,‘ | [l pi =l
AN E NN e 11 I Ml
: CINEERNEEES O Tl P i
B Y 5 O 5 s o .
HESsENNAEEENEREREEREFT 0
Li— | | '*7\ 7“ ‘ ﬁ | i ki ]
y e i | e el — 0| 4
= A2 i [ || Tal
e asl] | | .| \
; L AN
: ! bl ‘,:::__‘ N
- el beal it N 2
- e = S EEANE
SE 1 s =

Aufgabe 4: Die vierte Aufgabe konnten neun Schiiler vollig richtig 16sen.
Sowohl die Darstellung als auch die Diskussion enthalten keine Fehler. Es
gab darunter solche, die gleich die transformierte Funktion angegeben
haben aber auch solche, die die Transformationen Schritt fiir Schritt
durchfiihrten. Bei einem Schiiler wurde der Wertebereich falsch angegeben
(Gruppe A: ] —1;[), obwohl die Darstellung richtig war, bei einem
anderen war dafiir R angegeben, aber auch die untere Schranke des
Funktionsgraphen war falsch (—1). Vier Schiiler haben sowohl den
Graphen als auch die Diskussion falsch angegeben und es gab zwei
Schiiler, die richtig dargestellt aber nicht diskutiert haben. Bei zwei
Schiilern wurden zwar richtige Elemente der Diskussion gefunden, ich
hatte aber das Gefiihl, dass sie lieber getippt haben (Monotonieverhalten,
Extremstellen — keine; Beschréinktheit). Zwei Schiiler haben die Aufgabe
nicht angefangen.
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Anhang G: Ausfiihrliche Analyse des exponentiellen Grofitests

Aufgabe 1. a): Die Aufgabe wurde von sieben Schiilern vollig richtig
gelost. Es gab einen Schiiler, der die Aufgabe richtig angefangen aber
nicht beendet hat. Es gab zwei solche, die sich im letzten Schritt

) ) ) 12 1z )
verrechnet, verschrieben haben: bei dem einen stand x = == 25, bei
5x 12

dem anderen 7z0 = 720 = x = 0,4. Wieder zwei Schiiler haben ein
falsches Ergebnis bekommen, sogar die Probe durchgefiihrt und dort
»eingesehen®, dass die falsche Losung richtig wire: 9% = 2772 = x =
—2; Probe: 972 = %; im zweiten Fall x = 3 = 93 = % Ein Schiiler

hat die Aufgabe véllig falsch angefangen: V7% = V343 = ? = %.

Zwei Schiiler haben die Aufgabe nicht angefangen.

‘ - L B A T I
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Aufgabe 1. b): Die Aufgabe haben fiinf Kinder richtig geldst, eins hat sie
nicht angefangen. Bei zwei Schiilern trat der gleiche Fehler auf, sie haben
fiir 3**1 den Term 3* + 1 geschrieben. Bei sechs Schiilern wurde 3* bzw.
9% mit einem anderen Buchstaben ersetzt (z.B. mit a). In einer Arbeit
bekam der Schiiler aus der Gleichung 120a = 40 = a = 0,3, leider
konnte er nicht weiterkommen. Ein weiterer hat als Losung der Gleichung
3*=0,33=>x=1 bekommen. Zwei Schiller haben bei der

Multiplikation den gleichen Fehler begangen: 4?0 -3 =120.
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Aufgabe 1. c): Die Aufgabe haben finf Schiiler vollig richtig geldst. Ein
Kind hat die Losungen fiir die neue Variable ermittelt, er hat aber daraus X
nicht ausgerechnet. Auch die Probe hat er mit der neuen Variable
durchgefiihrt. Bei einem Schiiler wurde die eine Losung durchs Probieren
gefunden (Gruppe B, x = 1), er hat sogar die Probe fiir diese Losung
richtig durchgefiihrt. Bei drei Kindern ist vorgekommen, dass sie den Typ
der Aufgabe richtig erkannt haben fiir 3* bzw. fiir 2* eine neue Variable
eingefiihrt haben. In den nichsten Schritten haben sie leider die
Koeffizienten mit der Basis zusammengefasst. So haben sie natiirlich eine
falsche Losung bekommen: 10-2%¥ +22* =16 (a =2*) = 10a+
2a% = 16. Zwei Schiiler haben richtig erkannt, dass es hier urspriinglich
um eine quadratische Gleichung geht, nach den grundsétzlichen
Umformungen konnten sie die Aufgabe nicht fortsetzen. Drei haben die
Aufgabe falsch angefangen und zwei weitere beschiftigten sich mit der
Aufgabe nicht —oder was sie geschrieben haben, haben sie durchgestrichen.

b2 -t«’=uiTﬁ , vji:iJ‘lt; - | Iy

Jo- 27+ (27" | JGJ 1 .1! o H SRR /

190] 4 2o JWL " | nl_w | B W_,:;_‘

2ok Y loa 10"4;@1‘ ; T‘ ] l [[——‘* |

ol g=/-la* l“h"{'(‘l & 1ot lodr el =|- X [vsl dal [ 7 &
- ‘ a'f!lli ’ f ‘[ f I’ I% B , 21 6h2mu

Aufgabe 1. d): Bei dieser Aufgabe hitte die richtige Darstellung des
Funktionsgraphen geholfen, die richtige Losung anzugeben. Kein Schiiler
hat diese Moglichkeit ausgenutzt, obwohl wir dieses Mittel wihrend der
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Ubung immer benutzt haben. Von fiinf Kindern habe ich eine richtige
Losung bekommen, interessanterweise war auch ein Schiiler dabei, dem
nur diese Aufgabe richtig gelungen ist. Zwei haben die Aufgabe schon
falsch begonnen, weitere zwei haben sie nicht angefangen. Die Schiiler
haben die verschiedensten Fehler begangen, drei z.B. haben bei dem
Kehrwert der Basis nicht den entgegengesetzten Exponenten benutzt:

(%)xH <8= G)xﬂ < (%)3 Bei einem  Schiiler wurde das

X
Monotonieverhalten der Funktion G) nicht beachtet (er hat sogar

geschrieben, dass G)x streng monoton steigend ist, deshalb hat er die

Richtung der Relation nicht verdndert. Bei mehreren Schiilern fehlte nur
das Beenden der Aufgabe. Sie wurden von dem Relationszeichen ,,gestort.
Mehrere haben nach dem Verteilen der korrigierten Arbeiten gesagt, wenn
die Aufgabe eine Gleichung gewesen wire, héitten sie sie 16sen konnen.
Vielleicht war das der Grund dafiir, dass diese Schiiler die Potenzgesetze

richtig verwendet haben, aber nicht weiterkommen konnten. Interessante
1 x+3
Anfinge waren zum Beispiel: 2¥*2 > % = 2*> %, oder (%) <8 =

x+3

—+ < 8= 1**3 < 8-2%*3, aber von hier aus wurde die Aufgabe nicht,
oder falsch beendet.
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Aufgabe 1. e): Diese Aufgabe war die komplexeste. Hier mussten die
Schiiler die Struktur der Aufgabe verstehen, die Potenzgesetze verwenden.
Es war empfehlenswert, eine neue Variable einzufiihren. Die Schiiler
mussten die Aufgabe (mit den neuen Variablen) losen, die ,alten*
Variablen bestimmen und zum Schluss mussten sie die Probe durchfiihren.
Die Aufgabe wurde wieder von fiinf Schiilern richtig gelost. Vier Schiiler
haben sich verrechnet, zum Beispiel haben sie die ausgedriickten Variablen
falsch eingesetzt, oder die Klammern falsch aufgeldst. Drei Schiiler haben
wieder die Basis mit dem Koeffizienten zusammengefasst: 3 - 4* = 12*.
Drei Schiiler haben die Aufgabe angefangen, aber nicht beendet, vier
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weitere haben andere Fehler bei der Rechnung begangen. Zwei Kinder
haben die Aufgabe nicht angefangen.

Aufgabe 2: Fiir die Textaufgabe habe ich fiir beide Gruppen je eine relativ
einfache Aufgabe gewihlt. In der Gruppe A war die Schwierigkeit, dass
sich die Frage auf den heutigen Stand bezieht. Man musste mit dem
Wachstumsfaktor von k = 1,032 rechnen. In der Gruppe B wurde ein
exponentieller Riickgang gefragt. Die Schwierigkeit dabei ist, dass die
Schiiler mit einem Riickgangsfaktor von k = 0,97 rechnen mussten. In der
Gruppe A haben vier Schiiler die Aufgabe richtig geldst, zwei davon mit
der Formel, andere zwei Schritt fiir Schritt. In der Gruppe B waren zwei
solche, die mit der Aufgabe kein Problem hatten. Ein Schiiler hat sie mit
der Formel, ein weiterer sowohl mit der Formel, als auch Schritt fiir Schritt
gelost. Als ich nachher gefragt habe, warum er beide Methoden
durchgefiihrt hat, hat er geantwortet, ,,Die Losung war mir so sicherer*. Fiir
mich war interessant, dass es in der Gruppe A vier Kinder gab, die die
Aufgabe iiberhaupt nicht angefangen haben, dafiir in der Gruppe B ,,nur*
zweil. Ein Schiiler wollte das Problem mit direkter Proportionalitit 16sen,
ihm ist das aber nicht gelungen. In der Gruppe A waren die falschen
Wachstumsfaktoren: k = 1,32; k = 3,2; k = 0,32. In der Gruppe B: k =
1,03 = 100-1,032% k = 3. Im zweiten Fall hat der Schiiler sogar
sorgfiltig” geantwortet, ,,Nach 20 Min. ist noch 3,4868! mg des rad.
Stoffes vorhanden.” Einerseits ist dem Schiiler nicht aufgefallen, dass aus
100 mg eine enorm grofle Menge ,,geblieben® ist, zweitens konnte er das
Ergebnis des Taschenrechners nicht richtig deuten, das richtige Ergebnis
wire: 3,4868 - 1011,
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Anhang H: Ausfiihrliche Analyse des logarithmischen Kleintests

Aufgabe 1: In dieser Aufgabe wurde nach der Definition des Logarithmus
gefragt. Vollig richtige Losungen haben 14 Schiiler angegeben, ein

weiteres Kind hat bei den ersten zwei Termen richtig geantwortet, beim
. . log17 )

dritten hat er folgendes geschrieben: G) 3= g Zwei Schiiler haben den

Exponenten umgeformt, den einfacheren, genaueren Term jedoch nicht.

lgs

Sie haben Folgendes geschrieben: 410845 = 41,160 7y, 410845 = 4igs,

Ein Schiiler hat die Definition konsequent falsch verwendet, scheinbar den
Sinn des Logarithmus nicht verstanden. Er hat z.B. geschrieben: 410845 =
4. Ein Schiiler hat fiir alle drei Terme falsche Dezimalbriiche angegeben,
er konnte aber nicht erkldren, wie er iiberlegt hat. Ein Schiiler hat die
Aufgabe nicht angefangen. Bei einem Schiiler habe ich schon von der

Bezeichnung her etwas Unsinniges gesehen, z. B.: 719873 = 7log7\/§, was
nicht einmal der Schiiler erkldren konnte.
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Aufgabe 2: Die Aufgabe beruhte wieder auf der Definition, bzw. auf der

moglichen Umformulierung einer Potenz in einen Logarithmus. Die

Aufgabe bedeutete fiir die Mehrheit der Schiiler kein Problem, 15 von

thnen haben die Aufgabe richtig gelost. Interessanterweise gab es fiinf

weitere Schiiler, die eine oder zwei Umformungen richtig durchgefiihrt
1

haben, aber bei den restlichen nicht, z.B.: 362 = 6 = log%% = 6 0.4. Ein

Schiiler hat die Umformung nicht beendet: 53 = 125 = logs 125.
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Aufgabe 3: Neuen Schiiler haben alle Aufgaben richtig geldst, bei den
anderen gab es einen Fehler (6 Schiiler), zwei Fehler (5 Schiiler) und bei
einem Schiiler waren alle Losungen falsch. Das Problem bedeutete in erster
Linie die nicht ganzen und die negativen Exponenten. Solche Fehler waren

z.B.: logzé = —8 oder log,e 7 = 0,2.
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Aufgabe 4: In diesem Teil mussten die Schiiler die Definition des
Logarithmus mit den Potenzgesetzten gemeinsam benutzen. Das bedeutete
schon bei mehreren Schiilern ein Problem. Acht Schiiler konnten die drei
Teile richtig 16sen. Bei einem war eine Losung richtig die anderen zwei
nicht: 31*108s5 = 31. 310835 = 53 = 125, Bei einem Schiiler wurde in
allen drei Teilen der erste Schritt richtig getan, aber nicht weitergefiihrt:
21+l0g25 — plog25. 2 - Acht Schiiler begannen die Aufgabe schon vom
Anfang an falsch. Diejenigen, die schon die erste Aufgabe falsch gelost
haben, haben die gleichen Fehler begangen: 21*1°825 =]og, 6, oder
21*10825 = 210g1 - log2 - log5, o.4. Ein Schiiler hat zwar die Aufgabe
angefangen, aber das Geschriebene hat er durchgestrichen. Zwei Kinder
haben mit der Aufgabe nicht angefangen.
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Aufgabe 5: In dieser Aufgabe mussten die Schiiler die Logarithmusgesetzte
richtig anwenden konnen, am Ende die Definition des Logarithmus
benutzen. Neun Schiiler haben das richtige Endergebnis bekommen, zwei
davon haben aber einen theoretischen Fehler begangen. Bei dem einen
fehlte wihrend der Umformungen ,,Ig“, am Ende kam es wieder zuriick.

Bei dem anderen wurde ein typischer Fehler begangen: 3ig15 + 2lg2 +
3. 2,

lg14 — 1g21 — g9 wurde folgendermallen umgeformt: %, am

Ende hat er ein richtiges Ergebnis bekommen. Diese falsche Art der

Zusammenfassung haben noch weitere drei Schiiler gemacht. Vier Schiiler

haben theoretisch richtig gerechnet, sich aber wihrend der Rechnung

verrechnet. Ein Schiiler hat die Aufgabe gut angefangen, aber theoretisch

falsch beendet. Drei Schiiler haben die Aufgabe nicht angefangen.
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Aufgabe 6: Vollig richtig haben die Aufgabe drei Schiiler gelost. Weitere
sechs Kinder haben den Definitionsbereich verfehlt, alle haben dafiir Dy =
R geschrieben ohne ihn entsprechend einzuschrinken. Bei einem weiteren
Schiiler habe ich eine richtige Darstellung gefunden, die Diskussion dazu
war aber falsch. Drei Schiiler haben noch bei der horizontalen
Verschiebung die falsche Richtung gewéhlt, dementsprechend waren
einige Diskussionsschritte falsch. Fiinf Schiiler haben einen anderen
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Graphen gezeichnet — Gerade, Exponentialfunktion, oder sie haben die

Asymptote nicht beachtet.

= T
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Anhang I: Ausfiihrliche Analyse der zusammenfassenden
Klassenarbeit

Aufgabe 1. a): Fiinf Schiiler haben die Aufgabe vollig richtig, mit Probe
gelost. Bei zwei Kindern kam es vor, dass sie die Aufgabe bis zum
vorletzten Schritt richtig geldst haben, aber sich bei der ,,einfachsten*
mathematischen Rechnung verrechnet haben. Bei dem einem kann man
sehen: 7* - 48 = 48 = 7* = 0 = x = 1; bei dem anderen kommt etwas
Ahnliches vor. Drei Schiiler haben nach den richtigen Umformungen neue
Veranderliche eingefiihrt: 2* = a, wihrend der Losung der erhaltenen
linearen Gleichung haben sie rechnerische Fehler begangen. Fiinf Kinder
haben den ersten Schritt, die Umformungen der Exponenten richtig
durchgefiihrt, aber falsch weitergemacht. Ein Schiiler hat die Aufgabe nicht
angefangen. Fiinf haben sie falsch angefangen und gelost.
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Aufgabe 1. b): Sieben Schiiler haben die Aufgabe richtig gelost, entweder
haben sie eine neue Verdnderliche eingefiihrt und am Ende haben sie X
ausgerechnet, oder sie haben die Aufgabe auf dem direkten Weg gelost.
Bei weiteren drei Kindern kam es vor, dass sie beim Berechnen des Wertes
der neuen Variable aufgehdrt haben. Drei Schiiler haben die Basis mit dem
Koeffizienten zusammengefasst: 30 - 5% = 150* o0.4. Zwei haben die
Basis falsch aufgelost: 4% = 2-2* bzw. 25% =5%-5%. Bei einem
weiteren Schiiler kam ein Fehler beim Abschreiben der Aufgabe vor,
deshalb wurde sie falsch geldst: (22)¥ —9:2* +8 =0 = 22X —9:2% —
8 = 0. Drei Schiiler haben die Aufgabe falsch angefangen, zwei weitere
haben sie iiberhaupt nicht begonnen.
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Aufgabe 1. c): Die Aufgabe haben neun Schiiler richtig geldst, aber einer
von ihnen hat weder Bedingungen geschrieben, noch hat er eine Probe
durchgefiihrt. Ein Schiiler hat die Ndherungswerte von Ig2 und lg5 mit
Taschenrechner ausgerechnet (Gruppe A) und am Ende hat er die
Gleichung lgx = —0,6979 bekommen. Er hitte die Definition des
Logarithmus richtig verwendet, wenn er nicht mit 40,6979 gerechnet
hitte. Ein anderer Schiiler hat sich beim letzten Schritt verrechnet, ein

weiterer hat bei der Umformung von 1 —1Ig2 = lg% geschrieben. Bei

einem Schiiler kam aus der Gleichung 52x = 5 = x = 5 heraus. Ein Kind
hat die Logarithmusgesetzte richtig verwendet, er hat eine quadratische
Gleichung bekommen (Gruppe B). Bei der Umformung der Gleichung hat
er sich verrechnet. Deshalb war die Losung falsch. Zwei Schiiler haben die
Logarithmusgesetzte im ersten Schritt richtig benutzt, spédter haben sie
Fehler begangen. Der Rest hat die Aufgabe nicht angefangen.
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Aufgabe 1. d): Interessanterweise ist diese Aufgabe viel schwicher
gelungen, als die vorherige. Es gab Schiiler, die den Teil c) richtig gelost
und hier theoretische Fehler begangen haben -z.B. bei den
Logarithmusgesetzen. Vollig richtig haben die Aufgabe nur vier Schiiler
gelost. Zwei Schiiler haben die Logarithmusgesetzte richtig verwendet,
aber sich bei der erhaltenen quadratischen Gleichung verrechnet, z.B.: hat
ein Schiiler die Klammer folgendermafen aufgeldst: (x —4)(x +3) =
x? + 3x — 4x — 7, statt an der Stelle der Konstante —12 zu bekommen.
Ein weiterer Schiiler hat die linke Seite der Gleichung g 5x + Ig(x — 1) =
1 richtig zusammengefasst, die rechte Seite hat er nicht in den Logarithmus
umgeformt, er hat 5x(x — 1) = 1 geschrieben und damit weitergerechnet.
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Neun Schiiler haben die Logarithmusgesetzte schon am Anfang falsch
verwendet. Drei Schiiler haben den Teil nicht angefangen.
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Aufgabe 1. e): In dieser Aufgabe bedeutete der Basiswechsel die
Schwierigkeit. In den Stunden haben wie besprochen, dass der Wert der
neuen Basis —entsprechend der Definition des Logarithmus — theoretisch
frei wihlbar wire, aber es lohnt sich auch, praktische Uberlegungen
durchzufiihren. Fast alle Schiiler, die die Aufgabe angefangen haben,
haben als neue Basis die 2 gewihlt, ein Schiiler die 4, ein weiterer die 16.
Acht Schiiler haben die Aufgabe vollig richtig geldst, ein Schiiler hat einen
Fehler bei der linearen Gleichung begangen — er hat nicht beide Seiten mit
6 multipliziert, so war die Losung weiterhin falsch. Ein typischer Fehler,
der aus der Grundschule stammt. Vier Schiiler konnten die Basis richtig
wechseln, aber die Aufgabe nicht weiterfiihren. Zwei Schiiler kamen nur
bis zur Bedingung, sechs haben die Aufgabe nicht angefangen.
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Aufgabe 2. a): In dieser Aufgabe waren einfache Ungleichungen zu 16sen,

eine exponentielle und eine logarithmische. In der Gruppe A war die Basis
der exponentiellen Funktion kleiner als eins, in der Gruppe B war die Basis
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der Logarithmusfunktion Kleiner als eins. In diesen Teilen mussten die
Schiiler besonders auf das Monotonieverhalten der betroffenen Funktionen
aufpassen. In der Gruppe A haben zwei Schiiler die Aufgabe richtig gelost,
ein weiterer hat die Richtung der Relation nicht beachtet. Ein Schiiler hat

X
zwar darauf hingewiesen, dass die Funktion (%) streng monoton fallend
ist, er hat aber die Richtung der Relation nicht verdndert. Vier Schiiler

x+3
haben die Klammer G) aufgelost, konnten aber nicht weiterkommen.

. . . 1Xt3
Zwei von ihnen versuchten mit ——

. 1\* /1\3 .
den obigen Term folgendermalien aufgelost: (E) (E) , aber sie kamen

nicht weiter voran. Ein Schiiler hat die Aufgabe falsch angefangen, ein
Schiiler hat sie liberhaupt nicht angefangen. Fiir mich war interessant, dass
kein Schiiler fiir die Basis der Exponentialfunktion ihren Kehrwert
genommen hat, bzw. kein Schiiler die Funktionen und die Ldsungen
graphisch dargestellt hat. Nur ein Schiiler hat nach der algebraischen
Losung die moglichen Werte auch auf einer Zahlengeraden dargestellt. Die
letzte Behauptung trifft auch auf die anderen Ungleichungen zu. In der
Gruppe B gab es flinf richtige Losungen. Ein Schiiler hat die Aufgabe
folgendermaBen angefangen: (2)**3 > 16 = 2¥:23 >2:23 = 2¥ > 2,
er konnte von hier aus die Aufgabe leider nicht beenden. Ein Schiiler hat
16 = 23 geschrieben und mit diesem falschen Wert die Aufgabe
weitergefithrt. Ein weiteres Kind konnte nur 16 in Zweierpotenzform
richtig aufschreiben, und zwei haben die Potenz falsch aufgelost: fiir
(2)**3 hat der eine 2* + 8, der andere 2* + 23 geschrieben. Ein Schiiler
hat die Aufgabe nicht angefangen.
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Aufgabe 2. b): Gruppe A: Vier Schiiler haben die Aufgabe richtig geldst.
Ein Schiiler hat die folgenden Umformungen gemacht: logs(x +7) >
—1 = logs(x +7) > —logs 5 = x < —12. Die erste Umformung war
noch richtig, aber bei der zweiten wurde das negative VVorzeichen einfach
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vor 5 gestellt und wegen dieses Vorzeichens hat der Schiiler die Richtung
der Relation gedreht. Bei den logarithmischen Umformungen kamen die
folgenden theoretischen Fehler vor: Bei zwei Schiilern wurde logs x -
logs 7 > log5§ geschrieben. Ein Schiiler hat folgendes geschrieben:
logs x +logs 7 > —1, bei einem weiteren kam x + 7 > logs; —1 vor.
Zwei Schiiler haben die Aufgabe nicht angefangen. In der Gruppe B haben
drei Schiiler die Aufgabe richtig gelost, einer davon hat die Losung auf der
Zahlengeraden richtig dargestellt. Vier Schiiler haben nicht auf die
Richtung der Relation geachtet, drei von ihnen haben sogar keine
Anfangsbedingung aufgeschrieben. So haben sie eine falsche Ldsung
angegeben. Ein Kind hat die Logarithmusgesetzte falsch benutzt:
logi(x +7) = logix + logix, drei Schiiler haben die Aufgabe nicht
5 5 5

angefangen.
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Aufgabe 3: Beide Gruppen mussten je ein Gleichungssystem 16sen, die
Gruppe A ein logarithmisches, die Gruppe B ein exponentielles. Es lohnte
sich, neue Variablen einzufiihren. Dann war leicht ersichtlich, dass ein
einfaches lineares Gleichungssystem zu 16sen war. Vier Schiiler haben in
der Gruppe A die Aufgabe richtig geldst, drei haben neue Verdnderliche
eingefiihrt, ein Schiiler nicht. Zwei Schiiler, die das Einsetzungsverfahren
gewihlt haben, haben die Klammer nach dem Einsetzten falsch aufgelost,
sie haben das negative Vorzeichen nicht beachtet, deshalb spiter ein
falsches Ergebnis bekommen. Ein Schiiler hat die Aufgabe falsch
abgeschrieben. Statt der richtigen zweiten Gleichung hat er 31lgx @
2lgy =4 (statt ©)geschrieben und deshalb ein falsches Ergebnis
bekommen. Zwei Kinder haben die neuen Variablen richtig eingefiihrt,
konnten aber die Aufgabe nicht weiterlosen. Einer hat sie nicht
angefangen. In der Gruppe B war die Lage dhnlich wie in der Gruppe A.
Vier Schiiler haben die Aufgabe richtig geldst, alle haben neue
Verdnderliche verwendet. Einmal kam es vor, dass nach richtigem
Einsetzen die Klammer falsch aufgelost wurde. Zweimal wurden neue
Variablen eingefiihrt, die Aufgabe wurde aber nicht fortgesetzt. In einem
Fall wurden die neuen Variablen falsch eingesetzt. So war der weitere
Losungsweg falsch. Zweimal kam es leider wieder vor, dass die Basen mit
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den Koeffizienten zusammengefasst werden: 2 - 2¥ = 4%, Ein Schiiler hat
die Aufgabe nicht angefangen.
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Aufgabe 4. a): Die Textaufgabe bestand aus drei Teilen. Man musste den
Zusammenhang B(n) = B(0) - q" verwenden, wobei B(0) den Basiswert,
B(n), den Endwert nach n Perioden, g = 1 + p den Wachstumsfaktor und
n die Anzahl (bzw. bei einer nicht ganzen Zahl den Wert) der Perioden
bedeutet. Im Teil a) musste man den Zinssatz p, im Teil b) den Basiswert
B(0), im Teil c) den Wert der Perioden n berechnen. Die zwei Gruppen
waren wesentlich gleich, nur die Angaben zeigten einen Kkleinen
Unterschied. Deshalb gebe ich die Ergebnisse zusammenfassend an. Den
Teil haben sechs Schiiler richtig gelost. Vier Schiiler haben 40% bzw. 80%
des Grundwertes, bzw. den Endwert berechnet, konnten aber nicht
weiterkommen. Zwei Schiiler haben den richtigen Zusammenhang
30.000¢g® = 42.000 aufgeschrieben, aber rechneten nicht weiter. Fiinf
Schiiler haben den Teil falsch angefangen, der Rest hat nichts geschrieben.

Aufgabe 4. b): Diesen Teil haben sieben Schiiler richtig geldst. Die anderen
Schiiler haben die Aufgabe entweder falsch oder iiberhaupt nicht
angefangen. Unter den falschen Anfingen kann man x-0,052° oder
30.000 - 1,045'5 = x = 58.058 finden. Hier wurden B(0) und B(n)
offensichtlich vertauscht.
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Aufgabe 4. c): Diesen Teil haben nur fiinf Schiiler richtig gelost, aber nur
einer hat bei der Antwort hochgerundet: 23,79 ~ 24, ,,In etwa 24 Jahren
wichst das Geld auf das Vierfache*. Zwei Schiiler haben die
Grund(un)gleichung aufgeschrieben, aber sie haben sie nicht
weitergerechnet:  30.000 - 1,05™ > 90.000. Zwei Schiiler haben
angefangen, die Werte Jahr fiir Jahr zu berechnen. Der eine ist wegen
Zeitmangel nicht zum Ende gekommen, der andere hat die ersten 9 Jahre
ausgerechnet, kam bis 46.539. Er hat ,,entdeckt”, dass die Werte Jahr fiir
Jahr etwa um 2 Tausend Euro wachsen. So kam er Schritt fiir Schritt auf
das Ergebnis, dass das Geld nach 31 Jahren auf das Dreifache wichst. Drei
Schiiler haben die Aufgabe falsch angefangen. Neun haben mit ihr
iiberhaupt nicht begonnen.
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Anhang J: Trimono
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Anhang K: Exponentielle Textaufgaben

16. Stunde

Beispiel 3:

Im Jahre 1800 lag die durchschnittliche Korpergrofle eines Mannes in

Mitteleuropa noch bei 1,60 m. Bis zum Jahr 1900 hatte sich dieser Wert

schon auf 1,74 m erhoht.

a) Berechne das durchschnittliche jahrliche prozentuale Wachstum.

b) Wie grofl wire bei gleicher Steigerung die durchschnittliche Korpergrofie
der Ménner im Jahr 20007

Bei Frauen gab es seit 1900, damals durchschnittlich 1,62 cm groB3, eine

jéhrliche Zunahme der KorpergroB3e von 0,12%.

c) Welche Durchschnittsgro3e miissten 1997 die Frauen erreicht haben?

Beispiel 5:

Eine Bakterienart vermehrt sich derart, dass sie sich alle 4 Tage verdreifacht.

Zu Beginn der Beobachtung sind 60 Bakterien vorhanden.

a) Bestimme die Funktionsgleichung f, wobei y die Anzahl der Bakterien
und x die Anzahl der Tage angibt.

b) Stelle eine Wertetabelle fiir eine Zeitspanne von 5 Tagen vor und 5
Tagen nach Beobachtungsbeginn auf! (Runde auf ganze Zahlen!)

C) Zeichne den Graphen fiir den angegebenen Bereich und wihle:
x-Achse: 1 cm —1 Tag y-Achse: 1cm — 20 Bakterien

d) Wie viele Bakterien miissen zu Beobachtungsbeginn vorhanden
gewesen sein, wenn nach 432 Stunden 1600 Bakterien entstanden sind?

e) Eine andere Bakterienart vermehrt sich alle 2 Tage um 50%. Nach wie
vielen Tagen sind bei dieser Bakterienart aus 80 Bakterien 2210
entstanden?

Beispiel 6:

Eine Elektronikfirma produzierte vor 5 Jahren noch 66 500 Steuereinheiten

jéahrlich, heute dagegen nur noch 52 825.

a) Berechne den prozentualen jihrlichen Riickgang und stelle eine
Funktionsgleichung auf.

b) Wann wird die Firma bei gleichbleibender Abnahme mit einer
Produktion unter 40 000 Einheiten rechnen miissen?

c) Zeichne mit Hilfe einer Funktionsgleichung einen Graphen und
iiberpriife das rechnerische Ergebnis von b)!

d) Die Firma will kriftig investieren und hofft, dass die heutige Produktion
sich nur noch 2 Jahre gleichbleibend vermindert und dann jdhrlich um
2,4% wachsen wird. Mit welcher Produktion ist nach dieser Vermutung
in 7 Jahren zu rechnen?
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Hausaufgaben:

Aufgabe 1: Der Wertverlust fiir einen PKW betragt durchschnittlich 11%

jéhrlich.

Herr Martens kauft sich jetzt einen neuen Wagen fiir 26 413 €. Gleichzeitig

verkauft er sein kleines Zweitauto fiir 12 600 € und legt diesen Betrag zu

3,2% Zinsen an.

Sobald der angesparte Betrag genauso grof3 ist wie der spétere Erlos fiir den

groflen Wagen, will Herr Martens wieder ein neues Auto kaufen.

a) Wann wird Herr Martens sich ein neues Auto kaufen? Lose die Frage
durchs Probieren und/oder mit Funktionen!

b) Wie viel Geld wird er dann zur Verfiigung haben?

Aufgabe 2:
In einem zylindrischen Gefa3 wird der Zerfall von Bierschaum untersucht.

Die Hohe der Schaumsiule wird alle 15 Sekunden gemessen.

a) Bei Sorte A betrdgt die Schaumhdhe zu Beginn der Messung 8 cm, sie
nimmt jeweils um 9% ab. Wie grof ist sie nach einer Minute?

b) Man spricht von ,sehr guter Bierschaumhaltbarkeit“, wenn die
Halbwertszeit des Schaumzerfalls groBBer als 120 s ist. Ist dies bei Sorte
A erfuillt?

c) Bei Sorte B soll bei einer Anfangshéhe von 7 cm erreicht werden, dass
nach
5 Minuten noch mindestens 2 cm vorhanden sind. Welche Abnahmerate
(in Prozent) darf nicht unterschritten werden? Lose die Frage durchs
Probieren
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