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Bevezetés

Dolgozatom f6 részében a cimben emlitett fogalmak, eljarasok pontos
megértését segité modszert, eljarast mutatok be, mely a felsGokta-
tasban tanito kollégak szamara nyujthat hasznos didaktikai eszkozt.
A fels6foki oktatasban hosszi ideje folytatott munkam tapasztalatai
alapjan elmondhatom, amit oly sok kollégam is észlel és jelez nap
mint nap, hogy a didkok egyre nagyobb szamban kiiszkddnek az egyes
definiciok pontos elsajatitasaval. Ez nyilvanvaléan tobb okkal is ma-
gyarazhato, melyek kozott olyanok is szerepelnek, melyek nem mindig
a hallgatok hanyagsagira vezethetSk vissza. Gondolok itt példaul a
kozoktatasban, és hasonléan a felsGoktatasi alapképzésben is felme-
riil¢ problémékra (pl. 6raszamcsokkentések, kreditrendszer problémai,
stb.), vagy akar pl. az internet-hasznalat néha karos kovetkezmeényeire
is. (Nézziik példaul a [25] cikket, mely szerint angol kutatok arra a
megallapitasra jutottak, hogy az internet-hasznalattal — az informéa-
ciok gyors valtakozasaval és valtakoztatasaval — az agyi tevékenységek
is atalakulnak, és a didkok tobbsége képtelen lesz linearis — hosszabb
id6t, egymast kovetd gondolatlancok megértését igényls — ismeretelsa-
jatitasra.) Tobb tényezs is szerepet jatszhat tehét ebben a sajnélatos
folyamatban, melyek vizsgalatara jelen dolgozat keretei k6zott nem té-
rek ki. A ténnyel viszont szembe kell nézniink, és a rendelkezésre allo
eszkozokkel a hallgatok szamara meg kell adni minél tobb lehetdséget
a tananyag megfeleld elsajatitasahoz.

Fontosnak tartom a felsGoktatésban is a szemléltetést, kisérletezést, a
hallgatok altali felfedeztetést — még a rendelkezésre 4116, egyre sziikiils
orakeret ellenére is — , hiszen az 6si kinai mondas szerint is: "Hallom
és elfelejtem, latom és emlékszem ra, csindlom és megértem." ([2], 142.
oldal) A cimben emlitett téma vizsgalatdhoz ezért egy olyan probléma-
kort valasztottam a valoszintiségszamitas teriiletérsl, mely a hallgatok
szamara viszonylag konnyen feldolgozhat6, hétkoznapi tapasztalata-
ikkal a (néha meghdkkentd) eredmények sszevethetGk. Vizsgalva a
leghosszabb széridk hosszanak alakulasat a pénzdobés kisérletekben,
lehetGsége van a hallgaténak 6nélloan végrehajtani ezeket manualisan,
illetve szamitogéppel. Ahogyan Breny6 Mihaly is emliti [10] cikkében



a felsGoktatasi valoszintiségszamitas-tanitasi tapasztalatairdl, a felnGtt
fiataloknak is ugyanolyan 6rémet, nagy élményt jelent a jatékos kisér-
letezés a pénzérmékkel, kockdkkal, mint a kisiskolas didkoknak. A
mésik ok, amiért ezt a problémakort valasztottam, az az, hogy a leg-
hosszabb széridk hosszara felirt eloszlasfiiggvényre nincs pontos és zart
formula. Igy ezen probléma targyalasakor még szembetiinGbbek az
egyes eljarasok alkalmazhatosaganak feltételei, eltérései. A rekurziok
pontos értéket adnak ugyan, de nem zartak, az értékek meghatarozasa
a sokadik elem (nagy n) esetén mar problémas lehet még szamitogép-
pel is. Az aszimptotikus tételek az n novelésével egyre pontosabb, de
csak kozelits értékeket adnak, mig a szimulacioval a kisérletek sokszori
elvégzése alapjan kapott eredményekbdl szdmitott atlagértékek adod-
nak. Ezen kiilonboz6ségek megfigyelésével az egyes fogalmak mélyebb
megértést nyernek, az egyes modszerek alkalmazasai az emlitett prob-
lemakor (leghosszabb széria) targyalasaval jol szemléltethet6k. Téma-
valasztasomat az is indokolja, hogy mig az altalanos és kozépiskolai
oktatashoz orvendetesen sok didaktikai segédanyag késziilt és késziil
napjainkban is, addig a felsGoktatas ezen a teriileten elmaradést mu-
tat. Mig az altalanos és kozépiskolakban mar csak elvétve talalkozunk
az un. "poroszos" oktatasi formékkal, addig a felsGoktatasban a mai
napig bevett gyakorlat, hogy a tanar a katedrarél magyaraz, a didk
pedig azt megprobalja megérteni és azutan elsajatitani. Természete-
sen vannak egyedi kivételek, de az egyre csckkend érakeret is a minél
gyorsabb, rovid, csak a legsziikségesebb verbéalis ismeretatadasra kény-
szeriti az elGadokat. Egyre kevesebb id6 jut az egyes definiciok alapos
atbeszélésére, tobb szempontbdl valo vizsgalatara és igy azok megér-
tetésére is. Még a szorgalmasabb hallgatoknal is tapasztalhato, hogy
bar megtanulja az adott fogalmat, de a jelentésével, értelmezésével
méar gondok adodnak. Enélkiil pedig a feladatmegoldasok is kudarcra
vannak itélve. A pontos elméleti tudéassal tobb 6nallo, otthoni feladat-
megoldést lehet elvarni a hallgatoktol, mig pontatlan ismeretekkel ke-
vés feladat megoldasa is csak gyotrddéssel, hosszabb idéraforditassal
valosithato meg. Rendelkezésre allnak ugyan — f6leg angol nyelvii — ok-
tatasi segédanyagokat tartalmazé programok, oldalak az interneten a
fels6fokt matematikatanitéshoz is, (az ismertebb Maple, Derive, Mat-



lab szoftverek mellett néhany jol hasznalhato segédanyagot felsorolok
a Fiiggelék 1. sz. Téblazataban), de egyrészt ezek hasznalatara nincs,
vagy csak nagyon kevés idG jut, masrészt, a mar emlitett kinai mondas
szerint is sokkal hatékonyabb, ha a hallgato sajat maga végzi a kisér-
letet, és nem csak latja a bemutatasat egy képernyén. Természetesen
a kisérletek elvégzéséhez felhasznaljuk a szamitastechnika nytujtotta
lehetGségeket is, mely néhany hallgatonal motivacios tényezéként sem
elhanyagolhat6. A valdszintiségszamitas oktatasakor a véletlen jelen-
ségek targyaldsdhoz egyébként is nélkiilézhetetlen segédeszkoziink a
szamitogép, hiszen a kisérletek sokszori megismétlése manuéalisan id6-
igényes és unalmas is lehet. Jol alkalmazhatd matematikai szoftverek
listaja taldlhaté még példaul a kovetkezG oldalon:
http://www.math.psu.edu/MathLists /Software.html. Dolgozatomban
a valoszintiségszamitas oktatasaval kapcsolatos néhany {6 gondolat tar-
gyalasa mellett kiilon-kiilon targyalom a harom, cimben emlitett foga-
lommal, illetve ezek tanitasaval kapcsolatos ismereteket, problémaéakat.
Ezutan a leghosszabb széria problémakor bevezetését, az eddig elért
eredményeket targyalom kiilonbo6z6 esetekben, majd a kapott értékek
Osszevetésébdl, a szemléletes grafikonok elemzésébél adodo oktatasi
tapasztalatokat Osszegzem. Végiil, néhany gyakorlati alkalmazasi le-
hetGség megemlitése utan a problémakor egy olyan teriiletét tekintem,
nevezetesen a Szentpétervari paradoxont, mely kiilonosen a gazdasagi
felsoktatasban (sajat munkateriiletemen) lehet hasznos és érdekes.






1. fejezet

A matematika tanitasarol

1.1. Osszefoglalé attekintés

Mivel a felsGoktatas az altalanos és kdzépiskolai ismeretekre épiil, el6-
szOr nézziik réviden milyen valtozasok torténtek matematikatanité-
sunkban a képzés ezen szintjein. Vizsgalva az elmult 50 év matema-
tikatanitasi programjait és kisérleteit, az aldbbi f6bb allomasok emel-
het6k ki. Az 1960-as évek végén indult el az in. Forrainé-féle kisérlet
és program, melynek lényege az 6néallo6 munka és értékelés kialakitasa
volt. A tanarok rendelkezésére all6 "manko", feladatgyiijtemény —
mely tanorakra lebontva tartalmazta a megoldandé feladatokat a ra-
juk szanhato idGvel egyiitt — kevés lehetGséget adott a differencialas
kialakitasara. A megoldasok megheszélése sokszor csak eredményellen-
Orzésre terjedt ki. Mégis nagy volt a jelent&sége, hiszen bizonyitotta,
hogy 6néll6 munkaval is meg lehet valositani az 1j ismeretek elsajati-
tasat egy jol atgondolt, fokozatos felépitési feladatsor tervezésével és
felhasznalasaval. Az 1970-es évek elejétsl Varga Taméas nevével fémje-
lezve bevezetésre keriilt a komplex matematikatanitsi program, mely
tartalmi és modszertani valtozasokat is hozott. A szamtan-mértan el-
nevezés helyett a matematika lett a tantargynév. A tananyag ot f6
targykorre lett osztva, melynek egyik eleme a Kombinatorika - Va-
loszintiség - Statisztika. (Targykorok: Halmazok-Logika, Szamok -
Miveletek - Algebra, Relaciok - Fiiggvények - Sorozatok, Geometria
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- Mérések és végiil Kombinatorika - Valoszintiség - Statisztika) |58 A
modszertant tekintve Gjdonsag volt, hogy lehetGség szerint mind az
ot targykor szerepelt minden 6ran, hiszen Varga szerint a matemati-
kat, mint egészet kell tekinteni, Csaszar Akos szavait idézve [11] "nem
szabad sem a tanér, sem a tanul6 fejében olyan képnek kialakulnia,
hogy a matematika egymassal 6ssze nem fiiggs fejezeteknek a — nem
is tudjuk, hogy egy kalap ald miként keriil§ — szévedéke." Az okta-
tasi programban az ismeretek spirdlisan béviiltek (a témék magasabb
szinten tobbszor visszatérnek), az interaktiv k6zos munka dominalt.
A kisérletezés, felfedeztetés {6 szerepet kapott a tanitasi folyamatban.
Ekkor keriiltek bevezetésre a szines rudak, logikai készletek és egyéb, a
manipulacios kisérletekhez sziikséges segédeszkozok. Ahogyan Csészar
Akos [11] cikkében irja, Varga Tamas tgy igyekezett felépiteni a tan-
tervet, "hogy mod nyiljék arra, hogy egy fogalomnak a tapasztalatbol,
a gyakorlatban szerzett tapasztalatokbol valo elvonasaval absztrakt fo-
galomig lehessen eljutni." A figyelem olyan alapelvekre iranyult, mint
a legjobb motivaltsag elve, a probalgatas elve, a tévedés szabadsaga-
nak elve vagy a differencialas elve. Kissé kevesebb figyelem forditédott
az 0nallo munkaltatasra, mint a Forrainé-féle programban, bar sok ta-
nar sikeresen 6tvozte a két program elényeit. A Peller Jozsef vezette
ELTE Matematikai Szakmodszertani Csoport programja mér szisz-
tematikusan probélta az el6z6 két program elényeit egy 1) kisérlet-
ben kamatoztatni. Részben ko6z6s, részben 6nall6 munkaban tortént
az 1j ismeretek elsajatitdsa és az "6nélld6 munka - kozos megbeszé-
1és" munkamodszerre épits alkalmazast, gyakorlast helyezte a kozép-
pontba. Féleg adminisztrativ nehézségek miatt a program orszagos
szinten nem tudott elterjedni. Az 1980-as években bevezetésre keriilt
a Hajda Sandor - Czeglédy Istvan - féle "feladatrendszeres" program,
mely a korabbi programok eredményeit felhasznélva, hibait elvetve,
egy differencidlasra jobban iigyel§ tankonyv és feladatrendszer Gssze-
allitasat eredményezte. Ezutan, az 1990-es években a NAT (Nemzeti
Alaptanterv) keriilt bevezetésre. T6bb hibaja ellenére — melyek f6ként
a drasztikus Oraszam, s igy a kovetelménycsokkenés miatt keletkeztek
— el6nye, hogy az altalanos fejlesztési kovetelmények jol kidolgozottak.
A NAT mellett 2001-ben bevezetett kerettanterv sem hozott sok po-
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zitiv valtozast, hiszen az 6raszamok tovabb csokkentek. Napjainkban
a kiilonboz6 iskolatipusokban is néhany azonos probléma tapasztal-
hat6. Ezek kozott talan els6 helyen szerepelhet a tanulok értdé olvasasi
képességének atlagos romlésa. Igaz, ez f6leg nem matematikatanitasi
hidnyossag, mégis problémat jelent akar a definiciok, fogalmak, tulaj-
donsagok, de akar a széveges feladatok megértésében is. Szintén gyen-
giilt a tanulok szobeli és frasbeli kommunikacios készsége is. Ezért is
kiemelt fontossagu az alapfogalmak, definiciok megértését segité mod-
szerek, eljarasok minél szélesebb korti alkalmazésa a felsGoktatasban
is. Jelen munkdmmal remélem hozzajarulok ezen célkitlizés megvalo-
sitdsdhoz.

Mig a matematika nagyon sok teriiletén az alapfogalmak, defini-
ciok, miveletek bevezetése a mindennapi szemléletre, tapasztalatra
nagymértékben tdmaszkodhat, addig a valdszintiségszamitasban kicsit
nehezebb a helyzetiink. Nemetz Tibor [38] cikkének bevezetjében
irja: " A tanulok tobbnyire legfeljebb homalyos fogalmakkal rendelkez-
nek arra nézve, mit is értsenek véletlen jelenségen, sth., nem ritkén ki-
fejezetten hamisan itélik meg a tomegjelenségekre vonatkozd térvény-
szertiségeket, vagy éppenséggel el sem tudjak képzelni ilyen torvények
létét vagy felhasznalhatosagat." Raadéasul, mint ahogyan Rényi Alf-
réd, a magyar valoszintiségszamitasi iskola megalapitoja irja [43]-ben,
sokszor a tanar maga is 6dzkodik az ilyen jellegt kisérletek végzésétsl.
"Statisztikai torvényszertiségeket lehet szemléltetni konyvekbdl, Gjsa-
gokbol vett adatokkal, azonban nagyobb hatéssal van a tanulokra, ha
szemiik el6tt, — s6t ha lehet, sajat keztileg — elvégzett kisérletekbdl
nyerik a vizsgalt adatokat. Néhany tanar nem ért ezzel egyet, mert
fél, hogy a kisérletek nem vezetnek pontosan olyan eredményekre, mint
amit varnak, amint ez az ilyen kisérletek természeténél fogva valoban
bekovetkezhet. Szerintem ez a félelem nem indokolt, és ha a tanar
jol érti a valdszintiségszamitast, nem keriilhet kényelmetlen helyzetbe.
Természetesen a tanarnak gyorsan kell reagalnia, hiszen olyan ered-
mények értékelése, amelyeket a tanar maga sem lathatott el6re, nehe-
zebb, mint olyan példak targyalasa, amelyeknek eredményét a tanar
elére kidolgozhatta." Természetesen ezekkel a kisérletekkel nemcsak a
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diak, de a tanar tapasztalatai is gyarapodnak, mely f6leg a véletlen
jelenségek targyalasdnal szintén nagyon fontos szempont lehet.

Annak bizonyitasara, hogy tapasztalatom szerint nagy problémak
vannak az elméleti tananyagrészek elsajatitasaval (is!), vizsgalatokat
folytattam hallgatéim korében. A zarthelyi dolgozatokban az elméleti
kérdésekbdl elérhets pontszam 50 %-at teljesitették atlagosan. 118 f6
eredményét vizsgaltam, az alabbi grafikon az elméleti részb6l megszer-
zett pontszamok alakuldsat mutatja:

Elméleti pontszamok megoszlasa

Hallgatok szama

Elért pontszam elméletbhal

1.1. 4bra. Elméleti kérdésekbdl elért pontszamok megoszlasa

A zérthelyi dolgozatokban bizonyitdsok nem, csak definiciok, téte-
lek kimondéasa szerepelt. Valoszintileg még siralmasabb lenne a kép,
ha bizonyitast is kértiink volna. Fzek utan nem csodéalkozhatunk azon,
hogy a feladatmegoldasban is romlanak évrél-évre az eredmények. Hi-
szen biztos elméleti tudas nélkiil nem lehet siker a pontos, magabiztos
feladatmegoldasban sem. A két teriileten (elmélet-feladatmegoldas)
elért pontszamok szoros, porzitiv korrelacioban (r = 0,82) vannak,
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mely eredmény igazolja az el6bbi kijelentést. (Az adatok a Fiigge-
lek 2. Téblazataban talalhatoak.) Ezek alapjan jogosan véarhatjuk,
hogy egy pontosabb elméleti tudas megszerzésével a hallgatok jobb
eredményt érnek el a feladatmegoldés teriiletén is, mely természete-
sen a motivaltsagra is pozitivan fog visszahatni. A kiilénb6z6 szakmai
konferenciak alkalméval, més felsGoktatasi intézménybeli kollégakkal
beszélgetve, hasonld problémakrol szamoltak be sajat intézményiiknél
is. Ezt igazolta szamomra a néhany helyr6l visszaérkezett, kérdéseimre
adott valaszokbol ad6do eredmény is. Mivel a szamonkérés formaja
intézményenként, szakonként nagyon eltérd, igy a ponteredményeket
nem volt értelme Gsszehasonlitani, de a kollégék altaldnos véleménye
megegyezik ebben a kérdésben. A Fiiggelék 3. Tablazata ezekbdl a
véleményekbdl mutat néhanyat példaként.

A probléma tehat altaldnos, és nem lehet egyszertien azzal elin-
tézni, hogy egyre gyengébb a kozépiskolat végzett fiatalok matematika-
tudasbeli szinvonala, és visszadobjuk a "labdat" a kozépfoka képzés-
nek, 6k pedig az alapfoki képzésre mutogatnak. Természetesen sok
megoldando feladat, probléma van ezeken a képzési teriileteken is, de
nekiink az adott szemeszterekben a "hozott anyagbol kell dolgoznunk",
vagyis az éppen felvett hallgatokkal kell elsajatittatni a sziikséges is-
mereteket. Tobb intézményben el6készitGkkel, felzarkoztatokkal pro-
baljak a tudasbeli hidnyossagokat potolni, de legalabb ilyen fontos az
alapképzésben is a fogalmak, definiciok még pontosabb megértetése,
azok magabiztos hasznalatanak elérése. Dolgozatom 3. fejezetében eh-
hez kivanok modszertani segitséget nytjtani egy konkrét (leghosszabb
széridk vizsgalata) problémakor targyalasan keresztiil.

1.2. Rekurzidék, aszimptotika, szimulacio

Mit is értiink rekurzion? Az idegen szavak és kifejezések szotara sze-
rint a '"rekurzi6 valamilyen algoritmus szerint ismétl6dé 1épésekbdl
all6 miiveletsorozat, ahol az eredmény a tovabbi miiveletek kiindulo-
pontjaként visszatér". Pontositsuk ezt a matematika teriiletére vonat-



10 1. FEJEZET. A MATEMATIKA TANITASAROL

koztatva. Rekurzioval egy sorozatot gy definidlunk, hogy megadjuk a
kezdGértéket (vagy értékeket), majd altalaban egy értéket az el6z6(ek)-
b6l hatarozunk meg kiilonb6zé miiveletekkel. Vagyis az eljarasnak két
fontos eleme van. Az elss, hogy meg kell adni az induloértéket (vagy
értékeket), amellyel a rekurzionk kezdédik. Ezutan kell megadni azt
a hozzarendelést, mely megmutatja, hogy a kdvetkezd elemek milyen
modon szarmaznak az el6z6(ek)bdl. (Ez a szamitastechnikaban egy
olyan eljarast jelent, amely a végrehajtasa soran énmagat hivja meg
és hajtja végre.) Sorozatok esetén tehat a hozzéarendelési utasitast
egy olyan képlettel adjuk meg, mely megmutatja, hogy a sorozat egy
tetszéleges tagja - bizonyos tagtol kezdve - hogyan kaphato az el6zd
tag(ok)bol.

Rekurzioval tulajdonképpen mar az altaldnos iskola elsé osztalya-
ban taldlkozik a kisdidk — csak természetesen nem nevezik igy —, ami-
kor is a tanité néni (vagy bacsi) sorban azt kéri a gyerekektdl, hogy
mindenki adjon hozza pl. 2-t az elétte elhangzo szamhoz. Ugyne-
vezett szamlancokat képeznek a gyerekek. Példanknal maradva az
a, = a,_1 + 2 rekurziot hajtjak végre a kisdidkok, ahol az a; a tanito
altal elsének megadott szam. Ambrus Andrés [2| szerint, Piaget fejls-
dési szakaszait tekintve ez a korcsoport a miveletek elGtti és a konkrét
miiveletek szakaszdnak hatardn van, igy az egyszeri rekurzids mive-
letek altalanositasa, explicit formaban val6 megadésa meg sem valo-
sithatd. Miutan, 7 éves kor koriil, a gyerek a konkrét miiveletek, majd
11 éves kor koriil a formélis mtiveletek fejlgdési szakaszba lép, egyre
ritkAbban torténik szdmolas rekurziv médon. Ekkor a szamlancokra,
és a "Mit csinal a gép?" tipusu feladatokra explicit Osszefiiggéseket,
képleteket allitanak fel a tanulok. Olyannyira, hogy amikor kézépisko-
laban megemlitésre keriil a Fibonacci-sorozat, a rekurzié mar idegeniil
hat a didk szamara. To6bb tanarkolléga is megemliti az adott tanoran,
hogy az emlitett sorozat elemeinek a megadasa rekurziv médon torteé-
nik, de mivel tébbnyire ez az egyetlen olyan eset, amikor rekurziéval
talalkozik a didk a kozépiskoldban, hamar el is felejti. Viszont (na-
gyon hasznosan) ezen nevezetes (Fibonacci) sorozat néhany elemének
kiszamoltatasa soran automatikusan meriil fel a didkokban az igény a
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szamitogép alkalmazasara. Erdekes tapasztalat, hogy mig kb. 20 évvel
ezelGtt a didkok akar a 15. elemig is fejben vagy irasban készséggel szé-
moltak az elemeket, addig napjainkban (a szamolo- és szamitogépek
koraban) a 4., 5. elemnél mar mondjak, hogy szamoltassuk a rekur-
zi6t inkabb szamitogéppel. (Vizsgalataink soran, majd ki is hasznaljuk
ezt a természetesen felmeriils igényt a szamitogép hasznalatara.) Mi-
ért is fontosak a rekurziv képletek és ezek tanitasa? ElGszor is, mert
talalkozunk olyan problémakkal, melyek nem frhatok le explicit formu-
laval. Ilyen pl. a mar emlitett Fibonacci-sorozat, de nagyon jo példa
erre az altalunk vizsgalt problémakor is. Hiszen a pénzdobas kisérle-
tet tekintve a leghosszabb széria hosszat leird eloszlasfiiggvényre nincs
pontos és egyben zart formula. Masrészt fontos tudni és tudatositani,
hogy rekurzidéval mindig pontos eredményt kapunk, nem kozelits vagy
atlagértéket. A rekurzios képletek alkalmazasanak egyetlen hatranya
és egyben akadalya van, a sokadik tag meghatarozasa sokszor nehéz-
ségbe iitkozik még szamitogép hasznalataval is. Erre a problémaéra
kiilon kitérek a 3. fejezetben.

Az aszimptotikus tulajdonsaggal elGszor a kdzépiskolaban a fliggvé-
nyek tulajdonsidgainak targyalasakor talalkozik a didk, amikor néhany
fiiggvény grafikonjahoz tn. aszimptotakat adnak meg. Ekkor aszimp-
totén olyan egyenest értiink, amelyet valamely gérbe végtelenbe nylo
része megkozelit, de soha el nem ér. Igy altalanosan az aszimptoti-
kussag olyan tulajdonsigot jelent, amellyel akkor rendelkezik valamely
matematikai kifejezés, ha az egymast kovets értékei egyre inkdbb meg-
kozelitik egy adott fiiggvény értékeit. Nagy n esetén az aszimptotikus
értékek tehat mar olyan kozel esnek a tényleges értékekhez, hogy jol
hasznalhatjuk azokat, ha az eredeti értékeket nem (vagy csak nehezen,
bonyolultan) tudjuk meghatarozni. Kifejezetten aszimptotikus tételek
csak a felsGoktatasban szerepelnek. Az dltalam a 3. fejezetben vizs-
galt tételek bizonyitasainak ismertetésétdl eltekintek, az érdekl6ds a
hivatkozott szakirodalomban megtalalhatja azokat. Annak a rogzitése
viszont, hogy ilyen tételek léteznek, fontos és hangsulyozandé. Hiszen
mint emlitettem és majd be is mutatom a 3. fejezetben, nagy elem-
szam (n) esetén a rekurziv algoritmus mér nehézkesen alkalmazhato
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még szamitogéppel is, viszont ebben az esetben a kozelité eredmények
egyre kozelebb esnek a valos értékekhez, s igy jol hasznalhatoak.

A koznapi nyelvben a szimulacion tobbféle dolgot is érthetiink.
Talan az els6, ami az atlagembernek elGszor eszébe jut, a betegség szi-
mulélasa. Kevés olyan didk van, aki ne akart volna megiszni pl. egy
dolgozatirast valamilyen "silyos betegség" eljatszasaval. Természete-
sen mi a jelen keretek kozott nem egy adott folyamat eljatszasat fogjuk
érteni szimulacion, hanem az in. Monte Carlo szimuléciot fogjuk tér-
gyalni. Az altalunk vizsgalt folyamat tobbszori ismételt "lejatszasa"
soran kapott eredményekbdl atlagértékeket szamolhatunk (vagy szé-
moltathatunk), melyek az adott folyamatot jellemzik. Ez utobbinak
a hangstlyozasa azért fontos, mert sok didk szimulacion csak azt érti,
hogy egy folyamatot vagy kisérletet lejatszunk, vagy lejatszatjuk sza-
mitogéppel (akar csak egy alkalommal is!) és a lejatszas eredménye
adja a keresett érték varhatd eredményét. A szamitogép alkalmazésa
jO lehetGséget teremt arra — hiszen gyorsan lejatszathatok tobbszor,
ugyanolyan koriilmények kozott a folyamatok — , hogy megmutassuk
az eredményekben adodo kiilonbségeket eltérd ismétlésszamok esetén.

A szimulacié alkalmazésa az oktatasban szamos teriileten hoz jo
eredményeket. Rochowicz [48] cikkében — konkrét valoszintiségszami-
tastanitasbeli alkalmazasok mellett — targyalja a szdmitégépes szimu-
lacios technikak elényeit is, melyek koziil kiemelnék néhanyat. A vé-
letlen tomegjelenségek megértését, az egyes fogalmak jelentésének az
elmélyiilését nagymértékben segiti a szimulécio, hiszen akar a bonyo-
lult matematikai formuldk ismerete nélkiil is lehet vizsgalni a kiilon-
boz6 folyamatokat és a hozzajuk kapcsolodo értékeket. A hallgato akar
egyediil is megismételheti, elvégezheti akarhanyszor a kisérleteket, a
folyamatok lejatszasat. Osszevethetik egymassal az egyedi, hallgaton-
ként kapott eredményeket, ezekbél tjabb Osszefiiggéseket lehet vizs-
galni.

A matematikai szimulidci6 Monte Carlo modszer néven valt is-
mertté, segitségével egy véletlen valtozo atlagértékét tudjuk megha-
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tarozni. Alkalmazésa f6leg akkor célravezetd, ha létezik ugyan anali-
tikus megoldas, de az tulsdgosan bonyolult, illetve ha nem is 1étezik
analitikus megoldas. Tehat ha nem tudunk vagy nem akarunk bonyo-
lult szamitasokat végezni. A nagy szamok torvénye alapjan elegendd
szamu minta vétele esetén a kapott atlagérték kozel fog esni az altalunk
nem ismert valodi értékhez. A szimulacio segitségével igy ezen emli-
tett torvény is érthetGbb lesz a hallgatok szaméara. Konnyen be tudjuk
mutatni, hogy a kevés szami ismétlés esetén nem kaphatunk jo meg-
oldasokat. Ha viszont nagy szami (akar tobb ezres) ismétlést végziink
(végeztetiink a szamitogéppel), a kapott atlageredményeink nagyon jol
megkozelitik a valos eredményeket. Ez azért is nagyon hasznos, hiszen
mint latni fogjuk a 3. fejezetben, nagy n esetén a pontos eredményt
szolgéltato rekurzié mar alkalmazhatatlan a hosszi futésidé és egyéb
kapacitasprobléméak miatt (még modern szamitogéppel is). Tehat ha
példaul a pénzdobas kisérletben egy n hossztusigi dobassorozatot vizs-
galunk tgy, hogy N-szer megismételjiik a kisérletet, (ahol N = 1000
példaul vagy még nagyobb) akkor minden n esetére egy elfogadhato
értéket kapunk. A Monte Carlo modszer elnevezés onnan ered, hogy
Monaco f6varosa mint a szerencsejaték fellegvara ismert, és a rulett-
kerék tekinthetd egy egyszeri véletlenszamgeneratornak is. A névadas
és a modszer szisztematikus kifejlesztésének idépontja 1944-re tehetd,
amikor is az atombomba megalkotasaval kapcsolatos kisérletek soran,
a szamitastechnika fejlgdésével lehetGség adodott a szimulacios tech-
nikdk megalkotésara. Bar kordbban is léteztek Orvendetes probélko-
zasok, de ezek egyedi példak maradtak. Példaul [41]-ben olvashatjuk,
hogy mér 1873-ban A. Hall a IT szdm meghatarozasara, vagy Student
(W.S. Gosset) 1908-ban a t-eloszlas kisérleti leirasara hasznalt szimu-
laciénak nevezhet$ eljarast. Tudomanyos kutatasi modszerré azonban
csak Neumann és Ulam 1944-ben folytatott munkassaga révén valt.
1948-ban Fermi, Metropolis és Ulam mar a Schrédinger egyenlet sajat-
értékeinek becslésére hasznalta a modszert, és napjainkra elmondhato,
hogy minden tudomanyteriilet alkalmazza kutatasiban ezt a hatékony
eljarast. A Monte Carlo modszer sziiletésének torténetérdl olvasha-
tunk N. Metropolis [34], és Ulam-mal kézos [35] cikkében, melyben
elérevetiti a modszer fejlédésének, alkalmazasanak azt a jovébeli ké-
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pét, amikor is az emberi elmét, valamint az intelligenciét is lehet majd
szimulalni megfelel§ technikai és elméleti hattér segitségével.

A moédszer megismertetése, oktatasa - éppen az alkalmazhatosag
sokrétiisége miatt - minden tudomanyteriileten foly6 képzés soran nélkii-
l6zhetetlen. Nalunk, Magyarorszagon f6leg az informatikat hallgatok
szamara létezik (kidolgozott tematikaval) ezen téma oktatasa. Néhany
el6ad6 megemlit ugyan eseteket 1-1 teriilet targyaldsanal, amikor is szi-
mulacioval jo eredményeket lehet elérni, de a nem informatika szakos
hallgatok nem sokat hallanak a moédszerrdl.

A kiilfoldi tapasztalatok is azt mutatjak, hogy ezen a teriileten még
sok potolnivalo van. Ingolf Stahl tobbek kozott a [55], és [56]-ben irt
tanulméanyaiban kifejti tébb mint 30 éves oktatéasi tapasztalata alapjan
levont kovetkeztetéseit a szimulacid oktatésaval kapcsolatban.

Nalunk a mérnokképzésben alkalmazzak a MATLAB alatt futtat-
haté SIMULINK programot — mely dinamikus rendszerek szimulacio-
jara alkalmas — , de a gazdaségi képzés teriiletén is nagy sziikség lenne
megfelel§ szinten, megfelel6 szoftverrel alkalmazni a Monte Carlo szi-
mulécios eljarést.

1.3. Az alkalmazasokrol

A nem matematika szakos hallgatok matematika 6rdin gyakran talél-
kozunk a kovetkezd hallgatoi kérdéssel: Minek tanuljuk ezt vagy azt
a részt (illetve altalaban a matematikat), mire tudom ezt hasznalni?
Vélaszolhatnank persze fennkolten, Rényi altal [44]-ban, Hieron szaja-
ba adott gondolattal is: "Allitolag egyik tanitvanya, akit geometriara
oktatott, azt kérdezte Euklidészt6l: Mi hasznom lesz abbol, ha ezeket
a dolgokat megtanulom? Erre Fuklidész odahivta a szolgajat, és azt
mondta neki: Adj ennek az embernek egy obulust, mert ¢ hasznot
akar huzni abbol, amit tanul." Szintén ebben a miiben Arkhimédész
szavaival Rényi ezt gy értelmezi, hogy bar Euklidész a matematika
eredményeinek hasznosségaval valo foglalkozést nem tartotta tudoéshoz
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méltatlannak (s6t, rengeteg gyakorlati alkalmazast ismerteté munkaja
maradt rank), mégis ugy gondolja, hogy a matematikdban csak azok
képesek elmélyedni, akik 6nmagéért érdekl§dnek iranta, és nem csak
a hasznossagat keresik. Mivel a mi f6iskolankon nem matematikus
hallgatok képzése folyik, igy a szdmukra még fontosabb, hogy talél-
kozzanak olyan valos problémakkal, ahol a tanult tételeket alkalmazni
is tudjak. KEgyrészt ezek jo motivacids tényezSk lehetnek, fenntart-
jak az érdeklddést, hiszen sok hallgaté csak a problémak megismerése
utdn kezd el foglalkozni a megoldashoz sziikséges elméleti anyaggal.
Maésrészt a kiilonboz§ szakteriileteken a szakmaspecifikus alkalmaza-
sai az elsajatitott alapozo ismereteknek minden végzett hallgatd szé-
mara hasznos a munkaba kikeriilve is. Az intézményiinkben végzett
(TAMOP Munkaeré-piaci alkalmazkodas fejlesztése cimii) felméréshél
is az deriilt ki, hogy a cégek, vallalkozasok is a tanult ismeretek alkal-
mazasat varjak el a hozzajuk szakmai gyakorlatra vagy késébb alkal-
mazéasba felvett hallgatoktol. Az alabbi 1.1 tablazat alapjan lathato,
hogy a problémamegoldas milyen fontos szerepet jatszik a munkaltatok
kompetenciarangsoraban — legmagasabb pontszam, legkisebb szoras-
sal —, valamint a végzett hallgatok visszajelzésébdl (1.2 tablazat) is az
deriil ki, hogy az alapoz6 ismereteket tudjik az évkozi, szakmai gya-
korlat utan a leghasznosabban alkalmazni. A 3. fejezetben emlitett
problémakorhoz kapcsoloddan ezért ott megemlitek néhany alkalma-
zasi lehet&séget, melyek targyaldsaval a tanar szinesitheti a szaraznak
tartott matematikaorat.
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Kompetencia Atlagos ertgkelés Szords
Idegen myelvi 474 223
kommunikicio

Alaprretos senftversk 3,73 1,73
hazmalata

Szakmai =mnfiversk 3.69 236
hasmmalata

Minkatirsakdeal, figvielekkel | 6,12 1,33
valo kommunikicio

Problémamegoldo 6,18 1.26
kszség

Przentacios, eloadod 4.60 2,00
kepessep

Team munka, keoperacio 347 1.63

1.1. tablazat. A munkaltatok véleménye szerinti kompetencia
értékelése, skala: 1-7

Toddselem megnevezese Aflag § zords
alapozo ismeretek 30m 1.09
szakmai izmerstzk 264 1.7
szakiriny 284 13
evkia gyakorlat 347 16

13 hetes gvakodtat 2n 1.7

1.2. tablazat. Az egyes tudéselemek hasznosithatosaga,
a végzett hallgatok véleménye szerint, skala: 1-5



2. fejezet

A valbszintiségszamitas
tanitasa

A valészintiségszamitas oktatasanak céljat, tartalmat és modszerét te-
kintve az alabbi, Rényi altal pl. [43]-ben lefektetett alapelveket te-
kintem iranyadonak. Miért is fontos valoszintiségszamitast tanitani?
Héarom f6 célt lehet kiemelni, az elsG, hogy fontos szerepe van a gon-
dolkodas fejlesztésében. Hiszen tanulmanyaik soran tapasztalhatjak a
hallgatok, hogy a vilagos, logikus gondolkodas alkalmas a bizonytalan-
saggal bir6 esetek vizsgalatara is. Ezzel szorosan 6sszefiigg a masodik
cél, miszerint a tudomany, technika és a mindennapi élet kiillénb6zd
teriiletein valo hasznossaga miatt kell foglalkoznunk a valoszintiségsza-
mitassal. Modern korunkban szinte minden munkateriileten sziikség
van bizonyos foka valdszintiségszamitasi ismeretekre. Végiil azért is
fontos a tanitasa, mert nélkiilézhetetlen szerepe van a matematikai
nevelésben is, s6t a hallgatok jellemformalasaban is. Hiszen segitségé-
vel kdnnyebb a valosadg matematikai modelljének megértése, egyaltalan
annak természetessé valasa, hogy ilyen modellek léteznek.

Ha a tartalmi oldalt nézziik, leszogezhets, hogy a valoszintiségsza-
mitas a véletlen tomegjelenségekkel és ezek torvényszertiségeivel fog-
lalkozik. A targy bevezetésekor fontos tudatositani ezen két tulaj-
donsag jelentését, elkeriilve ezzel a gyakran elGfordulo félreértéseket
a targyban megismert tételek alkalmazhatosagait illetGen. Szemléle-

17
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tes példakkal egyértelmiivé tehetjiik, hogy milyen jellegii problémak-
kal foglalkozik a targy. (Lasd példaul [18] Véletlen tomegjelenségek
fejezetében emlitett példékat.) A tanitando konkrét témakat nézve,
nyilvanvaloan iskolatipusonként valtozé lehet ezek kore, azonban min-
denféleképpen és mindenhol elGszor is a sziikséges matematikai elmé-
letet kell pontosan elsajatitani. Ezutan legalabb ilyen fontos az al-
kalmazasok megismerése, a véletlen tomegjelenségek leirasa, vizsga-
lata kiilonb6z6 problémakban. Pedagogiailag is nagyon fontos, hogy
a hallgato 0ssze tudja kapcsolni az elméleti ismereteket az alkalmaza-
sokkal. Rényi az emlitett frasaban megemliti még a valdszintiségsza-
mitas tudoménytorténeti, illetve filozofiai kérdéseinek targyalasat is,
erre azonban a sziikiil6 6rakeretek miatt egyre kevesebb lehet&sége van
az oktatoknak. Pedig ezen teriilet targyaldsa egyrészt motivalhatna a
matematika irant kevésbé érdekl6ds hallgatokat is, méasrészt segitené
a tanulokat abban, hogy megismerjék a valoszintiségszamitas sajatos
gondolkodasmodjat.

Végiil nézziik a modszertan kérdését. A {6 hangsily (a kiilonb6zs
foka képzésekben egyarant) a kisérletezésen, szemléltetésen van (kel-
lene, hogy legyen!). Ezek fontossagarol kiilonosen a valoszintiségszami-
tas tanitdsdban, mar irtam a fejezet elején. Itt most azt emelném ki,
hogy a jol megvalasztott példak, kisérletek, segitenek belattatni a hall-
gatokkal, hogy a matematikai szigorisagra sziikség van és a hanyag
targyalads hamis eredményre vezet. "A matematikatanitas alapjat al-
talaban jol valasztott példaknak kellene képezniiik, és sehol sincs olyan
nagy valaszték izgalmas és mégis elemi példakban, mint a valosziniiség-
szamitas teriiletén." [43] Itt természetesen nemcsak a jol ismert sze-
rencsejatékos feladatokra gondolhatunk. Révész professzor ar példaul
etiopiai el6adasain nem is emlithetett ilyeneket, hiszen ott ezek isme-
retlenek és tiltottak is. A kiilénbo6z6 feladatok, problémak vizsgalata
viszont nélkiilézhetetlen a tanités folyaman, igy sziikség szerint mas
és mas teriiletrél, de a hallgatok szaméra ismert kornyezetb6l kell a
kisérleteket kivalasztani.
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2.1. Fontosabb hatarérték tételek

A valoszintiségszamitas talan legfontosabb torvénye a Nagy szamok
torvénye(i). Megeértésiik jelentGséget elsGdlegesen az adja, hogy a va-
loszintiség tapasztalati fogalmat koti Ossze az axiomakbol felépitett
elmélettel. Masrészt a Monte Carlo szimulacioval kapott eredmények
elfogadasanak elméleti megalapozasat adjak, végiil, de nem utolso6 sor-
ban a statisztikai elemzésekben is kiemelkedd szerepet jatszanak.

A mar remélhetsleg korabban (legalabb a kiézépiskolaban) elkez-
dett kisérleteket folytatva, a didkokban kialakul a véletlen fogalma,
és mér ekkor tudatosulhat benniik, hogy a véletlen torvényszertiségei
csak nagy szamu ismétlés esetére vonatkoznak. A valoszintiségszami-
tas kialakuldsdnak a kezdetén még a matematikusok korében is, de
manapsag is gyakori hiba a hallgatoknél, hogy a térvényszertiségekbdol
egy adott, kovetkezG esemény bekdvetkezésére szeretnének kovetkez-
tetni. Az egyszeridi érmedobéas vagy kockadobas kisérleteket érdemes
el6szor gondolatban lejatszatni a hallgatokkal (legalabb 100 dobassal),
hiszen a 3. fejezet bevezet§jében emlitett Varga Tamas féle kisérlet
alapjan varhato és tapasztalhaté a didkok altal is, hogy 6k kevésbé
varjak a tobb azonos jel egymasutanisagat. A gondolati kisérletek a
kiegyenlitGdésre térekednek, mig a valdésidghan hosszabb azonos jelso-
rozatok is adddnak. A kisérletek szaméat novelve tapasztalhato, hogy
a relativ gyakorisdgok egyre kozelebb esnek az elméleti valoszintiség-
értékhez, az ingadozéasok egyre kisebbek. A 100-as dobéssorozatig cél-
szerd ténylegesen elvégeztetni manudlisan a kisérletet a hallgatokkal,
de nagyobb dobasszam esetén mar szamitogéppel végeztetjiik el. Egy-
részt a kisérlet idGigényessége miatt, mésrészt a szamitégéppel régton
kirajzoltathatjuk a megfelel§ grafikont (akar folyamataban is).

Nézziik el6szor a Nagy szamok torvényének gyenge alakjat.

2.1.1. Tétel. Ha a & waldszintdségr vdltozok pdronként fiiggetlenek,
azonos eloszldsiak, és BEE? < oo, akkor a kiz0s vdrhatd értéket m-mel
jelolve (m = E¢;), kapjuk, hogy Sn—" sztochasztikusan konvergdl m-hez.
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2.1.2. Megjegyzés. Hincsin bebizonyitotta, hogy elegendé6 a
E|&| < oo feltétel is.

Ha most egy P(A) = p valoszintiségli A esemény bekovetkezése-
nek vizsgalatara n kisérletet végziink egymastol fiiggetleniil, akkor
az esemény relatfv gyakorisiga (£4) éppen 2= alakban irhat6. (Ahol
Sp =Y, & és ahol & jelenti az A bekdvetkezéseinek a szamat — gya-
korisagat — a kisérlet i-edik végrehajtasaban.) Igy tehat azt kapjuk,
hogy egymastol fliggetlen kisérletek sorozataban az A esemény relativ
gyakorisaga sztochasztikusan konvergal az A esemény P(A) valoszini-
ségéhez — elméleti értékhez — ha a kisérletek szdma minden hataron til
né. Ezzel a nagy szamok torvényének Bernoulli- féle gyenge alakjat

kapjuk:

2.1.3. Tétel. Tetszileges kis €,0 > 0 szamokhoz taldlhato olyan
N(e,8), hogy n > N esetén P(|%2 — P(A)| <e) > 1—4.

A gyenge jelz6 sztochasztikus konvergenciara utal, ami azt fejezi ki,
hogy nagy n esetén kicsi a valoszintisége annak, hogy az eltérés nagy
lesz. (De ritkan, vagyis kis valoszintiséggel azért eléfordulhat!) A té-
tel jelentGségét az adja, hogy torvényszeriiségben latjuk a tapasztalati
eredmények és az elmélet 6sszhangjat. Hiszen Kolmogorov a harom
axiomajat a konkrét relativ gyakorisigi adatokra alapozva irta le, és
ezek segitségével felépiilt a valoszintiségszamités tételrendszere. Ebben
a rendszerben egy bizonyithato allitas a Nagy szamok gyenge torvé-
nye, mely torvény teljesen 6sszhangban van a tapasztalatbol szarmazo
eredményekkel. A tételt magat nem szemléltetjiik, hiszen a konvergen-
cia nem trajektoriankénti. Viszont a relativ gyakorisag vizsgalatara
végezziink a hallgatokkal ténylegesen kisérleteket, példaul az egyszerd
érmedobés kisérletet. Ez azért nagyon fontos, mert egyrészt ez mutatja
a valosag tényleges (néha megleps) viselkedését, masrészt a szamito-
gépen generalt véletlen szamok elméletileg nem tekinthetdk fiiggetlen,
azonos eloszlast valosziniiségi valtozok realizaciojanak. Rényi [42]-ban
leirja, hogy mar a XVIII. szdzadban végeztek hosszi dobéassorozatokra
vonatkoz6 megfigyeléseket, példaul Buffon 4040 dobést vizsgalt, mig
Pearson a XX. szazad elején 24000 dobast hajtott végre ténylegesen.
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A Nagy sziamok torvényének Kolmogorov féle "erds" megfo-
galmazasa szerint:

2.1.4. Tétel. Teljesen fiiggetlen, azonos eloszlasu valdsziniségi vdl-
tozok (§1,&,...,&,) esetén, ahol E|&;| < oo, M — m, vagyis
lim,, oo % = m magjdnem biztosan.

2.1.5. Megjegyzés. Etemadi belatta, hogy az erGs tétel is érvényes
nemcsak teljes, hanem paronkénti fliggetlenség esetén is, a gyenge tor-
vényhez hasonléan.

A majdnem biztos, vagy 1 valoszintiséggel vald konvergenciabol kévet-
kezik a sztochasztikus konvergencia. Innen ered az "erGs" elnevezés,
hiszen a "gyenge", sztochasztikus konvergencidnal erésebb konvergen-
ciarol beszéliink az ilyen tételeknél. A "gyenge" torvényhez képest te-
hat most mar nemcsak az mondhato el, hogy egy kisérlet soran kapott
atlagérték és az elméleti érték eltérése nagy n esetén, nagy valoszi-
niséggel kicsi lesz, hanem kicsi is marad ez az eltérés. Pontosabban
sz6lva: majdnem minden trajektoria a varhatd értékhez konvergal.
Feller (|23], 201. oldal) szavait idézve: "Ily modon a két torvény
egyiittesen leirja a véletlen alapvetd tulajdonsagait, amelyek a valoszi-
niségek szemléletes fogalmanak hatterében rejlenek."

A hallgatok altal elvégzett valodi kisérletekben kapott relativ gya-
korisagi eredményeket rogzithetjiik pl. Excel tablaban, igy egy cso-
porton beliil is Ossze tudjuk hasonlitani a hallgatok egyedi eredmé-
nyeit, de a tobbi csoport hallgatdéinak eredményeivel is elvégezhets az
Osszehasonlitas. Mivel a sztik 6rakeretben kevés az id6 a tényleges ki-
sérletek elvégzésére, azért otthoni feladatként végezték el a hallgatok
az érmedobaléast és rogzitették a kapott eredményeket. (A jol ismert,
Rényi-féle Osszefiiggés alapjan, mely szerint nagy n esetén n dobéas-
bol koriilbeliil log, n a leghosszabb tiszta fej sorozat hossza, konnyen
kiszlirhet6 az esetleges "hamis" sorozat, vagyis az, hogy a hallgato
ténylegesen végre hajtotta-e a kisérletet, vagy csak leirt egy altala
elképzelt véletlen sorozatot. A tanari "braviaron" a hallgatok kells-
képpen meg is dobbennek. Részletesebben errdl a 3. fejezetben irok.)
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Az alabbi tablazat 3 tanulocsoportom (23-23-23 £6) altal kapott ered-
mények koziil az egyik csoport eredményeit mutatja, ahol az 1l-es a
fej eredményt, mig a 0 az irast szimbolizalja. Hallgaténként szerepel
a 100 elemt dobassorozatuk altal kapott fejdobas relativ gyakorisaga-
nak eredménye is. A masik két csoport eredményei a Filiggelék 4.a/1,
4.a/2 illetve 4.b/1 és 4.b/2 tablazataban talalhatoak. A tablazatban
minden oszlopnal feltiintettem a leghosszabb fejszéria, illetve alatta
a leghosszabb barmilyen széria hosszat. A leghosszabb fejszéridkat
kékszinnel jeloltem, ahol a leghosszabb széria irasbol (vagy irasbol is)
alakult ki, azt sargaval szineztem. Egy-egy oszlopon beliil t6bbszor is
szerepelhet ugyanakkora hossztisagu jeldlés, hiszen a leghosszabb szé-
ria nem biztos, hogy csak egyszer szerepel a sorozatban. A tablazat
nagy mérete miatt 50-nél kettéosztottam a sorozatokat az abrazolas-
hoz.
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2.1.

1. tanuldcsoport egyedi eredményei
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2.1. tablazat. Az 1. tanulocsoport 100 érmedobés eredménye,

elsé 50 dobés
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52 52 47 46 52 47 45 48 60 54 51 35 41 60 52 57 58 51 53 54 43

a7

fejekrel.gy. 0,47 0,52 0,52 0,47 0,46 0,52 0,47 0,45 0,48 0,6 0,54 0,51 0,35 0,41 0,6 0,52 0,57 0,58 0,51 0,53 0,54 0,49 0,44
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10
10

legh. fe]

13

Ih. bdrm.

2.2. tablazat. Az 1. tanulocsoport 100 érmedobés eredménye,

as

dik 50 dob

maso
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Sokszor tapasztaljuk a hallgatok korében is, hogy olyan tényeket
is megprobalnak a nagy szamok torvényeinek tulajdonitani, vele ma-
gyarazni, melyeket az nem is tartalmaz. Ha egy hosszi, kétszemélyes
pénzdobéas-jaték el6tt megkérdezziik a hallgatokat, hogy szerintiik me-
lyik jatékos hanyszor fog vezetni, dltalaban azt a valaszt kapjuk, hogy
egyik is, masik is az esetek kb. felében. Ez azonban nem lesz igaz.
Meglepd modon azt tapasztaltuk, a jatékot megnyerd jatékos a jaték
soran majdnem végig vezetett. Tehéat egy adott jaték soran minden
idépillanatban vett atlagoknak semmi koze a sok jaték soran minden
idépillanatban tekintett egyiittes atlagokhoz. Az ehhez hasonld, sok-
szor paradoxnak t1ing tulajdonsiagok vizsgalataval a bolyongasok terii-
lete foglalkozik, ebbdl néhany fontosabb eredményt késGbb még meg-
emlitek. A hallgatéim eredményei koziil egyet kivalasztva, a kovetkezs
abran lathato ez az érdekes tulajdonsag is. A relativ gyakorisag érté-
keket pontonként abrazolva, majd azokat osszekotve (egy trajektoriat
kapunk), ez a torott vonal a 0, 5-0s valoszintiség koriil ingadozik. Az is
lathato, hogy minél nagyobb az n, annal kisebb az ingadozas mértéke.
Az &brazolt kisérletben érdekes médon szinte végig 0, 5-nél nagyobb
értéket kaptunk fejdobés relativ gyakorisagara. (Mig késébb latunk
olyan eseteket is, ahol a p érték alatt halad a relativ gyakorisag majd-
nem végig.) Lathato, hogy a fele-fele aranyn vezetés gondolata nem
helytallo.
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2.1. dbra. Egy hallgat6 érmedobés-kisérletének eredménye n = 100-ra

Az oktatéasban sok elénye van a szamitogépen realizalt (tehat nem
igazi) véletlen kisérletek végzésének is.
A hitp://nlvm.usu.edu/en/nav/frames _asid_ 305 g 4t 5.html ol-
dalrol indithaté program segitségével elészor kevés dobasszam esetén
nézziik, majd egyre nagyobb dobéssorozatokra a relativ gyakorisag
eltérését az eseményiink konkrét valoszintségétdl (szabalyos érme ese-
tén ez 0,5). Az emlitett animacionak tobb elénye is van, valtoztathato
az érmedobésok szama, numerikusan is kiirja a dobés-eredményeket és
grafikonon is kirajzolja a relativ gyakorisag értékeket. Valtoztathato
az érme "szabalyossidga', tehat szabalytalan érmével is elvégezhetjiik
a kisérletsorozatokat, valamint a "csuszka" segitségével végigkGvethetd
a dobassorozat minden eleme, lathato az egész dobéssorozat (a 3. fe-
jezet kisérletéhez is jol hasznalhato ez a lehetdség, illetve hogy kiirja
a program a leghosszabb sorozatok hosszat).
Az aldbbiakban egy-egy kisérlet soran kapott eredménytablat muta-
tok be szabélyos és szabalytalan (fejdobés valoszintisége legyen 0,7)
érme esetén, 15, 50, 100, és 1000 dobéassorozatra. A szamitogépes
animalés nagy el6nye még, hogy hosszu sorozatokat is le tudunk fut-
tatni tobbszor egymas utan, igy lehet&ség van a viselkedés alaposabb
megismerésére.
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Coin Tossing
 Number of tosses |15—
© Longestrun of heads [5
Probability of heads =[05
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Start | Pause | Clear ||TTTTHTHTHHHTTTT

Number of tosses =15

27

Coin Tossing
= Number of tosses ISO—
© Longestrun ofheads [5
Probability of heads = [0.5

Start | Fause | Clear |rHTHHHTTTHTTTTTHTTT

of tosses =50

Numbetr of heads =5

of heads = 20

Number of tails = 10
Longest run of heads =3
Longest run of tails = 4
Percentage of heads = 33%

Chance error= -2
(number of heads - expected number of heads)

Heads Tailx

Nagyon rovid sorozat
p=0.5n=15.

Number of tails = 30
Longest run of heads = 4
Longest run of tails =6
Percentage of heads = 40%

Chance error = -5
{number of heads - expected number of heads)

Heads

Tailz

Rovid sorozat
p=0.5,n = 50.

2.2. dbra. Animéaci6 révid sorozat, szabalyos érme esetén

Coin Tossing

= Number of tosses | 100
= Longest run of heads |5
Probability of heads = |0.5

sart | rause | clear |’HTTHHHTHHHTHHTTTHT

Number of tosses = 100
Number of heads = 46
Numker of tails = 54
Longest run of heads =5
Longest run of tails = 5
Percentage of heads = 46%

Chance errer= 4
(number of heads - expected number of heads)

Hesads Tails

Hosszu sorozat
p = 0.5,n = 100.

Coin Tossing
& Number of tosses [1000
 Lengest run of heads IS—
Probability of heads = (05

stat | Paee | ctear |’THHHHTTHTTTHHHHHTTJ

Number of tosses = 1000
Number of heads = 453
Number of tails = 507
Lengest run of heads = 10
Longest run of tails = 10
Percentage of heads = 49%

Chance error=-7
(number of heads - expected number of heads)

Tails

Heads

Nagyon hosszi sorozat
p = 0.5,n = 1000.

2.3. abra. Animacié hosszu sorozat, szabélyos érme esetén
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Coin Tossing
& Number of tosses [15
" Longest run of heads |5—
Probability of heads =[07 |

Start | Pause | Clear ||HTHHHHHTHTTHHTH

Number of tosses = 15
Number of heads = 10
Number of tails =5
Longest run of heads =5
Longest run of tails = 2
Percentage of heads =66%

Chance errer=0
{number of heads - expected number of heads)

Heads

Tailz

Nagyon rovid sorozat
p=0.7,n=15.
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Coin Tossing
= Number of tosses |50—
© Longestrun of heads [
Probability of heads=[07

Start | Pause | Clear ||{HHHTTHTTHHHHHHTHT

Number of tosses = 50
Number of heads = 34
Number of tails = 16
Longest run of heads = 7
Lohgest run of tails = 2
Percentage of heads = 68%

Chance error= -1
(number of heads - expected number of heads)

Headlz Tail=

Rovid sorozat
p=0.7,n = 50.

2.4. abra. Animaci6 rovid sorozat, szabalytalan érme esetén

Coin Tossing
& Number of tosses [100
" Longest run of heads IS—
Probability of heads =07

Start | Pause | Clear ||THHHHTHHHHTHHHHHH

Number of tosses = 100
Number of heads = 76
Number of tails = 24
Longest run of heads = 20
Longest run of tails = 2
Percentage of heads = 76%

Chance error=6
inumber of heads - expected number of heads)

Heads

Tails.

Hosszu sorozat
p=0.7,n = 100.

2.5. dbra. Animacié hosszi

Coin Tossing
= Number of tosses | 1000

= Lohgest run of heads IS
Probability of heads = |O 7

Start | Pause | Clear |rHHHTTHTHHHHHHHHTH

Number of tosses = 1000
Number of heads = 718
Number of tails = 282
Lohgest run of heads = 15
Longest run of tails = 5
Percentage of heads = 71%

Chance error=18
(number of heads - expected number of heads)

Tailz

Heads

Nagyon hosszi sorozat
p = 0.7,n = 1000.

sorozat, szabélytalan érme esetén
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Grafikonon abrézolva a kapott eredményeket, mar viszonylag kis
n esetén is jol latszik, hogy a relativ gyakorisag a p értéke koriil in-
gadozik. Az alabbi (2.6) baloldali 4bra, n = 100 esetén mutatja egy
kisérlet eredményét. (Erdemes megfigyelni, hogy ebben az esetben —
ellentétben a 2.1 abra grafikonjaval — szinte végig a p alatt maradnak a
relativ gyakorisag értékek.) A jobboldalin pedig egy hosszabb sorozat
esetén lathato, hogy a relativ gyakorisag a p érték 0,04 sugara kor-
nyezetében halad az 5000. és 5100. kézotti dobasokat nézve. Mindkét
abra a |21] cikkben szerepel.

p+0,04

P 75000 5100
> p—0,04
1067

2.6. abra. Ermedobas n = 100 esetén és egy 100-as szakasz hosszabb
(n > 5100) sorozatnal

A nagy szamok erGs torvényét (mivel trajektoriankénti konver-
genciat tartalmaz) tudjuk szemléltetni egyedileg elvégrett kisérletek-
kel, illetve be tudjuk mutatni szamitogépes programok segitségével is.
Az egyedileg végzett kisérletekkel célszerii kezdeni, majd a hosszabb
kisérletsorozatokat szamitogép segitségével allitjuk el6. A véltoza-
tossidg kedvéért vegyiik most a kockadobést. A varhato érték 3.5
(=15 + 25 + 35 +45 + 55 + 65).

A http://bes.whfreeman.com/ipsde/cat_ 010/applets/expectedvalue. html
oldalon 16v6 animacioban beallithato, hogy latszodjon ez az (elméleti)
érték, az esetenkénti dobésok pontonként és ezek atlagai egy torott
vonallal 6sszekdtve egy grafikonon. Tébb kocka is valaszthatd, kicsit
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osszetettebb feladatot is vizsgélhatunk a program segitségével. Az
alabbiakban 10, 40,(el6z6h6z még 30 dobas) 140 (el6z6hoz még 100
dobas) és 300 (el6z6hoz még 60 és 100 dobas, mert csak 100-as 1épték-
kel tudunk maximalisan haladni) dobashosszt mutatok be 1 és 3 kocka
esetére. Az is lathat6 a grafikonrél, hogy vannak hosszabb szakaszok,
amikor az atlag végig a varhato érték alatt vagy felett van (hasonloan
az érmedobésnal emlitett jelenséghez).

Ef
Fewer dice Roll dice ¥ Show mean “ Fewer dice Roll dice W show mean
More dice Reset [V Show roll totals Fete More dice Reset W show roll totals
Nagyon rovid sorozat Rovid sorozat
egy kocka, n = 10. egy kocka, n = 40.

2.7. abra. Animaci6 rovid sorozat, 1 kocka esetén

100 Fewer dice Roll dice. W show mean ot = Fewerdice | Roll di ce [V Show mean
" More dice Reset W' Show roll totals More dice Reset [V show roll totals
Hosszu sorozat Nagyon hosszi sorozat
egy kocka, n = 140. egy kocka, n = 300.

2.8. abra. Animaci6 hosszu sorozat, 1 kocka esetén
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Average Average

D) &) (D)
) C1
o

tatal - 10 3 total - 3

Number of rolls Number of rolls

Fewer dice Roll dice ¥ show mean Fewer dice Roll dice ¥ Show mean

Ros 10 Rolls 30

More dice Reset [ show roll totals More dice Reset ¥ Show roll totals

Nagyon révid sorozat Rovid sorozat
harom kocka, n = 10. harom kocka, n = 40.

2.9. dbra. Animaci6 rovid sorozat, 3 kocka esetén

13 18
=
Average L B Average L -
T
) = 1] ”
105 s 105 i
1 170 1 300
Number of rolls Number of rolls

Fewer dice Roll dice ¥ show mean Fewer dice Roll dice. ¥ show mean

Rolls 100 Rells 100

More dice Reset ¥ Show roll totals Ware dice Reset ' show roll totals

Hossz1 sorozat Nagyon hosszi sorozat
harom kocka, n = 140. harom kocka, n = 300.

2.10. abra. Animaci6 hosszu sorozat, 3 kocka esetén
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A kovetkezs, a statisztikdban is jelentSs szerepet jatszo torvény,
a centralis (vagy kozponti) hatareloszlas tétel. A szemléltetése el6tt
célszerti néhany nevezetes eloszlast (legalabb a hipergeometrikus, bi-
nomidlis, Poisson eloszlasokat) vizsgalni kiilonboz6 n és p értékek ese-
tén. A kovetkezd adattabla és grafikon jol szemlélteti, hogy ha az
Osszes elemszam (N) és az azonos, szamunkra fontos tulajdonsagu
elemek szama (M) nagy a minta elemszaméhoz (n) képest, akkor a
hipergeometrikus eloszlas jol kizelitheté a binomialis eloszlassal. (Ez
konkrét feladatoknal a szamolast is megkonnyiti.) Példankban legyen
N = 1000, M = 100,n = 10.

N=1000 M=100 n=10 p=0,1
hipergeo binom k=

0,45
04

0,3469277 0,348678
0,3893689 0,38742
0,1944662 0,19371
0,0569093 0,057396
0,010805% 0,01116
0,0013509 0,001488
0,0001225 0,000138
7,359E-06 8,75E-06
2,858E-07 3,65E-07
6,499E-09 9E-09
6,572E-11 1E-10

0,35 -+

M hipergeometrikus
03 +

M binomidlis

0,25 -+

0,2

0,15 -+

01 A

0,05 -+

L = R I T N I =]

5
-
ra
w
.
wn
=]
-
)

5 10 11

2.11. Abra. Hipergeometrikus eloszlas kozelitése binomialis eloszlassal

Ha a minta elemszama n viszonylag nagy, de a p értéke kicsi (azért
tgy, hogy az np szorzat sem 0-hoz sem a végtelenhez nem tart), akkor a
binomialis eloszlas a Poisson eloszlassal kdzelithetS. Az alabbi tablazat
n = 64 és p = 1/32 esetén mutatja az els6 10 értéket binomialis és
Poisson eloszlas (A = np = 2) esetén.
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n=64 p=1/32
binom Poisson k=

0,3

0,25

0,131084 0,135335283
0,2706251 0,270670566
0,27499 0,270670566
0,1833267 0,180447044
0,0901849 0,090223522
0,0349103 0,036089409
0,0110737 0,012029303
0,0029598 0,003437087
0,0006803 0,000859272
0,0001365 0,000150949

M binomiglis M Poisson
0,2

0,15 -+

0,1 A

0,05 ~

L= e = Y T I o I =]

2.12. 4bra. Binomiélis eloszlas kozelitése Poisson eloszlassal

A Moivre-Laplace tétel a binomidlis és normalis eloszlas kapcso-
latat irja le, miszerint nagy n mintaelemszam esetén a binomialis el-
oszlas kozelithetd a normalis eloszlassal a kovetkezé modon: rogzitett
p mellett n névekedésével a binomialis eloszlast jol kozeliti az m = np
és 0 = \/npq paraméterd normélis eloszlés, azaz

(k=np)?

() prgn* ~ \/ﬁg 2wa (lokalis alak).

A tétel szemléltetésére az Gn. Galton deszkat hasznalhatjuk. Ez egy
olyan szerkezet, melyben szabélyos ékek szerepelnek n sorban, minden
sorban eggyel tobb. A k-adik sorban k db ék van. A szerkezet tetején
egy golyot bedobva, (mivel az ékek szabalyosak) az ékeknél mindig 0,5
valészintiséggel megy a golyd jobbra illetve balra. A szerkezet aljan
tartaly van, melybe a golyok leesnek az utjuk végén. A balrél szami-
tott k-adik tartalyba esik a goly6, ha k sornal jobbra, n — k sornal
pedig balra téritédik el. Ha sok golyot dobunk egymas utan a szerke-
zetbe, a tartalyokba potyogott golyok kirajzoljdk a normalis eloszlas
Gauss-gorbéjét, melyet az alakja miatt haranggorbének is neveziink.
Az alabbi dbra a Galton-deszkat és a kisérlet eredményét mutatja.
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2.13. abra. Galton-deszka

A valosagban természetesen nehéz megvalositani egy tokéletes ékek-
kel ellatott szerkezetet, éppen ezért jol hasznilhatoak a szamitogépes
animaciok. Egy ilyet talalunk példaul a
http://www.stattucino.com/berrie/dsl/Galton.html oldalon.

Az el6z6ek alapjan nézziik rogzitett p (pl. p = 0,25) mellett, névekve
n értékek (n = 20-t0l 44-ig) esetén a binomialis eloszlas és az azt
kozelité normélis eloszlas grafikonjat.
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n=20 n=24
0257 p=035 0257 p=025
0.20 0.20
0.15 0.15
0.104 0.104
0.05 0.05
=F -
12345678910 12 14 16 18 20 12345678910 12 14 16 18 20
n=30 n=234
0251 p=025 0.257 p=035
020 0.20-
0.15-
0.10-
0.05-
i ] -
12345678910 12 14 16 18 20 12345678910 12 14 16 18 20
n=40
0.25 i n=44
p=025 0.25 p=025
0.20 0.201
0.15 0.151
0.107 0.101
0.05 0.05-
T 12345678910 12 14 1s 18 20 T3 3iic 8910 12 13 15 18 20

2.14. 4bra. Binomilis eloszlas kozelitése normalissal

Az alédbbi oldalrol indithatdé animacion valtoztathatd az n és a p
értéke is:
http:/ /bes. whfreeman. com/ipsde/cat_010/applets/CLT-Binomial.html
Ha a p = 0,5 (pl. szabalyos érme esete), szimmetrikus binomialis el-
oszlast vizsgalunk, az n novelésével egyre inkdbb koveti a hisztogram
a normalis eloszlas harang-gérbéjét. Az aldbbi (2.15) abrakon n = 10
és n = 50 esetére mutatom a kapott grafikonokat, majd az azt kovets
(2.16) abran pedig az latszik, hogy minél jobban eltériink a p=0,5
értéktsl (p = 0,15, illetve p = 0,85), anndl "eltoltabb" a gérbénk.
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trials (n) probabilty () trials (n) probaility (p)
11— 100 001 } t
10 05 50 05

0.99

0.265 0118

Probability Frobability

0133 0059

Szimmetrikus eset Szimmetrikus eset
p:0757n:10 p:0,5,n:50

2.15. 4bra. Animaci6, binomidlis eloszlas kozelitése normalissal (1)

trials (n) probability (p) trials (n) probabilty (p)
t

0236 0236

Probability Probability

0118 0118

Nem szimmetrikus eset Nem szimmetrikus eset
p=0,15,n = 25. p=0,85,n=25.

2.16. abra. Animaci6, binomialis eloszlas kozelitése normalissal (2)

Amint lattuk, ha a A = np érték rogzitett és kicsi, akkor a bino-
midlis eloszlas csak a Poisson eloszlassal kézelithetd. Ha p rogzitett és
n — 00, akkor a binomialis eloszlas a normaélissal kozelithets. Tehat
ha a A = np nagy, akkor Poisson-nal és normalissal is kozelithets a bi-
nomidlis eloszlas. Ebbdl azonban az kovetkezik, hogy nagy A esetén a
Poisson eloszlas is kozelitheté normalissal. A normalis eloszléssal vald
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kozelitését nézziik kiillonb6zd A-k esetén (A = 7-t6l 25-ig) az alabbi
abrékon.

0.15 —A§ 0.154
[ r=7 M 1=10
0.104 0.104
0.05 0.05
123456789 11131517 1921232527 2331333537 39 123456789 11131517 1921232527 2931333537 39
0.15 0.154
=14 A=18
0.104
0.05
= [ - [T
123456789 1113151719 21232527 2931333537 39 123456780 11131517 1921232527 2931333537 30
0.154 0.15
=23 A=25
0.104 0,104

0.0s5

= T S Sl Tt
123456789 11131517 1921232527 2831333537 39 123456789 111315617 1921232527 2931333537 39

2.17. 4bra. Poisson eloszlas kozelitése normaéalissal

Most térjiink vissza a centralis hatareloszlas tételhez, mely
a mar emlitett Moivre-Laplace tétel altalanositasa. Statisztikai vizs-
galatokban gyakran tekintjiik a megfigyelt mennyiségiinket normalis
eloszlastinak. Ez a feltevés a tapasztalati eredményekbdl szarmazik, de
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elméleti megalapozasat a kbzponti (vagy centralis) hatareloszlas tétele
adja.

2.1.6. Tétel. Teljesen fiiggetlen, azonos eloszldisu valdszinidségi vdl-
tozok esetén, ahol E(&) = m és 0 < o2 = D?(&) < oo, a stan-
dardizdlt részletosszegek sorozata tart a normdlis eloszlashoz, vagyis:

W eloszldsa tart a standard normdlis eloszldshoz:

lim,, 00 P(Sg_% <z)=["_ \/LQTTe_thdt.

Altalanosan is elmondhaté, hogy a részletdsszegek (nagy n esetén)
a normalis eloszlashoz tartanak, ami tételszertien is igazolja a statisz-
tikai vizsgalatoknal is tapasztalt tényt. Vagyis tetszéleges eloszlasi
valoszintiségi valtoz6 esetén, melynek a varhato értéke p és szorésa o,
ha elég nagy elemi mintakat vesziink (altalaban n > 30), akkor az em-
pirikus kozép eloszlasa kozelitGleg normélis lesz szintén p varhato ér-
tékkel és \/iﬁ szorassal. Mivel eloszldsban valé konvergenciardl van szo,
fontos a nagyszami, hosszu sorozatok vizsgalata, szemléltetése, hiszen
a tétel nem valosul meg trajektorianként. A [21]-ben szerepld szemlél-
tetés jol mutatja a leirtakat. Vegyiink egy 200 trajektoriabol kialakult
hisztogramot, melyet gy kapunk, hogy az egyes trajektoriak "becsa-
podasanak" gyakorisagait egy megfelel§ részintervallumokra osztott
és normalt "falon" abrazoljuk. Megfelel§ normalassal a kapott strt-
séghisztogramunk az elméleti haranggorbével Gsszehasonlithatd. Az
alabbi (2.18) abran lathato egy trajektoria és a becsapodasi falon ka-
pott hisztogram, a kovetkezén (2.19) pedig a stirtiséghisztogram és az
elméleti Gauss-gorbe (vagy haranggorbe).
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2.18. abra. A kozponti hatareloszlas tétel szemléltetése 1.

2.19. abra. A kozponti hatareloszlas tétel szemléltetése 2.

Az alabbi, [1]-bdl vett abran az lathato, hogy kis n esetén az em-
pirikus kézép (vagy minta atlagok) eloszlasa csak akkor lesz normalis,
ha a valtozonk (vagy a teljes populacio) is normalis eloszlasi. Nagy
n esetén azonban tetszGleges eloszlasu lehet a valdszintiségi valtozonk,
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az empirikus kozepek eloszlasa normaélis lesz. (Az abrakon az egységek
nem azonosak, feltételezziik, hogy mindegyik siirtiségfiiggvény gorbe
alatti teriilete 1 egység.)

Normalis Egyenletes Ferde Altalanos

Populacio

p
1

Minta:

n X n X n X u

=

2.20. abra. Az altalanos kozponti hatareloszlas tétel jelentése

A tovabbiakban nézziink néhany (idéhiany miatt) ritkAbban meg-
emlitett, de fontos hatarérték-tételt. A nagy szamok térvényébdl tud-
juk, hogy ha &i-k fiiggetlenek és azonos eloszlastak, F|§;| < oo, B =0
esetén az == értékek 0-hoz tartanak, a kdzponti hatareloszlas tételébdl
pedig azt latJuk hogy nagy n esetén az S” értékek stirtiségét a harang-
gorbe irja le. A kovetkezs tétel alapjan azt tudjuk szemléltetni, hogy
mi torténik ezen két eset "kozott". Az Iteralt logaritmus tétele azt
allitja, hogy megfeleléen normalva, az 5, értékek egy intervallumot
toltenek ki (vagyis nem hiazodnak Gssze a 0-ra, de nem is tavolodnak
el nagyon az x tengelytdl).

2.1.7. Tétel. Ha &1,&, ... fiiggetlen, azonos eloszldsi valdsziniiségi
vdltozdk, 0 < 0% = EE? < 00,E¢ =065 S, = & + ... + &, ak-
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kor P(limsup,,_, . \/ﬁm = 1) = 1. Hasonldan igaz az is, hogy

P(hmlnfn_mo \/ﬁm = —]_) =1.

Sn

\/202nloglogn

és forditva [18]. A tétel ismerete a tanar szaméra fontos, de targyalni
csak matematika szakos hallgatokkal lehet.

Vagyis az értékek végtelen sokszor jutnak 1-t6l —1-ig

El6z6 és a kovetkez6 tételiink vizsgalata elvezet a véletlen bolyon-
gasok témakorhoz. A bolyongas tekinthets egy olyan sorozatnak, mely
csupa l-es és —1-es 1épésbal all. Erthetjiik ezen példaul azt, hogy egy
pont az x tengelytdl felfelé (1) vagy lefelé (—1) mozdul el egy egységet,
de érthetjiik azt is, hogy érmedobésnal a fejdobas eredményhez 1-et,
mig az frdshoz —1-et rendeliink, annak megfelelen, hogy jatékosunk
(illetve az ellenfele) 1 pénzegységet nyer vagy veszit. A hallgatok tobb-
sége ugy gondolja, hogy a jatékosaink fele-fele idGben allnak nyerésre,
és a vezetés gyakran ingadozik. A tapasztalat azonban mast mutat,
azt latjuk (példaul a mar abrazolt, 100-as dobashoz tartozo két tra-
jektorianal is), hogy a kiegyenlitGdési valoszintségek a végpontoknél
a legnagyobbak. Feller mar emlitett [23] konyvében, a 87. oldalon
olvashatunk konkrét pédakat is ennek szemléltetésére, melynek leira-
sara az Arcus sinus tOorvény hasznalhato. A tételt hosszi vezetés
tételének (vagy mas megfogalmazassal utolsd visszatérés tételének) is
nevezhetjiik és allitasa a kovetkezd.

2.1.8. Tétel. Annak a valdszinisége, hogy 2n esetbdl 2k-szor az eqyik,
mig 2n — 2k-szor a mdsik vezet a kivetkezd lesz: P(Sap = 0, Sop_1 #
0,...,59, #0) = (215) (2Z:ik)2_2", ahol k = 0,1,...,n. Ugyanez a
valosziniség tartozik az utolso dontetlen eseményhez is.

Vagyis ezek a tételek azt fejezik ki, hogy "két, egyforman erds ja-
tékos esetén az, hogy az utols6 egyenlités a jaték kdzepe koriil kovet-
kezzék be, illetve az, hogy a jaték folyamén mindkét jatékos nagyjabol
egyforma ideig vezessen, viszonylag kicsi" [21]. Az alabbi abrak 5000-
es és 10000-es dobassorozat esetén mutatnak 4, illetve 2 véletlen esetet
az el6z6ek szemléltetésére. A fejdobashoz 1-et, az irashoz —1-et ren-
delve, lathato, hogy az egyenlGség (0 érték elérése) korantsem olyan
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gyakorisaggal kovetkezik be, mint varnank. (Az els6 5000-es sorozatot
gy kaptam, hogy a hallgatok 100-as sorozataibdl kivettem a "nagyon
gyanusakat", a maradékot pedig "Osszefliztem" — mivel fiiggetlenek a
kisérletek, igy ezt elvégezhettem — |, a masik harmat a gyerekeimmel
végeztettem el, jatékot kitalalva hozza. A két 10000-es sorozat pedig
2-2 db 5000-esnek az Gsszeflizésébdl keletkezett. )

2.22. dbra. 10000-es dobassorozatok abrazolasa
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Szimulaciot végeztem a MATLAB programmal n = 60 esetére
(vagyis 2n = 120-as dobéashosszra). A relativ gyakorisag értékek Ossze-
kotésével kapott térott vonal jol kozeliti az dbrazolt, elméleti arc sin
gorbét.

01} i
Poos| i
0.06| i
0.04| .

0.021- B

0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

xk=lkln
2.23. abra. Szimulaci6 arc sin torvényre, n = 60 esetére

Igy az arc sin térvénnyel magyarazhato pl. az a gyakran tapasztalt
eset, hogy sportmérkézéseken (pl. kézilabdameccseken) a gyGztes csa-
pat szinte végig vezet. A kiegyenlitett, fej-fej melletti, valtakozo jaték
elég ritka. Ezen, példaul sportvonatkozasa esetek targyalasa motival-
hatja a kevésbé érdekl6ds hallgatot is.
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3. fejezet

A leghosszabb szériak
vizsgalata

Bevezetésként tisztazzuk, hogy mit is értsiink leghosszabb szérian, hi-
szen ezen a téren nem alakult ki egységes szohasznalat. Vannak szer-
z0k, akik leghosszabb futamnak vagy siker-sorozatnak, vagy egysze-
rden leghosszabb sorozatnak nevezik egy adott véletlen kisérletsorozat-
ban az egymast kovetd azonos jelek leghosszabb el6fordulasat. Jelen
dolgozat az érmedobas kisérletben az egymaés utan kévetkez6 — vagyis
irdssal meg nem szakitott — fejdobasok szaménak a maximumét leg-
hosszabb fejszéridnak fogja nevezni. Hasonléan leghosszabb barmi-
lyen szérian az akar fejbdl, akar irdsbol elGalld, a maésik jellel meg
nem szakitott jelsorozat hosszanak a maximumat értem. Ebben a
néhany alfejezetben ismert rekurziés és aszimptotikus tételeket, vala-
mint a szimulici6 szolgéltatta eredményeket fogom Osszehasonlitani.
gy Erdos-Révész [17] és Foldes [24] aszimptotikus eredményeit fo-
gom Osszevetni Schilling |51]|, Bloom [8] és Kopocinski [29] altalam
esetenként kiegészitett és bizonyitott rekurziv formulaival, valamint a
szimulacios eredményekkel. Ebben a fejezetben a rekurzios eljarasokat
hangsulyozom — hiszen ezek adjak a pontos eredményeket — ezért eze-
ket részletesen bizonyitom. Az aszimptotikus eredmények csak hosszi
dobéssorozat esetén adnak jo kozelitést. A szimulacios eredmények pe-
dig véletlenszertiek, és a dobéssorozat nagyon sokszori szamitogépes

45
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legeneralasa esetén kozelitik a pontos értéket. Jelen dolgozat kiter-
jed a szabalyos és szabalytalan érme esetére is, valamint mindkétféle
érménél vizsgalom a leghosszabb fejszéria és a leghosszabb barmilyen
(tiszta fej vagy tiszta irds) széria hosszat is. A szimulaciok a MATLAB
programmal torténtek 20.000 ismétlést alkalmazva, rovid (n = 30, 50),
kozepesen hosszi (n = 250), hossza (n = 1000, 3100), illetve szabalyos
érme esetén nagyon hosszii (n = 50000) sorozatok esetén. Munkam
soran vizsgaltam a visszatevés nélkiili (nem fiiggetlen) eseteket is, me-
lyet példaul a kartyalap-huzas kisérlettel lehet szemléltetni. A kérdés
itt is ugyanaz, hogyan alakul a leghosszabb azonos jelsorozat hossza
(példaul a leghosszabb tiszta piros lap-széria hossza a francia kartya-
csomagbdl tortént huzasok soran). Megemlitek néhany matematika-
torténeti, didaktikai érdekességet is, melyek segitenek az egyetemi,
foiskolai hallgatok érdeklgdését felkelteni a téma irant. A fels6foku
képzés teriiletén ez legalabb olyan fontos, mint az altalanos és kozép-
foku oktatas teriiletén, mégis sokszor elhanyagoljuk ezt a szempontot.
Kiilénosen a valdszintiségszamitas oktatasa szenved ezen a teriileten is
hidnyossagokkal, hiszen viszonylag kevés az a teriilet, melyet latvanyo-
san lehet a hallgatok elé tarni. A matematika egyik "legszarazabb"
részének tartjak a hallgatok és sziikséges rosszként kezelik sokan, amin
at kell esni. Az alabbiakban targyalt problémakdr segit kozelebb vinni
a hallgatohoz a véletlen tomegjelenségeket és a hozzajuk kapcsolodo
torvényszertiségek megértését.

3.1. Visszatevéses kisérlet

A figyelem felkeltésére, motivalasul tekintsiik Varga Tamas egy ér-
dekes kisérletét, melyet Révész Pal 1978-ban ismertetett Helsinkiben
egy nemzetkozi matematikai konferencian [46|, majd Schilling [51] cik-
kének bevezetéseként is szolgalt. (Természetesen t6bb méas szerzd is
hivatkozik erre a hires példara.) Varga a tanulocsoportjat két részre
osztotta, majd az egyik csoportnak azt adta feladatul, hogy mindenki
dobjon fel 200-szor egy pénzérmét, és jegyezze le a kapott fej-iras ered-
ményeket. A csoport masik részének pedig a kisérletet csak gondolat-
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ban kellett elvégezni, és a gondolati eredményeket lejegyezni. Vagyis
nekik olyan 200 elemii fej-iras sorozatot kellett irniuk, mely szerintiik
egy 200 elemii dobassorozatot jol reprezentdlna. A munka végezté-
vel Osszekeverték a lejegyzett eredményeket tartalmazo lapokat, majd
atadtak Varganak, aki majdnem 100% -os biztonsaggal megmondta,
hogy az adott lap valos eredményt tiikroz-e, vagy kitalaltat. Hiszen
mig a valos sorozatokban nem volt ritka a 7 (esetleg 8) egymast ko-
vetd fej (vagy iras) — Rényi Alfréd jol ismert log, 200-as eredményével
Osszhangban —, addig a képzelt sorozatokban maximum 5 egyforma
elemet mertek a tanulok egymas utn leirni. (Erdekes lehet a kérdés
pszichologiai oldalat is vizsgalni.)

Amikor volt szerencsém Révész professzor trral talalkozni és be-
szélgetni errdl, elmondta a kisérlet altala tortént folytatasat is. O, miu-
tan elvégezték a hallgatokkal a Varga-féle kisérletet, és az eredményt is
megbeszélték az okokkal egyiitt, Gjra elvégeztette az eredeti kisérletet.
Vagyis a hallgatok fele ajra valos kisérletet végzett az érme 200-szori
feldobasaval, mig a csoport masik fele a gondolati eredményeit irta
le. Az Osszegytijtott papirlapokat djra sikeriilt majdnem teljes pon-
tossaggal szétvalogatnia Révésznek. A magyardzat nagyon egyszert.
A hallgatok tobbsége csak az egyikféle, példaul a leghosszabb fejszé-
ridra koncentralt, de méar nem figyelt a leghosszabb irasszériara, vagy
példaul a fej-irds parok elGfordulasdnak gyakorisdgara. A kisérleteket
elvégez(tet)hetjiik mi is a hallgatoinkkal, igy egy ilyen bevezetés utan
automatikusan vetdédik fel a hallgatokban is az alabbi két kérdés.

i. Egy n hosszisagu dobassorozat esetén hogyan alakul a leghosz-
szabb fejszéria hossza?
ii. Egy n hosszisagi dobassorozat esetén hogyan alakul a leghosz-
szabb barmilyen széria (akdr fej, akdr irds) hossza?
3.1.1. SzabAlyos pénzérme esete

Mivel a gyakorlatban, az életben a szokésos, szabalyos pénzérmével ta-
lalkozunk gyakrabban (mar kisgyermekkorban jatszott mindenki pénz-
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érme dobalast) és a probléma matematikai targyalasa is ebben az eset-
ben az egyszertibb, ezért célszeri elGszor ezt vizsgalni. Szabalyosnak
nevezziik a pénzérmét (a mindenki szamara ismert modon), ha a fej-
dobés és az irasdobas valoszintisége is ugyanannyi, vagyis 50 — 50%.
A fejdobés eredményt F-fel, mig az irast I-vel fogom jel6lni a dolgo-
zat tovabbi részében. Dobjuk fel az érménket n-szer és vizsgaljuk a
leghosszabb fejszéria és a leghosszabb barmilyen (akar fej, akar iras)
széria hosszat.

Leghosszabb fejszéria hossza

Mint mar emlitettem, fejszérianak nevezziik az egymast kovets (tehat
irassal meg nem szakitott) fejek sorozatat. Jelolje R,, aleghosszabb fej-
széria nagysagat. Az eloszlasfiiggvényiink az ismert definici6é alapjan:
F.(x) = P(R, < z). Megjegyzem, hogy F,,(x)-et elegend nemnegativ
egész z-ekre megadni (hiszen F,(x) = 0, ha x < 0; igy tehat F,(x) =
F,([z]),hax > 0).) Legyen A,(x) azon n hosszusagu sorozatok szama,
amelyekben a leghosszabb fejszéria nem haladja meg x-et. Szabalyos
érme esetén egy n elemi sorozatot vizsgalva kapjuk:

An(x)

(3.1) F.(x)=P(R, <z)= o

A feladatunk tehat az A, (z) értékének meghatarozésa.

Vegyiik elGszor azt az esetet, amikor a leghosszabb fejszéria legfel-
jebb 3 elemt (x = 3). Ha az n < 3, akkor A,,(3) = 2", hiszen minden
lehetséges eset megfelel annak a kritériumnak, hogy az egymas utani
fejek szama maximum 3. (Megjegyzés: ezen esetek Osszeszamlalasa
még a gyengébb képességl hallgatok szdmara is sikerélményt jelent-
het, ezért érdemes 6nall6 munkaként mindenkivel elvégeztetni a sza-
mitasokat.) Az emlitett esetek a kovetkezék: Ha n = 0, akkor a 0
hosszlisagu sorozatban 0 a leghosszabb fejszéria hossza, ez 1 eset. Ha
n = 1, akkor a lehetséges mindkét "sorozat" olyan, hogy a leghosz-
szabb fejszéria legfeljebb 3. Amikor irast dobunk, akkor 0 a fejszéria
hossza, illetve ha fejet dobunk, akkor 1 a fejszéria hossza. Ha n = 2,
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akkor a lehetséges sorozatunk 4 féle lehet (IF, II, FF, FI), mindegyik
esetben a leghosszabb fejszéria hossza kevesebb, mint 3. Végiil, ha
n = 3, akkor szintén a lehetséges sorozatok mindegyike olyan, hogy
benne legfeljebb 3 lehet a leghosszabb fejszéria hossza (111, IFF, IFI,
IIF, FFF, FII, FIF, FFI).

Ha viszont az n > 3, akkor a szamunkra kedvez§ sorozatok kez-
dédhetnek a kovetkezSképpen: 1, FI, FFI, FFFI, és utanuk csak olyan
jelsorozat van, amelyben nincs hdromnal hosszabb fejszéria. Kapjuk
tehat a kovetkez6 rekurziv formulét:

An(?)) = An—l(?)) + An_2<3) + An_3(3) + An_4(3), ha az n > 3.
Ugyanezzel a gondolatmenettel adodik az altalanos rekurzios képlet.

3.1.1. Allitas. (Schilling [51], 198. o.)

zx:An_l_j(a:), han > x,
(3.2) Ap(x) =< j=0

2", ha 0 <n<uz.

3.1.2. Megjegyzés. Ha megnézziik A, (1) értékeit, vagyis azon n ele-
mi sorozatok szamat, melyekben legfeljebb 1 hosszisagu fejszéria van,
éppen a Fibonacci-sorozat (azaz ag =0, a1 = 1, és a, = ap—1 + a2,
ha n > 2) 2-vel eltolt elemeit kapjuk.

n 0(112|3|4|5b5 |6 | 718
A, (1) 112135181321 |341|55
Fibonace: |0 |1 |1(12|13] 5] 8 |13]21

3.1. tablazat. Az A, (1) és a Fibonacci sorozat elemei

A k-rendi Fibonacci-szamok segitségével pedig kifejezhets A, (k),
s6t a k-rendd Fibonacci-polinomok felhasznalasaval a szabalytalan
pénzérme esete is kezelhetd, lasd [39).
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A leghosszabb fejszéria nagységanak, R,-nek aszimptotikus visel-
kedését Foldes Antonia [24]-ben publikalt alabbi tétele (dolgozatom-
ban a tétel [7]-ben leirt formaja) alapjan irhatjuk le:

3.1.3. Tétel. (Foldes [24].) Valamennyi egész k esetén

< k) = exp <—2*(k+1*{%})> +o(1),

Inn

(33) P (Rn - {E

ahol [a] jeldli az egészrészét a-nak és {a} = a — [a], a tortrésze. (Nyil-

vdnvaldan % helyett irhatd logyn is.) O

Leghosszabb barmilyen széria hossza

Dobjunk fel egy szabalyos pénzérmét n-szer, és jeldlje R], a leghosszabb
barmilyen széria (akar a tiszta fej, akar a tiszta iras) nagysagat. Le-
gven B,(x) azon n hosszisagu sorozatok szama, amelyekben a leg-
hosszabb (tetszéleges) széria nem haladja meg x-et. Szabélyos érme
esetén egy n elem( sorozatot vizsgilva, kapjuk az eloszlasfiiggvényt:

B () .
2n

(3-4) F(z) = P(R, <) =

Most Schilling [51], 199. oldalon leirt 6tletét hasznaljuk fel a mi
esetiinkre. A fej-irds sorozat minden elempéarja alatt jelolje A azt,

hogy az elempéar azonos jelekbdl all, illetve K azt, hogy kiilonb6z6 a
két jel. Példaul:

Az als6 A, K elemekbdl all6 sorozatban a leghosszabb tiszta A
sorozat akkor és csak akkor k — 1 hosszisagu, ha f6lotte a leghosszabb
tiszta széria (fej vagy iras) k hosszusagu. Ha a fels6 sorozat n hossz,
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és ebben a leghosszabb széria k elemi, akkor az als6 sorozat n — 1
hossz1, és a leghosszabb A széria k — 1 elemii. Vagyis

(3.5) By (z) =24, _1(z —1)

(A 2-es szorzd azért kell, mert minden also sorozat pontosan 2 (egy
eredeti és egy fej-iras cserével kapott masodik) fels6 sorozathoz tar-
tozhat.) Ennek felhasznalasaval kapjuk:

B, (z) _ 24, 1(x—1)  A,q(x—1)

/ /
Fi(z) = P(R < =
( ) ( n — [E) 2n 277, 2n71

== P(Rn—l S Tr — 1) == Fn—l(x — 1)

Belattuk tehat, hogy
(3.7) Fl(z)=F,_1(z — 1),
vagyis visszavezettiik esetiinket a tiszta fejszéria esetére. Eloszlasfiigg-
vényiink a tiszta fejszériara felirt eloszlasfiiggvénybdl 1-gyel jobbra
torténd eltolassal adodik. A fenti levezetés megtalalhato a |28] publi-
kacioban.

A leghosszabb barmilyen széria nagysaganak, R/ -nek aszimptoti-
kus viselkedésének vizsgalatahoz Foldes [24] mar idézett eredményét

hasznaljuk. (3.3) és (3.7) alapjan kapjuk:

3.1.4. Tétel. Valamennyi egész k esetén

1 - 1 n(n—1
38 PR — [BO=UD) 1) e (—2 D) o),
In2
ahol [a] jeloli az egészrészét a-nak és {a} = a — [a], a tortrésze. (Nyil-
vdnvaldan itt is % helyett irhatd logy(n —1).) O
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Most pedig nézziik ezeket az eredményeket 0sszehasonlitva a szimu-
lacioval kapott értékekkel. Az alabbi, 3.1 és 3.2 abran 1év6 grafikonok
egymas mellett mutatjak a tiszta fejszéria és a tiszta barmilyen széria
eseteket kiillonboz6 dobéashosszak esetén.

Vizsgalatunkhoz a MATLAB programot hasznéltuk 20.000 ismét-
lésszammal. Az alkalmazott szamitégép paraméterei pedig a kovetke-
z6k: INTEL Core Quad Q9550 processzor, 4Gb, DDR3 memoria.

A kovetkez6 (3.1 és 3.2) abrakon "x" jeloli a rekurzidval kapott
eredményeket, "o" az aszimptotikus tételek eredményeit és az osz-
lopdiagram pedig a szimulaciéval kapott eredményeket mutatja. Az
els6 grafikonpar a révid (n = 50) sorozat eredményeit mutatja a leg-
hosszabb fej (bal oldali) és a leghosszabb barmilyen (jobb oldali) széria
esetén, majd a kovetkezd grafikonpar ugyanezt a két esetet mutatja
hosszti (n = 1000) dobés-sorozatra vonatkozoan.

Mindkét esetre (leghosszabb fej, illetve leghosszabb barmilyen széri-
a vizsgalatara) elmondhato, hogy kis n esetén a szimulacios eredmé-
nyek vannak kozelebb a rekurziv eredményekhez, az aszimptotikus té-
telek n novelésével adjak a rekurzidhoz kozeli, pontosabb eredménye-
ket. n > 3000 esetén a rekurzids, a szimulacios és az aszimptotikus
értékek gyakorlatilag egybeesnek. Elmondhato, hogy kis n esetén a
rekurzios algoritmus gyors, n novelésével azonban rohamosan lassul a
szamitasi eljaras. A futasi idGket tekintve csak példaként néhanyat
megemlitve:

n ism.sz. futéasi id6
100,000 | 20,000 | 773.575832 s.
10,000 | 20,000 | 31.795056 s.
3,100 | 20,000 9.009479 s.
1,000 | 20,000 3.984981 s.
50 | 20,000 2.092010 s.

3.2. tablazat. Futasi id6k alakulisa

Jol lathato tehat, hogy bar a rekurzio adja a pontos eredményt,
nagy n esetén gyakorlatilag nem tudjuk hasznalni, hiszen a futasi id6k
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rohamos novekedése gatat szab az alkalmazhatésdgnak. Ezekben az
esetekben az aszimptotikus tételek fogjak szolgéaltatni a jol kozelits
eredményeket. A hallgatok szaméra is szemléletesen bemutathato,
hogy a 20000-szer ismételt kisérletsorozat (szimulacio) eredményei mi-
lyen jol megkozelitik a pontos (rekurziv) illetve nagy n esetén a kozelits
(aszimptotikus) értékeket. Az egymas mellett parbaallitott grafikono-
kon jol latszik a 3.6-ban lefrt eredmény, miszerint R), az R,-b6l 1 egy-
séggel jobbra valo eltolassal adodik. Tehéat a leghosszabb barmilyen
széria esete kezelhetd, vizsgalhato a leghosszabb fejszéridra megismert
Osszefiiggésekkel a megfelel6 transzformacioval. A kévetkezSkben csak
a kis és a nagy n (n = 50 és n = 1000) esetére mutatom a grafikono-
kat, a tobbi vizsgalt esetre (n = 30, n = 250, n = 3100 és n = 50000)
a Fiiggelék 5.a, 5.b, 5.c és 5.d abrajan, illetve a [28] publikacioban
talalhatoak az elkészitett grafikonok.

[ Jezimulacia [ ezimulacis
03t = rekurzid 03 *  rekurzid
_ @ aszimptotikus @ aszimptotikus
0251 fe] 0251 o)
0z 0z
% o % o
"% st 7| 'j% 015 e
01p 01
0051 0051
[e!
olal] N olod] A
u] 5 10 15 20 o i 1o 15 20
Leghosszabb fejszéria Leghosszabb széria
p=0.5,n = 50. p=0.5,n = 50.

3.1. dbra. Leghosszabb széridk, szabdlyos érme, rovid sorozat esetén
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:szimulécié :szwmulécié
* o rekurzia * rekurzid
025k ©  aszimptotikus 025k @ aszimptatikus
= e
02r 02f
% 0151 -\é 015¢
=] o = o
01r 0D1F
0osp 005p
0 ]
0 0
Leghosszabb fejszéria Leghosszabb széria
p = 0.5,n = 1000. p = 0.5,n = 1000.

3.2. abra. Leghosszabb szériak, szabalyos érme, hosszi sorozat esetén

A kovetkezd abrakrol R, periodikus jellegii viselkedése olvashato
le, ahol a vizszintes tengelyen logaritmikus skala van, a fiiggéleges ten-
gelyen pedig a P(R,, = [log, n]—1) értékek szerepelnek. Lathato, hogy
a P értékek abrazolasakor 2 minden egész kitevés hatvanya helyeken
ugras van (a rekurzios képlettel szamolva). A kovetkezs két abra alap-
jan
mkaxP (R, = k) értékei eltérnek P(R,, = [logy n| —1)-t6l, azaz R,, mo-
dusza nem minden n-re lesz [log, n] — 1. Ezen viselkedés értelmezése,
magyarazata tovabbi vizsgilatokat igényel, melyre jelen dolgozat nem
terjed ki.
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0271

0.265

valészinliség
Q
o (=]
S 3
o 5]

o

1N)

=
T

02351

0.23
6

P (R, =[logan] —1), n=25....22 p=0.5

3.3. dbra. R,, viselkedésének abrazolasa 1.

0.27¢
0.2651
0.26
0.255-

0251

valdszinliség

0.2451

0241

0.2351

0.23 1 1 1 1 1 '
6 7 8 9 10 11 12

3.4. 4bra. R, viselkedésének abrazolasa 2.

99
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Erdekességként most vizsgaljuk azt az esetet, amikor a leghosszabb
széria pontosan k hosszisagu.
Jeloléseink legyenek az alabbiak:

b,(k): n dobéasbol hanyszor lesz a leghosszabb barmilyen széria
(akar fej, akar irds) pontosan k hosszisagu,

a,(k): n dobasbol hanyszor lesz a leghosszabb fejszéria pontosan k
hosszisagi.

A b, (k)-ra Szaszné Simon Judit is ad [59] doktori értekezésében
rekurziv képletet, melyet kétféleképpen — az ott kozolttdl eltéré modon
— bizonyitok. Elszor a (3.15) képletbdl (lasd késsbb) vezetjiik le,
majd teljes eseményrendszerre bontassal kapjuk meg az adott képletet.
Mindkét bizonyitas megtalalhaté a [28] publikacioban.

3.1.5. Tétel. (Szdszné [59].) b,(1) = by(n) =2, aholn = 1,2, ...,
by(r) =0, har>n vagyr <0

(3.9)  by(r)= TZ b—n(r) + i bn_r(i),ha 1 <71 <n.

Els6 bizonyitas. Tekintsiik (3.15)-ben a p = ¢ = 0, 5 esetet, ahol
p(n, k) annak a valoszintisége, hogy n dobasbodl a leghosszabb fejszé-
ria pontosan k hosszlsagi. Mivel az Gsszes elemi esemény szama 2",
ezért a p(n, k) kifejezés 2"-nel valé beszorzéasaval adodik a szamunkra
kedvez6 esetek szama, vagyis a, (k). Azaz (3.15)-bdl

k—1
(3.10) 2°p(n, k) = > 2" 'pln—j—1Lk) + 2" 'F (k)

an (k) an—j—1(k) Ap_p—1(k)

Alkalmazzuk djra Schilling 6tletét, vagyis: a fej-irds sorozat min-
den eleme alatt jel6lje A azt, hogy az utana kovetkezd elem vele azo-
nos, és K pedig azt, hogy kiilonb6z6. Ahogyan adodott B, (k) =
24, _1(k—1) a (3.6)-ban, ugyanigy adodik most b, (k) — 2a,—1(k—1).
Ennek felhasznalasaval (3.10) képletiink a kovetkez&képpen alakul:

N
—_

bop1(k+1) boj(k+1) B, y(k+1)
2 2 * 2

<
Il
o



3.1. VISSZATEVESES KISERLET 57

Végezziik el a 2-vel valo beszorzast és alkalmazzuk a kovetkez§ atin-
dexelést:
k+1—r, n+1—mn, 7+1 — h. Ebb6l pedig kapjuk a bizonyitandé
formuléat.

Masodik bizonyitas. Nézziik meg, hogy mit is fejez ki a (3.9)
jobb oldalan 1év§ két 6sszeg. Bontsuk fel az eseményteriinket aszerint,
hogy milyen hosszt széria van eldl.

Ha a sorozatunk h (h = 1, 2, ..., r — 1) hosszisagu szériaval
kezd6dik, akkor a maradék n— h dobasbol kell a leghosszabb szérianak
r hosszisagunak lenni. Ha a kezd§ h széria fej, akkor a (h + 1)-edik
elem iras kell hogy legyen. Ha a kezd6 h széria iras, akkor a (h+1)-edik
elem fej kell hogy legyen.

[\ S o

Vv NV
h db fej n — h elem kozott
(1<h<r) r hosszl széria
vagy:
I..1 F...1..1..
Vv
h db iras n — h elem kozott
1<h<r) r hosszu széria

De ennek a kettdnek a szama megegyezik és az 6sszegiik éppen: b, _p(r).
Ha r hosszusagu szériaval kezd6dik a sorozat, akkor a maradék n — r
elembdl © = 1, 2, ..., r hosszu széria lehet. Ha az els6 r elem fej,
akkor az (r 4 1)-edik iras kell, hogy legyen, mig ha az elsé r elem iras,
akkor az (r + 1)-edik fej kell hogy legyen.

-~ -~

[\

r db fej n — r elem k6zott

legfeljebb r hosszl széria

vagy:

I... I F...1 ... 1 ...
—— ~~

r db iras n — r elem kozott

legfeljebb r hosszt széria
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Ezen két részeset szama egyenld, osszegiik pedig b, (7). O

A b, (r)-rel tehat megadtuk azon sorozatok szamét, melyekben az
n dobés soran a leghosszabb barmilyen széria (akar fej, akar iras) pon-
tosan r hosszisagi. Igy a fenti tételnek, a [59]-ben kozolttsl eltérd
bizonyitasait adtam, melyek a [20] publikicioban szerepelnek.

3.1.2. SzabAalytalan pénzérme esete

Ebben az esetben a fejdobas valoszintisége, p értéke barmilyen valos
szam lehet a (0, 1) intervallumbol. (Speciélis esetként magaban foglal-
hatja a szabélyos érme esetét is, amikor is p = 0,5.) Kérdés azonban,
hogy a szabalytalansiag ténye milyen hatéssal van a leghosszabb fej-,
illetve leghosszabb barmilyen széria alakulasara. Most nyilvin nem
szamolhatunk a klasszikus képlettel, hiszen elemi eseményeink nem
azonos valosziniiségiiek. A tovabbiakban jelolje p a fejdobas valoszi-
niiségét és q(= 1—p) az irds valoszintiségét, ahol tehat mindketts lehet
0, 5-t6l eltérd is.

Leghosszabb fejszéria hossza

Ebben az esetben is vizsgaljuk elGszor a leghosszabb fejszéria alaku-
lasat. Schilling [51] alapjan tekintsiik azon n hosszusagu fej-iras so-
rozatokat, amelyekben £ db fej van. Ezek koziil jelentse C’V(Lk)(x) azon
sorozatok szamat, amelyekben legfeljebb x fej kovetkezik egymas utan.
(Azaz a leghosszabb fejszéria legfeljebb x hosszusagi.) Az adott jelo-
lésekkel az eloszlasfiiggvényiink a kévetkezd lesz:

(3.11) F,(z) = P(R, < x) Z(J(’“ P h.

c® (x) értékeire Schilling az alabbi rekurziv formulat adja.
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3.1.6. Allitas. (Schilling [51], 200.0.)

inf_lj_)j(x), ha x <k <n,
(3.12)  CW(z)={ j=0

(Z), ha 0<k<u,

0, ha <k =n.

Bizonyitas. (A bizonyitas a [19] publikicioban szerepel.) Ha
xr < k = n, akkor nyilvanvaléan C*(z) = 0, hiszen ekkor az Osszes
(z-nél tobb) elem fej, igy nincs olyan sorozat, ahol legfeljebb = fej
van egymés utdn. Ha 0 < k < x, akkor C*(z) éppen a binomidlis
egyiitthatokat adja, hiszen ez az az eset, amikor az n elem kozott
legfeljebb x fej van, és azon eseteket kell Gsszeszamlalni, amikor a
leghosszabb fejszéria legfeljebb x. Marpedig ekkor az Gsszes lehetséges
sorrend ilyen tulajdonsagi. Az Osszes n elemi sorozat szama pedig,
melyben k db fej és n — k db iras van: (Z) Ha x < k < n, akkor a
(3.12) képlet helyességének belatasahoz (melyet Schilling [51]-ban nem
kozol) elegendd atgondolnunk a kivetkezéket. A sorozatunk kezdddhet
7=0,1,2,...,x fejjel, utdna biztosan van 1 irds, majd olyan sorozat
kovetkezik, ahol a maradék n — j — 1 elem kozott k — 5 db fej van agy,
hogy a leghosszabb fejszéria legfeljebb x hossztsagu.

F...E 1 F |
— ~ ~ “

n —j — 1 elem, melyben k — j db fej van ugy,

hogy legfeljebb x hosszu a fejszéria

Ezek szama pedig éppen C’T(Lk__lj_)j(x) Ezzel (3.12) helyességét belattuk.
O

A hallgatokkal egyiitt kiszamolva C’,(lk)(?)) értékeit n < 8 esetre az
alabbi, 3.3 tablazatban szerepls értékek adodnak. Eszrevehetjiik, hogy
az als6 négy sor (k = 0,1,2,3 esetben (}) értékek) a Pascal-haromszog
részletét adja, 3 < k = n esetben pedig beirva a 0-kat, a tablazat
tobbi adata a rekurzids képlet alapjan szamithato. Lathato, hogy a

fenti (3.12) képletet jol mutatja az aun. ,hokiiit” forma. Hiszen pl.
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8 0
7 0 0
6 0 1 10
5 0 2 12 40
4 0 8 12 31 65
3 1 4 10 20 35 56
2 1 3 6 10 15 21 28
1 1 2 3 4 5 6 7 8
o [1 1 1 1 1 1 1 1 1
k/n|o| 1| 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8

3.3. tablazat. CT(Lk)(?)) értékei n < 8 esetre

C’és)(S) = 2+3+4+43 = 12. (Tablazatban d6lt, illetve vastag szammal
jelolve.)

Az aszimptotikus viselkedés leirasat Gordon-Schilling-Waterman
[26] adja a kovetkezs tétellel, melynek jelen forméja [7]-ben szerepel.

3.1.7. Tétel. (Gordon-Schilling-Waterman [26].)

Legyen pu(n) = —E—Z,q = 1—p és legyen W eloszldasa a kévetkezd:
P(W <t) =exp(—exp(—t)). Ekkor t-ben egyenletesen:

(3.13)

P (R (o) < 0) = P (| =+ )| = fulam) < 1) =0

ha n — oo és ahol |a] jelenti az egészrészét a-nak és {a} = a — |a] az
a tortrésze. U

Ebben az esetben (nem szabélyos pénzérme esetében) is érdekesség-
ként nézziik most, hogy mi lesz annak a valdszintisége, hogy n dobasbol
a leghosszabb fejszéria pontosan k hosszusagu? Jeloljiik ezt p(n, k)-
val, melyre Kopocinski [29]-ban két formulat is ad. Az alabbi (3.15) és
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(3.16) képlet alkalmazhatosagahoz megjegyezziik, hogy a (3.11)-beli '
fiiggvényre:

0, ha k<0,
(3.14) k) =14 1, ha k>n,
Zf:o p(n,i) egyébként.
3.1.8. Tétel. (Kopocinski [29], Theorem 1, (2), (3).) Legyen p(n, k)

0, ha k <0, vagy k > n,
p(k, k) =pk, hak=0,1,2, ..., ekkor

k—1

(3'15) p(”? k) = ijqp(n —J- 1, k) + pqunfkfl(k)a
=0

(3.16) p(n, k) = p"qF, 1 (k)+

2
Fij(k — 1)*p" Fj_i—a(k) + Fopor (k — 1)gp",

>

k—
=0

n—
J

han =k+1,k+2,..., valamint k =0,1,2, ..., és F,,(k) jeloli annak a
valdsziniségét — az eloszldsfigguény definiciojanak megfelelden —, hogy
n esetbdl legfeljebb k hosszusdgu fejszéria adodik.

Bizonyitas. (A bizonyitas a [19] publikiciéban szerepel.) Az
(3.15) képlet helyességét vizsgaljuk teljes eseményrendszer szerinti ré-
szekre bontassal aszerint, hogy az els§ helyeken lehet 0,1,2,...,k db
fej. Lehet olyan, hogy az elsé j helyen fejet kapunk, (0 < j < k),
majd jon 1 irés és az utana lév6kben van pontosan k hosszl fejszéria:

N—— ~~
j db fej az n — j — 1 elem kozott
0<j<k-1 pontosan k hosszu fejszéria van

Ebbdl az esetbdl adodik az (3.15) dsszeg elsd k tagja, azaz
S Plap(n — j — L k).
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Vagy pedig lehet az az eset, hogy rogton az elején adodik k hosszisa-
gt fejszéria, utana 1 irds, majd legfeljebb k hosszisagu fejszéria:

| P | I I
A/—/ \ -~ J/

n —k — 1 elem melyben

legfeljebb k hosszt fejszéria van

Ebbdl pedig éppen az (3.15) Gsszefiiggés utolso tagja adodik, amivel a
képlet helyességét belattuk.

A (3.16) bizonyitasahoz bontsuk fel az eseményteriinket aszerint,
hogy az els6 k hosszuségi fejszéria hol kezdédik. Lehet olyan eset,
hogy rogton az elsG k dobés fej, utdna 1 iras, majd legfeljebb k hosszi
fejszéria kovetkezik:

F...E 1 F I
—

N TV
ke db fe] n — k — 1 elem koz6tt legfeljebb k hosszu fejszéria van

Ez éppen az Osszeg els6 tagjat adja: pPqF,_r_1(k).
Lehet még olyan, hogy legfeljebb k — 1 fej van az elején, utana 1

iras kell, hogy legyen, majd kévetkezik a k db fej, utdna megint 1 iras
és végiil legfeljebb k db fej:

F ... 1 ... T F...ET_.. F o]
v —

TV TV
legfeljebb k — 1 db fej k db fej a7 m— j — k- 2 olem kbzdtt

legfeljebb k db fej van

Ebbél adodik az 6sszeg masodik része:
ST T Fi(k = D)@prFy o a(k).

Vagy lehet az az eset, amikor az utols6 k& db lesz fej, elGtte 1 iras
és a kezd@szériaban legfeljebb k — 1 fej van:

F ... 1T ... T F ...F

~
legfeljebb k — 1 fej k db fej
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Ez éppen az dsszeg utolso tagjat adja: F,_p_1(k — 1)gp*.

gy a (3.16) formula helyességét is belattuk. (A (3.15) és (3.16)
bizonyitasat Kopocinski nem végzi el, csak [29] 5. oldalan utmutatast
ad.) O

Leghosszabb barmilyen széria hossza

A szabalyos pénzérme esetéhez hasonloan vizsgaljuk most is a leghosz-
szabb barmilyen széria hosszanak alakuladsat. Egy szabalytalan pénz-
érmét feldobva n-szer, jelolje R/ a leghosszabb barmilyen széria (akar
fej, akar iras) nagysagat. A (3.11) képlethez hasonléan:

3.1.9. Allitas. (Schilling [51] 200. oldal.)

FTIL() R,<l’ ch knk

ahol ﬁik) (x) jelenti azon n hosszisdgu sorozatok szdmdt, amelyben k
db fej van, a leghosszabb bdrmilyen széria hossza legfeljebb x, és ahol
alkalmazva az aldbby dtjelolést,

—(k
anzl-k’(x) = CIJrl (m7 k)?

a Cyp(m, k) mennyiségek pedig kielégitik a (3.17) és (3.18) rekurzickat.

Itt C.(m, k) jeldli azon esetek szamat, hogy m egyik és k masik féle
tulajdonsagu elemet visszatevés nélkiil kihtizva nem lesz x hosszisagu
széria. Cy(m, k) értékeire Bloom [8] adott két rekurziv képletet, me-
lyek bizonyitasait a kovetkezs fejezetben adom meg ((3.17) és (3.18)).

A leghosszabb barmilyen széria nagysaganak, az R -nek az aszimp-
totikus viselkedését vizsgalva Muselli [37] tételét hasznalhatjuk, mely-
ben V,(p) jeloli annak a valoszintiségét, hogy a leghosszabb széria n
dobas esetén a fejekbdl adodik:

lim V,(p) =

n—oo

0, ha 0<p<1/2,
1, ha 1/2<p<1.
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A kapott eredményeinket tjra szemléltethetjiik grafikonon, hason-
l6an a szabalyos érme esetéhez. A szimuldcidok ugyanolyan targyi és
szoftver eszkozokkel torténtek, mint azt a 3.1.1-ben leirtam. Ugyan-
azokat a jeloléseket alkalmaztam és ismét 20.000 ismétlést végeztem. A
kovetkezs grafikonokon szabélytalan érme (p = 0,6) esetén mutatom
a leghosszabb fej (bal oldali) és a leghosszabb barmilyen (jobb oldali)
szériak esetét, rovid (n = 50) és hosszi (n = 1000) dobassorozatra.
Lathato, hogy kis n esetén az aszimptotikus eredmények tavol esnek
a pontos (rekurzios) értékektol. Ekkor a rekurzié még rovid futasids-
vel jol szamolhat6. Nagy n esetén a rekurzids algoritmus egyre lassul,
szamolasra nem hasznéalhatd. Az aszimptotikus eredmények viszont n
novelésével egyre kdzelebb keriilnek hozzajuk. Muselli tételének nu-
merikus alatdmasztasat adja, hogy nagy n esetén (n = 1000) az R,, és
R, eloszlasa kozel azonos.

[ szimulacio [ szimulacia
# rekurzid i #  rekurzid
T aszimptotikus Kx O aszimptotikus
02r Is 02t
15k " nast
.g o é’
7 o} A ol
005+ 0.05F
[
0 O{ some ale] -
1] 5 10 15 20 25 1] 5 10 15 20 25
Leghosszabb fejszéria Leghosszabb széria
p=0.6,n = 50. p=10.6,n = 50.

3.5. abra. Leghosszabb széridk, szabalytalan érme, rovid sorozat ese-
tén
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02k [ Jszimulacis
% rekurzid
i < aszimptotikus
0.18 -
0.16

gyakorisag
o o o
= =] S 7
=] - ra =
T
TF
1]

=
o
&

0.04 -

002 -

DEl 41 10 15 20 25 30
Leghosszabb fejszéria
p = 0.6,n = 1000.

=
o
T

[ Jszimulacis

= rekurzid
O aszimptotikus

gyakorisag
= = o o o o o
o =) o = o b i =
= [=2] {=x] - ra = o =]
T T T T
T
: 4]

o
o
[~ ]
T

o

a 5 10 15

Leghosszabb széria
p = 0.6,n = 1000.

20 2 a0

65

3.6. abra. Leghosszabb széridk, szabdlytalan érme, hosszi sorozat

esetén

A Fiiggelék 6.a, 6.b és 6.c abrain n = 30, n = 250 és n = 3100 ese-
tére is bemutatom a megfelelg grafikonokat, illetve megtaldlhatoak a
[19] publikacioban. Az alabbi tablazat néhany futasidét mutat, mely-
bél lathato, hogy nagy n esetén az algoritmus még gyors szamitogéppel
sem végezhetd el ésszert idén beliil (ezért is lett az utolso, legnagyobb

n érték "csak" 3100).

futési id6

n ism.sz.
3,100 | 20,000
1,000 | 20,000

50 | 20,000

1.466.793045 s.
138.653237 s.
2.338183 s.

3.4. tablazat. Néhany futasi id6
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3.2. Visszatevés nélkili kisérlet

Az el6z6 fejezetben mar hivatkoztam a visszatevés nélkiili eset tér-
gyaldsara. A téma teljes vizsgalatdnak igénye indokolja, hogy részle-
tesebben foglalkozzunk a nem fiiggetlen esettel is. Motivacios példa-
ként vegyiik példaul a Bloom &ltal [8]-ban kozolt, Gardnertl szirmazo
alabbi allitast: "Az 52 lapos Osszekevert kartyacsomagban majdnem
mindig lesz 6 egyforma szind egymas utan." Elvégezve tobbszor is ezt
a kisérletet, Bloom sem és a gyerekekkel "piros papucsot" jatszva, én
sem tapasztaltam ezt az eredményt. 6-nal altalaban kevesebb elemii
széridk adodtak. Csak nem volt szerencsénk, vagy Gardner tévedett?
Vagy vegyiik a kovetkezG érdekes észrevételt. Dolgozatiratasnal alta-
laban kétféle valtozatot készitek (A és B) és miutan a hallgatok leiiltek
(tetszGleges helyekre) ezeket szétosztom gy, hogy az egymés mellett
ilok kiilonboz6t irjanak. Az Gsszesitéskor, amikor az ABC-rendben
lévé hallgatoi névsorba bejegyzem az eredményeket, azt a meglepd
esetet tapasztalom, hogy egymés utan a legritkabb esetben kovetkezik
haromnal tobb azonos valtozatt dolgozat.

Felvet&dik az alabbi kérdés. Ha egy halmaz kétféle tulajdonsagi e-
lemet tartalmaz, az egyikb6l m, a masikbol k& db-ot, mi a valoszintisége
annak, hogy az m + k elemet sorban egymas utédn kihizva visszatevés
nélkiil, lesz t hosszisagn széria, vagyis akarmelyik tulajdonsigi elem-
b6l legalabb t kovetkezik egymas utan?

Az egyszeriiség kedvéért a két tulajdonsaga elem legyen piros (m db)
és fekete (k db), és jeloljiik a keresett valoszintiséget Py (m, k)-val. Meg-
hatarozésahoz vizsgaljuk az esemény komplementerének, vagyis annak
a valoszintiségét, hogy nincs ¢ hosszlsagu széria az m + k elem soro-
zataban. Ez legyen: P,(m, k), aminek a segitségével a Pi(m, k) =
1 — P,(m, k) képlet alapjan adodik kérdésiinkre a vélasz. P,(m, k)-nek
klasszikus képlettel valo kiszdmitasdhoz vizsgéaljuk elGszor az Osszes
elemi esemény szdmat: az m + k elemet kell sorbarendezni, melyek
kozott az m db és a k db azonos tipusuak. Az ilyen sorozatok szédma
nem mas mint: (mntk) (Vagy (m:k), ami a binomiélis egyiitthatok
szimmetria-tulajdonsaga miatt ugyanaz, mint (m;;k))
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Ezek utan a keresett hanyados szamlalojanak meghatarozasihoz Gssze
kell szamlalnunk azon sorozatok szaméat, amelyben nincs ¢ hosszisagu
széria. Jeloljiik ezt Cy(m, k)-val.

3.2.1. Allitas. (Bloom [8], 369.0.) Ha m = k = 0, akkor definicid
szerint legyen Cy(0,0) = 1. Ha m vagy k negativ, akkor pedig definicio
szerint Cy(m, k) = 0.

(3.17) Colm. k) = 3 Culm — 1.k — )

1=0

t—1
= " Ci(m =tk —1i) + ef(m, k),
=1

ahol tehdt Cy(m, k) jelenti az m db piros és k db fekete elem olyan
sorbarendezéseinek a szdmdt, ahol nincs t hosszusdgi széria (t > 2),
1, ham=0eé0<k<t,
valamint e,(m, k) =< —1, ham=1t és0<k <t,
0, kiilénben.

Nézziik (3.17) igazolasat, melyet Bloom [8]-ben nem végzett el.

Bizonyitas. (A bizonyitas megtalalhato a [20] publikicioban.)

m = 0 eset.
Ha 0 < k < t, akkor C;(0,k) = 1, hiszen ez azt jelenti, hogy csak
egyféle elem van, de kevesebb, mint a szériahossz. Ezeket akarhogyan
is hiizom, nem lehet ¢ hossztsagi széria, és mivel az azonos elemek
egymas kozott nem megkiilonboztethetdk, ezért ez egyféle sorrendet
jelent. Igy a (3.17) képletiink a kovetkezd alaka: 1 = 0 - 0 + 1.
Példaul: 03(0, 2) = 03(—17 2) + Cg(—l, 1) + 03(—1, 0) — [03(—3, 1) +
C3(—3,0)] +1=04+0+0—-[0+0]+1=1.
Ha k > t, akkor Cy(0, k) = 0, hiszen ekkor is csak egyféle elem van, de
legalabb annyi, mint a szériahossz. Ekkor nyilvan egyetlen olyan soro-
zat sincs, melyben ne lenne ¢ hosszisagu széria. A (3.17) a kovetkezo:
[C3(—3,3) + C3(—3,2)] +0=04+0+0—[0+ 0]+ 0=0.
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0 < m <t esetén (3.17) alakja:

t—1
Ci(m, k) =Y Ci(m—1,k—1i)—0+0.

1=0

Hiszen ez a kovetkezs eset:

r...E P _ ... F P
i db fekete k — i db fekete, m — 1 db piros,

és ko6zOttiik nincs t széria

Ezek szama Cy(m — 1,k — i). Mivel m < t, igy pirosbol ¢ széria
nem lehet, azaz a fenti 6sszegbdl nem kell levonni semmit. Példaként
tekintsiik: C3<2,2> = 03(1,2) + 03(1,1) + 03(1,0) - [03(—1, 1) +
C3(-1,0)]+0=3+24+1—-[0+0]+0=6.

Ham =1t és 0 < k < t, ez azt jelenti, hogy az egyik fajta elembgl
(feketébol) kevesebb, a masikbol (pirosbol) pedig pontosan annyi all
rendelkezésre, mint a szériahossz. Ekkor (3.17) alakja a kovetkezd:
Ci(m,k) = S22 Cm — 1,k — i) — 31 Cy(0,k — 4) — 1. Az els6
szumma nem t, hanem csupan k + 1 részesetet jelent, melyek i-edik
tagja olyan, hogy i db feketével kezdédik, utdna 1 piros, majd m — 1
piros és k — 1 fekete tigy, hogy nincs t széria.

r...E P F P
——

NS
~
i db fekete

k — i db fekete, m — 1 db piros,

és kozOttiik nincs t széria

Ebben egy ,rossz” elem van, amikor az m = t piros egyméas utan
helyezkedik el. Mivel a mésodik szumma értéke k, igy Osszesen k + 1
levonésa torténik. Példaul: C5(3,2) = C3(2,2) + C5(2,1) + C5(2,0) —
[C3(0,1) +C5(0,0)] —1=6+34+1—-[1+1]—-1=T7.

Ha m =t és k > t, akkor (3.17) a kovetkezd:

t—1

t—1
Ci(m, k) =Y Ci(m—1,k—i)=>_ Cy(0,k —1i) +0.
=0

i=1
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Ebben 7 = 0 esetén:

p ... P ... F ..

-~

k db fekete, m — 1 piros

és nincs kozottiik ¢ széria

Ezek szama Cy(m—1, k). Ebben lehetne egy ,rossz” is, amikor az m—1
piros van eldl és a legelsG pirossal t szériat alkot. De ekkor a k fekete
a végén allva t szériat alkotna, vagyis ez a rossz szituicié mar nincs
benne Cy(m — 1, k)-ban.

Illetve 1 = 1,2,...,t — 1 esetén:

F...E P F P
—

N C. P
i db fekete

~
k — i db fekete, m — 1 db piros,

és kozottiik nincs ¢ széria

Ezek szama Cy(m — 1,k —i). De ebben lehet egy ,rossz” eset, amikor
mind a t = m piros egymas mellett van, igy le kell vonni Cy(0, k — )
mennyiséget, ami lehet 0 is. Nézziik példaul: C5(3,4) = C5(2,4) +
C3(2,3)+C3(2,2)—[C3(0,3)4+C3(0,2)]+0 = 64+7+6—[0+1]4+0 = 18.

Ha m > 0 és m > t, akkor a kdvetkezSképpen kaphatunk olyan so-
rozatokat, melyekben nincs ¢ hosszusagu széria. Kezdddhet ¢ db (t-nél
kevesebb, vagyis 1 < i <t — 1) azonos elemmel (mondjuk feketével),
utéana egy masmilyen (piros), majd ezutén sincs t széria:

| D & I P
S—— ~ ~

i db fekete k — i db fekete, m — 1 db piros,

és kozottiik nincs ¢ széria

Ezen sorozatok szama: S Cy(m — 1,k —i).
De ebben lehetnek olyanok is, ahol az 1 db piros utan is pirosak vannak
ugy, hogy t db piros van egymas utan, és utdna nincs t széria:

F . ...EP P ... F . P

' L. g o
i db fekete ¢ db piros k — i db fekete, m — ¢ db piros és

nincs k6z0ttiik ¢ széria
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Ezek szama: >.— Cy(m — t,k — i), amit az el6z6 Gsszegbdl le kell
vonni. De ezekben lehet olyan is, hogy a ¢ hosszi piros utén is piros
kovetkezik, vagyis ,eltoltan” is lehet t széria. Ezek szamat jeloljiik:
SO (m—t, k—1), vagyis a Cf (m—t, k—1) a pirossal kezd6d6, m—t
pirosat és k — i feketét tartalmazoé olyan sorozatok szama, melyekben
nincs ¢ széria.

Nem szamitottuk még be azokat az eseteket, amikor ¢ = 0, vagyis
pirossal kezdddik a sorozat. Ekkor az elsG elem piros és utana nincs ¢
széria:

p ... P ... F ..

[\
-~

k db fekete, m — 1 piros

és nincs kozottiik ¢ széria

Ezek szama: Cy(m — 1,k). De ebben lehetnek olyanok is, melyek ¢
széridval kezdddnek és utédna nincs t széria:

P...PF ..F P...F..P

N R
-~

[\

vV vV
¢ db piros, i db fekete m — t piros, k — ¢ db fekete, pirossal kezd6dik és

nincs kozdttiik ¢ széria (1 <:<t—1)

Ezek szama: 3'_1 C¥(m — t, k — i), amit el6z6 mennyiséghol

(Ci(m — 1, k)-bol) le kell vonni.

Osszesitve tehat kapjuk a kovetkezot:

Ci(m, k) = S22 Co(m — 1,k — i) —

— {0 Culm =tk =) = 3 Ci(m — .k — i)} +
+{Cy(m —1,k) — SO (m —t k- i)} +e(m, k).
Ami az eredeti (3.17) képletiinket adja.

Példaként vegyiik: C3(5,2) = C53(4,2)4+C5(4,1)+C5(4,0)—[C5(2, 1)+
C3(2,0)] +0=6+1+0—[3+1]+0 = 3. [gy tehat azon m + k elem
sorozatok szamat, melyben m db piros és k db fekete elemet rakunk
visszatevés nélkiil sorba ugy, hogy nincs t széria, valoban a (3.17)-es
képlet szolgaltatja. [J

Szamoljuk ki Cy(m, k) értékeit ¢ = 3 és nem tal nagy (legfeljebb
9) m és k esetén. (Adatok a 3.5 tablazatban talalhatok.) Képletiink
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alapjan vegyiik példaul a C5(6,5) érték meghatarozasat. Cs(6,5) =
(844-45+416) — (184 14) = 113. (Tablazatban kiemelten szerepelnek.)
Vagyis példaul annak a valészintisége, hogy 6 piros és 5 fekete kartyat
tartalmazo csomagbol kihtizva egymas utan a kartyakat, lesz benne

legalabb 3 egyforma szini egymaéas utan: p = 1 — 035535) =1- % =
0, 756.
mk|0|1]|2]| 3 4 5 6 7 8 9

O |[1(1 /1] 00 0 0 0 0 0
1 11213] 2 1 0 0 0 0 0
2 |[1(3/6] 7|6 3 1 0 0 0
3 027 |14 |18 | 16 10 4 1 0
4 |0]1|6|18 |34 | 45 | 43 | 30 | 15 5
5 |0[03]|16 | 45| 84 |113|114| 87 50
6 |00 |1] 10| 43 | 113|208 |285 | 300 | 246
7 [0/0]|0| 4 |30 | 114 | 285|518 | 720 | 786
8 |[0[0|0] 1 |15 | 8 |300 | 720 | 1296 | 1823
9 |[0(0|0] O] 5 50 | 246 | 786 | 1823 | 3254

3.5. tablazat. Cy(m, k) értékei t = 3 és legfeljebb 9 m és k esetén

Ezek utan az alapkérdésiinkre tehat a valaszt a Py(m, k) = 1 —

C(Y*,,(LT,;];) képletbe valo behelyettesitéssel kapjuk.
k

A Cy(m, k) értékeire Bloom [8] 371. oldalan egy olyan formulat is
ad, mely az m, k és t értékétdl fiiggetleniil mindig 6 taghol all:
3.2.2. Allitas. (Bloom [8] 371.0.) t > 2 esetén

Ci(m, k) = C(m — 1,k) + Cy(m,k — 1) — Ce(m — t,k — 1)—
(3.18) —Cy(m—1,k—t)+ Cy(m —t, k —1t)+ef(m, k),
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1, ham=k=0,vagym=~k=t,
ahol ef(m,k)=¢ —1, ham=0ék=tvagym=tés k=0,
0, kiilonben.

Peremfeltételeink pedig ugyanazok, mint (3.17) -ndl, vagyis: Ha m =
k =0, akkor definicic szerint legyen C(0,0) = 1. Ha m vagy k negativ,
akkor pedig definicio szerint Cy(m, k) = 0.

A (3.18) képlet helyességét (Bloom [8] 371. oldalon kozolttdl eltérd
modon) az alabbiakbdl latom be, mely megtalalhato a [20] publikaci-
oban.

Bizonyitas. Kezd6dhet a sorozatunk 1 piros vagy 1 fekete elem-
mel:

P...P...F... pezekszama: Cy(m — 1, k);

TV
m — 1 piros és k fekete

F...P...F... »ezekszama: Ci(m,k — 1).

~
m piros és k — 1 fekete

Ezekbdl le kell vonni azokat, melyekben az elsé jel utan is ugyanolyan
kovetkezik Gsszesen t hosszon, utdna 1 méasmilyen és utana nincs ¢ szé-
ria:

p..P F _..P...F.. ezek szama: Cy(m —t, k — 1);
N—— ~~

t piros m — t piros és k — 1 fekete

F...F P _..P...F... Jezekszama: Ci(m — 1,k —1).
N——— ~~

t fekete m — 1 piros és k — t fekete

De ezekben benne szerepelnek a kévetkezd sorozatok is:
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A t piros, t fekete, utana pirossal kezd6d&en olyan m —t piros és k —t
fekete elemt sorozat, melyben nincs t széria és pirossal kezdédik. Ezek
szama Ct(p) (m —t, k —t). llletve — forditva — t fekete, ¢ piros, uténa
feketével kezd6d6 olyan sorozat, melyben nincs ¢ széria. Ezek szama
CY (m—t, k—t). De bsszegiik pedig éppen C (m—t, k—t)+CY (m—
tk—1t)=Cym—t, k—t).

Osszegezve tehat:
Ct(my k) = Ct(m -1, k) + Ct(ma k— 1)_

—{Ci(m—t,k—1)+C(m—1,k—1t)—Ci(m—t,k—1t)} +e;(m, k).

Vagyis valoban a (3.18) képletet kapjuk. OJ

Visszatérhetiink a fejezet bevezet§jében leirt két esethez. Mi is a
helyzet a dolgozatokkal? Ha pl. 16 db A és 15 db B tipusi dolgozatot
osztok ki, akkor annak a valbsziniisége, hogy 3-nél kevesebb azonos
lesz egymas utan: 0,9958, vagyis valéban majdnem mindig ez torté-
nik. A kartyas esetet nézve azt talaljuk, hogy mig Ps(26,26) = 0, 464,
(annak a valoszintisége, hogy az 52 lapos kartyacsomag lapjait egymas
utéan kirakva lesz benne egymas utéan 6 egyforma szini csak 0,464),
addig példaul P,(26,26) = 0,974. (Vagyis sokkal valoszintibb a 4-es
széria.) gy tehat Gardner tévedett, amikor azt allitotta, hogy majd-
nem mindig kapunk 6-os szériat.

Az alkalmazasok ismertetésének fontossagarél mar irtam az 1. fe-
jezetben. Most a leghosszabb széridk témakorhoz kapcsolodoan fel-
sorolok néhany olyan teriiletet, melyekben az emlitett problémakér
szerepel és a sokféle lehetGség koziil a tanar mindig az adott csoport
érdeklgdésének megfelelGen tud valasztani szemléltet, motivald pél-
dat. A targyalt leghosszabb szériak vizsgalataval kapcsolatos eredmé-
nyek felhasznalhatok a kiilonb6z6 gazdasagi, sorbanallasi problémak,
Markov-lancok (lasd pl. Samarova [49], Schuster [52] vagy Schwager
[53] cikkét), t6zsdei eseménysorok vizsgalataban (lasd pl. Binswanger
és Embrechts 7] cikkének 4.2 fejezetét). De a gazdasagin kiviil az
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alkalmazasnak jelentGs szerepe van a miszaki, pl. hidrologiai folya-
matokban (lasd pl. Sen [54| cikkét) és a biologiai, (pl. molekularis
biologidban) a DNS sorozatok vizsgalataban (lasd pl. Schilling [51]
cikkét). Sok egyéb, a természettudoméanyoktol téavolabb ess teriile-
ten is, igy példaul a grafologiaban is felhasznalhatoak az eredmények
(lasd pl. Arazi [3] cikkét). Révész [47] a szamitastechnikidban felme-
riil§, véletlen szamsorozat szamitogép altali létrehozasat emliti hasz-
nos alkalmazéasi teriiletként. Cikkében leirja, hogy mér t6bb modszert
is kidolgoztak, melyek véletlen fej-iras sorozatokat generalnak valami-
lyen modon. Nehéz azonban eldénteni, hogy a kapott véletlen sorozat
valoban olyan-e, mintha igazi dobassorozatot irtunk volna. A legtobb-
szor attol kell tartani, hogy valamilyen — szdimunkra esetleg ismeretlen
— periodus van a felirt sorozatban. A legtobb statisztikai moédszer nem
alkalmas ennek a hibédnak a kisziirésére. Egy, a leghosszabb fejszéria
hosszén alapulé proba alkalmas arra, hogy a sorozatnak a periodicitas
okozta nem véletlen voltat kimutassa.



4. fejezet

A Szentpétervari paradoxon

Mivel gazdasagi képzési teriileten (Szolnoki Féiskola) tanitok, ezért
részletesebben egy olyan problémat és a hozza kapcsolodo alkalma-
zasokat szeretném ismertetni, melyek ezen a szakteriileten lehetnek
kiilondsen hasznosak és a hallgatok szamara is érdekesek, ugyanakkor
szorosan kapcsolodnak az el6z6 fejezetben targyalt problémakorhoz.

A Szentpétervari paradoxon egy jatékbol, illetve annak vizsgalata-
bol sziiletett. Ezzel kapcsolatban azonban felvetGdhet a Rényi altal is
feltett kérdés, miszerint érdemes-e a szerencsejatékokkal tudoméanyos
alapon foglalkozni? "Erre a kérdésre véleményem szerint feltétleniil
igennel kell valaszolni. Nemcsak azért érdemes, mert ez segit a kombi-
natorika és a valoszintiségszamitas megértésében, hanem azért is, mert
e problémak tudoméanytorténeti érdekességtiek, hiszen a valdszintiség-
szamitas kialakulasaban a szerencsejatékokra vonatkozo feladatok koz-
ismerten igen nagy szerepet jatszottak. Végiil a modern tudomany és
technika szdmos fontos fogalmanak kialakulasaban a szerencsejatékok-
kal kapcsolatos tapasztalatoknak, és az ezekre vonatkoz6 matematikai
ismereteknek igen nagy szerepiik volt." [45]

Az ugynevezett szentpétervari jaték a kovetkezd, melynek leirasa
minden, a paradoxonnal foglalkozé cikkben szerepel, igy példaul [12]-
ben is. Két jatékos — nevezziik Gket Péternek és Palnak (Pal a bankar
szerepét jatsza) — az alabbiakban allapodnak meg. Péter elkezd do-

75
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balni egy pénzérmét. Ha elsG dobésra fej jon ki, akkor kap Paltol 2
forintot (vagy dukatot, vagy dollart, vagy eurdt, kinek mi tetszik). Ha
csak a masodik dobasra kapja az els§ fejet, akkor 4 forintot kap, ha
a harmadik dobasnal lesz el6szor fej, akkor 8 forintot és igy tovabb.
Vagyis ha az els6 fej a k-adik dobésra jon ki, akkor 2% forintot kap
Paltol. Mivel Pal sem rendelkezik korlatlan mennyiségt pénzzel, igy
Péternek valamekkora részvételi dijat kell fizetnie a jatékért. A kérdés
az, hogy mekkora legyen ez a "beszallo téke" Péter részérdl, hogy a
jaték igazsagos legyen? Igazsagos jatékon azt értjiik, hogy egyik jaté-
kos sem gazdagodhat a mésik rovasira. (Atlagos nyereménye, illetve
a masik jatékos atlagos vesztesége 0 forint kell, hogy legyen.) Fog-
laljuk az adatokat tablazatba, ahol x; jeloli azt a nyereményt, melyet
Péter akkor kap, ha az i-edik dobasnal lesz el6szor fej, illetve p; ezen
eseménynek a valosziniiségét:

T, | 2 1 3 16 32 ... ] oF
p | 1/2 ] (1/2)° | (1/2)° | (1/2)* [ (1/2)° | ... | (1/2)*

4.1. tablazat. Péter nyereményének eloszlasa

Mivel szabélyos érmét dobunk, igy 0.5 a fej-(és iras)dobas valoszi-
niisége is, vagyis 0.5 annak a valdszintisége, hogy rogton elsére fejet
dobunk, vagyis 2 forintot kapunk. Ha csak a masodik dobasra kapunk
fejet, az ugy lehet, hogy elsére irast dobunk (0.5 valoszintséggel) és
uténa fejet, szintén 0,5 valosziniiséggel. Mivel a két dobas (esemény)
egymastol fiiggetlen, igy ezen esemény valoszintisége 0,5-0,5 = (1/2)%
Hasonléan ha példaul azt az altalanos esetet nézziik, hogy a k-adik
dobasra kapunk el6szor fejet, az azt jelenti, hogy el6tte (k — 1)-szer
frast dobunk ( (1/2)*1 valosziniséggel) és utana fejet 1/2 valoszinti-
séggel. Tehat az eseményiink valoszintisége (1/2)*1. (1/2) = (1/2).
Folytatva és vizsgalva a p;-k Osszegét, a végtelen mértani sor Osszeg-
képlete alapjan kapjuk: >°.2 (1/2)F = 1, ami egyébként azt jelenti,
hogy a jaték véges szamu lépésben véget fog érni majdnem biztosan
(1 valoszintiséggel). Vagyis Péter nyereménye majdnem biztosan véges
lesz. Palnak (a bankdrnak) azonban az a véleménye, hogy Péternek
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végtelen nagy Osszeget kell befizetnie, hiszen végtelen nagy a varhato
nyereményosszege is. Valoban, ha kiszamoljuk a varhato értéket, az
eredmény végtelen lesz.

@@
}{:ahpz__z 1/244-(1/2°+. . +25-(1/2)F+... =) 1=00

=1 =1

Péter nyilvanvaléan gy gondolja, hogy ez azért tilzéas lenne, hiszen
tetszbleges x > 2 esetén annak a valdszintisége, hogy a nyereménye
legfeljebb x lesz:

P(X <a) =Y, (1/2)F = T2 (1/2)F = 1 — (1/2)l0s27]

Ahol [a] jelenti az a szam egészrészét. Ez alapjan felirhatjuk és
abrazolhatjuk a nyeremények eloszlasfiiggvényét:

0, ha x < 2,

1 — 27 lleg2a] - ha x> 2.

4.1. d4bra. A nyeremények eloszlasfiiggvénye

gy, mivel P(X > z) = 27le27l_ {gy a nyeremény csak kis e-
séllyel fog tallépni az © > 2 Gsszegnél csak egy kicsivel is nagyobb
Osszeget. Példaul egy 40 forintnal nagyobb nyeremény valdsziniisége:
P(X > 40) = 1/32 =~ 0,03125, egy "sokkal" nagyobb, mondjuk 32000
forintnal nagyobb nyeremény valoszintisége 0,00006 koriili érték. Igy
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aztan még egy nem tul nagy véges Osszeget is félve kockéztatna Péter,
nem még végtelen nagyot (ha egyaltalan lenne neki ekkora Osszege).
Ahogyan Nicolaus Bernoulli 1728. augusztus 27.-én unokadccsének
Danielnek irta: "még a féleszli ember is eladna a jatékhoz valo jogat
40 dukatért" [12]. Ez tehat a nagy dilemma, mely évszazadokon &t
foglalkoztatta nemcsak a matematika tudoésait, hanem késébb a koz-
gazdaszokat, pszichologusokat és egyéb més tudoményteriilet miivelsit
is. Vizsgaljuk most egy kicsit a paradoxonnak és megoldasi modjai-
nak torténeti fejlédését, hiszen oly sok érdekességet tartalmaz, hogy
mar ezek felkelthetik az érdekl6dést a téma irant. A matematikai is-
meretekben gyengébb hallgatok is szivesen megismerkednek az egyes
matematikai Osszefiiggések kialakuladsanak torténeti hatterével és ta-
lalgatjak a mindkét jatékos szdmara elfogadhato jaték-dijat.

4.1. A paradoxon torténete

A t6bb hires tuddssal is biiszkélkedé Bernoulli csaladnak nagy szerepe
volt a paradoxon felismerésében, a megoldéaskeresésben és ezek masok-
kal val6 megismertetésében. A probléma gyOkerei azonban kordbbra
nytilnak vissza. A tudomanytorténészek ugy tartjak, hogy a valoszi-
niiségszamitas Blaise Pascal és Pierre de Fermat hires levelezésével
sziiletett meg 1654-ben, melyben szerencsejatékok targyalasa soran a
tudomanyos alapokat is sikeriilt lefektetni. Ezekre, illetve ezek kiegé-
szitéseire épiilt Huygens appendixe, mely az els6 nyomtatott munka
volt ebben a targykorben. (1657-ben latin, 1660-ban holland nyelven
jelent meg.) A targy e kezdeti korszakdban a varhato érték sokkal
nagyobb jelentGségii fogalom volt, mint a legfeljebb intuitiv szinten
jelen 1évE valoszintiség fogalma. Szovegkornyezettdl fiiggGen az "ae-
quitas" szo6 jelenthetett egyenlGséget, igazsagossagot vagy részrehajlas
nélkiili részesedést is. Ahogyan a korabeli klasszikus matematikai kér-
déseket altalaban a fizikai problémak motivaltak, ugy a valosziniiség-
szamitassal kapcsolatos kérdéseknek is alapvetGen hétkoznapi emberi
oldala volt, bar sokszor nem a fizika, hanem inkabb a szerencsejaték
teriiletérsl. A valészintiségszamités fejlédésében a Bernoulliak neve
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kiemelked§ szerepet jatszik. Jacob és 6cese Johann az egymastol valo
tanulas sordn egymaés rivalisaiva is valtak. Jacobnak az Ars Conjec-
tandi cimi konyve csak halala utan 8 évvel, 1713-ban jelent meg, nem
kis részben Johann ellendllasa miatt. KettGjiik kozott sziiletett Nico-
laus testveriik, aki festémiivész volt, és az § fia (szintén Nicolaus), a
kozos unokadces adta ki végiil is a konyvet. Ez a Nicolaus (I1.) Ber-
noulli az, — matematika, jogi és filozofia professzor is volt — , akinek
a nevéhez a paradoxon felvetése fiiz6dik. ElGszor 1713. szeptember
9.-én, de Montmort-nak irott levelében sz6l a paradoxonroél, bar akkor
még nem a ma ismert alakjaban kozli azt. A kdvetkez6é megfogalmazést
adja: "A fizet B-nek 1 koronat, ha a szabélyos kockaval dobva, az elsd
dobasra 6-ost sikeriil dobni. 2 koronat fizet, ha a masodik dobéasra
jon ki a 6-os, 3 koronat, ha a harmadikra, és igy tovabb. Kérdése,
mekkora lesz B varhaté nyereménye? Mi torténik akkor ha az A 4ltal
fizetett Osszegek rendre nem 1, 2, 3, ...korona, hanem mondjuk 1, 2,
4,8, ...vagy 1,3, 9,27, ...vagy mondjuk 1, 4, 9, 16, ...korona?" [16]
Montmort azonban nem igazan foglalkozott a felvetett ellentmondasok
megoldasaval (talan meg sem értette igazén a problémat), diplomati-
kusan a kovetkez6t irta: " Senki sincs, aki nagyobb szakértelemmel
tudna a problémaval foglalkozni, mint Nicolaus." [16] Viszont a leve-
lezésiiket megjelenteti az Essay d’Analyse sur les Jeux de Hazard cimi
konyvének 1713-ban megjelent mésodik kiadasaban, igy a kor tudosai
értesiilhettek a feladatrol. (Angol forditasat lasd [36]-ban.) Igy tud
Cramer is bekapcsolodni a kutatdsba. Az eredeti problémat atfogal-
mazza kockadobésrol érmedobasra, igy tulajdonképpen a paradoxon
jelenlegi megfogalmazésa téle szarmazik. A megoldast tekintve két
otlettel all els. Az els6 szerint barmilyen joérzésti embernek ugyan-
annyi oromet okoz egy kb. 20 millibs Osszeg megnyerése, mint egy
ennél nagyobb osszegé. Mivel 2% = 16.777.216, igy a jaték értéke
szerinte

ii13_2+22125221::24+1:25

Altalanosabban megfogalmazva, nagy k esetén egy 2*-nal nagyobb
osszeg sem okoz nagyobb 6rémet, mint a 2, igy a méltinyos sszeg a
kovetkez6 formulaval adodik
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Z] 12a +Z] k:+129 _k+ Zm o(%) =k+1

A maésik 6tletében is szerepel, hogy nagy nyereménynél az Osszeg
novekedésével nem egyenesen aranyos az altala okozott 6romérzet. O
négyzetgyokos Osszefiiggést feltételezett, vagyis egy x Osszeg dromér-
téke egyenls az x négyzetgyokével. Masrészt "a jaték értékének olyan
osszegnek kell lenni, amelynek elvesztésével okozott fajdalom ugyan-
annyi, mint az elnyerésével szerzett 6rom moralis varhato értéke" [12].
gy tehat a jaték értéke az alabbi kifejezéssel adhato meg:

BT = [, 2 = [ SV = [ = V2 + 112

Ezek alapjan a Cramer 4ltal meghatarozott Osszeg a jatékba vald
belépéshez 5,8 vagy kerekitve 6 forint lenne.

Ezek az 6tletek nem tetszettek Nicolaus Bernoullinak, igy irt Szent-
pétervarra unokatcesének, Danielnek, aki Johann fia volt. (A Berno-
ulli csaladfa részletét a 4.2. adbra mutatja.) Levelezéseik utan Daniel
a szentpétervari akadémiara benyujtott dolgozataban (a Commentarii
1730-31-es kotetében, mely csak 1738-ban jelent meg) a Crameréhez
hasonlé megoldast ad, melyhez megjegyzésként hozzateszi Nicolaus
kritikait is. (To6bben tévesen innen eredeztetik a paradoxon nevét,
melyre kés6bb visszatérek. Akkoriban sem volt és napjainkban sem
jellemz6, hogy egy probléma a nevét a probléma kozlésének helyérsl
kapta volna.)

Daniel Bernoulli, tovabbfejlesztve Cramer gondolatait, bevezeti a
"utilitas", hasznossag fogalmat, mellyel a kozgazdasagtan és a pszicho-
logia is elkezd foglalkozni. Véleménye szerint egy x Osszeg dx-szel valo
novekedése csak du = b-dx/x hasznossag (6romérzet) novekedéssel jar,
ahol b > 0 valamilyen konstans. (Minél t6bb pénze van a jatékosnak,
annal kisebb egy kis novekedés feletti 6rome.) Igy ha a jatékosnak
eredetileg a forintja van, egy x nyeremény moralis haszna (hasznos-
saga) u(r) = b-In(Ja + x]/a). Igy Péter moralisan varhaté haszna
nem F(X) = oo, hanem M (X) = E(u(X)) = b- E(In(ja + x]/«)).
Ez az atlagos haszon viszont a kovetkezSképpen szamolhatd. Az x
nyeremény 2F alaki Osszegeket jelent, melyekhez 27% valoszintiségek
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Nicolaus
1623 - 1708
Jacob Nicolaus Johann
1654 - 1705 1662 - 1716 1667 - 1748
Nicolaus (IT) Nicolaus Daniel Johann
1687 - 1759 1695-1726 1700-1782 1710 -1790

4.2. 4bra. Tablazat: A Bernoulli csaladfa részlete

tartoznak. Felhasznalva a logaritmus azonossagait, valamint, hogy
Yooy 27% = 1, kapjuk, hogy az atlagos haszon a kdvetkezs alakban
irhato.

M(X) = by, metZizhe — p ([T (o +26)27) — blna.

Ez viszont egyenld a moréalis haszonnal, (u(x) = b - In([a + z]/«)
kifejezéssel) amibdl rendezéssel azt kapjuk, hogy

v(0) = [T, (a + 257" —a

ahol tehat x(a) az eredeti a t6ke, moralis értékének jatékbol hoz-
zaadodo novekedését jelenti.
Néhény kezdGtGke-nagysagra igy példaul az alabbi értékek adodnak.
Ha a kezd6t6ke oo = 0, akkor 4 forint (kérdés persze, hogy mibdl fizetné
be a 4 forintot, ha nincs semmi kezd6t6kéje), mig példaul 1000 forint
kezd6tGke esetén is csak 11 forint a jaték dija. Igy Daniel Bernoulli a
matematikai problémat pszichologiai és gazdasagi sikra is atvitte, fel-
vetve, hogy a kiilonb6z6 gazdasagi és pszichologiai magatartasokban
szintén torvények uralkodnak, melyek esetleg kiilonboznek a mate-
matikdban megfogalmazottaktol. (B&vebben lasd [5]-ben L. Sommer
forditdsaban.) Hasonlé megoldast adott Euler is, de mivel nem akart a
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Bernoulliak iigyeibe beavatkozni, — hiszen Daniel apja volt a tanara és
Daniel szerezte neki a szentpétervari munkahelyét — eredményeit nem
hozta nyilvanossagra. Halala utan 81 évvel jelent csak meg a téma-
r0l sz6l6 dolgozata. Nicolausnak nem tetszett Daniel megkozelitése,
amint irja, a moralis varhatosag "nem az egyenléségnek és igazsagos-
sagnak megfelelGen értékeli ki minden jatékos esélyét egyarant". Sze-
rinte mindenki szamara egyforman k forintot kell, hogy érjen a jaték,
a jatékos altalanos diszpozicidjatol fliiggetleniil. De mekkora legyen ez
a k7 Elfogadhatobbnak tartja, ha azt mondjuk, hogy nagy k esetén
mar olyan kicsi a hozza tartozo valdszintiség, hogy gyakorlatilag 0-nak
tekinthet6. De ki mondja meg, hogy mekkora ez a kis valoszintiség,
amit6l mar nem foglalkozunk vele? Tippelgethetiink, javasolgatha-
tunk, mondhatjuk, hogy pl. a k& = 200-hoz akkora pénzosszeg és olyan
kicsi valoszintiség tartozik, ami mar szinte elképzelhetetlen, de ez nem
tiinik igazan egzakt megoldasnak. A Bernoulliak részérél tovabbi ered-
mények nem sziilettek a probléma megoldésara.

A kérdés csak 1754-ben keriilt tjra el6 d’Alembert Fej vagy iras
cimt, az Enciklopédidban megjelent cikkében. Ezutan hosszu ideig és
legalabb hat alkalommal targyalja a problémat. Mivel Daniel Berno-
ullival finoman szolva sem voltak jo viszonyban, a paradoxonrol irott
munkaiban egyetlen egyszer sem emliti a Bernoulli nevet. A prob-
lémat elgszor elég koriilményesen: "probleme proposé dans le Tome
V des Mémoires de I'académie de Petersbourg" néven emliti, majd a
tovabbiakban elhagy egy-egy szot, mig végiil kialakul a "probleme de
Petersbourg” elnevezés. Igy a paradoxon elnevezése sokkal valoszintib-
ben innen eredeztethetd. A megoldassal kapcsolatban Lagrange-nak
irott levelében sajnalattal vallja be, hogy "a pétervari probléma megol-
dasa szamomra a jelenleg ismert fogalomkorben lehetetlennek ttinik".
Tobbek érdeklgdését is felkeltik munkai, de érdemleges eredmény nem
sziiletik. Megemlithetjiik példaul Whitworth érdekes elgondolasat a
probléma megoldaséval kapcsolatban. Szerinte nem egy allandé 6ssze-
get, hanem minden jatékban az adott, aktualis t6kének egy fix hanya-
dat kell kifizetni. Szintén sajat maga belatja, hogy megoldasa nem
tokéletes. A kiilonb6z6 megoldésok legfébb hibait az okozta, hogy
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a valoszintiség matematikai torvényeit megprobaltdk egyedi véletlen
eseményekre alkalmazni. A torvényekbdl arra akartak kovetkeztetni,
hogy mi fog torténni legkdzelebb, egy teljesen konkrét egyedi esetben.
(Ez a mai hallgatok korében is gyakori hiba, ennek kikiiszobolésében is
segit a téma targyalasa.) A nagy szamok torvényének intuitiv jelentése
nem volt jelen még a matematikusok gondolkodasdban sem. Egyediil a
francia de Condorcet mérki az, aki raérez erre a probléméra. Szerinte
Péternek végtelen sok jatékot kellene jatszania ahhoz, hogy végtelen
varhato értéke realizalédjon. "A probléma maga nem értelmes, hanem
hasonnemi még értelmes kérdések limesze." [12] Amikor n jatékot jat-
szunk, a valaszunk fiiggni fog n-t6l, igy a kérdés az, hogy milyen n-re
lehet a két jatékos egyenlGségét elérni. Ez volt az egyediili j6 vonal,
kortarsai mégis figyelmen kiviil hagytéak.

A kovetkez6 matematikus, aki érdemben foglalkozott a kérdéssel,
Buffon. O az elss, aki (lejegyzetten) a jatékot ténylegesen lejatszatta
egy gyerekkel 2048-szor. Ekkor Péter 6sszes nyereménye 20104 forint
volt, vagyis egy jatékra atlagosan 20104/2048 = 9, 82 vagyis koriilbeliil
10 forint jutott. Ez szerinte "érvényes és jo, mivel nagyszamu kisérletre
alapul, tovibba megegyezik egy olyan gondolatmenet eredményével is,
amely matematikai és kikezdhetetlen" [12]. A 2048 jaték soran észlelt
eredményeket mutatja az alabbi tablazat:

Az elsd fej (k) 1 2 3 4 |5 6|7 8 9

A gyakorisdga 1061 | 494 | 232 | 137 | 56 | 29 | 25 | 8 6

A nyeremény (2F) | 2 4 | 8 | 16 |32]64 128|256 | 512

4.2. tablazat. Buffon altal lejatszatott jaték adatai

Az adatainkat szemlélve jol latszik, hogy annak a bekovetkezése,
hogy csak a sokadik dobasra kapunk el&szor fejet, egyre kevésbé varha-
t6. Buffon matematikai levezetésével arra a kovetkeztetésre jutott,
hogy n jatékért nlogon forint jar, vagyis, ha n jatékot jatszunk, jaté-
konként logsn dijat kell fizetniink. Gondolatmenete a kovetkezd volt.
Ha n = 2% jatékot jatszunk, akkor az esetek felében (vagyis 2871)
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esetben lesz elsére fej. A nyeremény minden esetben 2 forint, igy
ez Osszesen 2 - 2871 = 2% forintot eredményez. 2F~2 esetben a ma-
sodik dobasra lesz az elsG fej, ez 4 forintjaval 2% - 2¥=2 = 2F forin-
tot ad szintén. Folytatva a gondolatmenetet, és felhasznalva, hogy
2F—1 4 ok=2 1 1241 =2%—1, marad még egy jaték, ami folytatod-
hat, de ennek mar kicsi a valészintisége (féleg, ha n nagy). Osszesen
tehat n jaték lejatszasa utan kapunk k - 2% forintot, ami (felhasznilva
az n = 2 kifejezést,) egyenls n - log, n. Ez azt jelenti, hogy jatékon-
ként log, n forint nyeremény lesz. Méltanyos jatéknal tehat tekinthetd
ez az Osszeg a jaték jatékonkénti dijanak is. Eszerint a 2048 jaték jat-
szasakor [0g,2048 = 11 forint fizetend6 jatékonként, ami a kisérletével
1/11 pontossaggal megegyezik. Sajat maga észreveszi, hogy ha sok,
pl. 1048575 jatékot jatszunk, akkor az Osszeg mar 20 koriilire jon ki,
de mivel ennyi jaték lejatszasa kb. 30 évig tartana, igy szerinte ezzel
mar a realitas szintjén nem kell foglalkozni. Szerinte tehat 10 forint az
az ar, melyet jatékonként fizetni kell, ha igazsagosak akarunk lenni.

Laplace a paradoxon megoldasahoz nem jutott kozelebb, de egyéb
eredményei, melyet A wvaldszindségek analitikus elmélete cimi miivé-
ben koz6lt, nagy technikai elsrelépést jelentettek. Osszegezte mindazt,
amit a targyban tudott arrél, hogy adott feltételek mellett valoszind-
ségeket, varhato értékeket és eloszldsokat hogyan lehet szamolni és
kozeliteni. A paradoxon tekintetében szamottevd, Gj eredmény sokaig
nem sziiletik, a mar meglévs eredményeket probaljak fejlesztgetni, bi-
zonyitani. Tobben is valamilyen ésszert, emberi 1éptéki hatarok kozé
probaljak szoritani a megnyerhetd Osszeget pl. gy hogy feltételez-
hetjiik, hogy a banknak nincs végtelen sok pénze. Modositsuk pl. a
jatékszabalyt gy, hogy a megnyerhets Osszeg maximum 1 milli6 fo-
rint (akarhanyadik dobésra is kapjuk az elsé fejet, vagyis még ha t6bb
jarna a jatékosnak akkor is csak ennyit kap). Mivel 22 mar tébb, mint
1 milli6, igy a nyeremény varhato értéke a kdvetkezo lesz.

52434+ 552+ (A +..) - 10021,

Vagyis 22 forintos arral még kicsit jol is jar a bank. 1872-ben
A Budget of Paradozes ciml konyvében de Morgan beszamol arrél,
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hogy & is lejatszatta a jatékot (Buffonhoz hasonloan) és mint irja, arra
a megallapitasra jutott, hogy "Ha Buffon ezerszer tobbszor probalta
volna, akkor az eredmény nemcsak tobb lett volna, de jatékonként
tobb. A nagyobb h&lé nem csak tobb halat, hanem tobb fajta halat
fogott volna, és kétmillié jatékban azt is varhatnank, hogy néhany eset-
ben a fej a huszadik dobasig sem mutatkozik." T6bben is a Buffon féle
gondolatmenetet kovetik, példaul Lupton [32]-ben szintén az n jate-
kért nlog, n forint megoldast tartja helyesnek. A Daniel Bernoulli-féle
utilitasi vonal (f6leg Laplace népszeriisité munkajanak koszonhetGen )
két agra szakad. Az egyik Fechner, a kisérleti pszichologia megalapi-
toja nevéhez flizGdik. Felallitotta az in. Weber-Fechner féle empirikus
torvényt, mely szerint az S stimulus altal kivaltott R reakcio nagysaga
R=C-InS, ahol C a vizsgalt érzékeléstdl fiiggs pozitiv konstans. A
mésik vonal az elméleti kézgazdasagtan teriiletén hozott 4j eredmé-
nyeket. Menger vizsgilatai az u(x) hasznossag-fiiggvényre vonatko-
zoan — melyben belatta, hogy az u(x) = C' - Inz nem jo — vezették el
Neumann Janost a hasznossig axiomatizalasaig, mely a modern koz-
gazdasdgelmélet egyik pilléréhez vezetett. Szamos kisérlet sziiletik az
u(z) ésszerti megvalasztasara. Nagyon sok népszerti-tudoméanyos mii
is megjelenik, boncolgatva a paradoxont kiilonb6z6 oldalairol. Ahogy
Samuelson irja: "A szentpétervari paradoxon megbecsiilésnek 6rvendd
sarok a kultaralt analitikus elme memoriabankjaban." [50]

A kovetkezd nagy attorést Feller 1945-6s eredményei jelentették.
Az méar korabban is egyértelmi volt, hogy a jatszmanként fix Osszeg
nem lehet jO, hiszen akarmilyen nagy is ez az Osszeg, a bank min-
dig rosszul jarna, hiszen a nyeremények varhato értéke végtelen nagy.
A részvételi dij tehat nem egy konstans, hanem n névekedésével nd,
mégpedig a mar tobbek altal megadott log, n kapcsolat szerint. Fel-
ler szintén erre az Osszefiiggésre jut vizsgalataban. Ha X, X, ...
Péter nyereményei az els6, masodik, ...pétervari jatékban, és S, =
X1+ Xo+4. ..+ X, Péter 6ssznyereménye az n jaték soran, akkor az X
varhato értékének végességét feltételezve, egy jatékot akkor neveziink
igazsagosnak, ha nagy n esetén az S, 6ssznyeremény a varhato érték
n-szerese koriili lesz. Vagyis nF(X) ~ S,,, amibdl azt kapjuk, hogy a
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jatékonkénti nyeremény a varhato érték korili lesz, vagyis nagy n-re
% ~ FE(X), illetve % — F(X) majdnem biztosan. Feller belatja
[22] és |23]-ben, hogy ha még X szorasa is véges, akkor a centralis
hatareloszlas tétel miatt:

(4.3) P(S, —nE(X)>0)—1/2+ P(S, —nE(X) <0)

vagyis nagy n esetén az esetek kb. felében az egyik jatékos, mig a
mésik felében a méasik nyer és a nyeremények is koriilbeliil szimmetri-
kusan oszlananak el. Feller belatja, hogy Sn/nlogan sztochasztikusan
tart 1-hez, amibdl kovetkezik, hogy n jatékért nlogsn O6sszeg a mélta-
nyos. Sajnos azonban a problémaban sem a szoras, de még a varhato
érték sem véges, éppen ez volt a gond eddig is.

Az eléz6 tétel és Feller dolgozata alapjan Steinhaus teszi meg
a kovetkez6 nagy lépést. Ahogyan irja: "a paradoxon feloldasahoz
nem egy egyedi jatékot, hanem jatékok egy sorozatat kell nézni" [57].
Egy determinisztikus sorozattal probalja imitalni Péter véletlen nye-
reményeit. Ehhez vegyiink elGszor 2-eseknek és iires helyeknek egy
alternald sorozatat:

2.2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22

Most irjunk az els§, majd minden masodik iires helyre 4-est:

242 242 242 242 242 242 242 24...

Majd hasonléan irjunk 8-asokat, aztan 16-osokat és igy tovabb:

242824216242824232242824216242824 . ..

Ezt azért gondolhatjuk helyesnek, mert a jatékban az esetek fe-
lében (mondjuk minden méasodik esetben) 2 forint a nyeremény, a

megmaradtak felében 4, az ezutdn megmaradtak felében 8, és igy to-
vabb. Felirva ezen sorozat n-edik empirikus eloszlasfiiggvényét, kide-
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riil, hogy ez igen gyorsan (egyenletesen) tart a szentpétervari eloszlas-
fiiggvényhez. Ha fA-val jeloljiik az A halmaz elemeinek a szamat,
akkor a Steinhaus sorozat n-edik eloszlasfiiggvénye a kovetkezd.

F,(z) = Hz; Sﬂﬁlsﬁjﬁn}

Ez a fiiggvény tehat azt fogja megmutatni minden valés x-nél,
hogy a sorozat elsé n elemének hdnyad része nem nagyobb, mint z. Ha
F(z) a szentpétervari jatékban szerepld nyeremények eloszlasfiigvénye,
akkor Steinhaus torvénye a kovetkezd alakil lesz

(4.4) D} =sup|F,(z) — F(x)| — 0.
reR

Vagyis Steinhaus szerint a jaték akkor lesz igazségos, ha az egyes
jatszmakért a fenti sorozat elemei szerinti Osszegeket fizetjiik. Ez azt
jelenti, hogy ha F, (x) jeloli a legfeljebb x nagysagu befizetések relativ
gyakorisagait, akkor F,(z) annak a valészintiségéhez konvergal, hogy
Pél (a bank) legfeljebb = nagysagu sszeget fizet ki.

A tovabbi eredmények tekintetében meg kell emliteniink, hogy
Csorgs Sandor, és lelkes csapata dolgozott tovabb a kérdésen siker-
rel. Az alabbi tételeket sikeriilt bebizonyitaniuk:

Sy, Sh
(4.5) liminf ——— = 1;limsup ——— = o©
n—oo N -logyn n—oo M -logym

majdnem biztosan.

Ez azt jelenti, hogy Péter halmozott nyereményeinek S, sorozata
determinisztikus sorozatokkal nem egyensiilyozhato ki tigy, hogy véges
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pozitiv hatarértéket kapjunk majdnem biztosan. Eszerint egyik dijso-
rozat sem lehet elég nagy. Ennek oka az idénként (nagyon kis valoszi-
niiséggel ugyan, de mégis) eléfordulé nagyon nagy nyeremény. (Rész-
letesebb vizsgalatokat lasd [13]-ban.) Tekintsiik n jaték esetén Péter
nyereményeinek nagysag szerinti sorbarendezését (rendezett mintajat)
Xn1 < ... < X, ,. Rogzitett m esetén n > m jatékot jatszva Péter
nyereménye legyen S, (m) = 3 """ X, ; vagyis Péter lemond az elvileg
létez6 m legnagyobb nyereményérdl (X, ., + ... + Xpn_mi1 forintrol)
és igy az eddigi S, forint helyett S, (m) forintot kap n jatszmaért. Azt
gondolnank, hogy minél nagyobb az m, annal kevesebbet kell fizetnie
Sp(m)-ért, mint korabban S,,-ért. Azonban Csorgs és Simons [14]-ben
bebizonyitjak, hogy

Sn(m)

nlogyn

— 1 majdnem biztosan minden rogzitett meN esetén.

Tehat a nagy szamok torvényei csak annyit mondanak, hogy az S,
és az S, (m) véletlen nyeremények értéke is n log, n koriil lesz. A megol-
dashoz tehat S, eloszlasanak a megismerése fog kozelebb vinni. Csor-
g6ék belatjak, hogy hatareloszlas nincs. [12] Akarhogyan is valasztunk
Chn, A, > 0 konstansokat, a P(S, — C, /A, < x) sorozat nem konver-
gal egy olyan G(z) eloszlastiiggvényhez, (annak minden folytonossagi
pontjaban) amely nem egy konstans eloszlasfiiggvénye. A szentpé-
tervari eloszlads tehit nem tartozik bele semmilyen eloszlds vonzés-
tartomanyéba. Martin-Lof [33]-ban {27}%°, C N részsorozat esetére
megad egy hatareloszlastételt. Bebizonyitja, hogy ha £ — oo, ak-
kor a P{SQ%c < z + k} valoszintiségek konvergalnak egy Gi(x) nem-
degeneralt eloszlasfiiggvény értékeihez. Kozelit6formulat is megad, mi-
szerint nagy k és nagy m esetén P{Sy > 28(2m +k)} ~ 1—G1(2™) ~
;%. Tehat ha Péter 2% jatékért 2%(2m+k) forintot fizet, akkor P4l nagy
valoszintséggel (kozelitGleg 1 — é—f) nem megy csédbe. (A dolgozat
szerint is a modell alkalmazhat6 nagyon kockazatos biztositasok dijté-
teleinek meghatarozasanal, példaul tizkar vagy tizleti cséd elleni biz-
tositasoknal.) [13]| és [14]-ben téargyaltak szerint, fiiggetlen, egyforma
eloszlasu véletlen valtozok részletosszegeinek 1étezhet hatareloszlasa a
természetes szamok végtelenbe tarto részsorozatai mentén gy, hogy
minden neN szdmot érintve ilyen nincs. Azt mondjuk, hogy az illets
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eloszlas benne van a részsorozat mentén nyert hatareloszlas parcialis
vonzastartomanyaban. Vagyis Martin-Lof tétele szerint a szentpéter-
vari eloszlasfiiggvény benne van a G eloszlasfiiggvény parcialis von-
zastartomanyaban. Egy eloszlasfiiggvényre harom allitas valamelyike
teljesiilhet:

e semmilyen eloszlas parcialis vonzastartoméanyaban nincs benne
(még részsorozatok mentén sincs hatareloszlas),

e pontosan egy tipus parciélis vonzastartomanyaban van benne (ez
a tipus sziikségképpen stabilis),

e benne van egy nem stabilis eloszlas parcidlis vonzastartomanya-
ban, mely esetben sziikségképpen benne kell legyen eloszlasok
kontinuum szdmossagu kiillonboz6 tipusanak parcidlis vonzastarto-
manyaban.

Mivel a G, fliggvény nem stabilis, igy a szentpétervari eloszlas-
fliggvény a harmadik kategoriaba esik. Ebbdl viszont az kovetkezik,
hogy kontinuum szamossagu hatareloszlas létezik. Vagyis azért nincs
hatéareloszlas, mert végteleniil sok van. Ezekre viszont megfogalmaz-
hato Gn. Osszetartas tétel, melyre vonatkozoan tovabbi vizsgalatokat
végzett féként Csorgd Sandor [12], Pap Gyula [40]-ban, illetve [62].
Megjegyezziik, hogy n jatéknal atlagosan log, n forint jatékonként még
akkor is kevés, ha Péter lemond a legnagyobb nyereményérsl, de mar
til sok, ha a legnagyobb kett6r6l mond le. A Szentpétervari jaték-
hoz és az érmedobdlasokhoz is késziiltek szamitégépes programok, pl.
a Mathematik.com. A paradoxonnal kapcsolatos részben jatékonként
20 dollart fizetiink a banknak, tapasztalhatjuk, hogy igen ritkan fo-
gunk nyerni. Az alabbi, 4.3. abra egy jaték végeredményét mutatja.
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PETERSBURG PARADOX

H Play single Game HH Start all over ||
You win 1 Dollars Your total 4 Dollars
The bank wins 20 Dollars Bank total 4 Dollars

4.3. dbra. Egy szentpétervari jaték lejatszasa, animécio

4.2. Szimulacios vizsgalat

Erdekességként nézziik kicsit "forditva" a problémat Buffon nyoman,
melyet (gazdasagi és pénziigyi vonatkozéasokkal egyiitt) a [30] publi-
kacioban targyalok. Tegyiik fel, hogy csak véges sok jatékot jatszunk,
mondjuk n = 2% jatszmat. Ekkor varhatoan a jatszmak fele az elss
dobés utan véget ér. A megmaradé jatszmdakra ugyanez igaz, vagyis
a fele véget ér az els6 dobas utan. Ez azt jelenti, hogy az eredeti
jatszmak negyedében a jaték a masodik dobésra véget ér. Hasonl6an
a jatszmak nyolcada a harmadik dobasra ér véget, és igy tovabb, csak
az utols6 jaték folytatodna a k. dobéason tul. Adatainkat foglaljuk
tablazatba, ahol legyen elészor a jatszmak szama példaul 219 = 1024.
Ez az eset a gyengébb hallgatokkal is konnyen targyalhato és belGle az
altaldnos eset vizsgélata is érthetébb lesz.

Azelsofej: | 1 | 2 | 3 [4]5]6] 7 ] 8 ] 9] 10
Befejezédik: | 512 | 256 | 128 | 64 | 32 | 16 | & | 4 | 2 | 1
A kifizetés: | 2 | 4 | 8 | 16|32 64| 128 | 256 | 512 | 1024

4.3. tablazat. A Szentpétervari jaték lejatszasa 1024-szer
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Az els6 sor tartalmazza, hogy hényadik dobasra kaptuk az els6 fe-
jet. Ha rogton az els6 dobas fej, ez 0,5 valoszintiséggel kovetkezik be,
vagyis az Osszes (210) jatszménak a fele be is fejez6dik. Hasonloan,
a megmaradt jatszmak fele a masodik dobas utan fejez6dik be és igy
tovabb. A masodik sora a téblazatnak a befejezett jatékok szamat
mutatja. Ha Osszeadjuk ezen (befejezett) jatszmak szamait, az ered-
mény 512+ 256+ ...+ 2+ 1 = 1023, vagyis egy jaték folytatodik a 10.
dobas utan. Ez az egy jaték 0,5 valoszintiséggel a kévetkezd dobassal
ér véget, 0, 25 valoszintséggel a masodik plusz dobassal, és igy tovabb.

Ha nézziik a teljes kifizetés atlagat a jaték sorén, a kdvetkezd Gsszeget
kapjuk: 512-2+256.22+...+1-212013-116’950”jdték kifizetése 10(@) +e=10+c,

o 1024
ahol ¢ = *2%¢ Jatlggfzﬁzetese. Vizsgaljuk most ezt a ¢ értéket. A jaték a

11. dobéasra érne véget 0,5 valoszintiséggel, a hozza tartozo kifizetés
. 11 . s s 4 ,
2! lenne, vagyis ¢ = 3 = 2. Viszont 0,25 valoszintséggel még két

dobas kellene a befejezéshez, a ¢ ekkor % = 4 lenne és igy tovabb.
Vagyis a kifizetések atlaga 0,5 valészintiséggel 10 + 2 = 12, valamint
0, 25 valoszintiséggel 10 + 4 = 14, és igy tovabb.

Ha altalanositjuk a problémat és feltessziik, hogy n = 2% jatékot
jatszunk, akkor tablazatunk a kovetkezG lesz:

Az elsd fej (k) 1 2 3 ... | k1
Befejezett jatszmdk szdma | 2871 [ 2F2 [ 283 | .| 2 |1
A kifizetés (2%) 2 4 8 [... |21 ]2k

4.4. tablazat. Szentpétervari jaték altaldnosan

Az elsé dobas utén befejezddik a fele, vagyis 271 jaték, a méasodik
dobés utan 2872 jaték és igy tovabb, a k. dobasra 1 jaték ér véget. Ezen
jatszmak Osszege 281 42872 1 42+ 1 =2F — 1, vagyis 1 jatszma
folytatodna a k. dobas utan is. De ez 0,5 valoszintiséggel befejezddik
a kovetkezd dobasnal, 0,25 valoszintiséggel a k& + 2. dobésnél, 0,125

valoszintiséggel a k + 3. dobésnal, és igy tovabb. A kifizetések atla-
ok—1940k—244 4900k L yégsi jaték kifizetése
oF =

kg—: +c = k + ¢, ahol ez a c az el6z6 példa alapjan szamolva 2 lesz

gat nézve a kovetkez6t kapjuk:
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0,5 valoszintiséggel, 4 lesz 0,25 valoszintiséggel és igy tovabb. Ezek
alapjan a kifizetések atlagai (amit nevezhetiink belépési dijnak is a
mésik résztvevd oldalarol, ha igazsagos jatékot vizsgalunk), a kovet-
kez6 egyenes-sereget hatarozzak meg: 0,5 valoszintiséggel k + 2, 0,25
valoszintiséggel k + 4; 0, 125 valoszintiséggel k + 8, és igy tovabb.

A jatékot szimulaljuk mondjuk k = 20 esetig, vagyis 220 = 1048576
jatszmaig a MATLAB program segitségével. A kapott értékeket a
torott vonal szemlélteti, valamint abrazolva van az els6 négy egyenes
a kiilonb6z6 valdszintiségi szinteknek megfelel§en. Jol lathato, hogy
a szimulalt értékek a ¢ = 2-hoz tartozd egyenes mentén haladnak.
Elmondhatjuk, hogy a szimuldlt értékek teljes 6sszhangban vannak a
szamitott értékekkel.
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kifizetés:
k N=2"k 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096

0 1 1

1 2 1 1

2 4 1 3

3 8 6 1 0 1

4 16 9 2 4 1

5 32 16 8 3 3 1 1

6 64 32 14 7 3 3 2 1

7 128 63 30 18 9 3 3 2

8 256 99 90 39 16 5 5 1 1

9 512 270 96 83 31 15 8 8 1

10 1024 544 233 129 56 33 1 9 3 2 4

11 2048 1040 495 242 115 76 a4 24 4 3 4

12 4096 2051 993 518 264 125 74 33 17 9 6 3 1
13 8192 4026 2083 1037 528 261 123 71 32 14 13 3

14] 16384 8213 4055 2071 1008 510 267 135 73 28 16 4 2
15 32768 16480 8108 4033 2079 1067 488 259 128 69 28 14 8
16 65536 32716 16474 8092 4034 2091 1048 511 299 139 68 39 12
17 131072 65637 32712 16502 7993 4128 2089 990 491 267 131 67 31
18 262144 130491 65756 33096 16436 8156 4130 2061 1044 491 257 109 58
19| 524288 261835 131346 65356 32866 16459 8187 4140 2131 985 494 247 123
20 1048576| 525514 261500 130798 65274 32614 16431 8232 4088 2010 1050 524 261

4.5. tablazat. A jatek értékének szimulalt és szamitott értékei (1)

k =27k 8132 16384 32768 65536 131072 262144 524283 1048576 2097152 4194304 3388608 16777216
0 1
1 2
2 4
3 8
4 16
5 32
6 64
7 128
8 256
9 512
10| 1024
11 2048 1
12| 4096 1 1
13 8192 1
14| 16334 2
15 32768 4 1 1 1
16| 65536 5 2 4 1 1
17] 131072 17 7 4 2 3
18] 262144 29 17 9 3 1
13 524288 51 40 15 5 6
20| 1048576 132 71 40 23 8

4.6. tablazat.

A jaték értékének szimulalt és szamitott értékei (2)
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jaték jaték dra szamitott
k N=2"k  |&ra(szim)]c=2 c=A4 c=8 c=16
0 1 4 2 4 8 16
1 2 3 3 5 9 17
2 4 6,5 4 6 10 18
3 ) 6 5 7 11 19
4 16 4,625 6 ) 12 20
5 32 7,25 7 9 13 21
6 64 10 ) 10 14 22
7 128 | 8,421875 9 11 15 23
) 256 | 7,773438) 10 12 16 24
9 5121 8,507813 11 13 17 25
10 1024 | 12,44922 12 14 18 26
11 2048 | 19,13867 13 15 19 27
12 4096 | 19,36572] 14 16 20 28
13 8192 12,38379 15 17 21 29
14 16384 | 19,09753 16 18 22 30
15 32768 | 18,33032 17 19 23 31
16 65536| 18,4292 18 20 24 32
17| 131072| 22,95589 19 21 25 33
15 262144 | 16,10635 20 22 26 34
19| 524288\ 18,01831 21 23 27 35
20| 1048576 28,37282 22 24 28 36

4.7. tablazat. A jaték értékének szimuldlt és szamitott értékei (3)

40

- /’
30

25 — sZiMulECi

20 / ‘/M — =2
15 / /WV =
10 /WV ::5
N

125354567 8 5101112151415161718192021

4.4. dbra. A jaték szimulalt és szamitott értékeinek abrazolasa
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4.3. A paradoxon néhany moédositasa

Csorgd és Simons [15] cikke alapjan vizsgaljuk azt az esetet, amikor
tobb jatékos is jatszik a bankkal szemben. Legyen el6szor két jatékos
(mondjuk Péter; és Pétery), akik megegyeznek abban, hogy az alta-
luk nyert Osszeget fele-fele aranyban osztjak el a jaték végén. Vagyis,
ha Péter; nyer X, forintot, Péter, pedig X, forintot, akkor a jaték
végén a nyereményiik mindegyikiiknek kiilon-kiilén X, + 1X, forint
lesz. Meglepd, de belathato, hogy az egyiittes stratégia mindkett6jiik-
nek nagyobb nyereményt eredményez, mintha az X; és X, Osszeget
kapnak. Ezt az esetet ezért nevezhetjiik "két-Péteres paradoxonnak".
Erdekes vizsgalni, hogy mégis mennyivel jobb az "atlagolo" stratégia?
Kideriil, hogy a varhat6 érték mindkettGjiiknek 1-1 forinttal lesz na-
gyobb, mintha kiilon-kiilén jatszananak. Ez az alabbiak miatt lesz

igy.
P{X;>2F [ Xy =2} = P{X; > 2F} =1 - 3071 (3) =
1 —[1 — 7] = & minden természetes k esetén, ezért viszont
P{X| > X, | Xo} = Xlz amivel pedig a varhato érték a kovetkezd lesz.

E(XoI{X, < Xi}) = E(XoP{X1 > X5 | Xo}) = E(XQX%)) =2

Vagyis ezt megfelezve, 1-1 forinttal lesz jobb az "atlagolo" straté-
gia, Osszevetve a kiilon-kiilon elért nyereménnyel.

Mi torténik, ha harman jatszanak a bank ellen? Akkor is j6 lesz ez
a stratégia? Ha azt a stratégiat kovetik, mint az elébb, akkor azt az
érdekes eredményt kapjuk, hogy nem 0Osszehasonlithatoak a varhato
értékek. (Lasd [15]) Vegyiik viszont a kovetkezd egyezséget a jatéko-
sok kozott. Mindegyik atadja a nyereményét a masik kettének fele-fele
aranyban. Ekkor Péter; nyereménye %XQ + %Xg forint lesz, Pétery-é
%Xl + %Xg forint és Péters-¢ pedig %Xl + %Xg forint lesz. Ekkor szin-
tén 1-1 forint lesz a tobbletiik fejenként. Vagy, ha azt a stratégiat
nézziik, hogy mindenki a nyereménye felét osztja szét fele-fele arany-
ban a mésik kettének, akkor Péter; nyereménye $X; + 1 X5 + 1X;5
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forint, Pétery-¢é %Xg + zlle + ng forint, és végiil Péters nyereménye
s X5+ 1X1 + ;X forint lesz. Bz a jatékmod 1,5 forinttal jelent t5b-
bet mindegyikiiknek kiilon-kiilon. Altaldnosan legyen p = (p1, p2, ps)
agy, hogy p1 + p2 + p3 = 1. Az osztozkodo stratégiaval Péter; nye-
reménye ple + p2X2 + ]93)(37 Péterg—é ngl + p1X2 + ngg és ve-
giil Péters nyereménye ps Xq + p3Xo + p1 X3 forint lesz. Mint lattuk
nem minden esetben lesznek Gsszehasonlithatoak a varhato értékek (pl.
P1 = Po = p3 = % eset), igy érdekes kérdés az Gsszehasonlito operator
(A(p) = E[p1 X1+ p2Xa + p3 X3, Xi]) vizsgalata, melyre jelen dolgozat
nem terjed ki.

Természetesen a jatékot kiterjeszthetjiik haromnél tobb "Péterre"
is. Ha specidlisan n = 2F Péter jatszik, a nyereményiik kiilén-kiilén
(egymastol fiiggetleniil) X, Xo, ..., X, forint, vagyis az atlag, amit a
végén kiilon-kiilon mindegyikiik kap 21X2t-tXn - A7 M4tlagolo" stra-
tégiaval minden keN esetén E[SQ%C,Xl] = k adodik. Ha a "Péterek"
szama barmilyen pozitiv egész ne N, akkor a kovetkezGket mondhatjuk.
A haromjatékos esethez hasonléan legyen p,, = (p1n,Don,---»Pnn)
ami a jatékosok kozotti osztozkodasi ardnyokat jelenti, vagyis, hogy
mindegyik jatékos kiilon-kiilén a tobbinek hanyad részét adja a sa-
jat nyereményének. Ezt akkor tekintjiik elfogadhatonak, ha minden
komponense vagy 0 vagy 2 negativ egész hatvanya. Ilyen p, esetén

vagyis

H(pn) = _{pl,n 10g2 Pin +...+ Pnn 10g2 pn,n}

Belathato tovabba, hogy ezen entrépia fels6 hatérat adja a kovet-
kez$ kifejezés, ahol [a] jelenti az egészrészét, {a} pedig a tortrészét
a-nak.

H, = [logyn] + 2le2n — 1

Ha példéul a mar targyalt haAromjatékos esetet nézziik, azt kapjuk,
hogy H, = 1,5, vagyis akkor jarnak legjobban, ha tgy osztozkod-
nak, hogy mindegyik a fele nyereményét adja oda fele-fele aranyban
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a masik kettének. Azt nyilvanvaléan minden jatékos tudja, hogy az
Osszes nyeremény az valtozatlan (X; + X, ...+ X,,) akdrmilyen stra-
tégiat is kdvetnek a jatékosok. Mégis a leirt "bilivészmutatvany" alap-
jan elmondhatjuk, hogy 6sszehangolt miikédéssel minden résztvevének
"édesebb" a mikrogazdasagi helyzete azonos makrogazdasagi koriilmé-
nyek kozott is. Erdekességként nézziik 11 "Péter"-ig a maximalisan
elérhetd tobbletet és a hozzajuk tartoz6 maximalizalo stratégidkat.

Mo nT ey,

AP e R

EIg BRIy,

e B L

H7; =24 p¢:(17§’§7§7§7§7§)

Ho=3 |p=(LETT T

8 Ps %’8’%’8’%7§’ )

Hy=3% |pr— (G DDTTTES o)

9T 08, | Py T AR s 8 8816016

H1o:3§ Plo (§7§7§7§7§7§171_61?1_6171_6171_61)
— *

H11—3g p11_(§7§7§7§7§71_671_671_671_671_671_6)

4.8. tablazat. Maximalizalo stratégidk és a veliik elérhetS tobbletek

Ezzel el is jutottunk a paradoxon kiilénb6z6 gazdasagi alkalmaza-
saihoz.

4.4. Tovabbi alkalmazasok

Ha a jatékok korében folytatunk vizsgalatokat, kideriil, hogy pl. a jol
ismert "Legyen On is milliomos!" tv-s jaték is egy modositott szent-
pétervari paradoxon alkalmazasanak tekinthets. Itt minden kérdésnél
négy valaszlehetGség koziil kell az egyediili helyeset kivalasztani, és a
jatékos donthet, hogy helyes véilasz esetén tovabb jatszik-e vagy eltéa-
vozik az addig megnyert Osszeggel. Ha tovabb jatszik és veszit, akkor
az 0sszes addigi nyereményét elvesziti, viszont ha nyer, a pénze meg-
duplazodik. De szintén a paradoxonnal all szoros kapcsolatban az
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tn. martingal (halmozasi) stratégia, melyben mindmaig sok szeren-
csejatékos hisz (és megy is tonkre). Itt a bank ellen jatszunk egy olyan
jatékot, melyben 50 — 50% az esélye a nyerésnek és a vesztésnek is.
Ha az els6 jatszmaban veszitiink, megkétszerezziik a tétiinket. Ha a
mésodikban is veszitiink, akkor tjra megkétszerezziik az el6z6 tétet, és
igy tovabb, amig ki nem jon a tippiink és nyeriink. Ha a legelsé tétiink
A forint és az els6 n — 1 jatszmaban nem nyertiink, de az n.-ben mar
igen, akkor Osszesen kifizettiink A(1+2+4+...+2"71) = A(2" —1)
forintot, mig a nyeremény osszege A2". Igy tehéat Gsszesen A forint
nyereségre tettiink szert. Minthogy 1 valdsziniiséggel valamikor csak
bejon a tippilink, ez a stratégia biztosnak latszik, azonban ez itt is
csak latszat. Hiszen egyrészt miel6tt barmit is nyernénk, mar rég el-
veszitettiik az Osszes pénziinket. (Hiszen lehet, hogy csak a sokadik
jatszméaban nyeriink, addig viszont rengeteg pénzt kell befektetniink.)
Ha meg korlatlan sok pénziink van, akkor ahhoz képest elenyész6 az A
forintnyi nyereség. Nem utolso sorban pedig a kaszinok is ismerik ezt a
stratégiat, ezért maximalizaljak a tétek nagysagat (tehéat akarmeddig
nem folytathato ez a stratégia) és bar ez a maximumdsszeg nagyon
nagy, mégis teljesen hatastalanna teszi a martingal stratégiat. [60]

A paradoxon gazdasagi (f6leg pénziigyi) alkalmazasai talan még
érdekesebbek és nyilvanvaloan fontosabbak, mint a szerencsejatékok.
Amint mar emlitettem, a mai mikrookonomiai hasznossagfogalom els-
futaranak Daniel Bernoulli 1738-as tanulméanya tekinthets. O a szent-
pétervari paradoxbol kiindulva jutott el a hasznossag kovetkezd formu-
lajahoz: U = k-In(%) ahol k egy pozitiv konstans, c pedig a létezéshez
minimalisan sziikséges vagyon nagysaga. Bernoullinak a paradoxonnal
kapcsolatos munkaja két alapgondolatot tartalmazott. Az egyik sze-
rint az egyén vagyonanak fokozatos, azonos 0sszegli novelésével egyre
kisebb mértékben javul az illets joléti helyzete. Fzt az Osszefiiggést ma
a csOkkend hatarhaszon torvénye elnevezéssel illetjiik. A masik gondo-
lat, mely a Neumann-Morgenstern féle hasznosséagi fiiggvény alapotle-
tével rokon, arra vonatkozott, hogy bizonytalan vagyoni koriilmények
kozott az egyén varhato helyzetét nem a varhatd vagyonhoz tartozo
egyéni értékelés, hanem az egyes vagyoni helyzetekhez tartoz6 egyéni
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értékelések varhato nagysaga hatarozza meg. Bernoulli ezen felfedezé-
sei a kozgazdaszok szamara tobb mint 100 évig ismeretlenek maradtak,
feltehetGen annak matematikai jellege miatt. Bernoulli hasznossaggal
kapcsolatos elképzeléseit roviden gy fogalmazhatjuk meg, hogy egy-
részt egy nagyobb téke esetén mér nem okoz akkora 6romet ugyanazon
Osszeg megnyerése, mint kisebb alaptSke esetén, masrészt egy adott
Osszeg elvesztése okozta bosszlisdg nagyobb, mint ugyanakkora 6sszeg
megszerzése feletti 6rom. Ezt a pszichologusok "kockazatkeriil6" ma-
gatartasunkkal magyarazzak. |[4] Képzeljiik el, hogy vagyonunk egy
téglahalom, ahol alul vannak a nagyobb tégldk és minden tjabb sor-
ban egyre kisebb téglak vannak. Minden tégla, melyet a halom te-
tejérsl leemeliink, nagyobb anndl, mint amit ratennénk. Egy tégla
elvesztése feletti bossziisidg nagyobb, mint egy djabb tégla megszer-
zése feletti orom. Bernoulli egy mésik 4j fogalmat is megalkotott a
hasznosségon kiviil az emlitett munkaban, melyet a mai kozgazdaszok
a gazdasagi fejlédés hajtoerejének tekintenek, ez pedig az emberi téke.
Ennek targyalasatol most eltekintiink. (Egyébként lasd [6])

Szintén a pétervari paradoxon volt az alapja tobb olyan pénziigyi
Otletnek is, mely szinte minden esetben csédbe, sokszor tragédiaba ful-
ladt. Gondoljunk csak egy gazdasagi tarsasiag nagy aranyu (a gazda-
sag egészére jellemzs atlagnal nagyobb) novekedésére, melynek olyan
ragyog6 kilatasai vannak, hogy szinte végtelennek tiinnek az elérhetd
nyereségek. Még ha abszurd modon fel is tessziik, hogy képesek va-
gyunk id6ben korlatlanul elére jelezni egy vallalat bevételeit, mennyit
érhet e vallalat részvénye? Talan végtelen Gsszeget? Voltak pillanatok,
amikor profi befektetdk ilyen 6riilt Almokat kergettek. Az 1960-as évek
végén, 70-es évek elején szamos komoly befektetési menedzsert annyira
megszéditett altalaban a ndvekedés, de kiilondsen az an. "Nifty-Fifty"
modjara novekvs részvények eszméje, hogy készek voltak barmi arat
fizetni, hogy birtokdba jussanak példaul a Xerox, a Coca-Cola vagy
az IBM részvényeinek. 1972 decemberében a Polaroid az 1972-es évi
nyereségének 96-szorosaért, a McDonald’s 80-szorosaért adta el rész-
vényeit. A befektet6k gy gondolték, hogy a jévends (allandoan no-
vekv() nyereség és osztalék igazolni fogja a befektetést, barmekkora is
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a vételar. A valosagban azonban a szédité nyereség, melynek hatara
latszolag a csillagos ég volt, a valosagban joval kisebbnek bizonyult,
mint a vart végteleniil nagy Osszeg. A kozelmilt gazdasigi valsaganak
is egyik oka ilyen, hasonl6 tényezékre vezethets vissza. Ahogyan Szé-
kely Gabor és Richards irja [61]-ben, az 1990-es évek végén a high-tech
cégek részvényérai példatlan modon emelkedtek. 2000 elején viszont
az arak hanyatlasa hatalmas veszteségekkel jart a befektet6k szaméra.
Ezek elkeriilhetéek lettek volna, a szentpétervari paradoxon eredmé-
nyeinek alkalmazasaval, elemzésével. Nézziik ezt egy kicsit részlete-
sebben.

Képzeljiik el, hogy Péter egy novekvs részvénytarsasag, Pal pedig Pé-
ter részvényeinek a vasarloja. Valamint legyen egy szabdlytalan pénz-

érménk, ami azt jelenti, hogy a fejdobés valoszintisége legyen 7 ek-
1

kor az irds valoszintisége nyilvanvaloan 1, ahol ¢ > 0. Tegyiik fel
tovabba, hogy Péter rendre fizet Palnak D forintot, ha az elsé dobas
eredménye fras, D(1 + g) forintot, ha a masodik dobas fras, D(1 + g)?
forintot, ha harmadszorra lesz az elsé iras, és igy tovabb. A jaték ak-
kor ér véget, ha fejet dobunk. Ha a jaték a k. dobasra ér véget (ekkor

lesz az elsé fej), akkor a Palnak kifizetett teljes Osszeg:

5o D(1+ gy = Bl
]:

g

Ez a kifizetés W valoszintiséggel torténik, igy Pal varhatd nye-
reményére a kovetkezé kettds 0sszeg adodik:

0 i k—2 i
PRy G+rDF ijo D(1+g)

ami az el6z8 formula felhasznalédsaval és az dsszegzés sorrendjének
felcserélésével a kovetkezd eredményt szolgaltatja Pal varhato nyeremé-
nyére:

oo D(14g)F—t %7 ha g < ia
B=1 T (R | oo, ha  g>i.

Ha most ¢ jelenti az effektiv kamatlabat, ¢ pedig a cég noveke-
dési ardnyat, akkor a kovetkezSket mondhatjuk el: egy D 0Osszeggel
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kezd6dé és alland6 g aranyt novekedéssel emelt 0sszeg, mely i-vel van
diszkontalva, a fenti Osszegeket adja. (Péter részvényének valos értékét
a jovébeli osztalékok jelenértékével becsiiljiik.) Roviden Gsszefoglalva,
ha g < 7, akkor Pal varhaté nyereménye %. Masrészt, ha g > 4, ak-
kor a végtelen sorozat a végtelenbe divergal és Pal varhato nyereménye
végtelen. Ebben az esetben a racionalis Pal bolcsen visszautasitja a
jatékban valo részvétel dijat. A pénziigyi befektetések értékének becs-
lésére vonatkozoan az i paraméter reprezentalja az effektiv kamatlabat.
Ennek megfelelgen egy 1 forint 0sszegt kolcsonnek, amit egy év mulva
fizetnek vissza, a jelenértéke pontosan %ﬂ Egy részvény valos értéke-
nek becslése soran ¢ reprezentélja a tarsasig novekedésének iitemét,
amit a részvényenkénti nyereség éves novekedéseként mériink.

Ha meg akarjuk becsiilni Péter részvényének valos értékét, akkor
alkalmazhatjuk azt a széles korben elfogadott médszert, mely szerint a
jovobeli osztalékokat életjaradékként diszkontaljuk. Igy Péter részvé-
nyének valos értékét a jovebeli osztalékok jelenértékével becsiiljiik.
Jelolje E, Péter részvényenkénti nyereségét (profitjat) az n-edik év-
ben. Tovabbé jelolje B, Péter részvényenkénti konyv szerinti értékét,
azaz netto eszkozértékét az adott évben. Jelolje D, Péter részvények
utan fizetett Osszes osztalékat az mn-edik évben. RoOvid megfontolas
utan egyértelmiivé valik, hogy a konyv szerinti érték éves valtozasa
megegyezik a nyereség és a kifizetett osztalékok kiilonbségével, vagyis
minden n > 1 esetén

B,.1—B,=FE,—D,.

Péter részvényének valos értékének becslése soran Pal az altalanos
gyakorlat szerint felteheti, hogy az r = E,,/B,, és ap = D,,/E,, hanya-
dosok n-tél fiiggetlenek. Ez a feltételezés magaban foglalja azt is, hogy
a konyv szerinti érték éves valtozésa, vagyis a B,,1 — B, kiilonbség
E,, konstans-szorosa:

Byny1n—B,=E,—D,=(1-pkE,=(1-prB,

Ez alapjan Péter osztaléka, konyv szerinti értéke és nyeresége a
konstans g = (1—p)r mértékben né. Ebben az dsszefiiggésben a kapott
osszegformulank az osztalékok alkotta mértani sorozat Osszegét jeldli,
ami D dukattal kezd6dik, konstans g mértékben né és egyidejtileg ¢

P , . . . E 4, A
mértékben csokken. Ha ¢ > g, akkor az Osszeg a % = f_—; értékhez
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konvergdl, ami egy a Péter részvényének valos értékére vonatkozo becs-
lésnek tekinthetd.

Ha ¢ < g, akkor az 0sszegiink a végtelenbe divergal, ami a szentpé-
tervari paradoxon egy olyan példaja, ahol a jovGbeli osztalékok egyen-
letes hozammal torténd diszkontalasidnak modszere paradox eredmény-
hez vezet. Az 1990-es évek végérsl elmondhato, hogy az ¢ nagyon
kicsi volt, a g pedig magas a mar emlitett high-tech véallalatoknal.
Vagyis az i joval kisebb volt, mint g, agy hogy i/g kozelitsleg 0 volt.
A befektetk mohon véasaroltak a részvényeket (a végtelen nyereség
reményében), melyben nagy szerepe volt Durand cikkének egy elem-
zésében megjelent megjegyzésnek, mely szerint: "eddig még sosem
lattuk, hogy egyes részvények végtelen haszonnal jarnanak, de miért
ne lehetne ez?" Ennyi is elég volt, hogy nagyon sokan tilértékeljék
a vallalatok vart nyereségeit és a vége ugyanaz lett, mint az 1950-es
években, sok befektetd cs6dbe jutott. 2000 végére a részvényarak soha
addig nem latott mélységbe zuhantak, ezzel tonkretéve sok-sok befek-
tet6t. Mark Twain szavai talan megfontolasra intenek mindannyiunkat
ma is. A Pudd’'nhead Wilson’s Calendar-ban szerepel az aldbbi gondo-
lata: "Oktober. Ez az egyik olyan hénap, amikor kiilondsen veszélyes
a tézsdével foglalkozni. A tobbi ilyen a Jilius, Januar, Szeptember,
Aprilis, November, Majus, Marcius, Janius, December, Augusztus és
Februar."

A paradoxon pénziigyi vonatkozasa vizsgalata azota is tart, tob-
bek kozott meg kell emliteniink, hogy Gyé6rfi Laszlo és Kevei Péter a
paradoxont atfogalmazzédk és nemcsak egy, hanem tobbkomponensii
szentpétervari jatékot vizsgalnak [27]-ben. Nézziikk most egy kicsit
részletesebben. Tegyiik fel, hogy van egy befektetd, aki d pénziigyi le-
hetoség koziil valaszthat. A portfolio vektor legyen b = (b1, ... b(4),
ahol bY) jelenti a j. befektetési lehetségbe invesztalt tGkearanyt. Ter-
mészetesen ezen komponensek dsszege 1. Igy a portfoliovektorok hal-
mazat jeloljiik kovetkezéképpen: Ay = {b = (0™, ... bD);p0) >
0, 2?21 b9 = 1}. A piac viselkedését a megtériilési vektorsorozattal

jellemezhetjik, {x,},x, = (xgll), . ,x&d)) ahol tehat z¥) jelenti az n.

korben a j. befektetési lehetGségbe befektetett egységnyi téke hoza-
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dékat. Legyen tovabba So a befektets kezdotokeje Az els6 korben
a j. lehetdségbe Sob1 Osszeget invesztal és ez Sob1 :L‘l) megtériilést
realizal. Az elsé kor utan tehét a befektetd vagyona

S1 =5 Zj:1 b)) = = So(by,x1) lesz, ahol a () zarojel belsd szor-
zatot jelent. A masodlk koérben by az 4j portfolio és Sy az 0 befek-
tetési téke. Igy SQ = Sl<b2,X2> = S()<b17X1><b2,X2>. Folytatva ezt,
az n. korben S, = So[[—,(b;,x;). A cél nyilvanvaloan egy optima-
lis befektetési stratégia megtaldldsa, amely hosszt idére (nagy n-re)
maximalizalja S,-t. A legjobb stratégia természetesen fiigg az optima-
litasi kritériumtol. A kiilonb6z6 kritériumok koziil a Breiman-féle |9
un. log-optimalis tiinik a leghatékonyabbnak, melyben az E'ln(b,X,,)
varhato értéket maximalizaljuk minden korben. A folyamatosan ki-
egyenstlyozott portfolié esetében rogzitsiik a beA, portféliovektort.
Ekkor (mivel S,, = Sy [, (b,x;)) az atlagos novekedési rataja ennek
a portfolio valasztasnak %ln Sy, melyrél a nagy szadmok torvényének
felhasznalasdval belathato, hogy *InS, — E{ln(b,X;)} majdnem
biztosan.

Szintén [27] alapjan egymés utani szentpétervari jatékokrol beszé-
liink akkor, ha a jatékos kezd6tékéje 1 forint és minden jatékban befek-
teti az aktualis t6kéjét. Ha c-vel jeloljiik a jutalék-tényez6t (0 < ¢ <
1), akkor az n. kér utén a téke a kdvetkezs lesz. S8 = 59, (1—¢) X, =
So(l — )", X = (1 — o)™ [, Xi. Ezen multiplikativ defini-

., . (c) ()
ci6 miatt az S¢ = 2"Wn' ~ 20

, ahol az atlagos novekedési rata:
Wi = L log, S, Az aszimptotikus atlagos novekedési rata pe-
dig W := lim,_. log, S A nagy szémok térvényébsl belat-
hato, hogy W) = log,(1 — ¢) + E{log, X1}. Igazsagos a jaték, ha
ez a W = 0, amib6l a ¢ értéke meghatarozhaté: log,(1 — ¢) =
—E{log, X1} = =Y 5o k- 27 = =2, ebbdl pedig ¢ = 3 adddik.

Lathato tehat, hogy tgy az alkalmazasok, mint az elméleti kuta-
tasok teriiletén vannak még feltaratlan teriiletek. Ebben a fejezet-
ben csak néhany, f6leg gazdalkodasi szakos hallgatok szamara érdekes
probléméat vetettem fel, melyekkel a motivacié névelhets ezirant a nem
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tulsdgosan kedvelt téma irant is. Tovabbi targyalasok a [31] publika-
cibban talalhatoak. Egy-egy tanulokozosségben mas és més lehet az a
teriilet, ami felkelti az érdeklGdést, de bGséges a valasztasi lehet&ség,
igy a tanar igazodhat az aktuélis hallgatocsoporthoz.
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Osszefoglalé /Summary

Osszefoglalo

Ezen didaktikai téméju dolgozattal a fels6fokt valoszintiségszamitas
hatékonyabb tanitasahoz kivantam hozzdjarulni. A témavalasztést
indokolja egyrészt az évek ota tapasztalhato hallgatéi eredmények fo-
lyamatos romlasa, mely altalanos jelenség a felsGoktatasban, de ott
is f6leg a természettudomanyos targyak elsajatitasiban. Masrészt a
csOkkend 6raszamok és egyéb, jelen dolgozatban nem részletezett okok
miatt kevés id§ és lehetGség van - f6leg a valoszintiségszamitas tanitéa-
sdhoz - megfelel6 minGségli és mennyiségi oktatasi kisérletet végezni
vagy legaldbb bemutatni. Ezért az olyan eljarasok, modszerek, melyek
segitségével tobb fogalmat is elmélyithet a hallgaté és a gyakorlati al-
kalmazasokat is latja, nagy mértékben segitheti az elméleti ismeretek
pontos elsajatitasat. A dolgozat BevezetGjében a témavalasztéast rész-
letesebben is indokolom. A disszertacié kdvetkezs fejezetében a mate-
matika tanitasanak altalanos kérdéseirél irok néhany gondolatot, majd
a cimben emlitett fogalmak oktatédsanak kérdéseit targyalom. Bar ezek
a fogalmak a matematika mas (nemcsak valosziniségszamitas) terii-
letein is sziikségesek, mégis elmélyitésiikben a leghosszabb sorozatok
problémakor targyalasa tobb szempontbol is elényos. Mivel az érme-
dobas kisérletben a leghosszabb azonos jelbél all6 sorozat (leghosszabb
széria) hosszara vonatkozoan nincs pontos és zart formula, ezért a fel-
irt rekurzios formulak és aszimptotikus tételek kozotti kiilonbségek, az
alkalmazhatosag lehetGségei jol szemléltethetGek. A Monte Carlo szi-
mulécio segitségével megint csak nem pontos eredményeket kapunk, de
ha a kisérletet sokszor (jelen dolgozatban 20000-szer) végezziik el, ak-
kor az ebbdl szamitott atlagérték (a nagy szamok toérvénye alapjan) jol
meg fogja kozeliteni a valodi értéket. Ebben a dolgozatban a rekurzios
eljarasokat hangsilyozom - hiszen ezek adjak a pontos eredményeket
- ezért ezeket részletesen bizonyitom. Az aszimptotikus eredmények
csak hosszt dobéassorozat esetén adnak jo kozelitést. A szimulacits
eredmények pedig véletlenszertiek és a dobéssorozat nagyon sokszori
szamitogépes legeneralasa esetén kozelitik a pontos értéket. A dol-
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gozat harmadik részében ezért a leghosszabb széridk problémakorrel
foglakozom. Az utolso fejezet pedig egy féleg gazdasagi szakos hall-
gatok szamara érdekes alkalmazasrol, problémérdl, a Szentpétervari
paradoxonroél szol.

A valészintiségszamitas fontosabb hatarérték tételeinek szem-
1éltetése

A valészintiségszamitas talan legfontosabb torvénye a Nagy szamok
torvénye(i). Megeértésiik jelentGségét elsédlegesen az adja, hogy a va-
loszintiség tapasztalati fogalmat koti Ossze az axiomakbol felépitett
elmélettel. Méasrészt a Monte Carlo szimulacioval kapott eredmények
elfogadasanak elméleti megalapozasat adjak, végiil, de nem utolso sor-
ban a statisztikai elemzésekben is kiemelked§ szerepet jatszanak.

A nagy szamok gyenge torvényét nem szemléltetjiik, hiszen a kon-
vergencia nem trajektoridnkénti. Viszont a relativ gyakorisig vizsga-
latara végezziink a hallgatokkal ténylegesen kisérleteket, példaul az
egyszerd érmedobéas kisérletet. Ez azért nagyon fontos, mert egyrészt
ez mutatja a valosag tényleges (néha megleps) viselkedését, masrészt
a szamitogépen generalt véletlen szamok elméletileg nem tekinthe-
t6k fliggetlen, azonos eloszlasi valoszintségi valtozok realizaciojanak.
Hallgatoimmal a sziikds orakeret miatt hazi feladatként vizsgaltattam
100-as dobassorozatokat, igy 3-szor 23 db 100-as sorozat allt rendel-
kezésre. A jol ismert, Rényi-féle Osszefiiggés alapjan, mely szerint
nagy n esetén n dobéasbol koriilbeliil log, n a leghosszabb tiszta fej so-
rozat hossza, konnyen kisziirhet§ az esetleges "hamis" sorozat, ezzel
nagy megdobbenést kivaltva a hallgatokbol. A nagy szamok erds tor-
vénye trajektoridnkénti konvergenciat tartalmaz, igy szemléltetésiik a
hallgatok altal elvégzett, illetve jo néhany, rendelkezésre all6 szamito-
gépes program segitségével torténhet. A kdzponti hatareloszlas tétel
szemléltetésénél szintén figyelni kell arra, hogy nem trajektoridnkénti
a konvergencia, igy szemléltetésére a [21|-ban leirt eljarast lehet ko-
vetni. A tétel ismertetése elGtt célszert kozelitd eljarasokat vizsgalni
a hallgatokkal, kiilonb6z6 esetekre. FEzek koziil néhanyat, konkrét ér-
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tékekkel be is mutatok. Sokszor tapasztaljuk a hallgatok korében is,
hogy olyan tényeket is megprobalnak a nagy szamok térvényeinek tu-
lajdonitani, vele magyarazni, melyeket az nem is tartalmaz. Ha egy
hosszi, kétszemélyes pénzdobas-jaték elGtt megkérdezziik a hallgato-
kat, hogy szerintiik melyik jatékos hanyszor fog vezetni, altaldban azt
a valaszt kapjuk, hogy egyik is, masik is az esetek kb. felében. Ez
azonban nem lesz igaz. Fzen, sokak szdmara megdobbentG eredmény
bemutatasara a szimulaciot hivtam segitségiil. A hosszi vezetésre,
illetve az utolso kiegyenlitédésre vonatkozo tn. arc sin torvény szem-
léltetését a MATLAB program segitségével, n = 60 esetre végeztem
el.

Eredmények a leghosszabb széria témakorben

A 3. fejezetben a vizsgalatok kiterjednek a fiiggetlen (ezen beliil a
leghosszabb fejszéria és a leghosszabb barmilyen széria esetére is, sza-
béalyos és nem szabdlyos érmét vizsgalva) valamint a nem fiiggetlen
(visszatevés nélkiili) esetre is. Igy Erdés-Révész [17] és Foldes [24]
aszimptotikus eredményeit vetem Ossze Schilling [51], Bloom [8] és
Kopocinski [29] altalam esetenként kiegészitett és bizonyitott rekurziv
formulaival, valamint a szimuléciés eredményekkel.

Mivel a rekurziv képletekkel kapjuk a pontos eredményeket, ezért eze-
ket részletesen targyalom, bizonyitom, szampéldakkal szemléltetem.

Fiiggetlen kisérlet, szabalyos érme esete

Ha a leghosszabb fejszéria nagysagat vizsgaljuk, az eloszlasfiiggvé-
nyiink a kovetkezd, ahol A, (x) azon n hosszisagi sorozatok széma,
amelyekben a leghosszabb fejszéria nem haladja meg x-et.

A () .
2n

F.(x)=P(R, <z)=

A feladat tehat az A,(z) értékeinek a meghatarozéasa. Schilling
[61] nyoméan kapjuk az alabbi rekurziv formulat
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ZAn,l,j(m), ha n > z,
Ap(z) =< j=0

2", ha 0 <n <z.

A leghosszabb fejszéria nagységanak, R,-nek aszimptotikus visel-
kedését Foldes Antonia [24] alabbi tétele alapjan irhatjuk le:
Tétel: Valamennyi egész k esetén

P (Rn - [E—Z] < k> = exp (_2—<k+l— L‘%ZD) +o(1),

ahol [a] jeloli az egészrészét a-nak és {a} = a — [a], a tortrésze. O

A leghosszabb barmilyen (akar iras, akar fej) széria hosszénak ala-
kulasat vizsgalva azt kapjuk, hogy az eloszlasfiiggvényiink az el6z6
esetbdl egy egységgel jobbra valo eltolassal adodik, vagyis F)(z) =
F,—1(x —1). A bizonyitashoz Schilling [51]-ben ko6zolt egyik Gtletét
alkalmaztam, mely szerepel a [28] publikicibban. Az Gsszefiiggés fel-
hasznalasaval az aszimptotikus tétel a kovetkez6re modosul:

Tétel:Valamennyi egész k esetén

P <R; - [%} < k) = exp (—27 =150 4 o(1),

ahol [a] jeloli az egészrészét a-nak és {a} = a — [a], a tortrésze. O

A dolgozatban bemutatott dbrakon jol lathatd, hogy a 20000-szer
ismételt kisérletsorozat (szimulacio) eredményei milyen jol megkozeli-
tik a pontos (rekurziv) illetve nagy n esetén a kozelits (aszimptotikus)
értékeket. Az egymas mellett parbaallitott grafikonokon jol latszik a
3.6-ban leirt eredmény, miszerint R] az R,-bél 1 egységgel jobbra valo
eltolassal adodik. Tehat a leghosszabb barmilyen széria esete kezel-
het6, vizsgalhato a leghosszabb fejszéridra megismert 6sszefiiggésekkel
a megfelel6 transzforméacioval. A szimulacié a MATLAB programmal
tortént, 20.000 ismétlésszammal. Az alkalmazott szamitogép paramé-
terei pedig a kovetkez6k: INTEL Core Quad Q9550 processzor, 4Gb,
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DDR3 memoria. Tapasztaljuk, hogy bar a rekurzi6 adja a pontos
eredményt, nagy n esetén gyakorlatilag nem tudjuk haszndlni, hiszen
a futasi id6k rohamos novekedése gatat szab az alkalmazhatosagnak.
Ezekben az esetekben az aszimptotikus tételek fogjak szolgéltatni a
jol kozelits eredményeket.

Specialis esetként kétféle modon is bizonyitom a [59]-ban b, (k)-ra
felirt rekurziv formulat, ahol b, (k) jelenti azt, hogy n dobasbol hany-
szor lesz a leghosszabb barmilyen széria (akar fej, akar iras) pontosan
k hosszusagi. Ezen bizonyitasok a [28] publikicioban szerepelnek.

Fiiggetlen kisérlet, nem szabalyos érme esete

Most a fejdobas valoszintisége, p értéke barmilyen valés szam lehet a
(0,1) intervallumbol. (Specidlis esetként magaban foglalhatja a sza-
béalyos érme esetét is.) Kérdés, hogy a szabalytalansag ténye milyen
hatassal van a leghosszabb fej-, illetve leghosszabb barmilyen széria
alakulasara. Ebben az esetben is vizsgalom elGszor a leghosszabb fej-
széria alakulasat. Schilling [51] alapjan tekintsiik azon n hosszisagu
fej-irds sorozatokat, amelyekben k db fej van. Ezek koziil jelentse
¥ (x) azon sorozatok szamat, amelyekben legfeljebb x fej kovetkezik
egymas utan. Az adott jelolésekkel az eloszlasfiiggvény a kovetkezd
lesz:

F,(x)=P(R, <xz)=Y CW(x)p¢g"*.
k=

o

A feladat tehat a C’T(Lk)(x)—re rekurziv formula megadasa. Schilling
nyoman ez a kovetkezé lesz, melynek bizonyitasat is elvégeztem és a
[19] publikicioban szerepel. Segitségével a hallgatokkal szamtablazat
készittetheté nem tal nagy n és k értékekre.

ZCS:J_)](:U), ha » <k <n,
=0

(1) ha 0<Fk<uz,

0, ha z <k =n.
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Az aszimptotikus viselkedés leirdsat Gordon-Schilling-Waterman
[26] adja a kovetkezs tétellel.

Tétel: Legyen pu(n) = —i‘:l—”,q = 1 —p és legyen W eloszlasa a
kovetkezs: P(W <t) = exp(— exp(—t)), ekkor t-ben egyenletesen:

P (o) < 0) = P (| =+ Gutam} | = fulam) < 6] 0.
ha n — oo és ahol [a] jelenti az egészrészét a-nak és {a} = a — [a] az
a tortrésze. [

Specidlisan, ha p(n, k) annak a valdszintisége, hogy n dobasbol a
leghosszabb fejszéria pontosan k hosszisagi, erre Kopocinski [29]-ban
két formulat is ad, melyek bizonyitasait a dolgozatban elvégzem és a
[19] publikicioban szerepel.

A leghosszabb barmilyen széria esetét vizsgalva, a nem fiiggetlen
kisérletnél kapott eredményeket tudom felhasznalni a rekurzio felirasa-
hoz. Az aszimptotikus viselkedést vizsgalva Muselli [37| tételét hasz-
nalhatjuk, melyben V,,(p) jel6li annak a valoszintiségét, hogy a leghosz-
szabb széria n dobas esetén a fejekbdl adodik:

Tétel:

lim V,,(p) =

n—oo

0, ha 0<p<1/2
1, ha 1/2<p<l.

A szemléltetést a szabalyos esethez hasonléan végeztem a megfelels-
en parba allitott grafikonokkal. A szimulaciokat is ugyanolyan targyi
és szoftver eszkozokkel vegeztem, a p értéke (fejdobas valoszintisége)
pedig 0, 6. Lathato, hogy kis n esetén az aszimptotikus eredmények ta-
vol esnek a pontos (rekurzios) értékektsl. Ekkor a rekurzié még rovid
futésidével jol szamolhat6. Nagy n esetén a rekurzios algoritmus egyre
lassul, szdmolasra nem hasznalhato. Az aszimptotikus eredmények vi-
szont n novelésével egyre kozelebb keriilnek hozzajuk. Muselli tételé-
nek numerikus alatamasztasat adja, hogy nagy n esetén (n = 1000)
az R, és R eloszlasa kozel azonos.
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Nem fiiggetlen kisérlet

Ha egy halmaz kétféle tulajdonsagi elemet tartalmaz, az egyikbdl m,
a masikbol k db-ot, mi a val6szintisége annak, hogy az m + k ele-
met sorban egymas utan kihtuzva visszatevés nélkiil, lesz ¢ hosszisagu
széria, vagyis akarmelyik tulajdonsagi elembdl legalabb ¢ kovetkezik
egymas utan?
Az egyszeriiség kedvéért a két tulajdonsagi elem legyen piros (m db)
és fekete (k db), és jeloljiik a keresett valoszintiséget P(m, k)-val. Meg-
hatarozésahoz vizsgaljuk az esemény komplementerének, vagyis annak
a valoszintiségét, hogy nincs t hossziisagu széria az m+k elem sorozaté-
ban. P,(m, k)-nek klasszikus képlettel valo kiszamitasahoz vizsgaljuk
el6szOr az Osszes elemi esemény szamat: az m + k elemet kell sorba-
rendezni, melyek kozott az m db és a k db azonos tipusiak. Az ilyen
sorozatok szama nem mas mint: (m;:k) (Vagy (mljk), ami a binomialis
egyiitthatok szimmetria-tulajdonsaga miatt ugyanaz, mint (m;k))
Ezek utan a keresett hanyados szamlalojanak meghatérozasihoz 6ssze
kell szamlalnunk azon sorozatok sziaméat, amelyben nincs ¢ hosszisagu
széria. Jeloljiik ezt Cy(m, k)-val, melyre Bloom vizsgalatai nyoman az
aldbbi rekurziv formulat kapjuk

Allitas: Ha m = k = 0, akkor definici6 szerint legyen C;(0,0) = 1.
Ha m vagy k negativ, akkor pedig definici6 szerint Cy(m, k) = 0.

t—1 t—1
Ct(mv k) = th(m -1, k— Z) - th(m —t, k— Z) + et(mv k)a
1=0 =1

ahol tehat Cy(m, k) jelenti az m db piros és k db fekete elem olyan
sorbarendezéseinek a szamat, ahol nincs ¢ hosszisagu széria (¢ > 2),
1, ham=0¢és0<k<t,
valamint e;(m, k) = —1, ham=té 0<k <t,
0,  kilonben.
A Cy(m, k) értékeire Bloom egy olyan formulat is ad, mely az m, k
és t értékétdl fliggetleniil mindig 6 tagbol all:

Allitas: ¢t > 2 esetén
Ci(m, k) = Cy(m — 1,k) + Cy(m,k — 1) = Cy(m — t, k — 1)—



112

—Cym — 1,k —t)+ Cy(m —t,k —t) + e;(m, k),

1, ham=k=0, vagym=Fk=t,
ahol ef(m,k) =< —1, ham=0ésk=1tvagym=t és k=0,
0, kilénben.
Peremfeltételeink pedig ugyanazok, mint (3.17) -nal, vagyis: Ha m =
k = 0, akkor definicio szerint legyen C;(0,0) = 1. Ha m vagy k negativ,
akkor pedig definicié szerint Cy(m, k) = 0.

Mindkét formula helyességét a dolgozatban bizonyitom és megta-
lalhato a [20] publikicioban. A kapott Osszefiiggés felhasznéalasaval
(szintén nem tal nagy m és k esetére) készithets tablazat, konkrét
szamitasok végezhetGk a hallgatokkal.

Szentpétervari paradoxon

A dolgozat utolséd fejezetében részletesen targyalom a Szentpétervari
Paradoxon problémakdrt a torténeti fejlédésével egyiitt, melyben ki-
egészitéseket teszek Csorgd Sandor [12] alapmiinek tekinthet munka-
jdhoz. Ezt azért tartom fontosnak, mert egyrészt a didkjaim korében
a pénziigyi, gazdasagi alkalmazasok megismerése a késGbbi szakmai
¢letiikben is hasznos lehet (hiszen a Szolnoki Féiskola hallgatoiként
gazdasagi képzésben vesznek részt), masrészt a torténeti hattér meg-
ismerése - a benne lévé tudomanytorténeti érdekességekkel - a ma-
tematika irant kevésbé érdekl6ds hallgatod szamara is izgalmas lehet,
felkeltheti az érdekldést a téma szakmai része irant is. A napjainkban
oly sokat emlegetett gazdasigi valsaggal is Osszefiiggésbe hozhatoak az
eredmények, igy a téma aktualitasa is vitathatatlan. A kérdés elemzé-
sére szintén szimuléciot végeztem, mellyel az elméleti eredmények jol
alatamaszthatoak. A téméval a [30]-ban is foglalkozom.
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Comparative analysis of recursive formulas,
asymptotic results and Monte Carlo simula-
tion for Education

Summary

With this didactic work I would like to help for the more effective
teaching probability in higher education. My choice of topic partly
originates from the continuous decline in the results of college stu-
dents that can be observed for several years by now, and is a general
trend in higher education but is especially true for mastering scientific
disciplines. On the other hand because of the continuously decreas-
ing number of class hours and other reasons not mentioned in the
current study there is little time and opportunity available — espe-
cially in terms of teaching of probability — to carry out or at least
to demonstrate teaching experiments of acceptable quantity and qual-
ity. Therefore those methods and techniques allowing the students to
get familiar with more concepts and see their practical application can
have a positive effect on mastering the theoretical concepts. The other
reasons behind the choice of topic can be found in the introduction
of the study. In the second section I write about my opinion, expe-
rience of the general problems of teaching mathematics. In my study
I present a method that helps to understand the concepts and tech-
niques mentioned in the title, which can be a useful didactic tool for
colleagues teaching in academic institutions. For the analysis of this
topic my work focuses on a field from probability theory (the analysis
of the longest runs), which can be easily understood by the students
and can be linked to their everyday experiences and thus provide a
way for easy comparison. There is no exact and closed expression
for the distribution function describing the length of the longest runs.
Thus for the discussion of this particular topic the differences and
the applicability between the various methods becomes more obvious.
The recursive expressions give exact values but they are not closed
expressions and calculating the exact values after a greater number of
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elements can sometimes be problematic even when calculating with
a computer. The asymptotic values become more accurate with the
increase in the number of constituents (with an increasing n) how-
ever they only provide approximate values, whereas repeated studies
of simulation experiments provide average results. Observing these
differences provides a deeper understanding of the different terms, the
applications of the different techniques for the topic (the longest runs)
can be demonstrated appropriately. The new terms and definitions
can be applied in other fields of mathematics by the students. In the
last section I study the St Petersburg paradox, which is very useful
mainly for the economic university students.

Illustrations of main limit theorems of probability

Probably the two most important asymptotic theorems of probabil-
ity are the law of large numbers and the Central limit theorem. We
do not demonstrate the weak theorem of the law of large numbers
as the convergence is not based upon trajectories. However in order
to demonstrate the relative frequency we should have the students to
carry out some experiments, such as tossing a coin. This is very im-
portant as from one point it demonstrates reality’s "real" (sometimes
surprising) behavior and on the other hand random numbers generated
by the computer theoretically cannot be treated as the manifestation
of independent probability variables with the same distribution. The
understanding of the laws of large numbers is important from many
aspects. The primary significance of this understanding comes from
the fact that it provides a link between the experimental concept of
probability and the theories constructed from axioms. Also they pro-
vide a theoretical foundation to accept the results of a Monte Carlo
simulation and, lastly, they have an exceptional role in statistical anal-
ysis. Therefore the demonstration of these and the related theorems,
their understanding and demonstration is essential to provide good
overall understanding.
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Results in the study of longest run

In Chapter 3. the analysis is extended to independent (and with this
to the case of the longest runs of heads and to the longest runs of any
kind, studying both fair and non-fair coins) and related cases both.
Thus I am going to compare the asymptotic results of Erdgs-Révész
[17] and Foldes [24] with the results of Schilling [51], Bloom [8] and
Kopocinski [29], which contain recursive formulas sometimes extended
and proven by me and with the results of the performed simulations.

Independent experiment, fair coin case

If we analyze the magnitude of the longest runs of heads, our distribu-
tion function is the following, where A, (x) represents the series with
n members in which the longest runs of heads does not exceed .

Therefore our goal is to identify the values of A, (x). According to
Schilling [51] we get the following recursive formula:

ZAn_l_j(x), ifn >,
Ap(x) =< j=0

2" fo<n<uz.
We can describe the asymptotic behavior of the magnitude of the
longest runs of heads, Rn according to the following theorem by An-

tonia Foldes [24]:
Theorem: For each integer k

P (- [25] <) —ow (<2t lED) o)

log 2

where [a] denotes the integer part of @ and {a} = a — [a] the fractional
part of a. [
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Studying the longest runs of any kind (either head or tails) we
find that the distribution function compared to the previous case has
shifted one unit to the right, or in other words F/(z) = F,_1(z — 1).
(I prove this in this publication [28]. ) Using this our asymptotic
theorem can be modified to yield the following:

Theorem: For each integer k

P (- [T <k) —oxp (2 (D) o),

log 2

where [a] denotes the integer part of @ and {a} = a — [a] the fractional
part of a. J

In the figures displayed in the study it can be clearly seen that how
well the results of an experiment repeated (simulated) 20000 times
approximate the accurate (recursive) and in case of a large n the ap-
proximate (asymptotic) values. The figures presented next to each
other clearly demonstrate the results described in 3.6, according to
which R] can be derived from R,, with offsetting them by 1 unit to
the right. Therefore the problem of the longest runs of any kind can
be treated and analyzed with the same expressions used for studying
the longest runs of heads with applying the appropriate transforma-
tion. The simulation was done with MATLAB software repeated for
20000 times. The parameters of the computer applied are the follow:
INTEL Core Quad Q9550 processor, 4Gb, DDR3 RAM. We have no-
ticed that although the recursive formula does provide the accurate
result, in case of a large n we practical application is limited as the
rapid increase of the run time limits the application. In these cases
the asymptotic theorems will provide the approximate results.

As a special case I prove the recursive expression describing b, (k) with
two methods in [59], where b, (k) represents that out of n tosses how
many times is either longest runs (either heads or tails) going to be
exactly k long. These are described in the [28] publication.

Independent experiment, non-fair coin case

In this case the probability of heads, p, can any real number from the
(0,1) interval. (As a special case this includes the case of a fair coin
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also.) The question is that what is the effect of non-fairness on the
longest runs of heads or series of any kind. Let us first look at the
analysis of the longest runs of heads. According to Schilling [51] let
us study those series of heads and tails which have n members, out
of which k are heads. From among these let C’T(Lk)(x) represent the
number of those series having maximum number z of heads following
each other. With the given notations our distribution function will
take the following form:

Fu(z)=P(R,<1)= C(k)(x)pkqnfk.

k=

[e=]

Our goal is to provide a recursive formula for C’T(Lk)(x). According
to Schilling the result will be the following, which I have proven and
is available in the following publication [19].

ZCf,’i_lj_)](x), ha z <k <n,
=0

(1) ha 0<Fk<uz,

0, ha < k=n.

The description of the asymptotic behavior is provided by Gordon-
Schilling-Waterman |26] with the following theorem.

Theorem: Let u(n) = —%,q = 1 —p and let W such that,

(P(W < t) = exp(—exp(—t))), and thus in tuniformly:

P (R (o) < ) = P (| o=+t | = fulam) <) 0.

ogp
if n —o0. O
As a special case if p(n, k) is the probability that from n tosses
the length of the longest runs of heads is exactly k£, then Kopocinski
in [29] provides two expressions, which I have already proven in the
study and in the [19] publication.
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Studying the longest runs of any kind we can use the results obtained
in the non-independent case to describe the recursion. To study the
asymptotic behavior we can use the theorem of Muselli [37], where
V,.(p) notes the probability that the longest runs out of n tosses can
be derived from the heads:

Theorem:

lim V,(p) =

n—oo

0, it 0<p<1/2
1, if 1/2<p<l1.

I provide the demonstration similarly to the fair cases with the
respective figures organized in pairs. I performed the simulations with
the same parameters and software, with 0.6 as the value of p (the
probability of heads) . It can be seen that for small values of n the
asymptotic results are far from the accurate (recursive) values. For
these cases the recursion can be calculated with short run times ac-
curately. For large values of n the recursive algorithm becomes slower
and cannot be used for computations. However the asymptotic results
approach results obtained from recursive calculations with the increase
of n. The numerical proof of Muselli’s theorem provides that for large
n (n = 1000) the distribution of R,, and R is almost identical, which
can be also concluded from the graphs.

Not independent experiment

If a set has members from two different kind, m pieces from the one
and k pieces from the other kind, then pulling a series of m -+ k pieces
without replacement what is the probability of having series of length %,
or in other words, having at least ¢ pieces from the same kind following
each other? To keep thing simple let us mark the elements from two
different kinds with red (m pieces) and black (k pieces) and let us
represent the studies probability with P,(m, k). To find out the value
let us study the complementary event, the probability that there is no
series of length ¢ in the series of m+k pieces. To calculate P,(m, k) with
a classic expression let us study the total number of simple events: we
have to arrange m + k pieces in order where m pieces and k pieces are
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from the same kind respectively. The number of such series equals:
(m;:k) Following this to identify the numerator of the fraction in
question we need to sum the number of those series, which do not
contain any series of length ¢. Let us represent this with Cy(m, k),
where according to the results of Bloom the following recursive formula
is obtained that I have proven in [20] publication.

Statement: If m = k& = 0 then let us define Cy(0,0) = 1. If either
m or k is negative then let us define Cy(m, k) = 0.

t—1 i—1
Ci(m, k) = Ci(m—1,k—i) = > Cy(m —t,k—1i) + el(m, k),
=0 =1

where Cy(m, k) denotes the number of permutations of m red and k
black members without having series of length ¢ (¢ > 2), and

1, ifm=0and0<k<t,
er(m,k)=¢ —1, fm=tand 0 <k <t,

0, elsewhere.

For the values of Cy(m, k) Bloom has provided a formula (that I
have proven and published in [20]) that always consists of 6 terms
independent of the values of m, k and t.:

Statement: where t > 2

Ci(m, k) = Cey(m — 1,k) + Ce(m, k — 1) = Cy(m — t,k — 1) = Cy(m — 1,k — t) +
+Ci(m —t,k —t) +e;(m, k),

1, ifm=k=0,orm=%k=t,
where ef(m, k) =< —1, ifm=0andk=torm=tand k=0,
0, elsewhere.
Our limit values are identical to those mentioned in the previous
Statement.

4. The Saint Petersburg Paradox

In the last chapter of the study I would like to draw the attention
to the practical problems related to the field of the longest runs and
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the importance of introducing them to the students. I provide a de-
tailed analysis of the problems related to the Saint Petersburg Paradox
with its historical development where I add to the fundamental work
of Sandor Csorgd [12]. I find this very important as from one point
getting my students acquainted with the financial and economical ap-
plications can be important in their following careers (as part of the
Szolnoki Fdiskola their education includes economical training also)
and from another point getting to know the historical background -
including the historical curiosities included - can be exciting for stu-
dents less interested in mathematics, it can draw the attention to the
topic’s professional part also. The results can also be related to the
nowadays frequently mentioned economical crisis and thus the topic’s
relevance is inevitable. In more details for example [27], [61] and [15]
analyzes interesting economical applications. The comparison of the
paradox’ simulation results with calculated results can also be found
in the study. I deal in more details with the topic in [30] and [31]
publication.
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1L.csop. 2.cs0p. 3.cs0p. 4.0s0p. 5.050p.
max10 [max30 [max40 [max10 |max30 |max40 |max10 |max30 [max40 |[max10 [max30 |max40 |max10 |max30 |max40
elmélet |feladat |Gssz. elmélet |feladat |&ssz. elmélet [feladat |Gssz. elmélet |feladat |&ssz. elmélet [feladat |Gssz.

1 8 28 36| 6 11 17| 2 10 12§ 4 11 15 5 18 23|

2| 6 22 28) 3 8 13| 8 26 34) 6 6 12 4 27 31

3| 5 16 21 7 15 22 7 24 31 4 1 15 6 21 27|

4 5 14 19 3 3 6| 2 3 5 3 16 21| 5 14 19

5 5 13 18| 9 23 32 4 10 14 4 14 18| 5 10 15|

[ 7 26 EE! a 9 13 7 19 26| 4 9 13 2 6 g

7| 8 22 30) 3 11 16} 4 7 11) (] 17 23| 6 23 29

8| 2 13 15| 7 25 32 2 3 5 4 13 17| 2 8 10|

9| 4 7 11) 7 25 32) 9 20 29 7 26 33| 7 28 35

10| 7 20 27| 3 14 17| 6 22 28| 6 17 23 4 7 11

11 5 11 16| 3 21 26| 7 26 33 9 26 35| 4 10 14}

12 7 24 31 3 9 12§ 5 26 31 2 1 3| 1 1 2]

13] 7 23 30) El 23 32) 7 21 28) 2 4 6] 2 7 El

14 2 5 7] 3 12 17| 2 2 4 5 13 18| 4 17 21

15 5 12 17 7 26 33 4 5 9 5 14 19 7 24 31

18} 3 10 13 8 28 36| 3 8 11) 2 4 6] 4 14 18}

17| 6 11 17 4 7 11 5 20 25| 5 8 13 4 17 21

18] 4 7 11) 3 9 12) 2 8 10} 3 11 18| 4 10 14)

19 5 12 17] 7 17 24 2 11 13| 5 8 13 3 9 12§

20) 4 9 13 6 13 25| 9 26 35 10 28 38| 9 29 38)

21 7 20 27| 5 10 15 6 18 244 5 13 18| 7 18 25

22 9 27 36| 3 0 3| 9 22 31 8 15 4 10 14

23 4 6 10| 2 5 7| 3 4 7] 8 18 26 6 16 22

2] 5 13 18] 1 5 5 7 17 2]

dtlagpont| 5,416667| 15,45833 20,875 5,166667| 13,95833] 19,125 5[ 14,82609| 19,82609| 5,217391] 12,86957| 18,08696| 4,666667| 15,04167| 19,70833|

dtlag % 54,16667| 51,52778] 52,1875| 51,66667| 46,52778| 47,8125 50{ 49,42029| 49,56522| 52,17391] 42,89855| 45,21739] 46,66667| 50,13889| 49,27083
korrelacié

koz6tt

korreldcid a teljes adattdbldra az elmélet és feladat kozott:

0,818688|

2. Téablazat: Zarthelyi dolgozaton elért pontszamok
(5 csoportban Gsszesen 118 {6)

Mindig wannak elmeleti kerdesek, kb 38-28%. Az atlag: ZH1=45%,
ZH2=55%.
Az elmeleti kerdesek atlage 5-18 szazalekkal jobb, pontos
statisztikat errcl

nem csinaltam.

Az Bezzpontszam 17 %-3t adja az elméleti kerdéskSr pontszama. A hallgatok atlagos
teljesitménye kb, 35 %-o= eredmenyt mutat C=ak az elméleti részbo”| kOGN is kb.
353 lehet a hallzgatok eljestmenye.

A hallgatok atlagos teljesitménye nagy szorast mutat; par jeles, jo mindig van .
Lectibb kSzepes, elégsézes. Kb 40 % a bukasi arany. Az Geszpontszam kb, 20 %-at

adja az elméleti kerd éskir pontszama.

3. Tablazat: Néhany oktatéi megjegyzés a szdmonkérés
eredményeivel kapcsolatban
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Magyar nyelvii, lektoralt publlkacmk /
Peer-reviewed publications in Hungarian

1.

Csak Zsuzsanna: Nonprofit szervezetek és marketing tevékenysé-
giik. "Korszerd Kereskedelemért” Alapitvany évkonyve Szolnok
(1993) pp. 59-65.

Csak Zsuzsanna: A vezet6i dontéshozatal és tamogato rendsze-
rei. "Korszerd Kereskedelemért” Alapitvany évkényve Szolnok
(1993) pp. 66-68.

Libor Jozsefné: A vezetsi dontéshozatal és az operacidkuta-

tés. Szolnoki Fdiskola Tudomdnyos Kozleményei, Economica I1.
Szolnok (2000) pp. 259-265. ISSN 1585-6216
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10.

11.

12.
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Libor Jozsefné: Bevezetés az operaciokutatasba. Matlap, VII
Kolozsvdr (2003. februar) pp. 43-48. ISSN 1224-3140

Libor Jozsefné; Madaras Laszloné: Az alkotdé matematika nagy
tudosa. Szolnoki Fdiskola Tudomdnyos Kézleményei, Econo-

mica Szolnok, 2008/2 pp. 112-118. ISSN 1585-6216

Libor Jozsefné: Megemlékezés Gyires Bélarol sziiletésének 100.
évforduldjan. Miszaki Tudomdny az észak-Alféldi régicban, Deb-
recen (2009) pp. 191-194. ISBN 978 963 7064 21 0

Libor Jozsefné: Az operaciokutatés oktatédsanak sziikségessége.
Magyar- és a Vilag Tudomdnynapja Konferencia, Szolnoki Tu-
domdnyos Kézlemények VI. Szolnok (2002) ISSN 1419-256X

Libor Jozsetné: Miota kiszdmithato a kiszamithatatlan? Magyar-

és a Vilag Tudomdnynapja Konferencia, Szolnoki Tudomdnyos
Kézlemények IX. Szolnok (2005) ISSN 1419-256X

Libor Jozsefné: A leghosszabb "széridk" vizsgalata. Magyar-

és a Vilag Tudomdnynapja Konferencia, Szolnoki Tudomdnyos
Kdozlemények X. Szolnok (2006) ISSN 1419-256X

Libor Jozsefné: "Fényes Elek a magyar Marat" Megemlékezés
sziiletésének 200. évfordulojan. Magyar- és a Vilag Tudomdny-

napja Konferencia, Szolnoki Tudomdnyos Kdézlemények XI. Szol-
nok (2007) ISSN 1419-256X

Libor Jozsefné: Valészintiségszamitas és mivészet?! Magyar-
és a Vilag Tudomdnynapja Konferencia, Szolnoki Tudomdnyos
Kézlemények XII. Szolnok (2008) HU ISSN 2060-3002

Libor Jozsefné; Madaras Laszloné: A papiron tollal készitett
megoldéas gy6zelme az elektronikus szamitogép felett. Magyar-

és a Vilag Tudomdnynapja Konferencia, Szolnoki Tudomdnyos
Kézlemények XII. Szolnok (2008) HU ISSN 2060-3002
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13.

14.

15.

Libor Jozsefné: Megemlékezés Gyires Bélarol sziiletésének 100.
évfordulojan. Miszaki tudomdny az Fszak-Alfoldi régioban, Me-
z0tar (2009) ISBN 978 963 7064 21 0

Libor Jozsefné: A Szentpétervari Paradoxon és gazdasagi vonat-
kozasai. Magyar- és a Vilag Tudomdnynapja Konferencia, Szol-
noki Tudomdnyos Kézlemények XIV. Szolnok (2010) HU ISSN
2060-3002

Libor Jozsefné: Az automata, aki kavébol matematikai tételeket
gyartott. Magyar- és a Vildg Tudomdnynapja Konferencia, Szol-
noki Tudomdnyos Kézlemények XV. Szolnok (2011) HU ISSN
2060-3002 (Plenéaris eldadés)

Angol nyelvii konferencia-elGadasok/
List of conference talks in English

. Libor Jozsefné; Madaras Laszloné: Dénes Kénig. Applied Ma-

thematical Programming and Modelling, London (2004)

Libor Jozsefné: Dénes Kénig, the father of the "Hungarian Met-
hod". Veszprém Optimization Conference: Advanced Algorithms,
Veszprém (2004)

Libor Jozsefné; Madaras Laszloné: Alfréd Rényi. Applied Ma-
thematical Programming and Modelling, Madrid (2006)

Fazekas Istvan; Karacsony Zsolt; Libor Jozsefné: Longest runs
in coin tossing. Recursive formulae, asymptotic theorems, com-

puter simulations. Probability and Statistics with Applications,
Debrecen (2009)

Karacsony Zsolt; Libor Jozsefné: Longest runs in coin tossing.
Recursive formulae, asymptotic theorems, computer simulations.
8th International Conference on Applied Informatics, Eger (2010)
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6. Libor Jozsefné: Using the longest run for the teaching of recur-
sive formulae, asymptotic theorem and simulation. History of
Mathematics and Teaching of Mathematics, Szeged (2010)

7. Libor Jozsefné: Teaching foreign students in English in Hun-
gary. American Hungarian Educators Association 35th annual
conference, Szeged (2010)

8. Libor Jozsefné: Longest runs in the teaching of recursive for-
mula, asymptotic theorem and simulation. 75rd Annual Meeting
of Institute of Mathematical Statistics, Géteborg (2010)

Magyar nyelvii konferencia-el6adéasok /
List of conference talks in Hungarian

1. Libor Jozsefné; Madaras Laszloné: Megemlékezés Konig Dénes-
r6l sziiletésének 120. és haldlanak 60. évforduléjan. Matema-
tikdt, fizikdt és informatikdt oktatck konferencidja (MAFIOK),
Nyiregyhdza (2004)

2. Libor Jozsefné; Madaras Laszloné: Rényi Alfréd, a széles 1ato-
kord tudos. Matematikdt, fizikdt és informatikdt oktatok konfe-
rencidja (MAFIOK), Pécs (2006)

3. Libor Jozsefné: Osszegz6 eredmeények, kiegészitések a leghosszabb
"sorozatok" témahoz. Magyar Operdcickutatdsi Tdrsasdg Or-
szagos konferencidja, Balatondszéd (2007)

4. Libor Jozsefné; Madaras Laszloné: A papirral és tollal torténd
megoldés versenye az elektronikus szamitégéppel. Matematikdt,
fizikdt és informatikdt oktatok konferencidja (MAFIOK), Kecs-
kemét (2008)

5. Libor Jozsefné: 90 éve sziiletett Rényi Alfréd, a magyar valo-
szintiségszamitasi iskola megalapitdja. Matematikdt, fizikdt és
informatikdt oktatok konferencidja (MAFIOK,) Szolnok (2011)
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Angol nyelvii oktatasi segédanyagok, Szol-
noki Fé&iskola kiadasaban/Teaching materi-

als in English, published by College of Szol-
nok

1. Libor Jozsefné: Business Mathematics II. Szolnok, 2008. (108
oldal)

2. Libor Jozsefné: Statistics I1. Szolnok, elfogadott jeqyzetterv, vdr-
hato kiadds 2012.

Magyar nyelvii oktatasi segédanyagok, Szol-
noki Féiskola illetve jogel&djei kiadasaban/
Teaching materials in Hungarian, published
by College of Szolnok

1. Libor Jézsefné; Madaras Laszloné: Matematika tavoktatasi ta-
nulasi atmutaté a 0. évfolyam szamara. Szolnok, 1994. 5-7.,
11-153., 17-20., 24-25. oldalak

2. Libor Jozsefné: Tavoktatasi segédanyag a szamitastechnika ok-
tatasahoz, Norton Commander. Szolnok, 1994. (18 oldal)

3. Horvéath Jenéné; Libor Jozsefné; Madaras Laszloné; Veres Dénes:
Gazdasagi Matematika 1. feladatgytjtemény. Szolnok, 1997. 5-
18., 145-147., 121- 144. és 209.-217. oldalak

4. Horvath Jenéné; Libor Jozsefné; Madaras Laszloné: Tanulasi
utmutato a Gazdasagi matematika I. c. targyhoz. Szolnok, 1997.
5-12., 73-80., oldalak

5. Horvath Jenéné; Libor Jozsefné; Madaras Laszloné: Tanulési

utmutatd a Gazdasagi matematika II. c. targyhoz. Szolnok,
1998. 9-153., 55-59., oldalak
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10.

11.

12.

13.
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Bész Ivett; Dudas Péter; Hanich Jozsef; Libor Jozsefné; Madaras
Laszloné: Operaciokutatasi esettanulmanyok. Szolnok, 1998. 81
oldal a kotet 5 fejezetében

Hanich Jozsef; Libor Jozsefné: Operaciokutatas fGiskolai jegyzet.
Szolnok, 2000. 6-35., 102-215., oldalak

Hanich Jozsef; Libor Jozsefné: Operacidkutatas feladatgyiijte-
mény. Szolnok, 2000. 5-20., 59-124., 125-129., 140-166. olda-
lak

. Hanich Jozsef; Libor Jozsefné; Operaciokutatas tanulasi ttmu-

tato. Szolnok, 2000. 6-18., 57-100., 125-129., 140-166. oldalak

Hanich Jozsef; Libor Jozsefné; Madaras Laszloné; Nagy Tamas:
Gazdasagi Matematika II. feladatgytjtemény. Szolnok, 2005.
32-45., 98-136. oldalak

Libor Jozsefné: Operacidkutatés tantargyi kalauz. Szolnok, 2006.
(72 oldal)

Libor Jozsefné: Operaciokutatas tutori kalauz. Szolnok, 2006.
(19 oldal)

Fehér Maria; Hanich Jozsef; Libor Jozsefné; Madaras Laszloné;
Nagy Tamés: Gazdasagi Matematika I. feladatgytdjtemény. Szol-
nok, 2006. 1-30., 226-267. oldalak



