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1. Alapfogalmak

1. Feladat. Tekintsiik az
y" (z) = sinz — 22 - ¢/ (2)
differencidlegyenletet!

a) Adjuk meg az ismeretlen fiiggvényt és a fiiggetlen valtozét!

b) Hatdrozzuk meg, hogy a differencidlegyenlet kozonséges vagy parcidlis-e?
¢) Adjuk meg a differencidlegyenlet rendjét!

d) Linedris vagy nem-linedris a differencidlegyenlet?

e) Homogén vagy inhomogén a differencidlegyenlet?

f) Fliggvényegyiitthatds vagy konstansegyiitthatos?

g) Explicit vagy implict?

Megoldas:

a) Az ismeretlen fiiggvény v, a fiiggetlen valtozo x.

b) A differencidlegyenlet kozonséges, mert az ismeretlen fiiggvény egy vél-
toz0s.

¢) Az egyenlet harmadrendd, mert a legmagasabb rend{ derivalt (y’ " (m)) ren-
dje 3.

d) Linedris, mert az ismeretlen fiiggvénynek és derivéltjainak linedris kom-
binacidja és az ismeretlen fiiggvényt nem tartalmazo kifejezés szerepel az
egyenletben.

e) Inhomogén, mert van benne olyan tag (sin” x), amelyik nem tartalmazza az
ismeretlen fiiggvényt.

f) Fiiggvényegyiitthatds, mert az ¢ () egyiitthatdja fiiggvény.
g) Explicit, mert a legmagasabb rendd derivalt ki van fejezve az egyenletbol.
2. Feladat. Tekintsiik az
y"(x) =10y (x)
differencidlegyenletet!
a) Adjuk meg az ismeretlen fiiggvényt és a fiiggetlen valtozét!
b) Hatdrozzuk meg, hogy a differencidlegyenlet kozonséges vagy parcidlis-e?

¢) Adjuk meg a differencidlegyenlet rendjét!
d) Linedris vagy nem-linedris a differencidlegyenlet?
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e) Homogén vagy inhomogén a differencidlegyenlet?
f) Fliggvényegyiitthatds vagy konstansegyiitthat6s?
g) Explicit vagy implict?

Megoldas:

a) Az ismeretlen fiiggvénye y, a fliggetlen valtozoé x.

b) A differencidlegyenlet kozonséges, mert az ismeretlen fliggvény egy val-
tozds.

¢) Azegyenlet harmadrendd, mert a legmagasabb rend( derivalt (y"(z)) rend-
je 3.

d) Linedris, mert az ismeretlen fiiggvénynek és derivéltjainak linedris kom-
binacidja és az ismeretlen fiiggvényt nem tartalmazo kifejezés szerepel az
egyenletben.

e) Homogén, mert minden tag tartalmazza az ismeretlen fiiggvényt.

f) Konstansegyiitthatds, mert a linedris kombindciéban minden egyiitthat6 kon-
stans.

g) Explicit, mert a legmagasabb rendd derivalt ki van fejezve.
3. Feladat. Tekintsiik az

2"(t) — 2'(t) — 6z(t) =0
differencidlegyenletet!

a) Adjuk meg az ismeretlen fiiggvényt és a fiiggetlen valtozét!

b) Hatdrozzuk meg, hogy a differencidlegyenlet kozonséges vagy parcidlis-e?
¢) Adjuk meg a differencidlegyenlet rendjét!

d) Linedris vagy nem-linedris a differencidlegyenlet?

e) Homogén vagy inhomogén a differencidlegyenlet?

f) Fliggvényegyiitthatds vagy konstansegyiitthatos?

g) Explicit vagy implict?

Megoldas:

a) Az ismeretlen fiiggvény z, a fiiggetlen véltozo t.
b) A differencidlegyenlet kozonséges, mert az ismeretlen fiiggvény egy val-
toz0s.

¢) Az egyenlet misodrendd, mert a legmagasabb rend( derivélt (:1:’ ! (t)) rendje
2.
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d) Linedris, mert az ismeretlen fiiggvénynek és derivéltjainak linedris kom-
binicidja és az ismeretlen fiiggvényt nem tartalmazé kifejezés szerepel az
egyenletben.

e) Homogén, mert minden tagban szerepel az ismeretlen fiiggvény (vagy annak
derivaltja).

f) Konstansegyiitthatos.

g) Implicit, mert a legmagasabb rend( derivalt nincs kifejezve az egyenletbol.

4. Feladat. Irjunk fel egy olyan mésodrendii differencislegyenletet, amelynek

altaldnos megoldasa

o(r) =c1 - €2 4oy

minden c;; co € R esetén.
Megoldas:
Az  fliggvény derivéltja
¢ () = 2c1 - 2 — 3¢y - €737,
Az ¢ fliggvény mdsodik derivéltja
@"(x) =4y - ** + 9cg - €757
Ezeket felhaszndlva azt kapjuk, hogy
@' (z) + ¢"(x) = 6¢; - e* +6cy -3 =
=6 (c1 - ¥ 4y e =6 p(x).
Tehat
y'(z) +y(x) —6-y(z) =0
egy olyan differencidlegyenlet, melynek megoldasa
o) =c;-e® 4 ¢y 737,

5. Feladat. Irjunk fel egy olyan masodrendii differencidlegyenletet, amelynek

altalanos megoldasa

o(r) = 02T 4y e®

minden c1; co € R esetén.
Megoldas:
Az  fliggvény derivéltja

¢ (x) = 2¢1 - €2 + 5ey - 27,
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Az p fliggvény mdsodik derivaltja
¢ () = 4cy - *® + 25¢y - ™7,
Ezeket felhasznélva azt kapjuk, hogy
" (x) — 7 (x) = —10¢; - €** — 10cy - €™ =
=—10- (c1 - * +5eg - °*) = =10 - ().
Tehat
y'(@) =7y (z) +10-y(x) =0
egy olyan differencidlegyenlet, melynek megolddsa
o) =c €2 4 ¢y - 77

6. Feladat. irjunk fel egy olyan mésodrendi differencidlegyenletet, amelynek
megoldasfiiggvénye

y(x) = e
Megoldas:
Mivel
y(z) =",
ezért
Y (x) =2z ™,
vagyis

y'(z) =2z - y().
A kapott egyenlet mindkét oldalat derivalva azt kapjuk, hogy
y'(x) =2-y(z) + 22y (2).
Tehat az
y'(x) =2 y(z) + 2z y'(x)
egy olyan differencidlegyenlet, amelynek
y(r) =e

megoldésa.



8 DR. KEZI CSABA GABOR

7. Feladat. Irjunk fel egy olyan masodrendii differencilegyenletet, amelynek
megoldésfiiggvénye

y(z) =e v
Megoldas:
Mivel
y(a) =™,
ezért
Y(x) =2z,
vagyis

y' () = =22 y(x).
A kapott egyenlet mindkét oldalat derivalva azt kapjuk, hogy
y'(z) =-2-y(x) -2z y/(2).
Tehét az
y'(z) +2-y(@) + 22y (z) =0
egy olyan differencidlegyenlet, amelynek
y(a) =
megoldésa.
8. Feladat. Igazoljuk, hogy a
p(r) =sinz + cosx
fliggvény egy megoldasa az
y'(@) +y(x) =0
differencidlegyenletnek!
Megoldas:
A o fiiggvény deriviltja
¢'(x) = cosx — sin .
A @ fiiggvény mdsodik derivaltja

¢"(x) = —sinz — cos x.
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Behelyettesités utdn azt kapjuk, hogy az egyenlet bal oldala
O"(x) + o(x) = (sinz + cosx)” + (sinx + cosx) =
= (cosz — sinz)' + sinx + cosx =
= —sinx —cosz +sinx +cosz =0,

ami éppen a jobb oldal, tehit a megadott fiiggvény valéban megoldisa a mega-
dott egyenletnek.

9. Feladat. Mutassuk meg, hogy tetszbleges c; és co valds szamok esetén a
o) =c1-e* +cy- e
alaku fiiggvények megoldésai az
y'(x) =3y (x) + 2y(x) =0
differencidlegyenletnek.
Megoldas:
Az @ fiiggvény derivéltja
¢ (x) = c1 - e® + 2¢o - €%,
Az ¢ fliiggvény masodik derivaltja
©"(x) = c1 - €® + 4y - 2.
Behelyettesitve az egyenlet bal oldaldba a megfeleld fiiggvényeket azt kapjuk,
hogy
" (x) — 3¢ (z) + 20(x) = ¢1 - +4cy - €T — 3 (cr -+
+eo-e®) 42 (c1- €+ ey ) =
=cy e +4dcy - e® — 3¢y - " —
— 6eg - €27 + 2¢1 - €% 4 2¢9 - €27 = (),

ami az egyenlet jobb oldala tehat a megadott fiiggvények valéban megoldasai a
differencidlegyenletnek.

10. Feladat. Mutassuk meg, hogy az
y'(z) = 2y(x) + 22 - y/(2)
differencidlegyenletnek a
p(r) =e
fliggvény megoldasfiiggvénye!
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Megoldas:
Az egyenlet bal oldaldba behelyettesitve a ¢ fiiggvényt azt kapjuk, hogy
@' (x) = ()" = (" - 20) =
= 4z? 4" 2.
A jobb oldalba behelyettesitve a ¢ fliggvényt
2 p(x) + 2z ¢ (z) = 2% + 21" - 2 =
=2¢" + 422 "
adodik. Tehat
() =2 p(z) + 22 ¢ (2),
vagyis a ¢ fliggvény megoldéasa az
y' (@) =2y(z) + 22 -y (2)
differencidlegyenletnek.
11. Feladat. Bizonyitsuk be definicié szerint, hogy az
{a% (z + 1)% (z +2)%)
fliggvényrendszer linedrisan fiiggetlen!
Megoldas:
Tekintsiik az
a1-x2+a2-(:1:+1)2+a3-(a:+2)2:O
linedris kombindciét. Ekkor
-t ag- (2 + 20+ 1) daz- (2 +4x+4) =0,
tehat
(a1+a2+a3)-x2+ (200 + 4ag) - ¢ + g + 4ag = 0,
azaz
(1 4+ oo + a3) - 22 + (200 + 4az) - & + ag + dag =
=0-2240-2+0.
Ez azt jelenti, hogy teljesiilni kell az aldbbi egyenleteknek:

o + a2 + a3 = 0
200 + 4az = 0
as + 4az = 0
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A masodik egyenletbdl kivonva a harmadik egyenletet azt kapjuk, hogy ais = 0.
Ezt behelyettesitve a mdsodik egyenletbe a3 = 0 adddik. Végiil az els6 egyen-
letbdl azt kapjuk, hogy a;; = 0. Tehat a fiiggvényrendszer lindrisan fiiggetlen.

12. Feladat. Bizonyitsuk be definici6 szerint, hogy az
{2% 22+ 1; (z + 2)%}

fliggvényrendszer linedrisan fiiggetlen!

Megoldas:

Tekintsiik az
a2 4oy r+1l4az-(z+2)2=0

linedris kombinaciét. Ekkor
a2t tag-(z4+1)+az- (22 +4x+4) =0,
tehdt
(1 4 a3) - 2% 4+ (200 + 4a3) - T + ap + 4z = 0,
azaz
(a1 + ag) -x2+(2a2+4a3) T+ oo + dag =
=0-2°+0-z+0.
Ez azt jelenti, hogy teljesiilni kell az aldbbi egyenleteknek:

a1 + -+ ag = 0
200 + 4a3 = 0
as + 4daz = 0

A midsodik egyenlet kétszeresébdl kivonva a harmadik egyenletet azt kapjuk,
hogy as = 0. Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe a3 = 0 adddik.
Végiil az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy a; = 0. Tehdt a fiiggvényrend-
szer lindrisan fiiggetlen.

13. Feladat. Linedrisan fiiggetlen-e az

{2% 2+ 1; (z +2)%}
fiiggvényrendszer?
Megoldas:

Tekintsiik az
a2 4oy r+1l4az-(z+2)2=0
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linedris kombindciét. Ekkor

ar-2* +az (x+1)+az- (2* + 4z +4) =0,
tehat

(1 4+ 3) - 2% + (o +4a3) -z + g + 4a3 = 0,
azaz

(1 4+ a3) - 2% + (o +4a3) -z + g + 4daz =
=0-2°+0-2+0.

Ez azt jelenti, hogy teljesiilni kell az aldbbi egyenleteknek:

o+ + a3 = 0
ay + 4dag = 0
as + 4dag = 0

A masodik és a harmadik egyenlet ugyanaz, ezért az egyenletrendszernek végte-
len sok megolddsa van, tehat a fiiggvényrendszer linarisan fiigg6.

14. Feladat. Linedrisan fiiggetlen-e a

{sin® z; cos® z; 1}
fliggvényrendszer?
Megoldas:

Mivel

2

sin?z + cos® z = 1,

ezért

sin®z + cos?x — 1 =0,

igy a z&rusvektort nem csak csupa nulla egyiitthatéval 4llitjdk eld a fiiggvények,
vagyis linedrisan fliggok.

15. Feladat. Hatarozzuk meg az
{1; ; 2%}
fiiggvényrendszer Wronski-determinansét!

Megoldas:
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A Wronski-determinans

1z 22
detW(z)=det| 0 1 2z | =2
2
16. Feladat. Hatarozzuk meg az
{e%;e*"; 1}

figgvényrendszer Wronski-determinansat!

Megoldas:
A Wronski-determinans
e” eQx
det W(z) =det | e 2e2* 0 | =23,
e” 462$

17. Feladat. Hatarozzuk meg az
{sin? z; cos® z; 1}

fuggvényrendszer Wronski-determinansat!

Megoldas:
Mivel
(sin2 x), = 2sinx - cosx = sin 2x,
és
(sin2x)" = 2 cos 2z,
valamint
( cos? a:), = —2cosx-sinx = —2sin 2z,

és

(—sin2x) = —2cos 2z,
tovabbd

(2cos2z) = —4sin 2z

és

(—2sin2r)" = —4 cos 2z,

13
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ezért a Wronski-determinans
sin? cos? x 1
det W(z) =det | 2sin2z —2sin2x 0 | =0.

4cos2x —4cos2x 0
18. Feladat. Legyen z € R. Tekintsiik
y"(x) — 4y'(z) + 3y(x) = 0

differencidlegyenletet!
a) Mutassuk meg, hogy az y; (x) = e® és yo(x) = 3* fiiggvények megolddsai
a differencidlegyenletnek!

b) Mutassuk meg, hogy az y; €s y» fliggvények linedrisan fiiggetlenek!
¢) Irjuk fel a differencidlegyenlet altalanos megolddsat!

d) Adjuk meg a differencidlegyenlet azon megolddsit, amely eleget tesz az
y(0) = 2,y/(0) = 4 feltételeknek!

Megoldas:
a) Mivel y; (x) = e*, ezért
yi(x) = e
és
yi(z) = e,
fgy

vl (z) — 4yi(z) + 3y1(x) = € — 4e” + 3e” =0,
vagyis y; megoldasa a differencidlegyenletnek.

Mivel y; () = €37, ezért
és
igy

Y (x) — 4/, (z) + g1 () = 963 — 1263 + 363 = 0,

vagyis y2 megoldasa a differencidlegyenletnek.
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b) Az y; és yo fiiggvényekbdl képzett Wronski-determindns

) = 2¢1% £,

T 3z

e
det W(x) = det
(z) ( e? 3e’

ezért v, és yo linedrisan fiiggetlenek.

¢) A differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa

y(z) =c1-e" 4+ co- 3,

ahol ¢y, co € R tetszdleges.
d) Az y fiiggvény derivétlja
Y (x) = c1 - e + 3cy - 7.
Mivel y(0) = 2, ezért
2=rc1+ co.
Mivel y/(0) = 4, ezlrt
4 =c1 + 3co.
Tehat a c; és co ismeretlen meghatdrozdsdhoz meg kell oldanunk a

ci + ¢ = 2
Cl+302:4

egyenletrendszert. A két egyenletet kivonva egymdasbdl co = 1 adddik, amit
az elsd egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy c; = 1. Tehét a keresett
megoldas
Y (z) = e® + 3.
19. Feladat. Legyen = € R. Tekintsiik
y' (@) = 5y (x) + 6y(x) =0

differencidlegyenletet!

a) Mutassuk meg, hogy az y; (z) = €% és yo(x) = e3* fliggvények megolddsai
a differencidlegyenletnek!

b) Mutassuk meg, hogy az y; és y» fliggvények linedrisan fliggetlenek!

¢) Irjuk fel a differencidlegyenlet dltaldnos megoldésat!

d) Adjuk meg a differencidlegyenlet azon megolddsat, amely eleget tesz az
y(0) = 2,4/(0) = 5 feltételeknek!

Megoldas:
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a) Mivel y; (z) = 2%, ezért
yi(z) = 2%
és
Y (z) = 4™,
igy
yi(z) = 5y1(x) + 6y1(z) = 4e” — 10e” + 6e” = 0,
vagyis y; megoldasa a differencidlegyenletnek.

Mivel 1 (z) = €37, ezért
és

igy
Yl (z) — 5y (z) + 6y1(x) = 9e3% — 1537 4 6e3 = 0,
vagyis yo megolddsa a differencidlegyenletnek.
b) Az y; és yo fiiggvényekbdl képzett Wronski-determinans
eZz e3z
det W(x) = det ( > =% £ 0,

26295 3631

ezért v, és yo linedrisan fiiggetlenek.

¢) A differencidlegyenlet dltalanos megoldasa
y(x) =c1 - ¥ 4 ¢y - €32,

ahol c1, co € R tetszbleges.

d) Az y fiiggvény derivétlja
Yy () = 2c1 - €2 + 3¢y - 7.
Mivel y(0) = 2, ezért
2=c1 +co.
Mivel y/(0) = 5, ezért
5 = 2c1 + 3ca.
Tehat a ¢; és ¢y ismeretlen meghatarozdsdhoz meg kell oldanunk a

c1 + ¢ = 2
2ci + 3¢ = 5
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egyenletrendszert. Az elsd egyenlet kétszeresét kivonva a masodik egyen-
letbdl c; = 1 adddik, amit az els§ egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk,
hogy c; = 1. Tehét a keresett megoldds

y/(x) — e?at 4 e3:}c'
20. Feladat. Legyen z € R. Tekintsiik
y'(x) = 7/ (z) + 10y(z) = 0

differencidlegyenletet!

a) Mutassuk meg, hogy az y; (z) = e* és yo(x) = €>® fiiggvények megolddsai
a differencidlegyenletnek!

b) Mutassuk meg, hogy az y; €s y» fliggvények linearisan fiiggetlenek!

¢) Irjuk fel a differencidlegyenlet altalanos megolddsat!

d) Adjuk meg a differencidlegyenlet azon megolddsat, amely eleget tesz az
y(0) = 2,4/(0) = 7 feltételeknek!

Megoldas:

a) Mivel y;(x) = 22, ezért

yi(z) = 2%

y’f(w) _ 4621,
igy
1 / 2z 2z 2x
y1 () — Ty () + 10y1 (z) = 4e*” — 14e“* + 10e** = 0,

vagyis y; megoldasa a differencidlegyenletnek.

Mivel g (z) = €%, ezért

és
yi (x) = 25¢°",
fgy
Yy (x) — Tyi(x) + 10y () = 25> — 35e5% + 10’ = 0,

vagyis y2 megolddsa a differencidlegyenletnek.
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b) Az y; és yo fiiggvényekbdl képzett Wronski-determindns

> =3e™ £ 0,

eQx eSx

det W(x) = det
€ (x) € < 262z 5e5z

ezért v, és yo linedrisan fiiggetlenek.

c) A differencidlegyenlet dltalinos megoldasa
y(x) =c1 - 4 cp - €77,

ahol ¢y, co € R tetszdleges.

d) Az y fiiggvény derivétlja
Yy () = 2c1 - €** + 5ey - 7.
Mivel y(0) = 2, ezért
2=cy + co.

Mivel y/(0) = 7, ezért
7= 261 + 562.

Tehat a c; és cp ismeretlen meghatdrozdsdhoz meg kell oldanunk a

ci + ¢ = 2
2c1 + 5c0 = 7

egyenletrendszert. Az elsd egyenlet kétszeresét kivonva a masodik egyen-
letbdl co = 1 adddik, amit az elsé egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk,
hogy c; = 1. Tehit a keresett megoldas

y () = e + .
21. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az
y'(z) — 4y (z) + 3y(z) = 0
differencidlegyenletnek {e”;e3} egy alaprendszere!
Megoldas:
Az e” fiiggvény megolddsa a differencidlegyenletnek, mert
e’ —4.¢e" +3e" =0.
Az 3" fiiggvény megolddsa a differencidlegyenletnek, mert

9¢” —12-e” + 3e” =0,
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valamint az e®, e3* fiiggvényekbdl képzett Wronski-determindns

T 3x

e
det W(z) = det < 3 ) =217 £,

(§)

igy e® és e3* linedrisan fiiggetlen fiiggvények.

Tehit e” és €37 linedrisan fiiggetlen megolddsai a differencidlegyenletnek, igy
alaprendszert alkotnak.

22. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az
y'(z) —y'(z) — 6y(z) =0
differencidlegyenletnek {e3¥; e~2%} egy alaprendszere!
Megoldas:
Az e” fiiggvény megoldasa a differencidlegyenletnek, mert
9e3% — 337 — 637 = 0.

Az e~? fiiggvény megolddsa a differencidlegyenletnek, mert

4™ 4 2e72 — 6e 2" =0,
3z

valamint az e3?, e =2 fiiggvényekbdl képzett Wronski-determindns

e3:c e—2:v
det W (x) = det = —be” £ 0,
( ) < 3e3:v _267233 ) ?é

igy €37 és e 27 linedrisan fiiggetlen fliggvények.

Tehat 3% és e2% linedrisan fiiggetlen megolddsai a differencidlegyenletnek,
igy alaprendszert alkotnak.

23. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a
y"(z) = 2sin (y'(2) - y(z)) + y*(2) - (sinx + cos (y(a:)))
y(0) = 0; ¥/(0) =2

kezdetiérték feladatnak 1étezik megolddsal!

Megoldas:

Mivel
f(w;v;w) = 2sin(v - w) +v? - (sinu + cosv)
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fliggvény folytonos az R3 tartomdny minden pontjdban, igy a P = (0;0;2)
pontban is, ezért a Cauchy-Peano-féle egzisztencia tétel miatt 1étezik megol-
désa.

24. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az

y'(x) = 2 y*(x) +sin (y'(2)), y(0)=0,y(0) =1
kezdetiérték feladat egyértelmiien megoldhatd!
Megoldas:

Az
fu;v;w) = u-v? + sin(w)

fiiggvény folytonos R® minden pontjdban, igy specidlisan a P = (0;0; 1) pont-
ban is, tovabba

filwosw) =200 = f(0;0;1) =0

11 (u;v;w) = cosw = f1,(0;0;1) = cos 1,

igy léteznek az f mdsodik és harmadik valtozo6 szerinti parcidlis derivaltjai és
korlatosak a P pontot tartalmazé valamely nyilt kdrnyezetben, ezért a Picard-
Lindelof-féle unicitasi tétel szerint a kezdetiérték feladat egyértelmiien megold-
hato.

25. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az

y"'(x) =2 -y(@) +y () +y"(2), y(0)=0,4(0)=14(0)=2
kezdetiérték feladat egyértelmtien megoldhatd!
Megoldas:

Az
flusvwyz) =z-v+w+z

fiiggvény folytonos R* minden pontjdban, igy specidlisan a P = (0;0;1;2)
pontban is, tovabba

fowvwiz) =2 = f1(0;0;1;2) =0,
valamint

folwviwiz) =1 = f,(0;0;1;2) =1

fiujv;w;z) =1 = 12(0;0;1;2) =1,



KOZONSEGES MAGASABBRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK FGY 21

igy léteznek az f masodik, harmadik és negyedik valtozé szerinti parcidlis de-
rivéltjai és korldtosak a P pontot tartalmazé valamely nyilt kdrnyezetben, ezért

a Picard-Lindel6f-féle unicitdsi tétel szerint a kezdetiérték feladat egyértelmien
megoldhaté.
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2. Kozvetleniil integralhaté masodrendii differencialegyenletek

26. Feladat. Tegyiik fel, hogy x > 0. Oldjuk meg az
y'(x) =15V, y(1)=4,y'(1)=8
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
Az
y'(z) = 15- V&

egyenlet mindkét oldalat integrdlva azt kapjuk, hogy
3

y'(a:):15'§+01:10-\/x3+01,
2

ahol c; € R tetszbleges. Ebbdl tjabb integraldssal
5

y(:c):10~§+01~9:+02:4-Vx5+01-x+02
2

adaddik, ahol ¢y, ¢ € R tetszbleges.
Felhasznalva a kezdetiérték feltételeket azt kapjuk, hogy

4 = 4 + ¢ 4+ c
8 = 10 + ¢ '

Az egyenletrendszer megolddsara co = 2 és c; = —2 adddik. Tehét a kezdeti-
érték feladat megoldasa

y(z) =4-Vad — 2.2 +2.
27. Feladat. Tegyiik fel, hogy = € R. Oldjuk meg az
y'(z) = 4e** —cosz, y(0) =3, y'(0) =2
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:

Az
y'(z) = 4 — cosx
egyenlet mindkét oldalat integralva azt kapjuk, hogy

2z
Y (x) = 4~7 —sinz +¢; = 2e* —sinx + ¢y,
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ahol c; € R tetszdleges. Ebb6I djabb integraldssal
2x
y(x) :2-7+cosx+cl-x+02262x+cosx+cl-x+02
adaddik, ahol c1, ¢ € R tetszbleges.
Felhaszndlva a kezdetiérték feltételeket azt kapjuk, hogy

3 = 2 4+
2 = 2 4+ [’

igy az egyenletrendszer megoldéséra c; = 2 és co = 0 adddik. Tehat a kezdeti-
érték feladat megolddsa

y(x) = e*® 4+ cosx + 1.
28. Feladat. Legyen = € R. Tekintsiik az
y"'(z) = 122 — 24z, y(0) =0, y'(0) =0
kezdetiérték feladatot!
a) Adjuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat!

b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldédsfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megolddsfiiggvény zérushelye(i)t!

P

d) Vizsgaljuk meg monotonités és lokalis sz&lséérték szerint az y fiiggvényt!
e) Vizsgéljuk meg konvexités és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!
f) Szamoljuk kia lim y(x) hatarértéket!
T—r—00
g) Széamoljuk ki a lim y(x) hatdrértéket!
T—00
h) Vizsgaljuk meg parités szerint az y fiiggvényt!
i) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!
J) Adjuk meg az y fiiggvény értékkészletét!
Megoldas:
a) Az
" 2
y'(z) = 1227 — 24z
egyenlet mindkét oldalat integrdlva azt kapjuk, hogy
Y (z) = 423 — 122° + ¢y,
ahol ¢; € R tetsz6leges. Ebbdl tjabb integraldssal

y(m):x4—4x3+cl-x+02,
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ahol ¢y, co € R tetszdleges.

b) Mivel y(0) = 0és y'(0) = 0, ezért ¢; = 0 és co = 0, tehdt a kezdetiérték
probléma megoldasa

y(z) = z* — 423

¢) Az x* — 42% = ( egyenlet bal oldaldn kiemelve az 2? kifejezést azt kapjuk,
hogy
3 (z—4) =0,
igy az egyenlet megolddsai, vagyis az y fliggvény zérushelyei z; = 0, illetve
xTro = 4.
d) Az y/(z) = 0, vagyis a 423 — 1222 = 0 egyenletet kell megoldanunk.
Kiemelve a 422 kifejezést azt kapjuk, hogy
422 - (z —3) = 0.

Ebbdl az egyenlet megoldasara z; = 0, illetve x5 = 3 adédik. Az elsérendt
derivalt el6jelét vizsgalva az alabbi tdblazathoz jutunk:

x ] —00;0] 0 10;3[1 3 [ ]3509
y'(x) - 0 - 0 +
y(z) ¢ stac. pont | N\, |lok. min. |

y(x) értéke 0 —27

e) Az y"(x) = 0, vagyis a 1222 — 24z = 0 egyenletet kell megoldanunk.
Kiemelve a 12z kifejezést azt kapjuk, hogy

12z - (x —2) =0.

Ebbdl az egyenlet megoldasara z; = 0, illetve x5 = 2 ad6dik. A masod-
rend( derivalt el6jelét vizsgalva az alabbi tablazathoz jutunk:

x J—o0;0[| O 10; 2] 2 2; 00]
y" () + 0 — 0 +
y(x) konvex | infl. pont | konkdv | infl. pont | konvex
y(z) értéke 0 —16
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f) Az y(z) fiiggvény hatarértéke —oo-ben:

lim y(z)= lim 2! — 423 = cc.
T—r—00 T——00

g) Az y(x) fuggvény hatérértéke oo-ben:

lim y(z) = lim 2! — 42 = 0.

h) Mivel
y(—z) = () —4- (-2)° = 2" + 427,
ezért
y(=z) # y(x),
igy az y fiiggvény nem péros.
Mivel
—y(z) = —x* + 4a,
ezért

igy az y fiiggvény nem pératlan.

i) Az y fliggvény grafikonja:

15 2 25 3 35 [4 45 5 55 6 65 7

j) Az y figgvény értékkészlete: [—27; ool.
29. Feladat. Legyen z € R. Tekintsiik az

y'(z) =6z, y(0)=0,y(0)=-3
kezdetiérték feladatot!

a) Adjuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat!
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b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldédsfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megolddsfiiggvény zérushelye(i)t!
d) Vizsgaljuk meg monotonités és lokalis szélséérték szerint az y fiiggvényt!
e) Vizsgéljuk meg konvexitas és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!
f) Szémoljuk kia lim y(z) hatdrértéket!
T—r—00
g) Szamoljuk ki a lim y(x) hatdrértéket!
T—00
h) Vizsgaljuk meg parités szerint az y fiiggvényt!
i) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!
j) Adjuk meg az y fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:
a) Az
y'(z) = 6x
egyenlet mindkét oldalét integralva azt kapjuk, hogy
Y (z) = 322 + ¢,
ahol c; € R tetszbleges. Ebbdl djabb integralassal
y(z) =2* +c1 -z + 0y,
ahol c1, co € R tetszdleges.

b) Mivel y(0) = 068sy/'(0) = —3, ezértc; = —3 és c2 = 0, tehdt a kezdetiérték
probléma megoldasa
y(r) = 2° — 3.

¢) Az x3 — 3z = 0 egyenlet bal oldalan kiemelve az x kifejezést azt kapjuk,
hogy
z- (2% —3) =0,

igy az egyenlet megoldésai, vagyis az y fliggvény zérushelyei

x120,$2:\/§,$3:—\/§.

d) Az y/(z) = 0, vagyis a 322 — 3 = 0 egyenletet kell megoldanunk, amibdl
azt kapjuk, hogy 22 = 1, vagyis © = +1. Az elsérendii derivalt el&jelét
vizsgélva az aldbbi tablazathoz jutunk:
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x ] — o005 —1] -1 | —1;1] 1 11; 00]
y'(x) + 0 - 0 +
y(x) Ve lok. max. AW lok. min. | &

y(z) értéke 2 -2

e) Az y"(xz) = 0, vagyis a 62 = 0 egyenletet kell megoldanunk, amire azt
kapjuk, hogy z = 0. A madsodrend(i derivalt el§jelét vizsgalva az aldbbi
tablazathoz jutunk:

x ] = 003 0[ 0 ]0; oo
y"(x) — 0 +
y(x) konkdv | infl. pont | konvex

y(x) értéke 0

f) Az y(x) fiiggvény hatarértéke —oo-ben:

lim y(z) = lim 2 -3z = —oo.
T——00 T——00

g) Az y(x) fuggvény hatarértéke oo-ben:
3

lim y(z) = lim 2° — 3z = oo.
T—r 00 Tr—00
h) Mivel
y(—z) = (~2)’ =3 (-2) = —2’ + 3z,
ezért
y(=z) # y(x),
igy az y fiiggvény nem péros.
Mivel
—y(z) = —23 + 3z,

ezért

y(=z) = —y(@),
igy az y fiiggvény pdratlan.
i) Az y fiiggvény grafikonja:
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j) Az y figgvény értékkészlete: | — o0o; 00].
30. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az

y'(x) = 1222 =4, y(0) =0, y/(0) =0
kezdetiérték feladatot!
a) Adjuk meg a differencidlegyenlet altalinos megoldasat!
b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldasfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megoldésfiiggvény zérushelye(i)t!
d) Vizsgdljuk meg monotonitds és lokdlis sz&lséérték szerint az y fiiggvényt!
e) Vizsgéljuk meg konvexités és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!
f) Szamoljuk kia lim y(x) hatarértéket!

T—r—00
g) Szdmoljuk ki a lim y(x) hatarértéket!

T—>00
h) Vizsgéljuk meg paritds szerint az y fliggvényt!
i) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!
J) Adjuk meg az y fiiggvény értékkészletét!
Megoldas:
a) Az

y'(z) = 122° — 4
egyenlet mindkét oldalét integrdlva azt kapjuk, hogy
Y (z) = 423 — 4z + ¢4,
ahol c; € R tetszbleges. Ebbdl djabb integralassal

y(x) =at — 222 + ¢ -z + e,
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ahol ¢y, co € R tetszdleges.

b) Mivel y(0) = 0és y'(0) = 0, ezért ¢; = 0 és co = 0, tehdt a kezdetiérték
probléma megoldasa
y(x) = 2t — 423,
¢) Az z* — 222 = 0 egyenlet bal oldalan kiemelve az 22 kifejezést azt kapjuk,
hogy
22 (22 —2) =0,

igy az egyenlet megoldésai, vagyis az y fliggvény zérushelyei x1 = 0, illetve

Tro = :|:\/§.
d) Azy'(z) =0, vagyis a
42° — 4 =0

egyenletet kell megoldanunk. Kiemelve a 4x kifejezést azt kapjuk, hogy
4o - (2 —1) =0,

Ebbdl az egyenlet megoldésdra z; = 0, illetve z9 = 1 és x3 = —1 adddik.
Az elsdrendi derivalt el§jelét vizsgalva az alabbi tablazathoz jutunk:

x | — o005 —1] -1 ] —1;0] 0
y' () — 0 + 0
y(x) AW lok. min. Va lok. max.
y(z) értéke -1 0
x J0; 1] 1 15 00
y'(x) - 0 +
y(x) N, | lok. min. |
y(x) értéke -1

e) Az y(z) = 0, vagyis a 1222 — 4 = 0 egyenletet kell megoldanunk. Az
egyenlet megolddsara r; = ig illetve o = —% adédik. A masodrendt

derivalt el6jelét vizsgalva az alabbi tdblazathoz jutunk:
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1 1 1.1
’ J-ooi-%l| % |]-Fl
y"(x) + 0 -
y(x) konvex infl. pont konkdv
‘s 5
y(x) értéke -3
1 1
* V3 } 3’00[
y"(x) 0 +
y(z) infl. pont | konvex
Lok 5
y(x) értéke —35

f) Az y(z) fiiggvény hatarértéke —oo-ben:

lim y(z) = lim 2% — 22 = cc.
Tr——00 T—r—00

g) Az y(x) fuggvény hatérértéke oo-ben:

lim y(z) = lim 2% — 22? = cc.

h) Mivel

ezért

igy az y fiiggvény paros.

i) Az y fiiggvény grafikonja:
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45]
4
35
3
25
2
15
1
05
0

28 24 -2 -16\-12 -08 050 4 08 12/ 16 2 24 28

-1

j) Az y figgvény értékkészlete: [—1; oo].
31. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az
y'(x) = (z+2) ", y(0)=0,4(0)=1

kezdetiérték feladatot!
a) Adjuk meg a differencidlegyenlet altalanos megoldasat!
b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldasfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megolddsfiiggvény zérushelye(i)t!
d) Vizsgaljuk meg monotonitas és lokalis szélsGérték szerint az y fliggvényt!
e) Vizsgéljuk meg konvexités és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!
f) Szamoljuk kia lim y(z) hatdrértéket!

Tr——00
g) Széamoljuk ki a lim y(x) hatdrértéket!

T—00
h) Vizsgaljuk meg parités szerint az y fiiggvényt!
i) Vazoljuk fel az y fliggvény grafikonjat!
j) Adjuk meg az y fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:
a) A parcidlis integralds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

y’(x)—(x+2)-ex—/exdx—
=(@x+2)-e"—e"+ear=(x+1)-e" 4,
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ahol c; € R tetszdleges. Ebb6I djabb parcidlis integrdldssal

y(z) :/(x—i—l)-em—i—cldx: (x+1)-e"—e"4+c1-x+co=
=z-¢"+c1 -7+ co,
ahol ¢y, co € R tetszbleges.
b) Mivel y(0) = 0és 3/(0) = 1, ezért ¢; = 0 és co = 0, igy a kezdetiérték
probléma megoldasa
y(z) =z - €.
c) Az x - e = 0 egyenlet megoldasa, vagyis az y fiiggvény zérushelye x = 0.

d) Az y'(x) = 0, vagyis az (z + 1) - e* = 0 egyenletet kell megoldanunk,

amire x = —1 addédik. Az elsérendd derivalt elgjelét vizsgalva az aldbbi
tablazathoz jutunk:
x | —o0;—1] -1 | — 1;00]
y'(x) — 0 +
y(z) AW lok. min. a
y(z) értéke —e!

e) Az y"(x) = 0, vagyis az (z + 2) - ¢ = 0 egyenletet kell megoldanunk,

amire x = —2 adddik. A mdsodrendi derivalt el6jelét vizsgdlva az aldbbi
tdblazathoz jutunk:
x | — o005 —2[ —2 ] — 2;00]
y" () — 0 +
y(x) konkdv | infl. pont | konvex
y(x) értéke —2e~2

f) Az y(z) fiiggvény hatarértéke —oo-ben:

. . . x . 1
lim y(z)= lim z-e*= lim — = lim =0
T——00 T——00 r——o0 e~ % r——o00 —e~ T
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g) Az y(x) fuggvény hatérértéke co-ben:

lim y(z) = xlggox e’ = o0.

T—00
h) Mivel
y(—z) = —x-e ",
ezért
y(=z) # y(x),
igy az y fiiggvény nem péros.
Mivel
—y(@) = —z - €,
ezért
y(=z) # —y(z),

igy az y fiiggvény nem pératlan.

i) Az y fiiggvény grafikonja:

-3 25 -2 -T5 T 05 [0 05 1 15 2 2

1

j) Az y fuggvény értékkészlete: [—e™; 0o

32. Feladat. Legyen x € R\ {0}. Tekintsiik az
2
yi(@)= 5+2 y1)=241)=1
kezdetiérték feladatot!

a) Adjuk meg a differencidlegyenlet altalinos megoldasat!
b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldédsfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megoldésfiiggvény zérushelye(i)t!
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d) Vizsgdljuk meg monotonitds és lokdlis sz&lséérték szerint az y fiiggvényt!
e) Vizsgéljuk meg konvexitas és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!
f) Szamoljuk kia lim y(x) hatdrértéket!

Tr—r—00

g) Széamoljuk ki a lim y(x) hatdrértéket!
T—>00
h) Szdmoljuk ki a lim y(z) hatdrértéket!
z—0—
i) Szamoljuk ki a lim y(x) hatdrértéket!
r—0+
j) Vizsgéljuk meg paritds szerint az y fliggvényt!
k) Vazoljuk fel az y fliggvény grafikonjat!
1) Adjuk meg az y fiiggvény értékkészletét!
Megoldas:
a) Az
2
"a)=5+2=22""+2
y"(x) o + VAT
egyenlet mindkét oldalét integrdlva azt kapjuk, hogy
1
y/(l') =—z7%+2z+ = 2 + 2z + ¢y,
ahol c; € R tetszdleges. EbbSI djabb integraldssal

1
y(w):$_1+x2+01-x+02:§+x2+c1-x+cQ,

ahol ¢y, co € R tetszbleges.

b) Mivel y(1) = 2ésy/(1) = 1, ezért ¢; = 0 és ¢ = 0, tehdt a kezdetiérték
probléma megoldasa

_ 2 1
y(z) ==z —i—x.

c) Az
2 1
4+ —-—=0
T
egyenlet mindkét oldalét szorozva x-szel azt kapjuk, hogy
2 4+1=0 = 2 =1,

vagyis x = —1.
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d) Azy'(z) =0, vagyis a

1
x

egyenletet kell megoldanunk, amire azt kapjuk, hogy
1

- 55

Az els6rendii derivalt eljelét vizsgalva az alabbi tablazathoz jutunk:

[ o [ohl] & [l
y'(x) — nincs ért. - 0 +
y(z) AW nincs ért. N lok. min. a
foes g 3
y(z) értéke nincs ért. K7
e) Azy"(x) =0, vagyis a
2 3
3 +2=0 = 24+2x°=0

egyenletet kell megoldanunk. Az egyenlet megolddsdra x = —1 adédik. A

masodrendd derivalt el6jelét vizsgalva az aldbbi tablazathoz jutunk:

x | — o005 —1] -1 ] —1;0] 0 10; 00|
Y (x) + 0 - nincs ért. +
y(x) konvex | infl. pont | konkav | nincs ért. | konvex
y(z) értéke 0 nincs ért.
f) Az y(z) fiiggvény hatarértéke —oo-ben:
mli}r_nooy(x) = xgglm 2% + % = 00.
g) Az y(x) fuggvény hatérértéke oo-ben:
lim y(z) = lim 2° — = = oco.

T—00 T—00 xT
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h) Az y(z) fiiggvény bal oldali hatarértéke a 0 helyen:

lim y(z) = lim 2° — — = —oc.
z—0— T—00 x

i) Az y(x) fiiggvény jobb oldali hatdrértéke a 0 helyen:

1
. EET 2 4 _
j) Mivel
()= (2P + = =2 -
Yy - —r - :1:7
ezért
y(—x) # y(=),
igy az y fiiggvény nem pdros.
Mivel
1
— — —_ — 2 SE—
y(-2) = -2 = —,
ezért
y(=z) # y(x),
igy az y fiiggvény nem pératlan.
k) Az y fiiggvény grafikonja:
8
6
4
2
4 -3 2 1 2 3

1) Az y fuggvény értékkészlete: | — 0o; 0o].
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33. Feladat. Legyen x > 0. Tekintsiik az

_1—1111:

V@) == Y1) =1, y(1) =1

kezdetiérték feladatot!

a) Adjuk meg a differencidlegyenlet altalanos megoldasat!
b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldasfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megoldasfiiggvény zérushelye(i)t!
d) Vizsgaljuk meg monotonitds és lokdlis szélsdérték szerint az y fiiggvényt!
e) Vizsgéljuk meg konvexitas és inflexios pont szerint az y fliggvényt!
f) Széamoljuk ki a xli)nolo y(x) hatarértéket!
g) Szédmoljuk ki a lim y(z) hatdrértéket!
z—0+
h) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!
1) Adjuk meg az y fiiggvény értékkészletét!
Megoldas:
a) Algebrai 4talakitdsokkal

1—Inx 1 Inz Inz
" _ = e -2 T
v (@) x2 2 2 2

adédik. Mindkét oldalét integrdlva azt kapjuk, hogy
1
Y (z)=—21 - / 2T 4.

2

1
/nfdx:/lna:-x_de
‘i

integralt parcidlis integraldssal szdmoljuk. Az

Az

u(z) =Inz, o(z)=z">2

jeloléssel élve

vagyis

—1 1 -1
/lnx-xde—lnx-x—/'Idx,
-1 z -1
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1
/lnzx-x_de: —nx+/x_2d$,
x

azaz

igy

ahol c; € R tetsz6leges. Tehat

, 1 lnax 1 Inx
y(@)=——+—+—-+c1=—+c1.
x x T x
Ebbdl djabb integraldssal kapjuk meg az y fiiggvényt.
1 1
y(x) = m+cldx:/lnx-+cldx:
x x
- In? z

=5 +c1 -+ co,

ahol ¢y, co € R tetszbleges.

b) Mivel y(1) = 1ésy/(1) = 1, ezért ¢; = 1 és ¢ = 0, tehdt a kezdetiérték
probléma megoldasa

In“ 2z
y(x) = + .
2
¢) Mivel z > 0, és In? z > 0, ezért
1 2
y(x) = n2x +x >0,

igy az y fiiggvénynek nincs zérushelye.
d) Az y/(x) =0, vagyis az
1
= +1=0 = Inx+z=0
x

egyenletet kell megoldanunk. A megoldas kozelitd értékét Newton-Raphson
mddszerrel hatdrozzuk meg. Ehhez tekintsiik a

g(x)=lnz+z
fliggvényt és az ¢ = 1 kezdd értéket. A Newton-Raphson formula szerint
- v 9 (k) 5, _ 0Tkt Tk
k+1 = Lk — =Lk — — 1
! g'(an) L1
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A formula szerint

Inxzg + xg 1 1
r1=r0——3 —— =1—7=1.
2o T1 2 2
A kovetkezd iteracios 1épésben
1 1 Wmi4d
PR L e S T SN TP
—+1 2 3
1
A kovetkezd iterdcids 1épésben
1 In 0, 5644 + 0, 5644
w3 =y — 2T pggq o MO ~0,5671
T2 0,5644 +1

Az elsdrendii derivalt el§jelét vizsgdlva az aldbbi tablazathoz jutunk:

x 10:0,5671] | 0,5671 | ]0,5671; 00
y' () — 0 I
y(x) N lok. min. v
y(z) értéke 0,728

e) Azy"(x) =0, vagyis a

1—Inx

- =0 = l1—-Inz=0

X

egyenletet kell megoldanunk. Az egyenlet megolddsara x = e adédik. A
masodrendd derivalt el6jelét vizsgalva az alabbi tablazathoz jutunk:

x 10; ¢f e Je; 00
y"(x) + 0 -
y(z) konvex | infl. pont | konkdv

y(z) értéke 3,22

f) Az y(x) fiiggvény hatarértéke co-ben:
In? z

lim y(z)= lim +z = 0.

T—r—00 T—r—00
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g) Az y(x) fuggvény jobb oldali hatarértéke a 0 helyen:

tim y(x) = tim Ty
h) Az y fiiggvény grafikonja:
i) Az y fuggvény értékkészlete: [0, 728; col.
34. Feladat. Legyen x > 0. Tekintsiik az
1
M) =~ y(1)=0,y(1)=1

kezdetiérték feladatot!

a) Adjuk meg a differencidlegyenlet altalinos megoldasat!

b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldasfiiggvényét!

¢) Adjuk meg a megoldasfiiggvény zérushelye(i)t!

d) Vizsgaljuk meg monotonités és lokalis szélséérték szerint az y fiiggvényt!
e) Vizsgéljuk meg konvexités és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!

f) Szamoljuk ki a xlggo y(z) hatédrértéket!

g) Szamoljuk ki a xl_i)r(r)l_}_ y(x) hatdrértéket!

h) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!
i) Adjuk meg az y fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:
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a) Az

egyenlet mindkét oldalat integralva azt kapjuk, hogy
Y (z) =Inz + e,

ahol ¢; € R tetsz6leges. Ebbdl tjabb integraldssal
y(z) = /lnx + c1 de.

Az integrél4st a parcidlis integralds mddszerével végezziik el. Ha bevezetjiik
az

adédik, vagyis
/lnm+cldx—x'lnx—/ldx—x-lnx—m+02,

ahol co € R. Tehat
y(x) =x-lnzx —x+c1 -z + co,
ahol ¢, co € R.

b) Mivel y(1) = 0és ¢/(1) = 1, ezért ¢; = 1 és co = 0, tehdt a kezdetiérték
probléma megoldasa
y(x) =z -Inz.

c) Az
z-lnz=0
egyenlet megolddsa  # 0 miatt x = 1.

d) Az y/(x) = 0, vagyis az
Inz+1=0 = r=¢e ' =

egyenletet kell megoldanunk, amire azt kapjuk, hogy
1

- 55
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Az els6rendii derivalt eljelét vizsgdlva az aldbbi tdbldzathoz jutunk:

x 10; L] 1 }l;oo{

Te

y'(x) - 0 +
y(z) N | lok. min. v

e) Mivel
1
"
=—->0,
yi(e) =~
ezért az y fiiggvény értelmezési tartomanydnak minden pontjdban konvex.
f) Az y(z) fiiggvény hatdrértéke co-ben:

lim y(z) = lim z-lnx = oo.
Tr—00 Tr—00

g) Az y(z) fuggvény jobb oldali hatdrértéke a 0 helyen:

: . . Inz
lim y(r)= lim z-lnz= lim — =
z—0+ z—0+ z—0+ P
1
= lim —*=5 = lim —x =0.

a0+ —3 2 z—0+
h) Az y fiiggvény grafikonja:
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35. Feladat. Oldjuk meg az

5(t) =g
differencidlegyenletet!
Megoldas:
Az
§t)=g
egyenlet mindkét oldalat integrdlva azt kapjuk, hogy
5(t)=g-t+c,

ahol ¢; € R tetszbleges. Ebbd] djabb integraldssal

s(t):g~t2—|—01~t+02

adddik, ahol c;, co € R tetszdleges.
36. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az

y'(z) =6z, y(0)=1,y'(0)=3
kezdetiérték feladatot! Oldjuk meg kétféleképpen a feladatot!
1. Megoldas:

o~

Az el6zb tétel alapjan

T t T

y(x)—l—l—/ 3—|—/63ds dt_1+/3+[332}gdt_

0 0 0
T

= 1+/3+3t2dt: 1+ [3t+t°]) =1+ 3z + 2°.
0
2. Megoldas:

Mivel
y"(x) = 6,

ezért

Y (x) = /Gxdx =32 + 1,

ahol ¢; € R tetszbleges.

43
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Ezt integralva
y(z) = /3x2+01dx =23+ ¢ -z + e

Mivel y/(0) = 3, ezért
3=3-0>+c1 = ¢ =3.
Mivel y(0) = 1, ezért
1=0+c1-04+c; = =1
Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa
y(z) = 2% + 3z + 1.
37. Feladat. Legyen x € R. Oldjuk meg az
y"(x) = 6x +cosz, y(0)=1,y(0)=2
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
Az y"(z) = 62 + cos x egyenlet mindkét oldalét integrdlva azt kapjuk, hogy

Y (x) = /Gx—i—cosxdw =322 +sinz + ¢,

ahol ¢; € R. Ebbdl tjabb integralassal

y(x):x3—cosx+c1-3:+02

adddik, ahol ¢q, co € R.
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt y(0) = 1, igy
1=—cosO0+co=—-1+4c¢co = co = 2,
mésrészt y'(0) = 2, igy
2=3-0%+sin0+¢ = =2

Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa

3

y(r) = x° — cosz + 2x + 2.
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38. Feladat. Legyen x € R. Oldjuk meg az

y'(z) = 6x + 4sinz +cosz, y(0) =3,y (0)=5
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:

Az y"(x) = 6x+4sin x + cos x egyenlet mindkét oldalat integrdlva azt kapjuk,
hogy

Y (x) = /6x+4sinm+cosxdx =322 —4cosx +sinz + ¢,

ahol ¢; € R. Ebbdl tjabb integralassal
y(x) = 2® —4sinz —cosz 4+ ¢ -z + ¢

adédik, ahol ¢q, co € R.
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt y(0) = 3, igy

3=—-14¢o = co =4,
mésrészt y' (0) = 5, igy

d=—-4+¢ = c=9.
Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa

y(z) = 23 — 4sinx — cosx + 9z + 4.
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3.Azy"(z) = f(z;y/(x)) alaki differencidlegyenletek

39. Feladat. Legyen x > —1. Oldjuk meg az

/

i y'(z) ’

y'(@) =70 v0)=14(0)
kezdetiérték feladatot! Vazoljuk fel a megoldasfiiggvény grafikonjat!

Megoldas:

Vezessiik be a

fiiggvényt! Ekkor nyilvanval6an
p(z) =y ().

Elvégezve a helyettesitést a differencidlegyenlet

/ _ p(w)
(z) = 142
alaku lesz, amely egy szepardbilis differencidlegyenlet.
Vezessiik be a g(z) = —H% és h(p) = p fuggvényeket. Ekkor az egyenlet

y'(z) = g(x) - h(p)

alakd lesz. A szeparabilis egyenletek altalanos elmélete szerint az

/h(lp)dp:/g(x)da:

egyenletet kell megoldanunk a p ismeretlen fliggvényre. Az adatok behelyette-
sitése utdn azt kapjuk, hogy

1 1
“dp=-— dz.
/pp /1+96:C

Elvégezve az integraldsokat

Inlp|=—-In|l1+4+z|+¢

adddik, amibdl
‘p’ —e ln\1+x|+c.
Felhaszndlva, az x > —1 feltételt és a logaritmus definiciéjat azt kapjuk, hogy
—e In(1+z) | ef = €1
1+=z

|p|

)
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ahol c; € R tetsz8leges. Mivel c; tetszbleges konstans, ezért az abszolutérték
elhagyhaté, igy

Mivel p(z) = ¢/(z), ezért

— €1 — .
y(a:)_/1+xda:—cl In(1+ ) + c2,

ahol ¢, co € R tetszbleges.
Mivel y(0) = 1, ezért 1 = ¢,. Felhaszndlva, hogy 3/(0) = 1 azt kapjuk, hogy
10

igy c; = 1. Tehat a kezdetiérték feladat megoldasfiiggvénye
y(x) =In(1+x) + 1.

A fiiggvény grafikonja:

3
H
P25
H
2
15
1
£
H 0 s
1 4 11
1/ 050 1 2 3 5 6 7 8 9 10
H
-1
H
15
-2
25
-3

40. Feladat. Legyen > 0. Oldjuk meg a

20y () +y/(2) =0, y(1)=-1,4(1)=1
kezdetiérték feladatot! Vazoljuk fel a megoldasfiiggvény grafikonjat!
Megoldas:

Vezessiik be a

fiiggvényt! Ekkor nyilvanval6an

p(x) =y"(x).
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Elvégezve a helyettesitést a differencidlegyenlet

p(x)

p(x) = T on

alaku lesz, amely egy szeparabilis differencidlegyenlet.

Vezessiik be a g(z) = —5- és h(p) = p fiiggvényeket. Ekkor az egyenlet
y'(z) = g(x) - h(p)

alaku lesz. A szepardbilis egyenletek dltaldnos elmélete szerint az

/h(lp)dp:/g(:x)dm

egyenletet kell megoldanunk a p ismeretlen fliggvényre. Az adatok behelyette-
sitése utdn azt kapjuk, hogy

1 1 1
[Lap=-1 Lo
P 2 T

Elvégezve az integraldsokat
1
In|p| = 5 In|z| +Cy

adddik, amibdl

ahol c; € R tetszdleges.
Mivel p(z) = y/(z), ezért

y(x)_/\c/lfdx—/cl-g;éd$—261.\/§+62’

ahol ci, ¢z € R tetszOleges.

Mivel /(1) = 1, ezért 1 = ¢;. Felhaszndlva, hogy y(1) = —1 azt kapjuk, hogy
co = —3. Tehat a kezdetiérték feladat megoldasfiiggvénye

y(@) =2 V-3,

A fliggvény grafikonja:
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41. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az

y'(@) =22 (v (2))

differencidlegyenletet!
Megoldas:

Vezessiik be a

fiiggvényt! Ekkor nyilvanval6an
p(z) =y"(2).
Elvégezve a helyettesitést a differencidlegyenlet
p'(w) = 2z - p*(z)

alaku lesz, amely egy szepardbilis differencidlegyenlet.

Vezessiik be a g(z) = 2x és h(p) = p? fiiggvényeket. Ekkor az egyenlet

y'(x) = g(x) - h(p)

alakd lesz. A szeparabilis egyenletek altalanos elmélete szerint az

/h(lp)dp:/g(x)dx

49

egyenletet kell megoldanunk a p ismeretlen fliggvényre. Az adatok behelyette-

sitése utdn azt kapjuk, hogy

1
/dep:/Qxd:L‘.
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Elvégezve az integraldsokat

—— =24
p
adddik, amibdl
(2) = ——=
r)=——5——,
p 22+ 1

ahol ¢; € R tetszSleges. Mivel p(z) = y/(x), ezért
1

1 —_
= — d = — “a d =
o) = [ e == [ F g

1 T
= ——-arctg | — | -y/c1 + 2 =
(V) ve

C1

1 T
= ———= - arctg | — | + c2,
1/ C1 <1/Cl>

ahol ¢; > 0és co € R tetszbleges.

42. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y'(z)+ ((2)° +1=0

differencidlegyenletet!

Megoldas:

Vezessiik be a

fliggvényt! Ekkor nyilvanvaléan
p(x) =y"(x).
Elvégezve a helyettesitést a differencidlegyenlet
P(@) = ~1-p*(2)
alakd lesz, amely egy szepardbilis differencidlegyenlet.

Vezessiik be a g(z) = 1 és h(p) = —1 — p? fiiggvényeket. Ekkor az egyenlet
y'(x) = g(x) - h(p)

alaku lesz. A szepardbilis egyenletek altaldnos elmélete szerint az

/h(lp)dp:/g(x)dx
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egyenletet kell megoldanunk a p ismeretlen fliggvényre. Az adatok behelyette-
sitése utdn azt kapjuk, hogy

1
— | ——=dp = 1dz.
/1+p2 b / v

Elvégezve az integraldsokat
—arctgp =x + ¢
adédik, amibdl
p(z) = tg (= —c),
ahol ¢; € R tetszSleges. Mivel p(z) = y/(x), ezért

y(m):/tg(—x—cl)dx:—/_sm(_wdx:

cos(—x — ¢1)
= —In|cos(—x — ¢1)| + ¢2,
ahol ¢; > 0 és ¢y € R tetszbleges.

43. Feladat. Legyen z > 0. Oldjuk meg az

1
y'(x) == -9 (z) +x sinz
T

differencidlegyenletet!
Megoldas:
Vezessiik be a
p(z) =y (z)
fliggvényt! Ekkor nyilvanvaléan
p(z) =y"(z).

Elvégezve a helyettesitést a differencidlegyenlet

1

p(z)=— p(z)+z- sinx
x

alaku lesz, amely egy elsérendd linedris inhomogén differencidlegyenlet.

A megfelel6 homogén egyenlet

melynek megoldisa
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Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megold4sat konstansvaridl4ssal haté-
rozzuk meg. Tekintsiik a

pp(e) = er() -
fliggvényt. Ezt behelyettesitve a

8|

p(r) =~ p(z)+ - sinx

egyenletbe azt kapjuk, hogy
1
d(x) - z+eci(x)== c(z) - r+z-sinz,
x

vagyis
¢ (z) = sinx,
amelynek egy primitiv fiiggvénye
c1(z) = —cosz.
Tehét a 1
p(x) = - -p(z) + 2 -sinz
differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa
p(x)=c1-x—x-cosx.
Mivel p(z) = y/(x), ezért
y(z) = /cl -z —x-cosxdx.
Az x - cos x fliggvény integralast a parcidlis integralds képletével végezziik el.

Ha bevezetjiik az

fiiggvényeket, akkor

vagyis
/x-cosmdx:x'sinx—/sinxdm:a:-sinx+cos:c+62.

Tehat
z .
y(z) =c1 - 5 —%-sinz —cosz — ¢,

ahol ¢, co € R.
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44. Feladat. Legyen z > 0. Oldjuk meg az

z-y'(z) =y'(z), y(1)=0,y(1)=2
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:

Vezessiik be a

helyettesitést. Ekkor
p(z) =y ().
Ennek megfelelGen atirva az egyenletet
z-p/(z) = p(x)

adodik, vagy explicit alakban felirva

Hia) = - pla),

amely egy szeparabilis differencidlegyenlet. Bevezetve a h(p) = pés g(x) = %
fiiggvényeket, teljesiilnie kell az

1 1
/dp:/dzv
D x

egyenletnek. Elvégezve az integrdldsokat

eln |z|+c

Injpl=lnz+c=p= =c1-x,

ahol ¢; € R.
Mivel i/ (z) = p(z), ezért

y,(fﬁ) =C -,
ami egy kozvetleniil integralhat6 differencidlegyenlet. Ebbdl integraldssal kap-
juk, hogy

22
y(xr) =c1- 5 + ca,

ahol ¢q, ¢ € R.
Az y fiiggvény derivaltja

v () =c1 - .
Mivel y/(1) = 2, ezért 2 = ¢;. Maésrészt y(1) = 0, igy

C1
0=— ,
2+02
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azaz cp = —1. Tehdt a kezdetiérték feladat megolddsa
y(z) =22 — 1.

45. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az

y'(@) +3y(x) ==
differencidlegyenletet!
Megoldas:
Vezessiik be a p(z) = y'(x) helyettesitést. Ekkor p'(z) = 3”(z). Ennek
megfelel6en atirva az egyenletet

P'(z) +3p(z) ==

adddik, amely egy elsérendd linearis inhomogén differencidlegyenlet. A meg-
felel6 homogén egyenlet

P (@) + 3p(z) = 0,

amelynek éltaldnos megolddsa

Az inhomogén egyenlet egy megoldasat

pp(z) = c1(z) - e

alakban keressiik. Ezt visszahelyettesitve a
p'(x) +3p(z) ==
egyenletbe, azt kapjuk, hogy

c(z)- e —3ci(z) - e + 3ci(2) e =,

azaz

d(z) =z -3,

Ebbdl parcidlis integréldssal kapjuk c; (x)-et:
1

1 1
am:Sx-e?’x_/g.e?»wdx:gx.ew_.e?w:
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Ezt felhasznalva

55

1 1 1 1
pp(x) = c1(x)e " = &3 . <3x - 9> e 3 = 3275
Igy az inhomogén egyenlet dltalanos megolddsa
_ 1 1
p(z)=Cq-e 3z+§m—§.
Mivel i/ () = p(z), ezért
_ 1 1
yl@) =ec-e™+sa -,
ami egy kozvetleniil integralhat6 differencidlegyenlet. Ebbdl integralassal kap-
juk, hogy
(@) e 3" n ? a
x)=c- ———=+c
) 1" 3 6 9 25

ahol c1, co € R tetszbleges.

46. Feladat. Hatdrozzunk meg egy olyan fiiggvényt, amelynek a gorbiilete

minden pontjiban 1.
Megoldas:
Tegyiik fel, hogy = > 0.

A gorbiilet definicigjat felhaszndlva keresiink egy olyan fiiggvényt, amelyre tel-

jesiil az

Y@

differencidlegyenlet.

Vezessiik be a

fliggvényt! Ekkor nyilvanvaléan
p(z) =y" ().
Elvégezve a helyettesitést a differencidlegyenlet
3
P(x) = (1+p°(x))?

alaku lesz, amely egy szepardbilis differencidlegyenlet.



56 DR. KEZI CSABA GABOR

3
2

Vezessiik be a g(x) = 1 és h(p) = (1 + p2) fliggvényeket. Ekkor az egyenlet
y'(z) = g(x) - h(p)

alakd lesz. A szepardbilis egyenletek altaldnos elmélete szerint az

/h(lp)dp:/g(m)da:

egyenletet kell megoldanunk a p ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyette-
sitése utdn azt kapjuk, hogy

/13dp:/1dx.
(1+p?)2

A bal oldalon szerepld integral elvégzéséhez vezessiik be a

p=tgu
helyettesitést! Ekkor u = arctg p. Felhaszndlva az
) 2 .2
sin“ u cos“ u + sin“u 1
Ccos* U Ccos* u Ccos* u

Osszefiiggést azt kapjuk, hogy

1 1
/ 7~ du:/cosudu:sinu.
( 1 )2 cos® u

cos?u
/13dp: /ldx
(14p?)2

integréldsok elvégzése utin

Tehat az

sinu =z +c

adddik, ahol u = arctgp és ¢ € R tetsz6leges konstans. Mivel csak egyetlen
olyan fiiggvényt keresiink, amely eleget tesz a differencidlegyenletnek, ezért a
c konstanst elhagyhatjuk, igy a sinuw = x egyenlethez jutunk. Felhasznélva,
hogy u = arctgp

sin(arctg p) = .

Mivel
1

2

sina + cos’a =1 = ctg?a+1=

. 9
Si” o«
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ezért
t 2
sina = 4/ gic;,
14+ tg°
igy
. p
sin(arctgp) = ,
P+1
vagyis
p _
— ==
Vpr+1
Mivel p(z) = ¢/ (x), ezért
/
yle)

Az egyenletet atrendezve azt kapjuk, hogy

V(@) =a\/(y () + 1,

2 2
(V(@)° =2* (/)" +1).
Ebbdl a z4réjel felbontdsa utdn azt kapjuk, hogy
2 2
(¥'(2))" =2*- (y'(2))" +2*.

Kifejezve az o fliggvényt

18y

() = =
z) = —
Y V1—a?
adddik. Mindkét oldalt integrélva

y(m):/\/lxiﬁdx:—;-/—2x-(1—x2)_§dx:

1 (1— 22
:_2%;ﬁ:mq_ﬂ,

SIS
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A tetszbleges additiv konstanst elhagytuk, mivel csak egyetlen fiiggvényt kere-

stink.
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47. Feladat. Legyen € R. Tekintsiik az
y"(x) =y (x) + e, y(0) =0,y (0) = -1
kezdetiérték feladatot!

a) Adjuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat!
b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megolddsfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megoldésfiiggvény zérushelye(i)t!
d) Vizsgaljuk meg monotonités és lokalis szélséérték szerint az y fiiggvényt!
e) Vizsgéljuk meg konvexités és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!
f) Szamoljuk kia lim y(x) hatdrértéket!
Tr—r—00
g) Széamoljuk ki a lim y(x) hatarértéket!
T—00
h) Vizsgaljuk meg parités szerint az y fiiggvényt!
i) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!
j) Adjuk meg az y fiiggvény értékkészletét!
Megoldas:
a) Vezessiik be a
p(z) =y'(z)
fliggvényt! Ekkor nyilvdnvaléan
p(x) =y (z).
Elvégezve a helyettesitést a differencidlegyenlet
p(z) = p(z) +e"
alaku lesz, amely egy elsérendii linedris inhomogén differencidlegyenlet.
Az egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
p'(z) = p().

A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldédsa
pr(x) =1 - €”.

Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsit konstansvaridldssal ha-
tdrozzuk meg. Legyen

xT

po() = er(a) - .
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Ezt behelyettesitve a

egyenletbe azt kapjuk, hogy
A(z)-e” +ci(z) e =ci(x)-e” + e,

vagyis
dz)=1 = ci(z) = .

Tehat az inhomogén egyenlet egy megolddsa
pp(z) = - €,
igy az inhomogén egyenlet édltaldnos megoldasa
p(z) =c1-e"+z-€",
ahol ¢; € R.
Mivel p(z) = ¢/ (z), ezért

y(m):/cl‘ex—i-x-exda:.

Az x - e” fliggvény integraljat parcidlis integrédldssal hatdrozzuk meg.

bevezetjiik az

vagyis
/x-exdaj:x-ex—/exdx:m-e“”—ex—i—@.
Tehat a differencidlegyenlet megoldasa
yz)=(x—14c1)-e" +co

ahol ¢, c2 € R tetszbleges.
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Mivel ¢/ (0) = 0, ezért 0 = ¢;. Felhasznélva, hogy y(0) = —1 azt kapjuk,

hogy co = 0. Tehat a kezdetiérték feladat megoldasfiiggvénye
y(2) = (x 1) - ",
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c) Az
(r—1)-¢"=0

egyenlet megolddsa, vagyis az y fiiggvény zérushelye x = 1.

d) Az y/(z) = 0, vagyis az
x-e" =0
egyenletet kell megoldanunk, amire x = 0 adédik. Az elsérendl derivalt
elgjelét vizsgélva az aldbbi tdblazathoz jutunk:

x ] — 0050 0 ]0; o0
y'(2) - 0 +
y(x) . |lok. min.|

y(x) értéke .

e) Az y"(x) = 0 egyenletet kell megoldanunk. Mivel
y'(z)=e"+z-6"=(x+1) e,

ezért az
(x+1)-e"=0
egyenletet kell megoldanunk, amire x = —1 adédik. A masodrend{i derivalt
elgjelét vizsgélva az alabbi tdblazathoz jutunk:
x ] —o0;—1] -1 | —1;00]
y"(x) - 0 +
y(z) konkdv | infl. pont | konvex
y(x) értéke —2e~!

f) Az y(z) fiiggvény hatarértéke —oo-ben:

-1 1
lim y(z)= lim (z—1)-e*= lim z = lim =0
T——00 T——00 z——00 e~ T z——00 —e~ 7T

g) Az y(x) fuggvény hatérértéke co-ben:

Ih_}nolo y(z) = xh_)nolo(a: —1)-e" = 00.
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h) Mivel
y(—z) = (—z —1)-e7,
ezért
y(—z) # y(),
igy az y fiiggvény nem péros.
Mivel
—y(@) = —(z—1)- €,
ezért

y(_'r) 7é —y(l’),
igy az y fiiggvény nem pératlan.
i) Az y fiiggvény grafikonja:
35
25

1.5

0.5

-7 -6 -5 = < 2 - 0 1 2
-0.5

j) Az y fuggvény értékkészlete: [—1; 0ol

48. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az
y"(z) —y'(z) = —32> + 62 +3, y(0) =0,y (0) = —3
kezdetiérték feladatot!

a) Adjuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat!
b) Hatarozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldasfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megoldésfiiggvény zérushelye(i)t!

61

d) Vizsgaljuk meg monotonitds és lokdlis szélséérték szerint az y fiiggvényt!
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e) Vizsgéljuk meg konvexités és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!
f) Szamoljukkia lim y(z) hatdrértéket!
Tr——00
g) Széamoljuk ki a lim y(x) hatdrértéket!
T—00
h) Vizsgaljuk meg parités szerint az y fiiggvényt!
i) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!
j) Adjuk meg az y fiiggvény értékkészletét!
Megoldas:
a) Vezessiik be a
p(z) =y (z)
fliggvényt! Ekkor nyilvanvaléan
p(z) =y"(x).
Elvégezve a helyettesitést a differencidlegyenlet
P (z) —p(x) = =322 + 62+ 3
alaku lesz, amely egy elsérendii linedris inhomogén differencidlegyenlet.
Az egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
p'(z) = p(z).

A homogén egyenlet 4ltaldnos megolddsa

T

pr(z) =c1-e”.

Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldédsét konstansvaridldssal ha-
tdrozzuk meg. Legyen

xT

pp(z) =ci(z) - €”.
Ezt behelyettesitve a
p'(x) = p(z) = —32” + 62 + 3
egyenletbe azt kapjuk, hogy
cy(x)-e® +ei(x) - e —cy(x) - e® = —32% + 6 + 3,

vagyis
cy(x) = (=32 + 62+ 3) - e ",
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Ebbdl a c; fliggvényt parcidlis integraldssal hatdrozhatjuk meg. Ha bevezet-
jik az

u(z) = =322 + 6z +3, v (z) =e®
fiiggvényeket, akkor

vagyis

/(3952 +6x+3)-e “dr=

= —(~32° +62+3)-e "+ /(—637 +6)e " dz.
Ujabb parcidlis integraldst alkalmazva

/(—61: +6)e*dr = —(—6x+6)-¢ " — /6 et =
=(6x—6)-e"+6-e 7,
vagyis
ci(x) = (32> =62 —3+62 —6+6)-e = (322 -3)-e 2

Tehat az inhomogén egyenlet egy megolddsa

pp(w) = 32% — 3,
igy az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa

p(z) = c1 - € + 3% — 3,

ahol c; € R.
Mivel p(x) = y/(z), ezért

y(x):/cl'e$+3x2_3d$201'ex+:z:3—3:z;+cg,

ahol c1, c2 € R tetszdleges.

Mivel ¢/ (0) = —3, ezért 0 = ¢;1. Felhaszndlva, hogy y(0) = 0 azt kapjuk,
hogy co = 0. Tehat a kezdetiérték feladat megoldasfiiggvénye

y(z) = 3 — 3.
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¢) Az 2% — 3z = 0 egyenlet bal oldal4n kiemelve az x kifejezést azt kapjuk,
hogy
z- (22 —3)=0,

igy az egyenlet megolddsai, vagyis az y fliggvény zérushelyei

$1:O,$2:\/§,$3:—\/§.

d) Az y/(x) = 0, vagyis a 322 — 3 = 0 egyenletet kell megoldanunk, amibdl
azt kapjuk, hogy z? = 1, vagyis * = +1. Az els6rendd derivalt elSjelét
vizsgalva az aldbbi tdbldzathoz jutunk:

x J—oos—1[| =1 |]=11] 1 J1; 00]
y'(x) + 0 - 0 +
y(z) Ve lok. max. AW lok. min. | 7

y(z) értéke 2 -2

e) Az y"(x) = 0, vagyis a 6o = 0 egyenletet kell megoldanunk, amire azt
kapjuk, hogy z = 0. A mdsodrendii derivalt elGjelét vizsgalva az aldbbi
tdbldzathoz jutunk:

x ] — 00;0[ 0 10; o0]
y"(x) - 0 +
y(x) konkdv | infl. pont | konvex

y(x) értéke 0

f) Az y(x) fiiggvény hatarértéke —oo-ben:

lim y(z)= lim 2 -3z = —oo.
T—r—00 T——00

g) Az y(x) fuggvény hatarértéke oo-ben:

lim y(z) = lim 2° — 3z = cc.
T—r00 T—r00
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h) Mivel
y(—a) = (~2)® =3 (—a) = —2® + 3,
ezért
y(—z) # y(=),
igy az y fiiggvény nem paros.
Mivel
—y(z) = —2% + 3z,
ezért

igy az y fiiggvény pératlan.
1) Az y fliggvény grafikonja:

j) Az y fuggvény értékkészlete: | — o0o; 00].
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4. Az y"(z) = f(y(z);y'(z)) alaki differencialegyenletek

49. Feladat. Oldjuk meg az

differencidlegyenletet!
Megoldas:

Alkalmazzuk az

helyettesitést. Ekkor

differencidlegyenlethez jutunk.

Lathat, hogy p = 0 megoldds. Ekkor y/(z) = 0, igy y = ¢, ahol ¢ € R
tetszbleges.

Most tegyiik fel, hogy p # 0. Ekkor az el6bbi egyenletet explicit alakban irva
P'(y) = 2p(y)
adddik, amibdl azt kapjuk, hogy
p(y) = y* + e,
ahol ¢; € R tetszSleges. Mivel ' = p(y), ezért az
Y (2) =y (x) + 1

egyenlethez jutunk, ami egy szepardbilis differencidlegyenlet. Ennek megolda-

sahoz tekintsiik az
1
/ 5 dy = / 1dz.
y“+c
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egyenletet. A bal oldalt dtalakitva, majd elvégezve az integraldst azt kapjuk,
hogy

1 1 1 1 y
—_dy=— | —dy=—- to | — | - =
/y2+c1 V=7 /<y>2+1 y= arcg(\/a) Vel

Tehat

! ¢ ( Y ) +
—— -arc —— | =x+co.
z/C1 & \/C1

Kifejezve y-t

y=ver-tg(Ver-x+ /e e) = Cr-tg(Cr- o+ Ca).
50. Feladat. Oldjuk meg az

differencidlegyenletet!
Megoldas:

Alkalmazzuk az

helyettesitést. Ekkor
y'(x) =9 (y(2)) -y () =1/ (y(@)) - p(y(@))-
Végrehajtva a helyettesitést a
y-p'(y) - ply) =)
differencidlegyenlethez jutunk.
Lathat6, hogy p = 0 megoldas, igy y = ¢, ahol ¢ € R.

Most tegyiik fel, hogy p # 0. Ekkor az el6bbi egyenletet explicit alakban irva

1

Py = ” p(y)

adodik. Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet.
Vezessiik be a g(y) = % és h(p) = p fuggvényeket. Ekkor az egyenlet

P (y) =g(y) - hp)
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/h(lp)dpz/g(y)dy

egyenletet kell megoldanunk a p ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyette-

sitése utdn azt kapjuk, hogy
1 1
/ —dp = / —dy.
p Y

Injp|=Inly[+c = ply) =c-y.

alaku lesz. Ekkor az

Elvégezve az integraldsokat

Mivel ' = p(y), ezért az
y'(z) = c1-y(x)

egyenlethez jutunk, amely egy djabb szepardbilis differencidlegyenlet. Ennek

megolddsihoz tekintsiik az
1
/ —dy = / c1dx
Y

egyenletet. Elvégezve az integraldsokat
Inlyl=c1-z+co
adodik, vagyis
y(x) — ecl.x—i-cQ — ecl-x . 602 — 02 . ecl.x
ahol ¢1, Cs € R.

51. Feladat. Oldjuk meg az

differencidlegyenletet!
Megoldas:

Alkalmazzuk az

helyettesitést. Ekkor

y'(x) =p'(y(@)) -/ (2) = p' (y(2)) - p(y(x)).
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Végrehajtva a helyettesitést a

1+ 42
differencidlegyenlethez jutunk.
Az egyenletet dtrendezve
oy Y py)

adodik. Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet.
Vezessiik be a g(y) = —L5 és h(p) = p fiiggvényeket. Ekkor az egyenlet

Tty
P (y) =g(y) - h(p)

/h(lp)dp—/g(y)dy

egyenletet kell megoldanunk a p ismeretlen fliggvényre. Az adatok behelyette-
sitése utdn azt kapjuk, hogy

1 1 2
/dp:~/ Y dy.
P 2 14 y?

Elvégezve az integraldsokat

alakud lesz. Ekkor az

1
ln|p]:§-ln(l—l—y2)+c = ply)=c-V1+y>

Mivel y' = p(y), ezért az
y(z) =c1-V1+y?

egyenlethez jutunk, amely egy Ujabb szeparabilis differencidlegyenlet. Ennek
megolddsihoz tekintsiik az

1
/ ———dy = / c1dx
V14 y?
egyenletet. Elvégezve az integralasokat
arshy =c1 - x4+ ¢

adédik, vagyis
y(z) =sh(c1 - x + c2),

ahol ¢, co € R.
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52. Feladat. Oldjuk meg az

y() -y (@) =2 (¢ (2))" = 29/ ()
differencidlegyenletet!
Megoldas:

Alkalmazzuk az

helyettesitést. Ekkor
y' (@) =9 (y(@)) ¥/ (@) =9 (y(2)  p(y(@)).
Végrehajtva a helyettesitést a
y-0'(y) - p(y) = 20°(y) — 2p(y)
differencidlegyenlethez jutunk.

Lathatd, hogy p = 0 megoldas, vagyis ekkor y(z) = ¢, ahol ¢ € R.
Ha p # 0, akkor az egyenletet p-vel osztva

y-p'y)=2py) -2 = p’:j(p—l)

adodik. Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet.
Vezessiik be a g(y) = % és h(p) = p — 1 fuggvényeket. Ekkor az egyenlet

P'(y) = g(y) - h(p)

/h(lp)dp:/g(y)dy

egyenletet kell megoldanunk a p ismeretlen fliggvényre. Az adatok behelyette-
sitése utdn azt kapjuk, hogy

1 1
/dsz-/dy.
p—1 y

Elvégezve az integralasokat

alaku lesz. Ekkor az

Inlp—1|=2-Injyl+c = p—1=c -9

vagyis
p(y) = a1 cy? 4 1.
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Mivel ' = p(y), ezért az
! 2
y(@)=c -y +1

egyenlethez jutunk, amely egy djabb szepardbilis differencidlegyenlet. Ennek
megolddsihoz tekintsiik az

1
——dy= [ 1d
/01'yz+1 Y / v

egyenletet. Elvégezve az integrildsokat

1
——-arctg(v/c1:y) =2+ co
o arets (Ver )

adédik, vagyis

ahol ¢, co € R.
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5. Masodrendii linearis konstansegyiitthatés homogén
differencialegyenletek

53. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y'(x) + 7y (x) + 10y(z) =0, y(0)=2,4(0) =5
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlethez tartozé karakterisztikus egyenlet
A4+ 7A+10 =0.
A masodfoku egyenlet diszkrimindnsa
D=7>-4-10=49—-40=9>0,
igy a karakterisztikus egyenletnek két valds megoldédsa van. Ezek

_ —7+vVD -743
- 2 T Qo
vagyis az egyik megoldds \; = —5, a masik Ao = —2.

A1

A differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa

A1+ 2z

A2 — ) e fgy e

y(x) =cr-eM T +cr-e

ahol ¢y, co € R tetszbleges.

A c1 és co kiszdmoldsahoz sziikségiink lesz az y’ fliggvényre is:
Y (z) = =5y - e — 2¢y - e,

A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt

2=y(0)=c - e P04y e720

=c1+co,
masrészt
5=19'(0) = =5c; - e 20 — 2y - 720 = —5e; — 2¢o.

Tehat a cq és co értékét az

c1 + co = 2
—561 - 262 = 5

egyenletrendszer megolddsaval kapjuk meg. Az elsé egyenletet kettével szo-
rozva, majd a két egyenletet 6sszeadva azt kapjuk, hogy —3c; = 9, amibdl
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c1 = —3 adddik. Ezt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy
co = 5. Tehat a kezdetiérték feladat megoldasa

y(x) = —3e 7% + 5e 2,
54. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az

y' (@) + 4y () + 3y(x) =0, y(0)=2,4/(0) =4
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlethez tartoz6 karakterisztikus egyenlet
A 4+4X+3=0.

A masodfoku egyenlet diszkrimindnsa

D=4>-4.3=4>0,
igy a karakterisztikus egyenletnek két valés megoldasa van. Ezek

—4+vD —4+2
A2 = = ,
2 2
vagyis az egyik megoldds \; = —1, a masik Ay = —3.

A differencidlegyenlet éltaldnos megolddsa

3x

AT = e ey e,

e)\1~;t +oeg-e

y(x) =cy -
ahol ¢, co € R tetszbleges.

A c1 és co kiszdmoldsahoz sziikségiink lesz az y' fiiggvényre is:

Y (r) = —c1-e ¥ —3cg e
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
2=y(0)=c - e 04y e 30 =¢) + ey,
masrészt
A4=y'(0)=—c1-e"0 =3cy- e = —¢; — 3ea.

Tehat a cq és ¢y értékét az

ci + ¢ = 2
—61—362:4

egyenletrendszer megoldasaval kapjuk meg. A két egyenletet 6sszeadva azt
kapjuk, hogy —2c¢; = 6, amibdl ¢; = —3 adddik. Ezt visszahelyettesitve az
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els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy co = 5. Tehdt a kezdetiérték feladat megol-
dédsa
y(x) = 5e™" — 3e 737,

55. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y'(x) =y (x) — 6y(x) =0, y(0)=3,y'(0) =4
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlethez tartozé karakterisztikus egyenlet
A —A—6=0.
A maésodfoku egyenlet diszkrimindnsa
D=(-12—-4-(-6)=25>0,

igy a karakterisztikus egyenletnek két valés megoldéasa van. Ezek
1+vVD 145

2 2
vagyis az egyik megoldds A\; = 3, a masik Ay = —2.

A2 =

A differencidlegyenlet dltaldinos megoldésa
y() =c1-eM T4y e =cp e f oy,
ahol ¢y, ca € R tetszbleges.

A c1 és ¢y kiszdmolasdhoz sziikségiink lesz az 3/ fiiggvényre is:

y'(x) = 3y - e — 2cy -0 2%,
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
3=y(0)=c1-e" +ep-e?0 =¢; + ¢y,

masrészt
4 =4'(0) = 3¢y - e30 —2¢y - e720 = 3¢ — 2¢y.

Tehat a cq és co értékét az

cic + ¢ = 3
361—262:4

egyenletrendszer megolddsaval kapjuk meg. Az elsé egyenletet kettével szo-
rozva, majd a két egyenletet 6sszeadva azt kapjuk, hogy 5¢; = 10, amibdl
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c1 = 2 adddik. Ezt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy
co = 1. Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa

y(x) = 2637 e,
56. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y'(z) —dy(x) =0, y(0)=3,4(0) =2

kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlethez tartoz6 karakterisztikus egyenlet

A2 —4=0.
A madsodfoku egyenlet diszkrimindnsa

D =16 >0,
igy a karakterisztikus egyenletnek két valés megolddsa van. Ezek Ay = 2,
illetve Ay = —2.
A differencidlegyenlet dltaldnos megoldédsa

2x

T = e 4y,

y(z) =1 L eMT Ly
ahol c1, c2 € R tetszdleges.
A c1 és co kiszdmoldsahoz sziikségiink lesz az y fiiggvényre is:
Y (z) = 2c1 - €2 — 2cy - 2%,
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
3=y(0)=c1-e*"+er-e 20 =1 + 0o,
masrészt
2 =19'(0) = 2¢; 620 —2¢y - 720 = 2¢; — 2¢.
Tehat a cq és ¢y értékét az

cic + ¢ = 3
261—20222

egyenletrendszer megolddsdval kapjuk meg. Az elsé egyenletet kettSvel szo-
rozva, majd a két egyenletet Osszeadva azt kapjuk, hogy 4c; = 8, amibdl
c1 = 2 adédik. Ezt visszahelyettesitve az elsd egyenletbe azt kapjuk, hogy
co = 1. Tehat a kezdetiérték feladat megoldasa

y(z) = 2% 4 727,
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57. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y'(x) =4y (x) =0, y(0)=3,4/(0)=2
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlethez tartozé karakterisztikus egyenlet
A2 —4X=0.
A maésodfoku egyenlet diszkrimindnsa
D =16 >0,

igy a karakterisztikus egyenletnek két valés megolddsa van. Mivel
A-(A=4)=0,

ezért a karakterisztikus egyenlet gyokei A; = 0, illetve Ay = 4.

A differencidlegyenlet dltaldnos megoldédsa

e)\1~z Ao-x 4:5’

y(xr) =c1- +ep-e®P=ci+e-e
ahol ¢y, co € R tetsz6leges.
A c1 és co kiszdmoldsahoz sziikségiink lesz az y' fiiggvényre is:

Yy (x) = 4eg - 1%

A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
3=1y(0) =c1+co-etV =c1 + e,
masrészt
2 =14/(0) = 4cy - €' = 4.
Tehat a cq és ¢y értékét az

cg + ¢ = 3
4eg = 2

egyenletrendszer megolddsdval kapjuk meg. A mésodik egyenletbdl azt kapjuk,
hogy co = % Ezt visszahelyettesitve az elsd egyenletbe c¢; = % adodik. Tehat
a kezdetiérték feladat megolddsa
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58. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y' (@) +2y () + y(x) =0, y(0)=2,4(0)=-1
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlethez tartozo karakterisztikus egyenlet
A +2X+1=0.
A masodfoku egyenlet diszkrimindnsa
D=2"-4=4-4=0,
igy egyetlen val6s megoldas van, mégpedig
0=XA+2\+1=(A+1)?
miatt A = —1. A differencidlegyenlet ltaldinos megoldédsa

Az

y(x):cl-e)‘z—{—cz-x-e ci-e ¥ +co-xe Y

ahol ¢1, c2 € R tetszdleges.
A ¢; és co szamok kiszdmoldsahoz sziikségiink lesz az i/ (x) fiiggvényre:
y(x)=—cr-e"+ecy-e ¥ —co-wee "
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
2=y(0)=ci-e ' +cy-0-e0=¢,

igy c1 = 2. Mdsrészt

—-1=9(0)= -, e 0 4cee =067 =—c; +co.
Mivel ¢; = 2, ezért co = 1.
Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa

ylx) =2 " +x-e "
59. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y' (@) + 4y () + 4y(x) =0, y(0)=1,4(0)=0

kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
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A differencidlegyenlethez tartozé karakterisztikus egyenlet
A2+ 4N +4=0.
A mdsodfoki egyenlet diszkrimindnsa
D=22-4=4-4=0,
igy egyetlen val6s megoldds van, mégpedig
0=XA+4\+4=(A+2)?

miatt A = —2. A differencidlegyenlet altalanos megoldasa

Az 2x

y(x):cl-em—i-cmme e peyoxe
ahol ¢, c2 € R tetszbleges.
A ¢ és c9 szamok kiszdmoldsdhoz sziikségiink lesz az y/(z) fiiggvényre:
Y(r) = —2c1-e 2 fcg-e % — 210
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
1=y(0) =c¢y,

igy ¢c; = 1. Mésrészt

0=y(0)=—2¢c;1- e’ +¢3-€"—2¢5-0-e" = —2¢; + co.
Mivel ¢; = 1, ezért cg = 2.
Tehat a kezdetiérték feladat megoldasa

y(r) = e 2 + 2z - e 2.
60. Feladat. Legyen z € R. Tekintsiik az
y"'(z) — 2y (z) +y(x) =0, y(0)=0,4'(0) =1

kezdetiérték feladatot!
a) Adjuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat!
b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldésfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megolddsfiiggvény zérushelye(i)t!

d) Vizsgaljuk meg monotonités és lokalis szélséérték szerint az y fiiggvényt!
e) Vizsgéljuk meg konvexités és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!

f) Szémoljuk kia lim y(z) hatdrértéket!
T——00

g) Széamoljuk ki a lim y(x) hatdrértéket!
T—00
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h) Vizsgaljuk meg parités szerint az y fiiggvényt!

i) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!
j) Adjuk meg az y fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:
a) A differencidlegyenlethez tartozé karakterisztikus egyenlet

AN —22+1=0.

A masodfoku egyenlet diszkrimindnsa
D=2-4=4-4=0,

igy egyetlen val6s megoldas van, mégpedig
0=XA—-22+1=(\—-1)*

miatt A = 1. A differencidlegyenlet altalanos megoldasa

yx)=c - tey-xz-eM=c " 4cy-x-e",

ahol c1, co € R tetszbleges.
b) A ¢; és co szamok kiszdmoldsdhoz sziikségiink lesz az y/(z) fiiggvényre
y(@)=c1-e"+co e +co-x-e”.
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
0=1y(0) = cy,

igy ¢; = 0. Mésrészt
1=y (0)=c1-e"+c3-e+c3-0-e° =¢; + co.

Mivel ¢; = 0, ezért ¢ = 1.
Tehat a kezdetiérték feladat megoldasa

y(x) =z -e".

c) Az x - e = 0 egyenlet megoldésa, vagyis az y fiiggvény zérushelye x = 0.
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d) Az y'(x) = 0, vagyis az (z + 1) - e* = 0 egyenletet kell megoldanunk,

amire x = —1 adddik. Az elsdrendd derivélt el6jelét vizsgédlva az aldbbi
tdblazathoz jutunk:
x J—oo=1[]  —1  ]=1Loof
y'(x) — 0 +
y(z) AW lok. min. a
y(z) értéke —e!

e) Az y"(x) = 0, vagyis az (z + 2) - e* = 0 egyenletet kell megoldanunk,

amire x = —2 adédik. A masodrend( derivalt el6jelét vizsgalva az alabbi
tdblazathoz jutunk:
x | —o0; —2] —2 ] —2;00]
y"(x) — 0 +
y(z) konkdv | infl. pont | konvex
y(z) értéke —2e2

f) Az y(z) fiiggvény hatarértéke —oo-ben:

. . . z . 1
lim y(x)= lim z-e*= lim — = lim =0
T——00 T——00 z——oc0 e~ 7T r——00 —e~ T

g) Az y(x) fuggvény hatérértéke co-ben:

lim y(z) = xlggox e’ = o0.

T—00
h) Mivel
y(—z) = —z-e 7,
ezért
y(=z) # y(x),
igy az y fiiggvény nem péros.
Mivel

—y(z) = —x - €",
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ezért
y(=z) # —y(z),
igy az y fiiggvény nem pdratlan.

i) Az y fiiggvény grafikonja:

-3 -25 -2 15 =T 05 0 05 1 15 2 2

j) Az y fiiggvény értékkészlete: [—e ;00

61. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az

y"(x) + 6y () + 9y(x) =0, y(0) =2,y(0)=-5
kezdetiérték feladatot!
a) Adjuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat!

b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldésfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megoldasfiiggvény zérushelye(i)t!

7z

81

d) Vizsgaljuk meg monotonités és lokalis sz€lséérték szerint az y fiiggvényt!

e) Vizsgéljuk meg konvexitas és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!

f) Szémoljukkia lim y(z) hatdrértéket!
T——00
g) Szamoljuk ki a lim y(x) hatarértéket!
Tr—00
h) Vizsgaljuk meg paritds szerint az y fliggvényt!
i) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!
j) Adjuk meg az y fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:
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a) A differencidlegyenlethez tartoz6 karakterisztikus egyenlet

A4+ 6X+9=0.

A maésodfoku egyenlet diszkrimindnsa

D =36 —-36=0,

igy egyetlen val6s megoldas van, mégpedig
0=M+6\+9=(\+3)?

miatt A = —3. A differencidlegyenlet altalanos megoldasa

Ax — 3z

e ey x e

yx)=c - tey-x-e c1

ahol ¢y, co € R tetszbleges.
b) A ¢ és co szamok kiszdmoldsahoz sziikségiink lesz az y(x) fiiggvényre:

y'(x) = —3¢1 T 4y e —3ey x0T,
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
2 =y(0) = ¢y,
igy 1 = 2. Mésrészt
—5=9(0)=-3c;1- %4+ co-e®—3cy-0-e" = —3¢; + ca.
Mivel ¢c; = 2, ezért cg = 1.
Tehét a kezdetiérték feladat megoldasa
y(z) = (z +2)- e~

¢) Az (z+2)-e 3% = 0 egyenlet megolddsa, vagyis az y fliggvény zérushelye

T = -2
d) Az y/'(z) = 0 egyenletet kell megoldanunk. Mivel

y(r)=e 3 —3. (x+2)-e 3 = (=3z —5) e,

ezért az
e 3. (x42) e =(-3x-5)-e3=0
egyenlet megolddsa x = —2 adédik. Az elsérendi derivilt elGjelét vizs-

gélva az aldbbi tablazathoz jutunk:
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S | B D
y'(x) + 0 -
y(x) Va lok. min. AW

y(x) értéke A 49,47

e) Az y"(x) = 0 egyenletet kell megoldanunk. Mivel
y'(x)=—3-e3 —3.(=3z—5)-e 3 =37 (92 +12),

ezért a
—3.¢% 3. (=3z—5)-e =3 (924+12) =0

egyenlet megoldasa x = —%. A masodrendd derivalt el§jelét vizsgalva az
alabbi tablazathoz jutunk:
BTN
y" () - 0 +
y(x) konkdv infl. pont | konvex
y(x) értéke ~ 36,4

f) Az y(z) fiiggvény hatdrértéke —oo-ben:

lim y(z) = lim (z+4+2) e = —cc.
T——00 T——00

g) Az y(x) fuggvény hatérértéke co-ben:

‘ o C8e oo +2 1
Jim y(a) = Y (o4 2) 7 = Ji St = lim g =0
h) Mivel
y(—z) = (—z — 2) - 7,
ezért

y(=x) # y(x),

igy az y fiiggvény nem paros.



84 DR. KEZI CSABA GABOR
Mivel
—y(z) = (~2—2) e,
ezért
y(—z) # —y(z),
igy az y fiiggvény nem pératlan.

1) Az y fliggvény grafikonja:

28 24 2 16 -12 -08 -04 0 04 08 12 16 2 24 28 3.

5
-10
-15]
-20|

j) Az y fuggvény értékkészlete: | — 0o;49,47].
62. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y' (@) + 4y () + by(x) =0, y(0)=1,4(0) =2

kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlethez tartozo karakterisztikus egyenlet

A +4X+5=0.
A maésodfoku egyenlet diszkrimindnsa

D=4%_5.4=16—20 = —4,

igy az egyetlenek két komplex megolddsa van, melyek egymds konjugéltjai. A

megoldasok

=—-2+1.

27T 9 2

Elegendd az egyik komplex szimmal tovabb dolgozni, valasszuk példdul a A =
—2 + i megoldast.
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Jeloljiik a komplex szam valds részét a-val, képzetes részét 5-val. Ekkor azt
kapjuk, hogy o = —2, 8 = 1. A differencidlegyenlet dltalanos megoldasa

y(x) = c1 - € - cos(fx) + c2 - € - sin(fx),

vagyis

2 cosx 4 co- e 2 - sing,

y(z) =c1-e”
ahol ¢, co € R tetszbleges.

A c1 és co szamok kiszdmoldsahoz sziikségiink lesz az o fliggvényre is:
2

y'(z) = —2c1-e” T.cosx—cype 2 sing —2cy-e 2 sinx+co-e 2 -cos T
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
1=1y(0) =c¢1 €’ cos0+co-e-sin0 = ¢y,
igy c; = 1. Mdsrészt
2= y’(O) = —2cl-eo~cos 0—cl-eo~sin 0—202-eo-sin 0+02-eo-0050 = —2c1+co.

Mivel ¢; = 1, ezért co = 4. Tehat a kezdetiérték feladat megoldasa

2 295.(

y(x) =e” T.cosT + de 2 ging = e cosw + 4sinz).

Megjegyezziik, hogy azért volt elegendd az egyik komplex szdmmal dolgozni,
mert ha a konjugélttal is felirndnk a megoldast, akkor a koszinusz fiiggvény
parossdga miatt

cos(—pz) = cos(fz),
a szinusz fliggvény péaratlansdga miatt

sin(—px) = —sin(fx),

igy ha a karakterisztikus egyenlet masik megolddsaval irjuk fel a differenciéle-
gyenlet megoldasat, akkor is ugyanahhoz a megolddshoz jutunk.

63. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y'(z) +4y(z) =0, y(0)=1,4(0)=1
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlethez tartoz6 karakterisztikus egyenlet

AN +4=0.
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A masodfoku egyenlet diszkrimindnsa
D = -16,
igy egyetlenek két komplex megolddsa van, melyek egymds konjugdltjai. A

megolddsok A\; = 2i, A\ = —2i. Elegend az egyik komplex szdmmal tovabb
dolgozni, vélasszuk példdul a A = 2¢ megoldast.

Jeloljiik a komplex szdm valds részét a-val, képzetes részét 5-val. Ekkor azt
kapjuk, hogy oo = 0, 8 = 2. A differencidlegyenlet altaldnos megoldasa

y(x) = c1 - € - cos(Bx) + c2 - €** - sin(fx),
vagyis
y(x) = c1 - cos 2z + ¢z - sin 2z,
ahol ¢, co € R tetszbleges.
A c1 és co szamok kiszdmoldsahoz sziikségiink lesz az v fiiggvényre is:
y'(z) = —2¢1 - sin 22 + 2co - cos 2z.
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
1=y(0) =cy,
masrészt )
1 =2c = co = 3
Tehat a kezdetiérték feladat megoldasa
y(z) = cos 2z + % - 8in 2.
64. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y'(z) +y(x) =0, y(0)=14(0)=-1
kezdetiérték feladatot! Vazoljuk fel a megoldasfiiggvény grafikonjat!
Megoldas:
A differencidlegyenlethez tartozo6 karakterisztikus egyenlet
M +1=0.
A mdasodfoki egyenlet diszkrimindnsa
D = —4

igy egyetlenek két komplex megolddsa van, melyek egymas konjugéltjai. A
megoldasok A\ = 7, A\a = —i. Elegendd az egyik komplex szdmmal tovabb
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dolgozni, valasszuk példaul a A = ¢ megoldast.

Jeloljiik a komplex szam valds részét a-val, képzetes részét 5-val. Ekkor azt
kapjuk, hogy oo = 0, 8 = 1. A differencidlegyenlet dltalanos megoldédsa

y(x) = c1 - € - cos(Bx) + c2 - €** - sin(fx),

vagyis
y(x) =c1-cosz+cy-sinz,

ahol ¢y, ca € R tetszSleges.
A c1 és co szamok kiszdmolasdhoz sziikségiink lesz az ¢/ fiiggvényre is:
y'(x) = —c1 -sinx + co - cos x.
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
1 =y(0) = ¢,
masrészt
—1=19(0) = ca.
Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa
y(x) = cosz —sinz.

Mivel

1 1
x :cosx—sinx:\@' — -cOoST — ——=-sinzx | =
v(@) (ﬂ V2 >

. .
=2 Cos— cosx—sm—-sm:p):
< 4 4

5 (eno+7).

ezért a fliggvény grafikonja:

257

NA NN
AVEIVAVAVE

25|
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65. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az

y'(x) +9y(z) =0, y(0)=1,4(0)=3
kezdetiérték feladatot! Vazoljuk fel a megoldasfiiggvény grafikonjat!
Megoldas:
A differencidlegyenlethez tartozo karakterisztikus egyenlet

A2 +9=0.

A masodfoku egyenlet diszkrimindnsa

D= -9,

igy egyetlenek két komplex megolddsa van, melyek egymds konjugéltjai. A
megolddsok A\; = 3¢, A\ = —3i. Elegend6 az egyik komplex szdmmal tovabb
dolgozni, valasszuk példaul a A = 37 megoldast.

Jeloljikk a komplex szdm val6s részét a-val, képzetes részét 5-val. Ekkor azt
kapjuk, hogy oo = 0, 8 = 3. A differencidlegyenlet dltaldnos megoldédsa

y(x) =c1 - e - cos(fx) + co - ** - sin(fx),
vagyis
y(x) = ¢1 - cos 3z + c3 - sin 3z,

ahol ¢y, c2 € R tetszbleges.

A c1 és cg szamok kiszdmoldsdhoz sziikségiink lesz az ¢/ fiiggvényre is:
y'(x) = =3¢y - sinw + 3cg - cos x.
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt

1 =1y(0) = ¢,

masrészt
3=19(0) = 3co = co = 1.

Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa

y(x) = cos 3z + sin 3z.
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1 1
z) = cos3x +sin3z = V2 - -0053:1;+~sin3:1:) =
y(z) <\/§ V3

= \/5 (cos%.cosi%xqtsin% -sin3x) =

— V2 (cos(?w—%))a

ezért a fliggvény grafikonja:

66. Feladat. irjunk fel olyan médsodrend linedris konstansegyiitthatés homo-
gén differencidlegyenletet, melynek karakterisztikus egyenlete

A2 —B5N+6=0.

Megoldas:
Egy olyan differencidlegyenlet, amely megfelel a feltételeknek
y"(z) = 5y'(x) + 6y (x) = 0.

67. Feladat. Irjunk fel olyan méasodrend linedris konstansegyiitthatés homo-
gén differencidlegyenletet, melynek karakterisztikus egyenlete

A2 —TA+10=0.
Megoldas:
Egy olyan differencidlegyenlet, amely megfelel a feltételeknek
y'(x) = 7y (z) + 10y(z) = 0.

68. Feladat. irjunk fel olyan mésodrendii linedris konstansegyiitthatés homo-
gén differencidlegyenletet, melynek karakterisztikus egyenlete

N —-A+2=0.
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Megoldas:
Egy olyan differencidlegyenlet, amely megfelel a feltételeknek
y'(z) = y'(z) + 2y(x) = 0.

69. Feladat. Irjunk fel olyan méasodrend linedris konstansegyiitthatés homo-
gén differencidlegyenletet, melynek egy megoldasa

y(x) = e 3 . cos 2z + e 3% - sin 2.
Megoldas:
A megoldésfiiggvény
y(x) = e - cos(fx) + e** - (sin fx)
alakd, ahol jelen esetben a« = —3 és 3 = 2. Ez azt jelenti, hogy a karakterisz-
tikus egyenlet gyokei
A2 =—3+2.

A karakterisztikus egyenlet gyoktényezds alakja
A=X1)-(A=X2) =0,
azaz
(A= (=3+2i)) - (A= (=3-2i)) =0,

vagyis
A+3—2i)- (A+3+2)=0.

A zér6jelek felbontdsa utdn azt kapjuk, hogy
A2 3A+2i- A+ 3X+9+6i —2i- A —6i — 4i° = 0.
Elvégezve az dsszevonast és felhaszndlva, hogy i? = —1
A 4+6A+13=0

adodik. Ebbdl felirhat6 egy olyan differencidlegyenlet, melynek karakteriszti-
kus egyenlete az el6bbi masodfoki egyenlet:

y"(x) + 6y (x) + 13y(x) = 0.

70. Feladat. irjunk fel olyan mésodrendi linearis konstansegyiitthatés homo-
gén differencidlegyenletet, melynek egy megoldasa

y(r) = e** e 3.

Megoldas:
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A megoldésfiiggvény
y(x) _ e)\lx + e)\gx

alakd, ahol jelen esetben \; = 2 és Ao = —3, amelyek a karakterisztikus
egyenlet gyokei. A karakterisztikus egyenlet gyoktényezGs alakja

A=X1)-(A=X2) =0,
azaz
()\—2) . ()\—1—3) =0.
A zardjelek felbontdsa utan azt kapjuk, hogy
A +A—6=0.

Ebbdl felirhat6 egy olyan differencidlegyenlet, melynek karakterisztikus egyen-
lete az el6bbi masodfoki egyenlet:

y'(z) +y'(x) — 6y(x) = 0.
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6. Masodrendii linearis konstansegyiitthatés inhomogén
differencialegyenletek megoldasa konstansvarialassal

71. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y"(x) — 5y (x) + dy(x) = 48z + 96, y(0) = 42, 3/ (0) = 18
kezdetiérték feladatot a konstansvaridlas médszerével, majd hatdrozzuk meg az
y(1) fiiggvényértéket!
Megoldas:
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y'(z) = 5y (z) + dy(z) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete
A2 —5A+4=0.

A karakterisztikus egyenlet megoldasai
A2 = ?7
vagyis A\ = 4, illetve Ay = 1.
A homogén egyenlet altaldnos megoldasa
yp =c1-€" ¢y €,
ahol ¢, co € R tetszbleges.
Az inhomogén egyenlet egy megolddsat
Yp(x) = c1(x) - yi(x) + ca() - y2(x)

4z T

alakban keressiik, ahol y;(z) = e** és ya(z) = €.

fliggvények derivaltjait az
(@) pi(z) + c
(@) wh(z) + e

egyenletrendszer megolddsdval kapjuk meg. Behelyettesitve az y; és yo fiigg-
vényeket, valamint azok derivéltjait az

d(z)-e* + dh(x) e = 0 }

A c¢1 és c9 ismeretlen

N> NS

() - ya(z) = 0 }
() -yh(z) = 48z + 96

d(z)-4-e* + dy(x)-e® = 482+ 96
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egyenletrendszerhez jutunk. Ezen egyenletrendszer alapmatrixa
4x T
e e
W(I’) = ( 4e4x e” > )
amelynek determindnsa (vagyis a Wronski-determindns)
det W (z) = —3e°*.

A Cramer-szabdly alkalmazasaval azt kapjuk, hogy
det W1 (I‘)
/ A 2 P
() det W(x)’

ahol
Wi (z) = 0 ) = e (482 + 96)
W= 482 +96 & )~ 7 ’
fgy : )
—e” - (482 + 96 _
d(x) = ~35% = (16x + 32) - e 2.
Szintén a Cramer-szabdly alkalmazdsaval kapjuk, hogy
det Wa(x)
/ —
e2(z) = det W(x)’
ahol
Waa) = ( &2 0 — oM. (432 + 96)
2 4e?® 487 + 96 ’
igy

e*® . (482 + 96)
—3edT

ch(z) = = (—16z —32) -e ",

93

Mivel ismerjiik a ¢} és ¢, fiiggvényeket, ezért integréldssal meghatérozhatok a

c1 és co fliggvények.

A parcidlis integrdlds képletét felhaszndlva azt kapjuk, hogy

c1(x) = /(16x +32) e dr =

e—4:v e—4x
= (162 +32) - — —/16- —de=

:(—4x—8)-e_4x+/4-e_4xdx:

= (—4r—8)- e —e M = (42 —9).
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Szintén a parcidlis integralds képletét felhaszndlva azt kapjuk, hogy

ca(z) = /(—16]5 —32)-e “dr =

—z —z
:(—16:70—32)-61—/—16~eld:c:

—(16w+32)-ez—/16~exdx—

=(162+32)-e*+16-e * =e * - (16x + 48).
Tehét az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris megolddsa
yp(x) = c1(@) - y1(x) + c2(x) - ya(z) =
—e 1. (—4z —9)- ' 4 e (162 +48) - e” =
= —4x — 94 16x 4+ 48 = 122 4 39.
Az inhomogén differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa
y(x) =c1 - e 4 ¢y - e® 4 122 + 39.
Az y fiiggvény derivaltja
Y (z) =4y - € 4 ¢y - eF +12.
Mivel y(0) = 42, ezért
42 = c1 + c2 + 39.
Mivel y/(0) = 18, ezért
18 = 4¢1 + co +12.
Tehat a ¢; és ¢y konstansok meghatarozasidhoz a
cl—l—cz+39:42}
ey + ¢ + 12 = 18

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszert dtrendezve azt kap-
juk, hogy

ci + ¢ = 3
4 + ¢ = 6 [

A maésodik egyenletbdl kivonva az els6t ¢; = 1 adédik, majd ezt az elsé egyen-
letbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy co = 2.

Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa
y(z) = ™ + 2e” 4 12z + 39.
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Az y(1) fiiggvényérték
y(1) = e 4+ 2e + 12 + 39.
72. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y'(z) — 4y (z) + 3y(x) = 322 — 260 + 32, y(0)=7,4'(0)=3

kezdetiérték feladatot a konstansvaridlds médszerével!
Megoldas:
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet

y'(x) = 4y'(z) + 3y(z) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete

A —4\+3=0.

A karakterisztikus egyenlet megoldasai

4+2
Al,QZT,

vagyis A\; = 3, illetve A\ = 1.
A homogén egyenlet dltalanos megolddsa
yp =c1- € 4y €,
ahol c1, c2 € R tetszbleges.
Az inhomogén egyenlet egy megolddsat
yp(x) = c1(x) - yi(x) + ca(x) - y2(x)

alakban keressiik, ahol yi(z) = €3* és ya(x) = €. A ¢ és ¢y ismeretlen
fliggvények derivaltjait az

Alx)-m(z) + ) p(z) = 0 }
Ax)-yi(x) + ch(x) vh(r) = 322 — 262 + 32

egyenletrendszer megolddsdval kapjuk meg. Behelyettesitve az y; és yo fiigg-
vényeket, valamint azok derivéltjait az

c(z)-e3 + ch(x) e = 0
d(z)-4-e3* + dy(x)-e* = 32— 26z + 32
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egyenletrendszerhez jutunk. Ezen egyenletrendszer alapmatrixa

e e

X
W(:U) = ( 363z e ) )
amelynek determindnsa (vagyis a Wronski-determinans)

det W (z) = —2¢**,

A Cramer-szabdly alkalmazdsaval azt kapjuk, hogy

det Wl (1’)
I —_—
@) = W)
ahol
o 0 ex _ =z 2
Wi(z) = < 322 — 260 432 o > = —e” - (32" — 26z + 32),
igy

—e? - (322 — 261 + 32)

i = (1,52 — 132 4 16) - e "

c(z) =

Szintén a Cramer-szabdly alkalmazdsaval kapjuk, hogy

det WQ(.T)
/ —_—
e2(z) = det W(x)’
ahol
Wa(z) = o 0 =3 . (322 — 26z + 32)
DTN 363 342 _96p432 ) T T TR
igy
3x | 2 _ ) 2
z) = B =20 3D e g 16). e

f264x

Mivel ismerjiik a ¢} és ¢}, fiiggvényeket, ezért integraldssal meghatdrozhatok a
c1 és co fiiggvények.
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A parcidlis integrdlds képletét felhaszndlva azt kapjuk, hogy

ci(x) = /(1, 522 — 132 + 16) - e 3% dx =

—3z —3z
= (1,522 — 13z + 16) - e_3 /(393 —13)- S g de=

1 1
= (—0,522 —1—33 —Eﬁ) e 3 4 < ) e 3 dr =
e

13 16 13 —3z e 3"
0,5 —r— ). — =
< z* + 3 3 > e 7+ <m 3 ) 3 / 3

1 1 1 1 1
< 0556 +3$—6—.’E—|—3—>.e3$:

3 3 3 9 9
= (0,52 + 4z — 4) - 7.

Szintén a parcidlis integralds képletét felhaszndlva azt kapjuk, hogy

cox) = /(—1, 522 + 13z — 16) - e “dx =

= (1,52° — 132+ 16) - e * + /(—396 +13)-e ¥dx =

—$

= (1,52° — 132 +16) - e % + (—3z + 13) - —+

—1
+/—3-e_$d$:

= (1,522 - 1324+ 1643z —13+3) - e ®
= (1,52° — 10z +6) -

Tehat az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris megolddsa
Yp(x) = c1(z) - y1(z) + c2(x) - ya(z) =
= (=0,52% + 4z —4)-e 3. 3 4 (1,52% — 10z +6) -e ¥ - e”
=2 — 62+ 2.

Az inhomogén differencidlegyenlet dltalinos megoldésa
y(x) =c; -+ cy- e + a2 — 62+ 2.
Az y fiiggvény derivaltja
Y (x) = 3c1 - ¥ + g - €” + 22 — 6.
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Mivel y(0) = 7, ezért
T=c 4+ co+ 2.

Mivel y/(0) = 3, ezért
3=3c1+c2—6.

Tehat a c; és co konstansok meghatdrozdsiahoz a

cit + o + 2 =7
4c1 + ¢ — 6 = 3

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszert dtrendezve azt kap-
juk, hogy

cit + ¢ = 5
3ci + ¢ = 9 (-

A maésodik egyenletbdl kivonva az els6t 2¢; = 4 addédik, vagyis ¢c; = 2 majd
ezt az elsd egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy co = 3.

Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megoldasa

y(z) = 2e3% + 3¢ + 22 — 62 + 2.
73. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az

y' (@) + 3y (2) + 2y(2) =4z, y(0) =5,4'(0) = -1
kezdetiérték feladatot a konstansvaridlds moédszerével!
Megoldas:
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y'(z) +3y'(x) + 2y(x) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete
A +30+2=0.

A karakterisztikus egyenlet megolddsai

—-3+1
2 Y

A2 =

vagyis \; = —1, illetve Ay = —2.
A homogén egyenlet dltaldnos megolddsa
yp=c1-e " ey e,

ahol ¢, co € R tetszoleges.
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Az inhomogén egyenlet egy megolddsat
Yp(x) = c1(x) - y1(x) + ca() - y2(x)

alakban keressiik, ahol y1(z) = e~ és ya(x) = e72¥. A ¢; és cy ismeretlen
fliggvények derivaltjait az

@) -m(z) + ) ylz) = 0 }
Adx)-vi(x) + d(z)-vhlxr) = 4o

egyenletrendszer megoldasaval kapjuk meg. Behelyettesitve az y; és yo fiigg-
vényeket, valamint azok derivéltjait az

dz)-e® + dyz)-e® = 0 }

—di(x)-e™ — 2d(x)-e7® = 4z
egyenletrendszerhez jutunk. Ezen egyenletrendszer alapmaétrixa
e % 6—2513
W(l’) - < —e7 2 _26—2:0 ) )
amelynek determindnsa (vagyis a Wronski-determinans)
det W(z) = —e 3.

A Cramer-szabdly alkalmazdsdval azt kapjuk, hogy

7 B det Wi (x)
alz) = det W(z)’

ahol
0 e7* _
Wl(flf) - ( dr e~ 2= ) =—dx-e 217
igy ,
— 4y e "2
Cll(.r) = _‘/Ijei_esx = 436 . em.

Szintén a Cramer-szabdly alkalmazasaval kapjuk, hogy
det W (x)
/ _ v et/
e2(2) det W(x)’
ahol
e ® 0 _
W2($):< — 4x>:4$'ex?

—e
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gy

dz - e™*
c&(m):i:—éla:-e

2z
_e—3ac :

Mivel ismerjiik a ¢ és ¢, fiiggvényeket, ezért integraldssal meghatdrozhatdk a
c1 és co fiiggvények.

A parcidlis integrélds képletét felhaszndlva azt kapjuk, hogy
ca(z) = /4x ce¥dx =

:4m-e$—/4-exdx:
=4x-e’ —4-e" = (4x —4) - e".

Szintén a parcidlis integralds képletét felhaszndlva azt kapjuk, hogy
coz) = /—433 ¥ dr =
:_2x.e2x+/2~e2zdx:
= 212 4 2 = (—2x+1)- 2",
Tehat az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris megoldasa

Yp(x) = c1(w) - y1(x) + c2(x) - ya(x) =
:eix'(437—4)'63‘“—}—67%-(—2.%4-1)'er:
=2x — 3.

Az inhomogén differencidlegyenlet dltalanos megoldésa

y(x) =c1-e " +cy-e 2 4 22 — 3.
Az y fliggvény derivaltja

y(x) = —c1-e % —2cy-e 2 2
Mivel y(0) = 5, ezért

d=c1+c2+3.
Mivel y/(0) = —1, ezért
—1=—cy —2¢cy + 2.
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Tehat a c; és co konstansok meghatdrozdsahoz a
cit + ¢ + 3 = 5
—c1 — 2c + 2 = -1

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszert dtrendezve azt kap-
juk, hogy

c1 + co = 2
—C1 — 262 = -3 ’

A két egyenlette Osszeadva c; = 1 addédik, majd ezt az elsé egyenletbe behe-
lyettesitve azt kapjuk, hogy ¢; = 1.

Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa
y(r) =e® +e 2 422 — 3.
74. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y"(x) + 3y (2) + 2y(x) = 6", y(0) =3, y'(0) = -2
kezdetiérték feladatot a konstansvaridlds modszerével!
Megoldas:
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y'(x) + 3y () + 2y(x) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete

AN +32+2=0.

A karakterisztikus egyenlet megolddsai

vagyis A} = —1, illetve Ay = —2.
A homogén egyenlet dltaldnos megoldésa
yh=rcr-e " +eye
ahol c1, c2 € R tetszbleges.
Az inhomogén egyenlet egy megoldasat

Yp(z) = c1(x) - y1(x) + ca(w) - ya(z)
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alakban keressiik, ahol y1(z) = e~ és y2(x) = e72¥. A ¢ és cy ismeretlen
fliggvények derivaltjait az

(@) -y(z) + &) -y = 0

(@) -vi(x) + &) -y(r) = e

egyenletrendszer megolddsdval kapjuk meg. Behelyettesitve az y; és yo fiigg-
vényeket, valamint azok derivaltjait az

dz)-e® + dy(z)-e® = 0
—d(x)-e™ — 2d(x)-e7® = 6e”

egyenletrendszerhez jutunk. Ezen egyenletrendszer alapmatrixa
e % 6721
W(x) = ( e ¥ _26721 ) )
amelynek determindnsa (vagyis a Wronski-determindns)
det W (z) = —e 3.

A Cramer-szabdly alkalmazasaval azt kapjuk, hogy

det W1 ()
() —
(@) = det W (x)’
ahol
0 - —z
Wl(x> = < Ge® e—2:v > = —06e 7,
fgy .
cll (33) = __66.—6336 - 662:6'

Szintén a Cramer-szabdly alkalmazdsdval kapjuk, hogy

det Wa(x)
/ _
e2() = det W(x)’
ahol
e * 0
WQ(‘r) = ( e~ T @t ) =6,
igy 6
ch(w) = ——g5 = =6,

Mivel ismerjiik a ¢} és ¢}, fiiggvényeket, ezért integraldssal meghatdrozhatok a
c1 és co fiiggvények.
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A c; fiiggvény:
c(z) = /6 -e® dx = 3e°.
A ¢y fiiggvény:
ca(z) = /—6633: dz = —2e37.
Tehat az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris megolddsa
yp(x) = c1(x) - yi(x) + ca(w) - y2(2) =
— 32T T _ 9437 20 _ @
Az inhomogén differencidlegyenlet dltalinos megolddsa
y(x) =c1-e T4y e 2 fe”.
Az y figgvény derivaltja
Y (z) = —c1-e % —2cy-e 2 4 e”,
Mivel y(0) = 3, ezért
3=c1+cog+ 1.
Mivel y/(0) = —2, ezért
—2=—c1 —2cy + 1.
Tehat a c; és co konstansok meghatdrozdsdhoz a

cqa + ¢ 4+ 1 = 3
—c1 — 2¢c0 + 1 = =2

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszert dtrendezve azt kap-
juk, hogy
c1 + Cc2 2
—c1 — 2c = -3 }

A két egyenlette Osszeadva co = 1 adddik, majd ezt az elsd egyenletbe behe-
lyettesitve azt kapjuk, hogy ¢; = 1.

Azt kaptuk tehdt, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa
y(x) =e % e 2 4%
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75. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y'(z) — 4y'(z) + 4y (x) = 20z, y(0) =6, y'(0) =3

kezdetiérték feladatot a konstansvaridlds modszerével!
Megoldas:
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet

y'(z) — dy'(z) + 4y(z) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete

A2 —4X+4=0.

A karakterisztikus egyenlet megolddsai A\; = 2.
A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldédsa

2x 2x
Yp =C1 €7 +co-x €77,

ahol c1, co2 € R tetszbleges.

Az inhomogén egyenlet egy megoldasat
yp(x) = c1(z) - y1(2) + ca() - ya(w)
alakban keressiik, ahol 31 (z) = e%* és ya(z) = 2 - €®*. A ¢ és co ismeretlen
fliggvények derivaltjait az
(@) -yi(z) + &) ) = 0 }
(@) -yi(r) + &) yp(r) = 20z

egyenletrendszer megolddsaval kapjuk meg. Behelyettesitve az y; és yo fiigg-
vényeket, valamint azok derivaltjait az

c(z)-e™" + ca(
g

r)-e?® = 0
2ci(z) - e*® + (1+27) dy(x)-e72* = 20z

egyenletrendszerhez jutunk. Ezen egyenletrendszer alapmatrixa

2x 2x
e T-e
W(JJ) - < 2e2% (1 + ZIE) . g2 > ’
amelynek determindnsa (vagyis a Wronski-determindns)

det W(z) = —e’2.
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A Cramer-szabdly alkalmazdsaval azt kapjuk, hogy

) = i‘lﬁ%gf’
ahol . -
Wi(z) = < 20z (1 f2;) e ) = =202 - €™,
fgy
c(x) = _20_2256236 = —20z-e 22,

Szintén a Cramer-szabaly alkalmazasaval kapjuk, hogy

;o det Wa(x)
ex() = det W(z)’

ahol )
e“? 0
WQ(x) = ( 262m 20z ) = 20z - e?x’
igy ,
20x - e*
ch(z) = % =20z -e 2,

105

Mivel ismerjiik a ¢ és ¢, fiiggvényeket, ezért integraldssal meghatdrozhatdk a

c1 és co fiiggvények.

A parcidlis integrdlds képletét felhaszndlva azt kapjuk, hogy
ci(z) = /—20:1:2 e dy =

= 1022 e %% — /203@ e Ay =

=1022 e 4+ 10z -2 + 5.2 =
= (102 + 10z +5) - e~ 2,

Szintén a parcidlis integralds képletét felhasznalva azt kapjuk, hogy
co(z) = /203; e dy =
=—10z-e 2 + / 10-e 2% dx =

=10z -e 2% —5e % = (—10z — 5) - e 2%,
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Tehat az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris megolddsa
yp(z) = c1(x) - yi(x) + ca(x) - y2(2) =
= (102° + 102 +5) - e 72" - e** 4+ (=102 — 5) - e 2% .z - e** =
= (102 4+ 10z + 5 — 102% — 5z) - ** = (52 + 5) - e**.
Az inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldasa
y(z) = e 4y €% 4+ 51+ 5.
Az y fiiggvény derivaltja
21

Y(z) =21 e 4 co-e® + 29 10

Mivel y(0) = 6, ezért

6 =cy+ 5.
Mivel y'(0) = 3, ezért
3 =2c1 + co.
Tehat a c; és ¢y konstansok meghatarozasédhoz a
C1 + 5 = 6
2c1 + ¢ = 3

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az els6 egyenletbdl ¢; = 1 adédik, majd
ezt a masodik egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy co = 1.

Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megoldasa
y(z) = e*® + x- e 4 5z + 5.
76. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y' (@) +4y(z) = 4z, y(0)=1,4(0) =3

kezdetiérték feladatot a konstansvaridlds modszerével! Vazoljuk fel a megol-
dasfiiggvény grafikonjat!

Megoldas:
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y"(x) +4y(z) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete
M +4=0.

A karakterisztikus egyenlet megolddsai A\ o = £2i. Legyena = 0és 3 = 2.
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A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldédsa
Yp = €1 - €oS 2x + ¢ - sin 2z,

ahol ¢, co € R tetszbleges.
Az inhomogén egyenlet egy megolddsat
Yp(x) = c1(x) - y1(x) + c2(@) - ya2()
alakban keressiik, ahol y; (x) = cos 2z és y2(x) = sin 2z. A ¢; és co ismeretlen
fiiggvények derivaltjait az
(@) n@) + &) ya@) = 0 }
Ax)-yi(z) + @) @) = 4o

(z) -y
egyenletrendszer megolddsaval kapjuk meg. Behelyettesitve az y; és yo fligg-
vényeket, valamint azok derivéltjait az

d(x)-cos2x + dy(x)-sin2x = 0 }

—2¢)(z) -sin2x + 2c(x)-cos2z = 4dx

egyenletrendszerhez jutunk. Ezen egyenletrendszer alapmatrixa

cos 2x sin 2x
W(z) = < —2sin2z 2cos2x >’

amelynek determindnsa (vagyis a Wronski-determindns)
det W (z) = 2 (cos® 2z + sin’ 2z) = 2.

A Cramer-szabdly alkalmazdsdval azt kapjuk, hogy

poo det Wi(x)
alz) = det W(x)’

ahol

4r 2cos2z | —4x - sin 2z,

Wl(x):< 0 sin2z >

1gy A o
ci(r) = TR SMET —2x - sin 2z.
2

Szintén a Cramer-szabdly alkalmazdsédval kapjuk, hogy

_ det Wa(x)

cle) = det W(z)’
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ahol
cos 2z 0
Wa(z) = ( C9¢in2r dx ) = 4z - cos 2z,
fgy A )
ch(x) = w = 2z - cos 2.

Mivel ismerjiik a ¢} és ¢, fiiggvényeket, ezért integréldssal meghatérozhatok a
c1 és co fiiggvények.

A parcidlis integralas képletét felhasznélva azt kapjuk, hogy

c1(x) = /—233 -sin 2z dr =

= —x - (— cos2z) —/cos2xdx =

sin 2x
2
Szintén a parcidlis integralds képletét felhaszndlva azt kapjuk, hogy

= x-Ccos2x —

co(x) :/2x-cos2xd$:

:x-sin2x—/sin2xdaz:

cos 2z
2
Tehat az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris megoldasa

= x-sin2x +

yp(x) = e1(x) - y1(2) + ca(2) - y2(2) =

in 2 2
= <a:-cos?x— s1n2 x> - cos2x + <a:-sin2x+ COS2 x> -sin2x =

sin 2z - cos 2x . 9 sin 2z - cos 2z
—— +z-sin" 20+ ——— =

2 2
= - (cos® 2z + sin? 2z) = .

=1 -cos® 2x —

Az inhomogén differencidlegyenlet dltalinos megoldésa
y(x) =c1 - cos2x + ¢y - sin 2z + x.
Az y fiiggvény derivaltja
y'(z) = —2¢p - sin 22 + 2¢o - cos 2z + 1.
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Mivel y(0) = 1, ezért
1=nc¢.
Mivel y/(0) = 3, ezért
3=2c+1 = co = 1.
Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa
y(x) = cos 2z + sin 2z + x.

Legyen

y(z) = g(z) + h(x),
ahol g(z) = cos 2z + sin 2z és h(x) = x.
Mivel

g(z) = cos 2z +sin 2z = V2 - (sin% - cos 2x + cos% . sin2$) —

= 2~sin<2x+%>Z\@'Sin(2'<$+%)),

igy az y megoldasfiiggvény grafikonjat megkaphatjuk gy, hogy a g és h fligg-
vények pontonkénti dsszegét vesszik.

77. Feladat. Legyen z € R. Tekintsiik az
y"(x) = 6y'(x) + 9y(x) =4-¢*, y(0) =0, y'(0) =2
kezdetiérték feladatot!

a) Adjuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat a konstansvaridlas
modszerével!

b) Hatarozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldasfiiggvényét!
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¢) Adjuk meg a megoldésfiiggvény zérushelye(i)t!
d) Vizsgiljuk meg monotonitds és lokdlis sz&lséérték szerint az y fiiggvényt!
e) Vizsgéljuk meg konvexitas és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!
f) Szamoljuk kia lim y(x) hatdrértéket!
Tr—r—00
g) Széamoljuk ki a lim y(x) hatarértéket!
T—r00
h) Vizsgaljuk meg paritds szerint az y fliggvényt!
i) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!
Megoldas:
a) Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y'(x) = 6y'(z) + 9y (z) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete
A —6X+9=0,
azaz
(A=3)>=0

Tehat a karakterisztikus egyenlet egyetlen megoldasa A = 3 kétszeres mul-

tipicitassal (vagyis \; = 3 és Ay = 3).

A homogén egyenlet 4ltaldnos megolddsa

yp=c1-€" +cy-x -,
ahol c1, co € R tetszdleges.
Az inhomogén egyenlet egy megoldasat
yp(x) = c1(x) - yi(x) + ca() - y2(x)
alakban keressiik, ahol 31 () = €3% és yo(x) = z-e3*. A c; és co ismeretlen
fliggvények derivaltjait az
@) n@) + @) -ya) = 0
@) yi(@) + i) yhla) = 4-*

egyenletrendszer megolddsdval kapjuk meg. Behelyettesitve az y; és yo
fliggvényeket, valamint azok derivéltjait az

c(z)-e3 + Az) r-e3 = 0
3ci(x)- e + (1+3x) dy(x)- -3 = 43
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egyenletrendszerhez jutunk. Ezen egyenletrendszer alapmatrixa
3x 3x
e T-e
W(x) - < 38335 (1 + 31.) . e&r ) )
amelynek determindnsa (vagyis a Wronski-determinans)
det W (z) = 5.
A Cramer-szabdly alkalmaz4saval azt kapjuk, hogy

poo det Wi(z)
@) = Fw)

ahol
0 e3x
Wl(x) - ( 4¢3 (1 +31‘) . @37 > = —4dx - eG:c’
igy
—4x - 57
(@) = o =~z

Szintén a Cramer-szabaly alkalmazésaval kapjuk, hogy

det Wa(z)
/ _
c2(%) = det W(x)’
ahol
e3x 0 .
WQ(J") = < 3637 437 > = 466 ,
igy

4661’
ch(z) = o = 4

Mivel ismerjiik a ¢} és ¢} fiiggvényeket, ezért integraldssal meghatérozhatok
a cy és ¢y fiiggvények.

A ¢ fiiggvény

c(z) = /—4x dz = —222.

A ¢y fliggvény

o) = /4dm .
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b)

d)
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Tehat az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris megolddsa
Yp(x) = c1(z) - y1(x) + c2(@) - ya(z) =

= 222 . &3 4 422 . 37 = 222 . 37,

Az inhomogén differencidlegyenlet dltalanos megoldasa
y(x) =cp - + ey a3 4222 - 3

= (cl + ¢ -x+2$2) - e37,

Az y fiiggvény derivaltja
Y () = (c1 +42) - 3% + (¢1 + ¢2 -z + 222) - 3e3.
Mivel y(0) = 0, ezért
0=rc.

Mivel y/(0) = 2, ezért
2 =co + 3¢y,

vagyis co = 2. Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megoldasa
y(r) = (22% + 2z) - .

A (222 + 22) - €3 = 0 egyenletet kell megoldanunk. Mivel e3% £ 0, ezért
222 4+ 22 =0,
vagyis
2z - (x+1) =0,

igy az egyenlet megoldésai, vagyis az y fiiggvény zérushelyei x1 = 0, illetve
To = —1.

Az y'(x) = 0 egyenletet kell megoldanunk. Az y fiiggvény derivdltja
Y (z) = (4 +2) - &3 + (222 + 22) - 3637 = 3% - (627 4 102 + 2).
Mivel e3% £ 0, ezért
6% + 10z + 2 = 0.

Az egyenlet megoldasai

-10+v52  —5+13
2 6

Az elsérendii derivalt eljelét vizsgalva az alabbi tablazathoz jutunk:

T12 =
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" ] _ 0 —5—6¢E —5—6¢ﬁ —5—6\/ﬁ; —54—6\@[
y'(x) + 0 -
y(x) Va lok. max. \
y(x) értéke ~ 0,0169
z *5+6\/ﬁ } *5+6‘/ﬁ; oo[
y'(x) 0 +
y(x) lok. min. v

y(x) értéke | =~ —0,1777

e) Az y"(x) = 0 egyenletet kell megoldanunk. Az y fiiggvény masodrendi
derivaltja

Y’ (x) = 3e3 - (622 + 102 + 2) + 3 - (122 + 10) =
= e* . (182% + 422 + 16).
Mivel e3% £ 0, ezért
1822 +422+16 =0 = 922 4+ 21z + 8 = 0.

Az egyenlet megoldasai

—21+V153  —7+/17
18 6

Az mésodrendii derivalt el6jelét vizsgédlva az aldbbi tablazathoz jutunk:

T2 =

L =T=VIT 717 —7-VIT. —T+V17
z T TG [ 6 6 6 [
y'(z) + 0 -
y(x) konvex infl. pont konkav

y(z) értéke ~ —0,1184




114 DR. KEZI CSABA GABOR

x _7+6\/ﬁ } —7-%\/ﬁ; o0 [
y" () 0 +
y(x) infl. pont konvex
y(x) értéke ~ 0,0121

f) Az y(z) fuggvény hatdrértéke —oo-ben (a L’Hospital-szabaly felhaszndla-
saval):

222 + 2z
. T 2 L3 _
xgriﬂoo y(a:) o :EEIEIOO(QZE + 2$) © ng@oo e—3x
. 4+ 2
= lim = lim =0

z——00 —3e73% 1500 Qe—3%
g) Az y(x) fuggvény hatérértéke oo-ben:

lim y(z) = lim (22% 4 27) - €3 = cc.
T—>00 T—00

h) Mivel
y(—a) = (202 — 2) - e,
ezért
y(=z) # y(x),
igy az y fiiggvény nem péros.
Mivel
—y(z) = (—22% — 22)e7,
ezért

y(—.’E) 7é —y(ﬂ?),
igy az y fiiggvény nem pératlan.

i) Az y fiiggvény grafikonja:
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7. Masodrendii linearis konstansegyiitthatés inhomogén
differencialegyenletek megoldasa probafiiggvénnyel

78. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y" (@) + 3y (z) + 2y(x) = 22% + 14z + 26, y(0) =8,4'(0) =1
kezdetiérték feladatot a probafiiggvény maédszerrel!
Megoldas:
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
v (x) + 3y (z) + 2y(z) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete

AN 4+3\+2=0.

A karakterisztikus egyenlet megoldasai

vagyis A\; = —2, illetve Ay = —2.
A homogén egyenlet dltalanos megolddsa

Yp=c1-e "4 cy-e 2,
ahol ¢, c2 € R tetszbleges.
Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat

yp(r) =A-2°+B-2+C
alakban keressiik.
Az y, fliggvény deriviltja
y;,(x) =2A -2+ B,
az y, fliggvény masodrendd deriviltja
Yy, (x) = 2A.
Ezeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy
2A+3-(2A- x4+ B)+2- (A -2 + B2+ C) = 22 + 14x + 26.
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A bal oldalon felbontva a zardjeleket és a tagokat fokszdm szerint rendezve azt
kapjuk, hogy

24 - 2% + (6A+2B) - x + 2A + 3B + 2C = 22* + 142 + 26.

A megfeleld fokszdmi tagok egyiitthatdit 6sszehasonlitva az

2A = 2
6A + 2B = 14
24 + 3B + 2C = 26

egyenletrendszerhez jutunk. Az elsG egyenletb$l azt kapjuk, hogy A = 1.
Ezt felhaszndlva a masodik egyenletbdl az kovetkezik, hogy B = 4, végiil a
harmadik egyenletbdl C' = 6 adddik.

Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasa
yp(x) = 2 + 4o + 6.
Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa
y(x)=c-e T+ ey e X 42?4 4z + 6.
Az y fiiggvény derivaltja
Yy (z)=—c1-e % —2co-e T +2x+4.
Mivel y(0) = 8, ezért
8 =c1 +co2+6.
Mivel y/(0) = 1, ezért
1=—c; —2¢cy +4.

Tehat a c; és ¢y konstansok meghatarozasdhoz a

cc + ¢ + 6 =8 }

—c1 — 2c + 4 =1

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszert dtrendezve azt kap-
juk, hogy

c1 + Cy = 2
—c1 — 2¢c9 = -3 '

A két egyenletet 6sszeadva co = 1 adédik, majd ezt az elsd egyenletbe behe-
lyettesitve azt kapjuk, hogy ¢; = 1.

Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megoldasa
y(x) = e % +e 2 + 2?2 + 4z + 6.
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79. Feladat. Legyen z € R. Oldjuk meg az
y'(x) =y (x) — 6y(x) =12-e*,  y(0) =0,y'(0) = ~7
kezdetiérték feladatot a probafiiggvény modszerrel!
Megoldas:
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y"(z) —y'(z) - 6y(z) = 0.

Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete

M —X-6=0.
A karakterisztikus egyenlet megolddsai
1+£5
)\1,2 = Ta

vagyis A\ = 3, illetve Ay = —2.
A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldédsa
yp = c1-€" + ey e,
ahol ¢y, co € R tetszoleges.
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat
() = A e

alakban keressiik.
Az y, fliggvény deriviltja

yp(x) = 2A - %,
az y, fliggvény masodrendi derivéltja

yp(r) =4A- e,
Ezeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy

4A - e —24-e¥ —6A-e*® =122,
vagyis
—4A - ¥ =12. %,

igy A =-3.
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Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasa
ypla) = =3 - >,
Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldasa
y(z) =¢c1 - €3 4y e — 3. 27,
Az y fiiggvény derivaltja
Y (2) = 3cp -7 — 2cy - 072 — 6. 7.
Mivel y(0) = 0, ezért
0=cy4+co—3.
Mivel y/(0) = —7, ezért
—7 =3c1 — 2¢cy — 6.
Tehat a c; és ¢y konstansok meghatarozasahoz a

cic + ¢ — 3 = 0
301—202—6:—7

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszert dtrendezve azt kap-
juk, hogy
c1 + Cco = 3
3ci — 2¢c9 = -1 }

Az els6 egyenlet kétszereséhez hozzdadva a masodik egyenletet ¢; = 1 adédik,
majd ezt az elsd egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy co = 2.

Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa

y(x) = 3% 4 e — 327,
80. Feladat. Legyen x € R. Oldjuk meg az

y'(2) — o (x) = 6y(z) =10, y(0) =2, y/(0) =3

kezdetiérték feladatot a prébafiiggvény méodszerrel!
Megoldas:
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet

y'(z) = y'(z) — 6y(x) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete

A —A—6=0.
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A karakterisztikus egyenlet megolddsai
M2 = ——,

vagyis A\; = 3, illetve Ay = —2.
A homogén egyenlet altalanos megoldasa

yp = c1 €7 ey e,
ahol c1, c2 € R tetszoleges.

Mivel az inhomogén egyenlet jobb oldaldn szereplS e3* tag a homogén egyen-
let 4ltalanos megolddsaban is szerepel és 3 egyszeres multiplicitdsi gyoke a
karakterisztikus egyenletnek, ezért elsdérendii rezonancia 1ép fel, igy az inho-
mogén egyenlet egy partikuldris megolddsat

ypla) = A~z
alakban keressiik.
Az y, fliggvény deriviltja
yp(x) = A- (e3* + 3z - &37).
Az y, fliggvény masodrendd derivéltja
yy(x) = A- (3" + 3¢ + 9z - €3).
Ezeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy
A- (36’ +3e% + 97 - e%) — A (e + 37 e¥) — 64 -z =10 €%,

vagyis
5A -3 =103,
igy A =2.
Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuladris megoldasa
yp(x) = 21 - &3,

Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa
y(x) =c1 - 4y e 2 42z - 37,
Az y fiiggvény derivaltja
y'(x) = 3ey - €3 — ¢y e 4+ 2.6 4 61 - &7,

Mivel y(0) = 2, ezért
2=rc1+ co.
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Mivel y/(0) = 3, ezért
3=3c1 —2¢c0 + 2.
Tehat a c; és cy konstansok meghatarozasidhoz a
c1 + C9 = 2
3¢c1 — 2¢c + 2 = 3

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszert atrendezve azt kap-
juk, hogy

cT + ¢ = 2
3ci1 — 2¢c9 = 1 (-~

Az elsd egyenlet kétszereséhez hozzdadva a méasodik egyenletet ¢; = 1 adddik,
majd ezt az elsd egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy co = 1.

Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa
y(z) = &3 4727 4 22 - &%,
81. Feladat. Legyen x € R. Oldjuk meg az
y'(z) — 43 (z) + 3y(x) = 32° 4+ 10z + 19 — e*® + 4sinx + 2cos =

differencidlegyenletet a probafiiggvény modszerrel! Majd adjuk meg azt a meg-

oldasfiiggvényt, amely teljesiti az y(0) = %, y'(0) = 1 feltételeket!

Megoldas:
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y'(z) — 4y'(x) + 3y(x) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete
A —4X+3=0.

A karakterisztikus egyenlet megolddsai

4+2
A2 =—5—,

vagyis A1 = 3, illetve A\ = 1.
A homogén egyenlet dltalanos megolddsa
yp =c1- ¥ 4oy e,

ahol ¢y, co € R tetszbleges.
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Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat
yp(r) =A-2° +B-2+C+D-e* + E-sinx + F-cosx
alakban keressiik.
Az y, fliggvény deriviltja
yp(x) =2A-x+ B+2D-e* + E-cosx — F - sinx.
Az y, fliggvény mdsodrendii derivéltja
yp(x) =2A +4D - e’ — F.sinz — F - cos .
Ezeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy
2A+4+4D -e** — E -sinz — F - cosz—
—4- (2A-x+B+2D‘e2x+E-cosx—F-sinx)+
+3- (A-x2+B-x+C+D-e2x+E-sinx+F‘COS$) =
=322 + 10z + 19 — ** + 4sinz + 2 cos z,
vagyis
3A-22 + (3B —8A) -2 +3C —4B+2A - D - ¥+
+ (2E+4F) -sinx + (2F —4FE) - cosz =
=322 + 102 + 19 — *® + 4sinz + 2 cos .

A megfelel6 tagok egyiitthatdit 6sszehasonlitva az

3A = 3
—8A + 3B = 10
2A — 4B + 3C = 19
- D = -1

2F + 4F = 4

- 4F + 2F = 2

7

egyenletrendszerhez jutunk. Az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy A = 1. Ezt
behelyettesitve a masodik egyenletbe B = 6 adddik. A harmadik egyenletbdl
azt kapjuk, hogy C' = %. A negyedik egyenletbdl D = 1 adédik. Ha az 6todik
egyenlet kétszeresét hozzdadjuk a hatodik egyenlethez, akkor azt kapjuk, hogy
F =1, végiil ezt visszahelyettesitve az 6todik egyenletbe £/ = 0 adddik.

Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa

41
yp(x) = 2° + 62 + 3 + €% 4 cos .
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Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa

41
y(x):01-e3x+62-ex+x2+6x+§—|—e2x+cosx.

Az y fiiggvény derivaltja
y(r) =3c1- e + e +20+6+2- ™ —sina.

Mivel y(0) = % ezért

2 bt et L1
—=ci+c+— .
3 1Ty
Mivel y/(0) = 1, ezért

1=3c1 +co+6+2.

Tehat a c; és cy konstansok meghatarozasidhoz a

123

ci + ¢ + 2 = —13
3ci, + ¢ + 8 = 1
egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszert atrendezve azt kap-
juk, hogy
cpt + c = -—15
3ci1 + ¢ = =T (°
A madsodik egyenletetbdl kivonva az els6t ¢; = 4 addédik, majd ezt az els6

egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy co = —19.
Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megoldasa

41
y(x) = 4¢3 —19e” + 2% + 62 + 3 + e** + cos .

82. Feladat. Legyen x € R. Oldjuk meg az

y"(z) + 3y (x) — 10y(z) = 2" - sh .
differencidlegyenletet a probafiiggvény médszerrel!
Megoldas:
Mivel

e’ —e
2 )
ezért a differencidlegyenlet atirhaté ugy, hogy

y'(@) + 3y (z) — 10y(z) = e** — 1.

—T
shz =
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Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y"(z) + 3y'(x) — 10y(z) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete
A2 43X —10 =0.

A karakterisztikus egyenlet megolddsai

vagyis A\; = 2, illetve Ay = —5.

A homogén egyenlet altalanos megoldasa

2 —
yn = c1-e* ey e 07,

ahol c1, c2 € R tetszodleges.

Mivel az inhomogén egyenlet jobb oldaldn szereplS e?* tag a homogén egyen-
let 4ltalanos megolddsaban is szerepel és 2 egyszeres multiplicitdsi gyoke a
karakterisztikus egyenletnek, ezért elsdrendii rezonancia 1ép fel, igy az inho-
mogén egyenlet egy partikuldris megolddsat

yp(r) =A-2-e* + B
alakban keressiik.
Az y, fliggvény deriviltja
yp(x) = A- (e2$ + 2z - eh).
Az y, fiiggvény masodrendd derivéltja
yy(x) =A- (2% + 2e** + 4z - 7).
Ezeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy
A (4621+4x'62x) + 34 (62x+2x'62$) — 104 -z-e*®* —10B = ** — 1,
vagyis
TA-e*® —10B = ** — 1,
1
10°
Tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa

1 1
yp(z) = 2 e® + 10"

igyA:%ésB:
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Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa

_ 1 1
y(x):cl-eZ”—l—cz-e 5”+?x-e2”"+ﬁ.

83. Feladat. Legyen x € R. Oldjuk meg az
Y () — 4y (z) + dy(z) = 16e*® + 8z
differencidlegyenletet a probafiiggvény modszerrel!
Megoldas:
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y'(z) = 4y () + 4y (x) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete
AN —4N+4=0,
azaz
(A—22=0
Tehat a karakterisztikus egyenlet egyetlen megoldasa A = 2 kétszeres multi-
plicitassal (vagyis \; = 2 €s Ay = 2).
A homogén egyenlet dltalanos megolddsa

2x 2x
Ypb =C1- €7 +co-x e

ahol c1, co € R tetszbleges.

Mivel az inhomogén egyenlet jobb oldaldn szerepls 16e>* tag megolddsa a
homogén egyenletnek és 2 kétszeres multiplicitdsi gyoke a karakterisztikus
egyenletnek, igy az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasat

yplz)=A-2* e* +B-z+C
alakban keressiik.
Az y, fliggvény deriviltja
y(x) =A- (2z- e® + 227 - *") + B.
Az y, fliggvény mdsodrendi derivéltja

yp (@) = A (26* +4x - e + 4z - e** + 42 - 7).
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Ezeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy
A- (2629” + 4z - ¥ 4 Ax - ¥ 4 422 62"”)—
—4A- (22 -€* +22% - ) — 4B+
+4A 2% e*® + 4B -2 4+ 4C = 16 - e** + 8z,
vagyis
2A-e*® + 4B -2 — 4B 4+ 4C = 16 - €** + 8z,

igy egyrészt 2A = 16, vagyis A = 8, masrészt 4B = 8, amibdl azt kapjuk,
hogy B = 2. Végiil —4B + 4C = 0, amibdl C' = 2 adddik.

Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa
yp(x) = 822 - e** 4 21 + 2.
Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldésa
yx)=c - 4cy-x-e®® +82% ¥ 420 +2=
= (01+02'$+8x2)-e%—|—2$+2-
84. Feladat. Legyen = € R. Tekintsiik az
y'(x) = 6y’ () + 9y(z) = 4- ¢, y(0) =0, y'(0) =2
kezdetiérték feladatot!

a) Adjuk meg a differencidlegyenlet dltalinos megolddsit a prébafiiggvény
modszerrel!

b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldasfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megoldasfiiggvény zérushelye(i)t!
d) Vizsgaljuk meg monotonitas és lokalis szélsGérték szerint az y fliggvényt!
e) Vizsgéljuk meg konvexitas és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!
f) Szémoljuk kia lim y(z) hatdrértéket!
T——00
g) Szamoljuk ki a lim y(x) hatdrértéket!
T—>00
h) Vizsgaljuk meg parités szerint az y fiiggvényt!

i) Vazoljuk fel az y fliggvény grafikonjat!

Megoldas:
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a) Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y'(x) — 6y'(x) + y(z) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete
A —6MA4+9=0,
azaz
A=3)2%=0

Tehat a karakterisztikus egyenlet egyetlen megoldasa A = 3 kétszeres mul-

tiplicitassal (vagyis \; = 3 és Ay = 3).

A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldédsa
yp=c1-¢% ey -3,

ahol c1, co € R tetszbleges.

Mivel az inhomogén egyenlet jobb oldaldn szerepls 4e3” tag megoldasa a
homogén egyenletnek és 3 kétszeres multiplicitasti gyoke a karakterisztikus
egyenletnek, ezért mdsodrend{ rezonancia lép fel, igy az inhomogén egyen-
let egy partikuldris megolddsat

yp(z) = A- 2% %
alakban keressiik.
Az y, fiiggvény deriviltja
yp(x) =A- (2z - e + 327 - &37).
Az y, fiiggvény médsodrendd deriviltja
yn(x) = A- (26°" 4 63 - €% + 6z - €37 + 9a” - €77).

Ezeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy

A- (26335 + 62 - 3 + 62 - 37 + 922 - e3m)—

—6A - (290-633”—{—3:52-6333) +9A - 223 =

—4.¢%
vagyis
24 - €3 =4.¢%,
igy A =2.
Tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megolddsa

yp(z) = 20% - &3,
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Az inhomogén egyenlet dltalinos megolddsa
y(x) =c1 - 4o 13 422263 = (¢ 4+ ¢y - T + 202) - 3.
b) Az y fiiggvény derivéltja
Y (2) = (co +4x) - €% 4 (c1 + co - x + 227) - 332,
Mivel y(0) = 0, ezért
0=rc.

Mivel 3/ (0) = 2, ezért
2 =co+ 3¢y,

vagyis ca = 2. Azt kaptuk tehdt, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa
y(x) = (222 + 2z) - 3.
c) A (222 + 2x) - €3 = 0 egyenletet kell megoldanunk. Mivel 3% # 0, ezért
222 + 2z =0,
vagyis
2z (x+1)=0,

igy az egyenlet megoldasai, vagyis az y fliggvény zérushelyei z; = 0, illetve
o = — 1.

d) Az y/'(z) = 0 egyenletet kell megoldanunk. Az y fiiggvény derivéltja
Y (z) = (4 4 2) - 3% + (222 4 2z) - 363 = 3% . (62 + 10z + 2).
Mivel e3% £ 0, ezért
6% + 10z + 2 = 0.

Az egyenlet megolddsai

_ —10+v52  —5+4/13
12 6

Az elsérend derivalt elgjelét vizsgdlva az aldbbi tablazathoz jutunk:

1,2

" ] — o 7576\/ﬁ 7576@ 7576\/ﬁ; 75+6\/ﬁ[
y'(x) + 0 -
y(z) Va lok. max. N

y(x) értéke ~ 0,0169
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. —54—6\/ﬁ } —5+6x/ﬁ; OO{
Y () 0 +
y(x) lok. min. a
y(z) értéke | =~ —0,1777
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e) Az y"(x) = 0 egyenletet kell megoldanunk. Az y fiiggvény mdsodrendd

derivéltja

y'(x) = 363 - (622 + 10z + 2) + 3% - (122 + 10) =
= 3. (1822 4 422 + 16).

Mivel e3% £ 0, ezért

1822 + 422 + 16 = 0

Az egyenlet megolddsai

=

922 + 21z +8 =0.

—21+/153 -7+ 17

1,2

18

6

Az méasodrendd derivalt elgjelét vizsgdlva az alabbi tablazathoz jutunk:

. oo 7776\@[ 7776\/ﬁ 7776\/ﬁ; 77+6ﬁ[
y" () + 0 -
y(x) konvex infl. pont konkdv
y(x) értéke ~ —0,1184
. —7+6\/ﬁ ] —7+6\/ﬁ; OO{
y" () 0 +
y(x) infl. pont konvex
y(x) értéke ~ 0,0121
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f) Az y(z) fuggvény hatdrértéke —oo-ben (a L’Hospital-szabdly felhaszndla-
saval):

222 + 2x
. T 2 3T _
xgriﬂooy(x) o xEIEloo(Qx + 2:1,‘) © :cggloo e—3x
. 4+ 2
= hm —_— s = m ——75— = 0

z——00 —3e73% 1500 Qe—3%
g) Az y(x) fuggvény hatérértéke co-ben:

lim y(z) = lim (22% 4 27) - €3 = cc.
T—00 T—>00

h) Mivel

y(—z) = (22° — 22) - e,

ezért
y(=z) # y(x),

igy az y fiiggvény nem péros.
Mivel

—y(z) = (~22” - 22)e™,
ezért

y(_$) 7é —y(l‘),
igy az y fiiggvény nem pdratlan.

i) Az y fiiggvény grafikonja:

85. Feladat. Legyen x € R. Oldjuk meg az
y'(w) — 4y (z) + 5y(x) = e, y(0)=1,4'(0)=3

kezdetiérték feladatot a probafiiggvény modszerrel!



KOZONSEGES MAGASABBRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK FGY 131

Megoldas:
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y"(x) = 4y'(z) + by (x) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete
A —4\N+5=0.
A karakterisztikus egyenlet megolddsai
4+ +/—4 I ==
2 2

Tekintsiik az A = 2 4 ¢ megoldast. Ekkor a A komplex szdm valods része o = 2,
képzetes része = 1.

=2=£u.

Ao =

A homogén egyenlet dltaldnos megolddsa
yp =c1-e* . cosx 4 o - e?® - sinx = e . (c1-cosx + ¢y -sinx),
ahol cq, c2 € R tetszbleges.
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat
ypla) = A- >

alakban keressiik.
Az y, fliggvény deriviltja

yp(x) = 24 - >,
az y, fliggvény masodrendd deriviltja

Yy, (x) = 4A- e,
Ezeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy

4A - ¥ —8A . ¥ 4 5A . ¥ = %

vagyis
A- e2:): — eQm

igy A = 3.

Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasa
yp(x) = €.

Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa

y(@) =e* - (

c1-CoST + cg - sinx) +e®,
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Az y fiiggvény derivaltja

2x

Y (2) = 2e** - (¢1 - cosx + cg - sinx) + e** - (—¢; - sinx + ¢y - cos ).

Mivel y(0) = 1, ezért
1=¢ +1,
igy ¢1 = 0. Mivel ¢/(0) = 3, ezért
3=2c1 4+ co+ 2.
Mivel ¢; = 0, ezért co = 1.
Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa
y(z) = e** -sinz 4+ ** = - (sinz + 1).
86. Feladat. Legyen x € R. Oldjuk meg az
Y (x) + 5y (x) + 6y(z) = 10sinz, y(0) =1, ¢/ (0) = —4
kezdetiérték feladatot a probafiiggvény modszerrel!
Megoldas:
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
Y (x) + 5y (x) + 6y(z) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete

A 45X+ 6=0.

A karakterisztikus egyenlet megoldasai

vagyis A\ = —2és g = —3.
A homogén egyenlet dltaldnos megoldésa
yh=c1-e 4oy
ahol ¢, co € R tetsz6leges.
Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megold4sat

yp(x) = A-sinx + B -cosx

alakban keressiik.
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Az y, fliggvény deriviltja
yp(x) = A-cosx — B-sinz,
az y, fliggvény masodrendii derivaltja
yp(r) = —A-sinz — B-cos.

Ezeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy
—A-sinz —B-cosx+5-(A-cosz — B -sinz)+
+6-(A-sinx+ B-cosz) =10sinz,

vagyis

(—A—5B+6A) -sinz+ (—B+5A+6B)-cosz = 10sinz,
igy az

5A — 5B = 10
54 4+ 5B = 0

egyenletrendszert kell megoldanunk. A két egyenletet 6sszeadva azt kapjuk,
hogy A = 1, amit az elsG egyenletbe visszahelyettesitve B = —1 addédik.
Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasa

yp(x) = sinz — cosx.
Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa
y(x)=c1- e 2 4 cy-e % fsing — cosz.
Az y fiiggvény derivaltja

2x

y'(x) = —2¢1 - €7 — 3¢y e 3% + cosz + sin z.

Mivel y(0) = 1, ezért
l=c +cy—1.
Mivel y/(0) = —4, ezért
—4 = —2¢1 — 3¢9 + 1.

Tehat a c; és co konstansok meghatdrozdsahoz a

caqa + ¢ — 1 = 1
—2c; — 3¢ + 1 = 4
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egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszert dtrendezve azt kap-
juk, hogy
c1 + cy = 2
—2c1 — 3¢ = =5 } ’

Az elsd egyenlet kétszereséhez hozzdadva a masodik egyenletet ¢; = 1 adddik,
majd ezt az els6 egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy co = 1.

Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megoldasa
y(z) =e 2 +e73% £ sinz — cosz.

87. Feladat. Legyen x € R. Oldjuk meg az

y"(x) + 4y () + 3y(z) = 5cosx, y(0) = g, y'(0) = —6

kezdetiérték feladatot a probafiiggvény maédszerrel!

Megoldas:

Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y'(x) +4y'(x) + 3y(z) = 0.

Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete

AN +4N+3=0.

A karakterisztikus egyenlet megolddsai

vagyis A\ = —1és g = —3.
A homogén egyenlet dltaldnos megolddsa

yh=cr-e T dcye
ahol ¢, c2 € R tetszbleges.
Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat

yp(z) = A-sinx + B -cosx

alakban keressiik.
Az y, fliggvény deriviltja

yp(x) = A-cosz — B -sinz,
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az y, fiiggvény masodrendd deriviltja
yp(r) = —A-sinz — B-cos.

Ezeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy
—A-sine —B-cosx+4-(A-cosz — B-sinz)+
+3-(A-sinx+ B-cosz) =5cosz,

vagyis

(~A—4B +3A) -sinz + (-B+4A+3B) - cosz = 5cosz,
igy az

24 — 4B = 0
4A + 2B = 5

135

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy A =
2B, amit a masodik egyenletbe behelyettesitve B = % adodik, igy A = 1.

Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasa
) 1
yp(x) =sinz + 5 cosz.
Az inhomogén egyenlet dltalainos megoldasa
1
y(x)=c1-e T4 cy-e 3 fsinx + 5 " cosT.
Az y fiiggvény derivaltja
y(z)=—c1-e % —3cy-e 3 4 cosx — 3 sin z.
Mivel y(0) = I, ezért
7 Yoot 1
—=c+c+-.
g~ 1T
Mivel y/(0) = —6, ezért
—6=—c1 —3ca+ 1.
Tehat a c; és ca konstansok meghatdrozdsdhoz a

c1 + 62+%
—c1 — 3¢9 + 1

\

|

S NI
——
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egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszert dtrendezve azt kap-

juk, hogy
c1 + cy = 3
—c1 — 3¢9 = -7 ’

A két egyenletet Osszeadva co = 2 adddik, majd ezt az elsd egyenletbe behe-
lyettesitve azt kapjuk, hogy c; = 1.

Azt kaptuk tehdt, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa

1
y(r) = e ® + 23 fsinx + 5 cos.
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8. Masodrendii linearis konstansegyiitthatés inhomogén
differencialegyenletek megoldasa Laplace-transzformacioval

88. Feladat. Legyen f: [0;00[— R differencidlhaté fiiggvény! Bizonyitsuk
be, hogy

LIf1=s-1f] - £(0)
teljesiil!
Megoldas:
Felhasznalva a Laplace-transzformdcié definicidjét és a parcidlis integralds té-

telét azt kapjuk, hogy

C

Lf]= /f’(t) e tdt = lim [ f(t) e St dt =
0

C—}OO

=;320{f<t>-e , —ggo/f LS
— i 19 _
_cliglo es¢ cll{go/f )dt_
= s Lf] = £(0),

amivel igazoltuk az allitast.

89. Feladat. Legyen f: [0;00[— R kétszer differencidlhaté fiiggvény! Bi-
zonyitsuk be, hogy

LIf") =" [f] s f(0) — f(0)

teljesiil!
Megoldas:
Az el6z6 allitds eredményét hasznélva f helyett az f’ fliggvényre azt kapjuk,
hogy

LIf"] = s LIfT— f(0).
Mivel

L[f']=s-L[f] = £0),
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ezért

Lf" =s-(s-L[f]— £(0)) — f(0) =
=5 L[f]—s- £(0) — f(0),

amivel bizonyitottuk az allitast.

90. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az f(t) = 1 fiiggvény Laplace-transzfor-
maltja

Megoldas:

A Laplace-transzformalt definicidja szerint

(@) C
L[1] = /eSt dt = lim [ e *dt =
CcC— 00
0 0
. e—s-t c ) e—s<¢ 1 1
= lim = lim + - =
coo | =8 | c—o0 —§ S S

amivel igazoltuk az allitast.

91. Feladat. Mutassuk meg, hogy

ft)=t (t>0)

fliggvény Laplace-transzformaltja

Megoldas:

A Laplace-transzformalt definicidjat és a parcidlis integralds tételét alkalmazva
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azt kapjuk, hogy

E[t]:/t-e_Stdt: lim t-e St dt =
0 0

—8 c—00 —8
0
0
] e—s-t e—st c
= lim |t- - — =
c—00 —8 S
0
i e~ 5¢C e 5¢C 1 1
= lim (¢ . ===
c—00 —s g2 52 g2’
ugyanis
—8-C
lim —— =0
c—o0 8§
és a L’ Hospital-szabély szerint
e ¢ c
lim c¢- = lim — =
c—00 —S c—oo  e5C.g
= lim =0

c—oo  e5C. g2

Ezzel bizonyitottuk az allitast.
92. Feladat. Hatarozzuk meg az

F&)=Tt+4

fiiggvény Laplace-transzformaltjat!

Megoldas:

139

A linearitds tulajdonsédga és az el6bbi feladat eredményé miatt azt kapjuk, hogy

LIf]=L[Tt+4] =TL[t]+ L]4] =
1 4: T+4s 4s+7

B
32+s 52

2
s
93. Feladat. Hatdrozzuk meg az

f(t) =13+ >+ 5t +2
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fliggvény Laplace-transzformaltjat felhaszndlva, hogy minden n € N esetén

n!

Megoldas:

A linearitds tulajdonsdga miatt és felhaszndlva az emlitett 4llitast azt kapjuk,
hogy
L[f] = L[> + 1> + 5t + 2] = L[t3] + L[t}] +5L[t]| + L[2] =

R - 2
st g3 2 s
_6+2s+5s2—|—233_253+532—|—2$+6
- 54 - ot :

94. Feladat. Legyen a € R. Bizonyitsuk be, hogy az
fit) = et
fliggvény Laplace-transzformaltja

1
Le™] = —.

[e®] = —
Megoldas:

A Laplace-transzformalt definicigjat alkalmazva azt kapjuk, hogy

o0 o0

Lle™] = /e“t e st dt = /eat ce st dt =
0 0
(o0 C
(a—s)-t : (a—s)-t : e(a—s)~t ’
=[e dt=lim [ e dt = lim =
c—00 c—00 a— S
0 0
i ela—s)e 1 1
= lim — = .
c—o0 a4 — 8§ a—s S—a

Ezzel igazoltuk az 4llitast.

95. Feladat. Az el6z6 feladat eredményét felhasznalva adjuk meg az
ft) =e* +e3

fiiggvény Laplace-transzformaltjat!

Megoldas:
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A linearitds tulajdonsdga miatt és felhasznélva az elébbi feladat eredményét azt
kapjuk, hogy

L[f] = Lle" + e = L[e"] + Le™] =
1 1 s+3+s—4 25 —1

S—4+8+3:(S—4)-(8+3) 2 —s—12°

96. Feladat. Hatdrozzuk meg az

f(t) =Tt +6e" — 27"~ 10

figgvény Laplace-transzformaltjat!
Megoldas:

A linearitds tulajdonsdga miatt

L[f] = L[Tt + 6e' —2e™" —10] = 7L[t] + 6L[e'] — 2L[e™ "] — L[10] =
7 6 2 10

32+s—1 s+1 s

7T-(s—1)-(s+1)+6s> (s+1)—2s%- (s —1)—10s- (s* — 1)
B s2-(s=1)-(s+1) B
=65 +155> +10s — 7

g4 — g2

97. Feladat. Legyen w € R. Bizonyitsuk be, hogy az
f(t) =sin(w - t)

fliggvény Laplace-transzformaltja

. w

Megoldas:

A Laplace-transzformalt definicigjat alkalmazva azt kapjuk, hogy

Llsin(w - t)] = /sin(w 1) -e st dt.
0



142 DR. KEZI CSABA GABOR

Els6 1épésben meghatdrozzuk a sin(w - t) - e~ 5t fiiggvény egy primitiv fiiggvé-
nyét. A parcidlis integrdlds képletét kétszer alkalmazva azt kapjuk, hogy

e—st e—st
/sin(w t)-e S dt = sin(w - t) - - /w -cos(w - t) - dt =

—S —S

efst efst

—st
=sin(w - t) - — —(w-cos(w't)' 2 +/w2-sin(w't)-e dt).

52
Tehat

2 i . . .
Y1) /sin(w t) e St dt = sin(w-1) _ w-cosw ) e
52 —s s?

18y

/sin(w t) et dt =
2 in(w - : .
s (sm(w t)  w-cos(w t)) -

S w?ts? - 52

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

[e o]

/sin(w 1) e Stdt =

0

= i [(Sin(”'t) _ W'COS(w-t)> ,e—st]c _

w?2 4+ 52 cooo —s 52 0
52 ) sin(w-c¢) w-cos(w-c) e W
= ﬁ . hm — 5 .e —|— 72 =
w4+ s c—00 —S S S
52 w w

w2+82 82_(4)2—}—82‘

Ezzel igazoltuk az 4llitast.
98. Feladat. Legyen w € R. Bizonyitsuk be, hogy az
f(t) = cos(w - t)

fliggvény Laplace-transzformaltja

S

L )] = ———.
[cos(w - t)] 12

Megoldas:
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A Laplace-transzformélt definici¢jat alkalmazva azt kapjuk, hogy

o0
Llcos(w - t)] = /cos(w 1) -e*tdt.
0
Els6 1épésben meghatdrozzuk a cos(w - ) - e~ fiiggvény egy primitiv fiiggvé-
nyét. A parcidlis integralds képletét kétszer alkalmazva azt kapjuk, hogy
/cos(w t)-e ' dt = cos(w - t) - ¢

_p —|—/w-sin(w~t)-
e—st e—st
—i-(w‘sin(w‘t)- —/wQ-cos(w‘t)- dt>.

—st —st

(&

dt =

—st

= cos(w - t) - ¢

—s 52 52
Tehat
wa +1)- /cos(w t)-etdt = cos(w - ) + 2 sin(w - 1) e st
52 —s 52
igy

/Cos(w t)-e St dt =

52 ' (cos(w-t) +w~sin(w-t)) et ye

w2 4 2 —s 52

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

o0

/cos(w t)-e St dt =

0

_ s lim cos(w - t) L sin(w - t) ot ¢ _
w? 4+ 52 cooo —s s2 0

_ 52 A tim cos(w - ¢) LY sin(w - )\ . 1\ _
w2+ 52 \c—oo -5 52 s

52 1 s
w2+s?2 s w242
Ezzel igazoltuk az allitast.

99. Feladat. Hatarozzuk meg az
f(t) =sin3t - sin 2t

fuggvény Laplace-transzformaltjat!
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Megoldas:
Felhasznalva, hogy

cos(a — ) — cos(a + 3)
2

sina - sin 8 =

azt kapjuk, hogy
cost — cos bt

indt sin2t = —————
sin sin 5 ,

L[f] = L[sin 3t - sin 2t] = % - L[cost — cos bt| =

1 s S
- (Lcost] — L[cosbt]) = 5 <82 12 +25> o
24s

T A 12652425
100. Feladat. Hatdrozzuk meg az

F(s) =

N | —

2s+3
524+ 5546

figgvény inverz Laplace-transzformaltjat, azaz adjuk meg azt az f generator-
figgvényt, amelynek Laplace-transzformaltja F'!

Megoldas:
Elsé 1€pésben szorzattd alakitjuk a nevez6t. Ehhez megkeressiik az

$2+55+6=0

egyenlet megolddsait. Az egyenlet gyokei

—5+425-24 —5+1
2 2

81,2 =

azaz s; = —2, illetve s, = —3. Ezt felhaszndlva a masodfokud polinom gyok-
tényezGs alakja
2455 +6=(s+2)-(s+3).

Ezutan meg kell hatdroznunk az A és B valds szamok dgy, hogy

2s+3 B A n B
245546 s+2 s+3
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teljesiiljon. Az egyenlet mindkét oldalat szorozva a k6zos nevezdvel azt kapjuk,

hogy
25s+3=A-(s+3)+B-(s+2).

Felbontva a zardjeleket

25s+3=As+3A+ Bs+ 2B

adodik. A tagokat fokszdm szerint csokkend sorrendben csoportositva azt kap-
juk, hogy
2s+3=(A+B)-s+3A+2B.

A megfeleld fokszdmi tagok egyiitthatdit 6sszehasonlitva az
A+ B=2
3A+2B =3
egyenletrendszerhez jutunk.

Az egyenletrendszer megolddsidra A = —1 és B = 3 adddik. Azt kaptuk tehat,

hogy
2s+3 —1 3

215516 s+2 s+3
Tehat

25+ 3 13
-1 _ pr—1 _ —2t -3t __
£ L?+5s+6]_£ [s+2+s+3}_—e Fhe =

— 36‘_3t o e—2t

101. Feladat. Legyen ¢ > 0. Oldjuk meg Laplace-transzforméciéval az
y'(t) =3y (1) +2y(t) = ¢*, y(0)=0,4'(0) =0

kezdetiérték feladatot!

Megoldas:

Vegyiik a differencidlegyenlet mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat! Ek-
kor azt kapjuk, hogy

LLy"(t) = 3y (1) + 2y()] = L[*].
Felhaszndlva a Laplace-transzformdci6 linearitdsat
Lly") = 3L[Y] + 2L[y] = L[e*]
adodik.
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Mivel
Lly") =" Ly) — s - y(0) — y/(0),
és
Lly']=s- Lly] - y(0),
valamint )
Lle*] = s_ 2

ezért az eredeti kezdetiérték feladat atirhat6 az
5% Lyl —s-y(0) =y (0) =3 (s L[y] —y(0)) + 2L[y] =

algebrai egyenletté.
Mivel y(0) = 0és 3/'(0) = 0, ezért

s—2

1
s*- LIy = 3s- LIy + 2Ly = —.
Az egyenletet dtrendezve
Lly] - (s> —=3s+2) =
b (s —8s+2) =
adodik, amibdl kifejezve a L[y kifejezést azt kapjuk, hogy

1

== 6o

Az 5% —35+2 polinom gyokei s; = 1 és so = 2, igy a szorzatt alakitott alakja
§2—3s+2=(s—1)-(s—2),

tehat )
Lly] = .
V=G ooy
A kapott tortet parcidlis tortek 6sszegére bontva
1 A B C

G-1) (5—22 s—1 s-2" (s=272
adadik. Az egyenletet szorozva a kozos nevezdvel azt kapjuk, hogy
1=A-(s—22+(5—-2)-(s—1)-B+(s—1)-C.
A tagokat mindkét oldalon fokszdmuk szerint csoportositva
(A+B)-s*+(-4A-3B+C)-s+4A+2B-C =1



KOZONSEGES MAGASABBRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK FGY 147

adddik. A két oldalon a megfeleld fokszdmu tagok egyenl6ségébdl azt kapjuk,
hogy
A + B =0
4A - 3B + C = 0
4A + 2B - C =1

A kapott linedris egyenletrendszert Gauss-elimindcidval oldjuk meg. Els6 1é-
pésben a kibdvitett matrix elsd sordnak —4-szeresét hozzdadjuk a masodik sor-
hoz, illetve az elsd sor —4-szorosat hozzdadjuk a harmadik sorhoz. Masodik
1épésben a mésodik sor kétszeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 1 010 1 1 010
-4 -3 1|0 |]—-=10 1 1|0 |—>
4 2 -1 11 0o -2 -1 |1
1 1 010
-1 0 1 110
0 0 111

A Gauss-eliminéci6 elvégzése utdn kapott kibSvitett matrix segitségével felirva
az egyenletrendszert

A + B =0
B + C =0
¢ =1

adodik. Az utolsé egyenletbdl tehat megkaptuk, hogy C' = 1. Ezt visszahe-
lyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy B = —1. Végiil az els6
egyenletb6l A = 1 adddik.

Tehat azt kaptuk, hogy

Lyl = 1 1 1

-1 s—2°" (s —2)2
Ebbdl a kezdetiérték feladat megoldasara
y(t) =e' —e? 4t .e*

adodik.

102. Feladat. Legyen ¢ > 0. Oldjuk meg Laplace-transzformacioval az
y'(t) =Ty (t) + 12y(t) = 12t + 17, y(0) =0, y'(0) =0

kezdetiérték feladatot!

Megoldas:
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Vegyiik a differencidlegyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzformaltjat! Ek-
kor azt kapjuk, hogy

Lly"(t) — 7' () + 12y(t)] = L[12t + 17].
Felhaszndlva a Laplace-transzformdcio linearitdsat

Lly"] — 7Ly + 12L[y] = 12£[1] + £]17]

adodik.
Mivel
Lly") = s*-Lly] — s y(0) —y(0),
és
Lly']=s- L[y] — y(0),

valamint .

'C[t] = ?7
és Y

1] ==
=,

ezért az eredeti kezdetiérték feladat atirhat6 az

12 17
s* LIyl = 5-9(0) = y/(0) = 7+ (s Ly] = 9(0)) + 12L[y) = 5 + —
algebrai egyenletté.

Mivel (0) = 0és 3/'(0) = 0, ezért

12 17
s2- Lly] — Ts- Lly] + 12L[y] = 2t
Az egyenletet dtrendezve
2
: — 12) = —
Lly] - (s°—Ts+12) po

adodik, amibdl kifejezve a L[y] kifejezést azt kapjuk, hogy

12+ 17s
= o1y

Az s — 7s + 12 polinom gyokei

T+V19 48 T+1

2 2

$12 =
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vagyis s1 = 3 és 59 = 4, igy az 52 — 7s + 12 gyoktényezds alakja
2 —Ts+12=(5s—3) (s —4),
tehat
L=y .
s2-(s—3)-(s—4)
A kapott tortet parcidlis tortek 6sszegére bontva
17s +12 A B C D

s2.(s—3)-(s—4) s +?+s—3+3—4

adédik. Az egyenletet szorozva a kozos nevezdvel azt kapjuk, hogy

175412 = As-(s—3)-(s—4)+B-(s—3)-(s—4)+Cs>-(s—4)+ Ds?-(s—3),
vagyis

175412 = A-(s> =752 +128)+ B-(s* — 75 +12)+C(s> —45%) + D- (s —35%).
A tagokat mindkét oldalon fokszdmuk szerint csoportositva
(A4+C+D)-s3+(~TA+B—4C—3D)-s*>+(12A—7B)-s+12B = 17s+12

adddik. A két oldalon a megfeleld fokszadmu tagok egyenlségébdl azt kapjuk,
hogy

A ¢Cc + D = 0
—-7TA + B — 4C - 3D = 0
124 — 7B = 17
12B = 12

A kapott linedris egyenletrendszert Gauss-elimindcidval oldjuk meg. Elsé 1é-

pésben a kibdvitett matrix elsd sordnak 7-szeresét hozzdadjuk a masodik sorhoz
és az els6 sor —12-szeresét hozzdaadjuk a harmadik sorhoz:

1 0 1 1 0 1 0 1 1 0
-7 1 —4 -3 0 _ 0 1 3 4 0
12 -7 0 0 |17 0 -7 —-12 -12 | 17

0 12 0 0 |12 0 12 0 0| 12

Masodik 1épésben a mésodik sor 7-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz és a
madsodik sor —12-szeresét hozzdadjuk a negyedik sorhoz:

1 0 1 1 0 10 1 1 0
0 1 3 4 0 01 3 4 0
0 -7 —-12 -12 | 17 0 0 9 16 | 17
0 12 0 0| 12 0 0 —36 —48 | 12

—
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Végiil a harmadik sor 4-szeresét hozzdadjuk a negyedik sorhoz:

10 1 1 0 1 01 1 0
01 3 4 0 013 4 0
0 0 o 16|17 | 71009 16|17
0 0 —36 —48 | 12 0 0 0 16 | &0

A Gauss-eliminaci6 elvégzése utan kapott kibSvitett matrix segitségével felirva
az egyenletrendszert

A C + D = 0
B + 3C + 4D = 0

9C + 16D = 17

16D = 80

adoédik. Az utolsé egyenletbdl tehdt megkapjuk, hogy D = 5. Ezt vissza-
helyettesitve a harmadik egyenletbe azt kapjuk, hogy C' = —7. A masodik
egyenletbdl B = 1 adddik. Végiil az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy A = 2.
Tehat 5 1 . .
Lyl=-+—-5—-—— 4
] 8+82 s—3+s—4
Ebbdl a kezdetiérték feladat megoldasara

y(t) =2+t — 7e3 4 5ett

adodik.

103. Feladat. Legyen ¢ > 0. Oldjuk meg Laplace-transzformdcidval az
y'(t) =3y'(t) =6t +7, y(0)=—1,4(0)=0

kezdetiérték feladatot!

Megoldas:

Vegyiik a differencidlegyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzformaltjat! Ek-
kor azt kapjuk, hogy

Lly"(t) — 3y ()] = L[6t + 7).
Felhaszndlva a Laplace-transzformacid linearitdsat
Ly"] = 3L[y']] = 6L[t] + L[7]
adodik.
Mivel
L") = s L[y —s-y(0) =y (0),
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és
L[yl = s- L[y] — y(0),
valamint .
ﬁ[t] = 52’
és )
[’[1] = gv

ezért az eredeti kezdetiérték feladat atirhat6 az

6 7
s* LIyl = s-9(0) = y/(0) =3~ (s LIy —9(0) = Z + 7
algebrai egyenletté.
Mivel y(0) = —1és y/(0) = 0, ezért
6 v
52-£[y]+s—3s-£[y]—3:8—2+g.

Az egyenletet atrendezve
6
Lyl (s> =3s)= - —5+3
) (5% —38) = 5 — s+

adodik, amibdl kifejezve a L[y] kifejezést azt kapjuk, hogy

—53 4352+ 75+ 6
s2-(s2=3s)

Lly] =

vagyis

—s3+ 352+ Ts+6
s3-(s—3)

A kapott tortet parcidlis tortek 6sszegére bontva

—33+332+78—|—6_A B C D
s3-(s—3) s s

Lly] =

adodik. Az egyenletet szorozva a kozos nevezdvel azt kapjuk, hogy

151

534352+ 7s+6=As*-(s—3)+Bs-(s—3)+C - (s —3) + Ds>.

A tagokat mindkét oldalon fokszdmuk szerint csoportositva

(A+D) s>+ (=3A+B)-s*+(-3B+C)-5—3C = —5> + 35 + 75+ 6
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adodik. A két oldalon a megfeleld fokszdmu tagok egyenl6ségébdl azt kapjuk,
hogy

A + D = -1
-3A4 + B = 3
- 3B + C = 7
- 3C = 6

A kapott linedris egyenletrendszert Gauss-elimindcidval oldjuk meg. Els6 1é-
pésben a kibdvitett métrix elsd sordnak haromszorosat hozzdadjuk a masodik
sorhoz:

1 0 0 1|-1 1 0 0 1|-1
-3 1 00 3 . 0 1 0 3 0
0 -3 10 7 0 -3 10 7
0 0 =30 6 0 0 -3 0 6
Misodik 1épésben a masodik sor haromszorosét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:
1 0 0 1|-1 10 0 1]-1
0 1 0 3 0 y 01 03 0
0 -3 10 7 00 19 7
0 0 -3 0 6 0 0 -3 0 6
Végiil a harmadik sor hdromszorosat hozzdadjuk a negyedik sorhoz:
10 0 1]-1 100 1|1
01 0 3 0 . 010 3 0
00 19 7 001 9 7
00 =3 0 6 0 0 0 27 | 27

s

A Gauss-elimindci6 elvégzése utan kapott kibdvitett matrix segitségével felirva
az egyenletrendszert

A + D = -1
B + 3D = 0

cC + 9D = 7

27D = 27

adodik. Az utolsé egyenletbdl tehat megkapjuk, hogy D = 1. Ezt visszahe-
lyettesitve a harmadik egyenletbe azt kapjuk, hogy C' = —2. A masodik egyen-
letbdl B = —3 adddik. Végiil az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy A = —2.

Tehat
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Ebbdl a kezdetiérték feladat megolddsara
y(t) = =2 — 3t — t* 4 &3
adodik.
104. Feladat. Legyen ¢ > 0. Tekintsiik az
y'(t) — 4y'(t) + 4y (t) = 12¢*, y(0) =0, y/(0) =4

kezdetiérték feladatot! Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldasfiigg-
vényét Laplace-transzformaciéval!

Megoldas:

Vegyiik a differencidlegyenlet mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat! Ek-
kor azt kapjuk, hogy

Lly"(t) — 49/ (t) + 4y(1)] = L[12 - *].
Felhasznalva a Laplace-transzformdcio linearitdsat
Lly"] = ALY+ 4Ly) = 12 - L]e™]

adodik.
Mivel
Lly"] =5 Ly —s-y(0) =y (0),
és
Ly'] = s - L[y] — y(0),
valamint )
27 _

E[e ] - s — 27

ezért az eredeti kezdetiérték feladat atirhat6 az
12
s*- Lyl =5 y(0) = y'(0) = 4- (s L[y] = y(0) +4Lly] = —

algebrai egyenletté.
Mivel y(0) = 0és y/(0) = 4, ezért

12
s2- Lly] —4s- Lly] +4L[y] = po— +4.
Az egyenletet dtrendezve
12
Lly]- (s> —4s+4) = +4

s—2
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adodik, amibdl kifejezve a L[y] kifejezést azt kapjuk, hogy
4s +4
Lly] = m
A kapott tortet parcidlis tortek 6sszegére bontva
4s +4 A B C
(5—28 s—2 (s—22  (s—2p
adodik. Az egyenletet szorozva a kozos nevezdvel azt kapjuk, hogy

4s+4=A (52 +B-(s—2)+C.

A tagokat mindkét oldalon fokszdmuk szerint csoportositva
A2+ (—4A+B) s +4A—-2B+C =4s+4

adddik. A két oldalon a megfeleld fokszamu tagok egyenlségébdl azt kapjuk,
hogy
A + = 0
—-4A + B = 4
4A — 2B + C = 4
Az els egyenletbdl azt kapjuk, hogy A = 0. Ezt visszahelyettesitve a masodik
egyenletbe azt kapjuk, hogy B = 4. Végiil a harmadik egyenletbdl C' = 12
adodik.
Tehat azt kaptuk, hogy
4 12
Lly] = .
N P P,
Ebbdl a kezdetiérték feladat megoldasara

y(t) = 4t - e + 6t% - 2 = (4t + 6t2) - *

adddik.
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9. Cauchy-Euler differencialegyenlet

105. Feladat. Legyen x > 0. Oldjuk meg az
-y (x) — 3z -y (z) + 3y(z) =0

differencidlegyenletet!
1. Megoldas:
A megoldésfiiggvényt keressiik

y(x) =™
alakban! Ezt behelyettesitve a differencidlegyenletbe azt kapjuk, hogy

22m-(m—1)-2™2-3z-m-2" 1 43.2™=0.
Elvégezve az dsszevonasokat
g™ (m?—m)—z™-3m+3-2m =0
adddik, azaz
™ (m? —4m +3) = 0.
Mivel x > 0, ezért 2™ # 0, igy
m? —4m +3=0.

A madsodfoki egyenlet megolddséra azt kapjuk, hogy
4416 -12 4+2
2 T2
vagyis m; = 1 és mo = 3. Tehat azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet
altalanos megoldasa

mio =

y(x):cl-:c+02-x3,

ahol ¢1,co € R.
2. Megoldas:

Vezessiik be az + = e! = t = Inx helyettesitést és a ¢ fiiggvény az aldbbi
modon:

o(t) = p(lnz) = y(z).
Ekkor

Y(2) = ¢lnz) = = = /(1)
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1 1 1

y'(z) = " ¢'(t) + - ©"(t) - P

= 5 () - ).
Elvégezve a helyettesitést azt kapjuk, hogy
¢ (t) = ¢'(t) = 3¢/ (t) + 3p(t) =0,
azaz
" (t) — 4¢'(t) + 3p(t) = 0.

A kapott egyenlet egy médsodrend( linedris konstansegyiitthat6s differencidle-
gyenlet. Karakterisztikus egyenlete

A —4X+3=0.
A masodfoku egyenlet megoldésai
442
A2 = —5

vagyis A1 = 1 és Ay = 3. Tehat a megoldasfiiggvény
©(t) =c1 - et + ¢ - 3,
Mivel t = In z, ezért
y(x) =c1- x4 ey’
ahol ¢, 0 € R.
106. Feladat. Legyen x > (. Oldjuk meg az
2® -y (x) + 62 -y () + 4y(x) =0, y(1) =2,4'(1) = -5
kezdetiérték feladatot!
1. Megoldas:
A megoldésfiiggvényt keressiik
y(z) = =™
alakban! Ezt behelyettesitve a differencidlegyenletbe azt kapjuk, hogy
22-m-(m—1)- 2" 2 +6z-m-z™ 1 +4-2™=0.
Elvégezve az dsszevondsokat

g™ (m? —m)+ 2™ - 6m+4-2™=0
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adddik, azaz
™ - (m? 4 5m +4) = 0.
Mivel x > 0, ezért £ # 0, igy
m? +5m+4=0.
A masodfoku egyenlet megolddsara azt kapjuk, hogy

~5++25-16 543

2 2
vagyis m; = —1 és mg = —4. Tehat azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet
altalanos megoldésa

m12 =

y(x)201'a:*1+cz'x’4zc—l 2

z  z¥
ahol ¢1,co € R.
Az y fiiggvény derivaltja
’ _ A —4cy
Y (I‘) - :172 + (175
Mivel y(1) = 2, ezért
c1+cog=2.
Mivel /(1) = —5, ezért
—C1 — 462 = —5.
Tehét a
c + co = 2
—C1 — 402 = -5

egyenletrendszert kell megoldanunk.
A két egyenletet 6sszeadva azt kapjuk, hogy co = 1. Ezt az els6 egyenletbe
visszahelyettesitve c; = 1 adédik. Tehat a kezdetiérték feladat megoldasa

1 1

2. Megoldas:

Vezessiik be az © = e = t = Inz helyettesitést és a ¢ fiiggvény az aldbbi
moédon:

o(t) = p(lnz) = y(z).
Ekkor

y(@)=¢/nz) -~ = o)



158 DR. KEZI CSABA GABOR

1 1

)+ () =

y'(z) = T2 =
= - (¢ - 1),
Elvégezve a helyettesitést azt kapjuk, hogy
©"(t) — ' (t) + 62/ (t) + 4p(t) = 0,
azaz
¢"(t) +5¢'(t) + 4(t) = 0.

A kapott egyenlet egy masodrendi linedris konstansegyiitthat6s differenciale-
gyenlet. Karakterisztikus egyenlete

A2 45X 44 =0.
A masodfoku egyenlet megoldésai
—5+3
A2 = 5
vagyis \; = —1 és Ao = —4. Tehat a megoldasfiiggvény
o(t)=c1-e ' +eg-e M
Mivel t = In z, ezért
_a,e
y(l’) - T + .’,12‘4.
Mivel y(1) = 2, ezért
c1+cog=2.
Mivel /(1) = —5, ezért
—C1 — 462 = —5.
Tehat a
c1 + cy = 2
—C1 — 462 = -5

egyenletrendszert kell megoldanunk.

A két egyenletet Osszeadva azt kapjuk, hogy co = 1. Ezt az els6 egyenletbe
visszahelyettesitve c; = 1 adddik. Tehdt a kezdetiérték feladat megolddsa

1 1

y($)25+g'
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107. Feladat. Tekintsiik az
2® -y (x) = 6z - y'(2) + 12y(x) = 0, y(1) = -3, y/(1) = -8
kezdetiérték feladatot!
a) Adjuk meg a differencidlegyenlet altalinos megoldasat!
b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldasfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megoldasfiiggvény zérushelye(i)t!
d) Vizsgaljuk meg monotonités és lokalis szélséérték szerint az y fiiggvényt!
e) Vizsgéljuk meg konvexitds és inflexios pont szerint az y fliggvényt!
f) Szamoljuk kia lim y(x) hatarértéket!
T—r—00
g) Szamoljuk ki a lim y(x) hatdrértéket!
T—00
h) Vizsgaljuk meg paritds szerint az y fliggvényt!
1) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!
j) Adjuk meg az y fiiggvény értékkészletét!
Megoldas:
a) A megoldasfiiggvényt keressiik
y(z) = 2™
alakban! Ezt behelyettesitve a differencidlegyenletbe azt kapjuk, hogy
2m-(m—1)- 2™ 2 —6z-m-2™ 1 412.2m=0.
Elvégezve az dsszevondsokat
2™ (m?—m)—z™ - 6m+12-2™ =0
adddik, azaz
™. (m? —Tm +12) =0,
igy
m? —Tm +12 = 0.
A masodfoki egyenlet megoldasara azt kapjuk, hogy
T+449-48 T+1
2 o2
vagyis m1; = 3 és mo = 4. Tehat azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet
altalanos megoldasa

mi2 =

y(x) = cxd 4 ey -t
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ahol ¢1, co € R.
b) Az y fiiggvény deriviltja
Y (z) = =3¢y - 2% 4 4cy - 2B,

Mivel y(1) = —3, ezért

c1+co=-3.
Mivel /(1) = —8, ezért
3¢y + 4co = —8.
Tehat a
c1 + co = —3
3c1 + 4cp = -8

egyenletrendszert kell megoldanunk.

Az els6 egyenlet haromszorosat kivonva a masodik egyenletbdl azt kapjuk,
hogy co = 1. Ezt az els6 egyenletbe visszahelyettesitve ¢; = —4 adddik.
Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa

y(z) = —423 + 2t = 2t — 423,

¢) Az x* — 42% = 0 egyenlet bal oldaldn kiemelve az 2 kifejezést azt kapjuk,

hogy
23 (x—4)=0,

igy az egyenlet megolddsai, vagyis az y fliggvény zérushelyei z; = 0, illetve
o = 4.
d) Az y/(z) = 0, vagyis a 423 — 1222 = 0 egyenletet kell megoldanunk.
Kiemelve a 4z kifejezést azt kapjuk, hogy
422 . (z —3) = 0.
Ebbdl az egyenlet megolddsdra x1 = 0, illetve 2 = 3 adddik. Az elsérend
derivalt el6jelét vizsgalva az alabbi tdblazathoz jutunk:

x ] — o003 0f 0 105 3] 3 ]3; 00
y' () - 0 - 0 +
y(z) N stac. pont | N\, |lok. min. |
y(x) értéke 0 —27
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e) Az y"(x) = 0, vagyis a 1222 — 24z = 0 egyenletet kell megoldanunk.
Kiemelve a 12z kifejezést azt kapjuk, hogy

12z - (z —2) =0.

Ebbdl az egyenlet megolddsdra z; = 0, illetve xo = 2 adédik. A mdsod-
rend derivalt el6jelét vizsgalva az alabbi tabldzathoz jutunk:

x J—o0i0[| 0 10;2] 2 2; 00
y" () + 0 — 0 +
y(x) konvex | infl. pont | konkdv | infl. pont | konvex
y(z) értéke 0 ~16

f) Az y(z) fiiggvény hatdrértéke —oo-ben:

lim y(z) = lim z*—42® = .
Tr——00 T—r—00

g) Az y(x) fuggvény hatérértéke co-ben:

lim y(z) = lim z* — 42° = .
T—r00 T—00

h) Mivel
y(—z) = (—2)! =4 (=2)° = 2" + 4a?,
ezért
y(=z) # y(x),
igy az y fiiggvény nem péros.
Mivel
—y(x) = —a + 42?2,
ezért

y(=z) # —y(z),
igy az y fiiggvény nem pdratlan.

i) Az y fiiggvény grafikonja:
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15 2 25 3 35 [4 45 5 55 6 65 7

j) Az y figgvény értékkészlete: [—27; 0o.
108. Feladat. Tekintsiik az
2y (x) =5y () + 8y(x) =0, y(1)=1,4(1)=0
kezdetiérték feladatot!
a) Adjuk meg a differencidlegyenlet dltalinos megoldasat!

b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldésfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megolddsfiiggvény zérushelye(i)t!

P

d) Vizsgaljuk meg monotonités és lokalis szélséérték szerint az y fiiggvényt!
e) Vizsgéljuk meg konvexités és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!
f) Szamoljuk kia lim y(x) hatarértéket!

T—r—00
g) Szédmoljuk ki a lim y(x) hatarértéket!

T—r00
h) Vizsgaljuk meg parités szerint az y fiiggvényt!
i) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!
j) Adjuk meg az y fiiggvény értékkészletét!
Megoldas:
a) A megoldasfiiggvényt keressiik

y(z) = =™
alakban! Ezt behelyettesitve a differencidlegyenletbe azt kapjuk, hogy

22m-(m—1) 2™ 2 —5z-m-2™ 1 48.2™=0.
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Elvégezve az dsszevondsokat
g™ (m?—m)—z™-5m+8-2m =0
adddik, azaz
™ (m? — 6m +8) =0,
fgy
m? —6m +8=0.

A masodfoki egyenlet megolddsara azt kapjuk, hogy
6++v36—32 6+2

2 2
vagyis m; = 2 és my = 4. Tehdt azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet
altaldnos megolddsa

mi2 =

y(z) =1 2+ ey 2t

ahol ¢, co € R.
Az y fliggvény derivaltja
Y (z) = 2¢1 -+ 4ey - 23,

Mivel y(1) = 1, ezért

c1+cog=1.
Mivel /(1) = 0, ezért
2c1 + 4co = —1.
Tehat a
c1 + co = 1
2ct + 4co = 0

egyenletrendszert kell megoldanunk.

Az els6 egyenlet kétszeresét kivonva a masodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy
ca = —1. Ezt az els6 egyenletbe visszahelyettesitve c; = 2 adddik. Tehét a
kezdetiérték feladat megolddsa

y(z) = 222 — 2,

A 222 — 2% = 0 egyenlet bal oldaldn kiemelve az 22 kifejezést azt kapjuk,
hogy
22 (2-2%) =0,

igy az egyenlet megoldasai, vagyis az y fliggvény zérushelyei z; = 0, illetve

T = :f:\/i.
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d) Az y/(x) =0, vagyis a
4o —42® =0
egyenletet kell megoldanunk. Kiemelve a 4x kifejezést azt kapjuk, hogy
4r - (1 —2%) =0.

Ebbdl az egyenlet megolddsara x1 = 0, illetve zo = 1 és x5 = —1 adddik.
Az els6rendii derivalt eljelét vizsgalva az alabbi tablazathoz jutunk:

x | — o005 —1] -1 ] —1;0] 0
y'(x) + 0 - 0
y(z) Va lok. min. N lok. max.

y(z) értéke 1 0
x J0; 1 1 J1; 00]
y'(x) + 0 -
y(x) 4 | lok. min. | N\
y(x) értéke 1

e) Azy"(x) =0, vagyis a

4—122% =0
egyenletet kell megoldanunk. Az egyenlet megolddsara z; = %, illetve
To = —% adodik. A madsodrendii derivalt elGjelét vizsgdlva az aldbbi
tdblazathoz jutunk:
1 1 1.1
sl s [l
y"(x) - 0 +
y(x) konkav infl. pont konvex
y(x) értéke 5




KOZONSEGES MAGASABBRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK FGY

[ a [
y"(x) 0 -
y(x) infl. pont | konkdv
y(x) értéke :
f) Az y(z) fiiggvény hatarértéke —oo-ben:
xgrzlooy(x) = xEIPoo 222 — 21 = —o0.
g) Az y(x) fuggvény hatérértéke co-ben:
xh_)rgo y(x) = xh_)rgo 222 — 1t = —oc.
h) Mivel
y(~a) = 2(—a)? - ()" = 22% — 2%,
ezért

igy az y fiiggvény pdros.
i) Az y fiiggvény grafikonja:

22 2 181641412 11 08-06-04 —6.022 002040608 1 12141618 2 22

04
06
-0.8

-1.2

j) Az y figgvény értékkészlete: | — oo; 1].
109. Feladat. Legyen = > 0. Oldjuk meg az
2y (x) + 6z -y (z) +4y(z) =2 + 1

differencidlegyenletet!

165
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Megoldas:
A megfelel6 homogén egyenlet
22y (x) + 62 -y (x) + 4y(z) = 0.
A megoldésfiiggvényt keressiik
y(z) = =™
alakban! Ezt behelyettesitve a differencidlegyenletbe azt kapjuk, hogy
22-m-(m—1)- 2™ 24+6x-m-z™ 1 +4.2™=0.
Elvégezve az 6sszevondsokat
g™ (m? —m)+ 2™ - 6m+4-2™=0
adodik, azaz
™ (m? +5m+4) =0.
Mivel x > 0, ezért £ # 0, igy
m?+5m+4=0.

A masodfoku egyenlet megolddséra azt kapjuk, hogy
—54+25—-16 543
2 T2
vagyis m; = —1 és mg = —4. Tehat azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet
ltaldnos megolddsa

mi2 =

y(z) =1 'x71+02~x*4: (;—1 %,
ahol c1,co € R.
Az inhomogén egyenlet egy megolddsat
yp(z) = A-xz+ B
alakban keressiik. Ekkor y,(z) = A és y;/(x) = 0. Ezt felhaszndlva
6r-A+4-(A-2+B)=xz+1,
vagyis
10z-A+4B =z + 1.
Tehat
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B =

)

=~ =

igy az inhomogén egyenlet egy megoldasa
1 1
yp(z) = E-x—l—z.
Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa
C1 C2

@=2+2 45 oyl
=T a1 Ty

ahol ¢, co € R.

167
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10. Fiiggvényegyiitthatés masodrendii linearis
differencialegyenletek

110. Feladat. Legyen = > 0. Mutassuk meg, hogy y1(z) = z és yo(x) = 2

fliggvények linedrisan fliggetlenek!
Megoldas:

Mivel a fiiggvények éltal meghatarozott Wronski-determindns

W) = de ( (z) sa(z) ) - e ( v ) 20,

n(@) ys(z) 1 2z

ezért az y; és yo fliggvények linedrisan fiiggetlenek.

111. Feladat. Legyen = > 0. Mutassuk meg, hogy v () = x és yo(z) = 22,
y3(x) = 23 fiiggvények linedrisan fiiggetlenek!

Megoldas:

Mivel a fliggvények éltal meghatarozott Wronski-determinans

vi(z) y2(x) ys(w) o 22 23
W(z)=det | yi(z) wvh(z) vh(x) | =det| 1 20 322 | =
vi(@) ys(@) vi(@) 0 2

= 1223 4 223 — 62° — 623 = 223 #£ 0,
ezért az y1, Yo, ys fliggvények linedrisan fiiggetlenek.

112. Feladat. Legyen = € R. Mutassuk meg, hogy y; () = e® és yo(z) = e?®

fiiggvények linedrisan fiiggetlenek!
Megoldas:

Mivel a fliggvények éltal meghatarozott Wronski-determinans

Wia) = det (25 B0 ) et (& g ) =20,

ezért az y; és yo fliggvények linedrisan fiiggetlenek.
113. Feladat. Legyen x € R\ {0}. Irjuk fel az
2® -y (x) — 2y(z) = da®
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differencidlegyenlet dltaldnos megolddsét, ha tudjuk, hogy az
1
yl(x) = ;7 yQ(J") = IZ

fiiggvények megolddsok! Adjuk meg az y(1) = 2, ¢/(1) = 1 kezdetiérték
feladathoz tartozé megoldésfiiggvényt!

Megoldas:

Els6ként megmutatjuk, hogy az y; és yo fiiggvények linedrisan fiiggetlenek. A
fliggvények Wronski-determindnsa

_ yi(@) ya(x) | _ 7 -
wia) et ( 30 ) —det< L ) P\

xZ

igy a fiiggvények valéban linedrisan fiiggetlenek. Ezt felhasznélva a differen-
cidlegyenlet dltaldnos megoldésa

1 2

y(x)=c1-—+cp- 27,

x
ahol ¢y, co € R.
Az y fiiggvény derivaltja

/ C1
=% 4oz
Y (x) 2 Co T
Mivel y(1) = 2, ezért
2=rc1 + co.
Mivel 3/ (1) = 1, ezért
1=—c1 +2co.

Tehat a megoldandé egyenletrendszer:

ci + ¢ = 2
—c1 + 2¢ =1 [°

A két egyenletet 6sszeadva azt kapjuk, hogy co = 1. Ezt az els6 egyenletbe
behelyettesitve ¢c; = 1 adédik. Tehat a kezdetiérték feladat megoldasa

L. o
y(x)—;%—x.
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114. Feladat. (Abel formula)
Legyen I nyilt intervallum, valamint p és ¢ az I-n értelmezett valds értéki
folytonos fiiggvények. Tekintsiik tovdbbé az

y'(z) +p(x) - y'(z) + q(z) =0

madsodrendd differencidlegyenletet! Bizonyitsuk be, hogy a differencidlegyen-
let y; és yo linedrisan fiiggetlen megoldasfiiggvényeibdl képzett Wronski-de-
termindnsdra teljesiil, hogy

W(;U) =cC- e_fp($)dm’

ahol c € R.
Megoldas:
Az y és yo fiiggvényekbdl képzett Wronski-determindns

W) = | U0 0 0 (0) i) — el 010,
A W fiiggvény derivéltja

W' (z) = y(x) -y

—ya(x) -y

= y1(2) - ¥5 () — y2(z) - 91 (2).

Mivel y; megoldésfiiggvénye az

y'(x) +p(x) - y'(z) + q(z) =0

SO~
T~
NS
I+
S
T~
NIAG)
Lo S
T~
NIG)
(-

egyenletnek, ezért

yi(z) = —p(z) - i (2) — q(@).
Mivel y» megoldasfiiggvénye az

y" (@) +p(z) -y () + q(z) =0
egyenletnek, ezért

Yy (x) = —p(x) - yh(2) — q(@).
Ezeket behelyettesitve a

W(x) = y1(2) -5 (2) — ya(z) - 97 (2)
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Osszefliggésbe azt kapjuk, hogy

Atrendezve
W'(z) +p(z)  W(z) =0
adddik, amely egy elsérendd linedris homogén differencidlegyenlet, igy
W(z)=c-e Jr@dr
ahol c € R.
115. Feladat. Legyen x > 0. Tekintsiik a
Az -y () + 24/ () + y(2) = 0

differencidlegyenletet. Tudjuk, hogy v (z) = cos \/x megolddsa az egyenlet-
nek. A Wronski-determindns segitségével hatarozzunk meg egy y;-tol fiigget-
len megoldasfiiggvényt, majd adjuk meg az altaldnos megoldast!

Megoldas:
Ha az egyenletet osztjuk x-szel, akkor azt kapjuk, hogy

Az Abel formula szerint az
y'(x) +p() - (x) + q(x) -y(z) =0

egyenlet két linedrisan fiiggetlen megoldasfiiggvényébdl képzett Wronski-de-
termindnsra fennall, hogy

W(z) =c-e JP@)dz
vagyis jelen esetben

W (x) —c.eJmde ¢ o7z _

7
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Misrészt a Wronski-determindns definicidja szerint

W) = der (D7) 00 ) = det( os V2 yz<x>>-

B

_c

Kiszdmolva a determindnst és felhaszndlva, hogy W (z) = 77 azt kapjuk, hogy

, sin y/z _c
Vh() cos v+ ST () =
Az altalanossag sérelme nélkiil tekinthetjiik a ¢ = 1 esetet, igy az
, sin\/x 1
yQ(x) COS \/‘E + 2 . \/5 y2(x) - \/57
vagyis az
, tg vz 1

Ya(z) + 2z -y2(x) = A ok
inhomogén elsérendi differencidlegyenlet egy megoldédsat kell megkeresniink.

A homogén egyenlet

tg &

/
=0.
Ennek az éltaldnos megolddsa
_[tevE
yQ,h(x) = cC-e f 2g\/; d:r
Az
t
/ LAVEI
2z
integraldst a \/z = t helyettesitéssel végezziik el. Ekkor z = t2, igy
dz
— =2t
dt

A helyettesités végrehajtasa utan azt kapjuk, hogy

/tgﬁdx: B opat =
SR ot

int
:/tgtdt:/sm dt = —In|cost| = —Incos |z,
cost

Yo = C-COS\/T.
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Az inhomogén egyenlet egy megolddsat konstanvaridldssal hatdrozzuk meg.
Legyen

Yop = c(x) - cos/x.
Ezt behelyettesitve az

, sin\/x 1
(o) -cos i+ SV -

inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy

<c’(:c) cos vz + c(z) - M) - cos v+
+sin\/5_i

2.z 1

I RS
VT -cos? /T  cos?\x T

c(r) = tg V.

Tehat az inhomogén egyenlet egy megolddsa

ya(x) = sin/z.

amibdl

d(x) =

adodik, igy

Tehét a
4z - y"(x) + 2y (x) + y(x) =0

differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa
y(z) = 1 - cos /T + ¢ - sin /.
116. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az
z-y'(x) - (1+2) -y (@) +y@) =0, y(l)=e-2,1/(1)=e—1
differencidlegyenletet.

a) Tudjuk, hogy y;(z) = e® megolddsa az egyenletnek. A Wronski-deter-
mindans segitségével hatdarozzunk meg egy y;-t6l fiiggetlen megoldasfiigg-
vényt, majd adjuk meg az altaldnos megoldast!

b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldésfiiggvényét!

¢) Adjuk meg a megoldésfiiggvény zérushelye(i)t!

d) Vizsgaljuk meg monotonités és lokalis szélséérték szerint az y fiiggvényt!
e) Vizsgéljuk meg konvexitas és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!
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f) Szamoljuk kia lim y(z) hatdrértéket!
T—+—00
g) Szamoljuk ki a lim y(x) hatarértéket!
Tr—00
h) Vizsgaljuk meg parités szerint az y fiiggvényt!

1) Véazoljuk fel az y fliggvény grafikonjat!
j) Adjuk meg az y fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:

a) Ha x # 0, akkor az egyenletet osztjuk x-szel, igy azt kapjuk, hogy
1+2

y'(x) - :

Az Abel formula szerint az
y"(2) +p(z) - (x) + q(x) -y(z) =0

egyenlet két linedrisan fiiggetlen (legyenek ezek y; és y2) megoldasfiig-
gvényébdl képzett Wronski-determindnsra fenndll, hogy

W(z) =c-e JP@)dz,

Y (@) + = y(x) = 0.

vagyis jelen esetben

W(z) —c.e /TR _ oS atlde

=c-x-¢e".

Masrészt a Wronski-determindns definicidja szerint

W (z) = det < yi() () > = det ( Zi yf(xi > .

n(x) yo(z)
Kiszdmolva a determindnst és felhaszndlva, hogy
W(z)=c-z-€"
azt kapjuk, hogy

vh(z) - e® —yo(z)- e =c-z-e".
Az altaldnossag sérelme nélkiil tekinthetjiik a ¢ = 1 esetet, igy az
x X

Ya(x) e —ya(z) " =2 - e,

vagyis az
€T

e’ (ya(2) — ya(2)) =z - e,
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tehat az
Yp(x) — y2(z) = =

inhomogén elsérenddi differencidlegyenlet egy megoldasat kell megkeres-
niink.

A megfelel6 homogén egyenlet
Ya(z) = ya(z) = 0.
Ennek az altaldnos megoldasa

—[—1dx _ x

y2,h(33)26'6 c-e”.

Tehat
Yo h =cC-€’.

Az inhomogén egyenlet egy megolddsat konstanvaridldssal hatdrozzuk meg.
Legyen

Yyop = c(x) - e”.

Ezt behelyettesitve az
Yo(x) —y2(x) = 2
inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy
d(x)-e® +c(z) e —c(x)-e” =,

amibdl
d(x)=x-e

ad6dik, igy
c(x) :/x-e_””:dx: —:U'e_x—i—/e_xdx:

=—z-e’—e =" (—x—1).
Tehat az inhomogén egyenlet egy megolddsa

ya(x) =€ e (—x—1)=—z— 1.
Tehét az

z-y(2) = (1+2) -y (2) +yx) =0
differencidlegyenlet 4ltaldnos megoldésa

y(x)=cr-e"+ca-(—x—1).
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b) Az y fiiggvény deriviltja
Y (x) =c1-e” — ca.
Mivel y(1) = e — 2, ezért
cp-e—2cy=¢e— 2.
Mivel y/(1) = e — 1, ezért
ci-e—cyg=¢€—1.

A két egyenletet kivonva egymdasbol co = 1 adddik, majd ezt behelyettesitve
valamelyik egyenletbe azt kapjuk, hogy ¢; = 1.

Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa

y(z) =e* —x — 1.

c) Az
e —x—-1=0

egyenlet egyetlen megolddsa x = 0. Ez példdul lathat6 abbdl, ha felvazoljuk
az e” és x+1 fiiggvények grafikonjait és grafikusan oldjuk meg az e = x+1
egyenletet.

d) Az y/(x) = 0, vagyis az e* — 1 = 0 egyenletet kell megoldanunk, amire
x = 0 adédik. Az elsdrendii derivalt el6jelét vizsgalva az aldbbi tabldzathoz
jutunk:

x ] — 0030 0 0; oo
y'(x) - 0 +
y(x) \, | lok. min.

y(x) értéke 0

e) Az y”(x) = 0, vagyis a e = 0 egyenletet kell megoldanunk. Azonban
e” > 0 minden = € R esetén, igy az y fiiggvény mindenhol konvex és igy
nincs inflexiés pontja.

f) Az y(z) fiiggvény hatarértéke —oo-ben:

lim y(z)= lim e’ —z—1=o0.
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g) Az y(x) fuggvény hatérértéke co-ben:

lim y(z) = lim ¢ — 2z — 1 = oo.

T—00 T—r00
h) Mivel

y(—z)=e "+ -1,

ezért
y(=z) # y(x),

igy az y fiiggvény nem péros.
Mivel

—y(z) =—e"+2+1,
ezért

y(_'r) 7é —y(l’),
igy az y fiiggvény nem pdratlan.

i) Az y fiiggvény grafikonja:

j) Az y fuggvény értékkészlete: [0; ool

177
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11. Harmadrendi és magasabbrendii linearis konstansegyiitthatos
differencialegyenletek megoldasa

117. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az

() =6
y(0) =0, y'(0) =0, y"(0) = -6
kezdetiérték feladatot!
a) Hatdrozzuk meg a differencidlegyenlet dltalanos megoldését!
b) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megoldasat!
¢) Adjuk meg a megoldésfiiggvény zérushelye(i)t!
d) Vizsgaljuk meg monotonitas és lokalis szélsGérték szerint az y fliiggvényt!
e) Vizsgéljuk meg konvexitas és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!
f) Szamoljuk kia lim y(x) hatdrértéket!
T—r—00
g) Szamoljuk ki a lim y(x) hatdrértéket!
T—r 00
h) Vizsgaljuk meg paritds szerint az y fliggvényt!
i) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!
Megoldas:
a) A differencidlegyenlet mindkét oldalat integralva azt kapjuk, hogy
y"(z) = 62 + c1,
ahol c; € R tetszbleges.
Ujabb integraldssal azt kapjuk, hogy
y'(2) =32% +c1 -2+ co,
ahol c1, co € R tetszdleges.

Ismét integralva mindkét oldalt

c
y(m):$3+51-x2—|—02-x+(:3

adédik, ahol ¢y, c2, c3 € R tetszbleges.
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c)

d)
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Mivel y(0) = 0, ezért ¢; = 0. Mivel 3/ (0) = 0, ezért co = 0. Felhaszndlva,
hogy y”(0) = —6 azt kapjuk, hogy —6 = ¢;. Tehét a kezdetiérték feladat
megolddsa

y(z) = 2° — 322,

Az 23 — 322 = 0 egyenlet bal oldaldn kiemelve az x2 kifejezést azt kapjuk,

hogy
2% (z—3) =0,

igy az egyenlet megoldésai, vagyis az y fiiggvény zérushelyei x1 = 0, illetve
To = 3.

Az y'(z) = 0, vagyis a
372 —6r =0

egyenletet kell megoldanunk. Kiemelve a 3x kifejezést azt kapjuk, hogy
3z (x—2)=0.

Ebbdl az egyenlet megolddsara z; = 0, illetve 9 = 2 adddik. Az elsérendii
derivalt el6jelét vizsgdlva az aldbbi tdbldzathoz jutunk:

x ] — 005 0f 0 1052 2 ]2; 00[
y'(x) 4 0 - 0 +
y(z) v lok. max. | N\, | lok. min. |

y(x) értéke 0 —4

Az y"(z) = 0, vagyis a 62 — 6 = 0 egyenletet kell megoldanunk, amire z =
1 adédik. A madasodrendd derivalt el6jelét vizsgdlva az alabbi tdblazathoz
jutunk:

x | — o005 1] 1 ]1; 00|
y"(x) - 0 +
y(x) konkdv | infl. pont | konvex

y(z) értéke -2
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f) Az y(z) fiiggvény hatarértéke —oo-ben:

lim y(z) = lim 2° —32% = —cc.
T——00 T——00

g) Az y(z) fuggvény hatarértéke oo-ben:

lim y(z) = lim 2® — 32% = cc.
T—r00 T—r0o0

h) Mivel
y(—2) = (~2)’ =3 (<2)’ = =" — 3%,
ezért
y(—z) # y(x),
igy az y fiiggvény nem paros.
Mivel
—y(x) = —a3 + 322,
ezért

y(=z) # —y(z),
igy az y fliggvény nem pdratlan.

i) Az y fiiggvény grafikonja:

j) Az y fuggvény értékkészlete: | — o0o; 00].
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118. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az
y"(z) — 6y"(x) + 113/ () — 6y(z) = 0
y(0) =9, 4/ (0) = 20, 3”(0) = 50
kezdetiérték feladatot!
a) Irjuk fel a differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletét!
b) Adjuk meg a karakterisztikus egyenlet gyokeit!
¢) Hatdrozzuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat!
d) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megoldasat!
Megoldas:
a) A karakterisztikus egyenlet
A3 —6A%+ 110 — 6 = 0.

b) A karakterisztikus egyenletnek A = 1 megoldasa, hiszen

1—6-12+11-1—-6=0.

Ez azt jelenti, hogy a
AP — 62+ 11\ -6

polinom oszthaté A — 1-gyel. A polinomosztast elvégezve azt kapjuk, hogy

(A — 6X2 4+ 1IA — 6) : (A — 1) = N —-51+6
_ ()\3 o )\2)
— 5\ 4+ 11\ — 6

— (= 5X 4+ 5))

Tehat azt kaptuk, hogy
M 6A2 1IN —6= (A2 =5X+6)-(A—1).
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Vagyis a
(AN —5X+6)-(A—1)=0
egyenletet kell megoldanunk. A masodfoku egyenlet megoldasai

ox1
)\273:?.

Tehat a harmadfoku egyenlet megolddsai Ay = 1, Ao = 2, A3 = 3.
¢) A differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa

y(x) = 6% 4 ¢9 - 62 4 5. €37,

d) Az y megoldasfiiggvény derivaltja
Y () =c1 - € + 2c - ¥ 4 3¢ - €32,
madsodrendd derivaltja
y'(x) =c1 - e” + deg - e?® 4 9¢q - €37,
Mivel y(0) = 9, ezért
c1+co+c3=09.
Mivel 3/(0) = 20, ezért
c1 + 2¢c2 + 3¢z = 20.
Mivel y”(0) = 50, ezért
c1 + 4co 4 9c3 = 50.

Tehat a
cic + ¢ + ¢33 = 9
ci + 2c0 + 3c3 = 20
ci + 4ca + 93 = 50

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszert Gauss-elimindciéval old-
juk meg.

Elsé6 1épésben a kibdvitett métrix elsd sordnak —1-szeresét hozzdadjuk a ma-
sodik sorhoz, illetve az elsd sor —1-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 11 9 1 11 9
12 3120 | =101 2|11
1 4 9150 0 3 8 |41



KOZONSEGES MAGASABBRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK FGY 183

Maisodik 1épésben a kibdvitett matrix masodik sordnak —3-szoroséat hoz-
zdadjuk a harmadik sorhoz:

1 11 9 1 11 9
01 2|11 -1 01 211
0 3 8|41 0 0 2 8

s

A Gauss-eliminaci6 elvégzése utan kapott kib&vitett matrix segitségével fel-
irva az egyenletrendszert

ct + ¢ + c3 = 9
co + 2c3 = 11
203 = 8

adodik. Az utolsé egyenletbdl tehat megkapjuk, hogy c3 = 4. Ezt vissza-
helyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy co = 3. Végiil az elsd
egyenletbdl c¢; = 2 adddik.

Tehat azt kaptuk, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa
y(x) = 26" + 3% 4 4e37.

119. Feladat. Legyen ¢ > 0. Oldjuk meg Laplace-transzformdcidval az

y" (t) — 6y"(t) + 11y/(t) — 6y(t) = 0
y(0) =9, y'(0) = 20, y"(0) = 50

kezdetiérték feladatot!
Megoldas:

Vegyiik a differencidlegyenlet mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat! Ek-
kor azt kapjuk, hogy

Lly" (t) — 6y"(t) + 11y () — 6y(t)] = L[0].

Felhasznalva a Laplace-transzformaci6 linearitasat

Lly"| = 6L[y"] + 11L[y"] — 6L[y] = L0]

adodik.
Mivel

Lly"] = s Lly] — s> y(0) — s -y (0) — y"(0),

Lly"] =5 Ly —s-y(0) -y (0),
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valamint

Lly']=s- L[y] — y(0),

tovabba

ezért az eredeti kezdetiérték feladat atirhat6 az

s7- Lyl — s* - y(0) — s -3/ (0) — y"(0)—
—6- (5% LIyl —s-y(0) —y'(0))+
+11- (s- L[yl — y(0)) — 6L[y] =0

algebrai egyenletté.
Mivel y(0) =9, ¢/(0) = 20 és y”(0) = 50, ezért

s% - Lly] — 9s* — 208 — 50 — 6 - (s* - L[y] — 9s — 20)+
+11(s - L[y] = 9) — 6L[y] = 0.

Az egyenletet dtrendezve
L[y] - (s3 — 65> + 11s — 6) — 95% — 205 + 54s — 50 + 120 — 99 = 0,
vagyis
Lly] - (s> — 65> + 115 — 6) — 95% + 345 — 29 = 0,
adodik, amibdl kifejezve a L[y] kifejezést azt kapjuk, hogy

952 — 345 + 29
$3 —6s2+11s—6"

Lly] =

Kovetkezd 1épésben a nevezdt szorzattd alakitjuk. Az s> — 6s% + 11s — 6 poli-
nomnak az s = 1 gyoke, igy oszthaté s — 1-gyel. A polinomosztast elvégezve
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azt kapjuk, hogy

(3 — 652 + 1ls — 6) : (s — 1) = s>—5s+6
- @ =)
— 55 + 1ls — 6

— (= 5> + 5s)

Tehat azt kaptuk, hogy
§2 =652 +11s — 6 = (s> — 554+ 6) - (s — 1).
Vagyis a
(s —55+6)-(s—1)=0
egyenletet kell megoldanunk. A masodfoku egyenlet megoldasai
o=x1
S93 = ——"1.
2,3 5

Tehét a harmadfoki egyenlet megoldésai s = 1, so = 2, s3 = 3, igy

3 —652+1ls—6=(s—1)-(s—2)-(s—3).
Tehat

9s? — 345 + 29
(s—1)-(s—2)-(s—3)
A kapott tortet parcidlis tortek 6sszegére bontva
9s% — 345 + 29 A B C

(3—1).(3—2)-(5—3)*s—1+s—2+s—3

Lly] =

adddik. Az egyenletet szorozva a kozos nevezdvel azt kapjuk, hogy

95 —3454+29 = A-(s—2)-(s—3)+B-(s—1)-(s—=3)+C-(s—1)-(s—2).
A tagokat mindkét oldalon fokszdmuk szerint csoportositva
(A+B+C)-s*+(-5A—4B —3C)-s+6A+3B +2C = 9s* — 345+ 29
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adodik. A két oldalon a megfeleld fokszdmu tagok egyenl6ségébdl azt kapjuk,
hogy

A+ B + C = 9
—b5A — 4B - 3C = -34
6A + 3B + 2C = 29

A kapott linedris egyenletrendszert Gauss-elimindcidval oldjuk meg. Els6 1é-
pésben a kibdvitett matrix els6é sordnak 5-szorosét hozzdadjuk a masodik sor-
hoz, illetve az elsd sor —6-szorosdt hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 1 1 9 1 1 1 9
-5 -4 -3 |-34 |—-[0 1 2 11
6 3 2 29 0 -3 —4 | =25
Most a mésodik sor 3-szorosdt hozzdadjuk a harmadik sorhoz:
1 1 1 9 111 9
0o 1 2 1 | =01 2|11
0 -3 —4 | -25 0 0 2 8

A Gauss-eliminacio elvégzése utan kapott kibovitett matrix segitségével felirva
az egyenletrendszert

A+ B + C =9
B + 2C = 11
2C = 8

addédik. Az utolsé egyenletbdl tehat megkaptuk, hogy C' = 4. Ezt vissza-
helyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy B = 3. Végiil az els6
egyenletbdl A = 2 adédik.

Tehat azt kaptuk, hogy
2 3 4
Elyl = 371+572+573'
Ebbdl a kezdetiérték feladat megoldasara

y(t) = 2¢" + 3e* 4 4 - *

adodik.
120. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az
y"(x) + 7y" () + 14y () + 8y(x) = 0
y(0) =3, 4/(0) = 7, 4/(0) = 21}

kezdetiérték feladatot!
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a) Irjuk fel a differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletét!
b) Adjuk meg a karakterisztikus egyenlet gyokeit!

¢) Hatdrozzuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megoldédsat!
d) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megolddsat!

Megoldas:

a) A karakterisztikus egyenlet
A3+ 7A? 4140 4+ 8 = 0.

b) A karakterisztikus egyenletnek A\ = —1 megoldésa, hiszen
(=12 4+7-(-1)*+14-(-1) +8=0.

Ez azt jelenti, hogy a
AP+ TN+ 14X + 8

polinom oszthaté A 4 1-gyel. A polinomosztast elvégezve azt kapjuk, hogy
A+ TAZ 4+ 14N+ 8) : (A + 1) = A +6A+8
- N+ N
6A2 + 14X + 8

— (6X2 + 6))
8\ + 8
— 8\ + 8

Tehat azt kaptuk, hogy
N TAZ £ 140 +8= (A2 +6A+8) - (A +1).
Vagyis a
(A +6A+8)-(A\+1)=0
egyenletet kell megoldanunk. A mésodfoku egyenlet megolddsai

—6+2
)\2’3 = 5 .

Tehat a harmadfoku egyenlet megolddsai Ay = —1, Ao = —2, A3 = —4.
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¢) A differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa

y(x)=cr-e ¥ +co- e 2 4oy,
d) Az y megoldésfiiggvény derivaltja
Y (x)=—c1-e " —2cy- e _ feg oA

madsodrend( derivéltja
y'(x) =c1-e " +deg e H 4 16c3 - e
Mivel y(0) = 3, ezért
c1+co+c3=3.

Mivel y'(0) = —7, ezért

—c1 — 2¢9 — 4cg = —T.
Mivel y”(0) = 21, ezért

c1 + 4co + 16¢3 = 21.

Tehat a
c1 + ¢ + c3 = 3
—C1 — 202 — 403 = -7
cr + 4co + 16cg = 21

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszert Gauss-eliminéciéval old-
juk meg.

s

Els6 1épésben a kibdvitett matrix els sorat hozzdadjuk a masodik sorhoz,
illetve az els6 sor —1-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 1 1] 3 1 1 1] 3
1 -2 4| -7]|=[0 -1 -3]|-4
1 4 16 | 21 0 3 15| 18

Maisodik 1épésben a kibdvitett matrix masodik sordnak 3-szorosat hozzdad-
juk a harmadik sorhoz:

1 1 1 3 1 1 1 3
O -1 3|-4]—-10 -1 -3 -4
0 3 15 18 0 0 6 6
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A Gauss-elimindci6 elvégzése utdn kapott kibSvitett matrix segitségével fel-
irva az egyenletrendszert

ct + ¢ + ¢ = 9
- Cy — 303 = —4
6cg = 18

adddik. Az utolsé egyenletbdl tehat megkapjuk, hogy c3 = 1. Ezt vissza-
helyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy co = 1. Végiil az els6
egyenletb6l c¢; = 1 adddik.

Tehat azt kaptuk, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa
y(:l?) —e % 4 6721 + ef4x'
121. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az

y" () + 8y (x) + 19y (z) + 12y(z) = 0
y(0) =4, y/(0) = —12, y"(0) = 42

kezdetiérték feladatot!

a) Irjuk fel a differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletét!
b) Adjuk meg a karakterisztikus egyenlet gyokeit!
¢) Hatdrozzuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat!

d) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megolddsat!
Megoldas:
a) A karakterisztikus egyenlet
AP+ 8A7 + 19X + 12 = 0.
b) A karakterisztikus egyenletnek A\ = —1 megoldasa, hiszen
(—1)2+8-(~1)*+19-(-1)+12=0.

Ez azt jelenti, hogy a

A3 4 8A2 4+ 19X + 12
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polinom oszthaté A + 1-gyel. A polinomosztést elvégezve azt kapjuk, hogy
(A3 4+ 82 4+ 19X + 12) : (A + 1) = AZ4HTA+12
— (A 4+ Y

A2 4+ 19N 4+ 12

— (TA2 4+ TN
22 + 12
— (12X + 12)

Tehat azt kaptuk, hogy
M 48N 19N+ 12 = (N2 4+ TA+12) - (A + 1).

Vagyis a
A+ 7A+12)-(A+1)=0

egyenletet kell megoldanunk. A masodfoku egyenlet megoldasai

Tehat a harmadfoku egyenlet megolddsai Ay = —1, Ao = —3, A3 = —4.

c) A differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa

ylx)=cr-e ¥ +co- e 3% 4 oog e,
d) Az y megoldasfiiggvény derivaltja
y'(z) = —c1 e —3co - e ™3 — deg e,

madsodrendd derivaltja
y'(x) =c1-e "+ 9cg e 4 16c3 - 4.
Mivel y(0) = 4, ezért
c1+co+c3=4.
Mivel y'(0) = —12, ezért

—C1 — 302 - 463 = —12.
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Mivel 4" (0) = 42, ezért
c1 +9co + 16¢c3 = 21.

Tehat a
c1 + co + c3 = 4
—C1 — 362 — 403 = —12
ci + 9 + 16z = 42

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszert Gauss-elimindciéval old-
juk meg.

pays

Els6 1épésben a kibdvitett métrix elsd sordt hozzdadjuk a misodik sorhoz,
illetve az els6 sor —1-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 1 1 4 1 1 1 4
-1 -3 —4 | —-12 -1 0 -2 -3 | -8
1 9 16 42 0 8 15 | 38

Maisodik 1épésben a kibdvitett matrix masodik sordnak 4-szeresét hozzdad-
juk a harmadik sorhoz:

1 1 1 4 1 1 1 4
o -2 -3|-8]—-10 -2 -3 |-8
0 8 15 | 38 0o 0 3 6

A Gauss-elimindci6 elvégzése utdn kapott kibSvitett matrix segitségével fel-
irva az egyenletrendszert

cc + ¢ + c¢3 = 4
N 262 3 363 = -8
363 = 6

adodik. Az utolsé egyenletbdl tehat megkapjuk, hogy c3 = 2. Ezt vissza-
helyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy co = 1. Végiil az elsd
egyenletbdl c¢; = 1 adddik.

Tehat azt kaptuk, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa
y(z) = e " 4+ e 3" 4 24
122. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az
y"(x) = 3y"(2) + 4y(z) = 0 }
y(0) =12, 3/(0) = 24, y(0) = 12

kezdetiérték feladatot!
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a) Irjuk fel a differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletét!
b) Adjuk meg a karakterisztikus egyenlet gyokeit!
¢) Hatarozzuk meg a differencidlegyenlet altaldnos megoldéasat!
d) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megolddsat!
Megoldas:
a) A karakterisztikus egyenlet
A =3\ +4=0.
b) A karakterisztikus egyenletnek A = —1 megolddsa, hiszen
(-1 =3-(-1)2+4=0.

Ez azt jelenti, hogy a
A3 =307 44

polinom oszthaté \ 4 1-gyel. A polinomosztast elvégezve azt kapjuk, hogy

(A3 — 32 + 4) A+ 1) = A2—4r+4
- (¥ 4+ A\
— 4N? 4+ + 4

— (= 4X2 — 4N

4 + 4
— 4x + 4
0

Tehat azt kaptuk, hogy
M o3A2 4=\ =4 +4)- (A +1).

Mivel

(A2 —4X+4) = (A —2)%
ezért a harmadfoku egyenlet megoldasai Ay = —1, Ao = 2, A3 = 2. Tehat
a A\ = —1 egyszeres multiplicitdsd, mig a Ao = 2 kétszeres multiplicitast

gyoke a karakterisztikus egyenletnek.
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¢) A differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa

y(x):cl-e_x—i-cQ-ezx—i—c;:,-x-ez“.

d) Az y megoldésfiiggvény derivaltja
y(z) = —c1-e %4222 43 (1+2z) - %,
madsodrend( derivaltja
y'(z) =c1-e ¥ 4 4ey - ¥ ey - (44 4x)e®®.
Mivel y(0) = 12, ezért
c1+cog = 2.
Mivel y'(0) = 24, ezért
—c1 + 2¢c9 + ¢c3 = 2.
Mivel y”(0) = 12, ezért
c1 +4ca + 4eg = 12.

Tehat a
c1 + Cc2 = 12
—c1 + 2co c3 = 24
c1 + 4dey + 4eg = 12

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszert Gauss-eliminécidval old-
juk meg.

Els6 1épésben a kibdvitett matrix elsd sorat hozzdadjuk a masodik sorhoz,
illetve az els6 sor —1-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 1 012 1 1 012
-1 2 1|24 - 0 3 1|36
1 4 4|12 0 3 4 0

Maisodik 1épésben a kibdvitett matrix masodik sordnak —1-szeresét hoz-
zdadjuk a harmadik sorhoz:

1 1 0112 1 10 12
0 3 1136 |]—=1031 36
0 3 4 0 0 0 3| —36
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A Gauss-elimindci6 elvégzése utdn kapott kibdvitett matrix segitségével fel-

irva az egyenletrendszert

cg + c + = 12
3ca + c3 = 36
3cs = —36

adédik. Az utolso egyenletbdl tehat megkapjuk, hogy c3 = —12. Ezt visz-
szahelyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy co = 16. Végiil az

elsé egyenletbdl ¢; = —4 adddik.
Tehat azt kaptuk, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa

y(x) = —4e™% 4+ 16 — 12z - €%,
123. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az
y" (@) — 3" () + 3y (z) = y(z) = 0
y(0) =6, 3/(0) = 11, y”(0) = 18

kezdetiérték feladatot!

a) Irjuk fel a differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletét!
b) Adjuk meg a karakterisztikus egyenlet gyokeit!

¢) Hatdrozzuk meg a differencidlegyenlet altaldnos megolddsat!
d) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megolddsat!

e) Adjuk meg a megoldésfiiggvény zérushelye(i)t!

f) Vizsgaljuk meg monotonitds és lokalis szélsdérték szerint az y fliggvényt!

g) Vizsgaljuk meg konvexitds és inflexids pont szerint az y fliggvényt!

h) Szdmoljukkia lim y(z) hatdrértéket!

Tr—r—00
i) Szdmoljuk ki a lim y(x) hatdrértéket!

T—>00
j) Vizsgéljuk meg paritds szerint az y fiiggvényt!
k) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!
Megoldas:
a) A karakterisztikus egyenlet

A =3\ +31—-1=0.
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b) Mivel
M3 43N —1=(\—1)3
ezért a karakterisztikus egyenletnek egyetlen gyoke van A = 1, haromszoros
multiplicitdssal.
c) A differencidlegyenlet dltalinos megoldasa
yx)=c1-e*+ey-x-e+cz-a’e” =
= (c14+co-x+c3-2%) e
d) Az y megoldasfiiggvény derivaltja
Y (z) = (c2+2c3-2)- "+ (c1+ecag -z +ca-a?) e =
=(c14+co4cy-x+23 -+ c3-x?)-€”,
masodrendd derivaltja
y"(z) = (c1 + 2¢3 + 2¢3 - ) - "+
—|—(C1+02+62'x+203-$+63-332)-ex:
=(c14+2c+2c3+cy-x+4c3-x+c3-2°) - €%
Mivel y(0) = 6, ezért
c1 = 6.
Mivel /(0) = 1, ezért
c1+co=11.
Mivel y”(0) = 18, ezért
c1 + 2¢co 4+ 2c3 = 18.

Tehat a
C1 == 6
c1 + ¢ cg = 11
ct + 2c0 + 2c3 = 18

egyenletrendszerhez jutunk. Az utolsé egyenletbdl tehat megkaptuk, hogy
c1 = 6. Ezt visszahelyettesitve a mdsodik egyenletbe azt kapjuk, hogy co =
5. Végiil az els6 egyenletbdl c3 = 1 adddik.

Tehat azt kaptuk, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa
y(z) = (2% + 5z + 6) - €.
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e) Az
(2% + 52 +6)-e” =0

egyenletet kell megoldanunk. Mivel e # 0, ezért

22 +5x+6=0,
vagyis
—-5++v25—-24 —H+£1
x1,2 = = y
2 2
igy az egyenlet megoldésai, vagyis az y fliggvény zérushelyei 1 = —2,
illetve xo = —3.

f) Az y'(x) = 0 egyenletet kell megoldanunk. Az y fiiggvény derivéltja

Y (z) = (25 +5) "+ (2* + 5z +6) -e” =c"-
Mivel e* # 0, ezért
Az egyenlet megolddsai

-7+5

T12 =
2

(z% 4 7z + 11).

Az els6rendi derivalt eljelét vizsgalva az aldbbi tdbldzathoz jutunk:

- = oo; —75\/5[ SEY =15, —T4/B
y'(x) + 0 -
y(x) VA lok. max. N
y(z) értéke ~ 0,0418
. —7;\/5 } —7;\/5; OO{
y'(x) 0 +
y(x) lok. min.
y(z) értéke | ~ —0,0218
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g) Az y’(x) = 0 egyenletet kell megoldanunk. Az y fiiggvény mésodrendd
derivaltja

y'(z) =e" - (2* +Tr+11) +e* (20 +7) =
= e . (2% + 9z + 18).

Mivel e* # 0, ezért
22 +9zx 4+ 18 =0.

Az egyenlet megolddsai

o -9+ 3
172 - 2 9
vagyis x1 = 6 és xo = —3. Az mdasodrend( derivalt el§jelét vizsgalva az
alabbi tdblazathoz jutunk:
x ] — 00; —6] —6 ] —6;-3]
y"(x) + 0 -
y(z) konvex | inflexiés pont | konkdv
y(z) értéke ~ 0,0297
2 -3 | — 3;00]
y"(x) 0 +
y(x) inflexidés pont | konvex
y(x) értéke 0

h) Az y(x) fiiggvény hatarértéke —oo-ben (a L’Hospital-szabaly felhaszndla-
saval):

2
lim y(z)= lim (224 5246)-¢" = lim ~t0r+0_
Tr——00 T——00 ey e_l'
2x +5
= lim m_ij = lim — =0
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i) Az y(x) fuggvény hatédrértéke co-ben:

. T 2 LT
Jim y(z) = Ilggo(x +52+6) e’ = o0.

J) Mivel

y(—x) = (x* — 52 +6) -7,

ezért
y(=x) # y(x),

igy az y fiiggvény nem péros.
Mivel

—y(a) = (~a® — 5z — 6) - ",
ezért

y(—.’E) 7é —y(ﬂ?),
igy az y fiiggvény nem paratlan.

k) Az y fiiggvény grafikonja:

0 N
95 -9 -85 -8 -75 -7 65 6 55 5 45 4 -35 § -25 f2 -15 1 -%%1 0 05 1
-0.02

124. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az
yW(z) — 16y(z) = 0
y(0) =3, 4/ (0) =2, y"(0) = —4, y"(0) = —24
kezdetiérték feladatot!

a) Irjuk fel a differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletét!
b) Adjuk meg a karakterisztikus egyenlet gyokeit!

¢) Hatdrozzuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat!
d) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megoldasat!

Megoldas:



a)

b)

c)

d)
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A karakterisztikus egyenlet

A =16 =0.
Mivel
M 16 =(\2—4) - (\2+4),
ezért
MN-4)=0 = N\N=4
és

MN4+4)=0 = IN=-4
miatt a karakterisztikus egyenlet gyokei

M =2 A= —2 A3 =2i, \y = —2i.

A differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa

y(x) =c1-e* +cy-e 2 4¢3+ cos2x + ¢y - sin 2,
ahol c1, co, c3, ¢4 € R tetszbleges.
Az y megoldasfiiggvény derivéltja

2z

y'(z) = 2¢1 - e®® — 2¢y - €72 — 2¢5 - sin 22 + 2¢4 - cos 2,

madsodrendd derivaltja

2

y'(z) = 4dey - €2 +dey - €72 — dey - cos 2x — 4ey - sin 2,

harmadrendd derivéltja

y"(x) = 8ey - €2 — 8¢y - e 2% 4 8¢z - sin 27 — 8¢y - cos 22

Mivel y(0) = 3, ezért
c1+ co+c3 = 3.

Mivel /(0) = 2, ezért
2c1 — 2¢c9 + 2¢4 = 2.
Mivel y"(0) = —4, ezért
4cy + 4eo — 4eg = —4.
Mivel y"'(0) = —24, ezért
8c1 — 8¢y — 8¢y = —24.

199
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Tehat a
c1 + ¢ + c3 = 3
c1 — ¢y + ¢y = 1
c1 + co c3 = -1
1 — ¢ — ¢y = -3

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszert Gauss-elimindciéval old-
juk meg.

Elsé 1épésben a kibdvitett méatrix elsd sordnak —1-szeresét hozzdadjuk a ma-
sodik sorhoz, az els6 sor —1-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz és az
elsd sor —1-szeresét hozzdadjuk a negyedik sorhoz:

1 1 1 o] 3 1 1 1 o] 3
1 -1 0 1| 1 0 -2 -1 1| -2
1 1 -1 o|l=1]|7lo 0 -2 of-4
1 -1 0 —-1|-3 0 -2 —1 —1 | —6

Misodik 1épésben a kibdvitett matrix mésodik sordnak —1-szeresét hoz-
zdadjuk a negyedik sorhoz:

1 1 1 0] 3 1 1 1 0] 3
0 -2 -1 1| -2 0 -2 -1 1 |-2
0 0 -2 o0|l-a|7lo 0o -2 o]-4
0 -2 —1 —1 | -6 0 0 0 -2 | -4

A Gauss-eliminacio elvégzése utin kapott kibvitett matrix segitségével fel-
irva az egyenletrendszert

c1 + ¢ + c3 = 3
— 2c9 — c3s + ¢ = -2
—263 = —4

— 2¢4 = —4

adédik. Az utolsé egyenletbdl tehdt megkapjuk, hogy ¢4 = 2, a harmadik
egyenletbdl pedig, hogy cs = 2. Ezeket visszahelyettesitve a masodik
egyenletbe azt kapjuk, hogy co = 1. Végiil az els6 egyenletb6l ¢; = 0
adodik.

Tehat azt kaptuk, hogy a kezdetiérték feladat megoldasa

y(x) = e 2 4+ 2cos 2z + 2sin 2.
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125. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az
y () = 6y () + 5" () = 0
y(0) =3, ¥'(0) = 7, 4" (0) = 28, y"(0) = 126, y*)(0) = 626

kezdetiérték feladatot!

a) Irjuk fel a differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletét!
b) Adjuk meg a karakterisztikus egyenlet gyokeit!

¢) Hatdrozzuk meg a differencidlegyenlet altaldnos megold4sat!
d) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megolddsat!

Megoldas:

a) A karakterisztikus egyenlet
A% —6AT +5X% =0.

b) Mivel
N —6AT 503 =23 (A2 —6)+5),
ezért
)\3 =0 = )\1’273 =0
és

+4
M—_6A+5=0 = /\4,5:67

miatt a karakterisztikus egyenlet gyokei
AM=0,2=0,A3=0, =5, A=1.
¢) A differencidlegyenlet dltalanos megoldasa
y(z) =ci+cey-x4es-x?4eq-e +ey- et
ahol c1, co, c3, ¢4, c5 € R tetszbleges.
d) Az y megoldésfiiggvény derivaltja
Y (z) = co + 2c3 - T+ 5ey - €27 4 ¢5 - €7,
masodrendd derivaltja
y" () = 2¢3 4 25¢4 - 5% + ¢5 - €7,
harmadrend derivéltja

y"(x) = 125¢4 - €% + ¢5 - €7,
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negyedrendd derivaltja
yW(2) = 625¢4 - 7 + ¢5 - €7,
Mivel y(0) = 3, ezért
c1+cq4+c5 = 3.
Mivel y/(0) = 7, ezért
co+5c4+c5="T7.
Mivel y”(0) = 28, ezért
2c3 + 25¢4 + c5 = 28.
Mivel y"’(0) = 126, ezért
125¢4 + c5 = 126.
Mivel 44 (0) = 626, ezért

625c4 + c5 = 626.

Tehat a
al c4a + ¢ = 3
Co + 5¢4 + ¢ = 7
2c3 + 25¢cy + ¢35 = 28
125¢4 + c¢5 = 126
625c4 + c3 = 626

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszert Gauss-eliminéciéval old-
juk meg.

A negyedik sor —5-sz0rosét hozzdadjuk az 6tddik sorhoz:

100 11 3 1 00 1 1 3
010 5 1 7 010 5 1 7
00 2 251 28 1 =100 2 25 1 28
0 0 0 125 1 | 126 0 0 0 125 1 | 126
0 0 0 625 1 | 626 0 00 0 —4 | —4
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A Gauss-elimindci6 elvégzése utdn kapott kibSvitett matrix segitségével fel-
irva az egyenletrendszert

C1 + ¢ = 3
co + 5¢4 + 5 = T

2c3 + 25¢4 + 5 = 28

125¢4 4+ ¢ = 126

- 465 = —4

adédik. Az utolsé egyenletbdl tehat megkapjuk, hogy c5 = 1, a negyedik
egyenletbdl pedig, hogy ¢4 = 1, a harmadikbdl azt, hogy c3 = 1, a ma-
sodikbdl azt, hogy co = 1, végiil az els6bdl, hogy ¢; = 1.

Tehat azt kaptuk, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa
y(z) =1+ 2+ 2%+ +e”
126. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az
y" (x) + 4y (2) + 5y (x) + 2y(x) = 68 - e °
y(0) =2, y'(0) = -2, y"(0) =3 }

kezdetiérték feladatot!

a) [rjuk fel az inhomogén egyenlethez tartozé homogén egyenletet!
b) Adjuk a differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletét!

¢) Hatdrozzuk meg a karakterisztikus egyenlet gyokeit!

d) Irjuk fel a homogén egyenlet 4ltaldnos megoldasat!

e) Adjuk meg az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat a probafiigg-
vény modszerrel!

f) Irjuk fel az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasat!
g) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megolddsat!

Megoldas:
a) A megfelel6 homogén egyenlet

y" (z) + 49" () + 5y (z) + 2y(z) = 0.

b) A karakterisztikus egyenlet
AP+ 4N+ 50 +2=0.
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¢) A karakterisztikus egyenletnek A = —1 megoldasa, hiszen
(1) +4-(-1)2+5-(-1)+2=0.

Ez azt jelenti, hogy a
AP+ 407 + BA+2

polinom oszthaté A + 1-gyel. A polinomosztést elvégezve azt kapjuk, hogy
AN 4+ 422 + 50 4+ 2) (A + 1) = A243A+2
— (N + Y

332 4+ BN + 2

— 3\ + 3)
20+ 2
- 2)x + 2

Tehat azt kaptuk, hogy
M4 AN2 450 +2=(N24+30+2)- (A +1).

Mivel a
(AN +3X+2)=0

egyenlet megolddsai

-3+£1

A2,3 = 9 )
ezért a harmadfoki egyenlet megolddsai Ay = —1, Ay = —1, A3 = —2.
Tehat a A = —1 kétszeres multiplicitisd, mig a Ao = —2 egyszeres multi-

plicitdsu gyoke a karakterisztikus egyenletnek.
d) A homogén differencidlegyenlet 4ltaldnos megoldasa

yp(x) =c1-eF4+ca-x-eF4cs3- e %,

e) Az inhomogén egyenlet egy megoldasat
yp(r) = A- e
alakban keressiik. Ekkor az y,, derivéltja

yp(x) = —3A- e 3%,
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madsodrendd derivaltja
yp(x) = 9A - e 3%,
harmadrendi derivéltja
Yy, (z) = —27A- e 32,
Ezeket visszahelyettesitve az inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy
(—27A+36A —15A +24) e 3" =68 - ¢,
vagyis
—4A =68 = A=-17.
Tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa

yp(z) = —17- 7"

Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldasa

ylx)=cr-e " +cyg-x-e " +oeg-e 170707,

Az y megoldasfiiggvény derivéltja
Y (@) =—cr-e "+ (cg—co-x) e —23-e 45137,
madsodrendd derivaltja
y'(x)=cr-e " —cg-e ¥ —(cg—cy )+
+4es-e7% — 153737,

Mivel y(0) = 2, ezért
c1+c3—17=2.

Mivel y'(0) = —2, ezért

—c1 4+ ¢cg — 2¢c3 + 51 = —2.
Mivel y”(0) = 3, ezért

c1 — 2¢o + 4¢3 — 153 = 3.

Tehat a
c1 + cg = 19
—c1 + co — 2c3 = -53
cgi — 2c0 + 4c3 = 156

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszert Gauss-eliminaciéval old-
juk meg.



206 DR. KEZI CSABA GABOR

Els6 1épésben a kibdvitett métrix elsd sordt hozzdadjuk a misodik sorhoz,
illetve az elsd sor —1-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

10 1 19 1 0 1 19
-1 1 -2|-53 |—-10 1 -1 | -3
1 -2 4| 156 0 -2 3| 137

Maisodik 1épésben a kibdvitett matrix masodik sordnak 2-szeresét hozzaad-
juk a harmadik sorhoz:

1 0 1 19 10 1 19
0 1 -1 | -3 | —-101 -1 | -34
0 -2 3 137 0 0 1 69

s

A Gauss-elimindci6 elvégzése utan kapott kib&vitett matrix segitségével fel-
irva az egyenletrendszert

Cc1 + c¢c3 = 19
g — ¢33 = —34
c3 = 69

adddik. Az utolsé egyenletbdl tehat megkapjuk, hogy c3 = 69. Ezt vissza-
helyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy co = 35. Végiil az els6
egyenletbdl ¢; = —5H0 adddik.

Tehat azt kaptuk, hogy a kezdetiérték feladat megoldasa
y(x) = —50e % +35-2-e " 4+ 69”2 — 17e 737,
127. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az
y"(x) +9y" (x) + 26y (x) + 24y(z) = 24z + 2
y(0) = 2, y/(0) = —10, " (0) = 29 }

kezdetiérték feladatot!

a) Irjuk fel az inhomogén egyenlethez tartoz6 homogén egyenletet!
b) Adjuk a differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletét!

¢) Hatdrozzuk meg a karakterisztikus egyenlet gyokeit!

d) Irjuk fel a homogén egyenlet 4ltaldnos megoldasat!

e) Adjuk meg az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat a probafiigg-
vény moédszerrel!

f) Irjuk fel az inhomogén egyenlet dltalinos megolddsat!
g) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megoldasat!
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Megoldas:
a) A megfelel6 homogén egyenlet
y"(z) + 9y (x) + 269/ () + 24y(x) = 0.
b) A karakterisztikus egyenlet
A%+ 9N + 261 + 24 = 0.
c) A karakterisztikus egyenletnek A = —2 megoldésa, hiszen
(=2 +9-(—2)*+26- (—2) +24 = 0.
Ez azt jelenti, hogy a
AP+ 9% + 260 + 24
polinom oszthaté X\ + 2-vel. A polinomosztast elvégezve azt kapjuk, hogy
(A3 4+ 9N 4+ 260 4+ 24) (A + 2) = A2HTA+12
— (A 4+ 2)?

A2 4+ 260N 4+ 24

(TA2 + 14))
120 + 24
— (12X + 24)

Tehat azt kaptuk, hogy
M 49N2 4260 +24 = (A2 4+TA+12)- (A +2).

Mivel a
(N +T7A+12)=0

egyenlet megoldasai

ezért a harmadfoku egyenlet megolddsai Ay = —2, Ao = —3, A\3 = —4.
d) A homogén differencidlegyenlet dltalinos megolddsa

yn(z) =c1-e 2 fcg-e 3 ez
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e) Az inhomogén egyenlet egy megolddsat
yp(z) =A-z+ B
alakban keressiik. Ekkor az y,, deriviltja
yplx) = A,

mésodrendd derivéltja y,(x) = 0, harmadrendd derivaltja y,’(x) = 0.
Ezeket visszahelyettesitve az inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy

26A+24A-x+24B = 24x + 2,
igy A=1¢s
26A+24B =2 = B=-1.
Tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megolddsa
yp(z) =2 — 1.
f) Az inhomogén egyenlet 4ltaldnos megoldédsa
yz)=cr-e @ty pez-e Ty 1.
g) Az y megoldasfiiggvény derivaltja
Y(x)=—2c1-e 2 —3cy-e 3% —dez- e 41,
madsodrendd derivaltja
y'(z) =4e1 e 4 9¢y - 073 4 163 - €12,
Mivel y(0) = 2, ezért
cir+co+c3—1=2.
Mivel y/(0) = —10, ezért
—2c1 — 3¢y — 4cg3 + 1 = —10.
Mivel y"(0) = 29, ezért
4cy + 9co + 16¢3 = 29.

Tehat a
c1 + ¢ + c3 = 3
—2c1 — 3¢ — 4deg = -—11
4c1 + 9co + 16c3 = 29

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszert Gauss-eliminéciéval old-
juk meg.



KOZONSEGES MAGASABBRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK FGY 209

Els6 1épésben a kibdvitett matrix elsd sordnak 2-szeresét hozzdadjuk a ma-
sodik sorhoz, illetve az elsd sor —4-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 1 1 3 1 1 1 3
-2 -3 -4 | -11 -1 0 -1 -2 | =5
4 9 16 29 0 5 12 17

Maisodik 1épésben a kibdvitett matrix masodik sordnak 5-szorosét hozzaad-
juk a harmadik sorhoz:

1 1 1 3 1 1 1 3
0 -1 -2 | -5 -0 -1 -2 | =5
0 5 12 17 0O 0 2| -8

s

A Gauss-elimindci6 elvégzése utan kapott kib&vitett matrix segitségével fel-
irva az egyenletrendszert

ct + ¢ + ¢ = 3
— ¢ — 2c3 = -5
2cg = -8

adédik. Az utolsé egyenletbdl tehat megkapjuk, hogy c3 = —4. Ezt vissza-
helyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy co = 13. Végiil az els6
egyenletbdl ¢; = —6 adddik.

Tehat azt kaptuk, hogy a kezdetiérték feladat megoldasa
y(x) = —6e 2 +13e 73" —de ¥ 41 — 1.
128. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az
y" (z) + 10y" (z) + 31y (x) + 30y(x) = 20sinz + 30 cos =
y(0) = 3, y/(0) = —9, "(0) = 38 }

kezdetiérték feladatot!

a) Irjuk fel az inhomogén egyenlethez tartozé homogén egyenletet!
b) Adjuk a differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletét!

¢) Hatdrozzuk meg a karakterisztikus egyenlet gyokeit!

d) Irjuk fel a homogén egyenlet 4ltaldnos megoldasat!

e) Adjuk meg az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat a probafiigg-
vény mddszerrel!

f) Irjuk fel az inhomogén egyenlet dltalinos megolddsat!
g) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megoldasat!
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Megoldas:
a) A megfelel6 homogén egyenlet
y" (z) +10y" (x) + 31y (z) + 30y(z) = 0.
b) A karakterisztikus egyenlet
A% 4+ 10A% 4 31\ 4 30 = 0.
¢) A karakterisztikus egyenletnek A = —2 megoldésa, hiszen
(=2)%4+10-(=2)*+31-(=2) + 30 = 0.
Ez azt jelenti, hogy a
A% 4+ 10A% + 311 + 30
polinom oszthaté A + 2-vel. A polinomosztast elvégezve azt kapjuk, hogy
(A 4+ 21X% 4+ 31A 4+ 30) : (A + 2) = A248A+15
— (M 4+ 2)\?)

8\ + 31A + 30
(8X\2 + 16))

152 + 30
— (15 + 30)

Tehat azt kaptuk, hogy
A+ 10A2 4+ 310 +30 = (A2 +8X 4+ 15) - (A + 2).

Mivel a
(A2 +8)A+15) =0
egyenlet megoldasai
\ —8+£2
2,3 — 2 )

ezért a harmadfoku egyenlet megolddsai Ay = —2, Ao = —3, A3 = —5.
d) A homogén differencidlegyenlet altaldnos megolddsa

yn(z) =c1-e 2 fcg-e 3 e300
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Az inhomogén egyenlet egy megoldasat
yp(z) = A-sinx+ B -cosx
alakban keressiik. Ekkor az y,, derivéltja
yp(x) = A-cosz — B -sinz,
masodrendd derivéltja
yp(x) = —A-sinz — B-cosz,
harmadrendd derivéltja
Yy (x) = —A-cosx + B-sinz.
Ezeket visszahelyettesitve az inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy
(30A —31B — 10A+ B) -sinz + (30B + 31A — 10B — A) - cos x
== 20sinz + 30 cosz.

Tehat az
204 — 30B = 20
304 + 20B = 30

egyenletrendszert kell megoldanunk. Ha az els6 egyenlet kétszeresét hoz-
zdadja a masodik egyenlet haromszorosdhoz, akkor azt kapjuk, hogy A = 1,
igy B = 0. Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasa

yp(z) = sinz.
Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa
y(x) =cy - e 2 4oy 4570 +sin.

Az y megoldasfiiggvény derivéltja

Y (z) = —2¢1 - e % — 3¢y -e 3% — Bez - e % + cos
madsodrendd derivaltja

y'(z) = 4c1 -2 4 9cy - €73 4 25¢3 - e O% —sin .
Mivel y(0) = 3, ezért

c1+co+cg—1=3.
Mivel y/(0) = —9, ezért
—2¢1 — 3¢y — beg + 1 = —9.
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Mivel y”(0) = 38, ezért
4c1 + 9co + 25¢3 = 38.

Tehat a
c1T + ¢y + c3 = 3
—261 — 362 - 503 = —-10
4ci1 + 92 + 2b5cy = 38

egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszert Gauss-elimindciéval old-
juk meg.

Elsé 1épésben a kibdvitett matrix elsd sordnak 2-szeresét hozzdadjuk a ma-
sodik sorhoz, illetve az elsd sor —4-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 1 1 3 1 1 1 3
-2 -3 5| -10 | -0 -1 -3 | -4
4 9 25 38 0 5 21| 26

Maisodik 1épésben a kibdvitett matrix masodik sordnak 5-szorosét hozzdad-
juk a harmadik sorhoz:

1 1 1 3 1 1 1 3
o -1 3|-4]—-10 -1 -3 |4
0 5 21 26 0 0 6 6

A Gauss-elimindci6 elvégzése utdn kapott kibSvitett matrix segitségével fel-
irva az egyenletrendszert

ct + ¢ + ¢ = 3
— C2 — 303 = —4
663 = 6

adoédik. Az utolsé egyenletbdl tehat megkapjuk, hogy c3 = 1. Ezt vissza-
helyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy co = 1. Végiil az elsd
egyenletbdl ¢; = 1 adodik.

Tehat azt kaptuk, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa
y(z) = e 2 +e 3 47 fsin.

129. Feladat. Irjunk fel olyan harmadrendii linedris konstansegyiitthat6s ho-
mogén differencidlegyenletet, melynek karakterisztikus egyenlete

N+ -A—1=0.

Megoldas:
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Egy olyan differencidlegyenlet, amely megfelel a feltételeknek
y" (@) +y"(x) —y'(2) — y(z) = 0.

130. Feladat. Irjunk fel olyan harmadrendii linedris konstansegyiitthatés ho-
mogén differencidlegyenletet, amely karakterisztikus egyenletének gyokei

A =1, A2 =2, A3 =3.
Megoldas:
A karakterisztikus egyenlet gyoktényezds alakja
(A=A1) - (A=A2) - (A= A3) =0,

ami jelen esetben
A=1)-(A=2)-(A=3)=0.

A zargjeleket felbontva azt kapjuk, hogy
AP —6A% + 11X — 6 = 0.

Egy olyan differencidlegyenlet, amely megfelel a feltételeknek

y" () — 6y (z) + 11y (x) — 6y(z) = 0.
131. Feladat. Legyen ¢ > 0. Oldjuk meg Laplace-transzformdcidval az

y" () = 3y"(t) — ¢/ (t) + 3y(t) = 66”}

y(0) =0, y'(0) =0, y"(0) =0

kezdetiérték feladatot!
Megoldas:

Vegyiik a differencidlegyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzformaltjat! Ek-
kor azt kapjuk, hogy

Lly" () = 3y"(t) — /(1) + 3y(1)] = L[6*].
Felhaszndlva a Laplace-transzformacid linearitdsat
Lly"] = 3L[y"] — LIy'] + 3L[y) = 6L[e*]
adédik.
Mivel
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valamint
Lly'] = s Ly] — y(0),
tovabba
L[0] =0,

ezért az eredeti kezdetiérték feladat atirhat6 az
s> Lly] = s* - y(0) = 5-y/(0) — y"(0)—
=3 (s*- L[y) — 5-y(0) - ¢/(0)) -
~ (5 Lly] — () + 3Ll =
algebrai egyenletté.
Mivel y(0) = 0, y'(0) = 0 és y”"(0) = 0, ezért

6
s°- LIy = 35" Lly] =5+ L) +3L[y] = —.
Az egyenletet dtrendezve
6
(B a2 _

Lly]- (s> —3s° —s+3) T
vagyis

£ly) = -

e (s3—3s2—5+4+3)-(s—2)

adédik.

Kovetkezd 1épésben a nevezot szorzatta alakitjuk. Mivel
2352 —s5+3=5-(s>-1)=3-(s>-1)=(s>—1)- (s —3) =
=(-1-(s+1)-(s=3),
ezért
clyl - 0 .
(s—=1)-(s=2)-(s—=3)-(s+1)
A kapott tortet parcidlis tortek 6sszegére bontva
6 A B C D

(s—=1)-(s—2)-(s—3)-(s+1) S—1+S—2+8—3+8+1
adddik. Az egyenletet szorozva a k6zos nevezdvel azt kapjuk, hogy
6=A-(s—2)-(s—3)-(s+1)+B-(s—1)-(s—3)-(s+ 1)+
+C-(s=1)-(s=2)-(s+1)+D-(s—1)-(s—2)-(s—3).
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A tagokat mindkét oldalon fokszdmuk szerint csoportositva
(A+ B+C+D)-s%+ (—4A - 3B —2C —6D) - s>+
+(A-B—-C+11D)-s+6A+3B+2C —-6D =6

adddik. A két oldalon a megfeleld fokszadmu tagok egyenl8ségébdl azt kapjuk,
hogy

A+ B + C + D =0
—4A — 3B — 2C — 6D = 0
A - B - C 4+ 11D = 0
6A + 3B 4+ 2C — 6D = 6

A kapott linedris egyenletrendszert Gauss-eliminacioval oldjuk meg. Elsé 1é-
pésben a kibdvitett matrix elsd sordnak 4-szeresét hozzdadjuk a masodik sor-
hoz, az elsd sor —1-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz és az els6 sor —6-
szorosét hozzdadjuk a negyedik sorhoz:

1 1 1 1]0 1 1 1 110
4 -3 -2 6|0 0 1 2 —210
1 -1 -1 110 |7 fo =2 =2 10]o0
6 3 2 -6 6 0 -3 —4 —12 | 6

A masodik sor 2-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz és a masodik sor 3-
szorosét hozzdadjuk a negyedik sorhoz:

1 1 1 110 1 1 1 110
0 1 2 =210 . 01 2 =210
0o -2 -2 10 | O 0 0 2 6 |0
0 -3 —4 —-12 | 6 0 0 2 —-18 1|6
A harmadik sor —1-szeresét hozzdadjuk a negyedik sorhoz:

1 1 1 110 1 1 1 110

01 2 —-210 . 01 2 =210

0 0 2 6 |0 0 0 2 6 |0

0 0 2 —-18 1|6 00 0 —-24 1|6

pays

A Gauss-elimindci6 elvégzése utdn kapott kibdvitett métrix segitségével felirva
az egyenletrendszert

A+ B + C + D =0
B + 2C - 2D = 0
2C + 6D = 0

— 24D = 6
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adddik. Az utolsé egyenletbdl tehdt megkapjuk, hogy D = —i. Ezt visszahe-
lyettesitve a harmadik egyenletbe azt kapjuk, hogy

3 3
2C—--=0 = C=-.
2 4
A masodik egyenletbdl
3 1
B4+—-+-=0 = B =-2.
* 2 + 2
adodik.
Végiil az els6 egyenletbdl kovetkezik, hogy
3 1 3
A—24+4-—--=0 = A=—.
+ 4 4 2
Tehat azt kaptuk, hogy
3 1 1 3 1 1 1
Lyl == . —92. hy A .
Ut Mo e b S S B o
Ebbdl a kezdetiérték feladat megoldasara
3 3 1
y(t) = Q-et—2-e2t+1-e3t—ze_t.

adodik.
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12. Differencialegyenlet-rendszerek

132. Feladat. Irjuk fel matrixos alakban az
vile) = 2z-y(x) + 2% () + e
vh(x) = Bz-yi(z) + 23 -y(w) + x—|—2}
differencidlegyenlet-rendszert!
Megoldas:

Az egyenletrendszer felirhat6

(o )= 2 ) O )+ (%)
y5(z) 5r ad y2(x) T+ 2
alakban. Bevezetve az @
[ Nl

y(r) = < () )
i (@

aih ( e ) |
valamint az

2r 2

Alw) = ( S5r x° )
és

fl@) = ( z+2 )

jeloléseket az egyenletrendszer az
y'(z) = A(z) - y(@) + f(x)
forméban {rhat? fel.
133. Feladat. Irjuk fel métrixos alakban az
vi(e) = 2% -y(e) + atop(z) + e
volw) = bz-yi(x) + 27 pp(e) + 2°+3 }
differencidlegyenlet-rendszert!

Megoldas:

217
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Az egyenletrendszer felirhat6

()= (5 5)
() 5z 2

alakban. Bevezetve az

y(z) = (
és

y'(z) = (
valamint az

Az) = (
és

o |

jeloléseket az egyenletrendszer az

Y (x) = Az) - y(z) + f(2)

formaban irhat6 fel.

134. Feladat. Mutassuk meg, hogy az

{y WV (2); 5P ()},

ahol
Yy (z) = ( yi(z
Yo

xT

X

4 — Y1 ()
v @) <y5<>

alaprendszere az
n@) = —ul
ya(x) = 2u(

differencidlegyenlet-rendszernek.

)
>:

x) —

()
(o)

ya(z) }
4y ()

(S
(S
e
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Megoldas:

Két dolgot kell belatnunk. Egyrészt azt, hogy y1) és y(2) megolddsai az egyen-
letrendszernek, masrészt azt, hogy linedrisan fiiggetlenek.

Mivel
Y () = —2e7%7
és
yo(x) = =277,
ezért
% 2z e 2x_e 2z
és

—2e7% = 2072 _ g2

ezért y(1) (z) megoldésa az egyenletrendszernek.

Mivel
i'(2) = —3e70
és
y5' () = —6e~77,
ezért
_36731 — _eme _ 2673:):
és

—6e 73T = 273 — e
ezért y?) () megoldésa az egyenletrendszernek.
Mivel
6—21’ e—3a: e
det W(z) = det o2 g3z | =€ # 0,
ezért y1) és y( linedrisan fiiggetlenek.

Tehat {y(l);y(2)} alaprendszere a differencidlegyenlet-rendszernek. Ez azt is
jelenti, hogy az egyenletrendszer altalanos megoldasa

y(@) = cr-yW(@) + ey (),

cl-e7 2 4y e
y(x) = s |

vagyis

cl1-e % 4209 e

ahol c1, c2 € R tetszobleges.
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135. Feladat. Legyen x €]0; oo[. Tekintsiik az

n(x) = yi(x) - 3 () }
ya(x) = (+a2)-n@) — @)
egyenletrendszert! Tudjuk, hogy

(w1
y@‘<wm>‘<w>

megoldédsa az egyenletrendszernek. A Liouville-formula segitségével hatdroz-
zuk meg az egyenletrendszer egy alaprendszerét és adjuk meg az &ltaldnos
megoldést!

Megoldas:

Bevezetve az
, valamint az

és az

1 _1
Alx) = N
(=) ( 1+2 -1 )
jeloléseket az egyenletrendszer tomorebb forméban is felirhaté az

Y (x) = Ax) - y(x)

alakban. Ekkor
trA(z) =1+ (-1) =0.

(@) (1
y@‘<wm>‘<w>

megolddsa az egyenletrendszernek, igy az alaprendszer

[ @) 1
O(x) = ( (@) x ) :

Az
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A ®(z) determindnsa
det ®(z) = x - y1(x) — ya(x).
Az elobbi tétel szerint

[ ode
det ®(z) = det D(xp) - €0  =¢y,

s

18y

z-y1(z) — y2(z) = 1,
ahol ¢; € R.
Mivel az eredeti egyenletrendszer els6 egyenlete szerint

() = 1(2) — - pale),

ezért
r-yi(z) —ya(z)
yi(z) = y1(z) — = - yo(z) = =—,
T T
vagyis
gy = O
yl(x) - T )

amibdl azt kapjuk, hogy
yi(z) =c1-Inxz + co,
ahol ¢, co € R. Ekkor

ylz) =z -y1(x) —c1=c1-z-lnx+cy-x — .

Inz 1
r-lnz—1 z |
136. Feladat. Legyen x € R. Oldjuk meg az

vi(z) = w(z)+ yz(x)}
yo(x) = dy1(z) + ya(2)

Tehét egy alaprendszer

differencidlegyenlet-rendszert!

Megoldas:

221
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A differencidlegyenlet-rendszer métrixos alakja
v\ (11 (@
Ya(x) 41 ya()
Tomorebb formaban y'(x) = A - y(z), ahol egyrészt
/
, 1 (z)
y(z) = ;
( ya(2)
11
A =
yi(z)
y(z) = :
y(x)

Els6 1épésben meghatdrozzuk az A matrix sajatértékeit. A matrix karakteriszti-
kus polinomja a

masrészt

det(A - A EQ)

polinom. Behelyettesitve az A matrixot és a masodrend egységmatrixot a
1—A 1
det
4 1—A

(1-X?—4
polinomhoz jutunk. A karakterisztikus egyenlet a
det(A—X-E)=0

determindnshoz vagyis az

egyenlet, ami jelen esetben a
(1-XN)?-4=0
masodfoku egyenlet. A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, igy az
(1-XN*-4=0 = (1-XN%?=4
egyenletet kell megoldanunk. A masodfoku egyenlet megolddsai
1-A=2
1—XA=-2
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vagyis A\; = —1, illetve Ay = 3.
A sajatvektorokat az
(A—/\-EQ)-TZO

homogén linedris egyenletrendszer megoldasai adjak. Elészor meghatarozzuk
a A\ = —1 sajatértékhez tartozé sajatvektorokat:

()0 0)-(22),
() (2)-()

egyenletrendszert kell megoldanunk. Vegyiik észre, hogy az alapmatrix ma-
sodik sora az els6 sor kétszerese, igy az elhagyhat6. Tehat a megoldand6
linedris egyenletrendszer

Tehat a

2r1 +re = 0.

Az egyik ismeretlent szabad paraméternek vélaszthatjuk.
Legyen példaul y = t € R\ {0}. Ekkor ro = —2¢t. Tehdta A\; = —1
sajatértékhez tartozo 6sszes sajatvektorok halmaza (vagyis a sajataltér):

ol S)mi)-f () b

Legyen egy konkrét sajatvektor

(1)

Meghatarozzuk a Ay = 3 sajatértékhez tartozoé sajatvektorokat. Ehhez tekintsiik

az
1 1 30 -2 1
A—3-Ey= — =
4 1 0 3 4 -2
matrxiot. Ezutan a
-2 1 ™ 0
4 -2 ro ]\ 0
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egyenletrendszert kell megoldanunk. Vegyiik észre, hogy az alapmaétrix ma-
sodik sora az els6 sor —2-szerese, igy az elhagyhaté. Tehit a megoldandé
linedris egyenletrendszer

—2r1 +1ro = 0.

Az egyik ismeretlent szabad paraméternek véalaszthatjuk.
Legyen példdul r; = ¢ € R\ {0}. Ekkor o = 2¢. Tehdt a Ay = 3 sajdtértékhez
tartozo6 sajdtaltér:

({8 o (eme)

Legyen egy konkrét sajatvektor

1
S9 = .
27\ 2
Az alaprendszer

P = (s1- M7 5y - e)‘z'x) =
1 1 e ” e3”
— .e~ % . e3z - ) )
~2 2 —2e7% 2%

Tehat az egyenletrendszer megoldasa

y1(x) e ™ e c1

y2(x) | —2eT 2¢32 ey |’

y1(z) c1-e % 4y

ya(z) S\ =2 e T+ 20y 037 )
Tehat azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet-rendszer megoldasa
3x

azaz

yi(z) =cr-e " +ecy-e
ya(z) = —2¢1 - €7 4 2¢y - €37,
137. Feladat. Legyen x € R. Oldjuk meg az
() = 2y1(z) + 2y2(2)
ya(x) = 2y1(2) + 5y2(1’)}

differencidlegyenlet-rendszert, majd az ahhoz tartoz6 y;(0) = 1, y2(0) = 1
kezdetiérték feladatot!
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Megoldas:

A differencidlegyenlet-rendszer matrixos alakja

(yi(x)>:<2 2>.<y1<w)>
Ya() 25 ya(x) )
Tomorebb formaban y'(x) = A - y(z), ahol egyrészt
oy — [ @)
y'(z) ( (o) ) :
(27)
A=
2 5
| nl@)
y(z) = < o) > :

Els6 1épésben meghatarozzuk az A matrix sajatértékeit. A matrix karakteriszti-
kus polinomja a

masrészt

det(A — A EQ)

polinom. Behelyettesitve az A matrixot és a masodrend(i egységmatrixot a

2—A 2
det
(.0

determindnshoz jutunk, melyet kiszdmolva, majd elvégezve a zdréjelfelbonté-
sokat a

(2=X)-(5-X)—4=X—-7T\+6
polinomhoz jutunk. A karakterisztikus egyenlet a
det(A—X-E2)=0
egyenlet, ami jelen esetben a
A —TA+6=0
madsodfoki egyenlet. A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, igy az
A —TA+6=0
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egyenletet kell megoldanunk. A masodfoku egyenlet megolddsai

T+V49-24 T+5
2 2

A2 =

vagyis A\ = 1, illetve Ay = 6.
A sajatvektorokat az
(A=X-E3)-r=0

homogén linedris egyenletrendszer megoldasai adjak. El6szor meghatdrozzuk
a A1 = 1 sajatértékhez tartozé sajatvektorokat:

e (32)-(50)-(31):
()(2)-(2)

egyenletrendszert kell megoldanunk. Vegyiik észre, hogy az alapmaétrix mé-
sodik sora az elsd sor kétszerese, igy az elhagyhat6. Tehit a megoldand6
linedris egyenletrendszer

Tehat az

r1 + 2ry = 0.

Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk.
Legyen példaul 7o = ¢t € R\ {0}. Ekkor ry = —2t. Tehdta \; = 1
sajatértékhez tartozo 6sszes sajatvektorok halmaza (vagyis a sajataltér):

{2 (2o

Legyen egy konkrét sajatvektor

(),

Meghatarozzuk a Ao = 6 sajatértékhez tartozo sajatvektorokat. Ehhez tekintsiik

az
2 2 6 0 —4 2
A—6-Ey= - =
2 5 0 6 2 -1
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(5 ()-(0)

egyenletrendszert kell megoldanunk. Vegyiik észre, hogy az alapmatrix elsé
sora a mdsodik sor —2-szerese, igy az elhagyhatd. Tehat a megoldandé linedris
egyenletrendszer

matrxiot. Ezutan a

27“1 — T9 = 0.

Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk.
Legyen példdul ry = ¢t € R\ {0}. Ekkor ro = 2¢. Tehdt a A\ = 6 sajatértékhez
tartozé sajataltér:

({8 o () eme)

Legyen egy konkrét sajatvektor

Az alaprendszer

d = (51 LM gy e’\2'$) =
—2 1 —2e® b
— .eT . eG:p — .
1 2 e® 287
Tehat az egyenletrendszer megolddsa
yi(z) \ [ —2e” bz c1
y(z) | e” 207 co |’
y1(x) —2¢1 - €% 4 ¢y - 57
ya(x) N c1 - €% 4 2¢y - 57 '
Tehat azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet-rendszer megoldédsa
6x

azaz

yi(x) = —2c1- € +co-e

ya(x) =c1 - € + 2¢o - b,

Mivel y1(0) = 1, ezért
—2c1 +c3 = 1.
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Mivel y2(0) = 1, ezért
c1 4 2c =1.

Tehat a

—2c1 + ¢ =1
1+ 20 =1 ’

A masodik egyenlet kétszereséhez hozzaadva az els6t co = g adoédik. Ezt az

els6 egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy ¢; = —%.
Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa
1 3
yi(x) = —° e’ + £ - e
1 6
y2($):—g'e$+5' o

138. Feladat. Legyen = € R. Oldjuk meg az

vi (@) = 2y1(2)

ya(z) = 2y2(l’)}
differencidlegyenlet-rendszert!
Megoldas:
A differencidlegyenlet-rendszer matrixos alakja

v@\ (20 (@
(%m>‘<02><w@>'

Toémorebb forméban y'(x) = A - y(x), ahol egyrészt

) — y1(x)
2 )‘<yg<x>>’

masrészt
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Els6 1épésben meghatirozzuk az A matrix sajatértékeit. A matrix karakteriszti-
kus polinomja a

det(A - A EQ)

polinom. Behelyettesitve az A matrixot és a masodrendii egységmatrixot a

2—A 0
det
( 0 2—/\>

determinanshoz jutunk, melyet kiszdmolva, majd elvégezve a zar6jelfelbonta-
sokat a

2-XN)-(2-XN)=(2-))7?
polinomhoz jutunk. A karakterisztikus egyenlet a

det(A—A-Ey) =0

egyenlet, ami jelen esetben a

2—-X)?=0

egyenlet, melynek megolddsa A = 2.

Ehhez 1étezik két linedrisan fiiggetlen sajatvektor, melyek

- (3)
(0.

Tehdt az egyenletrendszer megolddsa

2 2

y(x) =c1 - e - s1 4 ca- e - 59,

vagyis

ahol ¢1,co € R.
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139. Feladat. Legyen = € R. Oldjuk meg az
yi(z) = 5yi(x) + 5ya(2)
vo(w) = —2y1(z) + 7y2(1’)}
differencidlegyenlet-rendszert!
Megoldas:

A differencidlegyenlet-rendszer métrixos alakja

(yi(w))z( 55>‘<y1(ar)>
Ya(x) -2 7 y2(z) )
Tomorebb formaban y'(x) = A - y(z), ahol egyrészt
oy — [ @)
/o ( e ) |
A 5 5
S\ -2 7
[ wn@)
) = < y2(z) ) .

ElsG 1épésben meghatarozzuk az A matrix sajatértékeit. A matrix karakteriszti-
kus polinomja a

masrészt

det(A - A EQ)

polinom. Behelyettesitve az A matrixot és a masodrendii egységmatrixot a

5—A 5
det
("0

determindnshoz jutunk, melyet kiszdmolva, majd elvégezve a zdréjelfelbontd-
sokat a

(5—=X)-(T=X)+10 =) > — 12\ +45
polinomhoz jutunk. A karakterisztikus egyenlet a

det(A—X-Ey) =0
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egyenlet, ami jelen esetben a
A2 =120 +45=0
masodfoku egyenlet. A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, igy az
A2 =120 +45=0

egyenletet kell megoldanunk. A masodfoku egyenlet megoldasai

12+ /144 — 180 12+ +/—36
2 - 2

Alig = =6+ 3,

vagyis A\; = 6 + 3i, illetve Ay = 6 — 3i. Legyen o« = 6 és § = 3.
A sajdtvektorokat az
(A—)\~E2)-7“:O

homogén linedris egyenletrendszer megolddsai adjédk. Elegend6 meghatirozni
a A\; = 6 + 3i sajatértékhez tartozé sajatvektorokat:

5 5 6 + 3¢ 0 —-1-—3: 5
A—-1-E9=0 — = .
-2 7 0 6+ 3¢ —2 1—3i
Tehat az
-1-3: 5 1 0
—2  1-3i ro ]\ 0

egyenletrendszert kell megoldanunk. A két sor koziil az egyik elhagyhato, igy
(=1 —3i)-r; +5rg =0.

Az egyik ismeretlent szabad paraméternek véalaszthatjuk.

Legyen példaul = 5¢, ahol t € R\ {0}. Ekkor o = (1 + 37) - t. Tehat

a A\ = 1+ 3¢ sajatértékhez tartozd Osszes sajatvektorok halmaza (vagyis a
sajataltér):

S\, = ot R\ {0} = ) R\ {0

Legyen egy konkrét sajatvektor

=(25)- (1))
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Az alaprendszer

B(x) = ( e - cos(fx) - Re(s1) — e* - sin(fBz) - Im(s1); >

e - cos(fz) - Im(sy) — e* - sin(Bx) - Re(s1)

Tehat az egyenletrendszer megolddsa

wl(@) ) _ - €% - cos(3x) - ) % . sin(3z) - )
()= (s () e ()
6x 3 0 6x  _: 3 5
+co- | € cos(3z) - 5 +e” - sin(3z) - . .

Tehat azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet-rendszer megolddsa
y1(z) = 5y - €% - cos(3x) + Beg - €97 - sin(3x),
illetve
ya(z) = c1 - €% - cos(3z) — 3¢y - €% - sin(3x)+
+ 3¢y - €57 - cos(3x) + ¢ - €97 - sin(3x).
140. Feladat. Legyen = € R. Oldjuk meg az
(@) = (@) + 2y2(2)
ya(z) = —1yi(x) + 31/2(33)}
differencidlegyenlet-rendszert!
Megoldas:

A differencidlegyenlet-rendszer matrixos alakja
n@ \ _ [ 12 (@)
Ya(x) -1 3 ya(x)
Toémorebb forméban y'(x) = A - y(x), ahol egyrészt

) — y1 ()
y'(z) (yé(x)>,
(23)
A=
-1 3

masrészt
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[ (=)
y(z) = < () ) :

Els6 1épésben meghatarozzuk az A matrix sajatértékeit. A matrix karakteriszti-
kus polinomja a
det(A - A EQ)

polinom. Behelyettesitve az A matrixot és a masodrend(i egységmatrixot a

1—A 2
det
-1 3-=A

determindnshoz jutunk, melyet kiszdmolva, majd elvégezve a zar6jelfelbonté-
sokat a
(1=XN-B=AN)+2=X—4\+5

polinomhoz jutunk. A karakterisztikus egyenlet a
det(A—X-E3)=0
egyenlet, ami jelen esetben a
A —4A+5=0
madsodfoki egyenlet. A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, igy az
A —4X+5=0

egyenletet kell megoldanunk. A masodfoku egyenlet megolddsai

4++16—-20 4+2
2 2
vagyis A\ = 2 44, illetve Ao =2 — 4. Legyena = 2és 8 = 1.

AL = =244,

A sajdtvektorokat az
(A—)\-Eg)-T:O

homogén linedris egyenletrendszer megolddsai adjik. Elegendd meghatdrozni
a \; = 2 + i sajatértékhez tartozo sajatvektorokat:

1 2 241 0 —1—3 2
A—1-Ey=0 — | = .
-1 3 0 241 -1 1—1
Tehat az
—1—1 2 T1
. ro |
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egyenletrendszert kell megoldanunk. A két sor koziil az egyik elhagyhatd, igy
(—1—1')‘7’14-27'220.

Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk.
Legyen példdul r; = t, ahol ¢t € R\{0}. Ekkor ry = @.t. Tehdta A\; = 241
sajatértékhez tartoz6 Osszes sajatvektorok halmaza (vagyis a sajdtaltér):

SAIZ{(%g_t)\teR\{O}} {.<m>\tem{0}}.

Legyen egy konkrét sajatvektor

2
S1 = =
14
Az alaprendszer

() ( ej:c. cos(Bz) - Re(sy) — eo;: Si'n(ﬁx) -Im(sy); >
e . cos(fz) - Im(sy) — e** - sin(Bx) - Re(s1)

)
))

Tehét az egyenletrendszer megoldasa

T 2
y() =c-|e* cosz- —e* . sing -
Yy2(z) 1
2x 0 2 :
+co- | € -cosx - 1 + e -sinx -

Tehat azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet-rendszer megoldédsa

=N = O

y1(z) = 2¢y - e? . cosx + 2¢9 - €2 - sinx,
illetve
ya(z) =c1 - e . cosz — ¢y - 2% - sina+
+ g€ cosx + ¢ - €2 - sina.
141. Feladat. Legyen x € R. Oldjuk meg az
(@) = @)+ ya(2)
yo(x) = —y1(z) + 3y2(x)}
differencidlegyenlet-rendszert!

Megoldas:
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A differencidlegyenlet-rendszer métrixos alakja

( () ) _ < 11 (n@
Ya(x) -1 3 ya(z) |
Toémorebb formédban y' () = A - y(x), ahol egyrészt
by @)
2 )‘<yg<x> )
4o 11
S\ -1 3
[ nlx)
y(x) = < () > :

ElsG 1épésben meghatarozzuk az A matrix sajatértékeit. A matrix karakteriszti-
kus polinomja a

masrészt

det(A - A EQ)

polinom. Behelyettesitve az A matrixot és a masodrend(i egységmatrixot a

1—A 1
det
-1 3-A
determindnshoz vagyis az

(1=N-B=-AN+1=2—4r+4=(\—-2)>
polinomhoz jutunk. A karakterisztikus egyenlet a
det(A—X-E3)=0
egyenlet, ami jelen esetben a
A=2)2=0

masodfoku egyenlet. A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, vagyis
jelen esetben \ = 2 kétszeres multiplicitdsu gyoke a karekterisztikus egyenlet-
nek. A sajatvektorokat az

(A—=X-E3)-r=0
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homogén linedris egyenletrendszer megolddsai adjék, ami jelen esetben
11 2 0 -1 1
-1 3 0 2 -1 1
Tehét a
-1 1 r1 0
~1 1 o ]\ 0

egyenletrendszert kell megoldanunk. Vegyiik észre, hogy az alapmatrix els6 és
masodik sora megegyezik, igy az egyik sor elhagyhaté. Tehdt a megoldandd
linedris egyenletrendszer

- +1"2 =0.

Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk.
Legyen példdul 1y = ¢t € R\ {0}. Ekkor o = ¢. Tehdt a A = 2 sajatértékhez
tartozé Osszes sajatvektorok halmaza (vagyis a sajataltér):

ac{(1) i} (1))

Ez azt jelenti, hogy a A = 2 sajatérték geometriai multiplicitdsa 1. Legyen egy

konkrét sajatvektor
1
s1 = .
T

Mivel nem létezik ettdl linearisan fiiggetlen sajatvektor, hiszen a A\ = 2 sa-
jatérték geometriai multiplicitdsa egy, ezért egy altaldnositott sajatvektort kell
bevezetniink. Ehhez tekintsiik az

(A=X-E)-r=s;

egyenletrendszert.
11 2 0 -1 1
A—-2-Fy= — =
-1 3 0 2 -1 1
matrxiot. Ezutan a
-1 1 r1 1
-1 1 ro )\ 1
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egyenletrendszert kell megoldanunk. Vegyiik észre, hogy az alapmatrix elsé és
masodik sora megegyezik, igy az egyik sor elhagyhaté. Tehit a megoldandd
linedris egyenletrendszer

—r1+1ro=1.

Az egyik ismeretlent szabad paraméternek védlaszthatjuk.
Legyen példaul r = t € R. Ekkor r; = ¢ + 1. Tehdt a A\ = 2 sajatértékhez
tartoz¢é altaldnositott sajdtaltér:

{5l

Legyen egy konkrét sajatvektor
0
S9 = .
7\

Ekkor a differencidlegyenlet-rendszernek egy, a kordbbitdl linedrisan fiiggetlen

megoldédsa
T8 4 5 M

ami jelen esetben

1 2x 0 2r _ 2z X
x-<1>-e +(1>-e =e cil )

Tehat az alaprendszer

(1) ()7

Tehat az egyenletrendszer megolddsa azaz

y1(z) c1-e* feg-x-e?®
ya(z) ety (x+1)-e2>* |
Tehat azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet-rendszer megolddsa
y1(z) = (c1 +c2) -z -e*®
yo(z) = (c1+ 2 (w+1) - )e*
ahol ¢1,co € R.
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142. Feladat. Legyen = € R. Oldjuk meg az

() = =2y1(x) + dya(z) — 8Bys()

Ya(w) = —6y1(z) + 8ya(x) — 14y3()

ys(z) = =3y1(z) + 3ya(z) — Sys(z)
differencidlegyenlet-rendszert!

Megoldas:

A differencidlegyenlet-rendszer matrixos alakja

yi () -2 4 -8 y1(z)
ya(z) | = -6 8 14 [-] y2()
Y3 () -3 3 =5 y3(w)

Toémorebb forméban ' (t) = A - y(x), ahol egyrészt

masrészt

A= -6 8 14
-3 3 -5
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Els6 1épésben meghatdrozzuk az A matrix sajatértékeit. Az A matrix karakte-
risztikus polinomja

—2—-A 4 —8
det(A — AE3) = det -6 8-\ -4 =
-3 3 —5—A
= (=2-A)-(8=N) (=5 — A+
+ 168+ 144 — 24 - (8 — A)+
+42-(=2= M) +24- (=5 —A) =
=X N2 40— 4,

igy a karakterisztikus egyenlet

AN EXN 44 =0.

A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, azaz a

N ENtr4ar—4=0

egyenlet megoldésai. Az elsd két tagb6l emeljiink ki A%-et, a masodik két tagbél
pedig 4-et, majd alakitsuk szorzattd az egyenlet bal oldalat:

AN AT 44N —4=0
Mo1=N+4-A=1)=0
A=1)- (4= X% =0.

Egy szorzat csak akkor lehet nulla, ha valamelyik tényezdje nulla, igy az egyen-
let megoldasai, vagyis a sajatértékek Ay = 1, Ao = 2, A3 = —2.

A ) sajatértékhez tartozo sajatvektorok azok az r # 0 vektorok, amelyekre

Ar=X\-r

teljesiil. Ezt atrendezve az

(A—XE3)-r=0
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adddik. El6szor meghatarozzuk a A1 = 1 sajatértékhez tartozé sajatvektorokat.
Ekkor

-2 4 =8 10
A-1-E3=]| -6 8 —-14 | -] 0 1 =

-3 3 -5 0 0
-3 4 =8

=| -6 7 14 |,
-3 3 —6

igy meg kell oldanunk a

-3 4 =8 r1

-6 7 =14 |- | 7o =

-3 3 -6 T3

egyenletrendszert. A kapott matrixban az els6 sor —2-szeresét adjuk hozza
a masodik sorhoz és az els6 sor —1-szeresét adjuk hozzd a harmadik sorhoz.
Ezutdn a méasodik sor —1-szeresét adjuk hozza a harmadik sorhoz:

-3 4 =8 -3 4 =8 -3 4 -8
-6 7 —14 | — 0o -1 2 |- 0o -1 2
-3 3 -6 0o -1 2 0 0 O

A Gauss-elimindcié utdn kapott matrixb6l az aldbbi egyenletrendszerhez ju-
tunk:

3r1 + 4r9 — 8r3 = 0
4+ 2 = 0 [

Legyen r3 =t € R\ {0}. Ekkor ro = 2t. Ezeket az elsG egyenletbe behe-

lyettesitve —3ry + 8t — 8t = 0, azaz r1 = 0. Tehat a \; = 1 sajatértékhez
tartozé sajataltér:

0 0

Sy, = 2t | [teR\{0}p=<t-| 2

t 1

t e R\ {0}
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Egy konkrét olyan sajatvektor, ami a A\ sajatértékhez tartozik
0
S1 = 2
1

Most meghatarozzuk a Ay = 2 sajatértékhez tartozé sajatvektorokat. Behe-
lyettesitve a megfeleld adatokat azt kapjuk, hogy

-2 4 =8 200
A-2-FE3=| =6 8 —-14 | -] 0 2 0 |=

-3 3 =5 0 0 2
-4 4 =8

=| -6 6 —14
-3 3 -7

Tehat meg kell oldanunk a

-4 4 =8 r1

—6 6 14 || r | =

-3 3 7 r3

egyenletrendszert. Az egyenletrendszert Gauss-eliminicidval oldjuk meg. Els6
1épésben az els sort osszuk el —4-gyel, majd az elsd sor 6-szorosat adjuk hozza
a masodik sorhoz és az els6 sor 3-szorosat adjuk hozza a harmadik sorhoz:

-4 4 =8 1 -1 2 1 -1 2
-6 6 -14|—-| 6 6 —-14 | —-|0 0 -2
-3 3 =7 -3 3 =7 0 0 -1

Végezetiil a masodik sor —%—szeresét adjuk hozz4 a harmadik sorhoz. Ekkor
azt kapjuk, hogy

1 -1 2
0 0 -2
0 0 0

A megoldando linedris egyenletrendszer tehat:

rn — 13 + 2r3 = 0
- 2r3 = 0 [~
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A masodik egyenletbdl 3 = 0 addédik. Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe
azt kapjuk, hogy 71 = ro. Legyen ro = ¢t € R\ {0}. Ekkor r; = ¢. Tehdt a
Ao = 2 sajatértékhez tartozo sajataltér:

t 1
Su=2|t |[ter{o}s=2¢t-| 1| |ter) {0}
0 0

Egy konkrét sajatvektor, amely a Ay sajatértékhez tartozik

1
S9 = 1
0
Most meghatarozzuk a A3 = —2 sajatértékhez tartozé sajatvektorokat. Ekkor
-2 4 =8 2 00
A+3-E3=| -6 8 —-14 |+] 0 2 0 | =
-3 3 =5 0 0 2
0 4 -8
=| -6 10 —14
-3 3 -3
Tehat meg kell oldanunk a
0 4 =8 1
-6 10 =14 |-| r | =
-3 3 -3 r3

egyenletrendszert. Az egyenletrendszert Gauss-eliminaciéval oldjuk meg. Els6
1épésben a kapott matrix harmadik sorat osszuk el —3-al, és cseréljiik fel az elsé
és harmadik sort:

0 4 -8 1 -1 1
-6 10 -14 | — 0 4 -8
-3 3 =3 -6 10 -—-14
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Ezutédn az els6 sor 6-szorosét adjuk hozza a harmadik sorhoz, majd a masodik
sor —1-szeresét adjuk hozz4 a harmadik sorhoz:

1 -1 1 1 -1 1
0 4 8|—=10 4 =8
0 4 -8 0 0 O
Tehat a megoldando egyenletrendszer:
r - ro 4+ rg = 0 }
drg — 8rg = 0 [~

A masodik egyenletbSl ro = 2r3 adédik. Legyen r3 = ¢t € R\ {0}. Ekkor
ro = 2t. Az els6 egyenletbdl r; = t adédik. Tehat a A3 = —2 sajatértékhez
tartozé sajataltér:

t
Sxg = 2t teR\{0}p=<qt-| 2 t e R\ {0}
t 1
Egy konkrét sajatvektor, amely a A3 sajatértékhez tartozik
1
s3=1 2
1
Az alaprendszer
P = (81 LM gy M2T g e’\S*B) =
0 1 1
= 2 e” 1 e?® 2 e 2 | =
1 0 1
0 2t o2t
— | 2e7 22 9p—22
e? 0 e
Tehat az egyenletrendszer megolddsa
y1(z) 0 ¥ 2 c1
yo(z) | = 2% e** 272 c2 |,
y3(x) e 0 e c3
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azaz

y1(z) Cy- €% 4307
yo(z) | = | 2c1-€®+co-e* +2c3-e72
y3(z) c1-e% fc3-e7

Tehat azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet-rendszer megoldasa

yi(r) =co-e* +cy-e X
ya(z) = 2¢1 - € + o - €2 4 203 -
ys(z) =c1-€" +c3- e 2,
143. Feladat. Tekintsiik az
yilz) = 3yi(z) + 2p2(z) + €
ya(x) = Ayi(z) +  pe(z) + 77
egyenletrendszert és legyen y; (0) = % és 12(0) = —%

a) Adjuk meg a differencidlegyenlet-rendszer matrixos alakjat!

b) Irjak fel a homogén linedris egyenletrendszer ltalanos megoldasat!

c) Hatdrozzuk meg az inhomogén egyenletrendszer egy partikuldris megolda-
sat!

d) Adjuk meg az inhomogén differencidlegyenlet-rendszer altalanos megolda-
sat!

e) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat megolddsat!

f) Adjuk meg az y; és v}, fiiggvényeket!

Megoldas:

a) Az egyenletrendszer felirhaté
() 3 2 yi(x) e”
/ = ) + —z
Ya() 41 ya(z) e

alakban. Bevezetve az
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valamint az
és

jeloléseket az egyenletrendszer az
y'(z) =A-y(@)+ f(2)
formdaban irhat6 fel.

Az A matrix karakterisztikus polinomja

POV = det(A—A-By) —det [ 27N 2 -
(A) =det(A — X\ Ey) =det 1 .
=(B=N)-(1-X)) -8,

vagyis
P(\) =\ —4)\ -5,

A karakterisztikus egyenlet

A —4\N—-5=0,
amelynek gyokei
Npo o 4+6
1,2 — 2 )
azaz A\1 = Hés Ay = —1.

A A1 = 5 sajatérték esetén

A—5E2=<_fL _Z),

igy a megoldandé egyenletrendszer

—2r1 4+ 2r9 = 0
47’1 — 47”2 = 0 ’

vagyis r1 = 1o, igy példaul egy \;-hez tartozé sajatvektor

Ao (1Y

245
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A Ay = —1 sajatérték esetén

4
A+E2:(4§>7

igy a megoldand6 egyenletrendszer

ry 4+ 2rp = 0
dri 4+ 2rp = 0 [’

vagyis ro = —2r1, igy példaul egy A2-hoz tartozé sajatvektor

e (1)

Tehét a homogén egyenletrendszer dltalanos megoldasa

bz T

yp(x) =c1-€’* -s1+ca-e 7 - 59,

yh(x)zcl-em-(})jtc?-e%(_é).

() c1-e% 4 cy-e®
yn(x) = .
c1-€”® —2cy-e7"
¢) Az inhomogén egyenletrendszer egy partikuldris megoldasat konstansvar-
ialassal hatdrozzuk meg, vagyis egy megoldasat

up(@) = c1() -y () + ca(x) -y P (2)

alakban keressiik, ahol

vagyis

Tehat

és

Ekkor teljesiilnie kell a

d(z) e + d(z) e = e
d(z)-e®® — 2d(z)-e® = e
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egyenletrendszernek. Ez egy linedris egyenletrendszer a ¢ (x) és ¢, (z) is-
meretlenekre vonatkozdan. Az egyenletrendszer alapmadtrixa

A matrix determinansa

det M = —3e*®.
Legyen
e’ e T
M, =
e ¥ —2e7%
és
e5a: e®
M2 = 651 e %
Ekkor
det M = —2 — e~ 22
és

det My = e** — 57,

A Cramer-szabdly alkalmazisaval azt kapjuk, hogy

det Ml -2 — 6_25’3 2 1
! - = — _ —4x - —6x
Cl(-T) = det M _3odu 38 + 3e ,
illetve
det My edr _ o6z 1 1
4 — = — - 21“
CQ(JU) = det M " 30le 3 + 36
Ezekbdl
és
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Ezeket felhaszndlva az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa

yp(x) = er(@) -y (@) + ea(w) - y® () =
_ 1 —4x 1 —6x e5$
- (_ ée B T8€ > ’ eSx +
11, e ”
+(_§1’+6€2 ) ( _9e—a )

(b ey
—le"— ke "+ 2p.e7" — Le”
[ Ao
B Lot~ Let 4 2p.e® |

d) Az inhomogén differencidlegyenlet-rendszer dltaldnos megolddsa

y(@) = yn(z) + yp(z) =

c1-€% 4co-e7 % — %e_” — %:p e %
1 x 1 x

e — 2y e — Le¥ — ke T4+ 2z e”

Tehat

e) Mivel y1(0) = 37, ezért

ﬁa
I L = 17 = + =1
C1 (&) 18 = 18 C1 Cy = 1.
Mivel y2(0) = —g, ezért
1 1 5
Y r— =2 = I P—
ATE2T9TR T Ty AT
Tehat az
1 + c = 1
c1T — 262 =0

egyenletrendszert kell megoldanunk. A két egyenletet kivonva egymdésbol
cp = % adédik, igy ¢1 = 2. Tehdt a kezdetiérték feladat megolddsa
y(@) = yn(x) + yp(z) =
( %e‘ax + %ef‘” — %e*x — %x e % )
= E

2 _ 2, _ 1l 1 -z 2. .-
3€ 3-€ 5€ g€ ~ T 3T-e
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vagyis
2 1 1 1
yl(l’) = §e5x + ge_x — 1—86_1 — gﬂ? . e_x =
_ 2 5 5 —x 1 —x
= 3e + 18e 3:5 e .
és
25, 1, 13 2 .
ya(z) = 3¢ 5 ~ 1g° +3x e .
f) Az y fiiggvény derivaltja
10 5 1 1
vy (z) = ge‘r’x - 1—8e*m - gefx + 3% e "
Az yo fliggvény deriviltja
10 1 13 2 2
yh(z) = ge‘r’x - ie” + Ee_x + ge_x — 3% e .

144. Feladat. Legyen ¢ > 0. Oldjuk meg Laplace-transzformdcidval az
a'(t) = 2x(t) + y)
y(t) = 3xz(t) + 4dy() } ’

x(0) = 1; y(0) = 0 kezdetiérték-feladatot.

Megoldas:

Ha vessziik az els6 egyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzformaltjat, akkor

azt kapjuk, hogy
s-L(x) —x(0) =2L(x) + L(y).

Mivel 2(0) = 1, ezért
s-L(z) —1=2L(x) + L(y).
Ha vessziik a masodik egyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzformaltjét,
akkor azt kapjuk, hogy
s+ L(y) —y(0) = 3L(x) +4L(y).
Mivel y(0) = 0, ezért
s-L(y) =3L(x) + 4L(y).

Tehat az aldbbi algebrai egyenletrendszert kapjuk:

s-L(x) =1 = 2L(xz) + L(y)

s L(y) = 3L(z) + 4L(y) } '
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Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy
L(y) = (s —2)- L(z) - L.
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
(s—4)-[(s—2) - L(z) — 1] =3L(x)

addédik, amibdl

s—4
L —
2 Py s 1
vagyis
s—4
L(x) = .
@)= 56 +5
Ezt felhasznalva
s—4 2 —65+8—s2+6s5—5
Ly)=(5—2) —————1=
() =(s=2) s2—6s+5 s2—6s+5 ’
tehat
L(y) = W A
V=2 6s+5
A kapott tortek nevezdit szorzattd alakitva azt kapjuk, hogy
s—4
L =
SN SR EE)
és 5
L(y) = .
W= 6-9
A kapott torteket parcidlis tortek dsszegére bontjuk. Az
s—4 A B

(s—1)-(s—5) 5—1+s—5
egyenletet a kozos nevezdvel szorozva és a tagokat fokszam szerint rendezve
(A+B)-s—bA—B=s—4
adodik. A megfeleld fokszdmi tagok egylitthatdinak Osszehasonlitdsabol azt
kapjuk, hogy

A+ B = 1
54 — B = —4 [

A két egyenletet Osszeadva azt kapjuk, hogy A = %, majd az els6 egyenletbdl
azt, hogy B = %.
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Tehat 5 ) ) )
L(m)zi 3—1+1.s—5
A
3 A B

+
(s—1)-(s=5) s—1 s-=5
egyenletet a kozos nevezdvel szorozva és a tagokat fokszam szerint rendezve

(A+B)-s—b5A—-B=3
adoédik. A megfeleld fokszdmu tagok egyiitthatdinak Osszehasonlitdsabol azt
kapjuk, hogy

A+ B =0
—bA — B = 3 [~

A két egyenletet 6sszeadva azt kapjuk, hogy A = —%, majd az elsé egyenletbdl

azt, hogy B = %.

Tehat 5 ) 5 )
L(y):71.s—1+1's—5'

Az L(x)-re és L(y)-ra kapott eredményt felhasznélva a differencidlegyenlet-

rendszer megolddsara azt kapjuk, hogy

3 01 1 1
P =1t . —_— fry
() =L <4 s-1 1 s—5>

3 1
= Zet + Ze5t

3 1 3 1
_ 1 _=. Z. =
ylt) = £ ( 1's5-1 1 3—5>

3 3
= —Zet + ZGBt.

145. Feladat. Legyen ¢ > 0. Oldjuk meg Laplace-transzformdcidval az
() = x@) — Sy()
y(t) = 2z(t) — y) } ’

x(0) = —6; y(0) = 0 kezdetiérték-feladatot.

Megoldas:
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Ha vessziik az elsd egyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzformaltjat, akkor
azt kapjuk, hogy
s-L(z) —x(0) = L(z) — 5L(y).

Mivel z(0) = —6, ezért
s-L(x)+6=L(x)—5L(y).

Ha vessziik a masodik egyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzformaltjat,
akkor azt kapjuk, hogy

s-L(y) —y(0) = 2L(z) — L(y)
Mivel y(0) = 0, ezért
s+ L(y) =2L(z) — L(y).
Tehat az al4bbi algebrai egyenletrendszert kapjuk:

s-L(z) +6 = L(z) — 5L(y)
s+ L(y) = 2(x) — L) |
vagyis
Ll@)-(s—1) = —5L(y)—6
L(y) (s+1) = 2L (x) '
A maésodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy
2
L) = - £@)
Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe
2
L(x)-(s—1)=-5" e -L(z)—6
adddik, amibdl
L) (s—14 L) = 6
x S s+1 - )
vagyis
s2+9
c)- () =
fgy
—6s 6

L(x)

T 219 249
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Mindkét oldal Laplace-transzformaltjat véve azt kapjuk, hogy
x(t) = —6 cos 3t — 2sin 3¢.

Mivel 5 19
L(y) = L(r) = ma

ezért
y(t) = —4sin 3t.

253
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13. Atviteli elv

146. Feladat. Irjunk fel olyan differencialegyenlet-rendszert, amely ekvivalens
az

y"(z) + sin (y(:c)) =0
masodrend{ differencidlegyenlettel!
Megoldas:

Az
vi(x) = () }
vy(z) = —sinyi(z)

differencidlegyenlet-rendszer ekvivalens a megadott masodrendii differenciale-
gyenlettel.

147. Feladat. Irjunk fel olyan differencialegyenlet-rendszert, amely ekvivalens
az

y'(z) = 7y (z) + 6y (x) = 0
mdsodrendi differencidlegyenlettel!
Megoldas:

Az atviteli elvet alkalmazva, ha a linedris differencidlegyenlet

y"(2) + a1 (z) -y (z) + ao(z) - y(z) = 0
/1(55) ) _ 4. < y1($) )

0 1
A= .
( —ao(z) —ai(x) >

A megfeleld adatokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy

<yi<x>>:< 0 1>.<y1<x>>
Y () —6 7 ya(z) |

alakd, akkor atirhato

alakuiva, ahol
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Tehat a masodrendd differencidlegyenlet ekvivalens az
n(r) = ya()
@) = —6by(a) + Tys(e) }
egyenletrendszerrel.
148. Feladat. Legyen z € R. Az
y'(x) = Ty'(x) + 6y(x) = 0

masodrendi differencidlegyenletet irjuk at két elsérendd linearis egyenletet tar-
talmaz6 egyenletrendszerré, majd oldjuk meg a kapott differencidlegyenlet-
rendszert!

Megoldas:
Az atviteli elvet alkalmazva, ha a linedris differencidlegyenlet
y'(z) + ai(z) -y (2) + ao(@) - y(z) =0

alaku, akkor atirhat6

alakuiva, ahol

0 1
A= .
( —ap(z) —ai(z) >

A megfeleld adatokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy

v@\ (0 1\ (m@
Ya() -6 7 y(x)
Tehat a keresett egyenletrendszer

n(z) = ya2(z)
yp(z) = —6yi(z) + Tya(x)
Els6 1épésben meghatarozzuk az A matrix sajatértékeit. A matrix karakteriszti-

kus polinomja a
det(A - A EQ)
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polinom. Behelyettesitve az A matrixot és a masodrendd egységmatrixot a

-\ 1
det
()

determindnshoz jutunk, melyet kiszdmolva, majd elvégezve a zar6jelfelbonté-
sokat a

(=N) - (T=AN)+6=X—-TA+6
polinomhoz jutunk. A karakterisztikus egyenlet a
det(A—X-E3) =0
egyenlet, ami jelen esetben a
A —TA+6=0
madsodfoku egyenlet. A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, igy az
A —TA+6=0

egyenletet kell megoldanunk. A masodfoku egyenlet megoldasa

T+49-24 T7+5
2 2

A1y2 =

vagyis A\; = 1, illetve A2 = 6.
A sajatvektorokat az
(A—/\-Eg)-T:O

homogén linedris egyenletrendszer megoldésai adjdk. El6szor meghatdrozzuk
a A1 = 1 sajatértékhez tartoz6 sajatvektorokat:

(00 (0000,
() ()-()

egyenletrendszert kell megoldanunk. Vegyiik észre, hogy az alapmatrix elsé és
masodik sora megegyezik, igy az egyik sor elhagyhaté. Tehat a megoldandd
linedris egyenletrendszer

Tehat az

—r1+ 1o =0.
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Az egyik ismeretlent szabad paraméternek véalaszthatjuk.
Legyen példdul o = ¢t € R\ {0}. Ekkor r; = ¢. Tehdt a \; = 1 sajatértékhez
tartozoé sajdtaltér:

an{(1) i} (1) o).

Legyen egy konkrét sajatvektor

(1),

Meghatéarozzuk a Ao = 6 sajatértékhez tartozé sajatvektorokat. Ehhez tekintsiik
az
0 1 6 0 —6 1
A—6-Fy= — =
—6 7 0 6 -6 1
maétrxiot. Ezutén a
-6 1 r1 0
-6 1 ra )\ 0

egyenletrendszert kell megoldanunk. Vegyiik észre, hogy az alapmétrix elsé és
madsodik sora megegyezik, igy az egyik sor elhagyhat6. Tehit a megoldandd
linedris egyenletrendszer

—6r1 + 19 = 0.

Az egyik ismeretlent szabad paraméternek vélaszthatjuk.
Legyen példdul ry =t € R\ {0}. Ekkor ro = 6¢. Tehdt a Ay = 6 sajatértékhez
tartozé sajataltér:

wc{(&) oo (em)

Legyen egy konkrét sajatvektor

(1)
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Az alaprendszer

U= (s1 LM gy e)‘Q'x) =
()7 ())-22)
1 6 e? 6e5°
Tehat az egyenletrendszer megolddsa
y1(z) et b c1
()= (2 &) (2)
y1(z) c1-e 4 cg-eb
( ya(z) ) - ( c1-e” + 6cy - €57 )
Tehét azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet-rendszer megolddsa
6

azaz

yi(z) =c1-e"+co-e

yo(z) = c1 - €% 4 6y - %7,
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14. Magasabbrendii differencialegyenletek alkalmazasai

149. Feladat. Egy pontszer( test egyenes palydn mozog a allandd gyorsulés-
sal. Tudjuk tovébbd, hogy a ¢t = 0 id8pillanatban a test sebessége v(0) = vy,
tovdbbd a t = 0 id8pillanatban a megfigyelés helyén van, azaz s(0) = so.

a) Hatdrozzuk meg a sebesség-id fliggvényt!
b) Adjuk meg a hely-idé fiiggvényt!
c) Ha a gyorsulds 5 [%] akkor hatdrozzuk meg a hely-id6 és sebesség-id6
fliggvényeket!
Megoldas:
a) Mivel
a(t) =a = 5(t) = a,
ezért ez egy kozvetleniil integralhaté masodrendd differencidlegyenlet.

Mindkét oldalt integralva

5(t) :/adt:a-t—i—cl,
ahol ¢; € R adédik. Mivel 5(t) = v(t), ezért azt is kaptuk, hogy

v(t) :/adt:a-t+cl,
Mivel v(0) = v, ezért

v=a -0+c = €1 = Vo,
igy a sebesség-id6 fiiggvény
v(t) =a-t+v.

b) Mivel
5(t) =a-t+ v,

ezért mindkét oldalt integrdlva
)
s(t) :/a-t+vodt:a'2—|—vo-t+02

adddik, ahol co € R. Mivel s(0) = s, ezért
2

Soza'?—kvo-O—FCQ = Cc2 = S0,
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igy azt kaptuk, hogy a hely-id6 fiiggvény

s(t):%-t2+v0-t+so.

c) A sebesség-id6 fiiggvény
v(t) = 5t + vp,
a hely-id6 fiiggvény
s(t) = 2,5t% +vg - t + so.

150. Feladat. Egy szabadon esé test hely-id6 fiiggvényére (ha a kozegellenal-
14sté] eltekintiink) felirhat6 az

5(t) = —g

differencidlegyenlet, ahol g a gravitacids gyorsulds. Oldjuk meg a differencidl-
egyenletet!

Tegyiik fel, hogy s(0) = sp és v(0) = wp, vagyis a megfigyelés kezdetén az
50 helyen tartézkodik a test és vy kezd6sebességgel rendelkezik. Oldjuk meg a
kezdetiérték feladatot!

Megoldas:
Az
5(t) = —g
egyenlet mindkét oldalat integrdlva azt kapjuk, hogy
(t)=—g-t+c,
ahol c; € R tetszdleges. Ebb6I djabb integraldssal

s(t):—%-t2+cl-t+02

adddik, ahol ¢y, co € R tetszdleges.

Mivel s(0) = s, ezért so = ca.

Felhasznalva, hogy v(0) = $(0) = wvg azt kapjuk, hogy vg = c¢;. Tehdt a
kezdetiérték feladat megoldasa

S(t):—g'tQ—F’Uo't-i-So.
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151. Feladat. Egy gépkocsi 54 [kTm] sebességrol 5 [S%] lassuldssal egyenlete-
sen fékez. Kiszdmoljuk, hogy mekkora a fékait.

Megoldas:
Mivel
km m
0) =g =54 || =152
v(0) = o [ h ] s
ésa=—5 [S%] , ezért az el6bbi modell szerint a hely-id6 fiiggvény

s(t) = —2,5t% + 15t + s,

mig sebesség-id6 fiiggvény

v(t) = —5t + vo = —5t + 15.

Keressiik azt az id6pillanatot, amikor a gépkocsi megall, vagyis azt a ¢ értéket,
melyre v(t) = 0, igy a
0=15—5¢

egyenletet kell megoldanunk, amelyre azt kapjuk, hogy ¢ = 3.
Ha feltessziik, hogy sp = 0, akkor a mozgds hely-idd fiiggvénye

s(t) = —2,5t% + 15t,

z

igy
5(3) =—-2,5-32+15-3=22,5[m],

vagyis a fékut 22, 5 [m].

152. Feladat. Egy fegyverkisérlet sordn egy légvédelmi dgyival egy 45 mé-
ter magas dombrdl tiizeliink fiigg6legesen felfelé. A 16vedék kezd&sebessége
40 [%] nagysagd. A légellendlldst elhanyagoljuk. Az egyszerliség kedvéért
szamoljunk most g = 10 [S%] értékkel!

a) Adjuk meg a 16vedék f6ldtdl valo tavolsagat leird fiiggvényt!

b) Milyen magasan lesz a 16vedék két masodperccel a kilovés utan?

¢) Milyen magasra repiil fel a 16vedék?

d) Mennyi id® telik el, amig foldet ér a 16vedék?

Megoldas:
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a) A lovedék mozgdsegyenlete az aldbbi:
—m-g=m-a(t).

Ez az elméleti 6sszefoglaléban szereplS (1) tipusu kezdetiérték probléma.
A fenti egyenletbdl m # 0 miatt azt kapjuk, hogy

a(t) = —g.
A sebesség-id6 fiiggvény:

9

v(7)dr = h(0) +v(0) - t — g 2.

>
-
N—
I
>
—~
=)
N—
+
o

Az adatok behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy a I6vedék ¢t masodperccel
a fellovés utan

h(t) = —% 2 4 0(0) - £+ h(0) = —5¢2 + 40t + 45

méter magassagban lesz.
b) A l6vedék magassdga két masodperccel a fellovés utan
h(2) = —5-2% 440 -2 + 45 = 105 [m].
c) A lovedék abban az id8pillanatban éri el a maximalis magassdgot, amikor
B (t) = 0, azaz
—-10t +40=0 = t=4,

igy 4 masodperccel a fellovés utdn éri el a maximadlis magassdgot. Ekkor a
magassaga

h(4) = —5-4% +40- 44 45 = 125 [m].
d) A 16vedék akkor ér foldet, amikor
—5t 4+ 40t +45 =0 =  t*-8-9=0

A maésodfoki egyenlet megolddképletének felhaszndldsdval

8+64+36 8+10
2 )

t12 =
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adaédik, igy a fellovés utdn 9 masodperccel ér foldet a l1ovedék.

153. Feladat. Fiigg6legesen felfelé kiloviink egy nyilpuskabdl egy nyilvesszét.
Legyen a nyilvesszd kezdsebessége vg = 49 [%] Hatarozzuk meg, hogy a
kilovés utan mennyi id6 mulva tér vissza a nyilvesszd a kilovés helyére, ha a
kozegellenéllastdl eltekintiink!

Megoldas:
A filiggblegesen kil6tt nyilvesszd hely-id6 fiiggvényére felirhat6 a
h(t) = —g
kozvetleniil integralhaté masodrendd differencidlegyenlet.
Mindkét oldalt integralva azt kapjuk, hogy
h(t)=—g-t+c1.
Ismét integralva mindkét oldalt

h(t):—%~t2+cl't+02,

ahol ¢1, ¢ € R. Ha feltessziik, hogy h(0) = 0 és h(0) = vy, akkor

h(t) = —g-t2+vo-t: —4,9¢2 + 49¢.

Azt az idGpillanatot keressiik, amikor h(t) = 0, igy a
—4,9t* + 49t = 0
egyenletet kell megoldanunk. A bal oldalt szorzatt alakitva azt kapjuk, hogy
4,9t (—t+10) =0,
amibdl az egyenlet megolddsaira t; = 0, illetve o = 10 adddik.
Tehat azt kaptuk, hogy a kilovés utdn 10 masodperccel tér vissza a nyilvesszo a
kilovés helyére.

154. Feladat. Adjuk meg az m tomegt, a vizszintessel o szoget bezaro lejtére
helyezett test hely-id6 fiiggvényére vonatkoz6 differencidlegyenletet, ha a stir-
16dési egyiitthatd u = 0, vagyis a surlédastdl eltekintiink! Oldjuk is meg a
differencidlegyenletet, vagyis adjuk meg a hely-idé fiiggvényt!

Megoldas:

Newton II. torvénye szerint egy test gyorsuldsa azonos irdnyud a ra haté erdk



264 DR. KEZI CSABA GABOR

F' ered6jével, mig nagysdga egyenesen ardnyos az eredd erd nagysigaval és
forditottan ardnyos a test tomegével, igy

m-a(t) =F = a(t) = —.

Mivel a test gyorsuldsa adott ¢ id6pillanatban megegyezik a test kitérés-id6
fliggvényének masodik derivaltjaval a ¢ id6pillanatban, igy

Mar csak azt kell tudnunk, hogy milyen er6k hatnak erre az m tomeg( testre.

El6szor tekintsiik azt az esetet, amikor a test és a lejtd kozott fellép6 sirlodastol
eltekintiink, azaz a p strl6dasi egyiitthaté értéke 0.

Ekkor a testre hat6 Iy, gyorsité er6t az
Foy=F, -sina

Osszefiiggéssel szamolhatjuk ki, ahol Fy; a nehézségi er6. Mivel Fy, = m - g,
ezért a test kitérés-id6 fiiggvényét leird differencidlegyenlet

F, F, -sina m- ¢ -sino
() =% =2 =9 =g sina,
m m m
tehat
5(t) = g-sina,

amely egy kozvetleniil integralhaté masodrendi differencidlegyenlet. Mindkét
oldalt intergdlva azt kapjuk, hogy

5(t)=g-t-sina+c.
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Ismét integralva
2
s(t)y=g- §-sina—|—cl “t+co
adddik, ahol ¢, co € R. Ha feltessziik, hogy s(0) = sg és $(0) = v, akkor
12

s(t):g-g-sina+vo~t—|—so.

155. Feladat. Adjuk meg az m tomegt, a vizszintessel o szoget bezaro lejtére
helyezett test hely-id6 fiiggvényére vonatkoz6 differencidlegyenletet, ha a stir-
16dasi egyiitthat6é p > 0, vagyis a surlédastél nem tekintiink el! Oldjuk is meg
a differencidlegyenletet, vagyis adjuk meg a hely-id6 fiiggvényt!

Megoldas:

Ekkor a testre hato eredd erdt az Fy, gyorsuldsi erd és az F strléddsi er6
kiilonbsége adja, ahol

Fs=upu-m-g-cosa.

Tekintsiik az alabbi abrat:

Tehét a hely-id6 fiiggvényre vonatkozdé differencidlegyenlet

Foy—Fs m-g-sina—pu-m-g-coso

(1) = - ,

m m

tehat
5(t) =g (sinaw — p - cos ).

Ez az egyenlet is egy kozvetleniil integralhaté masodrendii differencidlegyenlet.
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Mindkét oldalt integrdlva
5(t) = /g~(sina—,u-cosoz)dt =g-(sina—p-cosa)-t+c
adodik. Ismét mindkét oldalt integrdlva azt kapjuk, hogy

s(t):/g~(sina—,u'cosa)-t+cldt:

2
:g-(sina—,u'cosa)'g—kcl't—i-cQ,

ahol ¢1, co € R. Ha s(0) = sg és $(0) = vp, akkor a hely-idé fiiggvény
2
S(t) :g'(SiHO‘_N'COS@)'5+Uo't+so.

A két eset megolddsat dsszehasonlitva észrevehetjiik azt, hogy a test valéban
gyorsabban fog leérni a lejtbaljara abba az esetben, ha a surlddasi egyiitthatd

értékét nullanak tekintjiik.

156. Feladat. Egy o = 30°-os lejtén vg = 10 [%] kezddsebességgel elindul

egy test. Tudjuk, hogy so = 50 [m]. Tegyiik fel, hogy 1 = 0.

a) Irjuk fel a hely-id§ fiiggvényre vonatkozé differencidlegyenletet!
b) Oldjuk meg a differencidlegyenletet!
¢) Abrézoljuk a hely-idé fiiggvényt!

Megoldas:

a) Newton IL torvénye szerint egy test gyorsuldsa azonos irdnyu a rd hat6 erdk
F eredgjével, mig nagysdga egyenesen ardnyos az eredd er§ nagysagaval és

forditottan ardnyos a test tomegével, igy

m-a(t) =F = a(t) = —.

Mivel a test gyorsuldsa adott ¢ id6pillanatban megegyezik a test kitérés-id6

fliggvényének masodik derivaltjaval a ¢ idépillanatban, igy

Mar csak azt kell tudnunk, hogy milyen er8k hatnak erre az m tomegfi testre.
El6szor tekintsiik azt az esetet, amikor a test és a lejtdé kozott fellépd str-

16dastol eltekintiink, azaz a p surlédasi egyiitthat6 értéke 0.
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Ekkor a testre hat6 I, gyorsité er6t az

Foy=F; -sina
Osszefiiggéssel szamolhatjuk ki, ahol F; a nehézségi er6. Mivel F;; = m - g,
ezért a test kitérés-id6 fiiggvényét leird differencidlegyenlet

. F, F, -sina m-q-sino .
5(t) =2 =< - J =g-sina,
m m m

vagyis

amely egy kozvetleniil integralhaté masodrend{ differencidlegyenlet. Mind-
két oldalt intergélva azt kapjuk, hogy

S(t):%-t-f-Cl.

Ismét integrilva
g

s(t):1~t2+01~t+62

adodik, ahol ¢1, ¢ € R. Ha feltessziik, hogy s(0) = 50 és $(0) = 10, akkor
s(t) = 2,4525t% + 10t + 50 [m].

b) A hely-id6 fiiggvény grafikonja:



268 DR. KEZI CSABA GABOR

2400
2200
2000
1800
1600
1400
1200
1000
800
600
400
200

o
2 (0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42

157. Feladat. Egy o = 30°-0s lejtén vg = 10 [%] kezdbsebességgel elindul
egy test. Tudjuk, hogy so = 50 [m]. Tegyiik fel, hogy a sdrl6dasi egyiitthat6
értéke p = 0, 5.

a) Irjuk fel a hely-id§ fiiggvényre vonatkozé differencidlegyenletet!

b) Oldjuk meg a differencidlegyenletet!

¢) Abrazoljuk a hely-id6 fiiggvényt!

Megoldas:

a) Newton IL. torvénye szerint egy test gyorsuldsa azonos irdnyu a ra hat6 erdk
F ereddjével, mig nagysaga egyenesen aranyos az eredd er§ nagysagaval €s
forditottan ardnyos a test tomegével, igy

m-a(t) =F = a(t) = —.

Mivel a test gyorsuldsa adott ¢ id6pillanatban megegyezik a test kitérés-id6
fliggvényének masodik derivaltjaval a ¢ idépillanatban, igy

Mar csak azt kell tudnunk, hogy milyen er6k hatnak erre az m tomegfi testre.
A testre hat6 eredd er6t az Iy, gyorsuldsi erd €s az Fs stirloddsi erd kiilonb-
sége adja, ahol

Fs=pu-m-g-cosa.

Tehét a hely-id6 fiiggvényre vonatkozé differencidlegyenlet

Foy—Fs m-g-sina—p-m-g-cosa

5) = m m

tehat
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Ez az egyenlet is egy kozvetleniil integrdlhaté masodrendd differencidle-
gyenlet.

Mindkét oldalt integralva

S(t):/g- (;—f) dtzg-(é—{f) t+c1

ahol ¢y, c2 € R. Mivel s(0) = 50 és $(0) = 10, ezért a hely-id6 fuggvény
s(t) = 0, 3286t + 10t + 50.

b) A hely-id6 fliggvény grafikonja:
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158. Feladat. Amikor a hajétestet vizre bocsatjdk, a hajotest egy lejtén cstiszik
a vizbe. A rogzit kotelek elvagdsitdl szamitva mennyi id6 alatt ér a vizbe a
hajd, ha a lejtd hossza | = 50 [m], a lejtd hajlasszoge o = 25° és a surléddsi
egyiitthat6 értéke pn = 0,47

Megoldas:
A 155 feladatban megkaptuk, hogy a hely-idd fiiggvényre felirhaté az
5(t) =g (sina— p - cosa)

differencidlegyenlet. Ez az egyenlet egy kozvetleniil integralhaté masodrendd
differencidlegyenlet.
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Mindkét oldalt integrdlva

5(t) = /g~(sina—,u-cosa)dt =g¢g-(sina—p-cosa)-t+cp
adodik. Ismét mindkét oldalt integrdlva azt kapjuk, hogy

s(t) :/g'(sina—,u-cosoz)-t—kcldt:
2
=g-(sina—p-cosa)- o Fei-t+e
ahol ¢, ¢c2 € R. Ha s(0) = s és $(0) = wp, akkor a hely-idg fiiggvény
2
S(t) :g'(Sina_:u"COSOl)'§+Uo‘t—|—30,
Mivel most s(0) = so = 0és v(0) = vg = 0, ezért
/2
s(t) =g (sina—p-cosa) - £

Ha s = 50, a = 25° és pu = 0, 4, akkor
2
50 =19,81- (sin25° — 0,4 - cos 25°) - 3

amibdl azt kapjuk, hogy ¢ = 11,5s]. Tehdt 11,5 masodperc alatt csuszik a
vizba a hajétest.

159. Feladat. Egy rugéra akasztott test 5, 8 [cm]-rel nydjtja meg a rugét. A
testet az eredeti helyzetéhez képest 18 [cm]-rel kitéritjiik, majd elengedjiik, ez-
altal rezgésbe hozva a rendszert. Tegyiik fel, hogy v(0) = —13 [%] .

a) Irjuk fel a kitérés-id6 fiiggvényre vonatkozé differencialegyenletet!
b) Adjuk meg a kitérés-id6 fiiggvényt!

¢) Abrézoljuk a kitérés-idé fiiggvényt!

Megoldas:

a) A differencidlegyenlet

ahol

Mivel
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ezért

D g 981
m Al 0,058
igy w = 13. Tehat a rezgés differencidlegyenlete

#(t) + 1692(t) = 0.

=~ 169,

b) A differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete
M4+169=0 =  A==x£13i
Ezt felhaszndlva a kitérés-id6 fliggvény
x(t) = c1 - cos(13t) + c2 - sin(13t),
ahol c1, co € R. Ennek a derivéltja
&(t) = —13cy - sin(13t) + 13cy - cos(13t).

Mivel z(0) = 0, 18, ezért ¢; = 0, 18. Felhasznalva, hogy #(0) = —13 azt
kapjuk, hogy co = —1. Tehat a kitérés-idd fiiggvény

x(t) = 0,18 cos(3t) — sin(3t).

c) A kitérés-id6 fliggvény grafikonja:

160. Feladat. Egy D = 10 [%} rugdallandéval rendelkezd rugd végén m =
10 [kg] tomeg test van, amelynek kitérése a ¢ = 0 idGpillanatban so = 0, 5 [m],
sebessége vg = 5 [%]

a) Irjuk fel a kitérés-id6 fiiggvényre vonatkozé differencidlegyenletet!

b) Adjuk meg a kitérés-id6 fiiggvényt!

¢) Abrézoljuk a kitérés-idé fiiggvényt!
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Megoldas:
a) A differencidlegyenlet
() +w?-z(t) =0,

ahol
D

W = —.
m

Mivel D = 10 és m = 10, ezért w = 1. Tehdt a rezgés differencidlegyenlete
Z(t) + z(t) = 0.
b) A differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete
N4+1=0 =  A=i
Ezt felhasznalva a kitérés-ido fiiggvény
x(t) = ¢1 - cos(t) + c2 - sin(t),
ahol c1, co € R. Ennek a derivéltja
x(t) = —cy - sin(t) + cg - cos(t).

Mivel z(0) = 0, 5, ezért ¢; = 0, 5. Felhasznalva, hogy #(0) = 5 azt kapjuk,
hogy co = 5. Tehét a kitérés-idd fliggvény

x(t) = 0,5cos(t) — 5sin(t).
c) A kitérés-id6 fliiggvény grafikonja:

/\AAA/\
VY

161. Feladat. Egy D = 10 [%] rugdéllanddval rendelkezd rugd végére egy
= 10[dkg] tomeg( testet akasztunk. A testet meglokjik vo = 0,5 [2]
sebességgel.
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a) Irjuk fel a kitérés-id6 fiiggvényre vonatkozé differencialegyenletet!
b) Adjuk meg a kitérés-idd fiiggvényt!

¢) Adjuk meg a korfrekvenciat!

d) Hatarozzuk meg az amplitddoét!

e) Hatarozzuk meg a periédusidét!

f) Abrazoljuk a kitérés-idg fiiggvényt!

Megoldas:

a) A differencidlegyenlet

ahol

| D
w=14/—.
m

Mivel D = 10ésm = 0,1, ezért

/D —
m

Tehat a rezgés differencidlegyenlete
Z(t) + 100z(t) = 0.
b) A differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete
A4+100=0 =  A==£10i
Ezt felhaszndlva a kitérés-id6 fiiggvény
x(t) = c1 - cos(10t) + c2 - sin(10¢),
ahol c1, co € R. Ennek a derivaltja
#(t) = —10¢q - sin(10t) + 10cz - cos(10t).

Mivel z(0) = 0, ezért ¢; = 0. Felhaszndlva, hogy £(0) = 0,5 azt kapjuk,
hogy co2 = 0, 5. Tehat a kitérés-id6 fliggvény

x(t) = 0, 5sin(10¢).

¢) A korfrekvencia
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A=/ +c2=0,5m].

d) Az amplitid6

e) A periédusid6

f) A kitérés-idé6 fiiggvény grafikonja:
1
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162. Feladat. Egy m tomegi testet D rugddllanddji rugéra fiiggesztiink. A
rugét megnyujtjuk 10 [cm]-rel, majd elengedjiik. Tekintsiik azt a rezgést, a-
mikor m = 0,5 [kg] és D = 50 [X]. Adjuk meg és dbrazoljuk a kitérés-ids
fliggvényt!

Megoldas:
Az
i) +w? x(t) =0

- B[ o[l
0,5 s S

#(t) 4 1002(t) = 0

differencidlegyenletben

igy az

differencidlegyenletet kell megoldanunk. A karakterisztikus egyenlet

N 4+100=0 = A\ = +104,
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igy a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa
x(t) = c1 - cos(10t) + co - sin(10¢).
Ekkor
#(t) = —10cy - sin(10t) + 10cy - cos(10¢).

Felhaszndlva, hogy x(0) = 0, 1 azt kapjuk, hogy 0,1 = ¢1. Mivel z(0) = 0,
ezért 0 = cy. Tehdt a kezdetiérték feladat megolddsa
x(t) = 0,1 cos(10¢).

A fiiggvény grafikonja:
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163. Feladat. Egy gépkocsi futomiivét egy prébapadon vizsgéljak. A vizsgalat
sordn a futémiivet fiiggbleges irdnyu lengésbe hozzdk. A lengetés megsziintével
a futémi csillapodd lengémozgdast végez, mozgédsegyenlete

m-&(t)+k-@(t)+ D-x(t) =0.
Legyen z(0) = —0,06 [m], illetve v(0) = 0 [2]. Legyen m = 400 [kg] az
tires gépkocsi rugozott felépitményének egy kerékre esé tomege, £ = 800 [%]
a lengéscsillapitoé csillapitdsi tényezdje, D = 2000 [%] a rugdéllando.
a) Irjuk fel a kitérés-id6 fiiggvényre vonatkozé differencialegyenletet!

b) Oljduk meg a differencidlegyenletet és az arra vonatkozé kezdetiérték fe-
ladatot!

¢) Abrézoljuk a kitérést az id6 fiiggvényében!

Megoldas:
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a) Az
m-Z(t)+k-@(t)+D-x(t)=0
egyenlet mindkét oldaldt m-el osztva azt kapjuk, hogy

Z(t) + %-a‘:(t) + %-:r(t) =0,

vagyis
B(t) + 2k - 2(t) + w? - x(t) = 0,
ahol
D

w=1/—=+5
és

k800 _

2m 800

Tehat a differencidlegyenlet
Z(t) +22(t) +5- z(t) = 0.

b) A differencidlegyenletnek megfelel karakterisztikus egyenlet:

A+ 2X+5=0.
A masodfoki egyenlet megolddsa:
—2+4i
Mz =— Lo 1426

Mivel az egyenlet gyokei komplex szamok, ezért a differencidlegyenlet al-
taldnos megolddsa az aldbbi alakban 4ll el6:

x(t) = c1 - €™ - cos(ft) + ¢z - €™ - sin(pBt),
ahol q, illetve 5 a masodfoki egyenlet valamely komplex gyokének valds,
illetve képzetes része. Behelyettesitve az « és 3 értékeket azt kapjuk, hogy
x(t) =c1-e - cos(2t) +cy-e "t - sin(2t).
Az x(t) fiiggvény derivaltja:
#(t) = —c1-e ' cos(2t) — 2¢1 - et - sin(2t)—
—co-e ' sin(9,54t) + 22 - e - cos(2t).
Mivel z(0) = —0,06 és ©(0) = 0, ezért
—0,06 = c1
0= —c1 + 2c¢9.
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Az egyenletrendszer megoldasaval co ~ —0, 03 adédik. A kitérés-ido fugg-
vény tehat:

x(t) = —0,06-e~" - cos(2t) — 0,03 - e~ " - sin(2t).

c) A kitérés-id6 fliiggvény grafikonja:
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164. Feladat. Egy 1 [kg] tomegti test D = 5[N] rugédllandjd rugéra van
rogzitve. A rendszer csillapitdsi tényezsje k = 2 [X=]. Tegyiik fel, hogy
z(0) = 52 [m] és v(0) = —39 [ ]. A rendszert gerjesztS erd legyen

F(t) = 10cost.

[rjuk fel a kitérés-id§ fiiggvényre vonatkozé differencidlegyenletet, majd oldjuk
meg a differencidlegyenletre vonatkoz6 kezdetiérték feladatot és dbrazoljuk a
kitérés-idé fiiggvényt!

Megoldas:
Ekkor
k
k=—=1
2m
és D
w2===H5.
m

A megoldandé differencidlegyenlet
Z(t) + 2&(t) + bx(t) = 10 cost.
A megfeleld homogén egyenlet
Z(t) + 2&(t) + 5z(t) = 0.
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Ennek a karakterisztikus egyenlete

A2+ 2\ +5=0.

A karakterisztikus egyenlet gyokei

Legyen a = —1 és 8 = 2. A homogén egyenlet altalanos megoldasa
zp(t) =c1-e ' - cos(2t) + co-e ' - sin(2t).
Az inhomogén egyenlet egy megoldasat
xp(t) = A-cost+ B -sint
alakban keressiik. Ekkor
&p(t) = —A-sint+ B - cost

Zp(t) = —A-cost — B -sint.
Ezeket behelyettesitve az inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy
sint- (—B —2A+5B) +cost- (—A+2B+5A) = 10cost,
vagyis
sint - (—2A +4B) + cost - (4A+ 2B) = 10cost.

Tehat teljesiil az

—2A + 4B = 0
4A + 2B = 10

egyenletrendszer. Az elsG egyenletbdl azt kapjuk, hogy A = 2B, amit a ma-
sodik egyenletbe behelyettesitve B = 1 adddik, igy A = 2. Tehat az inho-
mogén egyenlet egy partikuldris megoldédsa

xp(t) = 2cost + sint.
Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa
x(t) =c1-e " cos(2t) + ca-e ' - sin(2t) + 2cost + sint

vagy masképp
z(t) =e ' (c1 - cos(2t) + co - sin(2t)) 4 2 cost + sint.
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Az x(t) fiiggvény derivdltja
#(t) = —e~ " (c1 - cos(2t) + ez - sin(2t)) +
+e b (=2¢; - sin(2t) + 2¢z - cos(2t)) — 2sint + cost.
Mivel z(0) = 52, ezért
c1+2=52 = c1 = 50.
Mivel v(0) = #(0) = —39, ezért
—c1 4+ 2¢co +1=-39.
Ezen egyenletekbdl co = 5 és ¢; = 50 adddik, igy a kitérés-id6 fiiggvény
x(t) =e - (50 cos(2t) + 5sin(2t)) + 2 cost + sint,

melynek grafikonja:
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