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Bevezetés

A disszertéacio témaja rendezett algebrai strukturak, illetve ezek rész-
halmazain értelmezett fiiggvények és relaciok vizsgalata. A dolgozat
két részbol all. Az els6 rész az 1.-9. fejezeteket foglalja magéba
és fiiggvényegyenletek megoldasaval foglalkozik. Kissé részleteseb-
ben: legyen T egy rendezett test, T* egy archimedeszien rendezett
test, Y egy egyértelmiien 2-oszthatd Abel-csoport. Jeldlje T, illetve
T4 a rendezett test, illetve az archimédeszien rendezett test pozitiv
elemeinek a halmazat. Az elsé rész legfontosabb fiiggvényegyenletei:

e (x"; 1) +Fi(y) = Go (%“) + Fy(a), (0.1)

o (25 + s =a (P 4 60, 02
) ()
F(z)+G(y) = Pla+y) + Q (;) (0.4)

ahol a Gy, Go, F1, Fb, g, f, v, F, G, P, Q : T, — Y az ismeretlen
fiiggvények. A fliggvényegyenletek tetszéleges x,y € T4 esetén tel-
jesiilnek. (A (0.4) egyenletet Olkin-Baker fiiggvényegyenletnek
nevezik.)

Gi(z(y+1) + Fi(z) =Gz (y(z + 1)) + Fa(y,), (0.5
9(z(y +1)) + f(z) =g(y(z + 1)) + f(y), (0.6
P((a+7)z + (B+0)y) = Q(az + By) + R(yz + dy), (0.7
ga(pay + ) + gu(zy +y) = gu(Aey +y) + ga(zy + ), (0.8
9222y + ) + g2(zy + y) = 222y + y) + g2(wy +y). (0.9

A (0.5) és egyenletekben a G1, G, Fi, Iy, g, f: T =Y

az ismeretlen fiiggvények. A (0.7) egyenletben a P, @, R: T — Y
az ismeretlen fliggvények, az «, 3, v, 6 € T{ olyan rogzitett paramé-

terek, melyekre ad — 3y # 0. A (0.8)) egyenletben a gy, g, : T =Y
az ismeretlen fliggvények, a A\, u € Ty \ {1} tetsz6legesen rogzitett



paraméterek. A egyenletben g, : T9 — Y az ismeretlen fiigg-
vény. A fiiggvényegyenletek tetszéleges x, y € T4 esetén teljesiilnek.

Gi(zy +2) + Fi(y) = Ga2(z + y) + Fa(zy) (0.10)

A (0.10) egyenletben a G, G, Fy, Fp : T — Y az ismeret-
len fiiggvények. A fliggvényegyenlet tetszéleges z, y € T¢ esetén
teljesiil. (A (0.10) egyenlet az tgynevezett Davison egyenlet.)

V(z(y+1) +(z +1) = (2@ + 1)) +7(y(y + 1)), (0.11)
(o) erenma () )

(0.12)

sasnr(3+5) = (e (3+3)) +a0. 013

Yz + 1) =7 (;ﬁyy) : (0.14)

[z +y) =g(zy), (0.15)

ahol v, va, f, ¢ : T4 — Y az ismeretlen fiiggvények. A (0.15]) egyen-
letben Y egy tetsz6leges nemiires halmaz. A fliggvényegyenletek

tetszbleges x,y € T4 esetén teljesiilnek.

Az els6 rész két kdzponti egyenlete a és a fliggvény-
egyenlet, melyek val6szintiség-elméleti hattertd egyenletek.

Az els6 fejezetben megmutatjuk, hogy a (0.1)) egyenlet visszave-
zethetd a és a egyenletekre, a yenlet a és a
egyenletekre.

A masodik fejezetben megmutatjuk, hogy a (0.3) és a (0.11])
fiiggvényegyenletek folytonos megoldasai meghatarozhatéak Gauss-

iteracio segitségeével ([15] OTDK dolgozat Miskolc 2003 Dardczy
Zoltan professzor témavezetésével ).
A harmadik fejezetben megadjuk a egyenlet megoldasat.
A negyedik fejezetben megadjuk a egyenlet megoldasat
kiilénboz6 alaphalmazon értelmezett ismeretlen fliggvények esetén.



A (0.15) egyenletet a (0.11]) egyenlet és a Davison egyenlet ((0.15)

megoldasa soran alkalmazzuk.

Az 6todik fejezetben &ltalanositjuk Dardczy Zoltan, Lajko
Karoly, Székelyhidi Laszlé egy tételét [09]. A tétel alkalma-
zésaként megadjuk a egyenlet altaldnos megoldasat T, -n, az
altalanos megoldas R -on Olkin-Baker egyenlet néven ismert ([34],
03], [32]).-

A hatodik fejezetben megadjuk a (0.3) és a (0.11) egyenletek
megoldéasat. A egyenlet megoldasa kozos munka Lajko Ka-
rollyal [17], az egyenletet a egyenletre (Olkin-Baker egyen-
let) vezetjiik vissza. A (0.11) egyenlet megoldasa sordn a (0.11))
< ([012) < (0.13) « (0.14) < (0.15) gondolatmenetet kovetjiik.
A (0.11)) egyenlet Pexider valtozatdnak megoldéasa kozos eredmény
Lajkoé Karollyal [I8].

A hetedik fejezet els6 részében megadjuk a Pexider-additiv fligg-
vényegyenlet altalanos megoldasat abban az esetben, amikor az ad-
ditivitas a Ti egy részkupjan teljesiil, ahol T egy archimedeszien
rendezett test. A kapott eredményt a egyenlet megoldésa so-
ran alkalmazzuk. A fejezet masodik részében altalanositjuk Riman
Janos [35] kiterjesztési tételét arra az esetre, amikor a valos szamok
testének szerepét egy archimedeszien rendezett stird Abel-csoport
veszi at.

A nyolcadik fejezet els6 részében a egyenlet megoldésat is-
mertetjik. A (0.6) egyenletet a (0.9) egyenletre vezetjiik vissza az
alabbi modon: (0.6) < < (0.9). Az egyenletek megoldasa
sordan a Droczy-Lajko-Székelyhidi tételt és a egyenletet egy-
arant alkalmazzuk. A fejezet méasodik részében megmutatjuk, hogy
a Davison-egyenlet visszavezethetd az egyenletre.

A kilencedik fejezetben, a korabbi fejezetek eredményeire ta-
maszkodva megadjuk a és a fiiggvényegyenletek megol-
dasat. Mindkét egyenlet megoldasa (valos-valds kirnyezetben) meg-
talalhato az [16] OTDK dolgozatomban (2005. Budapest, Lajké
Karoly témavezetésével). A egyenlet megoldasa (altalanos
esetben) koz6s munka Lajké Karollyal [17].

A disszertacié masodik része a 10.-13. fejezetekbdl all, téméja a
lezarasok tulajdonsagainak vizsgélata, illetve a kapott Osszefiiggések
kiilonféle alkalmazasainak bemutatésa.




A tizedik fejezet {6 eredménye két - kommutativitassal kapcso-
latos - eredmeény (koz0s munka Pataki Gergellyel). Alkalmazé-
saként megadjuk egy rendezett T test feletti X vektortér bizonyos
konvex operatorai, nevezetesen a linearis, affin, konvex, kup és kon-
vexkip lezardsok altal generalt félcsoport Caley-tablazatat, ahol a
félcsoport-miivelet a kompozicioképzés.

A tizenegyedik fejezet a tizedik fejezet fogalomalkotasa altal mo-
tivalt sikgeometriai probléma megoldasat tartalmazza (kozos munka,
Wolfgang Férg Robbal).

A tizenkettedik fejezet legfontosabb eredménye, hogy ha X egy
csoport, A C X tokéletesen kancellativ, akkor minden B C A additiv
és antiszimmetrikus halmaz belefoglalhat6 egy olyan D C A additiv
antiszimmetrikus részhalmazba, amelyre A C D U (—D). (Kozos
munka Szaz Arpaddal [20]).

A tizenharmadik fejezetben kritériumot adunk arra nézve, hogy
ha X, Y csoportok, R C X XY egy relaci, akkor R-nek milyen fel-
tételek mellett létezik paratlan szelekciofiiggvénye (k6zos eredmény
Szaz Arpaddal [19]).



1. Fiiggvényegyenletek dekompoziciéja

Az alabbi tétel megtalalhato a [16] OTDK dolgozatban és a [17]
cikkben.

1.2. Tétel. (T. Glavosits, K. Lajké [17]) Legyen T egy rende-
zett test, Y egy egyértelmiien 2-oszthaté Abel-csoport. A G;, F; :
T, — Y (i =1,2) fiiggvények akkor és csak akkor megoldasai a

Gy (z;tl) + Fi(y) = G2 (T) + Fa(z) (0-1)

fiiggvényegyenletnek minden x,y € T esetén, ha

Fi(@) = f(z) -7 (“ 1) |

Gi(@) = gla) +7(a), : o

Ga(z) = g(z) — (), Fy(z) = f(z) 4+ (fc: 1)
minden x € T4 esetén, ahol a g, f: T, — Y fiiggvények megoldasai
o (FE) + s =a (P 1 03

fiiggvényegyenletnek minden x,y € T esetén, a~y: Ty — Y fiigg-
vény megoldasa a

z+1 +1 z+1 +1
() () () () e
Y T €T Y

fiiggvényegyenleteknek minden z,y € T, esetén.

1.3. Tétel. Legyen T egy rendezett test, Y egy egyértelmiien 2-
oszthaté Abel-csoport. A G;, F; : T, — Y (i = 1,2) fiiggvények
akkor és csak akkor megoldasai a

Gi(z(y +1)) + Fi(z) = G2 (y(z + 1)) + Fa(y) 0.5)
fiiggvényegyenletnek minden x,y € T esetén, ha

Gi(x) =g(z) +7(x),  Fi(x) = f(z) —y(z(z+
Gao(x) = g(z) —(x),  Falz) = f(2) +y(z(z +



minden x € T esetén, ahol a g, f : T — Y fiiggvények megoldasai
a

g(x(y + 1))+ f(z) = g(y(z + 1)) + f(y) (0.6)

fiiggvényegyenletnek minden x,y € T esetén, a~y : Ty — Y fiigg-
vény megoldasa a

Y@y +1) +v(y(@+1) =v(@@+1) +v(yy+1)  (0.11)

fiiggvényegyenleteknek minden z,y € T, esetén.

2. Fiiggvényegyenletek és a Gauss-iteracio

A fejezetben ismertetett eredmények egy része megtaldlhato a 2005-
ben Miskolcon el6adott OTDK dolgozatomban (Daréczy Zoltan
témavezetésével [15]). Megmutatom, hogy a és a fligg-
vényegyenletek folytonos megoldasai T, = Ry, ¥ = R esetben
meghatarozhatoak Gauss- iteracio segitségével. Igy a 6. fejezet
alapjan ajabb pozitiv példat kaptunk kozepeket, illetve azok Gauss-

2.6. Tétel. Definidljuk az My, M, : RZ — R kozepeket

(Vidz+1-1)(Vay+1+1)

M(z,y) = 4 ) (z,y € R,).

MQ(xay) = Ml(yvx)a
moédon. Tekintsiik a
Lo y(z) +(y) = v (Mi(z,y)) + v (Ma(z,y)),

2. y(x) +9(y) = 2v (M1 ® Ma(x,y)),

fiiggvényegyenleteket a v : Ry — R ismeretlen fiiggvénnyel, ahol
a fiiggvényegyenletek minden x, y € R esetén teljesiilnek. Ekkor,
mivel az 1. fiiggvényegyenlet altalanos megoldédsa

A2) =l@)+e  (zeRy),



ahol | : Ry — R egy logaritmikus fiiggvény, ¢ € R egy konstans,
tovabba

Ml ®M2(-T7y): VY (.’I,‘,QER+),
igy az 1. és 2. fiiggvényegyenletek ekvivalensek.

2.8. Tétel Definidljuk az My, M, : RZ — R kozepeket

. Ty +
M1($>y): Y Y

y+1 (z,y €Ry)
M2($>y)iM1(yam)

moédon. Tekintsiik a
1L y(z) +9(y) =y (Mi(z,y)) + v (Ma(z,y)),
2. y(z) +v(y) = 2y (M1 @ Ma(z,y)),

fiiggvényegyenleteket a v : Ry — R ismeretlen fiiggvénnyel, ahol
a fiiggvényegyenletek minden x, y € R esetén teljesiilnek. Ekkor,
mivel az 1. fiiggvényegyenlet altalanos megoldédsa

V@) =lz)+e  (zeRy),

ahol I : Ry — R egy logaritmikus fiiggvény, ¢ € R egy konstans,
tovabba

Ml ®M2(l’,y): VLY (.’L‘,yGR+)7
igy az 1. és 2. fiiggvényegyenletek ekvivalensek.

3. A (0.2) (9(£2) + fy) = g() + f(2)
egyenlet megoldasa

A fejezetben ismertetett eredmények megtalalhatoak a [16] OTDK
dolgozatban és a [17] cikkben.

3.2 Tétel. (T. Glavosits, K. Lajké [17]) Legyen T egy rende-
zett testet, Y egy egyértelmiien 2-oszthaté Abel-csoport és tekintsiik
a

xT

() i =g (P 410 wyer) @3



fiiggvényegyenletet, g, f : T, — Y ismeretlen fiiggvényekkel. Ekkor
teljesiilnek a kévetkezdk.

1. Ha a (g, f) par megoldasa a egyenletnek, akkor létez-
nek ly, lo : T4 — Y logaritmikus fiiggvények és c1, co € Y
konstansok tgy, hogy

x)=lL(x)+l(x+1)+cq,
g(x) = l(x) + o )+ e (eT,).
f(x) =h(z(@+1) + la(z) + e
A megforditas is teljestil.

2. Haag,f: R,y — R fiiggvénypar mérheté megoldasa a
egyenletnek minden z,y € R, esetén, akkor léteznek q1, q2,
c1, c2 € R konstansok tgy, hogy

g(x) = q1log(x) + gz log(x + 1) + c1,
f(z) = qilog(z(x + 1)) + g2 log(x) + c2

4. A (0.15) f(z +y) = g(xy) egyenletrdl

A kovetkezo tétel 1. allitasa [I8] kozos munka Lajko Karollyal.

(Z‘ S T+)

4.6. Tétel (T. Glavosits, K. Lajké) Legyen T egy rendezett test,
Y egy tetszéleges nemiires halmaz. Ekkor teljesiilnek a kévetkezd al-
litasok:
1. (T. Glavosits, K. Lajké) Ha f,g: Ty :— Y olyan fiiggvények,
amelyekre

flz+y) =g(xy) (z,y€Ty),

akkor létezik c € Y ugy, hogy f(z) = g(x) = ¢ minden x € T,
esetén.

2. (T. Glavosits ) Ha a T, test archimedeszeien rendezett, I C
T, egy nyilt intervallum, az f : [ +1 - Y, g:1-1 =Y
fiiggvények olyanok, hogy

fle+y) =glxy) (z,yel),

akkor létezik ¢ € Y gy, hogy f(z) = g(x) = ¢ minden x € T
esetén.



5. A Daréczy-Lajko-Székelyhidi (DLSz)
Tétel

A fejezetben altalanositom Daréczy-Lajko-Székelyhidi (DLSz)
tetelet [09).

5.3. Tétel. Legyen (X;+,) egy kétmiiveletes algebrai struktira,
ahol + egy unér, - egy binér algabrai miivelet, igy, hogy a - miive-
let egységelemes 1 egységelemmel, tovabba a - bal-disztributiv a +
miiveletre nézve, azaz

Mz +2z) =z + Az Az e X).

Legyen tovabba (Y';+) egy Abel-csoport, f : X — Y egy fiiggvény.
Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek.

1. Létezik egy {ax : X — Y|\ € X,ay 2-additiv } fiiggvénycsa-
lad és egy ¢ : X — Y fiiggvény tgy, hogy minden \ € X
esetén

Ay f(x) = ax(z) + ¢(N) (z € X).

2. Létezik egy a : X — Y 2-additiv, egy | : X — Y logaritmikus
fiiggvény és egy d € Y konstans, melyekkel

flz) =a(z)+i(z)+d (x € X).

5.4. Kovetkezmény. Legyenek (X;+, ) egy kétmiiveletes algebrai
struktira, ahol +, - binér algebrai miiveletek, tigy hogy a - mivelet
egységelemes 1 egységelemmel, tovabba a szorzas balrél disztributiv
az Osszeadassra nézve, azaz

Mz +2z) =X+ Az A\ z,y e X).

Legyen (Y;+) egy Abel-csoport, {ay : X — Y|\ € X} 2-additiv
fiiggvények csaladja ugy, hogy as additiv, ¢ : X — Y egy fiiggvény.
Ekkor, ha az f : X — Y egy olyan fiiggvény, amelyre A, f(x) =
ax(z) + ¢(\) minden A\, © € X esetén, akkor teljesiilnek a kovetkezd
allitasok:

1. Az a) fiiggvények additivak minden A € X esetén.
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2. Létezik a : X — Y additiv fiiggvény, | : X — Y logaritmikus
fiiggvény és d € Y konstans, melyekkel

f@)=a(z)+l(z)+d (z € X),

tovabba a = as ésl = c.

6. A (0.3) (v(5H) +v( )=7(“"”—1)+7(%1))
6s a (0.11) (y(aly + 1)) + A(y(z + 1)) =
Y(z(z+1)) +(y(y +1)))
egyenletek megoldasa

A (0.3)) egyenlet megoldasa elészor a [16]-ben szerepel, illetve meg-
talalhato [I7]-ban, ami koz6s munka Lajké Karollyal.

6.1. Tétel. (T. Glavosits, K. Lajké) Legyen T egy rendezett test,
Y egy additiv Abel-csoport, a~y : T4 — Y egy olyan fiiggvény, amely
megoldasa a

z+1 +1 z+1 +1
() () () (5) ©
) z €T )

fiiggvényegyenletnek tetszoleges x,y € T, esetén. Ekkor teljesiilnek
a kovetkezdk.

1. Létezik olyan ls : T4 — Y logaritmikus fiiggvény és c3 € Y
konstans, melyekkel

v(z) =I3(x) + c3 (z €Ty).
(A megfordités szintén teljesiil.)

2. Ha a v : Ry — R fliggvény mérheté megoldasa a (0.3) fiigg-
vényegyenletnek tetszéleges x,y € R, esetén, akkor léteznek
qs3, c3 € R konstansok, melyekkel

v(z) = gslog(z) +c3 (v € Ry).

(A megforditas szintén teljesiil.)



11

A (0.11)) egyenlet megoldasa elGszor a [16]-ben szerepel. Pexider
valtozata megtalalhat6 [18]-ben, ami k6z6s munka Lajko Karollyal.

6.2. Tétel. Legyen T egy rendezett test, Y egy Abel-csoport, a
~v: Ty — Y egy olyan fiiggvény, amely megoldasa a

Yy +1) +vyx+1) =@ +1) +v(yy+1))  (0.11)

fiiggvényegyenletnek tetszéleges x,y € T4 esdetén. Ekkor teljestil-
nek a kovetkezdk.

1. Létezik I3 : Ty — Y logaritmikus fiiggvény, cs € Y konstans,
melyekkel
v(z) =l3(z) + c3 (x e Ty).
(A megfordités szintén teljesiil.)

2. Haa~: Ty — Y fiiggvegyenlet mérhet6 megoldasa a (0.11]]
fiiggvényegyenletnek tetszdleges z,y € Ry esetén, akkor létez-
nek qs, cs € R konstansok, melyekkel

v(z) = gslog(z) +c3  (z €Ry).

(A megforditas szintén teljesiil.)

7. Kiterjesztési tételek

Ennek a fejezetnek az els6 részében megadjuk a korlatozott Pexider-
additiv fiiggvényegyenlet altalanos megoldasat abban az esetben,
amikor az additivitas az ']1‘%r egy részkupjan teljesiil.

Legyen T egy rendezett test, £, n € T U {+oo} ugy, hogy 0 <
£ < n < +o0o. Definidljuk a C¢, C T3 kupot az aldbbi médon.

[ A@y) €TAgr <y <nz}, ha&>0,7>0;
Cen =
{(z,y) € T} Sz <y}, ha 7 = +o0.
7.6. Tétel. Legyen T egy archimedeszien rendezett test, Y = Y (+)

egy Abel-csoport, £ € T, U{0} n € T4 U{+oo} tgy, hogy £ < 7.
Az f, g, h: T4 =Y pontosan akkor megoldasai az

flx+y)=g(@) +hly) (z,y € Cgy)
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fiiggvényegyenletnek, ha
f(@) = ale) +c+d
9(@) = a(z) + (x € Ty),
h(z) =a(z)+d
ahol a : T — Y additiv fiiggvény, c,d € Y konstansok.
7.7. Tétel Legyen T egy archimedeszien rendezett test, Y egy egy-
értelmiien 2-oszthaté Abel-csoport, a, (3, v, § olyan nemnegativ ele-

mei T-nek, melyekre ad — By #0. A P, Q ,R: T, — Y fiiggvények
pontosan akkor megoldasai a

P((a+y)z+ (B+0)y) = Q(ax + By) + R(yx + dy)
fiiggvényegyenletnek tetszdleges x,y € T esetén, ha
P(z) =a(z) + c+d,
Q(z) = a(z) +¢, (zeTy),
R(z) =a(z)+d
ahol a : T — Y additiv fiiggvény, ¢, d € Y konstansok.

A fejezet mésodik részében &ltalanositjuk J. Riman [35] kiter-
jesztési tételét.

7.8. Definicié. Egy X = X(+;<) rendezett csoportot sirinek
neveziink, ha minden z,y € X, © < y esetén

lz,y[={z € Xz <z <y} #0.

Az |z,y[ halmazt nyilt intervallumnak nevezziik x és y végpon-
tokkal.

7.15. Jelolés. Legyen X = X(+) egy algebrai struktira, ahol +
egy binér algebrai miivelet, tovabba legyen D C X?2. Definidljuk a
D, Dy, D,y halmazokat az alabbi médon
D, ={ue X|Fve X : (uv) € D},
D,={veX|FueX: (uv)e D},
Dyyy ={z€ X|3(uw,v) € X : z=u+ v}
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Legyen X = X(+) egy rendezett csoport, € > 0. Definidljuk a
B(z,¢e) halmazt

B(z,e) =]z —e,z + €|

médon, ha x € X, illetve
B(z,e) =|z1 —e,21 + g[x]za — &, 22 + €]

médon, ha x € X? és x = (w1, 12).

7.16. Definici6é. Legyen X = X(+4) egy rendezett csoport, Z €
{X,X2}, D C Z.

o Egy xg € Z elemet a D halmaz belsé pontjinak neveziink,

ha létezik ¢ € X 1gy, hogy B(xg,e) C D.

e A D halmazt nyiltnak neveziink, ha minden pontja belsé
pont.

e Egy D C Z halmazt Osszefiiggének neveziink, ha minden
x,y € D esetén létezik B; = B(x;,g;) (i = 0,1,...,n) véges
sorozat ugy, hogy

1. B, C D mindeni=0,1,...,n esetén.
2. x € By, y € B,.
3. Bi—l n Bi # @ minden i = 1, o, n esetén.
e A D C Z nemiires nyilt halmaz egy C' C D részhalmazét a

D halmaz egy komponensének nevezziik, ha C' a D-nek egy
tartalmazasra nézve maximalis nyilt Gsszefiiggd részhalmaza.

7.19. Tétel. Legyen X egy archimédeszien rendezett siirii Abel-
csoport, D C X? egy nyilt halmaz {D,|a € T'} komponensekkel, Y
egy Abel-csoport. Legyenek f: Dypy =Y, g: Dy =Y, h: Dy —
Y fiiggvények.

1. Ha az f, g, h fiiggvények megoldasai az

fle+y)=g(@)+hly)  ((z,y) D) (7.1)
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8.

fiiggvényegyenletnek, akkor léteznek ay : X — Y additiv fiigg-
vények és cy, dy € Y konstansok, melyekkel
f(Z) = aa(z) + Co +da (Z € (Da)m+y)a
g(u) = aq(u) + ¢, (u € (Dy)z), (7.2)
h(v) = an(v) + dqg (v € (Da)y, )

Tovabba, ha o, € T dgy, hogy o # [, akkor teljesiilnek a
kovetkezdk.

a. Ha (Dy)gt+y N (Dg)pty # 0, akkor an = ag 6s co + do =
Co + dﬂ.

b. Ha (Da), N (Dg)y # 0, akkor aq = ag és cq = cp.

c. Ha (D,), N (Dg)y # 0, akkor an = ag do = dg.

. Ha ay : X — Y additiv fiiggvények és cy,dy € Y konstansok

igy, hogy a., b. és c. teljesiil, az f, g, h fiiggvényeket
szerint definidljuk, akkor teljestil (7.1)).

A (9(x(y + 1)) + f(z) = g(y(z + 1)) +

f(y)) egyenlet altalanos megoldasa

8.1. Tétel. Legyen T egy archimedeszien rendezett test, Y egy
Abel-csoport. Tekintsiik a

gz(y+ 1)+ flz) =g(y(z+ 1))+ fly)  (z,y€Ty), (0.6)

fiiggvényegyenletet g, f : T, — Y ismeretlen fiiggvényekkel. Ekkor
teljesiilnek a kévetkezd allitasok

1. Ha a g, f fiiggvények megoldasai a egyenletnek, akkor

9(x) = a(x) + l2(2) + 1,

x (J? € T+)a
= — l _—
f(z) = —a(z) + 2<x+1>+02
alakiak, ahol a : T — Y additiv fiiggvény, lo : T4 — Y
logaritmikus fiiggvény, c¢1, co € Y konstansok. (A megforditas
szintén teljesiil.)
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2.Ag: Ry - R, f: Ry — R mérheté megoldisai a
egyenletnek tetszbleges x,y € R, esetén, akkor
9(x) = pr + g2 log(x) + c1,

r€eR
f($)=—px+q2log< il>+62, (=R

alakuak, ahol p, g2, c1, co € R konstansok. (A megforditas
szintén teljesiil)

9. A (0.1) (Gi(51)+Fi(y) = Go(MH)+ Fa(x))
és a ((0.5))
(Gi(z(y+1))+ Fi(z) = Ga(y(z+1)) + F2(y))
egyenletek megoldasa

Ebben a fejezetben, a korabbi fejezetek eredményeire tamaszkodva
megadjuk a és a fiiggvényegyenletek megoldasat. Mind-
két egyenlet megoldasa (valos-valos kornyezetben) megtalalhato az
[16] OTDK dolgozatomban. A egyenlet megoldasa (altalanos
esetben) koz6s munka Lajké Karollyal [17].

9.1. Tétel. (T. Glavosits, K. Lajké [17]) Megadjuk a (0.1 egyen-
let altalanos, illetve mérheté megoldasat.

1. Legyen T egy rendezett test, Y egy egyértelmiien 2-oszthato
Abel-csoport. A G, F; : T — Y (i = 1,2) fiiggvények
pontosan akkor megoldasai a

e <le>+F1( ) =G <y:1)+F2(x) (o)
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fiiggvényegyenletnek tetszdleges x,y € T4 esetén, ha

Gl(l') = ll(,T) + 12(37 + 1) + lg(,T) +dq,
Fl(.lf) = ll(ﬂf(l‘ + 1)) + lg(x) — l3 <I 1— 1) + dQ,
Gao(z) = li(x) +la(w + 1) — I3(x) + ds,

Fy(z) =li(x(x+ 1)) +la(x) + I3 <x—£1> +ds

alakuak tetszoleges x € Ty esetén, ahol l; : T — Y (i =
1,2,3) logaritmikus fiiggvények, d; € Y (i = 1,2,3) konstan-
sok 1gy, hogy di + do = d3 + dy4.

2. AG, F, : Ry — R (i = 1,2) fiiggvények pontosan akkor

mérheté megoldasai a (0.1) fiiggvényegyenletnek tetszdleges
xz,y € Ry esetén, ha

G1(z) = p1log(x) + p2log(z + 1) + pslog(z) + di,

+1
Fia) = og(at + 1)) + pa log(e) — o () 4
G (z) = p1log(z) + p2 log(z + 1) — p3log(z) + ds,

r+1
Fy(x) = p1log(z(x + 1)) + palog(z) + ps log (x) +d4

alakuak tetszoleges x € Ry esetén, ahol ahol p;, € R (i =
1,2,3); d; € R (j = 1,2,3,4) konstansok tgy, hogy d, + ds =
ds + dy.

9.2. Tétel. Megadjuk a fiiggvényegyenlet dltaldnos és mérhe-
t6 megoldasat.

1. Legyen T egy archimedeszien rendezett test, Y egy egyértel-

miien 2-oszthaté Abel-csoport. A G;, F; : Ty =Y (i=1,2)
fiiggvények pontosan akkor megoldasai a

Gi(z(y+1))+ Fi(z) =Gz (y(z +1)) + Fa(y)  (0.5)
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fiiggvényegyenletnek tetszéleges x,y € T4 esetén, ha

Gi(z) = a(x) + la(z) + I3(x) + da,

Fi(w) = —a(z) + b (le) ~ ly(a(e + 1)) + da,

Ga(z) = a(z) + la(x) — I3(x) + ds,

Fo(z) = —a() + o (&) Fls(a(z + 1)) + da

alaktiak tetszoleges © € T, esetén, ahol a : T — Y additiv
fiiggvény, l; : T+ — Y i = (1,2) logaritmikus fiiggvények,
¢; €Y (j =1,2,3,4) konstansok ugy, hogy di + d2 = d3 + d4.

A G, F;, : Ry —» R (i = 1,2) fiiggvények pontosan akkor
mérheté megoldasai a fiiggvényegyenletnek tetszéleges
x,y € Ry esetén, ha

G1(x) = qx + palog(x) + pslog(x) + d,

T
Fi(z) = —qz + po log <x+1> —pslog(z(xz + 1)) + da,

Ga(r) = qx + p2 log(x) — pslog(z) + ds,
Fy(z) = —qz + p2 log (acj—l) + p3log(z(x + 1)) + dy

alakiak tetszéleges x € R, esetén, ahol q, ps, p3, d; € R
(i =1,2,3,4) konstansok tgy, hogy di + do = d3 + d4.

Lezarasok és bels6képzések
kommutativitasa

A fejezetben talalhatoé eredmények egy része kozos munka Pataki
Gergellyel. (Az A C B jelet abban az értelemben hasznaljuk, hogy
a € B minden a € A esetén.) A sziikséges fogalmak megtalalhatoak
[38]-ban, illetve [23]-ban.

10.1., 10.2. Definicié Legyen X egy halmaz. Azt mondjuk, hogy
a¥:P(X)— P(X) figgvény
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e expanziv, haY C U(Y) minden Y € P(X) esetén.
e kontraktiv, ha ¥(Y) C Y minden Y € P(X) esetén.

e idempotens, ha U(¥(Y)) = V3(Y) = ¥(Y) minden Y €
P(X) esetén.

e monoton, ha ¥(Y) C ¥(Z) minden Y,Z € P(X), melyekre
Y CZ.

e monoton lezaras, ha expanziv, idempotens és monoton.

e bels6képzd operator, ha kontraktiv, idempotens és mono-
ton.

Monoton lezarasokat és monoton belsGképzéseket tetszéleges hal-
mazcsalddok segitségével fogunk generalni az alabbi médon. Legyen
X egy halmaz, A C P egy tetsz6leges halmazcsalad, definidljuk a
Dy, pa: P(X)— P figgvényeket

D4(Y)={Ac AlY C A} (Y e P(X)),
pa={AecAJACY} (Y e P(X)).

Ekkor a ¢ 4 fliggvény egy monoton lezéras, amit az A halmazcsalad
altal generalt lezardsnak neveziink. A ¢4 fliggvény egy monoton
belsGképz6 operitor, amit az A halmazcsalad altal generalt belss-
képzésnek neveziink. Ez az értelmezés eltér az univerzalis algebra-
ban megszokottol, mivel ott monoton lezarast csak lezarasi rendszer
segitségével generdlnak.

Ha ¥, Q@ : P(X) — P(X) fiiggvények, akkor hasznélni fogjuk
a U < ( jelolést abban az értelemben, hogy ¥(Y) C Q(Y) minden
Y € P(X) esetén.

Szintén érdemes megemliteni, hogy Fiz(¥) az alabbi modon de-
finialt halmazcsaladot fogja jelSlni

Fig(¥) ={Y e P(X)|¥(Y) =Y}
tetszbleges U : P(X) — P(X) fiiggvény esetén.

Az alabbi két altalanos tétel monoton lezarasok kommutativité-
saval kapcsolatban kozos munka Pataki Gergellyel.
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10.11. Tétel. (T. Glavosits, G. Pataki) Legyen X egy halmaz,
és legyenek W, 2 monoton lezarasok X-en. Ekkor az alabbi allitasok
ekvivalensek.

a. Fix(0) C Fiz(Q).

b. Q< W.
c. Vo) =,
d. QoVU =0,

10.13. Tétel. (T. Glavosits, G. Pataki) Legyen X és legyenek
W, Q monoton lezarasok X-en. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalen-
sek.

a. Q[Fiz(¥)] C Fiz(T).
b. Vo) <QoW.
c. QoW idempotens.
d. QoV =Pp(v)nFiz©)-
A fenti két tétel a lin, aff, co, cone, cocone konvex operatorok
altal generalt félcsoport teljes leirdsaban nyer alkalmazést.

BelsSképzések kommutativitasaval kapcsolatban analog tételek
érvényesek.

10.12. Tétel. Legyen X egy halmaz és legyenek 1), w monoton
belséképzések X -en. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek.

a. Fiz(w) C Fiz(y).

b. w <.
c. Ypow=uw.
d. woyy =w.

10.14. Tétel. Legyen X egy halmaz és legyenek 1, w monoton
belséképzések X .-en. Ekkor a kivetkezd allitasok ekvivalensek.

a. Y[Fiz(w)] C Fiz(w).
b. Yow = wo.
c. ¥ ow is idempotens.

d. Yow = Ppiz(y)nFiz(w)-
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11. Lezarasok geometriai alkalmazasai

11.1. Probléma. Jeldlje P a sik egy rogzitett pontjat. Jelolje F,
a sik dsszes olyan szabalyos n szogének a halmazat, amelynek kozép-
pontja a P pont, és jelolje F,, az F, halmazcsalid egy tetszélegesen
rogzitett elemét tetszéleges n € Z, esetén. Keressiik az alabbi pont-
halmazokat:

O, (F)=({Y € FnlFn CY}  (m>3n>2),
er.(Fn) =Y € FulY CF.} (m>2,n23).

A @ (F,) ponthalmaz meghatérozasat érint6 kérdést a Con-
vexity & Application konferencian ismertettem (2010. szeptember
5-10 Lengyelorszag, Iwonicz-Zdroj), majd a kovetkezs nap Wolf-
gang Forg-Rob megadta a megoldast. A dualis sikbeli probléma
(¢x,, (Fn)) analég modon kezelhets. A kapott eredményeket az alab-
bi tétel tartalmazza.

11.2. Tétel. Megdrizve a fenti Probléma jelbléseit, a problémak
megoldasa a kévetkezo:

1. 5, (Fn) € Fikkt(m,n) tetszoleges m > 3, n > 2 esetén, az-
az egy kicsit részletesebben, a ®x (F,) egy olyan szabalyos
Ikkt(m, n)-sz0g, amely az alabbi két tulajdonsag &ltal van
meghatarozva:

o Kozéppontja a rogzitett P pont;
e (siucspontjai kézott megtaldlhatéak a rogzitett szaba-

Iyos F,, soksz0g csuicspontjai.

2. vF, (Fn) € Fiki(m,n) tetszbleges m > 2 n > 3 esetén, az-
az egy kicsit részletesebben, a ox, (F,) egy olyan szabalyos
Ikkt(m, n)-sz0g, amely az alabbi két tulajdonsag &ltal van
meghatarozva:

o Kozéppontja a rogzitett P pont;

e Oldalegyenesei kizétt megtaldlhatéak a régzitett szaba-
Iyos F,, soksz0g oldalegyenesei.
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A Tétel eredményeit az alabbi abrakkal szemléltetjiik, melyek az
m = 4, n = 3 esetet tartalmazzik.

//

12. A nemnegativitastartomany létezésérél

A fejezetben ismertetett eredmények megtalalhatoak [20]-ben, K6z6s
munka Szaz Arpaddal.

12.1. Definicié. Legyen X = X(+) egy csoport és legyenek D,
A C X halmazok tigy, hogy D C A. Azt mondjuk, hogy az A
halmaz szimmetrikus, ha —A C A.

Azt mondjuk, hogy a D halmaz

e antiszimmetrikus, ha D N (—D) C {0}.
e additiv, ha D+ D C D.

e az A halmaz egy nemnegativitastartomanya, ha D anti-
szimmetrikus és A= D U (—D).

e az A halmaz egy additiv nemnegativitiastartomanya, ha
nemnegativitastartomanya A-nak és additiv.

12.4. Definicié. Legyen X = X (+) egy félcsoport, A C X. Ekkor
az

AP =n{B C X|A C B és B additiv}

médon definialt halmazt az A halmaz additiv lezartjanak, vagy az
A halmaz altal generalt félcsoportnak nevezziik.
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12.6. Jeldlés Legyen X = X (+4) egy félcsoport. Definidljuk az X,
(n € Zy) és Xoo halmazokat

X, ={z € X|nz =0} (neZy),

X = U X,
n=1

médon.
12.7. Jelolés. Legyen X = X(+) egy csoport. Definidljuk az Fg C
X2 relaciot
Fp(z) = (BU{z})\{0})}  (reX)

médon tetszéleges B C X esetén.
12.8. Definicié. Legyen X = X(+) egy csoport. Azt mondjuk,
hogy az A C X részhalmaz

e n-kancellativ, ha AN X, C {0};

e végtelen kancellativ, ha AN X, C {0};

o tokéletesen kancellativ, ha tetsz0leges B C X additiv an-
tiszimmetrikus részhalmaz esetén

0¢ Fp(x) vagy 0€ Fp(—x) (x € A\(BU(=B))).
12.9. Tétel. (T. Glavosits, A. Szaz |20]) Legyen X = X(+)
egy csoport. Ekkor teljesiilnek a kovetkezdk.
1. Ha A C X tokéletesen kancellativ, akkor végtelen kancellativ.
2. Ha A C X végtelen kancellativ, és A elemei kommutdlnak,
akkor A tokéletesen kancellativ.
12.10. Tétel. (T. Glavosits, A. Szaz |20]) Legyen X = X (+)
egy csoport, A C X. Ekkor a kovetkezd allitasok ekvivalensek.
1. A-nak létezik egy D nemnegativitastartomanya.

2. A szimmetrikus és 2-kancellativ.
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3. A-nak minden B C A antiszimmetrikus részhalmaza belefog-
lalhato az A-nak egy D nemnegativitastartomanyaba.

12.11. Tétel. (T. Glavosits, A. Szaz [20]) Legyen X = X (+)
egy tetszdleges csoport, A C X. Ekkor az alabbi allitasok ekviva-
lensek:

1. A tokéletesen kancellativ.

2. Az A minden B additiv antiszimmetrikus részhalmaza bele-
foglalhaté egy olyan D C X additiv antiszimmetrikus részhal-
mazba, amelyre A C D U (—D).

13. Relaciék paratlan szelekcidéinak
létezésérdl

A fejezetben ismertetett eredmények megtalalhatoak [19]-ben, Kozos
munka Szaz Arpaddal.

13.1. Definici6é. Legyen F' C X x Y egy relacio, f C X xY
egy fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az F reldci6 sze-
lekciéfiiggvénye, ha értelmezési tartomanyaik megegyeznek, azaz
Dpr = Dy, tovabba minden « € Dp esetén f(x) € F(x).

13.2. Definicié. Legyenek X = X(+), Y = Y (+) csoportok f :
Dy C X =Y egy fiiggvény tgy, hogy értelmezési tartomanya szim-
metrikus, azaz —Dy C Dy. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény

e paros, ha f(—x) = f(x) minden x € D esetén;
e pératlan, ha f(—z) = —f(z) minden x € Dy esetén.
13.3. Tétel. (T. Glavosits, A. Szaz [19]) Legyenek X = (+),

Y = Y (4) csoportok, F C X x Y egy relaci6. Ekkor az aldabbi
allitasok ekvivalensek.

1. Az F relacionak létezik paratlan szelekciofiiggvénye.
2. Teljesiilnek a kévetkezdk.

a. f(z) € Yo minden x € Dp N X5 esetén.
b. F(z) N —F(z) # () minden x € Dp \ X esetén.
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Introduction

The purpose of the dissertation is the investigation of functions and
relations, which are defined on ordered structures or on the subsets of
ordered structures. The dissertation consists of two parts. The first
part contains chapters from 1 to 9, in this part we give the solutions
of some functional equations. Namely, let T be an ordered field, T
be an archimedean ordered field, Y be a uniquely 2-divisible Abelian
group. Denote by T and T4 the set of all positive elements of an
ordered field T and an archimedean ordered field T* respectively.
The most important functional equations in the first part are:

e <IZI> +Fi(y) = Ga <ym“> + Fy(a), (0.1)

o (T + s =a (H) 4 00, 02)
() () = () () o
F(z) + G(y) = P(x +y) + Q (j) (0.4)

where the functions G, Go, Fy, Fo, g, f, v, F, G, P, Q : T, =Y
are the unknown functions. The functions satisfy the appropriate
equations for all z,y € T,. (Equation is the so-called Olkin-
Baker equation.)

Gi(z(y+1)) + Fi(z) =G2 (y(z + 1)) + Fa(y), (0.5)
9(@(y +1)) + f(x) =g(y(z + 1)) + f (), (0.6)
P((a+7)z + (B+0)y) = Q(az + By) + R(yz + dy),  (0.7)

g (pry +2) + gu(zy +y) = gu(Avy +y) + ga(zy +z),  (0.8)
92(2xy + @) + g2(wy + y) = 922xy + y) + g2(wy +y),  (0.9)

In equations and the functions Gy, Ga, F1, Fs, g,

f : T4 — Y are the unknown functions. In equation the

functions P, @, R : T9¢ — Y are the unknown functions, and «, 3, v,
0 € T are fixed parameters such that ad — 3y # 0. In equation
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the functions gy, g, : T¢ — Y are the unknown functions, and
A p € Ty \ {1} are arbitrarily fixed parameters. In equation
the function g, : T¢ — Y is the unknown function. The functional
equations are fulfilled for all =, y € TY.

Gi(zy +2) + Fi(y) = Ga(z + y) + Fa(zy) (0.10)

In equation (0.10) the functions G1, Ga, Fi, Fp : T9 — Y are
the unknown functions. This equation is fulfilled for all =,y € T¢.
(Equation (0.10)) is the so-called Davison equation.)

Yy +1) +y(z+1) =(z(z + 1)) +7(y(y + 1)), (0.11)
(o3 ) )

(0.12)

sasnr(3+5) = (e (3+3)) +a0. 013

a4+ y) =7 (;ﬁyy) : (0.14)

[z +y) =g(zy), (0.15)

where the functions v, vz, f, g : T+ — Y are the unknown functions.
In equation the set Y is an arbitrary nonempty set. These
equations are fulfilled for all z, y € T,.

The main functional equations of the first part are the equations
and . These equations have probability theory backg-
round.

In chapter 1 we show that equation can be reduced to the
equations and (0-3), equation can be reduced to equations
and (0.11).

In chapter 2 we show that the continuous solutions of the equa-
tions and equation can be obtained by the Gaussian
iteration. (This results can be found in my OTDK work [15] 2003
Miskolc, with supervisor professor Z. Dardczy.)

In chapter 3 we give the solution of equation .
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In chapter 4 we give the solution of equation on different
domains. We will use the equation to solve equation
and the Davison equation.

In chapter 5 we generalize a Theorem of Z. Daréczy, K. Lajké,
L. Székelyhidi [09]. As an application of the DLSz Theorem we
give the general solution of equation on T, . This result is well-
known on R, (concerning the Olkin-Baker equation see [34], [03],
32]).

In chapter 6 we give the solution of equations and equation
(0.11). The solution of equation is a joint work with K. Lajko6
[17]. We reduce this equation to equation which is the so-called
Olkin-Baker equation. To give the solution of the equation (0.11]) we
use the chain of ideas (0.11) < (0.12) < (0.13) < (0.14) < (0.15).
The solution of the Pexider version of equation (0.11) is a joint work
with K. Lajké [I§].

In the first part of chapter 7 we give the general solution of a
restricted Pexider-additive functional equation, in the case when the
equation is fulfilled on the sub-cone of T2, where T is an ordered
field. The obtained result will be used in the case of equation .
In the second part of this chapter we give a generalization of J.
Riman’s extension theorem [35]. We use an archimedean ordered
Abelian dense group instead of the real line.

In the first part of chapter 8 we give the general solution of
equation by the following way (0.6]) < = . Using this
method we can solve the equation (0.6). Here we use the equation
and the DLSz Theorem. In the second part of this chapter
we show that the Davison equation can be reduced to the equation
[06).

In chapter 9, by using some results of the earlier chapters we give
the general and measurable solutions of equation and equation
(0.5). The results, when the domain and the range of the unknown
functions are subsets of the real line, can be found in my OTDK work
[16] (2005, Budapest, with supervisor K. Lajko). The general and
measurable solution of equation is joint work with K. Lajkoé
[17].

The second part of the dissertation contains the chapters from
10 to 13. In this part we investigated closures, the existence of non-
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negativity domains of groups, existence of odd selections of relations,
moreover we show some applications.

The main results of chapter 10 are two Theorems concerning the
commutativity of monotone closures (joint work with G. Pataki).
As an application we give the semigroup generated by certain convex
operators of a vector space over an ordered field. These convex ope-
rators are the linear, affine, convex, cone and convex-cone operators.
The semigroup operation is the function-composition.

Chapter 11 contains a geometric problem and its solution moti-
vated by the concepts of chapter 10. (The main result is joint work
with W. Férg-Rob).

In chapter 12, among others, we show that if A is a perfectly can-
cellable subset of a group X, then every additive and antisymmetric
subset B of the set A can be extended to an additive antisymmetric
subset D C A such that A C DU (—D). (Joint work with A. Szaz
[20]).

In chapter 13 we give a criterion of existence of an odd selection
of arelation R C X xY, where X an Y are groups.(Joint work with
A. Szaz [19]).
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1. Decomposition of functional equations

The following Theorem can be found in my OTDK work [16] and in
[17].

Theorem 1.2. (T. Glavosits, K. Lajké [17]) Let T be an orde-
red field and let Y be a uniquely 2-divisible Abelian group. The
functions G;, F; : Ty — Y (i = 1,2) are general solutions of the
functional equation

Gy (x;rl) + Fi(y) = G2 <y11> + Fy(x) (0.1)

for all x,y € T, if and only if they are of the form

Fi(o) = ) - (251,

Gi(z) = g(x) + (), x
GQ(x):g(m)_’y(‘r)7 Fg(,li):f(.r)—l—’y(x;rl)

for all x € Ty, where the functions g, f : Ty — Y are the general
solutions of the functional equation

g(le>+f(y)=g<y+1)+f(x) 02)

T

for all x,y € T and the function v : T+ — Y is the general solution
of the functional equation

z+1 +1 z+1 +1
() () (2) (5 @
Y T €T Y

for all z,y € T,.

Theorem 1.3. Let T be an ordered field and let Y be a uniquely
2-divisible Abelian group. The functions G;, F; : Ty —-Y (i=1,2)
are the general solutions of functional equation

Gi(x(y+1)) + Fi(z) = Gz (y(z + 1)) + Fa(y) (0.5)
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for all x,y € T, if and only if they are of the form
Gi(z) =g(z) +7(z),  Fi(z) = f(z) —y(z(z + 1)),
(@) =v(@),  Fa(z) = f(z) +(z(z+1))

for all x € T, where the functions g, f : Ty — Y are the general
solutions of the functional equation

gx(y+1))+ f(z) = gly(z + 1)) + f(y) (0.6)

for all x € T4, and the function v : T4 — Y is the general solution
of the functional equation

Yz(y+1) +yyz+1) =@ +1) +y+1) (OII)

for all z,y € T,.

2. Functional equations and the (Gaussian
iteration

Some results from this chapter can be found in my OTDK work
[15] (2005, Miskolc, with supervisor Z. Darédczy). I show that the
continuous solutions of functional equations and (in the
case of T, =R,, and Y = R) can be obtained by Gaussian iterati-
on. Thus, using the results of chapter 6., we obtain new examples
concerning the equivalence between functional equations containing
means and functional equation containing the Gaussian iteration of
these means.

Theorem 2.6. Define the means M, M, : R2 — R by

Viz+1-1)(Viy+1+1)
4 ’ (z,y e Ry).

Mi(z,y) = (
Mg(l',y) = Ml(y,x),

Consider the following functional equations

L y(z) +v(y) = v (Mi(2,y)) + v (Ma(z,y)),
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2. ’y(l’) +’y(y) =2y (M1 & MQ(xay))7

with unknown function v : Ry — R such that the equations are
fulfilled for all xz,y € R. Since the general solution of functional
equation 1. is of the form

V@) =l@)+e  (zeRy),

where the function | : Ry — R is a logarithmic function and ¢ € R
is a constant, moreover,

M1®M2(x,y): \/xy (x,y€R+),

thus the functional equations 1. and 2. are equivalent.

Theorem 2.8. Define the means My, My : Rf_ — R by

Yy +y
y+1 (z,y € Ry).
My(x,y) = My(y, ).

M1($,y) =

Consider the functional equations
1o y(z) +(y) =7 (Mi(z,y) +v (Mz(z,y)),

2. y(z) +9(y) = 27 (M1 ® Ma(x,y)),

with unknown function v : Ry — R, where the functional equations
are fulfilled for all x,y € R. Then, since the general solution of
functional equation 1. is of the form

V@) =l(@)+e  (zeRy),

where the function [ : Ry — R is a logarithmic function and ¢ € R
is a constant, moreover

M,y ®M2(x,y): VY (.’L‘,yERJ,_),

thus the functional equations 1. and 2. are equivalent.
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3. The solution of equation()0.2)
(9(54) + fy) = 9(“22) + f(=))

The results presented in this chapter can be found in my OTDK
work [16] and in [I7].

Theorem 3.2. (T. Glavosits, K. Lajké [17]) Let T be an orde-
red field and let Y be a uniquely 2-divisible Abelian group. Consider
the functional equation

() =g (Y i@ wyer) @3

x
with unknown functions g, f : Ty — Y. Then the following asser-
tions are valid.

1. If the pair (g, f) is a solution of functional equation (0.2),
then there exist logarithmic functions ly, ls : T4 — Y and
constants ci, co € Y such that

g9(x) = h(x) +l(z +1) + e,

zeTy).
fl@)=lh(z(z+1)) + la(z) + 2 ( +)
The converse statement is also valid.

2. If the pair g, f : Ry — R is a measurable solution of equation
for all z,y € R, then there exist constants qi, ¢z, c1,
co € R such that

g(z) = q1log(x) + g2 log(z + 1) + 1,
f(x) = qilog(z(x + 1)) + g2 log(z) + c2

4. On the equation (0.15) f(z +y) = g(zy)

The first statement of the following Theorem [1§] is joint work with
K. Lajko.

Theorem 4.6. (T. Glavosits, K. Lajko) Let T be an ordered
field and let Y be an arbitrary nonempty set. Then the following
assertions are valid.
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1. (T. Glavosits, K. Lajko) If f,g : T :— Y are functions such
that

flz+y)=g(xy) (z,y€Ty),

Then there exists a constant ¢ € Y such that f(z) = g(z) = ¢
forall x € T,.

2. (T. Glavosits) If the field T is an Archimedean ordered field,
I C Ty isanopeninterval, f: 1 +1 —-Y andg:1-1 =Y
are functions such that

fle+y)=glzy)  (v,yel),

then there exists a constant ¢ € Y such that f(z) = g(z) = ¢
for all z € T,.

5. On the Daréczy-Lajké-Székelyhidi
(DLSz) Theorem

In this chapter I generalise a Theorem of Z. Daréczy, K. Lajké
and L. Székelyhidi [09] (DLSz).

Theorem 5.3. Let (X;+, ) be an algebraic structure with two ope-
rations, where + is an unary operation, - is a binary operation such
that there is an identity element 1 with respect to the operation -,
that is

lrz=z-1=zx (x € X)

and the operation - is left-distributive over the operation +, that is
Mz +z) =+ Az Az e X).

Moreover, let (Y;+) be an Abelian group and let f : X — Y be a
function. Then the following assertions are equivalent.

1. There exists {ay : X — Y|\ € X,a) 2-additive } family of
functions and a function ¢ : X — Y such that

Axf(x) = ax(z) + c¢(N) (x € X).
forall X € X.
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2. There exists a 2-additive function a : X — Y, a logarithmic
function I : X — Y and a constant d € Y such that

flx)=a(z)+1l(z)+d (z € X).

Corollary 5.4. Let (X;+,-) be an algebraic structure, where the
operations +, - are binary algebraic operations such that there is
an identity element 1 with respect to the operation -, moreover the
multiplication is left-distributive over addition, that is

Mz +z)=d+ Az N\, z,y € X).

Let (Y;+4) be an Abelian group, let {ay : X — Y|\ € X} be a
family of 2-additive functions such that the function ay is additive,
and let ¢ : X — Y be a function. If f : X — Y is a function such
that Axf(z) = ax(x) 4+ ¢(A) for all \, x € X, then the following
assertions are valid.

1. The functions ay are additive for all A € X.

2. There exists an additive functions a : X — Y, a logarithmic
function ! : X — 'Y and a constant d € Y such that

f(@) =a(x) +U(z)+d  (zeX),

in addition a = as and | = c.

6. The solution of equations ([0.3)
(1(Z21) 4 4 (L) = 7 (251 4 (D))
and equation ((0.11)
(v(z(y + 1)) +7(y(z + 1)) = y(z(z + 1)) +
Y(y(y+1)))

Concerning the general solution of equation (0.3) see my OTDK
work [16], and also see [I7], which is joint work with K. Lajké.
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Theorem 6.1. (T. Glavosits, K. Lajké) Let T be an ordered
field and let Y be an additive Abelian group and the function -y :
T4+ — Y be a solution of the functional equation

z+1 +1 rz+1 +1
() () () () @
Y T T Y

for all x,y € T,. Then the following assertions are valid.

1. There exists a logarithmic function l3 : T, — Y and a cons-
tant cs € Y such that

v(z) =l3(z) + c3 (x e Ty).

(The converse statement is valid.)

2. Ifthe function v : Ry — R is a measurable solution of functio-
nal equation (0.3) for all x,y € R, then there exist constants
q3, c3 € R such that

v(z) = gslog(z) +c3  (z € Ry).

(The converse statement is also valid.)

Concerning the solution of equation (0.11)) see my OTDK work
[16]. Concerning the Pexider version of this equation see [I8], which
is joint work with K. Lajké.

Theorem 6.2. Let T be an ordered field and let Y be an additive
Abelian group and the function v : T, — Y be a solution of the
functional equation

Yy +1) +y@z+1) =v(=@+1)) +y(y+1)  (.11)
for all x,y € T,. Then the following assertions are valid.

1. There exists a logarithmic function l3 : Ty — Y and a cons-
tant c3 € Y such that

Y(z) =1l3(x) +c3 (2 €Ty).

(The converse statement is also valid.)
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2. Ifthe function v : Ry — R is a measurable solution of functio-
nal equation ((0.11)) for all x,y € R, then there exist constants
g3, c3 € R such that

v(z) = gslog(x) +c3 (v € Ry).

(The converse statement is also valid.)

7. Extension Theorems

In the first part of this section we give the general solution of a
restricted Pexider-additive functional equation, when the additivity
is fulfilled on a cone of T%.

Let T be an ordered field and let £, € T U {400} such that
0 < & < n < +oo. Define the cone Cg,, C T% by the following way

[ Ay €Tz <y <nx}, HE>0,1>0;
CE,n:
{(z,y) € T} ¢z < y}, if 7 = +o0.

Theorem 7.7. Let T be an archimedean ordered field, Y = Y (+)
be an Abelian group and ¢ € T4 U {0} n € T4 U {400} such that
& <. The functions f, g, h : T — Y are general solutions of the
functional equation

flx+y)=g(@) +hly) (z,y€C¢y)

if and only if they are of the form

f(@) = alw) + c+d
9(w) = a(z) + ¢ (zeTy)
h(z) =a(z)+d

where a : T — Y is an additive function and c¢,d € Y are constants.

Theorem 7.8. Let T be an archimedean ordered field, Y be an
Abelian group and let «, 3, 7y, § be nonnegative elements of the field
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T such that ad — By # 0. The functions P, Q@ ,R: Ty — Y are
general solutions of the functional equation

P((a+7)z+ (B+0)y) = Q(ax + By) + R(yx + dy)

for all x,y € T, if and only if they are of the form

P(z) =a(z) + c+d,
Q) = afx) + ¢, (z€Ty),
R(z) =a(z)+d

where a : T — Y is an additive function, ¢, d € Y are constants.

In the second part of this section we generalise an Extension
Theorem of J. Riman [35].

Definition 7.8. An ordered group X = X (+; <) is said to be den-
se, if

Jz,y[={z € X|z <z <y} #0.
for all z,y € X, x < y. The set |z,y[ is called an open interval

with endpoints x and y.

Notation 7.15. Let X = X (+) be an algebraic structure with the
binary operation + and let D C X?2. Define the subsets D, D,,
Dy of the set X by

D, ={ue X|Fve X: (uv) € D},
D, ={veX|FueX: (uv)e D},
Dyvy ={z€ X|F(u,v) € X : 2z =u+v}.
Let X = X(+4) be a group and let € > 0. Define the set B(x,¢)

by
B(z,¢e) =]z —e,x +¢]

if x € X, and by
B(x,e) =]z1 —€,x1 + €[X]z2 — €, 22 + €]

ifr € X% and v = (11, 72).
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Definition 7.16. Let X = X (+) be an ordered group and let Z €
{X,X?}, DcC Z.

o We say that an element xy € Z is an inner point of the set
D, if there exists € € Xy such that B(zg,e¢) C D.

e A subset D of the set Z is said to be open, if every point of
the set D is an inner point of the set D.

e A subset D of the set Z is said to be connected, if for all
points x,y € D there exists a finite sequence B; = B(x;,¢;)
(i=0,1,...,n) such that

1. B;cDforalli=0,1,...,n.
2. x € By, y € B,.
3. Bi_lﬂBi;ﬁ@foraﬂi: 1,...,n.
e A nonempty subset C of a nonempty open set D is called a

component of the set D if it is a maximal open connected
subset of the set D.

Theorem 7.19. Let X be an archimedean ordered dense Abelian
group and let D C X? be an open set with components {D,|a € T'}
and let Y be an Abelian group. Let f : Dyiy — Y, g: Dy = Y,
h: Dy —Y be functions.

1. If the functions f, g, h are solutions of the functional equation

fle+y)=g(@)+hly)  ((=y) €D), (7.1)

then there exist additive functions ay : X — Y and constants
cx,dy €'Y such that

[(2) = aa(2) + ca + dq (z € (Da)x+y)a
g(u) = an(u) + cq (u € (Da)a), (7.2)
h(v) = an(v) + dq (v € (Da)ys;)-

Moreover, if a,8 € T such that o # [, then the following
assertions are valid.
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a. If (Do)gsy N (Dg)zyy # 0, then aq = ag és cq + do =
Ca + dﬁ.
b. If (Do)s N (Dg)y # 0, then aq = ag és cq = cp.
c. If (Da)y n (Dﬁ)y 7& @, then a, = ag doy = dg.
2. If the functions ay : X — Y are additive functions and
cx,dy € Y are constants such that properties a., b. and c.

are fulfilled and the functions f, g, h are defined by then
they satisfy the functional equation (7.1)).

8. The general solution of equation (0.6)
(9(z(y + 1) + f(2) = g(y(z + 1)) + f(y))

Theorem 8.1. Let T be an archimedean ordered field, and let Y
be an Abelian group. Consider the functional equation

g@(y+1)+ f(x) =g(y(z+ 1))+ fly)  (v,y€Ty), (0.6)

with unknown functions g, f : T — Y. Then the following asser-
tions are valid.

1. If the functions g, f are solutions of functional equation
then they are of the form

9(z) = a(z) + l(2) + 1,

€ (.13 € T-i-)a
= — l —_—
f(@) = —a(@) +1s (H 1) o
where a : T — Y is an additive function, lo : Ty — Y is a
logarithmic function, ¢1, co € Y are constants. (The converse
statement is valid.)

2. If the functions g, f : Ry — R are measurable solutions of
functional equation for all z,y € Ry, then they are of
the form

g(z) = px + g2 log(x) + 1,

€T (.13 eR ),
f(x) = —px + g2 log (SC+1> + c2, "
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where p, g2, ¢1, c2 € R are constants. (The converse statement
is also valid.)

9. The general solution of equations (/0.1
(GL(E) + Fi(y) = Go(*E2) + Fy(x))
and equation (/0.5
(Gi(z(y+1)) + Fi(z) = Ga(y(z+1)) + Fa(y))

In this section, using the results of earlier chapters, we give the
general solutions of function equations and (0.5). The general
solutions of these equations (in the special case, when T = R and
Y =R) can be found in my OTDK work [I6]. The general solution
of equation is a joint work with K. Lajko[17].

Theorem 9.1. (T. Glavosits, K. Lajko [17]) We give the gene-
ral and the measurable solution of functional equation (0.1)).

1. Let T be an ordered field and let Y be a uniquely 2-divisible
Abelian group. The functions G;, F; : T — Y (i = 1,2)
satisfy the functional equation

Gy (33;; 1) + Fi(y) = G2 (T) + Fy(x) (0.1)

for all x,y € T if and only if, they are of the form

Fi(z) = l(e(z + 1)) + b(z) — I (”“;1) +ds,

) = L (w(z+1)) + bo(x) + I3 <$11> +dy

for all x € T, wherel; : T =Y (i =1,2,3) are logarithmic
functions, d; € Y (i = 1,2, 3) are constants such that dy +ds =
ds + dy.
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2. The measurable functions G;, F; : Ry — R (i = 1,2) satisfy
the functional equation (0.1)) for all z,y € R, if and only if
they are of the form

G1(z) = p1log(z) + p2 log(z + 1) 4 p3log(z) + dy,

rz+1
Fu(w) = p1log(a(w + 1)) + p2 log(x) — pslog (x) s,
Ga(z) = p1log(x) + p2 log(z + 1) — p3log(z) + ds,

r+1
Fy(x) = pylog(x(z + 1)) + p2log(z) + ps log (x) +dy

forallz € Ry, wherep; e R(i =1,2,3);d; e R (j =1,2,3,4)
are constants such that dy + do = d3 + d4.

Theorem 9.2. We give the general and measurable solution of func-
tional equation .

1. Let T be an archimedean ordered field and let Y be a uniquely
2-divisible Abelian group. The functions G;, F; : T, — Y
(i = 1,2) satisfy the functional equation
Gi(2z(y+1)) + Fi(z) = G2 (y(z + 1)) + Fa(y) (0-5)
for all x,y € T if and only if, they are of the form
Gi(x) = a(x) + la(x) + I3(x) + di,
x
Fie) = —aa) +12 (57 ) ~ o+ 1) + o
Ga(z) = a(z) + l2(x) — I3(x) +ds,

Fo(z) = —a(z) + o (33_?1) Fls(a(z+ 1)) +da

for all x € Ty, where a : T — Y is an additive function,
li : Ty = Y i = (1,2) are logarithmic functions, ¢; € Y
(j = 1,2,3,4) are constants such that dy + ds = d3 + dy.

2. The maesurable functions G;, F; : R — R (i = 1,2) satisfy
the functional equation for all z, y € Ry if and only if
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they are of the form
Gi1(z) = qz + p2log(z) + p3 log(z) + du,

) ~ palog(a(z + 1)) + da,

z+1
Ga(z) = qx + pa log(z) — p3log(z) + ds,

Fi(2) = —qo + pslog (

Fy(z) = —qx + p2 log <m+ 1) +pslog(z(z +1)) +dy

for all x € R-ﬁ-’ where q, P2, P3, di € R (Z = 1727374) are
constants such that dy + do = d3 + dy4.

10. Commutativity of monotone closures and
monotone inner operators

Some results in this chapter are joint work with G. Pataki. (The
notation A C B will be used in the sense that a € B for all a € A.)
The fundamental concepts can be found in [38] and in [23].

Definition 10.1, 10.2. Let X be a set. The function ¥ : P(X) —
P(X) is said to be

e extensive, if Y C U(Y) for all Y € P(X).

e contractive, if U(Y) C Y for all Y € P(X).

e idempotent, if U(V(Y)) = U2(Y) = U(Y) forall Y € P(X).

e monotone, if V(Y) C ¥(Z) for all Y, Z € P(X) such that
Y CZ.

e monotone closure, if it is extensive, idempotent and mono-
tone.

e interior operator, if it is contractive, idempotent and mo-

notone.

We generate monotone closures and monotone interiors by an
arbitrary family of sets in the following way. Let X be a set and
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let A C P be an arbitrary family of sets. Define the functions ® 4,
wa:P(X)— P by

DA(Y)={Aec AlY C A} (Y e P(X)),
pa={AcAlACY} (Y e P(X)).

Then the function ® 4 is a monotone closure, which is called a mo-
notone closure generated by the family A. Similarly, the function
(.4 is a monotone inner operator, which is said to be monotone in-
ner operator generated by the family A. This concept of monotone
closures generated by a set-family is different to the usual concept
of monotone closure generated by a set-family, because in universal
algebra the family A must be a closure system on the set X.

We will use the notation ¥ < Q for all function ¥, Q : P(X) —
P(X) in the sense that ¥(Y) C Q(Y) is fulfilled whenever Y €
P(X).

It is also worth mentioning, that Fiz(¥) will denote the family
of sets defined by

Fiz(¥) = {Y € P(X)|¥(Y) =Y}

for all function ¥ : P(X) — P(X).
The following two general Theorems concerning the commutati-
vity of monotone closures is joint work with G. Pataki.

Theorem 10.11. (T. Glavosits, G. Pataki) Let X be a set and
let U, Q) be monotone closures on the set X. Then the following
assertions are equivalent.

a. Fiz(¥) C Fix(Q).

b. Q< W.
c. Vo) =,
d. Qo = .

Theorem 10.13. (T. Glavosits, G. Pataki) Let X be a set and
let U, Q) be monotone closures on the set X. Then the following
assertions are equivalent.
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o

b. Vo <QoW.

c. QoW idempotent.

d. QoV = Ppiw)nFiz(Q)-

The above two Theorems can be used to give the full description
of the semi-group generated by the convex operators lin, aff, co, cone,
cocone, when the group-operation is the function composition.

Analogously to the monotone closures, one can easily formulate
Theorems concerning commutativity of monotone interiors.

Theorem 10.12. Let X be a set and let ¢, w be monotone interiors
on the set X. Then the following assertions are equivalent.

a. Fiz(w) C Fiz(y).

b. w = .

c. Ypow=uw.

d. woy =w.

Theorem 10.14. Let X be a set and let v, w be monotone interiors
on the set X. Then the following assertions are equivalent.

a. Y[Fiz(w)] C Fiz(w).
b. Yow=xwo.
c. ¥ ow is idempotent.

d. Yow = Ppiy(y)nFiz(w)-

11. Geometric applications of closures and
interiors

Problem 11.1. Denote by P an arbitrarily fixed point of the plane.
Denote by F,, the set of all P-centered regular n-gons and let F,, be
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an arbitrarily fixed element of the set F,, for all n € Z,. Find the
following sets of points

WV

Or, (F) =Y € FulFaCY}  (m>3,n>2),
2

@Fm(Fn):U{YGfmlyc-Fn} (m> 777’23)

The problem concerning the point-set &£ (F;,) was first pro-
posed by myself on the conference Convexity & Application, 5-10
September, 2010, Iwonicz-Zdréj (Poland). The following day Wolf-
gang Forg-Rob gave the solution. The dual problem in the plane,
concerning the point-set (px, (F),)), can be solved analogously. The
following Theorem shows the obtained results.

Theorem 11.2. Preserving the notations of the above Problem
now we give the solutions.

1. @7, (F,) € Fiem(m,n) for all m > 3, n > 2, that is in details,
the point-set ®z, (F),) is a regular lem(m, n)-gon determined
by the following two properties

e [ts center is the point P;
e The vertices of the fixed polygon F,, can be found among

the vertices of it.

2. 0F,, (Fn) € Fiem(m,n) for all m > 2 n > 3, that is in details,
the point-set ¢z, (F,) is a regular lem(m, n)-gon determined
by the following two properties

e Its center is the point P;

e The sides of the fixed polygon F,, can be found among
the sides of it.

We illustrate the results of the above Theorem with the following
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two figures containing the cases m =4, n = 3.

.

12. On the existence of nonnegativity
domain

The results of this chapter can be found in some articles which are
joint works with A. Szaz.

Definition 12.1. Let X = X(+) be a group and let D, A C X
be sets such that D C A. We say that the set A is symmetric, if
—-ACA

We say that the set D is

e anti-symmetric, if DN (—D) C {0}.
e additive, if D+ D C D.

e is a non-negativity domain of the set A, if D is antisym-
metric and A= DU (—D).

e is an additive non-negativity domain of the set A, if it is
a non-negativity domain of the set A and it is additive.

Definition 12.4. Let X = X(+) be a semigroup and let A C X.
Then the additive hull of the set A is defined by

A*=n{B c X|A C B and B is additive}
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Notation 12.6. Let X = X(+) be a semigroup. Define the set X,
(n € Zy) and the set X, by

X, ={z € X|nz =0} (neZy),

Xoo = G X,
n=1

Notation 12.7. Let X = X(+) be a group. Define the relation
Fp C X2 by
Fp(z) = ((BU{z})\ {0})}  (z€X)

for all B C X.
Definition 12.8. Let X = X (+4) be a group. A subset A of the set
X is said to be

e n-cancellable, if AN X, C {0};

e infinitely cancellable, if AN X, C {0};

e perfectly cancellable, if
0¢ Fp(x) or 0€ Fp(—x) (xe A\ (BU(—B)))
for all additive antisymmetric B C X.
Theorem 12.9. (T. Glavosits, A. Szaz [20]) Let X = X(+) be

a group. Then the following assertions are valid.

1. If the set A C X is perfectly cancellable, then it is infinitely
cancellable.

2. If the set A C X is infinitely cancellable and the elements of
the set A commute with each other, then the set A is perfectly
cancellable.

Theorem 12.10. (T. Glavosits, A. Szaz [20]) Let X = X(+)
be a group and let A C X. Then the following assertions are equi-
valent.
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1. There exists a nonnegativity domain D of the set A.
2. The set A is symmetric and 2-cancellable.
3. All antisymmetric subsets B of the set A can be extended to

a nonnegativity domain D of the set A.

Theorem 12.11. (T. Glavosits, A. Szaz [20]) Let X = X(+)
be an arbitrary group and let A C X. Then the following assertions
are equivalent.

1. The set A is perfectly cancellable.

2. All additive and antisymmetric subset B of the set A can be
extended to an additive antisymmetric subset D such that
AcCDuU(-D).

13. On the existence of odd selection of
relations

The main result of this chapter can be found in [19], which is joint
work with A. Szaz.

Definiton 13.1. Let FF C X XY be arelation and f C X xY be a
function. We say that the function f is the selection of the relation
F, if the domains of them are equal to each other, that is Dy = Dy,
moreover, f(z) € F(x) for all x € Dp.

Definiton 13.2. Let X = X(+4) and Y = Y (+) be groups and let
f:Dy C X =Y be a function such that its domain is symmetric,
that is —D; C Dy. The function f is said to be

e even, if f(—x) = f(z) for all z € Dy;
e odd, if f(—z) = —f(x) for all x € Dy.
Theorem 13.3. (T. Glavosits, A. Szaz [19]) Let X = (+) and

Y =Y (+) be groups and let F C X x Y be a relation. Then the
following assertions are equivalent.
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1. There exists an odd selection of the relation F'.
2. The following statements hold

a. f(x)€Ys forallz € Dp N Xs.
b. F(x)N—F(z) #0 for all z € Dy \ Xs.
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