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1 Bevezetés

Az els6 komputer algebrai rendszerek (Computer Algebra System) az 1970-es
években jelentek meg kvantummechanikai és csoportelméleti kutatasokhoz
kapcsolodd szamitasok szamitdgépes tamogatasidra. Az els6 sikerek hamar
bévitettek a palettat. Uj specialis céla CAS-okat fejlesztettek a tobbek kozott az
altalanos relativitas, az algebrai geometria, a differencidlegyenletek és a nagy
energiaju fizikai rendszerek vizsgalatara ([13]).

Am hamarosan felmeriilt az altaldnositas igénye és létrejottek az altalanos céli
komputer algebrai rendszerek, koztiik a kanadai Waterloo egyetemen kifejlesztett
Maple rendszer, mely nyitott architektirajanak koszonhetéen napjaink egyik
vezetd CAS-ava fejlodott. A Maple architektira jellemz6 vonasa, hogy eljarasai a
C nyelvil gyokér (Kernel) kivételével a Maple sajat nyelvén késziiltek, és nagy
résziik a felhasznalok altal fejlesztett csomagokban (package) talalhatd. A
rendszerhez eleddig fejlesztett csomagok szama meghaladja a kilencvenet ([16],

[25D).

Ezek szamat kivanta novelni az automata elméleti modellezést tdmogatdo aut
csomag bevonva ezzel az automata elméletet a Maple-lel kezelhet6 teriiletek
korébe. Mint minden Maple csomag, az aut is adatstruktirdk és azok
létrehozasat, valamint a veliik val6 kiilonb6z6 manipulaciokat tdmogatd eljarasok
Osszetartozo egyiittese. Az aut szdmos Uj adattipust vezet be, tobbek kozott a
automaton tipust véges nemdeterminisztikus automatékra, a deterministic és
complete tipust determinisztikus illetve teljes automatédkra, a regular tipust
regularis kifejezésekre. A csomag mintegy 35 eljarasa gyakorlatilag lefedi a
klasszikus automata elmélet eredményeit a jol ismert automata konstrukcioktol,

az automatak minimalizacidjan és a regularis kifejezések kezelésén keresztiil a
Kleene tételig, az automatak analiziséig és szintéziséig.

A jelen dolgozat célja megtalalni a valaszt két alapvetd kérdésre.

1. Hasznalhatd-e, és ha igen, akkor milyen médon, az aut csomag automata
elméleti kutatasokban?

2. Hasznalhat6-e az aut csomag az automata elmélet oktatasanak
segédeszkdzekent, és ha igen, melyek azok a didaktikai mddszerek,
amelyek mentén a haladva a csomag megkoénnyitheti az automata elmélet
fogalmainak, tételeinek tanitasat és segitséget nyljthat az automata
elméleti problémamegoldas elsajatitasaban?

A kijelolt céloknak megfeleléen a dolgozat harmas felépitést mutat. A 2.
fejezetben bemutatjuk az aut csomag hasznalatat, mikozben bevezetjik a

szlikséges automata elméleti fogalmakat ([8], [10], [12] és [17]) és a dolgozatban
hasznalatos jeloléseket. Kitérink a kiillonbdz6é fogalmak Maple-beli
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crer

mint példaul a részhalmaz konstrukcid, a szorzat konstrukcio stb., majd
megvizsgaljuk az aut csomag konstrukcios motorjanak, a Compose eljarasnak az
algoritmusat és elvégezziik az algoritmus komplexitas vizsgalatat ([28]).

A 3. fejezet az aut csomag kutatdsi alkalmazdsait targyalja. ElsOként egy
altalanos  tételt bizonyitunk automata Kkonstrukciok kompozicidira.
Vizsgalataink fokuszaban azonban az automatdk iranyithatosaganak eldontésére
Imreh és Steinby altal kidolgozott algoritmus ([4], [5], [14]) implementalasa és
vizsgalata all. Megmutatjuk, hogy egy specialis adatszerkezet, az automata
iranyitd tablajanak felhasznalasaval az algoritmus nem csak az iranyithatosag
eldontésére képes, hanem alkalmassa tehetd iranyitdé sz6 meghatarozasara, sot
kommutativ automatak esetén minimalis hosszisagu iranyit6 szé eloallitasara is.

Az iranyito tabla ismeretében lehetdség nyilik egy az iranyithaté automatakhoz
tarsitott automata bevezetésére, melyet M -automatanak neveziink.
Megmutatjuk, hogy a M -automata iranyithatésaga az  automata
iranyithatosaganak sziikséges és elégséges feltétele. A M -automatak tSbb
bemend jellel am 1ényegesen rovidebb iranyité szavakkal rendelkeznek. Nyitott
kérdés, hogy a M -automatdk vizsgalata milyen szerepet jatszhat az automatak
iranyithatosaganak vizsgalataban.

A dolgozat negyedik fejezete targyalja az aut csomag oktatasban valod
felhasznalasanak didaktikai kérdéseit. Részletesen elemezziik ¢és Maple-lel
illusztraljuk a reprezentaciok oktatasban vald hasznalatara vonatkozé NCTM
(National Council of Teachers of Mathematics) 2000-ben kozzétett ajanlasaban
([18], [19], [26]) megfogalmazott négyes szabalyt (Rule of Four). Ramutatunk a
kiilonb6z6 reprezentaciok tobbszorosségére, a reprezentaciok
atfogalmazhatosaganak ¢és atjarhatosaganak fontossagara, a realisztikus
reprezentacio kognitiv hatékonysagot befolyasolod szerepére. Végiil a javaslatot
tesziink egy a négyes szabalynal altalanosabb didaktikai elv megfogalmazasara,
melyet a tobbszoros reprezentacié elvének neveziink ([24]).

A dolgozat utolsd6 részében az itt javasolt didaktikai elvek konkrét
alkalmazasaként kidolgozunk két Maple munkalapot, egyet a automata elméleti
fogalmak tanitasara ([21])és egy masikat az automataclméleti probléma-
megoldas tanitasara ([23]). A mar jol ismert didaktika elvek ([2]), mit példaul az
aktivitas elve, iranyitott felfedezéses tanulas elve stb., értelemszerti alkalmazasa
mellett javaslatot tesziink, és egyben példat is adunk a Maple munkalapok
didaktikai struktiarajanak felépitésére.

2 Az aut csomag bemutatasa

A tobb éves fejlesztési folyamat eredményeként 1étrehozott aut automata elméleti
csomag minddsszesen 35 eljarasbdl all, ami 2500 feletti forrassorban olt testet.
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18 eljaras segiti az automatak létrehozasat, a veliik valo manipulaciot, valamint a
kiilonb6z6 reprezentaciokban megjelend vizualizaciot. A regularis kifejezések
kezelését 7 eljaras, mig az automata konstrukcidkat tovabbi 8 eljaras timogatja.

Ez a fejezet rovid bevezetés az aut csomag hasznalatdba. A csomag egyes
eljarasainak hasznalata mellett itt vezetjiik be azokat az alapfogalmakat és
jeloléseket is, amelyeket a dolgozat késébbi fejezeteiben hasznalni fogunk. Nem
torekedhetiink minden eljaras atfogdé bemutatasara, mint ahogy a terjedelmi
korlatok miatt nem torekedhetiink a bemutatandé eljarasok Osszes opcidjanak
ismertetésére sem. Amit bemutatunk az nem mas, mint a csomag eljarasainak
tipikus hasznalata.

2.1 Fogalmak

Munkankat az automata elméleti alapfogalmak definialasaval és azok Maple-beli

crcr

Automatak

2.1.1 Definicio
Véges automata alatt egy HE-[s,X, ) , Q, Flrendezett 6tOst értiink, ahol

1. S véges nem iires halmaz, az automata allapotainak halmaza.

2. X véges nem lres halmaz, melyet abécé-nek neveziink. Az X elemei az
automata bemené jelei.

3. 8 :5xx->2° fliggvény, az automata atmenet fiiggvénye.

4. Q allapotok (lires, vagy mnem tres) halmaza az automata
kezdéallapotainak halmaza.

5. F éllapotok (iires, vagy nem iires) halmaza, melyet az automata
végallapot halmazanak neveziink.

A Maple kezeli a halmaz adatstruktarat igy az allapothalmaz és a bemend jelek
abrazoldsa nem okoz gondot.
> S:={a,b,c};
X:={x,y}’;
S={a,b,c}

X={XYy}

Az atmenetfiiggvény abrazolasara a Maple table adatstrukturajat hasznaljuk.
» delta[a,x]:={a,b};

deltala,y] :={b};

delta[b,e] :={a};

deltal[b,x]:={c};
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o6, =1{ab}

a,x
Sa,y3: {b}
Sb’e:= {a}
Sb’X ={c}

Végiil a az automata Maple implementacidja egy Ot elemi lista a fogalom

crcr

hogy a Maple felismeri Z -t, mint automaton tipusi objektumot.
>Xi:=[S,X,delta, {a},{c}]’

Z:=[{a,b,c}, {x,y},8 {a}, {c}]

> type (Xi,automaton) ;

true

Automata fogalmunk nemdeterminisztikus, igy helyénvalé a kovetkezd két
fogalom bevezetése.

2.1.2 Definicio

A E=] S, X,6,Q,F ] automatat determinisztikusnak nevezziik, ha ‘ Q ‘ <1

>

ésminden S € S allapotraés X € X bemend jelre |9(S, X) <1 teljesiil.

2.1.3 Definicié

A E=15,X0,Q,F ] automatat teljesnek nevezziik, ha 1 <|Q| &s minden
S € S gllapotraés X € X bemend jelre 1 <|8(S, X)| teljesiil.

Az aut csomagban mindkét, most bevezetett fogalom implementalva van.

> type (Xi,deterministic) ;
false

> type (Xi,complete) ;
false

Hogyan hozunk létre automatakat?

Az automatak létrehozéasa a definicion alapjan nehézkes ¢és felesleges 1épéseket
tartalmaz. Vegyiik észre, hogy nincs sziikség az allapothalmaz és a bemend jelek
halmazanak megadasara akkor, ha az atmenet fliggvényt leiro tablaban megadjuk

az Osszes relevans atmenetet. Ezt illusztrdlja a genaut eljards, melynek
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paramétere egy olyan lista, ami leirja példaul azt, hogy a létrehozando
automatanak legyen egy a allapota, melybdl az "1~ bemend jel hatasara a b
allapotba keriil. Amit a genaut elvégez, az nem mas, mint 6sszegytjti mindazon
allapotokat ¢és a bemend jeleket, amelyek feltinnek aktualis paraméterében,
tovabba javaslatot tesz a kezdd és végallapotok halmazara. A genaut minden
olyan allapotot, melynek neve a-val kezdddik kezd6 allapotnak, az f-vel kezd6do
nevieket pedig végallapotnak tekint.

Az aldbbi parancs egy Z automaton tipusa objektumot hoz létre. A genaut
outputja az automata minden komponensét megmutatja, kivéve az atmenet
fliggvényt. Ezért hasznos a printaut eljaras, melynek segitségével képernydre
irhatjuk az automata atmenet tablajat. Ennek elsé oszlopaban az allapotok, els6
soraban pedig a bemend jelek lathatok. Az s allapot soranak és X bemend jel
oszlopanak keresztez6désében pedig az atmenet fiiggvény értéke, O(S, X)
talalhato.

> Xi:=genaut([a,1l,b,b,{0,1},b,b,0,c,c,0,£]);

E:=[{f,ab,c}, {0,1},5,{a}, {f}]

> type (Xi,automaton) ;

true
>printaut (Xi) ;
"STA\INP 0 17
a - {b}
b {b,c} {b}
C {f} -
L f - -

Set of initial states:, {a}
Set of final states:, {f}

Hogy irjuk le az automata miikodését?

A nemdeterminisztikus automata fogalom kovetkezménye, hogy az atmenet
eredményeként 1étrejovo 1) allapot nincs egyértelmiien meghatarozva, ezért
célszeriibb aktualis allapot helyett a lehetséges allapotok aktualis halmazarol
(aktualis LAH) beszélni. Az els6 LAH maga a kezddallapot-halmaz (=Q). Itt
olvassa az automata az els6 bemend jelet, melynek hatasara Iétrejové LAH nem
mas, mint O(Q, X) . Ezutan kovetkezik a masodik bemend olvasisa és a
kovetkez0 LAH meghatarozasa, és igy tovabb. A szamitas eredménye az input
sz6 teljes feldolgozasa utan keletkez6 LAH. Ennek a mitkddésnek a matematikai
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kezelését teszi lehetévé az automata altalanositott atmenetfiiggvénye.

2.1.4 Definicio

s s
A A: 2°x X*>2° jltalanositott Atmenetfiiggvényt a kovetkezé rekurziv
definicioval adjuk meg. Az allapothalmaz barmely P részhalmazara és barmely w
bemend szora valamint X bemend jelre

1. AP,e)=P
5 A(P,X)
3 AP, wx) =38(A(P, w), x)

egyenlod a 6(s, &) unidjaval, ahol seP .

« gy

valositja meg. Nézziink néhany példat a Delta miikodésére! A Delta elsd
paramétere maga az automata, masodik paramétere egy allapot, vagy allapotok
egy halmaza, harmadik paramétere pedig egy bemend jel, vagy egy bemend szo.
A Delta outputja a keletkezd LAH .

>Delta (Xi,b, "07);

{b,c}

>Delta(Xi,a, "10017);

{b}

Ha tudni akarjuk a mitkddés kiilonbozo 1épéseiben keletkezd részeredményeket,
akkor hasznalnunk kell a Delta opciot. A tr2 opcié hatasara Delta megmutatja
az input sz6 feldolgozasa soran keletkezé LAH-okat, s6t minden egyes 1épésben
megmutatja a kovetkezé LAH kiszamitasainak kozbiilso 1épéseit is.
>Delta(Xi,a, 1001 ,tr2, show);

-Delta begins with {a}

.a, 1 ->{b}
-Delta({a}, '1°) = {b}
b, 0°->{b, c}
-Delta({b}, "0°) = {b, c}
.b, " 0°->{b, c}
.c, 0°=>{f}
-Delta({b, c}, 0") = {f, b, c}
.b, "1 ->{Db}

-Delta({f, b, c}, 1) = {b}
A({a},1001)={b}

Result of Delta:

{b}

Egy masik szemléletes, bar ritkdbban hasznalt interpretacidja az automatak
miikddésének a lehetséges futasok halmaza (LFH). Az ebben az interpretacidban
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az automata minden egyes Iépésben véletlenszerli valasztdsokat hajt végre.
Mikodését rogton valasztassal, kezdi, véletlenszerlien kivalaszt ugyanis egy
kezddallapotot (mondjuk a-t) a kezddallapotok halmazabol. Ezutan olvassa az
elsé bemend jelet (mondjuk x-et) és a kovetkezd allapotot a 0(@, X) halmazbdl
vélasztja ki. Igy egy k hosszosagd w bemend szo hatasara allapotok egy k+1
elemt listajat kapjuk, melyet w széhoz tartoz6é futasmak neveziink. Ha
Osszegyljtjilk a w bemend szohoz az 0sszes lehetséges futast, akkor megkapjuk a
w szohoz tartoz6 LFH-t.

A Delta a runs opcioval allitja €18 a harmadik paramétereként megadott bemend
szohoz tartoz6 LFH-t.

>Delta(Xi,{a}, 10100, runs);
{[a,b,b,b,b,b],[a,b,b,b,b,c],[a b,b,b,c, ]}

>Delta(Xi, {a}, 01 ,runs);

L)

Végiil emlitést kell tenni az automatak legszemléletesebb reprezentacigjarol, a
atmenet grafrol. Az atmenet graf szogpontjai az automata allapotaival, iranyitott
élei pedig az automata bemend jeleivel cimkézettek. A b e 6(a,X) relacio az
atmenet grafon gy jelenik meg, hogy az a cstucsbol x-szel cimkézett ¢l halad a
graf b szogpontjaba. Az automata atmenet grafjat a plotaut eljarassal
jelenithetjiik meg.

>plotaut (Xi) ;

0,1

Szavak és nyelvek felismerése

Az automaték szavak és nyelvek felismerésére hasznalatos eszk6zok.

2.1.5 Definicio

A véges nemiires X halmazt abécének nevezziik Az X elemeit jeleknek, mig az
X elemeibdl allo véges sorozatokat X feletti szavaknak hivjuk. Azt a szot, ami
egyetlen jelet sem tartalmaz iires szonak nevezziik és € -nal jeloljiik. Az X abécé
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feletti 0sszes szo6 halmazat X*-gal jeloljik. Végiil X* részhalmazait X feletti
nyelveknek hivjuk.

2.1.6 Definicio

Azt mondjuk, hogy a E=[S, X, 8, Q, F ] automata felismeri (vagy
elfogadja) a W € X * bemend szot, haa A(E, Q,W) N F halmaz nem iires.
A E automata altal felismert szavak halmazat L(Z) -vel jeloljiik, és azt

—

mondjuk. hogy L(E) a E automata ltal felismert nyelv.

Az accept eljaras egy logikai fliggvény, mely akkor és csak akkor ad igaz
értéket, ha az elsé paramétereként megadott automata felismeri a madasodik
paramétereként megadott bemend szot. A trl opcio hasznalata az eddigiekhez
hasonldan a szamitas részleteit mutatja meg.
> accept(Xi, "100100°) ;

true

> accept(Xi, 100100 ,trl, show) ;
-Delta begins with {a}

-Delta({a}, '1°") = {b}
-Delta({b}, " 0°) = {b, c}
-Delta({b, c}, 0") = {f, b, c}
-Delta({f, b, c}, 1) = {b}
-Delta({b}, " 0°) = {b, c}
-Delta({b, c}, 0") = {f, b, c}

A({a}, 100100) = {f, b, c}

Result of Delta:

{f,b,c}
set of final states:, {f}

Result of accept:
true

Az accept eljaras annak eldontésében ad segitséget, hogy egy adott szot az
automata felismer-e vagy sem. Am ha az automata éltal felismert nyelv valamely
véges részhalmazara vagyunk kivancsiak, akkor a langaut eljarast kell
hasznalnunk. Az alabbi utasitdsban talalhaté 0..6 tartomany a megjelenitendd
szavak hosszat hatarozza meg, a growing és show opciok pedig megjelenités
modjat szabalyozzak.
> langaut (Xi,2..6,growing, show) ;
length 2:

i)

length 3:
{100}
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length 4:
{1000, 1100}

length 5:
{11100, 10000, 11000, 10100 }

length 6:
{111000 111100, 110000, 110100, 100100, 100000, 101000, 101100}

Result of langaut:

{111000, 11100 111100, 110000, 110100, 100100, 100, 100000, 101000,
1000, 1100, 101100, 10000, 11000, 10100 }

Osszefiiggé automatak

Az automatdk azon allapotai, amelyek nem érhet6k el valamely kezdéallapotbol,
nem tudnak részt venni a szavak felismerésében, igy tehat ebbdl a szempontbol
feleslegesek. Célszerti tehat a kovetkezo fogalmak bevezetése.

2.1.7 Definicio

(=)

Azt mondjuk, hogy a & automata b allapota az a kezddallapotbol elérheté, ha
létezik p bemend szo, hogy b € A(E,a,p). A E automatat inicidlisan
osszefiiggébnek nevezzikk, ha minden allapota elérhetd valamelyik
kezddallapotbol.

Konnyen megmutathatd, hogy a kezddallapotokbol elérheté allapotok halmaza
zart az atmenetekre nézve.

2.1.8 Definicio
Tekintsik a Z=[A,X,8,Q,F] automatat. Azt P=[B,X,8,Q,F n B]

automatat, amelyre

1.Ba = kezddallapotaibol elérhetd allapotok halmaza,

2. Minden b eB reés X € X -re 8(®, b, x) =3(E, b, x) .
A Z automata kezddillapot halmaza altal generalt részautomatajanak
nevezzik.

Azt aut csomag a kezddallapot halmaz altal generalt részautomata eléallitasara a
ConIco (Construct Initially Connected subautomaton) eljarast kinalja. Azt

illusztracid kedvéért hozzunk létre a = automatat, majd rajzoljuk fel a =, és a
Conlco(Xi) automatak atmenet grafjait.
» Xi:=genaut([a,x,{b,f}, b,y,a,c,x,f,c,y,b,f,x,b,b,y, £,

e, x,e,e,y, fl);
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E=[{f,a,bc e}, {xy},5 {a}, {f}]

> plotaut(Xi) ;

>plotaut (ConIco (Xi)) ;

./-
H

Konnyen lathatd, hogy a kezddallapot halmaz altal generalt részautomata
inicialisan 0sszefiiggo.

2.2 Automata konstrukcidok

Automata elméleti konstrukcid alatt olyan eljarast, algoritmust értiink, ami egy
vagy tobb automatabol kiindulva Gjabb automatat hoz 1étre. Amikor példaul a
felismerheté nyelvek zartsagat bizonyitjuk a regularis miiveletekre, akkor nem
mast tesziink, minthogy az egyes nyelveket felismeré automatakbol konstrualunk
olyan automatéakat, amelyek rendre a nyelvek uniodjat, szorzatat illetve iteraltjat
ismerik fel.

Az automata konstrukciok jol kidolgozott eljarasokat adnak a programozé kezébe.
Ami izgalmassa teszi a kérdést, az nem mas, mint az a felismerés, hogy ezek az
automata konstrukciok egy kozos modszerben gyokereznek. Ezt valdsitja meg a
2.3 fejezetben ismertetendd Compose eljaras, melyrdl kideriil, hogy megfeleléen
paraméterezett hivasaival felépithetd a legtobb automata elméleti konstrukcio.

Ahhoz, hogy a bemutatasra keriil6 automata konstrukcidkat szemléltetni tudjuk

hozzunk Iétre két automatat és a szemléletesség kedvéért rajzoljuk fel mindkét

automata atmenet grafjat.

>Xil:=renaut(genaut([[2,3,1],[1,2,3]]) ,inp=x);
El=[{1,23},{xy},8 {1}, {3}]
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>plotaut (Xil, "Automaton Xil");
Autarmaton il

¥
>Xi2:=genaut([a,y,b,b,y,a,a,x,a,b,x,b],a,a);

22:=[{a b}, {x,y}.8, {a}, {a}]

>plotaut (Xi2, "Automaton Xi2") ;
Autormatan ¥i2

kS i kS

== W

Nem nehéz annak ellenérzése, hogy a =1 automata akkor és csak akkor ismeri
fel a W bemend szot, ha W-ben az X jelek szama kongruens 2 modulo 3. Az Z2
pedig azokat és csak azokat a szavakat ismeri fel, amelyekben paros szamu y
szerepel. [llusztracioként adjuk ki a kovetkez6 két utasitast.

> accept (Xil, xyxxyyyxyx) ;

true
> langaut(Xi2,0..4,gro,sho) ;
length 0:

{e}
length 1:

x5
length 2:

XX, yy §
length 3:
{YYX, XXX, Xyy, YXy }

length 4:

{ XXXX, XXYY, XyXY, XYyX, YXXY, YXYX, YYXX, yyYy }

Result of langaut:

{ &, X, YYX, XXXX, XX, XXX, XXYY , VY, XYXY , XYYX, XYY, YXY, YXXY , YXYX , YyXX,
yyyy }

Az automata konstrukcidok végrehajtdsahoz az aut csomag Construct eljarasa

adja az interfészt. A Construct els6 paramétere a konstrukcié neve (pl. product,
set, union, iteration, stb.), mig a masodik paraméter azoknak az automataknak a
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listaja, amelyekre az els6 paraméterként meghatarozott konstrukcio elvégzendo.

Példaul, ha a product konstrukciot nevezziik meg els6 paraméterként,
masodikként pedig a =1 és Z2 automatakat, akkor a Construct eljaras olyan
automatat épit, amelynek allapotai a =1 és =2 automatak allapotaibél képzett
rendezett parok, a kezdd és végallapotok pedig rendre a =1 és E2 kezds ill.
végallapotaibol képzett rendezett parok halmaza. A konstrualt automata
szinkronizalija E1 és E2 miikodését oly moédon, hogy a rendezett parok elsé
komponensein a =1 | masodik komponensein padig a =2 atmenetfiiggvénye
szerint miikodik. Megmutathato, hogy az igy 1étrejové automata az L( E1 ) és az
L( E2 ) nyelvek metszetét ismeri fel.

> Phil:=Construct (product, [Xil , Xi2]) ;
@1:=[{[l,a],[2,a],[3,a],[1,b],[2,b],[3,b]}, {x,y},8, {[1,a]},

{[3,al}]

> plotaut(Phil, [2,a]=[0,-.5],[3,a]=[1,0], [1,b]=[-
1,11,[2,b]=[0,0.5],[3,b]=[1,1]);

Ez az atmenet graf szépen mutatja a szorzat (product) konstrukcioval 1étrehozott
automata bels$ strukturajat. Figyeljik meg tovabba, hogy a plotout eljaras
megengedi, hogy meghatarozzuk a felrajzolandé automata allapotainak
koordinatait. Példaul a [2,a]=[0,-.5] opcid azt irja eld, hogy a [2,a] allapotnak
megfeleld kor (szogpont) kdzéppontja a [0,-.5] koordinataja pontra essen.

A felismerhet6 nyelvek szorzatat felismeré automata konstrukcioja a Construct

eljaras concatenate opcidjaval valosithato meg. Ezzel az opcidval a Construct
olyan automatat hoz Iétre, melynek allapotai a kiinduldsi automatak
allapothalmazai unidjanak részhalmazai. Az eljaras feltételezi, hogy a
konstrukcioban résztvevd automatdk allapothalmazai diszjunktak. Ha mégsem igy

lenne, akkor megfelel6 opcid beallitasaval a Construct atnevezi az allapotokat.
A keletkez6 automata allapotai tehat halmazok, melyekben mindkét automatabol
szerepelhetnek allapotok. Az atmenetfiiggvény ugy hatarozza meg az 01 allapotot,

hogy az elsé automata allapotaira annak atmenetfiiggvényét a masodik automata
allapotaira pedig a masodik automata atmenetfiiggvényét alkalmazva allitja 6ssze
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az 4j halmazt. Példaul a { 2, @ } allapotra alkalmazva az X bemend jelet a { 3, @ }
halmaz keletkezik, mert 0(Z1,2,X)=3 ¢s 8(E2,a,X)=a . Ha azonban ez a
1épés olyan halmazt eredményez, amelyben szerepel =1 valamely végallapota,
akkor az atmenetfiiggvény ezt a halmazt kiegésziti a Xi2 kezddallapotaval. Erre a
(D2, {2,b},x)={3,a,b} &tmenet szolgaltat példat. A konstrualt automata
végallapotai azok a halmazok, amelyekben szerepel a masodik automata
valamelyik végallapota.

> Phi2:=Construct(con, [Xil,6 Xi2]);
D2 ::[{ {2}9 {1}9 {2,b}, {2,3.}, {27 aab}a {39a}9 {3’a’b}’ {l’b}’

{Laj, {Lab}}, {xy},d {{1}},
{{2,a},{2,a,b}, {3,a},{3,a,b},{l,a},{l,a,b}}]

>printaut (Phi2) ;
"STA\INP X y

{1} {2} {1}
{2} {3,a} {2}
{1,a} {2,a} {1,b}
{1,b} {2,b} {1,a}
{3,a} {l,a} {3,a,b}
{2,a} {3,a} {2,b}
{2,b} {3,a,b} {2,a}
{l,a,b} {2,a,b} {l,a,b}
{3,a,b} {l,a,b} {3,a,b}
| {2,a,b} {3,a,b} {2,ab}]

Initial state:, {1}

Set of final states: ,
{{2,a},{2,a,b}, {3,a},{3,a,b}, {1,a},{1,a,b}}

Figyeljik meg, hogy a Construct utasitias elsé paraméterében elegendd a
konstrukcié nevének els6 harom karakterét megadni.

Az aut csomag kezeli az e-d4tmenetes automatakat. Ezek segitségével a
felismerhetd nyelvek uniodjat, szorzatat és iteraltjat felismerd automata egyszeri
és szemléletes modon megkonstrualhato.
>Phi3:=Construct(e_c, [Xil, Xi2]);

®3:=[{1,2,3,a,b}, {x,y},0, {1},{a}]

>plotaut (Phi3,2=[0.5, -
0.87],3=[0.5,0.87] ,a=[2,0] ,b=[3.5,0]) ;
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A D3 automatat az e_concatenate opcioval hoztuk létre. A keletkezd
automata atmenet grafja szépen mutatja konstrukcio lényegét, ami a két automata
"sorba kotését" valositja meg. A P3 wgy kezdi mikodését, mint a E1 . Am
amikor a 21 végallapotaba ér, akkor e-atmenettel, vagyis olvasas nélkiil 4tmegy
a =2 kezdballapotaba, ahol milkodését a =2 4tmenetfiiggvénye szerint
folytatja. @3 végallapot halmaza megegyezik a masodik automata végallapot
halmazaval.

A kovetkez0 parancs egy Ujabb példat ad automata konstrukciora, nevezetesen az
unié konstrukciot (union) mutatja be. Az unid konstrukcio feltételezi, hogy a
kiindulasi automatdk allapothalmazai diszjunktak, ¢és képezi ezen két
allapothalmaz unidjat. Az kezdd és végallapotok halmaza ugyancsak az egyes
automatak kezdd és végallapot halmazainak uniojaként all eld. Az G automata
miikodése Ggy torténik, hogy ha az automata =1 -beli allapotban van, akkor a
El atmenetfiiggvénye szerint, ha pedig =2 -beli allapotban van, akkor a =2
atmenetfiiggvénye szerint valt allapotot. Nevével Osszhangban az unio
konstrukcioval létrehozott automata a Z1 és a 22 altal felismert nyelvek
>Phid:=Construct (uni, [Xil,6Xi2]);

d4:=[{1,2,3,a,b}, {x,y},06, {1,a}, {3,a}]

>plotaut (Phi4,2=[.8, .58],b=[.8, -.58]);

> type (Phi4d ,deterministic) ;

false
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Vegyiik észre, hogy az uni6 konstrukcié nemdeterminisztikus automatat hoz 1étre,
még akkor is ha determinisztikus automatakra alkalmazzuk. Valoban, a keletkez6
automatanak legalabb két kezddallapota van, ami Onmagaban elegendd a

nemdeterminisztikussaghoz. Konstrudljuk meg ezek utan a ConDet eljrasassal a
@4 automatéhoz a vele ekvivalens determinisztikus automatat.
> Phi5:=ConDet (Phi4) ;

O5:=[{{2,b}, {2,a},{3,a}, {1,b}, {l,a}, {3,b}}, {x,y},8,
{{La}}, {{2,a},{3,a},{1,a},{3,b}}]

> printaut (Phi5) ;
STAVINP X y

{3,a} {1,a} {3,b}
{1,a} {2,a} {1,b}
{2,a} {3,a} {2,b}
{2,b} {3,b} {2,a}
{1,b} {2,b} {1,a}
{3,b}  {Lb} {3 a}]
Initial state:, {1,a}
Set of final states:, { {3,b}, {2,a}, {1,a}, {3,a}}

A atmenet tabla alapjan szembedtld, hogy minden allapot kételemii halmaz,
mégpedig gy, hogy az egyik elem Z1 -b8l, a masik pedig Z2 -bél valo. A
kovetkezé utasitas a @1 és a @5 automatik atment grafjait rajzolja fel, a
grafok szogpontjainak alkalmas elrendezésével. Az eredmény eléggé meglepd.

> pl:=plotaut(Phi5, {2,a}=[0,-.5],{3,a}=[1,0],{1,b}=[-
1,11,{2,b}=[0,0.5],{3,b}=[1,1]):

p2:=plotaut(Phil, [1,a]=[-4,0],[2,a]=[-3,-.5],[3,al=[-
2,01,[1,b]l=[-4,1],[2,b]=[-3,0.5],[3,b]=[-2,1]):
plots[display] ({pl,p2},scaling=unconstrained, title="Automata
Phl and Ph5");

Autornata Ph1 and PhS

Az abrara pillantva azonnal eldonthetd, hogy a két automata allapotaik
elnevezésétdl eltekintve megegyezik, mas széval mint algebrai struktarak
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izomorfak. Kés6bb latni fogjuk ez nem véletlen, ugyanis a 3.2 fejezetben
bizonyitjuk, hogy determinisztikus automatakra az unié konstrukcié ¢és a
részhalmaz konstrukcié kompozicidjaval létrehozott automata izomorf a szorzat
konstrukcid altal létrehozott automataval.

Ezt a fejezetet implementalt automata konstrukcidinak attekintésével zarjuk. Az
alabbiakban tablazatos forméaban Osszefoglaljuk az aut csomag mindazon
eszkdzeit, amelyek automata konstrukciok elvégzését tamogatjak.

Az aut csomag konstrukcios eszkozei

Nyelvi konstrukciok

Construct (set, [Xi]) Ekvivalens determinisztikus automata
létrehozasa (1ld. ConDet)

Construct (product, [Xil,Xi2]) az L(EL) N L(E2) nyelvet felismerd
automata létrehozéasa

Construct (union, [Xi1,X12]) az LED) U L(E2) nyelvet felismerd
automata létrehozésa

Construct (e_union, [Xil,Xi2]) Az L(El) U L(Ez) nyelvet

felismerd automata létrehozasa e-
adtmenetes konstrukciodval

Construct (concatenate, [Xil,Xi2]) Az (L(El)),(L(Ez)) nyelvet felismerd
automata létrehozésa

Construct (e ¢, [Xil,Xi2]) e (L(El )) . (L(Ez)) nyelvet

felismerd automata létrehozidsa e-
dtmenetes konstrukciodval

Construct (iterate, [Xi]) az LUELD) =« nyelvet felismerd automata

létrehozéasa

Construct (e_iterate, [Xil,Xi2]) Az IJ(EZI) * nyelvet felismerdé automata

létrehozasa e-atmenetes konstrukciodval

Construct (substitute, [Xi1,T]) Nyelvek szubsztitlGcidéjét felismerd
automata létrehozésa

Ekvivelencia konstrukcidk

ConDet (X1i) (CONstruct DETerministic automaton)
ekvivalens determinsztikus automata
létrehozéasa

ConCom (X1i) (CONstruct COMplete automaton)

ekvivalens teljes automata létrehozéasa
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ConNet (X1i) (CONstruct Non E-Transition) ekvivalens
e-4tmenet mentes automata létrehozésa

ConMin (X1 (CONstruct MINinmal automaton)
ekvivalens minimdlis automata
létrehozéasa

ConIco (Xi) (CONstruct Initially COnnected

automaton) inicidlisan Osszefiiggd
automata létrehozésa

2.3 Egy heurisztikus algoritmus: a Compose eljaras

Az aut csomag nagyban tdmaszkodik az automata elmélet eredményeire. Ebben
az értelemben nem tesz mast, minthogy implementalja az automata elméletben
kidolgozott eljarasokat. Néhany esetben azonban sziikség van olyan eljaras
megirasara, amelyhez az elmélet egyaltalan nem, vagy csak kevés kapaszkodot
ad. Ilyenkor nincs mas ut, mint a heurisztika. Ilyen heurisztikus algoritmust

valosit meg a Compose eljaras az aut csomag altalanos konstrukcioés motorja.

Ebben a fejezetben is a 2.2 fejezetben létrehozott Z1 és B2 kozos kimend
jelekkel rendelkezd automatdkat hasznaljuk mondanivalonk illusztralasara. Az
aut csomagban megvalositott implementaciés modszer, vagyis a Compose
eljaras hivasanak hasznalatat erre a két automatara alkalmazott "moddositott"
szorzat konstrukcion mutatjuk be. A modositas abban all, hogy amig a szorzat
konstrukciot a felismerheté nyelvek metszetének felismerésére hasznaltuk, addig
a modositott konstrukcio a két nyelv unidjat ismeri fel, mikézben csak a szorzat
konstrukcidval késziilt automata végallapot halmazat valtoztatja meg.

Az implementacid elsd 1épése az 0j automata bemend jeleinek specifikalasa. Ez a
halmaz megegyezik a Z1 automata bemen6 jeleinek halmazaval.

> newinp:=Xil[2]; )
newinp == {X, y }

Ezutan meghatarozzuk a konstrualandé automata kezdd allapotait oly modon,
hogy vessziik a =1 ¢és a Z2 automatak kezdSallapot halmazainak Descartes
szorzatat, és a keletkez6 halmazt a newini valtozoban taroljuk.
>newini:=Cartesian(Xil[4],Xi2[4]);

newini :=={[1,a]}

Az implementacié legfontosabb 1épése az 1Uj automata mikodésének
meghatarozasa. A newtra fiiggvény harom formalis paramétere automatak egy
kételemil listaja, egy allapot (ami szintén egy kételemt lista), és egy bemend jel.
Figyeljiik meg, hogy newtra azt irja el6, hogy az a = [ @,, @, ] allapotbdl az 1j
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automata az X bemend jel hatasara a [ A( |1, a,, X), A( |2, a,, X) ] allapotba megy

at. Vagyis a konstrudlandé automata éallapotainak elsé komponensén a Zl |
masodik komponensén pedig a Z2 automata atmenetfiiggvényének megfeleléen
miikodik.

>newtra:=(1,a,x)-

>{[Delta(1[1],a[l],x) ,Delta(l[2],al2],x)]};

newtra := (1, a,x) - {[A(l,a,X), A(l,, a,,x)]}

Az 0j automata végallapotait igy kapjuk, a hewfin valtozoba elhelyezziik
mindazon rendezett parokat, amelyek legalabb egyik komponense végallapot a
neki megfelelé automataban.
> newfin:=Cartesian(Xil[1l],Xi2[5]) union
Cartesian(Xil[5] ,Xi2[1]);

newfin .= {[1,a],[2,a],[3,a],[3,b]}

Végiil az implementaciét a Compose eljaras hivasaval tessziik teljessé. Els6
paramétere az a metddus, ami szerint dolgozik. Ez define illetve generate lehet.
Ebben a fejezetben csak a generate metodussal foglalkozunk. A Compose
masodik paramétere azon automatak listaja, amelyekre a konstrukciot el akarjuk
végezni. Harmadik paramétere pedig egy négyelemii lista, ami a konstrualando
automata egyes komponenseit specifikalja, az el6készitéseknek megfelelden.

> Compose (generate, [Xil ,Xi2] , [newinp,newtra,newini,newfin]) ;

[{[1,a].[2,a],[3,a],[1,b],[2,b],[3,b]}, {x,y},8, {[1,a]},
{[1,a],[2,a],[3,a],[3,b]}]

> printaut (%) ;

STA\ INP X y
[1,a] [2,a] [1,b]
[1,b] [2,b] [1,a]
[2,a] [3,a] [2,b]
[2,b] [3,b] [2,a]
[3,a] [1,a] [3,b]

- [3,b] [1,b] [3,a]]

Initial state:, [ 1, a]
Set of final states:, {[1,a],[2,a],[3,a],[3,b]}

A Compose eljarassal valo automata konstrukcio a kovetkezé elveken alapul.
Els6ként elképzeljiik az uj automata Osszes lehetséges allapotat, megnevezziik az
univerzumot. A mi esetiinkben az univerzum a kiindulasi automatak
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allapothalmazainak Descartes szorzata. Ezutan megnevezziink az univerzum egy
vagy tobb konkrét elemét, azaz az univerzum egy részhalmazat (newini), melyet
az konstrualandé automata kezdéallapot halmazanak tekintiink. Végiil megadjuk
azt az eljarast (newtra), ami specifikdlja, hogy a meglévé allapotokbdl hogyan
kell 1j allapotokat generalni. A Compose kiindul a kezddallapotok halmazabol,
és sorra generalja az univerzum mindazon allapotait, amelyek ugy keletkeznek,
hogy a mar legeneralt allapotokra alkalmazza a bemend jeleket a hewtra
eljarasnak megfeleldéen, és az atmenetek eredményeivel boviti a legeneralt
allapotok halmazat. A keletkezett bévebb halmazra a Compose megismétli az
eljarast mindaddig, amig mar nem tud 1j allapotot generalni. Megjegyezziik, hogy
ez mindig bekdvetkezik, mert a Compose egy véges univerzum részhalmazainak
novekvd sorozatat allitja el6. Az eljaras vége egyben azt is biztositja, hogy az
univerzum olyan részhalmazahoz jutunk, ami zart az atmenetekre nézve.

Miikddése soran a Compose nyilvantartja a generalt allapotok halmazat (GAH).
Kezdetben a GAH nem mas, mind a kezdéallapotok halmaza. Az eljaras minden
egyes 1épésében a GAH boviil, mindaddig, amig a bovités lehetséges. Masrészt a
Compose egy vermet (stack) hasznal arra, hogy tarolja a feldolgozas soran még

nem ¢érintett allapotokat. A Compose miikodése kozben az aktualis 1épés mindig
ugy indul, hogy GAH tartalmazza az eddig generalt 0sszes allapotot, mig a verem
a GAH azon allapotait tartalmazza, amelyekre eleddig nem keriilt sor a generalas
soran.

Mindez jol megfigyelheté a kovetkezo utasitds outputjan. A Compose ugyanis
beszédessé valik, ha hasznaljuk a trl opciot, melynek hatasara megjeleniti az

eljaras soran keletkezé részeredményeket, mig a state opcid6 a az egyes
1épésekben keletkez6 GAH megjelenitését irja eld.

>

Compose (generate, [Xil ,Xi2],[Xil[2] ,newtra,newini, newfin], tra
cel,state):

Set of statesinstep 0=, {[1,a]}

[[1, all->pop([1, al)->[]
.delta([1l, al,x) = [2, a]
.delta([1, al,y) = [1, b]
Set of statesinstep1 =, {[1,a],[2,a],[1,b]}

(12, al, [1, bll->pop([1, bl)->[[2, al]
.delta([1l, bl,x) = [2, b]

.delta([1l, bl,y) = [1, al

Set of states |nstep2— {[2,b],[1,a],[2,a],[1,b]}

[[2, al b])->[12, al]

, [2, bl]l->pop([2,
.delta([2, bl,x) = [3, bl
.delta([2, bl,y) = [2, a]
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Set of states in step 3=, {[2,b],[1,a],[2,a],[1,b],[3,b]}

[[2, al, [3, bll->pop([3, bl)->[[2, all
.delta([3, bl,x) [1, b]
.delta([3, bl,vy) [3, a]

Setof statesinstep4 =, {[2,b],[1,a],[2,a],[3,a],[1,b],[3,b]}

[[2, a], [3, all->pop([3, al)->[[2, a]ll

.delta([3, al,x) = [1, a]
.delta([3, al,y) = [3, D]
Setof statesinstep5=, {[2,b],[1,a],[2,a],[3,a],[1,b],[3,b]}
[[2, all->pop([2, al)->[]
.delta([2, al,x) = [3, a]
.delta([2, al,y) [2, bl

Set of states instep 6 =, {[2,b],[1,a],[2,a],[3,a],[1,b],[3,b]}

Ezek utan megadjuk a Compose algoritmusanak formalis leirasat.

1. Inicializécid
GAH:=newini
push (newini)
2.Mindaddig, amig a verem nem Ures 3. és 4. lépés
ismétlése
3. s:=pop ()
4. Minden x bemend Jjelre
do
r:=newtra ([Xil,Xi2], s, x)
if not r nem eleme GAH then
GAH:=GAH union {r}
push (r)
fi
od:

A Compose "brute force" heurisztikan alapuld algoritmusa biztositja, hogy az
univerzum elemei az eljaras soran legfeljebb egyszer keriilnek megfogasra, am
akkor az algoritmus minden egyes bemend jelre ellendrizi a keletkezé 1j
allapotot. Eszerint, ha a =1 automata n, allapoty, a E2 automata pedig n,

allapott, akkor az algoritmus komplexitasa a legrosszabb esetben O( N, N, M),

ahol M a kozos abécé elemeinek szama. A legrosszabb eset akkor kovetkezik be,
ha a két automata direkt szorzata inicialisan 6sszefliggo.

A Compose rendkiviil hasznosnak és nem utolsé sorban hatékonynak bizonyul.
Ennek illusztralasara tovabbi két példat mutatunk felhasznalasara: az ekvivalens
inicidlisan Osszefliggd automata, és ekvivalens teljes automata el6allitasat.

Elséként hozzuk létre a Z automatat és rajzoljuk fel az 4tmenet grafjat.
>
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Xi:=genaut([a,x,b,b,x,{c,a},e,x,c,e,y,b,g,x,{e,b},g,y,£f],a,{
f,c});

= ::[{fa a, J, ba e,C}, {Xa y}987 {a}7 {f’C}]

> Pl°taUt(Xira=[_110] Ib=[010] Ic=[110] rg=[_111] re=[011] rf=[_
2,1] ,plotpar=[scaling=unconstrained]) ;

e

Konnyti belatni, hogy az e, az f és a g allapotok feleslegesek, egyikiik sem érhetd
el a kezdoallapotbol. A Compose megfeleléen paraméterezett hivasaval elérhetd,
hogy megkapjuk a Z inicialisan Osszefliiggd részautomatajat, vagyis
megszabadulhatunk az 0sszes felesleges allapottol. A konstrualandé automatanak
az eredetivel azonos moédon kell mitkddnie, igy annak kezddallapota (newini),
végallapota (newfin), bemend jelei (newinp) ¢és atmenetei (newtra) is
megegyeznek az eredeti automata megfeleld komponenseivel.
> newinp:=Xi[2];
newini:=Xi[4];
newtra:=(1l,a,x)->Delta(1l[1l],a,x);
newfin:=Xi[5];

newinp := {x, y}

newini := {a}
newtra := (I, a, x) > A(Il,a,x)
newfin := {f, c}

> Phi :=Compose (generate, [Xi], [Xi[2] ,newtra,newini,newfin]) ;

®:=[{ab,c}, {xy}.8 {a}, {c}]

>plotaut (Phi, [1,0],line,plotpar=[scaling=unconstrained]) ;

Bar a © automatanak két bemend jele van (x és y), © mégsem tartalmaz y-
atmenetet. Eszerint @ nem teljes. Konstrualjuk hat meg a vele ekvivalens teljes
© automatat egy Gj T allapot hozzavételével. A D@ osszes allapotat
valtozatlanul hagyjuk, a nem definialt atmenetek, valamint a T -ra vonatkozo
atmenetek végeredményeként pedig magat a T allapotat hatarozzuk meg. Azt
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természetesen feltételezziik, hogy a kiinduldsi automata allapot halmazanak 7
nem eleme.
> newtra:=proc(l,a,x)
if a=tau then {tau}
elif Delta(l[1l],a,x,set)={} then
{tau}
else
Delta(l[1l],a,x,set)
fi
end;
newtra := proc (1, a, X) end proc
ifa=rtthen {1}
elif A(I[1],a,x,set)={ } then {1}
else A(I[1], a, x, set)

end if

A teljes automata kezdd és végallapota, valamint bemend jeleinek halmaza az
eredetivel megegyezo.
>newinp:=Phi[2];
newini:=Phi[4];
newfin:=Phi[5];
newinp == {Xx,y}

newini ;= {a}

newfin := {c}
A kovetkezé két parancs magat a konstrukciot és az eredmény vizualizacidjat
valositja meg.

>
Theta:=Compose (generate, [Phi] , [newinp,newtra,newini, newfin])

©:=[{a b, c}, {xy},8 {a}, {c}]
>plotaut (Theta,line,c=[1,0],tau=[0,1]) ;

’

b
é

A két utolsé parancs outputja 6nmagaért beszél. A Compose helyesen végezte el
a kijelolt feladatot.
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3 Az aut csomag alkalmazasai

Ebben a fejezetben beszamolunk néhany az aut csomag hasznalatdhoz
kozvetleniil kotédd automata elméleti eredményérol. A CAS tudoméanyos
kutatasbeli szerepe napjainkra mar nem szorul magyarazatra. Mind az altalanos
célu, mind pedig célfeladatokra fejlesztett komputer algebrai rendszerek egyre
szélesebb korben nyernek 1étjogosultsagot a tudomanyos kutatds kiilonbdzo
teriiletein. A jelen dolgozat egyik célja éppen az, hogy az automata elméleti
kutatasokat is felsorakoztassa ezen teriiletek soraba.

3.1 Automata konstrukciok kompozicidja

A dolgozat 2.2 fejezetében egy példa kapcsan azt talaltuk, hogy determinisztikus
automatak esetén az uni6d konstrukciora alkalmazott részhalmaz konstrukcio a
szorzat konstrukcioval izomorf automatat eredményezett. Most ezt problémakdort
az altalanosan esetre vizsgaljuk. Pontos definicidkat adunk az egyes automata

e ey

melynek specialis eseteként megkapjuk a korabbi fejezetben felfedezett
tulajdonsagot.
3.1.1 Definicio
Teklntsuk a El = [Al’ Xa 69 Ql’ Fl] éS a EZ = [Aza Xa 69 Qz? Fz]
automatakat. Azt mondjuk, hogy a @ =[A, X,8,Q, F] automataa E, és E,
automatakbol szorzat konstrukcioval keletkezik, ha

1. A=A XA

2. Q=Q *Q,

3. Barmely aeA allapotra és x e X bemend jelre

[1]

A @ automata kezdéallapot halmaza altal generalt részautomatajat a E & E,

automatak szorzat-automatajanak nevezziik és =, X Z, -vel jeloljik.

Megjegyezziik, hogy a fenti definicid a szorzat-automata végallapotara nem tesz
semmilyen megszoritast, igy kiillonb6zo végallapot halmazok valasztasaval mas-
mas szorzat-automatahoz jutunk. Determinisztikus és teljes automatakra a szorzat
konstrukcid az automatak, mint algebrai struktirak direkt szorzatat eredményezi.

3.1.2 Propozicio

Az A X A, minden B, X B, részhalmazara, minden X € X bemend jelre
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ésminden W € X * bemend széra

A El X E2 B pYd B2 ) = A(EI’BI’X) pYd A(E2’ B2’X) &s

(
2‘ A(El X EZ, Ql x QZ,W): A(Ela Qlaw) x A(Ez7 Qz?w)

Bizonyitas
Az elsé egyenlSség igazolasahoz legyen [a,,8,] eleme a
A(E, X E,,B X B,,x

A halmaznak. Ekkor létezik olyan [b,b,] € B, X B, amelyre
[a,a,] eleme 8 (E, X E,, [b,b,],x)= 8(E,,b,,x) X &E, b,,x)
ek, amibsl & € 8(E,b,x) (i=1,2) kovetkezik, ugyanakkor
5(2,b,X) € AE, B, x) (i=1,2)6sigy

[a,a,] € A(E,,B,X) X A(Z,B,x).

Forditva, vegyik a A(E,B,,X) X A(E,,B,,X) halmaz egy [a,,a,]
elemét. Ekkor alkalmas b, € B, re a € 8(Z,b,x) (i=1,2) Am ekkor
[b,b] e B xB & [a,a]edE,b,x) X 8EZ,b,x) =
d(Z, x E,, [b,b,], x), ami viszont részhalmaza A (ZE, X Z
B, X B, ,x)-nek.

20

A 2. pontbeli egyenléség bizonyitdsat a W hossza szerinti teljes indukcioval
végezzikk el. Az allitds az {iires szora trivialis. Tegyiik fel ez utan, hogy az
egyenldség W-nél rovidebb szavakra teljesiil, és legyen W = PX | Ekkor

A B xE Q xQ v - , W=px
EoxE Q xQ
= A( ! 2, ! 2, pX) # definiciéja
E o ox E E ox &, Q xQ,
= A ( ! 2 ’ ZX ! 2 P), = # indukcids felt.
A

El P E2 A(Hl’ Qla p) X A(‘—‘z: Qz: p)

= x)=# 1. egyenldéség

A(‘—‘l’A(‘—‘l’ Qla p) X) X A(‘—‘za A(‘—‘za Qz? p) X) A

= definicidja

A('—‘la Qla pX) X A('—‘za Qza pX) W= pX

= #
A(E‘la Ql’ W) X A(E‘za Q2> W)

Ezzel a méasodik egyenldséget is igazoltuk.

3.1.3 Definicio
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Tegyiik fel, hogy a E =[A,X,8,Q,F,] é a E,=[A,,X,5,Q,,F,]

automatak  allapot halmazai  diszjunktak. Azt mondjuk, hogy a
O=[AX,8,QF] automata a Z, ¢ Z, automatikbol uni6

konstrukcioval keletkezik, ha
1 A=Al ) A2

2. Q=Q, v Q,

3. Barmely ae A allapotra és X e X bemend jelre
(D, a,x):S(El,a,x) ha & € A1

3(D,a,x)=08(E,,a,X) p, a € A,

és

—

A @ automata kezdéallapot halmaza altal generalt részautomatéjat a E é &,

—

automatak uni¢-automatajanak nevezziik és =, U E, -vel jeloljik.

Szemben a szorzat Kkonstrukcidval, ami determinisztikus automatakra
determinisztikus automatat eredményez, az unié konstrukcid6 eredménye
nemdeterminisztikus automata, ha a konstrukcidban résztvevd automatak
kezdoallapot halmazai nem iiresek.

3.1.4 Propozicio

Az Ai allapothalmaz minden Bi részhalmazara (i= 1,2), minden X € X

bemend jelre és minden W € X * bemené szora

1. = = = =
A(E, v E,B UB,X)=A(E,B,Xx) U A(E,,B,,X)"
A(E, U B,,Q, U Q,w)=A(E,Q,w) U A(E,,Q,,w)

Bizonyitas

crer

koévetkezménye.
A masodik egyenlOség az iires szora trivialis. Ha pedig feltessziik, hogy a p szora
mar teljesiil, akkor

AE, U E,Q, v Q,,px)
A(E, U ELAE, VU ELQ U Q,p)X) . 5 ,
# indukcidés feltevés

A(E, U ELAE, Ql,p) v A(E,, Qz,p),x) # 1. egyenléség

# definicidéja

- - - = A i
- A(:'l’ A(:l’Ql’p)’X) O A(:z, A(':'2’ QZ’p)’X) # definicidja
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CA(E,Q.pxX) U AE,Q,pX)

Ezzel az allitas bizonyitasat befejeztiik.

3.1.5 Definicio

Azt mondjuk, hogy a ®=[B, X,5,Q,G] automata a E=[A, X,3,Q, F]
automatabol részhalmaz konstrukcioval keletkezik, ha

_ A
1 B=2

beB

allapotra és x e X bemend jelre

3(D, b, x)=A(E, b, x) .

2.  Minden

A @ automata kezdballapot halmaza altal generalt részautomatijat a =
automata részhalmaz-automatajanak nevezziik és 2* = - vel jeloljiik.

3.1.6 Definicio6

Azt mondjuk, hogy a B, =[A,X,8,Q,F ] ¢éa E,=[A,X,8,Q,F,]
automatak izomorfak, ha létezik olyan O : Al - A2 bijekcid, hogy minden
a € A, allapotraés X € X bemensé jelre 3(E,ax)a=38(E,aa,X).

3.1.7 Tétel

—

. o= , NOT X D N A= -
Barmely =, ¢s =, automatira 2°( =, =, ) izomorf a 2=, U =)

automataval, vagyis a szorzat-automata részhalmaz-automataja izomorf az unio-
automata részhalmaz-automatajaval.

Bizonyitas

Legyen Z,=[A,X,8,Q,F, ] ¢ Z,=[A,X,8,Q,,F,], és tegyikk fel,
hogy A, -nek és A, -nek nincs kozos eleme. Az A, X A, halmaz
részhalmazaira bevezetjik a T, és T, projekciokat. Legyen B < A X A, |

ekkor

B a A b A
g ={al =M , létezik olyan S , hogy [a,b] € B }
és
BT o P €A acA [a,b] < B

a

2 ={b| 2 , létezik olyan , hogy }.

Elészor azt mutatjuk meg, hogy a 2°( =, X =, ) automata minden B allapotara
B=Bn, X Bmn,.
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Mivel 2A( 2, X E,) inicialisan 0sszefiiggd, ezért alkalmas W bemend szora B =

A(E, X E,, Q * Q,,w),amiaz 3.1.2 Propozici6 2. pontbeli egyenldsége
szerint egyenld A(E, QW) X A(E,, Q)W) -val. Ugyanakkor
B=A(E,Q,,w) X A(E,,Q,,w) maga utan vonja, hogy
Br=AE, Qi, w) (1=1,2) amibsl pedig mar kovetkezik, hogy
B=Bn, X Bmn,.

Vegyiik ezutan azt az O leképezést, ami a 2°( E, X ZE, ) automata minden B
allapotdhoz a 2°(E, U E,) automata B 7, U B, allapotat rendeli, tehat
amelyre

Ba=Bn v Bm,
Megmutatjuk, hogy O bijekciot létesit a szorzat-automata részhalmaz-

automatajanak allapothalmaza és az uni6-automata részhalmaz-automatédjanak
allapothalmaza kozott.

Az O Kkolcsondsen egyértelmiiségének igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy a 27

E, X E,)automata B és C allapotaira Ba=Ca . Ebbsl
Brn, uBn,=Cn, U Cnr,

kovetkezik, am B @ | €s C T, az Al részhalmazai, mig B T, €s C T, atole
diszjunkt A, halmaz részhalmazai. gy sziikségképpen B 1. =C m, ( i=1,2),

amibél kapjuk, hogy B=C
Tekintsiik most a 2°( Z, U E, ) automata egy C allapotat. Ekkor alkalmas w

,» Q, U Q,, W) . Azt mutatjuk meg, hogy a

[1]

bemend szora C=A(E, U

2N E, X E,) automata B= A(E, X E,, Q X Q,, w) éllapota a C

allapot O melletti 6se. Valdban

B o — # valasztésa
E x E X
=A ( ! 2 Ql Q W) a = # 3.1.2 Propozicié
A(‘—‘la Ql’ W) X A(‘—‘za Qza W) o o

= = # definiciéja

A(‘—‘la Qla W) U A(‘—‘za Qza W)

A(‘—‘l U :‘2,Q = Qzaw)
=C.

# 3.1.4 Propozicid

# C valasztéasa

Ezzel megmutattuk, hogy O raképezés.
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o
Véglul megmutatjuk, hogy felcserélhetd az &tmenetekkel. Legyen a
= X E

—

[y

B a 2" ( ) egy &llapota. Mint kordbban mér belattuk
B=Bn, XBn X € X
1 2 Igy tetszdéleges bemendé jelre
A(Elez B,X) #B=B7tle7t2
= X = Brn X Bn
:A ( ! 2 ’ ! 2 , X) a = # 3.1.2 Propozicid
» A(.:l, B T X) x A(.:z, B T X) a

;A(El,Bnl,x) U AE,Bm,x)

(0
= # definicidja

# 3.1.4 Propozicid

:A(:IU:Z,BTEIUBTEZ,X) #(Bnlenz)a:Bnluan
A EVE, Bmn xBmn g B=Bn x Bm,
= ( . ) ;X)) = #
= U=
S A 2,8 %, v

A bizonyitas kész.

Mivel determinisztikus automatakra a szorzat-automata maga is determinisztikus,
valamint determinisztikus automatdk részhalmaz-automataja izomorf magéval a
kiinduldsi automataval, ezért a 3.1.7 tétel kdvetkezményként kapjuk, az alabbi
allitast.

3.1.8 Kovetkezmény

Determinisztikus 51 és 52 automatara a szorzat-automata izomorf az unio-

automata részhalmaz-automatajaval.
3.2 Az Imreh-Steinby algoritmus
El6zmények

3.2.1 Definicio6

Azt mondjuk, hogy a w bemend szo6 dsszefésiilia = determinisztikus automata a
és b allapotait, ha A (2 ,a,w)=A (2 ,b,w). Ha az a és b allapotokra létezik Sket
Osszeféslilé sz6, akkor a-t és b-t dsszefésiilhetének nevezziik. Végiil, ha a w
bemend sz6 az Osszes allapotpart Osszefésiili, akkor w-t irdnyité szénak

nevezziikk. Magat a = automatit pedig iranyithaténak mondjuk, ha létezik
iranyit6 szava.

Tekintsilk a = determinisztikus automatat és tegyiik fel, hogy W iranyitd szo.
Ekkor barmely a és b allapotra A (Z ,a,w)=A (Z b,w), amibdl az kovetkezik,
hogya A(E, E, w={A(E ,aw)| @ € E, } halmaz egyelemfi. Forditva,
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ha A(Z, E, W) egyetlen elembél all, akkor a A(E aw)=A(Z bw)

egyenléségnek minden a és b allapotra teljesiilnie kell. Megallapithatjuk tehat,
hogy a & automata akkor és csak akkor iranyithato, ha A (Z, E, W) egyelmii
halmaz.
Eszerintha @ a = automata olyan részhalmaz automataja, amelyre

D=5, , vagyis a © kezddallapota megegyezik = allapothalmazaval és

—_

()

=
—_—

5 = {{a}| a ek }, vagyis © végallapotaia — allapothalmazanak

egyelemil részhalmazai,

akkor @ pontosana Z iranyito szavait ismeri fel.

A @ automata eldallitasahoz a Compose eljarast hasznaljuk a 2.3 fejezetekben

ismertetett modon.

>with (aut) :

> ConDir:=proc(A::automaton)
local newtra,newfin, newini, newinp:
newinp:=A[2]:
newini:={A[1]}:
newtra:=proc(L,a,x) {Delta(L[l],a,x,set)} end;
newfin:=proc(1l,x) : :Boolean: evalb (nops(x)=1) end;
Compose (generate, [A] , [newinp,newtra,newini,newfin],\
args[2..-1])

end:

A ConDir eljaras miikodését az n allapott Cerny tipust automataval illusztraljuk.
Ennek az automatanak n allapota van: 1,2,...,n, valamint két bemend jele: X és y.
Az i allapotra és az x bemend jelre 0(i,X)=(imodn)+1  migazy bemend
jel az n kivételével mindegyik allapotot fixen hagyja és O(N,y)=1. A
kovetkez6 utasitas egy Maple fiiggvényobjektumot hoz lérte, ami az n paraméter
fliggvényében eldallitja az n allapott Cerny tipusu automatat.

» Cerny:=n->renaut(genaut([[seq(i,i=2..n),1],\

[seq(i,i=1..n-1),1]]) ,inp=x);
Cerny :=n — renaut(

genaut([[seq(l,i=2..n), 1], [seq(i,i=1..n—=1),1]]),iInp=x)

>plotaut (Cerny(5)) ;

29. oldal



Az n allapotu Cerny tipusu automata iranyithat6. Valdban, iranyitoé szava példaul
(n-2)
(n-1)

az Y (X y) bemend szo. Legyen ugyanis a tetszéleges allapot. Ekkor i
=9d(a,y) e {l.n-1}.

. (n=1) .
Ebbél azt kapjuk, hogy A(l, X y)=1—-1 ha i>1, kiilsnben pedig 1.
(i-1)
n-1)

Eszerint i>1 esetén A(l, (X y) ) =1, tovabba minden m természetes

m
(n-1)
szamra A(1, (X y) ) =1, amibél allitasunk mar adodik.

Az eddig elmondottak alapjan a ...
>p:="y (xxxxy) (xxxxy) (XxxXXY) °;

P = Y(XXXXY) (XXXXY)(XXXXY)

...bemend szo6 iranyitd szava a Cerny(5) automatanak. Mint az a kovetkezo
utasitas outputjan jol lathato, a p sz6 az n allapot Cerny tipust automata minden
allapotat valoban az 1 allapotba viszi.
> for state to 5 do

print('Delta’' (' Xi',6 state,p)=Delta(Cerny(5),state,p))
od:

A(E, 1, YXXxy) (xxxxy) (xxxxy) ) =1
A(ZE, 2, yXXXxy) (xxxxy) (xxxxy) ) =1
A(E, 3, y(xxxxy) (xxxxy) (xxxxy) ) =1
A(E, 4, yRXXY) (xxxxy) (xxxxy) ) =1
A(Z, 5, y(xxxxy) (xxxxy) (xxxxy) ) = 1

Ideje azonban kiprobalni a ConDir eljarast. A ConDir 3 allapotii Cerny tipust
automatara hét allapot automatat hoz létre, melynek miikddése jol megfigyelhetd
az accept eljaras outputjan. Az yxxy iranyitd szava a Cerny(3) automatanak,
mivel a @ automatat a {1,2,3} kezddallapotbol az {1} végallapotba viszi.
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> Phi:=ConDir (Cerny (3)) ;
O:=[{{1,2,3}, {2} {3}, {1} {L2},{L,3},{2,3}},{xVy},9,
({12,335, ({25, {3}, {1} }]

> accept (Phi,yxxy, trl,sho,set) ;
-Delta begins with {{1, 2, 3}}
-Delta ({{1, 2, 3}},y) = {{1, 2}}
-Delta({{1, 2}},x) = {{2, 3}}
-Delta ({{2, 3}},x) = {{1,

-Delta({{1, 3}},vy) {{ }}

AL 2,35 5, yxxy) = ({15}

Result of Delta:
{{1}}
set of final states:, { {2}, {3}, {1}}

Result of accept:
true

Az eddig elmondottak szerint egy = automata akkor és csak akkor iranyithato,
ha a ConDir( Z) automata altal felismert nyelv nem iires. Eszerint a =
iranyithatosagi problémaja ekvivalens a ConDir(Z ) automata irességi
problémajaval, ez utobbi pedig algoritmikusan eldonthetd. Ehhez ugyanis
elegendd ellendrizni az automata allapotszamdnal nem hosszabb szavak
felismerhetdségét. Ez azonban exponencidlis id6-bonyolultsdgi algoritmust
eredményezne.

Most viszont abban a szerencsés helyzetben vagyunk, hogy nem egy tetszoleges
automata, hanem ConDir eljaras altal generalt automata altal felismert nyelv {ires
vagy nem {ires voltat kell ellendrizniink. Itt pedig kihasznalhatjuk, azt a tényt,
hogy a ConDir inicialisan sszefiiggd automatat generél. igy ha létezik legalabb
egy végallapot, akkor az el is érheté a kezddallapotbol. Eszerint a ConDir altal
generalt automata iirességi problémaja konstans id6 alatt ellendrizhetd, ugyanis
nem kell mast tenni, mint megnézni, hogy a végallapotok halmaza iires-e. Ezt
valositja meg az isdirectable eljaras, melynek miikodését egy iranyithatd
(Cerny(3)) és egy nem iranyithaté automatan mutatjuk meg.

Megjegyzés. A masodik automatat a randaut eljarassal generéaltuk, ami egy
véletlen automatat hoz létre. ElsO paramétere a véletlen automata allapotainak
szamat, masodik paramétere, pedig a bemend jelek abécéjét hatdrozza meg. A
tovabbi két opcio leszikiti az randaut mozgasterét meghatarozva, hogy a
keletkez6 automata determinisztikus és teljes legyen. Felhivjuk tovabba a
figyelmet arra, hogy az utasitissorozat ismételt végrehajtdsa a randaut
hasznalata miatt nem feltétleniil fogja ugyanazokat az outputokat eredményezni.
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> isdirectable:=proc (A::automaton)
evalb (nops (ConDir (A) [5])>0)

end;

isdirectable :=

proc (A::automaton) evalb(0 < nops(ConDir(A)[5])) end proc

> isdirectable (Cerny(3)) ;
true

>Xi:=randaut (5, {x,y},deterministic,complete) ;

E=0{1,2,3,45}, {Xy},0,{3},{2,5}]

>plotaut (Xi) ;

> isdirectable (Xi) ;

false

Annak ellenére, hogy az iiresség ellendérzése konstans idejli, az isdirectable
eljaras nem hatékony. Ez abbol adédik, hogy a ConDir exponencialis idében
allitja el6 a kivant automatat. Valéban a ConDir idébonyolultsaga csak
konstansban tér el a Compose idébonyolultsagatol, ami O(u*m), ahol m a
konstrualand6 automata bemend jeleinek szdma, U pedig az univerzum
szamossaga. Ez utobbi pedig esetiinkben 2" , mert a ConDir a részhalmaz-
automata egy részautomatajat allitja el6. Mindezt egybevetve az isdirectable
eljaras idobonyolultsaga O( 2" *m), vagyis exponencialis.

Elméleti alapok

Imreh és Steinby 1955-ben publikalt egy O( n’® *m) id6bonyolultsagi algoritmust
determinisztikus automatak iranyithatosaganak eldontésére. Az algoritmus
alapotlete az alabbi észrevételeken alapul.

(=)

Legyen = automata és jelolje (K, Z) azon (a,b) parok halmazat, mely parok
legfeljebb k hosszusagli bemend szdval Gsszefésiilheték. A definicio alapjan
vilagos, hogy a W(0,E) , u(1,E), w(2,E), ... halmazok novekvé sorozatot
alkotnak, vagyis minden k természetes szamra H( K,2) c w(k+1,Z2) .
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Tovabba, nem nehéz belatni, hogy az @ ¢és b allapototkat az Xp sz6 akkor és csak
akkor fésiili dssze, haa 6(8,X) ésa O(D, X) allapotokat a P sz dsszefésiili.
Ez alapjana M(K, Z) kiszamitasara az alabbi rekurziv formula adodik:

L WOE) e @ € Ey
2. MK+ LE) - w(KE) ynion fab)|létezik X € 5 | amelyre
(8(:‘3 aa X)’ 8(‘:" ba X) ) eleme M(ko ‘:‘) _nek}

Végiil, ha valamely k-ra L(K, 2) =pu(k+ 1, E) | akkor W(K, Z)=W(E) , ahol
WE) az dsszefésiilhetd (a,b) parok halmaza.

=

Az eddig elmodottak szerint a = automata iranyithato voltinak eldontésére az
alabbi eljaras adodik.

1. Allitsuk elé rendre a w0,E) n(l, “) 2, “) .. halmazokat
mindaddig, amig wk, =)= “( k+1, “) 1egeloszor teljesul

2. Ha ekkor (k. ) = WE) ) az 6sszes ( a, ) allapotpart

—
—

tartalmazza, akkor = iranyithato, kiilonben pedig nem.

Imreh és Steinby cikkiikben egy nxn-es logikai matrixot hasznalnak annak
jelzésére, hogy az allapothalmaz i-dik és j-dik eleme Osszefésiilheté-e. Célszeri
azonban chelyett egy bovebb informaciot hordozé adatstruktarat is valasztani, a
= automata iranyt6 tablajat. Mint késébb latni fogjuk, ezt megtehetjiik anélkiil,
hogy elrontanank az algoritmus belsé szerkezetét ¢&s ezaltal annak
idébonyolultsagat.

3.2.2 Definicio

—

Tekintsilk a = automata kiilonboz6 a és b allapotait és legyen
T(a,b)={p| P € X *, p dsszefésiili a-t és b-t, és p hossza minimalis}.

Képezziink ezek utan egy olyan két oszlopos tablazatot, melynek elsé oszlopaba
azokat az [a,b] parokat irjuk, amelyekre T(a,b) nem {ires, az [a,b]-val jelolt sor
masodik oszlopaba pedig magat T(a,b)-t irjuk. A keletkezé tablazatot (ami
megfelel a Maple tabla adatstruktirajénak) jeloljik DirTab_ -vel, és nevezziik a
E automata iranyté tablajanak. Az [a,b]-vel jeldlt sor masodik oszlopara a
Maple szintaxisat kdvetve Dil’TabE [a,b]-val hivatkozunk.

Az iranyito tabla tehat olyan tablazat, melyben a DirTabE [a,b] akkor és csak
akkor definialt, ha a T(a,b) halmaz nem iires, ¢és ekkor DirTabE [a,b] =T(a,b).

(=)

Mivel iranyithatd automatara T(a,b) sosem lires ezért iranyithatd = automatara
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DirTab_ [a,b] minden allapot parra definialt. A kdvetkezd két 4llitas az irdnyitd

tabla hasznalhat6sagat mutatja.

3.2.3 Propozicié

n allapotu iranyithatd automata egy iranyitdé szava az iranyitd tabla ismeretében
O(n) id¢ alatt eldallithato.

Bizonyitas
Alkalmazzuk a kdvetkezo algoritmust.

l.inicializalés
Legyen B az automata &llapothalmaza
Legyen p az lUres szod.

2.ciklus
Mindaddig, amig B nem egyelem(

legyen a és b a B két tetszdleges, de kilédnbdzd
eleme

legyen ( a DifTabE [a,b] egy tetszdéleges eleme

B=A(E,B,q) .. P=pq
3. output: p

Az algoritmus masodik 1épésében az a és b allapotok, és a ( valasztasa miatt
Osszeféstili a-t és b-t. Megjegyezziik, hogy az eldirt valasztas mindig lehetséges,
mert a kiindulasi automata iranyithato.

Mivel q Gsszefésiili a-t és b-t, ezért a A(E, B, Q) elemeinek szama legalabb
eggyel kisebb B elemeinek szamanal. Tehat az eljaras legfeljebb n Iépésben
megall, mikdzben a keletkezo p sz6 az automata iranyitd szava lesz.

3.2.4 Propozicio

Kommutativ automata esetén az automata az iranyitoé tablajanak ismeretében
eléallithatd minimalis hosszusagu iranyitd szo.

Bizonyitas

Legyen w=X, X, ... X, minimalis hosszisagu iranyit6 szava a E kommutativ és

—

iranyithatd automatanak. A = kommutativitdsa miatt barmely X és y bemend
jelre A(E, A, Xy) < A(E, A X) . Eszerint a

ACE,A X)), AE A X X)), A(E, AL X X, X )= ACE, A W)

halmazok csékken6 sorozatot alkotnak, ahol a tartalmazasok w sz6 minimalitasa
miatt valodiak.

Eszerint az X, bemend jel Osszefésiili az A halmaz legalabb két allapotat,
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mondjuk @, -et és b1 -et, amib0l az kovetkezik, hogy X, eleme a
DiI’TabE [a, b1 ] halmaznak. Ugyanigy kapjuk, hogy az X, bemend jel a
A(E, A, X,) halmazban dsszefésiil legalabb két elemet (mondjuk @, -et és b, -
et,) igy , X, sziikségképpen eleme a DirTabE [a, b2] halmaznak. Ezt a

gondolatmenetet folytatva azt kapjuk, hogy a w sz6 eldall alkalmas, az iranyito
tablaban szerepld bemend jelek konkatenacidjaként.

Az Imreh-Steinby algoritmus eredeti formajaban hasznalatos M logikai matrix és
a DII‘TabE iranyito tabla hasznalata anal6g modon torténik. Kezdetben az M

csupa hamis értékkel rendelkezik, mig a DirTab_ tabla kezdetben iires. Az

eljards soran M[ij] igazza valik, valahanyszor az i és j allapot parrol kideriil, hogy
Osszefésiilhetd, a DirTab_ [ij] pedig definiltta valik ugyanekkor, sét a

bejegyzésbe belekeriil az Osszes i-t és j-t Osszefésiild minimalis hosszisagu
bemend sz0.

Eszerint az eljaras végrehajtisanak barmely pontjan M[i,j] akkor és csak akkor
igaz, ha DII'TabE [i,j] definialt. Es mivel a tabla adatstruktira Maple-beli

implementacidja olyan, hogy a DirTabE elemei konstans id0 alatt elérhetok,
ezért annak elddntése, hogy DirTab_ definialt-e ugyanigy konstans idé alatt
donthet6 el, mint az, hogy M[i,j] értéke igaz-e.

A DirTabE tabla betoltheti tehat mindazt a szerepet, amit az M logikai matrix

betdlt, mikozben rendkiviil hasznos tovabbi informaciot hordoz, nevezetesen az i
és j allapotokat Osszefésiilé 6sszes minimalis hosszi szot.

A modositott Imreh-Steinby algoritmus

Most ismertetjiik az Imreh-Steinby algoritmust itt leirt mddositott verziojat.

1.1épés. inicializéaléas
T:=table([]): Verem:=lres
2.1épés:
Az InvTab inverz &tmenet tédbla elddllitésa
3.1épés: Verem feltdltése
minden a &llapotra és x bemend jelre
az InvTabla,x] minden kételemd {c,d} részhalmazéra
ha T[c,d] nem definidlt, akkor
push ({c,d}): Tlc,d]:={x}
ktilonben
T[c,d]:=T[c,d] union {x}
4.1épés: Verem kiuritése
mindaddig, amig a verem nem ires
{c,d} :=pop ()
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minden x bemend jelre

az InvTab[c,x]xInvTab[d,x] minden kételemd {e, f}
részhalmazéara
ha T[e,f] nem definidlt, akkor
push({e,f}): Tl[e,fl:={xp | p eleme T[c,d]}
kiilonben
T[e,f]:=T[e,f] union {xp | p eleme T[c,d]}
5.1épés: iranyithatdésadg eldodntése
Ha T definidlt elemeinek széma n* (n-1)/2, akkor
az automata irdnyithato,
kiilonben
nem.

3.2.5 Propozicio

A modositott Imreh-Steinby algoritmus idébonyolultsaga O(m*n”2).

Bizonyitas

A szamolas az eredeti algoritmus vizsgalatat végzo, cikkbeli gondolatmenet
értelemszeri  adaptacidjaval torténik. Az inicializalas konstans id6 alatt
elvégezhet. Az inverz atmenet tabla el6allitisdthoz minden allapotot és minden
bemend jelet pontosan egyszer meg kell fogni, igy a sziikséges iddigény O(n*m).

A T tabla indexei az automata allapothalmazanak kételemii részhalmazai, igy a T
bejegyzéseinek szama legfeljebb n*(n-1)/2. Mivel miden ilyen halmazt az 0sszes
bemend jelre meg kell vizsgalni, igy a harmadik 1épés id6bonyolultsaga
O(MN*). A negyedik 1épés idékorlatja megint csak O( M N*), mert barmely
allapotpart legfeljebb egyszer kell megvizsgalni minden X bemend jelre. Végiil az
iranyithatosag eldontése konstans idejii. Mindez O( M n’ ) id6bonyolultsagot
eredményez.

3.2.6 Propozicio

A modositott Imreh-Steinby algoritmus végrehajtasaval keletkez6 T tabla
iranyithat6é automata esetén nem mas, mint az automata iranyito6 tablaja.

Bizonyitas

Valdban, a verem feltoltése 1épésben egy [c,d] allapotpart (¢ és d kiilonbozb!)
Osszefésiild Osszes bemend jel bele keriil a T[c,d] halmazban. Ha pedig verem
kitiritése sordn feltessziik, hogy a ciklus indulasakor a T minden [c,d] bejegyzése
igaz, hogy T[ C, d ] tartalmazza, a ¢ és d allapotokat Osszefésiilé 6sszes minimalis
hosszusagli szot, akkor ez az allitds igaz marad az ref allapot parra is.
Ugyanis, e eleme InvTab[C,X ]-nek, és igy O(€,X)=C. Hasonlban
o(f,x)=d . Ezutan
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A(e,xp) _ A

# definicidja
_A(S(e,X),p) _ , (e, x)=c
_A(c,p) _ # p 8sszefésiili c-t és d-t
_A(d, p) _ , o(f,x)=d
=A(8(f,X), p) - # A definicidja
_A(f, xp)

tehat xp valoban Osszefésiili e-t és f-et.

Ha Xp nem lenne minimalis hosszl, akkor valamely g bemen6 szora |xq|<|xp| és
A(E‘a €, XQ) = A(E‘a f: Xq) teljesﬁlne, mibol A( C, q) = A(da q) kévetkezne,
és ez lehetetlen, mert  hossza hatarozottan kisebb, mint p hossza, mikdzben p
minimalis hosszu.

Mar csak azt kell megmutatni, hogy az e-t és f-et 6sszefésiilé 6sszes minimalis
hosszusagli sz6 benne lesz a T[e,f] halmazban. Tekintsiikk ehhez a p szot, és
tegyiik fel, hogy p minimalis hosszu az e-t és f-et dsszefésiild szavak kozott. A p
sz6 nem lehet iires sz6, mert e és f kiilonbozik. Ha p hossza 1, akkor a verem
feltltése 1épésben belekeriil a T[e,f] halmazba. Ellenkez6 esetben alkalmas X
bemend jelre és q bemend szoéra P =X(JQ . Mivel p Osszefésiili e-t és f-et, a q
sziikségképpen osszefésiilia C=08(€,X) ¢s d=03(f, X) allapotokat, tovabba p
minimalis hossza biztositja, hogy  is minimalis hossz a c-t és d-t 6sszefésiild
szavak kozott. Eszerint T[c,d] tartalmazza a q szot. A verem kiiiritési 1épésben
minden kételemii allapothalmaz bekeriil a verembe, igy {C, d } is. Tehat lesz
olyan futasa a ciklusnak, amikor a pop() utasitds a {c,d} halmazt eredményezi.
Amikor a belsd ciklus az X benemd jelet dolgozza fel, akkor T[e,f] halmazban az
p= xq sz6 is belekeriil. Ezzel allitasunkat igazoltuk.

Implementaio

crer

Cerny-féle automatan mutatjuk be. Az algoritmus forrasszovege a dolgozat
Appendixében talalhato.
Az elsd parancs outputja true, jelezve, hogy a Cerny(3) automata valoban
néhanyat. A trace? hatasara az eljaras megjeleniti az automata inverz atmenet
tablajat, jelzi a ciklusok futdsa soran a verem aktualis allapotait, valamint mutatja
az iranyito tabla bejegyzéseinek idobeli alakulasat.
> ImrehSteinby (Cerny (3)) ;

true
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>ImrehSteinby(Cerny(3) trace2, show) ;
({1, 3},x) : {{2, 3}} -> Inverse transition table:

[(LX)={3}(Ly) = {13}, (2X)={1}(2y)={2}.(3.x) = {2}]

Initialization:
..push ({1, 3}): [0]

[{1,3}=1{y}]

pop () —>{1, 3} : [0O]
({1, 3r,x) =+ {{2, 3}} —> {{2, 3}}
..push ({2, 3}): [1, {2, 3}]

[11,3F =1y} {23} ={xy}]

({1, 3},y) : skip
pop()->{2, 3} : [0O]

({2, 3r,x) =« {{1, 2}} —> {{1, 2}}
..push ({1, 2}): [1, {1, 2}]

(1,25 =0y, {13 =1y}, 12,3} = {xy}]

({2, 3},y) : skip
pop () ->{1, 2} : [O]
({1, 2y,x)y o {{1, 3}} -> {{1, 3}}
(L2} ={xxy}, {LL3}={y,xxxy}, {2,3}={xy}]
({1, 2y,y)y o {{1, 2}, {2, 3}y -> {{1, 2}, {2, 3}}

[E1, 25 = Jyxxy, xxy §, {1,335 = 1Y, Xxxy , {2, 3§ = {XY, yXXy, Yyxxy } |

Result of ImrehSteinby:
true

A table opcié hatdsara az eljards outputja az automata irdnyitd tabldja, mig a
word opcio pedig egy iranyitd szot jelenit meg, ha az els paraméterként adott
automata iranyithato.
> ImrehSteinby (Cerny (3) ,table) ; # table
table([{ 1,3} = {Y, Xy }, {2,3} = {XY, yxxy, yyxxy },

{12} = {yxxy, xxy }

D
> ImrehSteinby (Cerny (3) ,word) ;

yXXy

3.3 U -automatak
Tekintsiink egy tetszéleges automatat, mondjuk a Cerny(4) automatat, és allitsuk

el6 az iranyito tablajat.
>Xi:=Cerny (4) ;
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2e=0{1,2,3,4}, {x, ¥y} 8, {1}, {4}]

> T:=ImrehSteinby (Xi, table) ;
T:=table([{ 1,3} = {yXyxxxy, Xyxxxy }, { 1,4} = {y, Xxxxy },

{123 = {yxxxy, Xxxy §,
{3,475 = {yxXyxxxy, xy }
D

Gyujtsiik 6ssze az iranyitd tablaban taldlhat6 minden egyes Osszefésiilo bemend
szOt.

>W:="union’ (map (x->rhs (x) ,op(op(T)))[]1);

W = {y, YXYXXXY, XY, XYXXXY, XXYXXXY, YXXXY, XXXXY, YXXY, XXy, XXXy }

(=)

Hozzunk Iétre egy 1j automatat a =2 automata allapothalmazan oly modon, hogy
a W halmazban talalhat6 szavakat tekintjiik az 1j automata bemend jeleinek.
> LL:=NULL:xc:=A:Code:=table([]) :
for xi in W do
Code[xc] :=xi:
for xs in Xi[l] do
LL:=LL,xs,xc,Delta(Xi,xs,xi)
od:
xc:=convert (convert ([convert (xc,bytes) []+1] ,bytes) ,name) ;
od:
eval (op (op (Code))) ;
[J =xxxy, D =xyxxxy, H=yxxy, E = xxyxxxy, G = xxxxy, A=y, F = yxxxy,

C =xy, B =yxyxxxy, | =xxy |

A fenti Maple ciklus létrehoz egy Code nevii kodtablat, amelyben W halmaz
minden elemére egy 0j bemend jelet vezetink be. Ezzel egy kolesondsen

egyértelmii megfeleltetést hoztunk létre a kiindulasi = automata irdnyitd
tablajaban szerepld bemend szavak, és az 01j automata bemend jelei kozott.

A kovetkezé utasitisban létrehozzuk az uj automatat, melyet H(E) -vel jelolink,
majd megjelenitjik W(Z) atmenet grafjat.

>mu('Xi') :=genaut ([LL]) ;
w=)=[{1,23,4},{,D,F,C,H,J,A/B,E,G},0, {1}, {4}]

>plotaut (mu('Xi'));
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ABDFG

ABDG

Ideje azonban matematikai definiciot adni az eddig példan ismertetett automata
konstrukciora.

3.3.1 Definicio
Legyen Z automata, legyen tovabba
W(Xi)={w|W € X * Iétezik olyan &, b € = , amelyre w eleme a
DirTab_ [a,b] halmaznak}.
Legyen tovabba Y 4&bécé, amelyre a |Y|= W(E) | és d: Y>W(E)
kolcsondsen egyértelmii leképezés. Azta WE) =[Z,,Y, 8, Z,, E; ] automatdt,

amelyre a O(W(E),d,Y)=0(E,8,Y$) egyenléség minden a éllapotra és
Y € Y bemend jelre teljesiil a = automatéhoz tartozd H -automatanak, vagy

=

rovidena = W -automatajanak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a H -automata nem minden automatara létezik. Ugyanis, ha
egy automata iranyito tablja iires, akkor a definicioban szerepldé W(ZE) halmaz
is az. Ugyanakkor viszont minden iranyithato automatanak létezik M -automataja.

A M -automatidk az eredeti automata szamos tulajdonsagat (pl. kommutativitas,
nilpotensség, definitség) 6roklik. Szamunkra azonban legfontosabb a kdvetkezd

3.3.2 Tétel

A E automata akkor és csak akkor iranyithato, ha W(Z) létezik és iranyithato.
Bizonyitas

El6szor is vegyiik észre, hogy barmely p= Y, Y, ... ¥, bemend szoéra és barmely
a allapotra A(WE),a,p) = A(E, a,y, ¢y, 0.y, ¢) Eza W
hossza szerinti teljes indukcidval kdnnyen bizonyithato.

Az allitas sziikségességének bizonyitasdhoz tegyiik fel = iranyithats. Ekkor az
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=

1. Allitas szerint 1étezik = -nek olyan W iranyt6 szava, ami eléall a & irdnyit6
tablajaban talalhatd Osszefésiild szavak konkatenacidjaként. Legyen tehat w =
W, W, .. W, ahol W, € W(E) (I=1,_.k. A w (I=1,.k szavak

mindegyike eléall valamely Y-beli bemend jel ¢ melletti képeként, tehat
mindegyiknek van 6se ¢ mellett.

= . . -
Legyen Y, =W, ¢ (1=1,.k). Ekkorp= Y, ¥, ..Y, iranyité szo WE) -

ben. Valoban tetszdleges a és b allapotokra
A((E), a,p) _

:A(E a y1¢y2¢“.y3¢)=
A E a W W
:A(E, a,w,_

_A B bw,_

LAE b W, W
A E b ViV Yid
_A(WE), b, p)

ami bizonyitja, allitdsunkat.

# H(':) dtmenetfiggvénye
(-1
yi = Wi (I)

T

# w irdnyitd szava Xi-nek
W, W, W,

# w = ... K
(-1)

=)
# H(H) dtmenetfiggvénye

Az elegségesség igazolasahoz tegylik fel, hogy ap =Y, Y, ..y, iranyito szava

U(Z) -nek. Megmutatjuk, hogy a w = Y, ¢ Y, o .. Y ¢ szo6 iranyitd szava

= -nek. Valoban legyen a és b tetszdleges allapot. Ekkor
A(E,a,w) _

AE a YioNd Yid
_A(E), a,p) _
_A(W(E), b, p) _
AE b YNioYao Yo

A, b,w)’

amivel az alllitas igazolasat befejeztik.

pwe 1020 o
, WE)

adtmenetfiiggvénye

# p iranyitd szava “(:‘)

=
# Ll(hd) atmenetfiiggvénye

VY0 Ve

-nek
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4 Didaktikai vizsgalatok

Az automata elméleti el6adasok és munkalapok kidolgozdsa soran szamos
didaktikai elvvel szembesiilhetlink. Kiilondsen akkor, ha feladatunk éppen a
vizsgalando anyagrész didaktikai megkozelitésti targyaldsa. A masik dolog,
amivel szembesiilni elkeriilhetetlen, hogy a didaktikai elvek altalaban nem
alkalmazhatoak kozvetleniil, mechanikusan. Szembe kell tehat nézniink az egyes
elvek ujragondolasanak feladataval, le kell vonni vizsgalat specialis targyabol
adodo kovetkeztetéseket.

4.1 A négyes szabaly elemzése

A négyes szabalyként megfogalmazott didaktikai elv a NCTM 2000 ([26])
standardok kotott 1atott napvilagot, €s azota szamos didaktikai témaju konyvben is
publikacidban hivatkoznak ra (1d. [9], [18], [19]). Az elv gyakorlati alkalmazasa
tobbségében a kalkulus teriiletén valosult meg, s6t bizonyos szerzok eleve a
kalkulusra korlatozzak az elv megfogalmazasat ([20]).

A fliggvénytan valdban kellemes teriilet. A fliggvény helyettesitési értékeinek egy
sorozata példat ad numerikus reprezentaciora, mig a fiiggvény formulaval valo
megadasa illetve grafikonja a szimbolikus ill. a grafikus reprezentaciot biztositja.
A fiiggvénytulajdonsagok természetes nyelven valdé megfogalmazédsa pedig
biztositja a leird, verbalis reprezentacié megjelenését.

Ez az idilli kép azonban arnyaltabba, és komplexebbé valik, ha kilépiink a
kalkulus keretib6l. Ebben a fejezetben gorcsd ala vessziikk a négyes szabaly
kalkuluson kiviili alkalmazasanak kovetkezményeit. Megvizsgaljuk a lehetséges
reprezentacid tipusokat, ramutatunk a reprezentaciok tObbszOrdsségére,
bevezetjliik a realisztikus reprezentacio fogalmat, végiil a numerikus tipus egy
altalanositasat adjuk. Mindezen Iépések elvégzésével egy szélesebb korben
alkalmazhat6 didaktikai elvhez jutunk, melyet a négyes szabaly altalanositasanak
tekinthetiink.

1. Eszrevétel: Reprezentaciok tobbszorossége
A négyes szabaly megfogalmazasa

"every topic should be presented numerically, graphically, symbolically and
verbally"

azt sugallja, hogy a matematikai problémakat (mindegyiket!) négy kiilonféle
modon, egy leird, egy szimbolikus, egy grafikus és egy numerikus
reprezentacioval célszerii, sot melegen ajanlott reprezentalni. Ugyanakkor egy
adott matematikai fogalmat, problémat vagy jelenséget a négyes szabalyban
felsorolt reprezentaciok barmelyikével altalaban tobbféle modon is
reprezentalhatunk. Tehat az egyes reprezentaciok nem egyértelmiien
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meghatarozottak, és mint késébb latni fogjuk, sokszor célszerii tobb kiilonbozd
grafikus vagy éppen tobb kiilonb6z6 szimbolikus reprezentacioval segiteni a
vizsgalt jelenség megértését.

Példa

Tekintsiik azt a sorozatot, amelyre
24" 2
T =—"F——+
n 3 3

A sorozat tehat képlettel adott, most tehat a kiindulasi reprezentacié szimbolikus.
A sorozat els6 10 tagjanak kiszamitdsaval a sorozat egy numerikus
>T:=n->2% (4*n-1)/3;

2 2

T=n—>>4"-Z2

3 3
>seq(T(i),i=1..10);
2,10,42,170, 682, 2730, 10922, 43690, 174762, 699050

Megmutathat6, hogy a Tn sorozat tagjai kielégitik az alabbi rekurziv definiciot:
T,=2
T =4T +2
n+1 n
Az els6 egyenléségrol egyszerl behelyettesitéssel meggy6zddhetiink, a masodikat
pedig a szokasos Maple technikdval mutatjuk meg. Képezzik a két oldal
kiilonbségét, majd az eredményt egyszerusitjiik.

> 4*T(n)+2-T (n+l) ;

g4n 24"

3 3

> simplify (%) ;
0

crer

frjuk most 4t a rekurziv definiciét oly modon, hogy a benne szereplé szamokat
binaris formajukban szerepeltetjiik. A definicio a
T =10
1

T .,=100T +10

n+1

alakot 6lti egy ujabb szimbolikus reprezentaciot szolgaltatva.

Az 1j rekurziv formula szerint a sorozat elsé tagja a 10 binaris szdm. A masodikat
ugy kapjuk, hogy ezt szorozzuk 100-zal, ami két nulldnak a szdm végére irasat
jelenti, majd 10-et hozzaadunk, ami a szam végére irt két nullat 10-re valtoztatja.
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Az elvégzett két 1épés Osszességében azt eredményezi, hogy a sorozat kdvetkezd
tagja ugy keletkezik, hogy az aktualis tag utan egyszertien 10-et irunk. A masodi
tag a 1010, a harmadik 101010, stb.. Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a
sorozat tagjait binaris szamokként az

L = {10, 1010, 101010, 10101010, ...}

halmaz elemei irjak le, amely L halmaz a {0,1} kételemi abécé feletti nyelvnek is
tekinthetd, és mivel regularis, felismerhetd automataval. Az alabbi Maple
utasitasok két ilyen automata atmenet grafjat jelenitik meg. Ezzel egy csapasra két
grafikus reprezentaciot is szolgaltatva a kiindulési problémara.
>L={seq(convert (2* (47i-1) /3,binary) ,i=1..5)};

L={10,1010, 101010, 10101010, 1010101010}

>with (aut) :
Xi:=genaut([A,1,a,a,0,{b,f},b,1,a],3):
pl:=plotaut(Xi, [-2,0]):
p2:=plotaut (ConDet (Xi) ,[2,0]):
plots[display] (pl,p2,scaling=unconstrained) ;

T

s

Foglaljuk 6ssze, hogy mit is lattunk. Felvettiink egy sorozatot, amelyet elsd
megjelenési formdjaban szimbolikusan reprezentaltunk, majd a rekurziv definicio
decimalis és binaris alakjaval tovabbi két szimbolikus reprezentaciot allitottunk
el6. A binaris alakban adott szamhalmaz nyelvként valo felfogasa burkolt attérés
a numerikus reprezentaciordl a szimbolikus reprezentaciora. igy a nyelvként valo

crcr

crcr

Reprezentacio tipusok

A fenti gondolatmenet azt példazza, hogy szé sincs arrol, hogy létezne legjobb,
vagy kiemelt reprezentacio. Eppen ellenkezdleg, mind a négy szimbolikus
reprezentdcionak megvolt a maga szerepe abban, hogy eljuthassunk a targyalt

crer

Lathat6 tehat, hogy a négyes szabalyban szerepld fogalmak (numerikus, grafikus,
szimbolikus ¢és verbalis) valdjaban nem egy-egy reprezenticiot, hanem
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reprezentacio tipusokat hataroznak meg. A konkrét reprezentaciok e tipusok
kiilonféle megjelenési formai.

A reprezentacio valasztasanak szabadsaga

Ha valamibdl tobb van, akkor felmeriil a valasztds lehetdsége és kényszere is.
Milyen tipusu, és az azonos tipustiak koziil melyik reprezentaciot valasszuk egy
probléma vizsgalata soran?

Ez a kérdés tapasztalataim szerint komoly nehézségeket okozhat a tanuldk egy
részénél, ami abbol az altalanos iskolaban kialakuld szemléletbdl fakad, hogy a
matematikai probléméak megoldasa, eldre meghatarozott, a feladat 1ényegébdl
kovetkezo sziikségszerli €s determinisztikus Iépések sorozata. Tehat a feladat
megoldasanak egy meghatarozott Gitja van, a tanulonak nincs mas dolga, mint ezt
az utat megtalalni. Vagy masként fogalmazva a kell6 eréllyel belésulykolt
megoldasi [épéssorozatot az adott feladatra rekonstrualni.

Valéban nem konnyli szembesiilni azzal, hogy a matematika egzakt volta nem
jelenti a megoldashoz vezetd Ut unicitdsat. A megoldand6 probléma tehat nem
hatarozza meg egyértelmiien azt az utat, amellyel eljuthatunk annak megoldasaig.

Hogyan valasszuk hat ki a megfeleld reprezentaciot? A valasz: mi dontjiik el.
Szabadon valaszthatunk, am azzal tisztaban kell lenniink, hogy a kiilonb6z6
reprezentaciok, sokszor még az azonos tipustiak sem azonos modon tamogatjak
gondolkodésunkat.

2. Eszrevétel: Bazisreprezentacio

A kiillonb6zd problémak mas-més reprezentacioban jelennek meg a
megfogalmazasuk pillanatdban. Eszerint a vizsgalt jelenséget leird lehetséges
reprezentaciok koziil az egyik kiemelt szerepet jatszik, nevezetesen az a
reprezentacio, amelyen az adott fogalom, tulajdonsag vagy probléma, alakot oOlt,
megfogalmazodik. Ezt a  Kkitiintetett  reprezentaciot a  probléma

crcr

Az U fogalom felhasznalasaval azt mondhatjuk, hogy az el6z0 pontban
bemutatott példa bazisreprezentacidja a szamsorozat képlettel megadasa, tehat a
vizsgalt probléma bazisreprezentacidja szimbolikus tipusu.

3. Eszrevétel: Reprezentaciok tulajdonsagai

A reprezentaciok nem oOnmagukért vald matematikai fogalmak. Egy 1j
reprezentaciot azért vezetiink be, hogy az a vizsgalat targyanak valamely
tulajdonsagat kiemelje, konnyebbé, atlathatova, érthetobbé tegye. Ehhez
mindenek el6tt biztositani kell az egyes reprezentaciok kozotti atjarast. Ennek
mindkét iranya megléte sziikséges ahhoz, hogy az egyik reprezentacidban vizsgalt
probléma a mésik reprezentacidban is megfogalmazhat6 legyen, valamint hogy az
atfogalmazott probléma megoldasa az eredeti reprezentacidban is leirhato legyen.
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Példa

Tekintsiik a paraméteres egyenletrendszerrel adott
X=t
y=sin(2t)

fliggvény gorbéjét a Descartes féle koordinatarendszerben (1d. [7]). Mint tudjuk, a
fliggvény periodusa T, és ez gy jelenik meg a grafikus reprezentacidoban, hogy
akarmilyen értéket is vesziink, a fiiggvény X helyen vett helyettesitési értéke
megegyezik az X+ T helyen vett helyettesitési értékkel. Mindezt kovetkezd
animacio is jol szemlélteti.
>p:=[t,sin(2*t) ,t=0..2*Pi];

p:=[tsin(2t),t=0.2mn]

» period(p,l.2,cartesian);

Térjlink most at egy masik grafikus reprezentaciora, €s abrazoljuk a gorbét polar
koordinata rendszerben!
» period(p,l.2,polar);

Bizony jelentdsen megvaltozott a fiiggvény képe. Am most minket elsésorban az
érdekel, hogy a periodicitas milyen alakot 6lt az 11j reprezentacidoban? Figyeljiik
meg, és egy kis toprengés utan meg is gyOzhetjik magunkat errél, hogy a
derékszogil koordinatarendszerben vizszintes szakasz egy origdn atmend egyenes
szakaszdva, mig a fliggbleges egyenes szakaszok origd koriili korok korivévé
transzformaldédnak a polar koordinata rendszerben. Ily moédon fliggvénylink
periodicitdsa nem mast jelent, mint hogy akarmilyen értéket is valasztunk és
rajzolunk egy sugaru és egy sugart kort az origo koriil, akkor ezen koroknek a
fliggvénygorbével vett metszéspontjait Osszekdtve origon atmend egyenest
kapunk.
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Eléggé nyilvanvalo, hogy didaktikai szempontbol a polar koordinatas
reprezentacioval két gond is van. Egyrészt nem konnyl (értsd nem konnyen
érthetd és kezelhetd) az atmenet a két grafikus reprezentacid kozott, masrészt a
vizsgalt tulajdonsag az eredeti reprezentacidban egyszeriibben, tisztabban és ily
moédon konnyebben érthetdéen fogalmazodott meg mint az 01 reprezentacioban.
Akkor meg mi sziikség van ra?

Ha tehat a vizsgalt probléma a szinusz fliggvény periodicitdsa, akkor a polar
koordinata rendszerben vald grafikus abrazolas kifejezetten szerencsétlen
valasztas. Jogosan meriil tehat fel a kérdés, hogy mik azok a feltételek, amelyek
teljesiilése esetén a reprezentacio didaktikailag jol hasznalhat6?

Atfogalmazhatésag

Egy reprezentacio hasznalhatosaganak elengedhetetlen feltétele, hogy a vizsgalt
jelenségnek a bazisreprezentacioban megfogalmazott lényegi tulajdonsagai az 1j
reprezentdcioban olyan alakot Oltsenek, olyan alakra fogalmazddjanak at,
amelynek megoldasa mar ismert, vagy az eredetinél konnyebben atlathatd és
megoldhatd. Ezen feltételek esetén azt mondjuk, hogy a vizsgalt fogalom,
tulajdonsag vagy probléma az adott reprezentacidra nézve atfogalmazhato.

2. Példa

Tekintsiik példaként a két ismeretlenes linedris egyenletrendszer megoldasanak
feladatat. A szimbolikus tipust bazisreprezentacioban megjelend problémahoz
konnyen adhatunk két grafikus reprezentaciot (1d. [9]. Az els6ben az egyenleteket
egyenes egyenletének felfogva a problémat két egyenessel szemléltetjilk, mig a
masodikban az x és az y valtozd egyiitthatoit, valamint a szabad tagokat két
komponensi sikbeli vektorokként dbrazoljuk.
>M:=1linalg[matrix] (2,3,[1,2,2,2,1,2]):
M[1,1]*x+M[1,2]*y=M[1,3] ;M[2,1]*x+M[2,2]*y=M[2,3];

X+2y=2

2X+y=2

>plots[implicitplot] ({%,%%},x=-4..4,y=-4..4);

N

]
4 2 2

23

>ul:=Vector ([M[1,1] ,M[2,1]1]):
u2:=Vector ([M[1,2] ,M[2,2]]):

47. oldal



u3:=Vector ([M[1,3],M[2,3]]):
plots[display] (plots[arrow] ({ul,u2},color=green),k\
plots[arrow] (u3,color=blue)) ;

29

oL B L B B B B I B B B B B B B B R |

gs 1 1458 2

A bazisreprezentacioban az egyenletrendszer megoldasanak algebrai megkeresése
a feladat. Ez a feladat masodik reprezentaciora nézve atfogalmazhato, hiszen
ebben az eredeti feladat két egyenes metszéspontjdnak geometriai
meghatarozasara redukalodik. Az egyenletrendszer megolddsa a harmadik
reprezentaciora nézve is atfogalmazhatd. Itt ugyanis az egyenletrendszer
megoldasa egy vektor masik két vektor linearis kombinacidjaként wvalod
eléallitasanak feladatara fogalmazodik at.

Ezen a ponton emlékeztetiink ra, hogy a szinusz fiiggvény periodicitasa a polar
koordinata rendszerben vald grafikus reprezentaciora nézve nem atfogalmazhato.

Végiil figyeljik meg, hogy az atfogalmazhatdsag reprezentaciofiiggd. Ez alatt az
értendd, hogy ugyanaz a probléma egy adott reprezentaciora nézve lehet
atfogalmazhatd, mig mas reprezentaciora nézve nem. Mivel szdmunkra altaldban
a probléma adott, ezért ahhoz keressiik a reprezentaciot, és nem forditva. Tehat a
feladat rendszerint az, hogy adott problémahoz olyan reprezentaciot talaljunk,
amelyre nézve az atfogalmazhato.

Atjarhatosag
A konnyl atjarhatéosag a reprezentaciok hasznalhatosaganak masik sziikséges
feltétele. Nem tekinthetd ugyanis elfogadhatd reprezentacionak az, amelyre valo

atjaras tal bonyolult, nehezen elvégezheté és ily mddon nem tamogatja a
megértést, hanem felesleges technikai nehézségeket timaszt.

Az el6z0 példaban konnyl attérés adodik az egyes reprezentaciok kozott. A
szimbolikus reprezentacioban megadott egyenletek maguk irjak le az egyenesek
egyenleteit. Ugyancsak konnyen végrehajthatd az atjards a szimbolikus
reprezentaciorol a masodik grafikus reprezentaciora is, hiszen nincs mas dolgunk,
mint az x valtozo egyiitthatoit egy vektor két koordinatdjanak felfogva, azt a
derékszogl koordinata rendszerben abrazolni. Majd ugyanezt végrehajtani az y
valtozo egyiitthatoira és a szabad tagokra is.

Az atjarhatosag fontossagat kiemeli az a tény is, hogy az elemi matematika dontd
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hanyada nem mast tesz, minthogy a problémak kiilonb6z6 reprezentacioi kozotti
atjarast gyakoroltatja, és kéri szamon a tanuloktol. Amikor a tanuld szdveges
feladatot old meg mondjuk két ismeretlenes linearis egyenletrendszerrel, akkor
valojaban nem csindl mast, mint a megoldandé probléma leird, szdéveges
abrazolja a kapott egyeneseket és ezek metszéspontjat hatarozza meg, akkor a
szimbolikus reprezentaciordl attér egy grafikus reprezentaciora. Ugyanezt
csinaljuk a fliggvényabrazolas soran is. Es mikozben attériink a grafikus
reprezentaciora a fliggvény kiilonboz6é szimbolikus reprezentacioban megadott
tulajdonsagait (parossag, periodicitas, konvexség, stb.) atfogalmazzuk a grafikus
reprezentacio geometriai tulajdonsagaira.

Ebben az értelemben tehat a kiillonbdzé reprezentacid tipusok kozotti atjaras
végrehajtasanak képessége a tanulok matematikai tudasanak mércéje.

4. Eszrevétel: Realisztikus reprezentacio

Célszerl a vizsgalt jelenség szempontjabol jol hasznalhato reprezentaciokra kiilon
elnevezést bevezetni. Egy reprezentdciét az adott problémara nézve
realisztikusnak neveziink,

1. haareprezentacioé a probléma bazisreprezentaciojarol atjarhato,
valamint

2. ha az adott probléma erre reprezentaciora nézve atfogalmazhato.

A realisztikus reprezentaciok tehat nem masok, mint azok, amelyeknek a vizsgalt
matematikai fogalom, probléma, vagy jelenség szempontjabol didaktikai
hasznossaga, ésszerlisége van.

Lathat6, hogy egy reprezentdcio realisztikussaga a vizsgalt jelenségre nézve
relativ fogalom. Ugyanaz a reprezentacié valamely problémara lehet realisztikus,
mig egy masik jelenségre vonatkozva nem az.

5. Eszrevétel: Kognitiv hatékonysag

A kognitiv hatékonysag fogalmat Ziegenbalg (1d.[16]) az algoritmusokra illetve a
programozasi nyelvekre vezeti be. A kognitiv hatékonysag, vagyis az
atlathatosdg, a konnyen érthetdség, a szemléltetd erd, a tanuldok kognitiv
strukturajadhoz  valé  varratmentes illeszkedés azonban értelemszeriien
kiterjeszthet6 reprezentaciokra is.

A kiilonbdzo tipust reprezentaciok, sot azonos tipust reprezentaciok mas-mas
modelljeinek kognitiv hatékonysaga jelentdsen eltérhet. Ugyanis a reprezentaciok
kognitiv hatékonysaga problémafiiggd. Baj lenne, ha nem igy lenne. A
reprezentaciokat pontosan ez a tulajdonsaguk teszi alkalmassa arra, hogy
hozzajaruljanak a  gondolkodasunk  fejlodéséhez, az  eredményesebb
problémamegoldashoz.
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3. Példa

Klasszikus példa, sok szerz6 targyalja is a kalkulus egyik legnehezebben tanithato
fogalmat a sorozatok hatarértékét (Id. [4]). A hatarérték szimbolikus
reprezentacidja, a kvantorokkal megfogalmazott logikai formula, a tanulok
szamara reményteleniil nehezen érthetd. Igy azt kell mondanunk, hogy ebben az
esetben a szimbolikus reprezentacié kognitiv hatékonysaga rendkiviil alacsony.
Kissé jobb a helyzet a verbalis reprezentacidval, amikor is azt fogalmazzuk meg,
hogy akarhogy vessziikk fel a hatarérték egy kornyezetét, mindannyiszor a
sorozatnak csak véges sok tagja maradhat ki ebbél a kornyezetbdl. Am az igazan
hatékony reprezentacié a Maple animacios technikajanak felhasznalasaval adhato.
A konvergencia eljaras forrasszovege a dolgozat Appendixében talalhato

» konvergencia(sin(n)/n+1,0.07);

Sorozat: {sin(nyn+1}

a+epsilon

e 5%a oo
1 51 —— -y a
5 o

a-epsilon

0.8 el

Az esetek nagy részében a legjobb kognitiv hatékonysagu reprezentacio grafikus
tipusu. Ez nem véletlen, hiszen a grafikus reprezentaciok a gondolkodas ikonikus
sikjan fejtik ki hatasukat hatékonyan tAmogatva az induktiv gondolkodast.

6. Eszrevétel: Konkretizalt reprezentacié

Mint ahogy azt mar a bevezetdben emlitettiik, a négyes szabaly alkalmazasa
elsdsorban fliggvénytan egyes fejezeteinek targyalasara korlatozodik. Ennek
megfelelden a numerikus reprezentaciok jelesen valamely fliggvény helyettesitési
értékeinek felsorolasaban, esetleg szisztematikus, tablazatos bemutatasaban
Oltenek testet. Példaként megemlitjiik, hogy Fuchs [9]-ban a Heron iteracio
bemutatasaval ad numerikus reprezentaciot a konvergencia fogalmara. Ugyanezt
teszi Sarvari a Newton iteracioval (1d. [27]).

Mi torténik azonban, ha kilépiink a valés fiiggvények korébol? Test feletti
polinomgytiri esetén a polinomok helyettesitési értékei testbeli elemek, amik
lehetnek ugyan szamok (szamtest esetén), de nem feltétlentil azok. Beszélhetiink-
e itt numerikus reprezentaciorol? Vagy tekintsik az automata elméletet.
Elnevezhetem ugyan egy automata allapotait szamokkal,...
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>printaut (randaut(3,2)) ;

STA\INP 1
1 2
2 2
3 3

Initial state:, 1
Set of final states:, {1,2,3}

. de felvetodik a kérdés, hogy az abran lathatdé atmenet tdbla numerikus
reprezentacionak tekinthetd-e? Vagy lehet-e példaul az {x,y} kételemli abécé
feletti nyelvekre numerikus reprezentaciot adni? Azt tudjuk a Turing gépek
elméletébol, hogy a matematikai objektumokat binarisan koédolni tudjuk, am az
igy keletkez6 numerikus reprezenticid messze nem realisztikus, igy a mi
targyalasunk szempontjabol nem hasznalhato.

Szembe kell tehat nézniink azzal, hogy a numerikus reprezentacid bizonyos
targykorokben, ill. bizonyos absztrakcios szint felett kozvetleniill nem
értelmezheté. Igy ha nem akarunk a numerikus reprezentaciorél sem lemondani,
sem pedig hasznalatat pusztan kalkulusbeli targykorokre megszoritani, akkor meg
kell probaljuk azt altalanositani, azaz egy olyan altalanosabb elvvel helyettesiteni,
ami az eddig ismert esetekre a mar megszokott numerikus reprezentaciét adja,
mikozben szélesebb korben hasznalhato.

Nézziik csak meg, hogy mit is csindlunk akkor, amikor egy fiiggvény
helyettesitési értékét kiszamoljuk. Nem madst, minthogy a vizsgalt altalanos
jelenséget (jelen esetben a fiiggvényt) konkrét szampéldakon keresztiil mutatjuk
be, konkrét példakkal reprezentaljuk. Tehat a vizsgalt matematikai objektum vagy
jelenség egy konkrét megjelenési formajat allitjuk eld, konkretizaljuk a
problémat, mikdzben azt is feltételeztiikk, hogy az igy keletkezd konkretizalt
reprezentacio megjelenési formaja mar a tanul6 szamara ismert.

Figyeljiilk meg, hogy a konkretizalt reprezentacid alacsonyabb absztrakcios szintet
képvisel6 megjelenési format, az altalanos jelenség egy-egy specialis esetét allitja
elé. A konkretizalt reprezentacié a numerikus reprezentacio altalanositasa, hiszen
valés szamokon értelmezett matematikai objektumokra alkalmazva, valds
szamokat eredményez, ¢és ily moddon a vizsgélt jelenség numerikus

crcr

Osszefoglalas

Mint a nagyszerl és kellden mély elvek altalaban, a négyes szabaly is rendkiviil
egyszerii formaban olt testet. Alkalmazasanak altalanos igénye arra készteti a
felhasznaldjat, hogy részletesen gondolja at és rendszerezze reprezentaciokkal
kapcsolatos fogalmait.
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Mint lattuk az egyes reprezentacios tipusok sok esetben tobbszordsen jelennek
meg egy probléma vizsgalata soran. Ennek megfelelden sz6 sincs négy kiillonbdzo
reprezentaciorol, legfeljebb négy kiillonb6zo reprezenticios tipusba tartozod
reprezentaciok kell6 szamu, néha csak kettd néha akar 6t-hat alkalmazasarol.
Ennek megfeleléen célszerlibbnek tartanank a négyes szabaly helyett a targyalt
elvet tobbszoros reprezentacié szabalyanak nevezni, melyet a most bevezetett
fogalmaink segitségével az aldbbi formaban fogalmazhatunk meg. A
matematikai problémakat, fogalmakat, jelenségeket ajanlatos tobb, a
vizsgalat targyara nézve realisztikus reprezentacioval szemlélhetni. A
tobbszoros reprezentacio elvének javasolt formaja tehat

"every topic should be presented by multiple realistic
representations''.

Ezek a reprezentaciok a konkretizalt, a grafikus, a szimbolikus €s a verbalis
reprezentacio tipusokbol keriilhetnek ki. A konkretizalt reprezentaciod tipus
bevezetésével a négyes szabaly altalanositasahoz jutunk, mig a realisztikus
reprezentaciokra vald szoritkozas biztositja, hogy a targyalds soran felmeriilo
reprezentacioknak a vizsgalt matematikai fogalom, probléma, vagy jelenség
szempontjabol didaktikai ésszertisége legyen, és ily modon hozzéjaruljanak a jobb
megértéshez és a targyalas nagyobb kognitiv hatékonysagahoz.

4.2 Fogalmak tanitasa

A didaktikai és elveket, amelyek a CAS felhasznalasanak didaktikai kutatasai
eredményeiként jottek létre, a matematika szamos teriiletén alkalmazzak. Els6
sorban a kalkulusbeli, a linaris algebrai, és geometriai alkalmazasok érdemelnek
emlitést. Ugyanakkor az automata elmélet fogalmai is kivaloan alkalmasak arra,
hogy segitségiikkel illusztraljuk a kiillonb6z6 didaktikai elvek gyakorlati
alkalmazasait.

Ebben a fejezetben kidolgozzuk a véges allapoti gépek matematikai
koncepcidjanak didaktikai megkozelitésen alapuld targyaldsat. A vald vilag
problémaibdl indulunk ki (Archimédeszi elv). A véges allapotu gépek intuitiv
fogalmat hasznaljuk arra, hogy bevezessiik és implementaljuk a véges automatak
a Maple automata elméleti csomagjanak szdmos eljarasat hasznaljuk, am ezek
mindegyikét fekete doboznak tekintjiik. Nem torédiink ugyanis azzal, hogy az
egyes eljarasok hogyan dolgoznak. Elegendd tisztaban lenni felhasznalasukkal,
mivel ezeket az eljarasokat jelen targyalasi szakaszban kisérleti eszkozokként
hasznaljuk.

A didaktikai cél az asztrakcié folyamatinak megvilagitasa. A matematikai
modell megalkotasa soran olyan tisztdn matematikai eszkozoket kell talalnunk,
amelyek alkalmasak arra, hogy leirjdk a szekvencialis gépek 0Osszetevoit és
mikddését. A munkat tapasztalatgyijtéssel kezdjiikk. Az automata elméleti
csomagot hasznaljuk arra, hogy tapasztalatokat gytjtiink az Aaltalanositott

52. oldal



atmenetfiiggvény miikodésérol. Kisérleteink ravezetnek benniinket arra, hogy az
Osszetett fliggvény képzés alkalmas eszkoz olyan valdsagos dolgok
modellezésére, mint a bementi szalag és az olvaso fej. Folderitjiik az altalanositott
atmenetfiiggvény legfontosabb tulajdonsagait, mely alapjan képesek lesziink
formalisan definidlni a determinisztikus automata ¢és az altalanositott
atmenetfiiggvény fogalmat, valamint a szavak és nyelvek felismerését. A tanulasi
folyamat végére teljes egészében megértjiikk az implementacié miikodését, mely
révén az eddig fekete dobozként miikodo eljarasok fehér dobozza vallnak.

Ezek utan folytatjuk az absztrakciéo folyamatat. Az absztrakcid elsd lépésével
szekvencialis gépek intuitiv fogalmara alapozva megalkottuk a determinisztikus
automata fogalmat. Az absztrakcid kovetkezd 1épésében erre a determinisztikus
modellre alapozva felépitjik a nemdeterminisztikus automata fogalmat
Ugyantgy, mint kordbban, most is az induktiv eljarast hasznaljuk: Kisérletezés,
az eredmények ¢és megfigyelések formalizalasa, Aaltalanositas ¢s az Wj
koncepcid bevezetése.

A kiinduld pontunk a determinisztikus automata atmenet grafja, amely a
determinisztikus viselkedésnek koszonhetden, bizonyos specialis
tulajdonsagokkal rendelkezik. Azt kérdezziik, hogy mi torténne, ha elvetnénk
ezeket a tulajdonsagokat, és megprobalnank minden egyes iranyitott cimkézett
grafot valamilyen képzeletbeli automata atmenetfiiggvényének tekinteni? Teljes
egészében leirjuk ennek a feltevésnek a kovetkezményeit. El0szor azt kell
realizalnunk, hogy megvaltozik az atmenetfiiggvény koncepcidja. Ez a valtozas
ugyanakkor azzal jar, hogy olyan 1j fogalmakat kell bevezetniink: lehetséges
futasok halmaza futas helyett, lehetséges allapotok halmaza az aktualis allapot
helyett. Folfedeziink egy a bemend sz6 feldolgozasat leiré ujabb reprezentaciot,
amelyet a lehetséges futasok fajanak neveziink. Hasonléan a determinisztikus
esethez a kisérleteink végére mindent tudunk ahhoz, hogy formalizaljuk a nem
determinisztikus altalanositott atmenetfiiggvény fekete dobozabol fehér
dobozt készitiink.

A tanulds egy idoben zajlé folyamat megallasokkal, visszacsatolasokkal,
visszalépésekkel, kisérleti fazisokkal tarkitva. A Kisérletek alapvetd szerepet
jatszanak a megfigyelés soran a tapasztalatok 0sszegyljtésében. Az itt felmeriild
legnehezebb kérdés az, hogy mennyi idét kell toltsiink kisérletezéssel? Mas
szavakkal azt is kérdezhetnénk, hogy hanyszor kell egy kisérletet megismételni
annak érdekében, hogy az osztalyban 1évé minden egyes tanuld képes legyen az
eredmények felvazolasara, a tapasztalt jelenségek mogottes meghuzodo altalanos
szabalyok megsejtésére és azok formalizalasara? A nehézség itt abban all, hogy az
osztaly tanuldinak felfogd képessége jelentdsen eltéréseket mutathat.

A valaszunk erre a kihivasra a CAS hasznalata. A Maple, mint barmelyik maés
interaktiv. CAS, lehetéséget ad a felhasznalonak utasitasok adott sorozatdnak
tobbszori, ismételt végrehajtasara, mikdzben a felhasznaldé a szamitasban
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résztvevd adatok modositasat is konnyedén elvégezheti. Mindossze a Maple
munkalapok szerkezeti strukturadlasa mellett be kell vezetniink a munkalapok
didaktika strukturaldsat. A tanulok figyelmét fel kell hivni arra, hogy melyik a
kezddépontja és hol a végpontja azoknak egymast kovetd és logikailag 6sszefiiggd
Maple utasitasoknak, amelyek alkalmasak egy jelenség valamilyen szemponta
megfigyelésére, vagyis amelyek kisérletet alkotnak. Ha a Maple eljarasainkat és
utasitasainkat gy szervezzik, hogy a kisérlet els6 utasitasa azokat az adatokat
tartalmazza, amelyektdl az adott kisérlet fiigg, akkor ez az elsé utasitas egy PoP
(Point of Practice) helyet definial a tanulési eljaras folyamataban. A POP pontot
tehat arra hasznaljuk, hogy meginditsunk vele egy kisérletet és segitsiink a
tanuloknak abban, hogy megtalalja azokat az adatokat, amelyeket megvaltoztathat
a kisérletezés soran. A kisérletet alkotd utasitasok sorozatanak utolsé parancsat
EoP-vel (End of Practice) jeldljiik.

Ily moédon tehat a tanitasi anyagunk szamos PoP-EoP part tartalmazhat, amelynek
mindegyike egy-egy kisérlet elsé illetve utolsd utasitasat jeloli ki. A kisérlet
természetesen nem csak Maple utasitasokat és azok outputjait, hanem szdveges
magyardzatokat, értelmezéseket is tartalmazhat. Nem tlinik indokoltnak a PoP-
EoP parok egymasba skatulyazasa, az atfedések pedig egyenesen zavardak.
Eszerint azt is mondhatjuk, hogy Maple munkalapunk didaktikai struktarajat
idegen PoP-EoP parok alkotjak. A kisérlet input adatait a POP utasitas
tartalmazza. A kisérlethez tartozo utasitasok sorozatat a tanuldk annyiszor hajtjak
végre, ahanyszor sziikségiik van a kisérlet eredményeinek megértéséhez és az
eredmények helyes interpretalasahoz.

Determinisztikus eset
Motivacié
Intuitiven ugy gondolunk egy determinisztikus automatira, mint egy
szekvencialis véges allapotl gépre, melynek van egy input szalagja és egy olvaso
feje. Az input szalag tartalmazza a bemend szot, amelyet az olvaso fej balrdl-
jobbra olvas el karakterenként. Az automata miikodése mindig a kezdd allapotbol
indul. Az olvasoéfej leolvassa a legels6 input jelent, melynek hatdsara az automata
megvaltoztatja allapotat. Ezt a valtozast az automata atmenet fiiggvénye irja le.
Ezek utan az automata olvassa a kovetkezé bemend jelet, ismét allapotot valt és
mindezt addig végzi, amig teljes egészében el nem olvasta az input szalagon
talalhato Osszes jelet. Azt a harom Iépéses eseményt, amely az aktualis input jel
olvasasabol, az allapot valtozasbol és az input olvasé fej jobbra Iéptetésébdl all,
atmenetnek nevezziik. Eszerint tehdt az automata miikodése nem mas, mint
atmenetek egymds utdnja. Ha az allapot, amelybe az automata jut, mikdzben
végig olvasta a szalagon taldlhatd Gsszes jelet, végallapot, akkor azt mondjuk,
hogy az automata a bemend szot felismeri, vagy elfogadja.
» showaut(genaut([a,x,b,a,y,f,b,y,a,b,x,f,f,y,a,£f,x,b]),\

XYYXX) ;
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Finite state automaton

Lely [y [wlx] |

@@

Processing

Implementacio

Amit eddig elmondtunk a véges automatakrdl, elegendé ahhoz, hogy
automata allapotai 6sszegytjtjiikk egy véges halmazba, amelyet allapothalmaznak
neveziink. Mivel a Maple kezeli a halmaz adatstruktarat, konnyedén tudunk
létrehozni egy olyan S halmazt, amely az a, b és f allapotokbol all.
>8:={a,b,f};

S={f,a,b}

Az automata input szalagja egy input szot tartalmaz, amely nem mads, mint
bemend jelek véges sorozata. Osszegylijtve az Osszes lehetséges bemend jelet
ismét csak egy véges halmazhoz jutunk, amelyet abécének neveziink. Jeloljik ezt
az abécét X-szel.

> X:={x,y};

X=1{%Y}

Vegyiik észre, hogy az intuitiv fogalmunk nem mond semmit arr6l, hogy hany
kiilonb6z6 bemend jel lehetséges, de biztosan érezziik, hogy ennek a halmaznak is
végesnek kell lennie. Furcsa lenne ugyanis valamit végesnek nevezni, ha annak
valamely komponense végtelen.

Ezek utan implementaljuk az dtmenetfiiggvényt, amelyet delta-val jelliink. Ez a
fliggvény azt az allapotot hatdrozza meg, amelybe az automata dtmegy, mikdzben
az aktualis allapotban olvassa az aktualis bemend jelet. A delta fiiggvény tehat
olyan parokon dolgozik, amelynek elsé komponense egy allapot, masodik
komponense egy input jel, értéke pedig a kovetkezd aktualis allapot.
> deltala,x]:={b}:delta[a,y] :={a}:

delta[b,x] :={f}:delta[b,y] :={a}:

delta[f,x] :={f}:deltal[f,y]:={f}:

A deltala,x]:={b}: utasitasok azt irja el6, hogy az X bemené jel hatisira az
automata az a allapotbol atmegy a b allapotba, mig a delta[a,y]:={a}: utasitas
szerint az Y bemend jel az a allapotot valtozatlanul hagyja. A tovabbi parancsok
hasonléan interpretalhatok.

Vegyiik észre tovabba, hogy a Maple tabla adatstrukturajat hasznaltuk arra, hogy
az atmenetfiiggvényt implementaljuk. Ebben semmi meglepd nincs. Eléggé
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természetes megoldas véges halmazokon értelmezett fliiggvényeket tablazatos
formaban leimi. Az elkovetkezendokben nem kiilonboztetjik meg az
atmenetfiiggvényt annak implementacigjatol. fiiggetleniil attol, hogy a Maple mas
szintakszist kovetel meg. Tehat nem tesziink kiilonbséget a Maple szintaxis altal
eldirt O [a,x] és a matematikaban szokasos O (a,x) jelolés kozott.

Visszatérve az implementacié folyamatara, az automatanak rendelkeznie kell egy
kezdé allapottal és végallapot halmazzal. Hasonloan ahhoz, ahogy ezt a O
specifikacidjanal az a kezddallapot helyett az {a} egyelemili halmazt hasznaljuk.
A végallapotok halmazat pedig F-rel jeldljiik.

>Q:={a};
Q:={a}

>V:={b,f};
V={fb}

Azzal fejezziik be az implementaciodt, hogy dsszegyljtjiik az 6t komponenst egy
Otelemt listaba...
>Xi:=[S,X,delta,Q,V];

E=[{f,a b}, {x.y}, 5 {a}, {f.b}]

. amelyet mint a kovetkezd utasitds is mutatja a Maple automaton tipusu
objektumnak ismer fel. .
> type (Xi,automaton) ;
true

Sajnos az [{f,a, b}, {x,y},8,{a}, {f,b}] lista nem sokat mond az
atmenetfiiggvény viselkedésérdl, kivéve a nevét. Sziikséglink van tehat egy
beszédesebb reprezentdciora. A printaut eljardst arra hasznaljuk, hogy
megjelenitsiik az automata atmenet tablajat. Ennek elsé oszlopaban lathatjuk az
automata allapotait, mig elsé soraban az automata bemend jeleit. Az s allapottal
cimkézett sor és az & bemené jellel cimkézett oszlop keresztezédésében pedig az
atmenetfiiggvény O(S, &) értéke lathato.

> printaut (Xi) ;

STANINP x vy
a b a

b f a

f f f
Initial state:, a

Set of final states:, {f, b}

Az atmenet tabla segitségével konnyedén leirhatjuk az automata kiilonbozd
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atmeneteit. Példaul, ha az automata a b allapotban van, és mondjuk az y bemend
jelet olvassa, akkor a kovetkezd allapot @=0(D,Y) . Ez az egyenléség az
atmenetet teljes egészében leirja.

Végiil, mivel a O minden allapotra és minden bemend jelre definilt, ezért a
kovetkez6 allapotot az atment tabla segitségével az Osszes lehetséges allapotra és
bemendjelre meghatarozhatjuk.

Futasok

Vegyiik észre, hogy elvesztettik a bemend szalagot és az olvaso fejet az
implementacios eljaras soran. Valoban, az implementalt automata mindegyik
Osszetevdje matematikai objektum: halmaz, tabla, lista. Az implementacio tehat
absztrakcid utjan jott létre. Ugyanakkor, ha nincs input szalagunk, és olvaso
fejlink, akkor valamilyen matematikai eszkozt kell talalnunk arra, hogy leirjuk az
atmenetek sorozatat.

- =

Képzeljiik el, hogy a = automata az xxy szot késziil feldolgozni. Kezdetben =
az a kezddallapotban van és a sz6 els6 betiijét olvassa, ami Xx. A kovetkez6 allapot
a delta atmenetfiiggvény segitségével hatarozhato meg.

1. atmenet: b= O [a, X].

Tehat az automata a b allapotban van, amikor a masodik bemend jelet olvassa,
ami szintén x-szel egyenlo.

2. atmenet : f= 0 [0, X7,
Végiil Xi az utolso jelet olvassa, ami y, ami az f allapotot valtozatlanul hagyja .
3. atmenet : f= S [f,y].

Ezek a 1épések nagyon jol megfigyelhetok az automata atmenet grafjan, amelyet a
plotaut eljarassal allithatunk el.
>plotaut(Xi,line);

Lathat6, hogy az atmenet graf egy olyan irdnyitott graf, amelynek csucsai
reprezentaljak az automata allapotait, mig a cimkézett élek az automata atmeneteit
irjak le. Vegyiik az atmenet graftnak a-val jelolt csucspontjat, és kdvessiik azt a
nyilat, amely X-szel van cimkézve. A b allapottal jelzett szogpontba ériink, amely
azt jelzi, hogy az automata 1j allapota a b allapot. Ebb&l az allapotbdl kovetjik az
x-szel cimkézett nyilat és elériink az f allapotba, amely valtozatlanul marad, ha az
automata olvassa y-t, mivel az y-nal cimkézett él hurokél. Lathatjuk tehat, hogy az

srers

az atmenetek sorozatanak.
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Helyettesitsiilk most a 2. atmenetet leird egyenlGség jobb oldalat a 3. atmenetet
leir6 egyenldség jobb oldalan talalhato f helyébe! Az

f=08(8(b, X),Y) egyenldséghez jutunk. Helyettesitsik ezek utin ebbe az
egyenl6ségbe az 1. atmenet jobb oldalat. Azt kapjuk, hogy

fZ 8(8(8(&) X)a X)a Y) .

s

latjuk. A 6(0(0(a, X), X),Y) pedig nem méas mint az allapot, amelybe az
automata elmozdul, miutan végigolvasta az xxy bemend szot. Hasonldan, ha
példaul arra lennénk kivancsiak, hogy az automata mely allapotba jut az yx
bemend szo hatasara, akkor a valasz 0(0(a@,Y),X) . Ezen a ponton tehat
megtalaltuk azt a matematikai eszkozt, amely képes arra, hogy leirja atmenetek
sorozatat, €s ez az eszkdz nem mas, mint a fiiggvények kompozicidja.

Az egyszeriiség kedvéért bevezetiink egy uj fiiggvényt, A -t amely bemend
szavakon dolgozik bemend jelek helyett. Nevezetesen A meghatarozza azt az
utolsé allapotot, amelybe az automata elmozdul az aktualis allapotbol, mikdzben
végigolvassa a W bemend szot. Példaul ha W= XXY akkor

A(a’ Xxy) = S(S(S(a,X),X), y) = S(S(b,X), y) = S(f’ y) = f

Ez a koncepcié a Delta eljarassal keriilt Maple-ben implementélasra. A Delta
elsé paramétere maga az automata, a masodik egy allapot, mig a harmadik az
input szd. Nézziik, hogyan dolgozik a Delta eljaras!
> Wi=XXy; # PoP (Point of Practice)

# prébalkozzunk mas bemené
szavakkal is

# pl. w:=xyyyx, WwW:i=x, WwW:=
(ires szd)

W := XXy

>Delta(Xi,a,w);

A Delta valdban kiszdmolta az aktudlis 4llapotot, de nem mondott semmit a

szamolas részleteir6l. Ugyanakkor, ha hasznéaljuk a trl opciot, akkor Delta
megjeleniti a koztes allapotokat is, mindazokat, amelyeket az automata miikodése
soran érintett.

>Delta(Xi,a,w,tracel):

-Delta begins with a

-Delta(a,x) = Db
-Delta(b,x) = £
-Delta(f,y) = £

A(a, xxy)=f
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Vilagos, hogy az automata allapotok sorozatait érinti a bemend szavak
feldolgozasa soran. Nevezetesen pontosan annyi 0j allapotot, ahany jelb6l all a
bemend sz6. Azoknak az allapotoknak a listajat, beleértve az aktualis allapotot is,
amelyeket az automata érint a W szd feldolgozésa soran, az automata W bemené
sz6hoz tartozé futasanak nevezziik. Példaul az [&, 0, f, ] listaa = automata
W=XXY bemend szohoz tartoz6 futasa. Vegyiik észre, hogy az automata W
bemend szoéhoz tarozd futdsanak els6 komponense az allapot, amelyben az
automata megkezdi, utolsé komponense pedig az allapot, amelyben az automata
befejezia W bemend sz6 feldolgozasat.

Ha hasznaljuk a runs opcidjat, akkor Delta az utolso éllapot helyett a harmadik
paramétereként megadott bemend széhoz tartozo futast jeleniti meg.
>Delta(Xi,a,w,runs); # EoP (End of Practice)

{[a,a, b, f, ]}

Vegyiink két bemend szot, u-t és v-t. A A(S, U) az allapot, amelybe az automata
az s allapotbdl kiindulva keriil az u sz6 feldolgozdsa soran. Jeloljik ezt az
allapotot t-vel, és tekintsiik a A(L, V) allapotot. Az t helyébe A(S,U) -t
helyettesitve A(A(S, U), V) -t kapjuk. Hogy érte el az automata ezt az allapotot?
Elindult az s-bél, feldolgozta az u szdét, majd a kapott allapotbdl indulva
feldolgozta a v szét. Eszerint automatank valojaban a W= UV sz6t dolgozta fel.
Ezt az észrevételt az alabbi egyenldséggel formalizalhatjuk. Barmely s allapotra,
valamint U és V bemend szavakra

A(S,uv) =A(A(S,U),V) .

Ez az egyenlOség azt a tényt fejezi ki, hogy ha az input szot két résszora bontjuk,
akkor a feldolgozast két 1épésben elvégezhetjiik. A feldolgozast kezdjiik az elsd
részszéval, majd abbol az allapotbdl, amelybe az automata elmozdult az els6
résszo6 utan, elkezdhetjiik a masodik részszo a feldolgozasat. (Mi a kapcsolat az u-
hoz és v-hez tartot6 futdsok és a W= UV bemend szohoz tartozo futds k6zott?)
>UI=yX:IVI=XX: # PoP

mas szbéparokat is prébaljunk ki!

U:i=x: V:I=yyy:

uI=xxy: vi=

u:="": V:I=YyXX:
>Delta(Xi,Delta(Xi,a,u,l),v,1):

-Delta begins with a

3H I 3= I

-Delta(a,y) = a
-Delta(a,x) = Db
A(a,yx)=b
-Delta begins with b
-Delta(b,x) = £
-Delta(f,x) = £
A(b, xx) =f
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>w:=cat(u,v);

>Delta(Xi,a,w,1l): # EoP
-Delta begins with a

-Delta(a,y) a

-Delta(a,x) = Db

-Delta(b,x) = £

-Delta(f,x) = £

A(a, yxxx) =f

Vegyiik észre, hogy A a 8 atmenetfiiggvény altalanositasanak tekinthetd, mivel
egyszerli input jelekre a két fiiggvény megegyezik. Tovabba praktikussagi
szempontbél A -t célszerii az iires széra is definialni azon a természetes modon,
hogy az iires sz6 barmely allapotot valtozatlanul hagy. Mindezt a kovetkezd
egyenldoségekkel irhatjuk le

A(s, W) :=A(8,8) =8(s, €) |
A(S,e)=S

b

ahol € jeldli az tires szot.

Fogalomalkotas

Ezen a ponton mindent el6készitettiink ahhoz, hogy bevezessiikk az automata
matematikai fogalmat, valamint az altalanositott atmenetfliggvényt, amely
megfeleld €s adekvat eszkoznek bizonyult az automata miikodésének leirasara.

Definicio 1

Véges automata alatt egy E=[a,X, ) , S, F1, rendezett 6tost értiink, ahol

—
=
—_—

1. A véges nem lires halmaz. Az A elemeita — allapotainak nevezzik.

2. X véges nem iires halmaz, melyet dbécének neveziink. Ennek elemei a

) . .
~ bemend jelei.

3. 0 :AxX->A leképezés,a = atmenet fliggvénye.

4. S egyelemi részhalmaza A-nak. S egyetlen elemét az automata
kezddallapotanak nevezziik.

5. F (lres vagy nem iires) részhalmaza A-nak, a végallapotok halmaza.
Definicié 2

A A AXX*>A altalanositott dtmenet fiiggvényt a kovetkezé rekurziv
definiciéval adjuk meg. Barmely s allapotra és X bemend jelre
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1. A(S,e)=Ss
5 A(s,wx) =8(A(s, W), X)

Definicio 3

=

Azt mondjuk, hogy a Z automata elfogadja (vagy felismeri) a w bemend szot, ha
A(s,W) € F  ahol S azautomata kezdSallapota (S = {S} ).

Nemdeterminisztikus eset

Az eléz6 pontban kifejlesztettiink egy matematikai modellt a determinisztikus
szekvencialis gépekre. Most folytatjuk az eljarast. Tovabb absztrahalunk és
bevezetjiik a nemdeterminisztikus automata fogalmat.

Motivacio

Ahogy mar korabban lattuk, a determinisztikus automatakat reprezentalhatjuk
cimkézett iranyitott grafokkal. A kovetkezo eljaras egy kételemli 4bébén dolgozo

véletlen Otelemii automata atmenet grafjat mutatja meg. Figyelem! A ploaut
parancsot tobbszor végrehajtva mas-mas eredményhez jutunk.

> numberofstates:=5; #PoP
numberofsignals:=2;

numberofstates := 5
numberofsignals :=2

» plotaut(randaut (numberofstates,numberofsignals,\
deterministic)) ; #EoP

Figyeljik meg, hogy ez a graf rendelkezik egy specidlis tulajdonsaggal.
Nevezetesen, barmely s allapotra és X bemend jelre pontosan egy olyan €l 1étezik,
amely az s-sel cimkézett csticsbol indul és az x bemend jellel van megcimkézve.
Mi torténik, ha elhagyjuk ezeket a megszoritasokat és egy tetszoleges cimkézett
irdnyitott grafot, valamilyen automata atmenet grafjainak szeretnénk tekinteni?
Tekintsiik példaul a kovetkez6 abrat.
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> Phi:=genaut([a, {x,y},a,a,y,b,b,{x,y},£]):
plotaut (Phi,line) ;
e

()=
Ez a graf, az atmenet grafok minden alapvetd tulajdonsagaval rendelkezik.
Valoban, a szogpontok allapotokkal vannak megcimkézve, az irdnyitott élek
pedig bemend jelekkel. Nem rendelkezik viszont a graf az imént feltart specialis

tulajdonsaggal. Az a allapotbol két olyan €l is indul, ami az y bemend jellel van
cimkézve, tovabba az f allapotbol egyetlen él sem indul.

Atmenetileg vonatkoztassunk el attd] a ténytdl, hogy ezt a grafot nem tekinthetjiik
egyetlen (determinisztikus) automata atmenet grafjanak sem, és jatszunk el a
gondolattal, mintha ez a graf mégis egy képzeletbeli automata atmenet grafja
lenne! A kovetkezd kérdésekre kell megtalalnunk a valaszt. Mi lesz a hatdsa
definiciot, akkor hogyan kell leirnunk az 0j automata miikodését? Végiil hogyan
kell definialnunk a szavak, illetve nyelvek felismerését ebben az {1j automata
fogalomban?

Nem determinisztikus atmenetfiiggvény

Két dolog minden bizonnyal valtozatlan marad. Az allapotok S halmaza és az
input jelek X halmaza. Hogy képzelhetjiik azonban el az automata miikddését?

Lehetséges futasok halmaza

Tekintsiik az yx bemend szot, és tegyiik fel, hogy az aktualis allapot a. A
determinisztikus esetben az atmeneti grafon gy kerestiik ki a kovetkezo
allapotot, hogy vettilk az aktualis allapottal jelolt szogpontot és kovettik a
bemend szoban talalhatd jelekkel cimkézett éleket. Mivel minden allapotbol
egyetlen olyan ¢l indult, ami adott bemend jellel volt cimkézve, a feldolgozas
minden 1épése meghatarozott volt.

Most azonban két olyan él is indul az a allapotbdl, amely y-al van megcimkézve,
az 0 allapot tehat lehet a is, és lehet b is. Ugy tiinik, hogy képzeletbeli
automatanknak két lehetséges valasztasa van. Ha az a allapotot valasztja, akkor az
X jel azt a b allapotba viszi. Ebben az esetben az [ @, &, b lehetséges futashoz
jutunk. Ugyanakkor, ha az automata a b allapotot valasztja az elsé atmenetben,
akkor a masodik atmenet az f allapotot eredményezi. Ezaltal egy masik lehetséges
futashoz, [ &, b, f] -hez jutunk.

Elsé észrevételink tehat az, hogy a nem egyértelmiien cimkézett ¢lek
kovetkeztében képzeletbeli automatank mikddése nemdeterminisztikussa valik.
Az automatanak valasztania kell a lehetséges atmenetek kozott, &m semmiféle
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eszk0z nincs arra, amely meghatarozna, hogy melyiket kell valasztania. Ily
modon az egyetlen dolog, amit tehetiink, hogy 0sszegylijtjiik az 6sszes tehetséges
futast, mas szoval meghatarozzuk az adott bemend szohoz tartozd lehetséges
futasok halmazat. A w bemend szdhoz tartozd lehetséges futasok halmazat
LFH(W) -vel jeloljiik.
>wisyx; # PoP

# Prébalkozzunk mas bemend szavakkal is!

# Mi lesz az iires szdbhoz tartotd LFH?

W = yX

A kovetkezé utasitas eléallia LHF(W) .
>Delta (Phi,a,yx,runs); # EoP

{[a,a,a],[a,b,f]}

Mi lesz a hatdsa a definidlatlan atmeneteknek? Tegyiik fel, hogy az aktualis
allapot b és legyen az input sz6 Xy. Az els6é atmenet determinisztikus, az 1j
aktualis allapot f. Ezek utdn az automatank olvassa az y jelet, de nincs ilyen
atmenet definialva. Ekkor - nem mondhatunk mast - a miikddés megszakad.
>Delta (Phi,b,xy, runs) ;

{7

Az Xy szohoz tartoz6 lehetséges futdsok halmaza - LHF(XY) - iires.

Szavak felismerése

A determinisztikus modellben az atmeneti graf segitségével ugy dontottiik el egy
sz0 elfogadasat, hogy végigjartuk a grafban a bemend sz6 betliivel cimkézett
éleket, és megnéztiik, hogy a végallapotba jutottunk-e. Eszerint nem csinaltunk
mast, mint kerestiink olyan utat az dtmeneti grafban, ami kezdéallapotbol indul, a
bemend jeleivel van megcimkézve, és végallapotba jut.
Vegyiik észre, hogy ez a megfogalmazas valtozatlan formaban atviheté az 1j
atmeneti grafra! Keresniink kell az atmeneti grafban olyan utat, ami
kezdoéallapotbol indul a bemend szd allapotaival van megcimkézve, és
végallapotba vezet. A szavak felismerése tehat természetes modon atvihetd
képzeletbeli automatankra.
>Wisyx; # PoP

# adjunk w-nek mads-mas bemend szdét értékként, és

# dontsiitk el, hogy felismerhetd-e a most bevezetett

# felismerési koncepcid szerint.

Az yx sz6t az automata felismeri, mert LFH(YX) -ben van olyan futas, amelynek
utolso allapota végallapot.
>Delta(Phi,a,w,runs); # EoP
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Lehetséges allapotok aktualis halmaza

Tekintsink most a W=YY bemend szot, és allitsuk eld6 a w-hez tartozd
lehetséges futisok halmazat, LFH(W) -,
>wWis=yy; # PoP
W =Yy
> Runs:=Delta (Phi,a,w,runs);

Runs:={[a,a,a],[a,a b],[a b, f]}

Ezt a halmazt reprezentalhatjuk egy cimkézett, ciklusmentes iranyitott graffal.
>plotaut (Phi,w) ;

Figyeljik meg, hogy ez a reprezenticié nagyon szépen mutatja az automata
lehetséges miikodéseit a W=YY bemend szé feldolgozasa soran. Mindig
elagazast talalunk ebben a faban, hogy ha valamelyik atmenet nem egyértelmii. A
fa kiilonbo6z6 1tjai a kiilonbozo futasokat reprezentalnak. Ezt a grafot a w bemend
szohoz tartozé futisok fajanmak (w-hez tartozé FF) nevezzik és FF(W) -vel
jeloljiik. Gytjtsiik most Gssze az Osszes olyan allapotot, amely a fa gydkerétdl
ugyanolyan tavolsagra van!
> L:=[{}$length(w)+1]:
for xr in Runs do
for xi to nops(xr) do
L[xi] :=L[xi] union {xr[xi]}
od:
od:
L;
>

[{a}, {a b}, {f.ab}]

Figyeljik meg, hogy a lista masodik halmaza azokbdl az allapotokbol all,
amelyek az a allapotbol elérhetdk az y bemend jel hatdsara. Hasonldéan a
harmadik halmaz azokbdl az allapotokbol 4all, amelyeket a masodik
allapothalmazba tartozo allapotokbdl lehet elérni, mikézben a méasodik input jelet
olvassuk. Mindez formalisan a kovetkezo egyenldségekkel irhato le

{a}’ {aab} =8(a’y), {aa baf} :5(3,)’) union S(b, y)
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Azt mondhatjuk tehat, hogy az {a,b} halmaz nem mas, mint azon lehetséges
allapotok halmaza - LAH({a},y) -, amely azokbol az allapotokbdl all, amelyeket
az automata valaszthat, mikozben az a allapotban van és az y bemend jelet
olvassa. Hasonl6an mondhatjuk, hogy az {a,b,f} szintén lehetséges allapotok egy
halmaza, melynek allapotait az automata véalaszthatja, mikdzben az
{a,b}halmazba tartozé valamelyik allapotbdl indul ki és a masodik jelet olvassa.
Ez esetben is jogos az LAH({a,b},y) jelolés.

crer

meg, mellyel a nemdeterminisztikus automata miikddése az alabbi mddon irhatod
le. Az automata miikodését a kezdodallapothalmaz valamelyik elemében kezdi,
tehat els6 LAH nem mas, mint a kezd6 allapotok halmaza: L0 =S . Ezek utan az

automata olvassa az elsé6 bemend jelet. A Ilehetséges allapotok kovetkezd
halmazat L1 -et ugy kapjuk, hogy vessziik mindazon allapotokat, amelyekbe a

L0 allapotaibol a bemend sz6 elsé jelével cimkézett €l vezet, vagyis
L1 = LAH( Lo’ Wl) . Ezek utan az automata olvassa a kovetkezd bemend jelet
¢és megismételhetjik ezt az eljarast: L, :=LAH(L,,W,). Mindez jol

megfigyelhetd a kovetkez6 utasitas outputjan.
>Delta (Phi, {a},w, trace2); # EoP
-Delta begins with {a}

.a,y->{a, b}

-Delta({a},y) = {a, b}
.a,y->{a, b}
o, y—>{f}
-Delta({a, b},y) = {f, a, b}
A(ta},yy)=1f,a,b}

{f,a,b}
Vegyiik észre, hogy determinisztikus esetben az LAH mindig egyelemi halmaz.

Fogalomalkotas

crcr

dolgoztunk. Ahhoz, hogy vizsgalataink teljesek legyenek be kell vezetni az 1j
fogalom szimbolikus reprezentaciojat is.

A kérdés tehat az, hogyan kell az Uj automata fogalom atmenetfiiggvényét
definialni, hogy megmaradjon a determinisztikus modellben jol bevalt kapcsolat a
szimbolikus reprezentacio s az atmeneti graf kozott? Az alabbi kisérlet segit a
valaszadasban.
>allapot:=a; # PoP

# prébalkozzunk mas allapotokkal is (pl. a,b vagy f)
>wi=x;

# w-nek most csak bemendé jelet adjunk értékiil
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>Delta (Phi,a,x);

A nemdeterminisztikus atmenetek kovetkeztében az 1j atmenetfiiggvény egy
allapothoz és egy bemend jelhez nem 1j allapotot, hanem allapotok egy halmazat
rendeli. Ha ez a részhalmaz {ires, akkor ugy tekintjiik, hogy nincs atmenet
definialva.

Definicio 1.

Automata alatt egy = = S, X, 8, Q, F 1 rendezett 6tost értiink, ahol

(=)

S véges nemiires halmaz. Az A elemeit a = . allapotainak nevezziik.
X véges nemiires halmaz, melyet dbécének neveziink. Az X elemei az
automata bemeno jelei.

A 8 :gxx->2° fiiggvény, az automata atmenet fliggvénye.
Q (iires vagy nem iires) részhalmaza A -nak, a kezd6allapotok halmaza.
F (iires vagy nem iires) részhalmaza A -nak, a végallapotok halmaza.

Hangstlyozzuk, hogy ez az automata fogalom nemdeterminisztikus. Ugyanakkor,
ha ‘ Q ‘ =1 minden S € S allapotra és X € X bemend jelre ‘8(5, X) ‘ =1
teljesiil, akkor a determinisztikus automata fogalmahoz jutunk.

Definicio 2.

S S . . . . . .. ” .
A A 2°x X*>2 jltaldnositott atmenetfiiggvényt a kovetkezd rekurziv
definicidval adjuk meg. Az allapothalmaz barmely P részhalmazara és barmely w
bemend szora valamint xi bemend jelre

1. A(P,g)=P

2. A(P, §) egyenld 6(s, &) -vel, ahol S € P.
Egyelemii P halmaz esetén ez a fogalom egybeesik a determinisztikus esetben
bevezetett fogalommal.
Definicio 3.
Azt mondjuk, hogy az automata elfogadja (felismeri) a w benemd szot, ha
A(Q,w) N F#{ } A E automata ltal felismert szavak halmazat L(Z) -
vel jeloljiik.
4.3 Problémamegoldas tanitasa

Ebben a fejezetben ratérink az automata elméleti problémamegoldasra
modszertananak  vizsgéalatira a komputer algebrai rendszerek (CAS)
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felhasznalasaval. Az aktivitasi elvre alapozva, amely azt allitja, hogy a tanuloénak
aktivan részt kell venni a tanulasi folyamat minden egyes fazisaban, a vezetett
felfedezéses tanulds modszerét valasztjuk. Bar a didaktikai irodalom ezt a
modszert 4 fazisra osztja, annak érdekében, hogy hangsulyozzuk az el6készitd
fazis fontossagat, szivesebben beszéliink az alabbi 5 fazisrol.

1. Motivacio

2. Tapasztalatgytijtés

3. Absztrakcio, problémamegoldas

4. Azj tartalom beillesztése a 1étez6 tudas rendszerébe
5. Kiértekelés, osszefoglalas

A motivacios fazis alapvetd célja a tanuldk érdeklddésének a felkeltése. Hogy
lehet ezt elérni? Egy jol strukturalt tanmenetet feltételezve a tanulok pillanatnyi
tudasa mindig megfelel azoknak a feladatoknak, amelyeket a hallgatoknak
aktudlisan meg kell oldani. Ez azzal az érzéssel jarhat a hallgatokban, hogy az 6
tudasuk adekvat és abszolut "nincsen sziikség soha semmi 0j tudasra, mivel mi
mindig meg tudunk oldani minden olyan problémat, amit meg kell oldanunk".

Ezen az alapon a motivacionak egyik lehetséges eszkdze az éppen az, hogy
ramutassunk hogy a tanulo pillanatnyi tudasa, problémak csak egy specifikus
korére vonatkoztatva lehet adekvat és soha sem abszolut. A tanarnak fel kell
hivni a figyelmet, és példakkal kell illusztralnia, hogy mindig talalunk olyan
problémat, amelynek megoldasa fontos szamunkra, am amit a jelenlegi
tudasunkkal, a jelenlegi eszkdzeinkkel nem tudunk megoldani. Mindkét feltételt
sziikségesnek érezziik ahhoz, hogy a didkok kelléen motivaltta valjanak.

Mindezek a Iépések az idoleges bels6 bizonytalansagot valthatnak ki a
tanulokban, amelyek belsé fesziiltséget kelthetnek, de pont ez az, amire
sziikségilink van. Azok a tanulok, amelyek nem rendelkeznek ezzel az egészséges
bels6 fesziiltséggel, nagy valoszinliséggel érdektelenek a probléma megoldas
iranyaban. Masrészt ez a belso fesziiltség, amelyet feloldunk a tanulasi folyamat
végére, adja meg az 6romot €s a siker Elményt.

Arra a kérdésre, hogy hogyan gyakoroljunk, hogyan gyakorlatozzuk, és hogyan
gyljtsiink tapasztalatokat, valaszunk a szamitogép algebrai rendszer (CAS)
hasznalata. A szamitogép algebrai rendszerek a Maple-hez hasonldan adekvat
eszkdznek bizonyultak a modern matematika tanitas tekintetében. Mivel
interaktiv rendszerek ezért a szamitégép algebrai rendszerek hatékony
eszkozét adjak a Kkisérletezésnek.

A didaktikai kihivas valojdban az, hogy hogyan szervezzik a Maple
munkalapjainkat. Egy lehetséges megoldas a PoP-EoP blokkok hasznalata,
amelyek Osszetartozo utasitdsok egy sorozatat jelolik ki. A PoP pontban kijeldlt
utasitds altaldban az adatokat, paramétereket tartalmazza, amelyektél az
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elkovetkezendd szamitasi 1épések fiiggnek. Mindez segit a hallgatonak abban,
hogy konnyen megvaltoztassa az input paramétereket és leellendrizhesse azok
eredményét a megvaltozott szamitasi eljaras EoP-val jelolt outputjan.

Ebben a fejezetben az automata elméleti csomagot, mint a matematika tanitas egy
problémamegoldd eszkozét tekintjik. Mivel a vizsgalatunk targya a
determinizmus €s nem determinizmus kozotti kiillonbség figyelmiinket a téma
ezen aspektusara iranyitjuk.

Az egyes alfejezetben két egyszerl feladatot oldunk meg és kimutatjuk, hogy az a
mod, ahogy automata elméleti problémakat megoldunk, gyakran soét,
gyakorlatilag majdnem mindig nem determinisztikus automatiahoz vezet. A
kovetkezo alfejezetben bebizonyitjuk, hogy mind a determinisztikus mind a nem
determinisztikus automata, amelyet az el6z0 fejezet feladataira hoztunk Iétre,
megoldasat adja a kettes szamu gyakorlatnak. A két bizonyitds 6sszehasonlitasa
ravilagit arra a 1ényegi differenciara €s technikai hasznalatra, valamint a kognitiv
hatékonysag kozti kiilonbségére a két automata tipusnak.

Feladatok

Ennek a résznek kettds a feladata. Egyrészt meg akarjuk mutatni, hogyan
hasznaljuk az automata elméleti csomagot problémak, feladatok megoldasara.
Ugyanakkor kivancsiak vagyunk arra is, hogy milyen tipusu automatak jonnek
létre a megoldasi folyamat soran. E célbol megoldunk két egyszerii, bar
reményeink szerint nem trivialis feladatot. A feladatokra nem csak egy megoldast
adunk annak érdekében, hogy vizsgalhassuk és Osszehasonlithassuk a keletkezo
automatak tulajdonsagait.

1. Feladat

] ] (3n)
Hozzunk Iétre olyan automatéat, amely felismeri a { X Yy | 0<n 3} nyelvet.

Polya Gyorgyot kovetve kezdjiink egy sokkal egyszeriibb feladat megoldasaval.

Hagyjuk el az y betlit a szavak végérdl €s tekintsiik a kiindulasi nyelv helyett az
3
{X |0 <N 1. Ezanyelv olyan jellegii szavakbol all, mint pl. az iires sz6 ( € )

vagy az XXX, az (XXX)XXX vagy az (XXX)(XXX)xxx, amelyeket konnyen
felismerhetiink egy haromallapoti automataval.
>Xji:=genaut([a,x,b,b,x,c,c,x,a],a,a);

Z:=[{a,c,b}, {x},08 {a}, {a}]

>plotaut (Xi) ;
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Ezek utan megvaltoztathatjuk az automatat oly modon, hogy felismerje a y, xxxy,
XXXXXXY, XXXxXxxxxy alaku szavakat is. Semmi mast nem kell tenniink ugyanis,
mint létrehozni egy 0j atmenetet az a allapotra, és az y bemend jelre. Az 1j
atmenet az eredményének végallapotnak kell lennie, amely ugyanakkor nem lehet
egyik 1étezd allapot sem (miért?). Eszerint 1étre kell hoznunk egy eddig nem
1étez6 1) T allapotot. Mivel az a allapot most mar nem végallapot, elészor toroljiik
Ot a végallapotok halmazabol, majd ezek utan hozza vessziik az 0j tranzakciot és
az 1j végallapotot.

>

Phi:=addaut (delaut (Xi,final=a) ,transition=[a,y,f],final=f);

®:=[{af cbl, {xy}xT, {a}, {f}]

>plotaut (Phi) ;

Ez az automata megoldasat adja feladatunknak. Tekintsiik most a megoldast
szolgaltatd automata karakterisztikus tulajdonsagait. Determinisztikus de nem
teljes. Valoban, szamos definidlatlan atmenetet talalunk. Ugyanakkor ezek az
atmenetek irrelevansak a szavak felismerése szempontjabol. Ha ragaszkodnank
ahhoz, hogy a feladat eredményeként teljes automatat kapjunk, akkor a keletkezo
automatanak lényegesen tobb allapota €s szamos felesleges atmenete lenne.
Mindez természetesen zavarja a lathatosagot, az attekinthetdséget €s a tisztasagot.
> Omega :=ConCom (Phi) ;
Q:=[{t,afcb}, {xy},d {a}, {f}]

>plots[display] ({plotaut (Phi, [-
2,0]) ,plotaut(Omega, [2,0])})
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A masik automata tobb allapottal és szamos redundas tranzakcioval rendelkezik,

amely nehezebbé teszi mitkddésének megértését. Mikozben egy szempillantas
. . " : . 3m
alatt meg tudjuk allapitani, hogy az eldz6 automata felismeri az Gsszes X

alaku szot, addig ugyanez a feladat, bizony percekig is eltarthat a masik automata
esetén. Még szembeotlobbé valik a két automata kozotti didaktikai kiilonbség, ha
azt kivanjuk hangsulyozni és igazolni, hogy az automatak nem ismernek fel mas
szavakat

2. Feladat

Hozzunk létre olyan automatat a {0,1} abécé felett, amely akkor és csak akkor
ismer fel egy sz6t, ha azok tartalmaznak harom egymas melletti 1-et.

Hasonloan az eldz6 feladat megoldasahoz induljunk most is egy egyszeriibb
részproblémak megoldasaval. A harom egymas utani egyes felismerése konnyii
feladat.

> Xi:=genaut([a,1l,b

—
(P
e

Iblllclcllld]lald);
[{a c,dDb}, {1}.8, {a}, {d}]

>plotaut(Xi,line);

OGN0
Hogy tudjuk felhasznalni ezt az ideiglenes automatat arra, hogy megoldjuk az
eredeti feladatot? Azok a szavak, amelyeket fel akarunk ismerni, tartalmaznak
111 alakt részszot. Ezek a szavak tehat nem fejezodnek be a harom egyessé,

hanem valamilyen v széval folytatdédnak. Mas szavakkal tehat az ilyen szavaknak
van 111v alaku szuffixe.

—

Nagyon konnyli megvaltoztatni a = automatat ugy, hogy felismerjen 111V
alaku szavakat. Mivel a Z automata egyaltaldn nem tartalmaz definialt &tmenetet
a d allapotra, szabadon megvalaszthatjuk azt, hogy az 0j atmenetekre 6(d, 0)
=3(d, 1)=d teljesiiljon.
> Phi :=addaut (Xi, transition={[d,0,d],[d,1,d]})

®:=[{acd b}, {0,1},xT,{a},{d}]

>plotaut (Phi,line) ;
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0.1
DO
Am azok a szavak, amelyben vagy 111 alakii réssz, nem csak tetszSleges
szuffixet, hanem tetszOleges prefixet is tartalmaznak. Szuffixre van mar
megoldasunk, és minden okunk meg van, hogy ugyan igy jarjunk el a perfix
esetére is. Vegyiink fel két j atmenetet, ami az a allapotot fixen hagyja.
> Phi:=addaut (Phi, transition={[a,0,a],[a,1,a]l})

®:=[{a,c,d, b}, {0,1},xT, {a}, {d}]

>plotaut (Phi,line) ;

q ([}
fj—r*@ﬁ""@?—1

Ez az automata megoldja a kettesszdmu problémakat, ugyanakkor se nem teljes,
se nem determinisztikus. Ha ragaszkodnank ahhoz, hogy determinisztikus
automatat kapjunk, a kovetkezd parancsot kellene kiadnunk.

> Omega:=renaut (ConDet (Phi) ,sta=3) ;

Q=[{D,E,F,A,B,C}, {0,1},5, {A}, {D,F,B}]

> plotaut (Omega) ;

A keletkez6 automata, mint azt kordbban is lattuk, tobb allapottal és tobb
atmenettel rendelkezik. Mivel az Osszes allapot részt vesz a szavak
felismerésében, nem tudunk elhagyni egyet sem bel6liikk ahhoz hasonldan, ahogy
ezt az el6z0 fejezetben tettiik. Ugyanakkor felhivjuk a figyelmet arra, hogy ez
nem jelenti, hogy nincs ennél kisebb elemszamu automata, ami e keresett nyelvet
felismeri.

Osszefoglalas

Két feladatot oldottunk meg ugyanolyan karakterisztikaval. Mindkét esetben
automatat kellett talalnunk, amely felismer egy elore adott nyelvet. Oly moédon
talaltunk meg a megoldast, hogy elindultunk egy automatarol, amely felismert
egy az adott nyelvvel szoros kapcsolatban allé nyelvet, és addig valtoztattuk a
keletkez6 automatat, amig eljutottunk egy olyan automatahoz, ami mar a
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sziikséges nyelvet ismeri fel. Ez az eljaras determinisztikus, am de nem teljes
automatahoz vezetett az els6 esetben, és nem determinisztikus és nem teljes
automatahoz a masodik esetben.

Altaldban azt allithatjuk, hogy a legtobb esetben a természetes emberi
gondolkodas nem teljes és nem determinisztikus automatahoz vezet az automata
elméleti feladat megoldasok soran. Ami a nem teljességet illeti az oka ennek az
alapvetd emberi lustasag. Igen, valoban nem szeretiink felesleges munkat végezni,
és sokkal jobban szeretiink elérni eredményt a lehetd legkevesebb erbfeszitéssel.
Ugyanakkor az irrelevans allapotok és az irrelevans atmenetek nem segitenek a
keletkez6 automata miikodésének megértésében, amely azt jelenti, hogy a
kognitiv hatékonysaga a teljes és determinisztikus automataknak alacsonyabb.
Ami a nem determinizmust illeti a kognitiv struktiraja a hallgatoknak, és a
tanuldknak sokkal kozelebb esének tinik a nem determinisztikus modellhez,
mind a véges allapotd gépek determinisztikus modelljéhez. Sokkal jobban
mint a szimbolikus reprezentacioban, €s a grafon egyszeriien iranyitott utakat
kerestink a szavak felismerése soran.

Bizonyitasok

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy mind a két automata, amelyet a kettes
szamu feladat megoldasaként eldallitottunk valéban megoldasat adja a feladatnak.
Célunk, két bizonyitas elvégzése, amely lehetdséget ad azok 0sszehasonlitdsara és
altalanos didaktikai észrevételek megtételére.

Nemdeterminisztikus eset: a © automata

Legyen W=UL11V  ahol u és v tetszbleges szavak a {0,1} abécé felett. Az
automata egy lehetséges mitkddése, hogy végig az a allapotban marad, mikézben
feldolgozza az u bemend szot, ezek utan olvassa a 111 -et és atmegy az f
allapotba, mig ebbe az allapotba maradva feldolgozza a v suffixet. Ez azt mutatja,
hogy az automata felismeri az ilyen alapu szavakat. Masrészt, ha az input sz6 nem
tartalmaz harom egymas utani egyest, akkor az automata nem képes elérni, az f
allapotot a szo feldolgozasa soran. Ez azt jelenti, hogy a @ az ilyen alaku
szavakat nem ismeri fel.

Determinisztikus eset: a 2 automata

Annak megfeleléen, hogy a determinisztikus automata bonyolultabb bels6
struktiraval rendelkezik, a most kdvetkezd bizonyitas korant sem olyan egyszerii
¢és konnyen attekinthetd, mint ahogy az a nemdeterminisztikus esetben volt.

Legyen W egy input szo, amely ULL11V alaka. Az altalanossag megszoritasa
nélkiil feltételezhetjiik, hogy a harom egymas utani 1-es legelsé el6forduldsat
jeloltiik ki, amibdl az kovetkezik, hogy u-ban mar nincs harom egymas utani 1-es.
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Eszrevétel

Béarmely olyan u bemend szoéra, amelyben nincs harom egymas utani 1-es

AQ,Au) e {ACE}.

Bizonyitas

Az olyan szavakat, amelyekben nincs hdrom egymas utani 1-s, gy képzelhetjiik
el, hogy a benniik 1év6 nullak sorozatat 1 vagy 11 alakua "1-es blokkok" szakitjak
meg. Példaul a 000101100110 szoban harom 1-es blokkot talalunk, mig a 00
szoban pedig egyet sem.

Eszrevételiinket az U szoban el6forduld l-es blokkok szama szerinti teljes
indukcioval bizonyitjuk. Ha u nem tartalmaz 1-es blokkot, akkor valamely 0 <n
egész szamra U= 0" , 6s ekkor A(€2,A,U) = A mert a 0 bemend jel az A
allapotot fixen hagyja.

Ezutan tegyiik fel, hogy az u széban van 1-es blokk, tovabba, hogy allitasunk mar
bizonyitottuk minden olyan szoéra, melyben nincs harom egymads utanil-es és az
1-es blokkok szdma a u szoban eléforduld 1-es blokkok szamanal kisebb.
Viélasszuk ki az U-ban eléfordulé legelsé 1-es blokkot. Ekkor U =0" 1“00™v
alaku, ahol 0<m,n ¢ K € {1,2} . Hogy miikddik az automata az ilyen
alakt szavakra?

A, A L) , u=0"1*00"v
:A(Q,A, O“lkOOmv) = g A definiciéja
ZA(Q,A(Q,A, On),lkoomV)Z#A(Q,A, On)=A
A QA 1k00mv) = y A definiciéja
=A(Q, A(gl,A, 1kO), Omv) = # A(Q,A, lk0) = A
=A(Q, A, Omv) - g A definicidja
A0 A A Ty LA A 0
A

(Q, A’V)

Vegyiik észre, hogy ezen a pontos alkalmazhatjuk az indukcids feltevést. Ugyanis
a Vv szdban nem lehet harom egymas utani 1-es, ugyanis ha lenne, akkor u-ban is
lett volna. Ugyanakkor v-ben eggyel kevesebb az 1-es blokkok szama, mint u-
ban. Eszerint az indukciés feltevés biztositja, hogy A(€2, A,v) € {A,C,E} .

Tekintsiik ezek wutdn ismét a kiindulasi W=UI111V  bemend szot.

Emlékeztetiink ra, hogy w-ben a harom egymas utani 1-es legels6 el6forduldsat
jeloltiik ki. Ebbdl az u szo6 tovabbi tulajdonsagai kovetkeztethetiink. Példaul ha u
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l-esre végzOdne, akkor az altalunk megjelolt harom 1-es nem a legelsd
eléfordulas lenne. AZ u szo6 tehat nem végzodhet 1-re, és igy vagy az iires szo
vagy pedig 0-re végzodik.

Ha U=¢€  akkor nyilvanvalo, hogy A(€2,A,U)=A_ Am ez az egyenldség a
masodik esetben is érvényben marad. Ugyanis ekkor u=z0 alaku, ahol t-ben nincs
harom  egymas  utani 1-es, igy az 1.  Eszrevétel  szerint
A, A z) € {AC,E} . Am a 0 bemend jel mindharom allapot az A
allapotba viszi. Osszefoglalva tehat azt tudtuk megmutatni, hogy

A(Q,AU)=A
Ezt felhasznalva
A(Q, A W) _ w=ulllv
A(Q, A, ulllv) _

definicidéja

#

#
AL A A L), 11T , A AU)=A
_ A A 11T V) s definiciéja
A A AT, V) _ ¢ AMQA T =F
A(Q,F, V)

Ez alapjan annak megmutatasahoz, hogy A(€2, A, W) végallapot, csak annyit
kell megjegyezni, hogy a végallapotok {F,B,D} halmaza zart az atmenetekre,
tehat akarmilyen is a v szo A(, F,V) (= A(Q, A, W) ) mindig végallapot lesz.
Ezzel megmutattuk, hogy €2 a W szt felismeri.

Forditva, tegyilk fel, hogy €2 felismeri a W bemend szot. Azt kell
megmutatnunk, hogy W tartalmaz harom egymas melletti 1-t. Mivel
AL A W) € {B,D,F} ezért W sziikségképpen W=ULV  ahol
A(Q, A, u) =E . Ekkor viszont u-nak 11-re kell végz3dnie. Tegyiik fel példaul,
hogy az u sz6 00-ra végzédik. Ekkor alkalmas z szora U =200 | és igy

u=1z00

Delta definicidja
az észrevétel szerint

AQ,AZ) € {AC,E}

ezeket az &llaptokat
0 az A-ba viszi

Delta (Omega,A,u)=
=Delta (Omega, A, z00)=
=Delta (Omega,Delta (Omega,A,z),00)=

#
#
#
#
#
#
=A

teljesiil, ami lehetetlen. Ugyanigy gy6zddhetiink meg arrdl, hogy u sem Ol-re,
sem 11 nem végzddhet. Az u sz6 tehat U =211 alaky, és innen

w=Uulv =(z11)1v = z111v

ami teljessé teszi annak bizonyitasat, hogy w-ben taldlunk harom egymas melleti
1 jelet.
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Osszefoglalas

Ez a két bizonyitas tisztan mutatja a kiilonbséget a determinisztikus és a nem
determinisztikus automatakkal valé munka kozott. Nemdeterminisztikus automata
esetén bizonyitasunk egyszerii volt, vildgos, rovid és elegans. A nem
determinisztikus automatak egyszerii belsé6 struktarija egyszeri
bizonyitasokhoz vezet. Mindez egy tovabbi érvet szolgaltat a korabbi
megjegyzeésiinkhoz, hogy a nemdeterminisztikus automatak kozelebb allnak az
emberi gondolkodas kognitiv struktirajahoz.

Ugyanakkor az informalis érvelések sokszor rizikdsak, mivel konnyen
hibazhatunk, elnézhetiink bizonyos eseteket. Ezért igenis sziikségiink van
formalis, algebrai bizonyitasra, amelyeket els6 sorban a determinisztikus
automatakkal vald munka soran hasznalhatunk. A determinisztikus automatak
ugyanis specialis unér algebraknak tekinthetdk, és ez megadja a lehetGségét
annak, hogy hatékony algebrai eszkozokkel vizsgaljuk azokat. Bar ezek az
eszkozok rendkiviil erésen formalizaltak, messze nem sziikségtelenek. Eppen
ellenkezéleg a formalis bizonyitas segit abban, hogy kialakitsuk az egzakt
matematikai gondolkodast, tovabba, hogy tagitsuk a gyakorlatunkat a
szimbolikus szamitasok terén.

4.4 Konkluzio

Torténetileg a természetes Utja a véges automata bevezetésének a determinisztikus
automata matematikai modelljének megalkotasaval kezddédik. A definicid és
annak taglalasa erdsen algebrai beallitottsdgu az automata fogalom szimbolikus
kezelje a determinisztikus automatat algebrai eszkozokkel, hogyan tudja leirni
annak mikodését, hogyan hasznalja az automatakat szavak felismerésére €s
nyelvek elfogadasara. Ezek utdn a nem determinisztikus automata bevezetése a
determinisztikus automata fogalom altalanositdsaként torténik. Ez a kezelés a
szimbolikus reprezentacion épiil, amely rendkiviil nehézzé teszi a nem
determinisztikus automata miikédésének megértését. A nem determinisztikus
automatak tanitdsa valoban a komoly didaktikai kihivast jelent minden eléado
szamara.

Ugyanakkor azt lattuk, hogyha a grafikus reprezenticiot valasztjuk a
szimbolikus helyett, akkor a nem determinisztikus automata konnyiivé és
egyszeriien kezelhetové valik. Valoban a nem determinisztikus automata az
intuitiv emberi gondolkodashoz kozelebb allonak bizonyult. Masrészt a nem
determinisztikus automata exponencidlisan tomorebb, mint a determinisztikus,
amely azt jelenti, hogy exponencialisan kevesebb allapotot és atmenetet tartalmaz.
Ez az egyszerli belsé struktura megengedi, hogy egyszerlibb, és vilagosabb
kezelését adjuk a kiilonbozo allitdsok matematikai bizonyitasanak.
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6 Appendix

6.1 A médositott Imreh-Steinby algoritmus forrasszovege

> ImrehSteinby:=proc (B: :automaton)

local
queue,i,j,xa,xb,xA,xdelta,invT,xC,xs,xn,xp,xd, xdw,xw,xtable,
xinv,xi,\

A,xdirT,xS,xR,xprint, xtrace,xtab,xword,wsl,ws2,6xdirect, xshow
,S:
Frhkkkhkkkkkkkhkhkkkkkkkkkkkkk*k** gort
wsl:=proc(x,y)
local =xs:
xs:=lhs (x) [1]<1lhs(y) [1];
xs:=xs or (lhs(x)[1]=1hs(y)[1l] and 1lhs(x) [2]<lhs(y) [2]):
RETURN (xs)
end;
ws2:=proc(x,y)
local xs:
xs:=lhs (x) [1]1<1lhs(y) [1];
XS :=XS or (lhs(x) [1]=1hs(y) [1] and
convert (lhs(x) [2] ,string)<convert(lhs(y) [2] ,string)):
RETURN (xs)
end;
Frdkkdkkdkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk* body
s:=stack[new] () ;
xtrace:=0:xtab:=false:xshow:=false:xtable:=false:xinv:=false
:xword:=false:
if nargs>1 then
if member ( tracel’,{args[2..-1]}) or \
member (1, {args[2..-1]}) then xtrace:=1 fi:
if member (" trace2’,{args[2..-1]})or \
member (2, {args[2..-1]}) then xtrace:=2 fi:
if member ( invtra’,{args[2..-1]}) then xinv:=true fi:
if member ( dirtab’,{args[2..-1]}) then xtab:=true fi:
if member ( word’, {args[2..-1]}) then xword:=true fi:
if member ( show’,{args[2..-1]}) then xshow:=true fi:
if member ( table’, {args[2..-1]}) then xtable:=true fi:
fi:
Fhdkokddkkdkokdkkokkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk ] 1épés: inverz
dtmeneti tédbla konstrudléasa
A:=B:
invT:=table([]):
for i in indices(A[3]) do
for j in A[3][i[]] do
if assigned(invT[j,i[2]]) then
invT[j,i[2]] :=invT[j,i[2]] union {i[1]}
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else
invT[]j,i[2]]:={i[1]}
fi:
od:
od:
if xinv or xtrace>0 then
printf ("Inverse transition table:\n");
print (sort(op(op((invT))) ,ws2)) ;
printf ("\n") ;
fi:
T T s R T T T Ty 2. lépés:
inicializcid
if xtrace>0 then
printf ("Initialization:\n");
fi:
xdirT:=table([]):
for xa in indices(invT) do
xS:=invT[xa[]]:
xS:=map (x->{x[]}, Cartesian (xS,xS)):
for xb in xS do
#if xb[1l]<xb[2] then
if nops(xb)=2 then
#stack[push] (xb,s):
if xtrace>0 then
printf ("..push(%a): %a\n",xb,map(x->x[], [entries(s)]));
fi:
if not assigned(xdirT[xb]) then
stack[push] (xb, s) :
xdirT[xb] :={xa[2]}
else
xdirT[xb] :=xdirT[xb] union {xa[2]}
fi:
fi:
od:
od:
if xtrace>0 or xtab then
print (sort (op (op (xdirT)) ,wsl)) ;
fi:
#************************************** 3. lépés: a verem
kiidritése
while not stack[empty] (s) do
xa:=stack[pop] (s) :
if xtrace>0 then
printf ("pop () ->%a : %a\n",xa,map(x->x[], [entries(s)]));
fi:
for xs in A[2] do
xprint:=false:
if assigned(invT[xa[l],xs]) and assigned(invT[xa[2],xs])
then

79. oldal



xS :=map (x-
>{x[]},Cartesian(invT[xa[l],xs],invT[xa[2],xs])):

#xR:=select (x->not assigned(xdirT[x]) ,xS):

if xtrace=2 or (xtrace=1 and xS<>{}) then
printf(".(%a,%a) : %a -> %a\n",xa,xs,xS,xS)
fi:

for xb in xS do

if not assigned(xdirT[xb]) then

stack[push] (xb, s) :
if xtrace>0 then

printf ("..push(%a): %a\n",xb,map(x->x[], [entries(s)]));

map (x-

fi:
xdirT[xb] :=map (x->cat(xs,x) ,xdirT[xa]) :xprint:=true:
else
xdirT[xb] :=xdirT[xb] union
>cat(xs,x) ,xdirT[xa]) :xprint:=true:
fi:
od:
else
if xtrace>l1 then
printf(". (%a,%a) : %a\n",xa,xs,skip)
fi:
fi:

if (xtab or xtrace>0) and xprint then

print (sort (op (op (xdirT)) ,wsl)) ;

fi:

od:
od:

#*************************************** 5. 1épés;

eldallitéasa

if xshow then

printf ("Result of ImrehSteinby:")
fi:
xn:=nops (A[1]):
xdirect:=evalb (nops (op (op (xdirT) ) )=xn* (xn-1) /2):
xw:=Fail:

if xdirect then

xw:="":xS:=A[1l]:

while nops (xS)>1 do
xXi:=xdirT[{xS[1],xS[2]}]1[1]:
xS:=Delta (A,xS,xi,set):

xw:=cat (xw,xi)

od:

fi:

if xtable then

RETURN (eval (xdirT))

elif xword then

RETURN (xw)

else

output
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RETURN (xdirect)
fi:
end:

6.2 Peroid eljaras forrasszovege
> period:=proc(p,x,k,a)
local pl,p2,p3,p4,p5,P6,pP7:
pl:=plot(p,coords=k) :
p2:=plots[display] (pl,plot([[%x,0]],style=point,symbol=circle
A\
color=black, coords=k),\
plots[textplot] ([%x-0.2,-0.2,"x"],coords=k)):
p3:=plots[display] (pl,p2,plot([[x,t,t=0..sin(2*x)]],color=bl
ack,coords=k)) :
p4:=plots[display] (pl,p2,p3,plot([[x+Pi,0]],style=point, \
symbol=circle,color=black, coords=k) ,\
plots[textplot] ([x+Pi-0.2,-0.2,"x+Pi"],coords=k)):
p5:=plots[display] (pl,p2,p3,p4,plot([[x+Pi,t,t=0..sin(2* (x+P
i))11,\
color=black,coords=k)) :
p6:=plots[display] (pl,p2,p3,p4,p5,plot([t,sin(2*x) ,t=x..x+Pi
1.\
color=blue, coords=k)) :
plots[display] ([pl,p2,p3,p4,p5,p6],insequence=true) ;
end:

6.3 Konvergencia eljaras forrasszovege

> konvergencia:=proc (sorozat,epsilon)

local k,N,a,pa,pp,pm,pt,ps,pr,pd:

N:=40;

a:=expand (limit (sorozat,n=infinity)):

pa:=plot(a,x=0..N,color=blue) :

pPp:=plot(at+epsilon,x=0..N,color=magenta) :

pm:=plot (a-epsilon,x=0..N,color=magenta) :

pt:=plots[textplot] ([ [N+1,a+epsilon, ' "atepsilon”'],
[N+1,a,''a™ '],
[N+1,a-epsilon, ' "a-epsilon”']],align=RIGHT) :

ps:=NULL:

for k to N do

ps:=ps, [k,subs (n=k,sorozat)]:

pr:=plot([ps],x=0..N+3,style=point,symbol=circle,color=black
):
pdl |k:=plots[display] ({pa,pp,pm,pr,pt}) :
od:
plots[display] ([pd| | (1..N)],insequence=true,

title=cat( Sorozat: { ,convert(sorozat,name), }));
end:
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