it mw

I.—-—J..--

A tananyag el6feldolgozasai

a legkozelebbi tars médszerhez

doktori (Ph.D.) értekezés

KETSKEMETY LASZLO

Debreceni Egyetem
Debrecen, 2003









Ezen értekezést a Debreceni Egyetem Matematika doktori program Valdszintiség-
elmélet és matematikai statisztika alprogramja keretében készitettem 2000-2003
kozott és ezuton benyujtom a Debreceni Egyetem doktori Ph.D. fokozatanak
elnyerése céljabol.

Debrecen, 2003.

Ketskeméty Laszl
jelolt

Tanusitom, hogy Ketskeméty Laszlé doktorjelolt 2000-2003 kozott a fent meg-
nevezett doktori alprogram keretében irdanyitdsommal végezte munkajit. Az
értekezésben foglaltak a jelolt 6nalld munkdjan alapulnak, az eredményekhez
6nall6 alkoté tevékenységével meghatarozéan hozzdjarult. Az értekezés elfo-
gadésat javaslom.

Debrecen, 2003.

Dr. Fazekas Istvan
témavezetd



Tartalomjegyzék

Bevezetés 2
1. A tananyag szerkesztése 15
1.1. A tanulépont-halmagz ritkitdsa . . . . . . ... ... ... ... .. 16
1.1.1. A kondenzalt NN-mdédszer (CNN) . . .. ... ... ... 16

1.1.2. A redukdlt NN-mé6dszer (RNN) . . . ... ... ... ... 17

1.1.3. A J -z6énds CNN médszer . . . . .. ... ... ... ... 17

1.1.4. A J -z6éndas RNN médszer . . . . . ... ... ... .... 18

1.1.5. A rendezett CNN mddszer (OCNN) . ... ... ... .. 18

1.1.6. A szelektiv NN médszer (SNN) . . . ... ... ... ... 19

1.1.7. Ritkitas idegen pontparokkal . . . ... ... .. ... .. 23

1.2. A tananyag tOmoritése . . . . . . .. ... ..o 24
1.2.1. Szerkesztés segitékész tanitéval . . . . . . ... ... 25

1.2.2. Prototipus halmaz szerkesztése dinamikus klaszterezéssel 26

1.2.3. Prototipus halmaz szerkesztése segéd ponthalmazzal . . . 27

1.2.4. Szerkesztés k-NN osztalyozassal . . . . . . ... ... ... 29

1.2.5. Szerkesztés hibafiiggvény minimalizaldsaval . . . . . . .. 30

1.3. A tananyag osztdlyainak atdefinidlasa . ... ... ... ... .. 30
1.3.1. Atdefinidldsi algoritmusok . . . . . . ... ... ... ... 33

1.3.2. Az osztalyok kétetlen atdefinidlasa . . . . . .. .. .. .. 37

1.3.3. Egy dinamikus klaszterezési eljaras metrikus térben . . . 39

1.3.4. A tanulépont-halmaz ellendrzése klaszterezéssel . . . . . . 40

1.4. A tananyag sziirése . . . . . . . ... ... o o 40
1.4.1. Deviancia-tulajdonsdgok . . . . . . . ... ... ... ... 41

1.4.2. A devidns tanulépontok felhasznéldsa a tananyag sziliréséhez 44

1.4.3. Devians pontok felhasznédlasa k-NN osztalyozdskor . . . . 45

2. A legkozelebbi szomszéd gyors megkeresése 47
2.1. A probléma megfogalmazasa, jelolések . . . . . . ... ... ... 47
2.2. Kizéarasifeltételek . . . . . . . . ... L oL 52
2.3. A tananyag szepardldsa . . . . . ... ... L. 59



2 TARTALOMJEGYZEK

2.4. Szepardbilis részhalmazok keresése . . . . . . . . ... ... ... 61
2.5. A legkozelebbi szomszédot keresé stratégidk . . . . . . .. .. .. 63
2.6. A kizdrasos keresO stratégia alapossaga . . . . . . .. ... ... 66
2.7. Irodalmi példak kizarasos keresési stratégidkra . . . . .. .. .. 69
2.8. Keresési stratégidk hatékonysaga . . . . . .. .. ... ... ... 75
2.8.1. A Kj kizérési elv janicsdrhalmazai . . . . ... .. .. .. 77

2.8.2.  Optimadlis janicsarhalmazt el6allité algoritmus . . . . . . 78

2.8.3. Szamitogépes kisérletek . . . . .. ..o 83

2.8.4. NN-keres6 algoritmusok miikodési idejeinek Gsszehasonlitdsa 86

3. Metrikak automatikus skdalazasa 93
3.1. A probléma megfogalmazdsa . . . . . . . . ... ... ... 93
3.2. Konvergencia sebesség . . . . .. .. ... oL 97
3.3. A legjobban skaldzott metrika kivélasztdsa . . . ... ... ... 103
3.4. Homogén linearis egyenlétlenség-rendszer megolddsa . . . . . . . 106
3.5. Metrikdk keverése . . . . .. ..o oo 109
Hivatkozasok 128

A szerz6 egyéb publikiciéi 132



Koszonetnyilvanitas

Itt szeretnék kdoszonetet mondani azoknak, akik segitették disszertdciom elkésziilését.
Hdlaval tartozom Gyorfi Laszlonak, aki a témavdlasztastol kezdve a dolgozat
elkésziléséig figyelemmel kisérte munkdmat, hasznos tandcsokat adott és végig
biztatott. Megkdszonom Fazekas Istvannak, témavezetomnek az anyag tgen ala-
pos, gondos dtolvasdsdt, javité megjeqyzéseit és a termékeny konzultdiciokat.






Jelolések

X
d7 dEadCS7
Y

¢7¢A791X—>y

D,,

t;
class(t)
xr
tnn(z)
tFN (.’E)
dmin

dmax
dir,
k),
thon (@)

K, K1, Ko, ...

S, Smm, Ses -

#A
P

A\ B

Iay

x € RP

A c RP*x4
arg max(min)
Galca, Ra)
ca

Ra

Az alakzattér

Az alkalmazott metrika

Az osztalyok halmaza

Dontésfiiggvények
A tananyag. Osszesen n db (alakzatpont, osztaly)
elempart tartalmaz
A tanulépont halmaz, D,, alakzatpontjaibdl
(tanulépontok) 4ll6 n elemii halmaz

Az i-edik tanulépont 7,-bél

A t tanulépont tanitdsa (osztélya)

Egy metrikus pont X’-bdl, az osztilyozandd pont

Az x legkdzelebbi térsa T,-ben

Az x legtavolabbi tarsa T,-ben

Az x és a legkozelebbi tarsanak a tdvolsaga

Az x és a legtdvolabbi tarsdnak a tavolsiga

A legkisebb tavolsag a k-adik keresési 1épés utdn

A legnagyobb tavolsig a k-adik keresési 1épés utan

Az x legkozelebbi tdrsa a k-adik keresési 1épés utan

Kizarasi feltételek

Keresési stratégidk

Az A halmaz elemszdma

Valészintiség

Az A és B halmazok kiilonbséghalmaza

Az A esemény indikator valtozdja

p-dimenziés vektor

p X g-as matrix

Az az elem, ahol a maximum (minimum) felvétetik

Az A C X halmazt lefed6 minimé&lis gémb

Az A centrumeleme (c4 € A)

Az A takard sugara






Bevezetés

Célkittlizések, személyes motivaciok

Az alakfelismerés a matematikai kutatas egyik olyan népszerii teriilete, melynek
eredményeit széleskoriien alkalmazzak napjainkban is. A tematikus folydiratok
nagy szama -pl. IEEE Transactions on Pattern Recognition, Man, Systems and
Cybernetics, IEEE Transactions on Information Theory, Pattern Recognition,
Pattern Recognition Letters stb.-, konferencidk és konyvek sokasdga tanusitjak
ennek a témakornek a fontossagat. Legujabban az internetes adatbanyaszat
és az ujjlenyomatok felismerése a legnépszeriibb alkalmazds, amelyek kapcsan
sziiletnek a legértékesebb eredmények. Bar az els6 alakfelismerési dolgozatok
mar a hatvanas évek kozepén megjelentek, a gyakorlat mindmadig vet fel meg-
oldandé elméleti problémakat. A dolgozatban targyalt szlikebb teriileten is tobb
tucat az utébbi néhany évben megjelent publikaciok szama. Ez egyrészt azt
mutatja, hogy van érdeklédés a témakor irdnt, masrészt pedig arra is utal,
hogy az eddig bemutatott megolddsok nem minden alkalmazasnal kielégitoek.
A publikiciékban bemutatott algoritmusok tobbsége szorosan kétédik egy-egy
konkrét alkalmazashoz, a megoldasnal kihasznaljak a probléma speciélis adottsa-
gait. Ennélfogva mas jellegli gyakorlati feladatok megoldasakor nem jelentkezik
az elony. Jelen dolgozat mddszereinek kidolgozasanal ezért az egyik szempont az
volt, lehetdleg altalanos feltételek mellett lehessen azokat alkalmazni. Masszéval
az volt a célkitiizés, hogy ,,absztrakt” alakfelismerési problémak megolddsahoz
legyenek alkalmasak az algoritmusok, mert igy a jelentkezd el6nyck minden
konkrét alkalmazasnal meg fognak mutatkozni. A disszertdcidban egységes
jelolésrendszert hasznalva megkiséreljiik 6sszefoglani, attekinteni az utébbi kb.
négy évtizedben publikdlt tananyagot elokészité moédszereket. Az altalunk ki-
dolgozott és javasolt algoritmusok lényege igy jobban Osszevetheto lesz a mar
meglévokével.

Alakfelismerési problémakkal 1980-ban ismerkedtem meg az Orszdgos Me-
teorolégiai Szolgdlatndl, ahol digitalis miitholdképek elemzéséhez kellett alkal-
mas modszereket implementalni [42], [43], [44], [45], [46], [47]. A kutatdsok
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eredményeképpen késziilt el 1984-ben egyetemi doktori értekezésem [41], mely-
nek cime ,,Digitalis miholdképek szamitégépes clusterezése” volt. Késébb, 1986
és 1988 kozott, mar a miegyetemi dolgozoként vettem részt az OMFB altal
tamogatott kutatasban, melynek keretében a mindségbiztositasban alkalmaz-
haté alakfelismerési médszereket dolgoztunk ki és implementdltunk szamitégépre.
Az eredményeket két tanulméanyban foglaltuk ssze [48], [49].

Az alakfelismerés témakore

A dolgozat az alakfelismerés témakoréhez tartozéd specialis problémékkal foglal-
kozik. El6szor roviden felvazoljuk az alakfelismerés problematikajat.

Adott objektumoknak egy Q halmaza, melynek minden eleme egyértelmiien
véges szamu ismert osztdaly valamelyikéhez tartozik. Ha az osztdlyok szamat
L-lel jeldljiik, az osztalyok halmazat megfeleltethetjik az Y = {1,2,..., L} hal-
maznak. Azt, hogy az objektumok melyik osztdlyba tartoznak, az Y : Q@ — Y
fliggvény irja le, melyet osztdlynak neveziink. Az Y-t nem ismerjiik. Az objek-
tumokat egy X fiiggvénnyel egyértelmiien le lehet képezni egy X’ halmazra. Az
X : Q — X fiiggvényt alakzatnak nevezzik, és ismertnek tételezziik fel. Az X
az alakzattér, amely matematikai szempontbdl Q2-nél jobban modellezhetd hal-
maz. X egy adott d metrikaval lehet metrikus tér, lehet linedris tér, akar véges
dimenziés vektortér, de specidlis esetben az RP Euklideszi tér is. Altaldnos eset-
ben X elemeit pontoknak nevezziik, de a megfelel6 specidlis esetekben hasznéljuk
majd a vektor, fliggvény stb. elnevezéseket is.

Az alakfelismerés alapfeladata az, hogy egy ismeretlen w € € objektumrdl
megallapitsuk, hogy melyik osztalyhoz tartozik. Ehhez meg fogunk adni egy
¢ X = Y, un. dontésfigguényt, amivel w-hoz a ¢ (X (w)) osztélyt fogjuk ren-
delni. Az alapfeladat tehat regresszids: az ismert X egy fliggvényével akarjuk
jOl megbecsiilni Y'-t.

Miel6tt a matematikai modellt targyalnank, néziink néhany alkalmazasi példat!

Rendszdm-felismerés. Kiilonbozé ellen6rzési pontokon kamerdk vannak el-
helyezve, melyek digitalis felvételeket sugaroznak a kézpontba az utakon
kozleked6 autékrdl. A kozponti szamitégépben egy program a képekrol
a gépjarmivek rendszamait levdlasztja, kdédolja, majd az archivumban
tarolt korozott rendszamok listdjaban megkisérli azt azonositani. Ebben
a példéban a kozlekedd gépjarmiivek az objektumok, az 6sszes rendszamok
halmaza az alakzattér, az osztdlyok szdma most L = 2. Az egyik osztaly
a korozott rendszamok osztalya, a masik a nem korozotteké.
megjegyzés: Néhdny tovabbi hatdsagi alkalmazds a digitdlis utlevélellendrzés
a hatarallomdsokon, az ujjlenyomatkeresés a biintigyi archivumban, gra-
phologiai elemzés adott kézirat szerzdjének azonositdsahoz, stb.
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Postai kildemények szortirozdsa. Az objektumok most a postai kiildemé-
nyek (levelek, képeslapok, pénzes utalvanyok stb.), melyeken kézzel irott
vagy gépelt négyjegyll irdnyitoszam taldlhaté. Egy digitalizadlé berendezés
az irdnyitészamokat egy matrixra képezi le. Ilyen matrixok halmaza most
az X alakzattér. Az osztdlyok azok a helységek, ahovd a kiildeményt
tovabbitani kell.

Hosszitdvi meteoroldgiai elérejelzés. Az alakfelismerés témakoréhez tar-
tozik a meteorolégusok analdgids elérejelzési mddszere is. Tegyiik fel, hogy
most a kiinduldsi kérdés az, hogy a kdvetkezé hat hénapban a csapadékdsz-
szeg meghalad-e egy adott kiiszobértéket, vagy sem? Az osztalyok szdma
tehdt most is kettd: a csapadékmennyiség meghaladja a kiiszobot (1) il-
letve nem haladja meg (2). A vizsgélt objektumok most az elmult évek ha-
sonlé id6szakaszainak id6jardsi torténései. Az idéjaras lefolyasat mérések
segitségével jellemzik, és azt archivumokban téroljdk. Az X alakzattér egy
pontja most egy el6zé év hémérséklet, csapadék, 1égnyomas stb. adatso-
rainak Osszessége. A jelen év idéjarasdnak elézd hat hénapos lefolyasa
szintén kiolvashaté ebbdl az archivumbdl. A meteorolégusok Osszevetik
ezt az adattomeget az el6z6 évek hasonlé idészakhoz tartozé adattomegei-
vel és megkeresik azt az évet, melynél a legjobb az egyezés a jelen évivel.
Ezek utdn a kiinduldsi kérdésre az alapjan adjak meg a valaszt, hogy a
leginkabb hasonlé lefolyasu multbeli idoszakban késébb hogyan alakult a
csapadékmennyiség. Az analégids médszer az alakfelismerés legkdzelebbi
tars mddszerének felel meg.

Miiholdképek pizeleinek azonositdisa. A foldfelszin pontjai (ezek most az
objektumok) kiilénb6z8 osztdlyokhoz tartoznak: viz, telepiilés, erdd, lu-
cerna, buza, kukorica stb. A miihold a vildglirbél nagyfelbontasi digitd-
lis fényképeket készit a foldfelszinrél. A felszin minden pontjanak meg-
felel egy képpont (pixel) ezen a felvételen. Mivel a fényképez6gép tobb
frekvenciatartomanyban is mér, ezek a pixelek tobbdimenzids vektorok
lesznek. Tehat most az alakzattér vektortér lesz. Kiilonbozd erdforras-
kutatdsi alkalmazdsoknal fontos a pixelek pontos osztalybasoroldsa. Ez
alapjdn pl. jol megbecsiilheté a biiza terméteriilete (ez lehet alapja a buza
termésbecslésnek), egy foly6 arviz-boritasa, egy t6 nddas-boritottsiga, stb.

Az alakfelismerés matematikai modellje

Adott az (2, F, P) Kolmogorov-féle valészinliségi mezé. Q elemeit objektumok-
nak nevezziik. Az objektumok mindegyike L kiilonbozé osztaly valamelyikéhez
tartozik. Jelolje Y = {1,2,..., L} az osztalyok halmazit! Legyen Y : Q@ — Y
egy olyan diszkrét valésziniliségi véaltozd, melynek eloszldsa: p;, = P (Y =1i),i =
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1,2, ..., L (a’priori eloszlds). Az'Y val6sziniiségi véltozd az objektumok osztdlya.

Adott az (X, d) metrikus tér, melynek alapterét alakzattérnek nevezziik. Jelolje

az X nyilt halmazai altal generdlt o-algebrat B! Legyen az X : 0 — X mérheté

leképezés. X-et alakzatnak nevezziik. Tételezziik fel, hogy adott egy p mérték

az (X, B) mérhetd téren, melyre abszolit folytonos X eloszldsa, vagyis létezik

az fx : X - R Radon-Nykodim derivélt: P (X € B) = [ fx (z) du (x) , minden
B

B € B-re.
Tekintsiik most az Y = i eseménynek az X altal generdlt Gx = o (X) o-
algebréara vett feltételes valészintiségét:

ni(X) =P Y =i|Gx).
Ekkor az (X,Y") par egylittes eloszlasa kifejezhetd n;-vel és fx-szel:

P(XeBY=i)= [ n(X)dP=[nia)- fx («)du(x).
{XeB} B

A képletben szerepld n;(x), i = 1,2, ..., L fiiggvények alkotjit az a’poszteriori
L
eloszldst, hiszen > n;(z) = 1 minden z € X esetén.
i=1

i=

A ¢ X = Y fuggvényt dontésfiggvénynek nevezzikk. Y-t ¢ (X)-szel sze-
retnénk minél jobban megbecsiilni. Adott egy W = (w;;) L x L-es métrix, a
veszteségmdtriz, ahol w;; annak a rossz dontésnek a veszteségét jellemzi, amit
akkor kovetiink el, ha ¢ (X) =4, de Y = j. (W nem feltétleniil szimmetrikus, de
altaldban w;; = 0. PL. nagyobb a keletkezett kar - illetSleg kisebb az elmaradt
nyereség-, ha egy gépjarmiivet tévedésbdl kordzottnek osztalyozunk, mintha egy
lopott kocsit a nem korozottek kozé sorolunk.)

A ¢ dontésfiiggvény rizikdjan az

wij P (¢ (X) =4,V =j) =

US>

L
1=

L

1j

L L L L
=y Ywy- [ ni(X)dP =3 Y wiy- [ ni(@)- fx (2)dp(z) =

i=1j=1 {$(X)=i} i=1j=1 {¢(z)=i}

L
= [ Ax (@) 3wy n()dp 2)

i=1{¢(x)=i} j=1
értéket értjiik. Amennyiben W = 1.1 — E az anti-egységmétrix (azaz wy; = 1—
8;j, ahol §;; a Kronecker szimbélum), R (1-17 — E,¢) = L(¢) =P (¢ (X) #Y)
a hibds dontés valdsziniliségét adja. A rizikét minimalizdlé dontésfiiggvényt
Bayes-dontésfiigguénynek nevezzik, és ¢*-gal jeloljiikk. A minimalizalt riziké

(illetve hibavalésziniiség) az R* Bayes-riziké (illetve L* Bayes-hiba).
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Belathato, hogy
I
¢*(x) =1, ha > wy; -nj(x) < > wg; - n;j(x) minden k # i-re.
=1

Ha w;; = 1—6;;, akkor a Bayes dontésfiiggvény egyszeriibben is megadhato:

¢*(x) =1, ha n;(z) > np(x) minden k # i-re.

Az (X,Y) par egylittes eloszldsdnak ismeretében ¢* megszerkeszthets. Az
alkalmazasok tobbségében ezt nem ismerjiik, viszont adott egy

(leifl) ) (X27Y2) 3 ey (Xn,Yn) 9 e

fiiggetlen, (X, Y)-nal azonos eloszlasu parokbdl all6 sorozat, melyet felhasznalhatunk
a dontésfiiggvény (rekurziv) megaddsdhoz. A

Dn = {(XI’YI) ) (X27Yé) PRXXT) (Xnayn)}

halmazt tananyagnak nevezzik. X; az i-edik tanuldpont, Y; a megfeleld tanitds.
Gyakran hasznédljuk a 7, = {X1,Xs, ..., Xy} tanuldpont-halmaz elnevezést is,
ilyenkor az X; tanulépont tanitdsdra a class(X;) jeloléssel fogunk hivatkozni.
A tanuléalgoritmusok a D,, tananyag fliggvényeként allitjak el6 a g, : X — Y
dontésfiiggvényt. Ekkor értelmezhet6 a

feltételes valdszintliség, ahol a feltételben szereplo G a D,, tananyag altal generalt
o-algebra. A g, dontésfiiggvény feltételes rizikdjan az

i=1j=1

valészintségi valtozot értjiik.
Ha lim ER, = R*, akkor a {g,} dontésfiiggvény-sorozat, illetve a kapcso-

n—oo
latos tanuléalgoritmus gyengén konzisztens.
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A legkozelebbi tars moédszer

Az alkalmazdsokban az egyik legnépszertibb tanulbalgoritmus a legkdzelebbi
szomszéd, vagy legkozelebbi térs (angolul Nearest Neighbor Decision Rule)
médszer, amelynél a dontésfiiggvény-sorozat definicidja:

gn (z) =Yj, ha d(z,X;) = _r1n2in d(z, Xa).

a= )

Erre az algoritmusra altalanos feltételek mellett megmutathatd, hogyha létezik
nh_}n;oE (R (l, gn)) = Rnn, akkor R* < Ryn < 2R*, vagyis R* = 0 esetben a
legkozelebbi tars tanuldalgoritmus gyengén konzisztens lesz.

A legkozelebbi tars médszereknek igen nagy irodalma van, itt most DEV-
ROYE, GYORFI, LuGosI [8], COVER és HART [4], STONE [32], DUDA és HART
[9], DEVUJEVER, P.A., KITTLER, J. [6] valamint FUKUNAGA [16] &sszefoglald
miivére hivatkozunk. COVER és HART [4] foglalkoztak el6szor a legkdzelebbi
tars médszer aszimptotikus tulajdonsigaival. Bebizonyitottdk, hogyha az (X, d)
metrikus térben az x osztalyozandé pont 1 valdsziniiséggel az osztalyok feltételes
striségfliiggvényének folytonossagi pontja, akkor az osztalyozasi hiba nagysaga
aszimptotikusan a Bayes hiba egyszerese és kétszerese kozé fog esni fiiggetleniil
a d metrika megvélasztasidtél. Ezt az eredményt tobben altalanositottak arra
az esetre is, amikor az X alakzat eloszldsdra semmilyen kik6tés sincsen. (L. pl.
DEVROYE [7].) Szeparébilis metrikus térben a legkdzelebbi szomszéd mddszer
konzisztens dontésfiiggvények sorozatat fogja eldallitani, ha a Bayes-hiba 0.

A dolgozatban kizardlag a legkozelebbi tars médszerrel, illetve ennek médési-
tdsaival fogunk foglalkozni specidlis szempontbdl. Legtobbszor D,-et (illetve
Tn-et) adottnak tekintjitk, ami nem fiigg a véletlent6l. Ezért ilyenkor elemei-
ket kisbetiikkel fogjuk jelolni. Fent emlitettiik, hogy a mddszer aszimptotiku-
san - amikor a tananyag elemszama végtelenhez tart - j6 tulajdonsiagot mu-
tat azzal, hogy rizikéja a Bayes riziké kétszeresénél kisebb. Gyakorlati alkal-
mazasokndl a mintaelemszam azonban véges. Minél nagyobb elemszamu tana-
nyagra volna sziikség a pontossag biztositasahoz, azonban ezaltal az osztalyozds
lassul, a koltsége pedig novekszik. Hogyan lehet a 7, = {t1,ts,...,t,} ta-
nuléponthalmazt (tananyagot) ugy atalakitani, hogy a pontossidg ne romoljon,
mikozben a koltségek csokkennek? Ennek a kérdésnek a lehetséges vélaszait
keressiik és adjuk meg ebben a dolgozatban.

Tanulbéalgoritmusokndl az osztalyozds folyamata harom 1épésbdl all.

1° A tananyag atszerkesztése (eléfeldolgozasa).

2° A dontésfliggvény elallitasa.



BEVEZETES

3% Ismeretlen alakzatvektorok osztalyozasa.

Az els6 két 1épést csak egyszer kell végrehajtani, mig a harmadik 1épésben
az osztalyozandd alakzatok szdma igen nagy lehet. Pl. digitalis mitholdképek
esetében az osztdlyozandé pixelek szdma millids nagysagrendii, de a rendszam
felismerés, vagy a postai szortirozds soran is tobb szdzezer osztalyozandé ob-
jektum lehet naponta. Tehat a tananyag atszerkesztésének és a dontésfiiggvény
eldallitasanak koltségei -mivel ezeket csak egyszer kell elvégezni-, eltorpiilnek
az osztalyozas koltségeihez képest. Ezért érdemes a tananyagot el6feldolgozés
ald vonni, hiszen az osztalyozas soran a futtatasi id6-, szamitasi mivelet- vagy
taroldsi kapacitds-csokkenés formajaban jelentkezd megtakaritds az el6feldolgozas
koltségeit béségesen fedezni fogja.

Alabb a 7T, tanulépont-halmaz lehetséges el6feldolgozasait hat pontban fog-
laljuk Ossze. Az 1., 2. pontban vazolt eléfeldolgozds tipusok az osztalyozds
koltségét hivatottak csokkenteni. A 3., 4. és az 5. pontban emlitett mddszerek
az osztalyozdsi pontossidg novelését célozzdk. Az elbfeldolgozasok harmadik
tipusa -amit a 6. pontban részleteziink- a legkozelebbi szomszéd gyorsitott meg-
taldlasat szolgalja.

1. A 7T, ritkitdsa. Olyan T* C 7T, részhalmaz elééllitasa a cél, amely rendel-
kezik az alabbi két tulajdonsaggal:
a.) T* pontjai pontosan osztalyozzék a T, \ T* tanulépontokat, azaz T*
konzisztens.
b.) 7* minimélis elemszadmu konzisztens részhalmaza T,,-nek.

2. AT, tomoritése. A T = {#1,22,..., 2} C X a 7;1 prototipusa, ha tana-
nyag, k << n és pontosan osztdlyozza T,-t. Altaldban 7 Z T, sbt
T N T, =0 is elképzelhetd.

3. A 7T, sziirése. Olyan T* C 7T, részhalmaz elééallitdsa a cél, amelynél T*
pontjait az legkdzelebbi szomszéd mddszerrel pontosabban lehet osztalyoz-
ni. A 7, \ 7* halmaz elemei az adott metrikdval osztédlyaik rosszul oszta-
lyozhat6 (devidns vagy outlier) tanulépontjai. 7*-ot a fenti 1. pont szerint
vagy 2. pont szerint tovabbi feldolgozasnak vetjiik ald, 7, \ 7* pontjait
vagy kiilon kezeljiik, vagy pedig mérési hibakbdl ereddeknek tekintjiik, és
elhagyjuk a tovabbi szamolasbol éket.

4. A D, tananyag dtdefinidldsa. Ezen egy f : {1,2,..,L} — {1,2,...,K}
transzformécié megadasat értjiik, amikoris ¢ € T,, esetén class(t) helyett
f(class(t))-t tekintjik a ¢ tanulépont 1j tanitdsdnak. Ha a tanulépont
eddig az 1 osztdlyhoz tartozott, ezutédn az f (i) osztélyhoz fog. Az j
tananyaggal javul az osztdlyozas pontossaga.

13
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5. Metrikavdlasztds. Olyan f: X" — A, A={d; d: X x X — R" metrika}
leképezés megadésa a feladat, hogy az f (7,) metrikdval osztélyozva Tp-t
a pontossag javuljon. A lehet véges sok metrikat tartalmazé halmaz, és
lehet valamilyen silyvektortdl fliggé kontinuum szdmossdgi halmaz is.

6. A legkozelebbi tdrs gyorsitott megkeresésének stratégidi. Itt az a cél,
hogy n db szekvencidlis metrikaszamitas helyett dtlagosan sokkal kevesebb
d(x,t;) tdvolsdg kiszdmitdsaval pontosan meg tudjuk dllapitani az z € X
osztalyozandé pont osztélyat. (Még a minimadlis tavolsdgot sem kell ehhez
feltétleniil kiszamolni.) A keresési stratégia a T, eléfeldolgozdsabdl nyert
adatok, statisztikdk segitségével adhatd meg.

A dolgozat elsé fejezetében a tananyag 1.-4. atszerkesztési lehet6ségeit foglal-
juk Gssze. A masodik fejezet a legkozelebbi tars megkeresésének gyorsitott algo-
ritmusaival foglalkozik. A harmadik fejezet targya az alakzattér metrikdjanak
megszerkesztése.

A disszertacioban elért eredmények

A dolgozat eredményeinek egy része megtalalhato a [38], [39], [40] publikacidkban.
Az aldbbi listaban tételesen is felsoroljuk az 6nallé téziseket.

1.1.7. Tomek méasodik ritkitasi eljarasanak altaldnositasa, az 1.2. ellenpélda.

1.2.3. Prototipushalmaz szerkesztése segéd-ponthalmazzal.

1.3. A tananyag osztdlyainak dtdefinidldsa.

1.4. A tananyag szlirése.

2.1. A Ky, Ko, Ky, K5 kizarasi feltételek, 2.1.-2.5. tételek.

2.3. A tananyag szepardlasa, 2.1., 2.2. definicidk, 2.6.-2.8. tételek.

2.4. Algoritmusok szepardlhaté részhalmazok keresésére.

2.6. A kizardsos keresGalgoritmusok alapossaga.

2.8. A keresés hatékonysiganak jellemzése, szamitogéppel elvégzett kisérletek.

3.2. A skalazott metrikds keresés konvergencia-sebessége,

3.1. tétel, 3.3. segédtétel
3.3. A legjobban skaldzott metrika kivalasztasanak el6készitd fazisa.
3.5. A metrikdk keverése.



1. fejezet

A tananyag szerkesztése

Bevezetés

A tananyag szerkesztésén egy (X x V)" — (X x )™ leképezés definidlasat
értjik, melynek az a célja, hogy az eredeti D,, tananyagbdl az osztalyozashoz
jobb input D}, tananyagot allitsunk eld.

Az egyik ok az el6feldolgozasra az, hogy a kiindulési D), tananyagban felléphet
informéacié-redundancia. Ez alatt azt értjiik, hogy egyes tanulépontok igazabdl
nem vesznek részt az osztdlyozasban mert az dltaluk hordozott informéciét més
tanulépontok is tartalmazzak. Az ilyen ,felesleges” tanulépontokat célszerii
ignoralni, hiszen csak a feldolgozds koltségét novelik, a pontossigdt nem. A
redundancia megsziintetését szolgdljdk a tananyag ritkitisi eljardsai, melyek
feltarjak és eltavolitjak a felesleges tanulépontokat. Ezeket a mdédszereket az
1.1. pontban targyaljuk. Hasonl6 célt valésitanak meg a tananyag-tomorité
eljarasok is. Ekkor a D,,-nél kisebb szdmossagu, in. prototipus-halmazt allitunk
els, amely jol helyettesiti majd D,-t az osztalyozdsndl. A tomoritéssel az 1.2.
pontban foglalkozunk.

A tananyag egy masik jellemzdje lehet, hogy elemei k6zott hibds, vagy
legalédbbis kis valészintséggel eléforduldé un. devidns tanulépont is vannak.
Ezek pl. a legkozelebbi szomszéd osztalyozdsnal ugyanolyan sullyal vesznek
részt, mint ,,normdlis” tdrsaik, és az osztalyozds pontossagat rontjdk. Azo-
kat az eljarasokat, melyek a devidns tanulépontok detektdlasat, és a tana-
nyagbodl eltavolitasat végzik, szirésnek nevezziik. A témakort az 1.3. pontban
részletezziik.

Végiil, egy harmadik jelenség is megfigyelhet$ az eredeti tananyagban, ami
az atszerkesztést indokolhatja. Sokszor lehet tapasztalni, hogy az alakzatpontok
nem mindig felelnek meg markdnsan az osztalyoknak. Egyrészt kiilonb6z6
osztalyok az alakzattérben teljesen Osszekeveredhetnek, méasrészt viszont lehet

15



16 1. FEJEZET. A TANANYAG SZERKESZTESE

olyan osztaly is, amelynek pontjai jél szepardlhatd klaszterekbe tomorodve he-
lyezkednek el. Ezeket az anomalidkat az osztdlyok dtdefinidldsdval lehet kezelni.
A kapcsolédé médszereket az 1.4. pontban foglaljuk Gssze.

1.1. A tanulépont-halmaz ritkitasa

A 7, tanulépont-halmaz ritkitdsdn egy olyan m < n elemszamu 7* C 7,
részhalmaz megaddsat értjiik, mellyel 7, pontjai hiba nélkiil, vagy minimalis
hiba mellett osztalyozhatok a legkdzelebbi szomszéd médszerrel. A problémakdrnek
tobb lehetséges megolddsa ismert. Ennek a fejezetnek az 1.1.1.-1.1.6. ponjaiban
ismertetjiik az irodalomban javasolt megolddsokat. Az 1.1.7. pontban egy tj
ritkité algoritmust adunk meg.

A leirdsokban a 7, tanulépont-halmaz osztalyait C; jeloli:

L
Ci={t € Tp,class(t) =i}, i=1,2,..,L. T, = U Ci,CiNCj=0,i# .

=1

1.1.1. A kondenzilt NN-mdédszer (CNN)
HART [19] az aldbbi megoldést adta meg.

19 Véletlenszertien kivalasztjuk 7, egy tanulépontjat, és T *-ba toltjiik.

2° Osztélyozzuk a T, \ T* tanulépontokat sorra. Legyen t € T, \ T* a
kovetkezd pont. Két eset lehetséges.

-t € Cin (T, \T*) olyan, hogy 3t* € C; N T*, melyre 1161%1_1 d(t,z) =
d (t,t*). Ilyenkor vessziik a kovetkezd tanulépontot T, \ T*-bol.
-t € C;nN (T, \ T*) olyan, hogy IIEI%Q d(t,z) = d(t,t*) és t* € T*, de

t* ¢ C;, azaz t-t T* rosszul osztilyozza. Ilyenkor 7* := T* U {t},
vagyis t-vel bévitjiik T*-ot.

3° Ha egyszer mar 7, mindegyik tanulépontjat megvizsgaltuk, ismételten
végigmegyiink a 7, \ 7™ pontokon. Ha valamelyiket 7* rosszul osztélyozza,
azzal kibévitjik T*-ot. A 3° 1épés kétféleképpen fejezOdhet be. Vagy
mindegyik 7, \ 7* pont belekeriil 7*-ba (azaz T, = T*), vagy nem volt
rosszul osztélyozott tanulépont T, \ 7*-ban. Ilyenkor megillunk, és a
tovabbiakban T *-gal osztalyozunk.
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1.1.2. A redukalt NN-médszer (RNN)

G.W.GATES [18] a CNN mddszerrel ritkitott 7* tananyagot tovabbi feldol-
gozasnak veti ald kikiiszobolendd azt a hibat, hogy 7* tartalma fiigghet a fel-
dolgozés sorrendjétol.

1° Kiindulunk a CNN algoritmussal kapott 7 *-bdl és betoltjiik azt T**-ba.

2° Egyenként sorravessziik 7** elemeit. Vizsgaljuk most ¢ € 7T**-ot. Két
eset lehetséges:

- T\ {t}-vel osztélyozva T, pontjait, hibatlan osztalyozdst kapunk.
Tlyenkor t-t végleg eltdvolitjuk T**-bol: T** := T**\ {¢t}.

- T**\ {t}-vel osztélyozva T, pontjait, kapunk hibds osztdlyozdst T,-en.
Tlyenkor -t nem tévolitjuk el T**-bél.

1.1.3. A ¢ -zénas CNN mddszer

J.R.ULLMAN [34] -t6l szdrmazik ez a ritkitasi algoritmus, amely § = 0 eset-
ben éppen a CNN mdédszer. ,,J6” § > 0 paraméter vilasztdsa esetén kisebb
elemszamu ritkitott elemszamu tananyag allithato el6 a médszerrel. A § értékének
bel6véséhez célszerl tobbszor elinditani az algoritmust.

0° Induldskor mindegyik C} halmaz iires.

1°Vi = 1,2,...,L -re legyen t € C; tetszbleges: CF := CF U {t},T* =
L
U Cr,é6 > 0.
i=1

2° Véletlenszerlien sorra véve a t € T, tanulépontokat, ha ¢t € C). \ C olyan,
hogy #z € C* amivel

* d(t,2) +6 < min d(y,t
*) (t,z) + o (y,t)

lenne, akkor C} := C* U {t} és T* := T* U {t}. Ellenkez§ esetben, tehat
ha 3z € C} amivel (*) fenndll, nem bévitjiik C*, T*-ot.

3° A 2°1épést addig ismételjiik, amig van olyan elem a C; \ C} halmazokban,
mellyel béviteni lehetne T *-ot.
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1.1.4. A § -zénas RNN mdédszer

J.R.ULLMAN [34] egy mésik ritkitdsi eljarést is leir, amely egyrészt 6 = 0 eset-
ben az RNN médszer, masrészt az algoritmus igyekszik kikiiszobolni a CNN
médszer azon tovabbi hibajat is, hogy jobb hijan a C-ba toltjiik azokat a t € C,
tanulépontokat, melyeket a 7* pontjaival nem tudunk pontosan osztalyozni.

1° Mindegyik C; C 7, osztalyhoz meg fogunk szerkeszteni egy
Cro,Ciy, ., CF , C C; halmazsorozatot, ahol g az iterdcidk szama. Legyen
6> 0.

29 A C} elkészitése. A t € C; tanulépontot akkor gyijtjiik bele C7-ba, ha
t*,t** € C; \ {t} jeloli a t két legkozelebbi szomszédjat az osztalyban, és
d(t,t*) < d(t,t**), amikkel

ok d(t,t*)+38 < min d(t,z), de d(t,t**) +86> min d(t,2).
(**) (t,t*) + JCain (t,2), de d(t,t**) + > Jin (t,2)

32 A C}, halmazok segitségével készitjiik el a C7; halmazokat. A t € C;
eleme lesz C7,-nek, ha

otk d(t,t*)+6 < in  d(t,z),ded(t,t*)+5 > in dt,z).
(**%) (t, 1) zeﬁll\nc;o (t,2), ded(t,t**) _ze;ry\nci*’o (t,2)

4° A 3° 1épést g iteracion keresztiil végezziik.

L
A ritkitott tananyag 7* = |J C}, lesz.
i=1

1.1.5. A rendezett CNN mdédszer (OCNN)

A CNN médszer végeredményeként az iterdciéval kapott ritkitott tananyag
pontjai a két osztalyt elvilaszté sdv tanuldpontjai lesznek. 1. TOMEK [33]
modositdsanak az a lényege, hogy a ritkitott tananyagba eleve az osztdlyokat
elvélaszt6 hatarsavbdl valaszt tanulépontokat, igy a Hart-féle CNN algoritmus
kevesebb iteraciét igényel.

A CNN leirdsdban a 2° pont masodik részét kell médositani.

Legyen t € C; N (T, \ T*) olyan, hogy Znel%p* d(t,z) =d(t,t*) ést* € T*, de

t* ¢ C;, azaz t-t T* rosszul osztélyozza. Ilyenkor megkeressiik azt az u € T, \T*
pontot, ami egy osztalyban van ¢-vel, és d (u,t*) < d (t,¢*). Ha van ilyen, ezzel
az u tanuléponttal bévitjikk 7*-ot ¢ helyett: T* := T* U {u}.
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1.1.6. A szelektiv NN mddszer (SNN)

G.L.RITTER ET.AL. [28] eredménye a legélesebb ebben a témakorben, amennyi-
ben a javasolt algoritmus minimadlis konzisztens tananyagot allit elé. Nevezete-
sen az SNN algoritmus olyan tanulépont halmazt konstrual, amely teljesiti az
alabbiakat:

- T* konzisztens részhalmaz, azaz Vt € C; \ T* tanulépontra teljesiil, hogy
e T :d(tt*) < Iggld(t,z).
2¢C;

- T* a fenti tulajdonsagi halmazok koz6tt minimalis elemszam.

Legyen t, € C;, akkor Y, = {z;z € Ci,d(z,ty) < n;lél d(ta,y)}. Legyen
Yy i

agg) = If4,ev;)- Nyilvén aE?) = 1 mindig fenndll. Az agg) = 0, ha class(t;) #

class(t;), vagy bar class(t;) = class(t;), de 1étezik olyan z, class(z) # class(t;),

hogy d (ti,2) < d(t;,t;) . Ekkor AO = (a(,q)) az algoritmus kiindulési
— i,j=1,...,n

1)

métrixa. Az A(®) métrixot minden lépésben oly médon médositjuk, hogy sorokat
és oszlopokat torliink belble. A végsé allapot az lesz, amikor mindegyik sort és
oszlopot toroltiikk mar. A k-adik 1épés utan redukalt métrixot é(k) fogja jelolni.
Az A® ban a még nem torolt sorok sorszdma azon tanuldpontok indexeinek
felelnek meg, amelyeket még be lehet majd vonni a 7* halmazba, mig az osz-
lopok sorszamai azon tanulépontok indexeit mutatjak, amelyek egyelére még
nem jol osztalyozédnak az aktudlis é(k)—hoz tartozo T* tartalma segitségével.

Tegyiik fel, hogy mar k > 0 1épést végrehajtottunk, megkapva é(k)—t.

1° - Torsljiik A% -ban azon i oszlopokat (és t;-t besoroljuk T*-ba), ha az i-
edik oszlopvektor egységvektor. Ha példdul az i-edik oszlopnak csak
a j-edik komponense nem nulla akkor megvizsgaljuk, hogy a j-edik
sorvektorban van-e még 1-es valahol. Ha példaul az a-adik oszlopban
van, akkor az a-adik oszlopot is toroljiik (de t,-t nem soroljuk be 7*-
ba). A torlések nyomén kapjuk az é(k“) maétrixot.

- Toroljiik é(kﬂ)—ban azokat a j sorokat is, amelyeknél van nagyobb vagy

egyenlé mdsik sorvektor. Azaz, ha §§»k+1) jeloli a matrix j-edik sor-
é(k-i—l) < ﬁg{k+1)
(k+2)

vektorat, akkor Jda : kell a j-edik sor torléséhez. A

redukélt matrix az A

- Téroljik é(’”z)—ben azokat a j oszlopokat is, melyeknél van kisebb.
Azaz a j-edik oszlopot toroljiik, ha Jo : Q§k+2) > ot Ay ilymédon
redukélt matrixot jeldlje é(k+3).
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2° Az algoritmus leall, ha nincs mar sor vagy oszlop a kapott redukélt matrixban.
A keresett ritkitott tananyag 7* tartalma. Ha még van sor vagy oszlop-
vektor, de az oszlopok kozott nincsen egységvektor, a 3° lépésre tériink.
Kiilonben visszatériink 1°-re.

3% Toroljiik azt az i-edik sort, amelyben az egyesek szdma minimalis. Ilyenkor
a megfelel6 tanulépontot besoroljuk 7 *-ba is. Visszalépiink 1°-re.

Az aldbbi megoldast GABOR [17] publikdlta. Az algoritmus ismertetése
el6tt sziikséglink van néhdny elnevezésre. A D,, tananyaghoz tart6z6 rendezési
tablazaton azt az n x n-es tablazatot értjiik, melynek i-edik sordban az
(i,class (t;)) , (p1,class (tp,)) , (P2, class(ty,) s ..., (Pn—1,class (tp,_,))
elemek taldlhatok, ahol fennallnak a d (t;,tp,) < d(ti,tp,) < -+ < d (ti, tp,_,)
relaciok (i = 1,2, ...,n).

A tananyaghoz tartozd rendezési tabla felhasznalhatd az aldbbi n egyenletbdl
4ll6, n ismeretlenes logikai egyenletrendszer felallitisahoz. Az egyenletrendszer
ismeretlenjeit a;-vel (i = 1,2,...,n) fogjuk jelolni. | a negacid, V a diszjunk-
cié, A a konjukcié, = pedig az ekvivalencia jele lesz a leirdsban. A rendezési
tabla i-edik sora egyértelmien definidlja az egyenletrendszer i-edik egyenletét.
Tegyiik fel, hogy a rendezési tabla i-edik soraban csak a j1, jo, ..., jp-adik osz-
lopdban allnak a ¢; tanuléponttal egy osztdlyba tartozé tanulépontok. (Tehat
class(t;) = class(tp; ) = --- = class(tp; ).) Akkor az i-edik logikai egyen-
let: Ja; = (laaAlas A« Ay, ) Aap,, V (T, 4y Nlap, 1o A Alag,, ) A
ap;, VeV (] Qp; Ny Ao A O‘Pfrl) Nap; . Ha egy a bindris vektor
kielégiti a fenti egyenletrendszert, akkor a-hoz hozzakapcsolhatd egy relative mi-
nimélis konzisztens halmaz: C, = {t;, haa; =1 (i=1,...,n)}. (Cy barmely
elemét elhagyva nem kapnank konzisztens halmazt!) Az abszolit minimélis
konzisztens halmaz ezek koziil a minimalis szamossagu lesz.

1.1. példa. Az alabbi példat az egyenletrendszer felallitdsanak jobb megértése
végett GABOR [17] publikdci6jabol vettiik 4. Az 1.1/a. dbra mutatja a tanulé-
pontok sikbeli elhelyezkedését, az 1.1/b. mutatja a megfelel§ rendezési tablat,
1.1/c. tartalmazza az egyenletrendszert, 1.1/d. pedig az Gsszes lehetséges re-
lative minimdlis konzisztens részhalmazt.

(6,1 | 31 | (4,2) | (2,2)
(3,1) | (1,1) | (4,2) | (5,1)
(LD | (4,2) | (5,1) | (2,2)
(3,1) | (2,2) | (1,1) | (5,1)
(L) | B | (4,2) | (2,2)

Y

)

L1
2.2
3.1
12
5,1

)

|| ~[—~|—~
~— | — [ | —

Y

1.1/b. dbra. A rendezési tdblazat
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1.1./a. dbra. A feldolgozott tanulépontok elhelyezkedése a sikon. Az &t
tanulépont két osztalyhoz tartozik. Az 1-es osztdlyt kor, a 2-es osztalyt
négyzet jeloli.

lon = as Vas

laa = (JasAlar) A ay
Jas = a1 V (o) A as]
]a4 = (]O[3)/\O[2

]Ot5 =1V (6]

1.1/c. abra. A logikai egyenletrendszer. Megolddsai
(0,1,0,0,1),(0,1,1,1,0) és (1,1,0,0,0)

Sl = {275}552 :{2)374}>S3 :{132}

1.1.d. dbra Az eredményiil kapott relative minimélis konzisztens halmazok

Az aldbbiakban adjuk meg a médszerhez tartozé algorimust.
1°i:=1,A:={a=(,...,an);0; € {0,1},5 =1,2,...,n}.

2° Elkészitjlik a rendezési tablazat i-edik sorat.

21
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3° Felallitjuk a logikai egyenletrendszer i-edik egyenletét.

4° Ha A-nak nincsen eleme, 7°-re ugrunk. Kiilénben végigmegyiink A Gsszes
elemén. Ha valamely a € A esetén nem elégiil ki az i-edik egyenlet, a-t
toroljik: A := A\ {a}.

5% i:= 1+ 1. Ha ¢ < n, visszaugrunk 2°-re, kiilonben 6°-ra tériink.
6° A tartalma alapjdn el6éllitjuk az Gsszes relative konzisztens halmazt. STOP.

7° D,, nem ritkithaté! STOP.

ZHANG és SUN [37] a tananyag prototipushalmazinak megkonstruéldsat ,,tabu-
tiltdssal” oldottdk meg. Meghatarozandé az az S* C 7, részhalmaz, mellyel
osztélyozva a T, \ S* pontokat az osztdlyozasi hiba

L(S*) = %t;:’ It ctass(t)y#elass(NN (6, Ta\{t})}

relativ gyakorisaga egy el6irt £g > 0 hatart nem halad meg, és az ilyen tulaj-
donsagu S részhalmazok k6zott S* minimalis elemszami. Amikor g9 = 0, akkor
az algoritmus minimalis elemszamu konzisztens részhalmazt fog eldallitani. Az
algoritmus egy iteracids folyamatban, hol egy djabb elemmel bévitve, hol egy
elemet elhagyva mdédositja az S tanulépont-halmaz el6z6 tartalmat, amig S*-
ot meg nem taldljuk. A lépések sordn elkésziil egy tabu-lista, melybe azok a
halmazok keriilnek feljegyzésre, amelyek nem lehetnek folytatasai a fenti keresési
folyamatnak. A tabu listdban egy S halmazt egy n-dimenzids bindris vektorral
azonositunk: &; = Iy, esy,d5 = (61, ...,5n)T. A javasolt algoritmus leirsa:

1° Bedllitjuk a TL FIFO tabu-lista maximalis hosszat k-ra. Ezzel szaba-
lyozzuk, hogy maximum mennyi halmaz lehet egyszerre tiltds alatt. Mindig a
legrégebben eltarolt halmazt irjuk feliil egy djabb tiltasnal. Bedllitjuk g értékét.

20 Véletlenszeriien kivalasztunk egy t € 7, tanulépontot, és Seyqr =
{t}, Spest :== Tn, TL := @,ind := 0.

3° Kiszémoljuk az L (S¢yrr) értéket.

- Ha L (Scurr) > €0, akkor minden u € T, \ Scurr esetén képezzik az
Snext = Seurr U {u} halmazokat. Ezek koziil csak azokat tekintjiik, amelyek
minimalizaljdk az L (Speqt) kifejezést. Jeloljiik ezt a minimumot L*-gal!

3°/a— Ha L* < L (Scurr), akkor a minimumot produkald Sye,+ halmazok
koziil azt valasztjuk ki, amelyik minimalizdlja a D (Spegt, Tn) = >, d(t, tyn)
tETn \Sneat

tavolsdgosszeget, ahol t3y 5 a t-vel azonos osztdlyba esé legkozelebbi tarsat jeloli
Shnezt-bOL.

- Ha L* > L(Scurr), akkor a minimumot produkalé Spe.; halmazok
koziil csak azokat vélasztjuk ki, amelyek legaldbb egy olyan ¢ € T, \ Spext
pontot jol osztilyoznak, amit Sc,,.» még nem osztilyozott jol. Az ilyenek
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koziil kivalasztjuk a D (Speqt, Tn) tdvolsdgosszeget minimalizélét. A 4° pontra
ugrunk.

Ha viszont nincs olyan halmaz az Sy.,; halmazok koézott, melynél az eddig
rosszul osztalyozott pontok koziil legalabb egyet jél osztalyozna, azt amelyik
minimalizalja D (Sneet, Tn)-et, felvessziik a T'L-listdba: TL := TL U {dg, _ }.
Az algoritmust ilyenkor egy olyan Sy.,: halmazzal folytatjuk, amely nem mini-
malizalta az D (Spext, Tn)-et, és visszatériink a 3°/a pontra.

- Ha L (Scurr) < €0, akkor egy pontot elhagyunk S.,,. elemei koziil,
azaz minden u € S.y,., esetén képezzilk az Speyt := Scurr \ {u} halmazokat.
Az ilyenek koziil azt fogjuk kivalasztani, amely minimalizélja L (Syeqt)-€t, és a
minimumot addk koziil azt vessziik, ahol D (Speqt, Tp) is minimélis.

4° Scurr := Sneat- Ha #Scurr < #Spest és L (Scur'r) <&, vagy L (Scurr) <
L (Spest) és #Scurr = #Sbest, akkor Spest := Scurr. Seurr-t eltdroljuk a TL
listdban, ind := ind + 1. Ha ind < k, visszatériink a 3° lépésre, kiilonben
megallunk.

Az 1.1.1.-1.1.6. pontokndl targyalt algoritmusokban k6z6s, hogy a T * ritkitott
tanulépont-halmaz elemszdma csak az eljaras végére alakul ki. Az aldbbi tételben
a ritkitott tanulépont-halmaz elemszama (m) el6re rogzitett érték.

Legyen m < n rogzitett. Jelolje C7 az {1,2, ...,n} szdmok Gsszes m-edosztélyi
kombindciéinak halmazat! Legyen ¢ = (i1,i2,...,9m) € CI egy tetszbleges kom-
binacié, amihez tartozik egy

Dc = {(xipyil) ) (xizayiz) 9 eeey (xim7yim)} (C Dn)

ritkitott tananyag. Jeldlje £,_,, = Dy, \ D, a tananyag maradékat! Jelolje g, a
D, tananyagot felhasznal6 legkdzelebbi szomszéd dontésfiiggvényt!

Ln,m (Dc,gnfm) - n,Im Z I{gn(z)?éy}’
(2,Y)€En—m

a gn-osztalyozas empirikus hibdja az &,_,, tesztanyagon. Tekintsiik most azt a
c¢* € O kombinacidt, és a hozzatartozé D.- ritkitott tananyagot, amely mini-
malizalja ﬁn,m-et! A D.+-hez tartozo dontésfiiggvényt g jeloli. Legyen LY =
P (g9:(X) #Y | D,) az osztalyozds elvi hibdja. Akkor beldthaté (DEVROYE,
GYORFI, Lucosl [8], 19.3 tétel), hogyha m = o(n/logm) és m — oo, akkor
lim EL} = L*, vagyis a ritkitassal kapott ¢ dontésfiiggvény-sorozat konzisz-

n—o0
tens.

1.1.7. Ritkitas idegen pontparokkal

ToMEK [33] cikkében egy mdsodik ritkitdsi mddszert is javasol linedris met-
rikus térben és L = 2 esetre. Az elv az eddig ismertetendd maédszerektdl alap-
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vetden eltér, amennyiben megprobal kozvetlen feltételt adni a konzisztens hal-
maz pontjaira. Ezért ez az algorimus igazabdl nem ritkit, hanem kigytjt. A
modszer hibdja az, hogy - Tomek allitasaval ellentétben- nem &llit el konzisz-
tens halmazt, hanem annak csak egy C részhalmazat. Tomek cikkében ugyan
kimond egy tételt a C' halmaz konzisztencidjardl, de a bizonyitds hibds. Az
1.2. példaban egy sikbeli ellenpélddt mutatunk be a fentiek igazolasira. Az
algoritmus mégis hasznalhatonak tiinik az alabbi értelemben. Mivel a CNN
modszer hatékonysaga fligg a feldolgozas sorrendjétdl, célszert a Tomek kigylijto
algoritmuséval elééllitott C' halmaz pontjaival kezdeni a CNN algoritmust. igy
kevesebb iteracioval lehet a konzisztens halmazhoz jutni. Megadjuk a Tomek
modszernek az altaldnositdsat tetszéleges (X, d) metrikus térben L > 2 eset-
ben. A 7, tanulépont-halmaz egy C részhalmazat fogjuk eléallitani in. idegen
pontpdrt alkotd tanulépontokkal.

Az x,y € T, idegen pontpdrt alkotnak, ha class(x) # class(y), és minden
z € Tp \ {z,y}-ra fennall

& (z,2) + & (2,y) > & (z,y).

Az aldbbi algoritmus elééllitja az Gsszes idegen pontparbdl allé6 C C T,
részhalmazt.

Minden z € 7, tanulépont esetén megvizsgaljuk, hogy van-e olyan y €
Tn, class(y) > class(x) tanulépont, hogy minden z € T, \ {z,y} esetén tel-
jesiil d? (z,z) + d? (z,y) > d? (z,y). Ha van ilyen z,y par, taroljuk ket a C
halmazban.

1.2. Példa: Az alabbi ellenpélda mutatja, hogy az idegen pontparok hal-
maza nem mindig osztdlyozza korrektiil a tananyagot. Alljon a tananyag az
z; = (0,1),z, = (0.25,0.25), z; = (0.12,-0.12) és y, = (0,0) pontokbdl, ahol
Z1,Ty,r3 az 1 osztalyhoz, y X pedig a 2 osztalyhoz tartozik. A pontok koziil csak
(g X QS) alkot idegen pontpart, tehat C = {g g g3}. Ez a halmaz viszont z,-et
nem jol osztélyozza. (Ld. a 1.2. dbrét.)

1.2. A tananyag tomoritése

Legyen X lineéris tér, (X,d) metrikus tér, D, C X x Y tananyag. Feladat
olyan P,, C X x Y prototipus halmaz megadasa, hogy m << n legyen és a
Pm-mel pontosan lehessen osztalyozni D,, elemeit.
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12
104 o
8 *1
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4 x,
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1.2. dbra. Az 1.2. példdban szerepl6 pontok elhelyezkedése a sikon. Egyenes
szakasszal kotottiik Ossze az egyetlen idegen pontpart

1.2.1. Prototipushalmaz szerkesztése segit6kész tanitdoval

Az (X,d) metrikus térben definidlhaté a Voronoi-diagram fogalma. Legyen
S C X egy véges elemszamu ponthalmaz. Az S halmaz Vg Voronoi-diagramjan
azon x € X pontok halmazat értjiik, melyeknek van legalabb két legkozelebbi
tarsa S-ben:

Vs = {xe X ;3da,be S,a#b:d(a,z) =d(b,x) zmeigd(y,x)}.
y

Tehat, egy T, tananyag egyértelmiien definidlja a maga Voronoi-diagramjat,
melynek pontjai tulajdonképpen az X alakzattér hatarpontjainak halmazat je-
lentik. Ezek a hatarpontok a teret Voronoi-celldkra particiondljak. Minden cella
beazonosithaté azzal a tanuléponttal, amely eleme a celldnak (6 a cella repre-
zentdns tanuldpontja), és azzal a tulajdonsiggal rendelkezik, hogy a cella minden
pontjahoz kodzelebb van, mint barmely mas tanulépont. Az NN -algoritmusoknak
az a célja, hogy minden z € X pontrél minél elobb eldonthetd legyen, melyik
Voronoi-celldhoz tartozik. A celldk koziil azok, melyekneknél a ,,szomszédos”
celldk reprezentans tanuldpontjai azonos osztalyba tartoznak, feleslegesek. Az

25
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ilyen celldba es6 pontok akkor is jél osztalyozhatdak lennének, ha a reprezentald
tanulépontot elhagyjuk a tananyagbdl.

Tehét egy t € T, felesleges, ha léteznek olyan uy, us, ..., ux, € Tp,class(u;) =
class(t) (i =1, ..., k) tanulépontok, hogy C; C Cy UC;, U---UCT  teljesiil, ahol
C} a t altal reprezentalt Voronoi-cella, ami a 7, halmaz Voronoi-diagramjahoz
tartozik, C7;. pedig az u; 4ltal reprezentdlt Voronoi-cellat jeloli, amely a T, \ {t}
halmaz Voronoi-diagramjanak egy particidja.

A tananyag-ritkité algoritmusok célja éppen a felesleges tanulépontok kisziirése.
Az X = RP specidlis esetben érdekesen kozelit a problémahoz SALZBERG ET AL
[29]. Abbdl indulnak ki, hogy ismerjiik a Voronoi-diagram geometria szerkezetét.
(Hasonlatos ez ahhoz a szitudciéhoz, amikor dolgozatirds kozben egy segit6kész
tandr megsigja a végeredményt, és nekiink csak a megoldast kell kitaldlnunk.)
A dolgozatban azt vizsgaljak, mennyi tanulépont sziikséges minimélisan egy
geometriailag jél korilirhaté térbeli alakzatot formazé Voronoi-diagram korrekt
felismeréséhez. Ezzel bizonyos esetekben pontos alsé- és felstkorlat adhaté a
minimadlisan sziikséges (nem felesleges) tanulépontok szdmara.

1.2.2. Prototipus halmaz szerkesztése dinamikus klaszte-
rezéssel

Az els6 algoritmus, amit ismertetiink CHIN-LIANG CHANG [2] cikkén alapszik.
Az algoritmus lényege az, hogy az egymaéshoz kozeli, azonos osztalyhoz tartozé
tanulépontokat Gsszevonja és az dtlagvektorukkal helyettesiti 6ket. Az Otletet
nyilvin a McQueen klaszterezési eljards adta. Az alakzattér legyen most a
p-dimenziés Euklideszi tér, azaz X = RP!

0° (Inicializdlds) P := Ty,

w; = min d(t;,u), b; == min d(ti,u),i=1,2,....,n,
u€Tn \{t:} u€Ty
class(u)=class(t;) class(u)#class(t;)

A={t:},B:=T, \ {t1}, count :== 0, s(u) := L,u € P.

1° Ha B-nek nincs eleme, az 5°-re lépiink. Keressiik meg azt a p € A,q € B
elempart, mellyel d(p,q) = min d(u,v).
u€EA,vEB

20

- Ha class(p) = class(q), legyen p* := %%%% és s(p*) = s(p) + s(g).
Térjiink a 3° 1épésre.

- Ha class(p) # class(q), akkor toroljiik g-t B-bol, p-t és eltaroljuk A-ban.
Térjiink vissza az 1° 1épésre.
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3° (Médositjuk w és b komponenseit)

Ha class(t;) = class(p) és t;-nek nem legkozelebbi térsa sem p sem ¢ AU B-
ben, akkor w} := min {w;, d (¢t;,p*)}.

- Ha class(t;) = class(p) és t;-nek p vagy q legkozelebbi tdrsa AU B-ben, akkor

= min d(t;,u).
u€AUB\{p,q,t:}
class(t;)=class(u)

Ha class(t;) # class(p) és t;-nek nem legkdzelebbi térsa sem p sem ¢ AU B-
ben, akkor b} := min {w;, d (¢;,p*)}.

Ha class(t;) # class(p) és t;-nek p vagy q legkozelebbi tarsa AU B-ben, akkor
by = min d(t;,u).
u€ AUB\{p,q,t:}
class(t;)#class(u)

4° Megyvizsgaljuk minden i-re, hogy ahol w; < b; volt w} < b} is fennall-e.

- Ha igen, ¢-t toroljiik B-bol, p-t toroljiik A-bdl és helyére p*-ot taroljuk. Min-
den i-re legyen w; := wj és b; := b}. count := count + 1. Visszatériink az
1° 1épésre.

- Ha nem, azaz létezik j, hogy w; < b;, de wj > b3, akkor ¢-t toroljik B-bdl és
eltaroljuk A-ban. Visszatériink az 1° 1épésre.

5° - Ha count = 0, azaz B ugy {riilt ki, hogy egyetlen prototipus pontot sem
médositottunk, akkor az algoritmust ledllitjuk. Ekkor az A halmaz tar-
talmazza a prototipus pontokat, azaz P := A.

- Ha count > 0, akkor A tartalmat visszatoltjiik B-be, B egy tetszlleges
elemét atmozgatjuk A-ba, és egy djabb ciklust inditunk. count := 0 és
visszatériink az 1° 1épésre.

1.2.3. Prototipus halmaz szerkesztése segéd ponthalmaz-
zal

Az ebben a pontban targyalt algoritmus dltaldnos metrikus térben alkalmazhatd,
ha a D,, tananyagon kiviil adott egy véges A, C X segéd ponthalmaz is, melynek
elemei kezdetben nincsenek osztéalyozva, éppen az algoritmus fogja Ay, elemeinek
osztalyait definidlni. Legyen tehdt D, egy tananyag, 7, C X a hozzdtartozd
tanulépont-halmaz, A; C X pedig egy k elemszamid ponthalmaz. Cél olyan
‘P prototipus halmaz szerkesztése a T, U Sy pontjaibdl, ahol | << n és L, =

27
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%teZT Itp(ty£etasstyy = 0. A képletben ¢ jeldli a P; tananyaghoz tartozé NN-

dontésfiiggvényt.

Tekintsiik az SNN-mddszerrel siiritett D}, tananyagot és a megfeleld 7%
tanulépont-halmazt! (L. 1.1.6. pontot!) Lattuk, hogy D}, minima&lis elemszamu
olyan részhalmaz, mellyel hiba nélkiil tudjuk az 6sszes tanulépontot osztalyozni.
Legyen y € 7, esetén

Group(s) = {usu € T\ Ty () = mip d(uw)

azon tanulépontok halmaza, melyet y ismer fel NN-osztdlyozaskor.

Célunk az, hogy az Ay, halmaz elemeivel minél tobb pontot ki tudjunk valtani
Tr-b6l. A tananyagba bevont z € A; pontok tanitdsait ugy fogjuk definidlni,
hogy a fenti cél minél jobban megvalésulhasson. Jelolje tyn(x) azt a tanuld-
pontot 7 *-ban, amely legkozelebb van z-hez. Legyen

Sub(z) =qy;y €T, d(y, ) < min d(z,x
( ) {y 4 (y ) class(tnn(z))#class(z) ( )}

azon tanulépontok halmaza, melyeket potencidlisan ki lehet valtani 7,%-bol az
x segitségével, ha beléle class(tnn(z)) tanitdsi tanuldpontot szerkesztiink.
Legyen most y € Sub(z) tetszblegesen rogzitett. Két eset lehetséges:

a. vagy minden z € Group(y) esetén d(z,u) = d(z,w) esetén

min
we(Tx\{y}u{z}
class(u) = class(z);
b. vagy létezik z € Group(y), hogy d(z,u) = d(z,w) esetén

class(u) # class(z).

min
we(Tr\{yHu{z}

Az a. esetben y behelyettesithetd x-szel. Ha az x-szel behelyettesithetd
y € Sub(x) elemek szdma egynél nagyobb (cond(z) > 1), akkor az = ponttal 7,

stirithetd. Tehdt cond(x) = Y. Ify behelyettesithets a-szel}-
yEsub(z)

A fenti jeloléseket és fogalmakat felhaszndlva az aldbbi algoritmus készithetd
el. (A leirasban #A az A halmaz elemeinek a szamét jeloli.)

00 T** =Tk T** =0, A* := SA.

1° Hatdrozzuk meg minden z € A* esetében a Sub(x) C 7** halmazokat!
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2° Vegyiik azt az x € A* elemet, ahol #Sub(z) maximalis! Legyen cond(z) :=
0!
3° Minden y € Sub(z) esetén hatdrozzuk meg a Group(y) halmazokat!

4° Vegyiik egy olyan y € Sub(x) elemet, ahol #Group(y) minimalis! (Az ilyen
elemeket konnyli behelyettesiteni!)

5° Ha minden z € Group(y) esetén d(z,u) = d(z,w) esetén

min
we (T \{yHu{z}
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class(u) = class(z), akkor T** := T**\{y}, sub(x) := sub(z)\{y}, cond(x) :=

cond(z) + 1. Ugorjunk vissza a 4° pontra!

6° Ha méar nincs tobb elem Sub(z)-ben, akkor cond(z) > 1 esetén legyen
TH* .= T**J{z}, és ugorjunk a 7°-pontral

7° Legyen A* := A*\ {z}. Ha médr A* = (), akkor P, = T** U T*** és STOP.
Kiilénben ugorjunk az 1°-re!

1.1. megjegyzés. Az algoritmusbol ldtszik, hogy | < m és L, = 0. Nem
feltétlendil haszndlunk fel minden elemet Ay -bdl a téméritésre, st szerencsétlen
esetben P = T is eldfordulhat!

1.2.4. Prototipus halmaz szerkesztése k-NN osztalyozassal

HATTORI és TAKAHASHI [20] a k-NN osztdlyozds segitségével javasolja a pro-
totipushalmaz megszerkesztését. Algoritmusuk harom 1épésbdl all.

1° El6szor a T, tanulépont halmazbdl kivalasztjuk az uin. ,,tipikusakat”.
Egy t € T, tanulépont tipikus, ha t legkozelebbi k térsa T, \ {t}-b6l ugyan-
ahhoz az osztdlyhoz tartozik, mint ¢. Jelolje 7% (k) a tipikus tanulépontok
halmazat! Ez a halmaz fligg a k megvélasztasdtél. Hatdrozzuk meg a tipikus
tanuléponthalmazokat k£ = 1,2, ..., K esetén!

20 Minden lehetséges k és k' = 1,...,k esetén hatdrozzuk meg, hany
tanulépontot lehet jol osztalyozni a Tp, \ 7,F (k) tanulépontok koéziil a k' — NN
osztélyozast alkalmazva, amikor a tananyag 7,¢ (k) . Ehhez adjuk hozzd azon ¢ €
T.F (k) tanulépontok szdmét, melyeket k' — NN osztélyozassal helyes osztalyba
lehet sorolni, amikor a tanulépont-halmaz 7,* (k) \ {t}! Vilasszuk ki azokat a
(k, k") parokat, ahol a legnagyobb osztélyozdsi pontossdgot kaptuk. Jelolje T
ezen optimalis parok halmazat!

30 Minden (k, k') € T ést € T,\ T, (k) tanulépont esetén megvizsgaljuk,
hogy milyen osztdlyba sorolnd t-t a k' — NN osztdlyozds, amikor a tanulépont-
halmaz 7, (k). Ha t € 7,F (k), akkor a tanulépont-halmaz T (k) \ {t} lesz.
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Végil, a t tanulépontnak azt a cimkét fogjuk adni, amit az osztalyozasok
tobbségénél kapott. A szerkesztett prototipushalmaz tehdt annyiban kiilonbozik
az erdeti tananyagtol, hogy a tanulépontok egy részénél megvaltozik az eredeti
osztalybasorolas.

1.2.5. Prototipus halmaz szerkesztése hibafiiggvény mini-
malizalasaval

Linearis alakzattérben, silyozott Euklideszi metrika mellett alkalmazhaté HUANG
ET AL. [21] prototipusszerkeszté eljardsa. A szerkesztendd prototipushalmaz

egy hibafiiggvény minimalizaldsa révén keletkezik. A prototipus-vektorok iterdcidk
soran, az altaldnositott d-szabéllyal médosulnak a hibafiiggvény gradiense irdnyédban.

Ha X = RP és Y = {0, 1}, akkor az aldbbi eredmény mutatja a prototipus
halmazok alkalmazasanak hatékonysagat.

Jelolje C az Osszes olyan legkozelebbi tars osztalyozds dontésfiiggvények hal-
mazat, ahol a tananyag végigfut az 0sszes m elemszamu prototipus halmazon
X% {0,1}-ban. Legyen D, egy tananyag. Jelolje g, azt a dontésfiiggvényt,
amely minimalizélja az

Lo(9) =5 X Isxozry
(X,Y)eD,

hibat. Ekkor tetszdleges e > 0 esetén

(p+1)m(m—1) _ ne?
2 e

P(L<gn>—;gch<¢>>e) <8.27-n

Ha m?logm = o(n), akkor az igy megszerkesztett prototipushalmazzal m —
oo esetben konzisztens osztélyozas 1étesithetd. (L. DEVROYE, GYORFI, LUGOSI
[8], 19.6 tétel).

1.3. A tananyag osztalyainak atdefiniadlasa

L
Adott a 7, = |J C; tanul6pont-halmaz, ahol a tanulépontok az (X', d) metrikus
i=1
tér pontjai. Tegyiik fel, hogy T,,-et itt most nem részletezett médon egy jé klasz-
M
terezési eljardssal M kiilonboz6, diszjunkt klaszterbe soroltuk: 7, = |J K;. (A

=1
T, tanulépont-halmaz klaszterezési problémairdl a 1.3.3. és 1.3.4. pontokban
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lesz sz6.) A klaszterezést az C; osztdlyok dtdefinidldsara fogjuk felhaszndlni.
Elvileg ugyanis lehetséges, hogy bizonyos osztalyok tanulépontjai a d metrika
szerint tal kozel vannak egymashoz, igy az osztalyok szétvalasztasa irredlis fe-
ladat lenne. Az ilyen osztdlyokat célszerii Gsszevonni. Mdsrészt az is lehet,
hogy valamely osztaly tanulépontjai tobb markansan elkiiloniilé klaszterba so-
rolédtak. Ilyenkor felmeriil az a kérdés, nem célszerli-e ezt az osztdlyt tobb
onallé osztalyba szétbontani? Egyes alkalmazasokndl indokolt lehet ezen az
alapon a tananyag tanitasainak megvaltoztatasa.

1.2. megjegyzés. Példdul eqy tébbsavos digitdlis miholdkép pizeleinek osztdlyo-
zasakor lehet talalkozni az alabb vdzolt problémdval. Térkép koordindtdi alapjan
a miholdképen jol be lehet azonositani a foldi objektumokat. Ki lehet jelélni,
hogy melyik folt képpontjai tartoznak telepiléshez, vizfelilethez, bizatdbldhoz
vagy mds ultetvényhez stb.. _fgy a képrdl levdlasztott képpontokat osztdlyokba le-
het sorolni, azaz tananyagot lehet szerkeszteni az osztdlyozdshoz. A tanuldopontok
a képpontoknak megfelelé vektorok, a tanitdsok pedig a foldi objektumnak meg-
feleld osztdlyok azonositdi lesznek. A vegetdcids iddszak kezdetén készilt felvételen
azonban eléfordul, hogy kilonbozd kultirnovények (biza, kukorica, napraforgd)

alakzatvektorai azonos eloszldst kovetnek, igy a megfeleld osztdlyok szétvdlaszthatat-

lanok lesznek. Ugyanakkor néhdny honap milva, ugyanahhoz a felszinrél készilt
felvételen azt lehet tapasztalni, hogy az egy osztdlyba tartozo képpontok hal-
mazdban markdns klaszterek vannak. A buza esetében pl. statisztikai jellemzdk
alapjan szignifikdns kulonbségek alakulnak ki az egyes buzafajtakndl. Ilyenkor
indokolt az egyes tipusok szerint részekre darabolni a bizaosztdlyt.

Egy mdsik alkalmazdsi példa a betiifelismeréshez tartozik. Egy szdveget di-
gitalizdlva o betiiket és eqyéb jeleket alakzatvektorokra képezzik le. A feladat
az, hogy a szoveq jeleit a megfelelé betinek vagy irdsjelnek feleltessiik meg au-
tomatikusan. A megolddst neheziti az, hogy az egyes betitk kilonbozé kurziv
tipusokhoz tartoznak. Példdul egy Word fdjl ,,a” betiije lehet Times New Ro-
man, Ariel, Courier stb., és azon beliil még lehet boldface, italic vagy underline
formatumi. Vagyis a széveg ,,a” betiiinek alakzatvektorai jol elkiilonithetd klasz-
terekbe csoportosulnak. Mdsrészt teljesen eltérd betiosztalyok lehetnek konnyen
osszetéveszthetdk. Az italic ,,v” betii osztalya nehezen kilonil el a gorédg ,,ni”
betiitdl: v. (LEE és CHAE [24] kézzel irott szamjegyek felismerésekor pl. az egyes
digitekhez 8-8 osztdlyt definidltak.)

A tananyag osztalyainak atdefinidldsa a jobb alkalmazhatdsigot, az inter-
pretalhatésag javitasat szolgdlja. Természetesen ilyenkor javul az osztélyozas
pontossaga és a legkozelebbi szomszéd keresésének hatékonysaga is.

31
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1.3. abra Az atdefinidlas relacidja. Azt zarjuk ki, hogy egy régi osztaly egy
részhalmaza egy tole kiilonb6z6é mésik régi osztaly egy részhalmazaval egyesitve
alkothasson 1j osztalyt.

1.1. definicié. A T, tananyag osztdlyainak dtdefinidldsdn egy S C {1,2,..., L} x
{1,2,..., M} reldcidt értink, ahol

a.) Vie{1,2,...,L}-hez 3j € {1,2,.... M} : (i,5) € S;

b.) Vje{1,2,...,M}-hez Ji € {1,2,....,L}: (,5) € S

C.) Ha i1,i0 € {1,2,...,L}-h02 d5n € {1,2,,M} : (il,jl),(ig,jl) €S, ak-
kor Vja # j1 esetén (i1, j2), (i2,J2) & S.

d} Ha ji,50 € {1,2,...,M}-h02 di, € {1,2,...,L} : (il,jl),(il,jz) € g,

Cx

akkor V’LQ ;é 7:1 esetén (ig,jl) s (iQ,jQ) ¢ .
Az 1.3. dbran szemléltetjiik az dtdefinidlds reldcidjat.

1.2. definicié. Az & dtdefinidldsi reldcid mdtriz reprezentinsa az a L x M -es
rendd @ mdtriz, ahol pi; = Ij(; j)esy-

j=
Vo indexre ahol p;o = 1 szikségképpen o = 1. Ha viszont oj > 1 akkor V3
indezre ahol pg; =1 szikségképpen sg = 1. (Vagyis s; - 0; > 1 esetén ¢;; =0

L M
1.3. megjegyzés. 0 = Y ¢i; > 1, és s; = Y pi; > 1. Has; > 1 akkor
i=1 =1

=1 -

L M

kell, hogy teljesiljion). Mdasrészt annak is teljesednie kell, hogy > s; = > 0; >
£ =

min {L, M }.

Legyen most ¥;; = Y Ipecink;)- Jelolje V. = (9;5) a gyakorisdgok kon-
teT, -

tingencia téblazatét! Cél olyan & atdefinidlds megadasa, hogy > ¢i; =
(1,4)€S
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L

> @iy - ¥ maximalis legyen! Ha valamely @ métrixnal eléretik a maximum,

i=1j=1 -

akkor az o; > lesetén az  |J  Cp osztalyOsszevondst célszerti végrehajtani,
VB:pgi=1

mig s; > 1 esetén az i-edik osztalyt célszerli szepardlni: Va indexhez, ahol

Yia = 1 tartozik majd egy C;o = C; N K, Gj osztaly.

M

1.4. megjegyzés. AV kontingencia tdbldzatot nem csak klaszterezéssel dllithatjuk
eld, hanem a T, tanuldpont-halmaz pontjainak in. torélt legkdzelebbi tdrs osztd-
lyozds modszere segitségével is. Jelolje pann a torolt legkdzelebbi tdrs dontésfiigg-

vényét, azaz ¢ann (x) = yi, ha d(z,z;) = frrm\r% }d(t,x), minden x € Tp-
teTo\1z
re. Szamoljuk ki a 9ij = Y I{ciass(z)=i,pann(2)=j} gYakorisigokat, és ezek-
z€Tn

kel képezziik a V. = (U;;) kontingencia mdtrizot! Most ez lesz az inputja a @
hozzdrendelési madtrizot eldallito algoritmusnak. Ilyenkor az L = M specidlis
esettel allunk szemben.

1.3.1. Algoritmusok atdefinialasi relacié matrix-reprezentaci-
6janak eléallitasara

Szelektal6 algoritmus. Inicializdlds: Legyen T := 0.

Ciklus: Elinditunk egy M -szeresen egybedgyazott ciklust.
IND; :=1,2,..,2M.IND, :=1,2,...,2M. [ IND :=1,2,...,2M.

19 Eldéllitjuk a @ matrix elemeit az IN D1, INDy,...,IN Dy, pillanatnyi érté-
kének megfeleléen. @ i-edik sora IND; — 1 kettes-szdmrendszerbeli digit-
M-1
jeibél dllnak. Ha IND; —1= 3 ¢;27, akkor ¢;; = ¢;.
Jj=0

2¢° Kiszamoljuk az s és o sor- illetve oszloposszeg-vektorokat:

M L
8i= ) Pij,0; = ) Pij-
j=1 =1

L M

3°Ha Y s; = >, 0; > min{L,M},mins; > 1,mino; > 146s s;-0; > 1
i=1 j=1

esetén ;; = 0, akkor @ hozzdrendelési métrix. Ekkor kiszdmitjuk az

L M

S =3 > @iV Osszeget. Ha S > T, akkor T := S,Qma := &. Innen
i=1j=1 —max =

a ciklus végére ugrunk.
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4° Ha az el6z6 szakaszban leirt feltételrendszer nem teljesiil, egybdl a ciklus
végére ugrunk.

5° A ciklus lejartakor T' tartalmazza a maximalis hozzdrendelési értéket, e
pedig az optimalis hozzarendelési matrixot.

Mohé algoritmus. Az aldbbi algoritmus ugyan nem garantdlja a maximu-
mot szolgéltaté @ elddllitasdt, de a maximumhoz kozeli megolddst ad, joval
egyszertibben megvalésithaté algoritmussal.

19 Induléskor a @, 0, s komponensei mind 0-k, ahol 0 az oszlopok peremdssze-
geit, s a sorok peremosszegeit tartalmazé vektorok. Jellje ¥;; egy pilla-
natra az V. mdtrix maximélis elemét. Legyen p;; = o0; = s; = 1.

2° Az V mdésodik legnagyobb elemét ha 0y jeldli, akkor oz := 1 legyen és
op:=o+ 1,8, := s, + 1.

3° Keressiik meg azt a ¥, elemet, amely maximalis a ¢y, = 0 Amin {op,s,} =

wgh =1, op :=op + 1, 54 := 545+ 1.
4° A 3° lépést addig ismételjiik, amig lehetséges. Ha nincs a ¢4, = 0 A
min {op,s4} = 0 A ( max @i, - i < 1) feltételt kielégité elem mar, ak-
1=

EEREE)

kor megallunk. Ezutédn lehet @ szerint atdefinidlni az eredeti Cy, Cs, .., CL,
osztalyokat.

A @ métrix alapjan az alabbi médon végezhetd el a tanulépontok atcimkézése.

Azokat a C;, Cj, ..., Cy, osztélyokat vonjuk egybe egyetlen C} osztédlyba, ahol

v = @ = -+ = o = 1. Azon Cp osztdly bomlik szét C7,C7,...,Cy

osztalyokba, ahol ¢;; = ¢1; = --- = ¢y, = 1.

Nyilvén C7 QClﬁK,',C; chﬂKj,...,C,: QClﬁKk.ACl\ U K, ta-
a=1,j,....k

nulépontokat a legkozelebbi osztalyba soroljuk a d (¢, A) = HIEIE d (t,u) tavolsdg
u

alapjan.

1.2. Példa. A mohé algoritmus miikodése.
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Nyolcadik lépés:

6 [11] 2 8 1 01000 1
0 9 7 1 2 01000 1
g 7 1 3 2 10000 1
v=] 1 1 [§ 1 [0 |[,a=]0 0 1 0 1 |,s=] 2
- 2 3 0 [9 7 - 00010 1
4 8 5 [11] 2 00010 1
m 1 7 1 1 10000 1

o=(2 2 2 1 1)
Befejezés. Nem lehet t6bb elemet bevonni az § reldciéba. > ¢ =

(pij‘ﬁij:11+9+8+8+10+9+11+1:67.
i=1j=1

A @ értelmezése: a Cy és Cy osztalyokat, illetve a Cs és Cg a osztalyokat
ossze kell vonni, a Cy osztélyt szét kell bontani két osztalyba a K3 és K5 klasz-
terek alapjan. A maés klaszterekbe sorolédott Cy osztalybeli tanulépontokat a
d(t,A) = Lngiﬂd (t,u) metrika alapjan a kozelebbi részosztédlyba soroljuk K3 és

K5 koziil.

1.3.2. Az osztalyok kotetlen atdefinialasa

A KETSKEMETY [22] cikk az osztélyok kotetlenebb dtdefinidlési eljardsdt java-
solja. Az els6 1épésben az egyes osztalyokat ,,homogén” részhalmazokra particional-
juk, majd a masodik 1épésben ezen részhalmazok koéziil az egyméshoz ,,kozelie-
ket” Osszevonjuk.

1° A C; osztalyokat homogén alosztalyokra bontjuk klaszterezéssel. Ha 7, ere-
L

deti osztalyokrabontdsat 7, = |J C; jeloli, és minden C; osztélyt itt nem
et

részletezett médon az C; = |J Ci particidkra bontjuk klaszterezéssel.
a=1

Jelslie T = {(1,1), ..., (1, M1),(2,1), ..., (2, M) , ..., (L, M)} az osztély-

L
particidk indexeinek halmazat, és legyen M = Y M;, az indexhalmaz
i=1
elemeinek szama.

37
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2° Az C,,a € T osztalyok koziil a homogéneket Gsszevonjuk, azaz megadunk
I
egy I' = |J I'; particiondldst. Az 1j osztdlyok tanulépontjai a Cf =
i=1
U C, halmazokba fognak esni, i = 1,2,..., L*.
a€el’;

A cikkben a maésodik 1épés specidlis esetre van kidolgozva. Ott az alabbi
Osszevondsi algoritmus talalhato.

Feltételezzik, hogy az alakzattér most a p-dimenziés Euklideszi tér. Fel-
tessziik tovabbd, hogy az Cy,a € T osztilyok p-dimenzids normadlis eloszlast
kovetnek. Ilyen feltételek mellett az osztalyok homogenitasara statisztikai proba

szerkeszthetd az in. Swain-Fu metrika segitségével. ps_p (Cy,Cg) = \/w——%,

(a # ), ahol pl. w, = (Za —ZB)T§;1 (Za —ZB) . A képletekben Z,,Z; az
osztalyok atlagvektorai, ﬁa ,pedig az C, osztdly kovarianciamdétrixanak in-

verze. A Cy és Cg azonos p-dimenziés normadlis eloszlasbdl szarmazdsa esetén

(na+ng)(na—p) (natng)(ns—p)

wq eloszldsa Fj ,, —p, mig wg eloszldsa Fy ; —p.

’na-nﬁ-p Na NG P
Igy fenndll
(%) P (ps—r (Ca,Cs) <h(Fa(e),F5 () 21 —e¢,

ahol pl. az F, (e) kritikus érték tgy van meghatirozva a Fisher-eloszlds
tabldzatabdl, hogy

P (Fppo—p < "=trelatlp, (o)) =1 e és h(n,y) = 0.

Tehat a (%) alapjdn 1 — e szintil statisztikai prébaval ellenérizhetjiik az
alosztalyok homogenitasat. Ha két alosztalyra feltehetd a homogenitas, Gssze-
vonjuk 6ket.

Az Gsszevonds algoritmusa:

12 Legyen € > 0,H = (h (Fa (), F3 (¢))) . L = (pr—r (Ca, Cp)) ,
ryi=7,(y=1,2,...,M).

2° Ha T,pg < Hyp, akkor 74,73 := min {r,,rs}.
3% Az r vektor feldolgozasa:
Har; =j1 #1
Tjh =J2 # N
: = ri:=jn (i=1,2,...M).
Tjn1 = Jn # Jn—1
de Tjn = .]n
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4° Az alosztalyok Gsszevondsa r segitségével:
A Cy,,Ch,, ..., Cq, particidkat akkor vonjuk &ssze, ha ro, =74, = ... =
7o, teljestl.

1.3.3. Egy dinamikus klaszterezési eljaras metrikus térben

Adott az (X, d) metrikus tér és benne a 7, C X tanulépont-halmaz. Tegyiik
fel, hogy a tanulépontok osztdlyait az Cy,Cs,...,CL halmazok tartalmazzdk.
L

UCi = Tn, CinC; = 0. Klaszterezni fogjuk 7, elemeit egy dinamikus

i=1
eljardssal. Az algoritmus ismertetése el6tt néhany fogalmat bevezetiink. Legyen
K C X tetszéleges véges elemszamu halmaz.

1.3. definicié. ¢(K) = a,rgmi}ré mai:)((d(y,:r) a K centrumeleme. c¢(K) koriil
z€E ye

szorodnak legkisebb mértékben K elemei.

1.4. definicié. T (K) = min maxd(y,z) a K halmaz tomdrségi mérdszima.
zeK yeK

(Minél kisebb ez a szam, anndl tomorebb K.) Tekintsik most a T, halmaz egy
K1,K>, ..., Ky, particidjat! Ezen particié tomorségén a W (K1, Ko, ...,Kp) =

L
> T (K;) szdmot értjiik.
i=1

Cél olyan particié megkeresése amelynek a témorsége minimélis. Az alabbi
kétfazisu algoritmus ilyen particiét konstrudl.

1. fdzis:
1./1. Kivesszik a ¢ (C1),¢(Cs), ..., ¢ (Cr) pontokat T, elemei koziil. Jelolje
ezeket t1,ta, ..., tr. Legyen ¢ (K;) = t;, K; .= {t;}, T(K;):=0 (i=1,2,...,L).

1./2. Az 6sszes t € Tp\ {t1,t2, ..., 1} tanulépontot besoroljuk valamelyik
klaszterbe. Az t-t akkor soroljuk Kj-hez, ha VT (K;) =T (K; U{t}) — T (K;)
az i-nél a legkisebb. Ekkor K; := K;U{t} és tjraszamoljuk c (K;)-t és T (K;)-t.

2. fazis:
2./1. Egy ciklusban sorravessziik az t € 7, tanulépontokat. Ha pl. ¢t €
K;, akkor két eset lehet
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- vagy T (K; U{t}) + T (K;\ {t}) > T (K,;) + T (K;) minden j # i-re, vagyis
jobban jarunk, ha ¢-t nem soroljuk at.

- vagy létezik j index, melyre T (K; U {t})+T (K;\ {t}) < T (K;)+T (K;) és j*
jeloli az ilyen indexek kozott azt, amelynél a baloldali Gsszeg a legkisebb.
Ekkor t-t &tsoroljuk: K- := K« U {t} és K; := K;\ {t}.

2./2. Az el6z6 ciklust annyiszor inditjuk Gjra, amig van olyan tanulépont,
amit at kellett sorolni.

1.5. megjegyzés. Mivel a W (K1, Ko, ..., K},) tomérség csak véges sok értéket
vehet fel, és a fenti algoritmus minden lépésében csokkenti a tomorséget, azaz
véges lépésben minimalizdl.

1.3.4. A tanulépont-halmaz ellen6rzése klaszterezéssel
Tekintsiik most a fenti algoritmus altal eléallitott Ky, K, ..., Ky, particiét! Jelolje
L
Vij = Y Ijecinek;y €s legyen Vo= (9;5) . Tekintsiik azt a h(p) = ) Via,
LETn - i=1

fiiggvényt, ahol p = (aq, @s, ..., ) egy permutéiciéja az (1,2, ..., L)-nek. Tegyiik
fel, hogy a h fiiggvényt a p* = (81, fa, ..., 1) permuticié maximalizdlja.

1.5. definicié. Az A(T,,d) = h(z*) szdm méri a d metrika alkalmassdgdt T, -
hez.

Nyilvdn 0 < A(7,,d) < 1 és egy d metrika anndl alkalmasabb 7,-hez, minél
kozelebb van A (T,,d) az egyhez. A p* permutéciét a V. kontingencia métrixhoz
tartozé hozzérendelési probléma megoldasaval hatdrozhatjuk meg, ilyen pl. a
magyar modszer. Ha az osztalyozashoz tobb metrika is széba johet, azt érdemes
valasztani, amelynél az alkalmassag a legnagyobb, hiszen ekkor szepardlédnak
leginkabb az osztdlyoknak megfelelen a tanulépontok.

1.4. A tananyag szlirése

A sziirés feladata abban &ll, hogy kizdrjon a 7, tanulépont-halmazbdl olyan ta-
nulépontokat, melyek szélséségesek abban az értelemben, hogy mas jellemzbik
vannak, mint sajat osztalyanak ,,atlagos”, tipikus tanulépontjainak. Ezen devidns
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tulajdonsagot mutatd ,,outlier” pontok O halmazét elhagyjuk a 7,, tanulépont-
halmazbdl, vagy az osztdlyozaskor az elemeit méasképpen vessziik figyelembe,
amitdl az osztalyozds pontossdgdnak javuldsat varjuk. A devidns- (vagy out-
lier) pontokat sokféleképpen definidlhatjuk. Outlier az a tanulépont, amely
nagyobb valészintiiséggel osztalyozzuk rosszul, mint jol, de outlier az a pont is,
amely a sajat osztalydnak tanulépontjaitédl joval tavolabb van, mint az osztaly
tanulépontjainak egymadstdl vett atlagos tavolsdga stb. WILSON [36] az aldbbi
szirést javasolta: hagyjuk el azokat a tanulépontokat, amelyeket a legkoze-
lebbi k-tars osztdlyozassal rosszul lehet osztalyozni a tobbi n — 1 tanulépont
felhasznélasaval. Ezek alapjan lehet megadni a devidns tanulépontok Wilson-
féle értelmezését.

1.6. definicié. Egy t € T, tanuldpont (Wilson- vagy) do-devidns, ha t-t a
legkozelebbi k-tars alapjdn Ty, \ {t}-b6l a k-NN mddszer rosszul osztdlyozza.

A kovetkezd pontban tovabbi devidns tulajdonsdgokat fogalmazunk meg,
amik a tananyag szlirésének kiilonbozo eljarasait alapozhatjdk meg.

1.4.1. Deviancia-tulajdonsagok

Az aldbbi definiciék mindegyike valamilyen értelemben devidns tulajdonsagot
megfogalmazva értelmezi az outlier tanulépontot.
A definiciékban C' (t) = {z;z € Tn,class(z) = class(t)}, a t-vel egy osztélyba
tartozé tanulépontok halmazat jeloli.

Az elsé definiciéban azt a devidns tulajdonsdgot fogalmazzuk meg, amikor a
t tanulépont k legkozelebbi tars sulyainak Osszege nagyobb az idegen osztalyok
esetén, mint a ¢ sajat osztdlyandl. A definiciéban w;-vel jel6lt sulyokat DUDANI
[10] cikkébdl vettiik &t.

1.7. definicié. Legyenek a t tanuldpont k legkizelebbi tarsa T,-ben tq ta,...tx,

azaz d(tl,t) S d(tg,t) S S d(tk,t) S d(t,Z), z € 7;1 \ {tl’tg,...tk,t}.

Legyen w; = %, ha d(tg,t) # d(t1,t), és w; = 1 killonben. Legyen

we(t) = Y w; ésw*(t)= Y, w;. Haw.(t) < w*(t), akkor a t tanu-
Vi:t; €C(t) Viit; ¢C(t)

lopont dy-devidns.

A kovetkezé definiciéban a t tanulépontot akkor minésitjiik széls6ségesnek,
ha sajat osztalybeli szomszédainak tobbsége messzebb van t-t6l, mint az idegen
osztalybeli k-adik legkozelebbi szomszéd.
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1.8. definicid. Legyenek z1, 22, ...,z ¢ C (t) olyanok, hogy d (z1,t) < d(za,t) <
I
. {d(u,t)>d(zg,t)}
< d () () g € TAC (U {o1,22, i 8) . pu(t) = 200

Ha py(t) > %, akkor a t tanuldpont k-szinten ds-devidns.

A kovetkez6 deviancia fogalom azt értelmezi, hogy a sajat osztdlybeli pontok
csak kevesebb mint felének a tdvolsaga kisebb ¢-t6l, mint az dtlagos tdvolsig a
tananyagban.

> I{a(u,t)<k}
1.9. definicié. Legyen q(t) = “ ——  ghol K = —* > d(u,v)

#C () n{n=1) u,vET,

az dtlagos tdavolsdg. A t tanuldpont ds-devidns, ha q(t) < %

Szintén devidns egy ¢ tanulépont, ha a b(¢) kiilsé tavolsadga t6bb mint kétsze-
rese az atlagos kiils6 tavolsdgnak, ugyanakkor a w(t) belsé tavolsdga csak fele
az atlagos belso tavolsagnak.

1.10. definicié. Legyen w(t) = min d(u,t) a belsd tdvolsdy,
uweC (t)\{t}
b(t) = min d(v,t) a kilsé tdvolsdg. Legyen tovdbbd K, = L > w(t) és
veT\C(t) teTn
Ky =L 3 b(t) az dtlagos belsé és kiilsé tdvolsdgok. A t tanuldpont dy-devidns,
€T

ha w(t) > 2K, és b(t) < 3 K.

Outliernek szamit a ¢ tanulépont akkor is, ha a sajat osztalyabeli legk6zelebbi
k szomszéd tavolsagainak atlaga nagyobb, mint az atlagos tavolsag.

1.11. definicié. Legyenek z1,zo,...,zr € C(t) \ {t} olyanok, hogy d(z1,t) <
k
d(z2,t) <+ <d(z,t) <d(ty), y € C(t)\{z1,22, 2k, 1} Ha g 3 d(t,2i) >

=1
K, ahol K = m > d(u,v) akkor at tanuldpont k-szinten ds-devidns.
w,WET,

A t tanulépont akkor is devidns, ha a k legkdzelebbi szomszédjanak a tobbsége
nem a sajat osztalydhoz tartozik.
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1.12. definicié. Legyenek z1,za,...,zr € Tp \ {t} olyanok, hogy d(z1,t) <
k

d(z2,t) <+ <d(zp,t) < d(t,y),y € Ta\{21,22, .21, t} . Har(t) = Y- Iiziecw)y <
i=1

g, akkor t a k-szinten dg-devidns.

Akkor is szélsOséges tulajdonsagu lehet a t tanulépont, ha az a sajat osztalyat
lefedé gomb centrumelemétél messze helyezkedik el.

1.13. definicié. Jeldlje ¢ a C(t) centrumelemét (I. a 1.3. definiciét), R pedig
a takard sugardt, azaz legyen R = max d(u,c). A t tanuldpont d;-devidns, ha

ueC(t)
d(t,c) > 2R.

A kovetkezd definiciéban akkor minésitiink egy tanulépontot devidnsnak,
ha a sajat osztalyabdl szarmazé legkozelebbi k tavolsdg és az idegen osztalybdl
szarmazo legkozelebbi k tavolsag Osszefésiilt mintdjaban a sajat osztalyhoz tar-
toz6 minta rangszamosszege nagy.

1.14. definicié. Jelolje X} = d(t,u;), i = 1,2,...,k, u; € C () \ {t} a t-vel
azonos osztdlyba tartozo pontok t-t6l vett tdvolsdgai kézott a k legkisebbet, Y;* =
d(t,v;), 1 = 1,2,..,k, v; ¢ C(t) pedig a t-vel idegen osztilyba tartozé pontok
t-tol vett tdavolsagai kozott a k legkisebbet. Képezzik a két minta dsszeféstlt
rendezett mintdjat, melyet Z; < Z5 < --- < Z3, -val jelolink. Legyen r; = j, ha

k
X} = Zz. Akkor a t tanuldpont ds-devidns, ha ) r; > w
i=1

A tanulépontokon elvégzett klaszterezéssel is kisziirheték a devidns pontok.
Ebbdl a szempontbdl akkor mindsitiink deviansnak egy tanulépontot, ha nem a
sajat osztalyanak megfelel6 klaszterbe esik. Az osztalyoknak megfeleld klaszte-
rek kivalasztasat egy hozzarendelési feladat megolddsaval végezhetjiik el.

1.15. definicié. Jeldlje Cy,Cs, ..., Cy, az osztdlyokat, K1, Ko, ..., K, pedig a klasz-
tereket. Legyen vij = Y Ijuecink;y- Jelolje tovabbd (iy, i, ...,ir) azt a per-
u€T,

I
mutdcidt, ahol v1 4, + Va4, + -+ + v, mazimdlis. Akkor az |J (Co \ Ki,)
a=1

tanulopontok halmaza dg-devidns.



44 1. FEJEZET. A TANANYAG SZERKESZTESE

Tegyiik fel, hogy adott r > 2 kiilonb6z6 deviancia-kritérium (pl. do — dg
koziil). Rendeljiink mindegyik kritériumhoz egy-egy biintets-silyt:

,
81,892,058, >0, > 5, = 1.

i=1

Ekkor értelmezni tudjuk minden tanulépont deviancia sulyat.

1.16. definicié. A t € 7, tanuldpont deviancia silya

r

dev(t) = Z Si * I{t megfelel az i-edik deviancia kritériumnak} -
=1

1.4.2. A devians tanuléopontok felhasznaldsa a tananyag
szliréséhez

Egyszempontu szilirés. D,-bol toroljik azokat a tanulépontokat, amelyek
megfelelnek egy adott deviancia-kritériumnak.

Tobbszempont sziirések. Valasszunk ki r > 2 kiilonb6z6 deviancia-kritéri-
umot! Az aldbbi sziirési eljarasok mindegyiket egyiittesen veszik figyelembe.

Diszjunktiv szirés. D,-bol toroljik azokat a tanulépontokat, amelyek vala-
melyik adott deviancia-kritériumnak megfelelnek.

Konjuktiv sziirés. D,-bol tordljiik azokat a tanulépontokat, amelyek az adott
deviancia-kritériumok mindegyikének szimultan megfelelnek.

Tobbségi sziirés. Dy,-bol tordljiik azokat a tanulépontokat, amelyek az adott
r deviancia-kritérium koziil legalabb ¢ (< r)-nak megfelelnek.

Sulyozott sziirés. D,-bol azokat a t tanulépontokat tordljiik, melyek deviancia
sulya meghalad egy el6irt kiiszobot: dev(t) > Tyey-
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1.4.3. Devians pontok felhasznaldsa k-NIN osztalyozaskor

Nem feltétlentil kell a devians pontokat kizarni az osztalyozasbdl. Elegendd, ha
kisebb stllyal vessziik 6ket figyelembe a déntéskor.

Legyen az x € X osztdlyozando pont legkozelebbi k tarsa T,-ben tq,ts, ..., t.
Legyen d; = d(z,t;), ahol dy < dy < --- < dg. Tekintsiik most az i € ) osztalyt!
Az x pont tagsagi silya az i-edik osztdlyon

cwi(z) = Y (1 —dev(ty)) - wj - Ifcrass(t;)=i}

i=1

ahol

dr—d;
wj:{ dzfdl’ hadk>d1
1, ha dy = d;

a j-edik Dudani-sily. (L. DUDANI [10].) Az z-et ahhoz az osztdlyhoz fogjuk
sorolni, amelynél a legnagyobb az osztaly tagsagi silya:

¢(x) =i, ha cw;(r) > cw;(x) minden j # i-re.
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2. fejezet

A legkozelebbi szomszéd
gyors megkeresése

2.1. A probléma megfogalmazasa, jelolések

Legyen (X,d) egy metrikus tér. Adott egy Tp, = {ti,t2,....,tn} C X véges
elemszamu halmaz, melyet tanuldpont-halmaznak neveziink. A
Dn = {(t1,l1), (t2,12) 5 ...y (tn, 1n)} C X x {1,2,..., L} halmazt nevezzik tana-

nyagnak. A class (t;) = 1; € {1,2,...,L} a t; tanulépont tanitdse. A tanitdsok
L
segitségével a tanulépontok halmaza osztdlyokra particionalhaté: 7, = | Ca,

ahol t;,t; € Cy esetén l; =1 és t; € Cq, tj € Cg,a # [ esetén l; # ?j.l Az
x € X osztdlyozandd pont (vagy tesztpont (query point)) legkdzelebbi szomszédja
(vagy tdrsa) az a t € T, tanulépont, melyre d(z,t) < d(x,t;), i=1,2,...,n. A
legkozelebbi tars médszerhez olyan algoritmusok tartoznak, amelyek megadjak
az x legkozelebbi tarsdt, vagy legalabbis az x legk6zelebbi tarsdnak tanitasat. A
legkozelebbi tars megkeresésének folyamataban djabb és Gjabb ¢; tanulépontot
vesziink sorra és szdmoljuk ki z-szel a d (z, t;) tavolsdgot. Ha ez megtortént, azt
mondjuk, hogy ,.feldolgoztuk” a t; tanulépontot is. A cél itt az, hogy minél keve-
sebb tanulépont feldolgozasaval jussunk el az x legk6zelebbi tarsdhoz. Ebben a
fejezetben olyan az = legkozelebbi tarsat keres6 algoritmusokat elemziink, ame-
lyeknél nem kell feltétleniil kiszamitani az osztalyozandé pont és az Osszes ta-
nulépont tavolsagdt. A hiromszdg-egyenlétlenségen alapulé kizdrdsi feltételeknek
eleget tevd ¢ € T, tanulépontok biztosan nem lehetnek a legkdzelebbi tarsai az
x osztélyozandé pontnak, igy nem kell kiszdmolni a d(z,t) tdvolsdgokat sem.
Egy keresd algoritmus lépésszdma azoknak a d(z,t) tdvolsdgszamitdsoknak a
szama, amelyet a legktzelebbi tars megkereséséig elvégziink. A 1épésszdmot
stepy, (z)-szelel fogjuk jeldlni.
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A legkozelebbi tars gyors megkeresésének sikeressége nagyrészt fiigg attdl,
hogy a tananyag pontjait milyen sorrendben dolgozzuk fel. Egy algoritmust,
amely egyértelmi utasitast ad arra, hogy melyik legyen a kdvetkezd tanulépont a
még fel nem dolgozottak koziil, keresd stratégianak nevezziik, és S szimbdlummal
jeloljiik. Ezekkel a 2.5 pontban fogunk részletesen foglalkozni.

A keresés folyamatdban az x osztdlyozandd pont djabb és tijabb tavolsagait
szamoljuk ki a 7, tanulépontjaitél. Ezeknek a tavolsdgoknak és a 7, pontjainak
egymastol vett tavolsagait tartalmazd tavolsdgmatrixa ismeretében kizarasi felté-
telek éllithatok fel arra vonatkozélag, hogy a hatralévé tanulépontok koziil me-
lyek azok, amelyek biztosan nem lehetnek az x legkdzelebbi tarsa. A kizardsi
feltételek jelolésére a K szimbdlumot hasznaljuk. A kizardsi feltételeket kielégitd
tanulépontokat elhagyjuk a keresés folyamatdbdl, igy tavolsagukat az z teszt-
ponttdl ki sem kell szamitani. Ez azokban az esetekben gyorsitja fel a keresést,
amikor a d metrikafiiggvény kiszamitdsa hosszadalmas, koltséges. Ez pl. a
helyzet, ha az alakzattér sokdimenzids vektortér vagy fiiggvénytér (Ilyen al-
kalmazas pl. a bevezetésben emlitett hossziitavi meteorolégiai elérejelzés). A
pontonkénti kizarasi feltételekkel a 2.2 pontban foglalkozunk.

A fent emlitett kizdrasi feltételeket lehet egyrészt pontonként évényesiteni
amikor a kizarast a feldolgozas sorrendjében éppen kévetkezG6 tanulépontra
alkalmazzuk. Masrészt torténhet az csoportosan is, ha el6zbleg megfeleléen
struktirdljuk a 7, halmazt. A keresés folyamataban eléallnak olyan szitudciok,
amikor 7, egy vagy tobb részhalmazanak minden pontjardl egyontetiien allithato,
hogy egyik sem lehet a keresett legkozelebbi tars anélkiil, hogy a csoport elemeire
kiilon-kiilon ellendriznénk a kizardsi feltétel teljesiilését. Csoportos kizarassal a
2.3 és 2.4 pontokban foglalkozunk.

A kizarasi feltételek segitségével tehat a legkdzelebbi tars megkeresésének fo-
lyamata gyorsithaté. A kizaras médja alapjan négy algoritmus tipust kiillénboz-
tethetlik meg.

o Szekvencidlis kizaras Az egyik lehetséges séma szerint szekvenciélisan sorra-
vessziik a tanulépontokat, de indokolt esetben elhagyjuk a tavolsdgszami-
tast az x osztalyozandd ponttal. Ilyenkor a megvalasztott S keresési
stratégia szerint vessziik az els6, t;; tanulépontot T,-b6l és kiszamoljuk
a d(z,t;,) tavolsdgot. Majd vessziik a kdvetkezdé tanulépontot és a K
kizarasi feltétel segitségével eldontjiik, hogy feldolgozzuk-e, azaz szamoljuk-
e a tavolsagdt x-szel, vagy sem. Ha ez a pont (jeldljiik ¢;,-vel) nem zarhaté
ki a kereséshbdl, kiszdmoljuk a d (z,t;,) tdvolsdgot, amivel a K kizdrasi
feltétel is élesithet6. Aztan az S keres stratégia el6irdsa alapjdn vessziik
sorra a pontokat, de a tavolsdgot x-szel a vizsgalt tanulépont esetében
csak akkor szamoljuk ki, ha a kizarasi feltétel nem vonatkozik réa.

o Lépésenkénti rostalas Egy masik lehetséges séma az, ha a IC kizarasi feltétel
élesedése esetén mindig Ujra és Ujra megvizsgdljuk egyenként a még fel
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nem dolgozott tanulépontokat, melyek zarhatok ki a keresésbol. Eze-
ket toroljiik 7,-bol, és a kovetkezd tanulépontot az S keresd stratégia
segitségével a lesziikitett tanulépont-halmazbdl vessziik. Tehat ilyenkor
is igy indul a keresés, hogy az S keresd stratégia alapjan kivalasztjuk az
elsé, t;, tanulépontot, és kiszamoljuk a d (x,t;,) tavolsidgot. A K kizarasi
feltétellel meghatdrozzuk az dsszes kizdrandé pontok & halmazat. A
kovetkez6 tanulépontot S segitségével az Ry = T, \ (€1 U {t;, }) halmazbdl
valasztjuk. Folytatva az eljarast tegytik fel, hogy a k-adik 1épésben mar fel-
dolgoztuk a t;,, t;,, ..., t;, tanuldopontokat, azaz kiszamoltuk a d (x, tij) ;] =
1,2, ...,k tdvolsagokat, meghatdroztuk a kizdrhaté pontok & halmazat.
Az S keres6 stratégia alapjdn meghatarozzuk a t;, ., tanulépontot az
R = Tn \ (€ U{ti,tiy, ..., ti, }) halmazbdl és szémoljuk a d (x,t;,,,)
tavolsdgot, stb. Az eljdrdst addig az m 1épésig folytatjuk, amig R,, = 0
nem lesz, vagyis el nem fogynak a tanulépontok. Ekkor az x legkézelebbi
tarsa a {t;,,ti,, ..., ti,, } kOzOtt van, az amelyiknél d (x,tij) minimalis. A
kizarasok révén n—m tavolsagszamitast megtakaritottunk a keresés soran.

o Keresés megdllitasi szaballyal A kizarasi elvek segitségével megdllitdsi sza-
bdlyokat lehet felallitani. A megéllitasi szabélyok segitségével a még fel
nem dolgozott tanulépontok sorba rendezhetdk azon elv szerint, hogy
a kovetkez6 feldolgozandd pont az lesz, amelyik a pillanatnyi kizdrasi
feltételnek legkevéshé ldtszik megfelelni. Az igy definidlt sorrend szerint
feldolgozva a pontokat eljutunk egy olyan végéllapotig (STOP), amikor
mar minden hétralévo tanulépontrdl biztosan allithaté, hogy nem lehet
az x legkozelebbi tarsa. Ilyen elven miikodik a 2.5 pontban részletezett
minimaz keres6 algoritmus.

o Csoportos kizaras Ha a csoportos kizaras elvét alkalmazzuk a kereséskor,
akkor elézetesen particiondlni kell a 7, halmazt diszjunkt Gi,Go, ...,Gy
részhalmazok unidjara. A keresd algoritmushoz most is lennie kell egy
S keres6 algoritmusnak a hattérben. Ujabb és ujabb tanulépontok feldol-
gozasa utan a kialakitott csoportok kizaraséara felallithato kizarasi feltételek
egyre élesedni fognak, névelve annak az esélyét, hogy valamelyikiik el-
hagyhaté lesz a keresés folyamatdbol. Minden pont feldolgozdsa utén
megvizsgalandd, hogy a G1,Gs, ..., koziil melyik csoport, vagy cso-
portok hagyhatdék el, mert biztosan nem tartalmazhatjak a legkozelebbi
tarsat. Az 1j feldolgozandé tanulépontot ezutdn a lesziikitett tanulépont-
halmazbodl az S segitségével valasztjuk ki. Itt is értelemszertien addig tart
a keresés, amig van feldolgozandé tanulépont.

Az irodalomban t6bben publikaltak kiilonbozé keres6 stratégiakrdl és kizardsi
feltételekrsl. SETHI [30] arra az esetre javasol keresd stratégiat, amikor az X
alakzattér linedris. Ez a keresési elv dtvihetd tetszbleges metrikus térbe is. Azt
javasolta, hogy valasszunk ki tetszolegesen harom tanulépontot; jeloljiik ezeket
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t1,t2, t3-mal. Szamoljuk ki ezek tavolsagait az x osztalyozandd ponttdl. Jeloljiik
ezeket D1, Dy, D3-mal! Ezutdn megkeressiik azt a legkisebb € > 0-4t, ahol az

A= (YIS (00 Di + )\S (12, D; — 2]

i=1

ponthalmaznak mar van a 7, tanulépont-halmazzal kézos eleme. Ezt a kdzos
elemet tekintjiik legk6zelebbi szomszédnak. A képletben S (z, R) az x kozéppont,
R sugaru nyilt gdbmbdt jeloli, tehat A harom

= e 1y 5 1 8) — )

vastagsagi gémbhéj metszete. A javasolt algoritmus nagy hibdja, hogy nem
garantalja a legkozelebbi tdrs megtalaldsat. A gdmbhéjak metszetébe, még kis
€ esetén is az x-t6l igen tavoli tanulépontok is beleshetnek, ha a kivalasztott
t1,t2,t3 tanulépontok egymashoz lényegesen kozelebb esnek, mint x-hez. FaA-
RAGO ET AL. [11] bebizonyitotték, hogy RP-ben p + 2 tanuléponthoz a fenti
val tehat a p = 1 esetben garantalt csak a legkozelebbi tars megtaldlasa. Tébben,
igy pl. VIDAL [35], FARAGO ET. AL. [11], [12] javasoltdk a geometriai, vagy
minimaz keresést, ami a fenti gbmbhéjas keresési technikanak az altalanositdsa.
Részletesen a 2.5. szakaszban fogunk vele foglalkozni.

FUKUNAGA S NARENDRA [15] RP-ben egy keresd fa felépitését javasolta,
amelyet bejarva egyre kozelebb jutunk a legkozelebbi tarshoz. A keresés kozben
kizarasi feltétellel a fa egyre tobb agat tudjuk tordlni, ezaltal a bejarando utat
roviditjlik. A keresd fat hierarchikus klaszterezéssel alakitjuk ki gy, hogy az
Osszevonasok soran a klaszterek szdma minden 1épésben az [-ed részére csckken.
A 0-adik generdci6hoz maga a 7, tanulépont-halmaz tartozik: C¥ = 7,. Az

1
els6 generdcié a T, egy ! halmazbdl 4ll6 particidja: T, = U C]l. A kovet-
j=1

jl

kez$ generdcidban a particié halmazainak a szama ?, Cj = L]J C?, stb.
k=(j—1)l+1

Tegyiik fel, hogy a k-adik generacioban mar csak egyelemi klaszt(ereli talalhatok.
Ezutan minden particiéban kiszamoljuk az atlagvektort, és meghatarozzuk azt a
sugarat, amelyhez tartozé gomb az dtlagvektor koriil mar lefedi a particiét. Az
elsd generaciobol azt a particiot vessziik el6szor, amelyik atlagvektora a legkoze-
lebb van az z—hez. Ezen legkozelebbi tavolsaggal egész particidk zarhatok ki
a tovabbi vizsgalatbdl. Az ezekhez tartozd dgakat tordljiik a keres§ fabdl. A
kivalasztott particién beliil szekvencidlisan haladva, a pillanatnyi legkdzelebbi
tavolsag egyre csokken, ami altal a kizardsi feltétel egyre élesedik. Az algo-
ritmusban javasolt kizdrasi feltétel a késébb ismertetett [y kizarasi feltételhez
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hasonld, de itt a tér linearitdsa is erdsen ki van hasznalva. Ehhez hasonld,
altaldnos metrikus térben érvényes csoportos kizarasi technikat targyalunk a
2.3. szakaszban. A 2.2. szakaszban ismertetendd K3-mal jelolt kizarasi feltételt
egymadstdl fiiggetleniil javasolta VIDAL [35] és FARAGO ET. AL. [12].

A legkdzelebbi tars gyors megkeresése témakorében a dolgozat célkitiizései
és az elért eredmények az alabbiak:

- A metrika altaldnos tulajdonsigai alapjan milyen kizarasi feltételek fogalmaz-
hatok meg? A kizarasi feltétel a még fel nem dolgozott tanulépontokra
egyenként vonatkozik, és segitségiikkel eldonthet6 az, hogy lehet-e a pont
legkozelebbi tars, vagy sem. A dolgozatban 6t kizarasi feltételt fogalma-
zunk meg, melyekre a 2.1 tételben a K1, Ko, K3, Ky, K5 jelolésekkel hi-
vatkozunk. Korabban csak a K3-hoz hasonlét publikéltak egy-egy kereso
algoritmusba beépitett formaban. ([12],[35]).

- Mi a Ky, Ko, K3, Ky, K5 kizarasi feltételek kozott meglévd erékapcsolat? Eze-
ket a kérdéseket a 2.1 és 2.2 tételekben vizsgaljuk.

- A Ky,Ks, K3, K4, Ks kizarasi elvek pontonként érvényesitheték. A dolgozat
egy masik célkitlizése az volt, hogy csoportos kizarasi elveket konstrualjon.
Lehet-e olyan a metrikus terekben érvényes kizdrasi elveket megfogal-
mazni, melyek lehetévé teszik a T, egy vagy tObb részhalmaza minden
pontjanak csoportos elhagyédsat a folyamatbdl? A csoportos kizardsnak
vektortérben, linedris térben vannak publikdlt eredményei, de metrikus
terekbe torténd atiiltetésiik ennek a dolgozatnak az eredménye, melyek a
2.3 és 2.4 pontban taldlhatok.

- Hogyan lehet a kizardsi elveket a keresd algoritmusokba beépiteni? Egyéltalan,
milyen keresé algoritmusok 1éteznek, 1étezhetnek? Milyen j6 tulajdonsagai
lehetnek egy keresd algoritmusnak? Hogyan lehet Gsszehasonlitani a ke-
resé algoritmusokat? Ezekkel a kérdésekkel foglalkozunk a 2.5., 2.6., 2.7.,
és 2.8. pontokban. A 2.5. pontban a lehetséges keresd stratégidkat vessziik
sorra, melyekben az a koz6s, hogy egyértelmi utasitast adnak a tananyag
pontjainak feldolgozési sorrendjére. A 2.6. pontban tdrgyaljuk azokat a
keresé stratégiakat, amelyek kizardsi elveken alapulnak. Ezek ennek a dol-
gozatnak a termékei. A 2.7. pontban néhany, az irodalomban publikalt
kizérasos keresé algoritmust ismertetiink. A lefrasnal mddositasokat ja-
vaslunk, melyek részben a gyorsitast, részben az altalanosabb feltételek
melletti alkalmazhatésagot szolgdljak. A 2.7. pont masodik algoritmusa
0nall6 eredmény, egy csoportos kizarason alapulé keresé stratégia.

- Hogyan lehet a keres¢ stratégiak hatékonysagat ellenérizni? Ezzel a kérdéssel
a 2.8. pontban foglalkozunk. Egy olyan algoritmust ismertetiink, amivel

o1
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kiilonb6z6 keresd stratégidkat lehet OGsszehasonlitani. Az Osszehasonlitas
alapja az, hogy mindegyiket az idedlis 1épésszamu algoritmushoz hasonlitjuk.
Meghatéarozhato egy olyan minimaélis 1épésszam, aminél kevesebb tanulépont

feldolgozasaval semmiképp sem lehet megtaldlni a legkdzelebbi tarsat az
adott 7, tananyagban az adott x osztdlyozandd pontnal. A vizsgalt keresd
algoritmusok 1épésszamat ehhez az idedlis értékhez kell hasonlitani. Az
elemzéseket szamitégépes szimulacioval végzett kisérletsorozattal zarjuk.

2.2. Kizarasi feltételek

Jelolje T = (d (z,t1) ,d (x,t2) ,...,d (z, tn))T az x € X tesztpont tdvolsdgvektordt
a T, tanulépont-halmaz elemeitél. A haromszog-egyenlStlenséghdl és a metrika
folytonossagat jelenté ismert egyenlétlenség alapjan 7' komponenseinek ki kell
elégitenie az alabbi relacié rendszert. Minden ¢, 7 indexparra fenn kell allnia,
hogy |T; — dij| < T; < T; + d;j, ahol di; = d(t;,t;). Az, hogy a T kompo-
nensei kozott kényszerfeltételek allnak fenn ad lehet6séget arra, hogy kizarasi
feltételeket fogalmazzunk meg. Tegyiik fel, hogy az legkdzelebbi szomszéd ke-
resése (roviditve NN-keresés) folyaméan mar feldolgoztuk a #;,,ti,, ..., t;, tanulé-
pontokat kiszdmolva a d(x,t;,), d(z,t;,), ..., d(z,t;, ) tdvolsdgokat. Vezessiik be
az alabbi jeloléseket: tg@v = arg min . d (x, tij) , dﬁ:i)n =d (x, tg@v) ,
J

=1,...,
%) = arg max d (z,t:,), d¥) = d (az,tg) ) .
J=1,y
2.1. tétel. At e T\ {ti,, ti, ..., L, } tanuldpont biztosan nem legkozelebbi szom-
szédja x-nek, ha az aldbbi kizdrdsi feltételek valamelyike igaz rd:

Ki: o 2d® <d (t, t(N’?V) ;

Ko : 0< lnaxk(d(t,tij)—2d(ac,tij));

Kot dyh < max [d(tt) = d(o,t)]:

Kioo d¥ —d® > (tﬁf}v, t) ;

Ks : 2df:i)n <d (t, t(ngv) vagy dfrlfé)lx — dfrlfi)n >d (t&f])\,, t) :
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Bizonyitas.
Legyenek z,a,b € X tetszilegesek!

(*) Ha 2d (z,a) < d(a,b), akkor d (z,a) < d(z,b) .
Ugyanis 2d (z,a) < d(a,b) < d(x,a) +d(z,b) = d(z,a) < d(z,b).

K1 Alkalmazzuk a (*) tulajdonsigot a a = tg@v, b = t szereposztasban!

Ko : 0< nrllaxk (d (t,tz’j) —2d (x,ti].)) -

= 31<j<k: d(tt;)>2d(zt;).

Innen a (*) tulajdonsdgbdl az a = t;;, b = t szereposztassal kapjuk, hogy

dB) < d(z,t;;) < d(z,1).

Ks d(t,t;;) <d(t,z)+d(z,t;) = d(t,t;;) —d(z,t;;) <d(t,z);
d(z,ty;) <d(t,z)+d(tt;) = d(z,t;;) —d(tt;;) <d(t ),
ahonnan kovetkezik |d (z,t;;) —d (¢, tl-j)| <d(t,z).

Mivel j tetszoleges volt, ezért

max |d (z,t;;) —d (t,t;;)] <d(t,2).
Teht, ha fennall K3, akkor d'¥) < d (t,z) is igaz lesz.
Ki:  d(tz) Zd(tg“,)v,a:) —d(t%“])v,t) >
> d (t%x) = (dltih o) — i) = dinh.

Ks : Nyilvdnvaléan igaz, hiszen Ky és K4 is igaz volt. B

A kovetkezd tétel a kizarasi feltételek kapcsolatat adja meg. A leirdsban a
Ki; = K; implikacié azt éllitja, hogyha KC; kizdr egy tanulépontot, akkor K; is
kizdrja azt, vagyis K; nem gyengébb KC;-nél.
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2.2. tétel. K; = K, ha (i,5) € {(1,2),(2,3),(4,3),(5,3)}.

Bizonyitas. K1 — K»
2d (tg\’,“}v,a:) <d (tg\];g\,,t) =

0<d (t%“}vt) —2d (t%“}vx) < max (d (1) =2 (2,1:,)) -

Ko —= K3

min =

i < d (2,13;) < d (8,8;,)=d (2,8;,) < max |d(t,1;,) = d (a,1;,)].

.....

Ki—=— K3

d¥le —d® > d (t%“}v, t) —

min

dih < d (8, 0) = d (6f.t) < max |d(t,t;,) - d(a,8;)].
J

=1,...,
’C5 — ’C3
Nyilvanval6, mert Ky = K3 és Ky = K3 igaz volt. B

A K; kizarési feltétellel torténd keresési folyamatot szemlélteti az 2.1. dbra.
Az osztalyozand6 pontot kis fekete négyzet jeloli az dbra bal alsé felében. A
+-szal jelolt tanulépontok a téglalapon egyenletesen oszlanak el. A keresés fo-
lyamataban szerepld tanulopontokat halvanyabban nyomtattuk ki, és a sorszammal
is megcimkéztiik. Berajzoltuk azokat a koroket is, amelyen kiviili tanulépontokat
kizarunk a tovabbi kereséshil. Az algoritmus az 6t6dik 1épésben jut el a legkdze-
lebbi szomszédhoz. A bejelolt korokon beliili pontok koziil véletlenszeriien
valasztjuk ki a legkozelebbi tanulépontot.

A kovetkezd tétel egyszeri ellenpélddkon keresztiil igazolja azt, hogy melyik
kizarasi feltétel melyik kizarasi feltételt nem implikélja altalaban.
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2.1. abra A K; kizérési elv alkalmazdsa NN-kereséskor.

2.3. tétel. K; # }Cj, ha

(i,5) €{(3,2),(3,1),(2,1),(3,4),(3,5),(2,4),(4,2),(1,4), (4, 1)} .

Bizonyitas. Az aldbbi egyszerd sikbeli ellenpélddk mutatjak, hogy a 2.2
tétel iranyai dltaldban nem fordithaték meg.

Ko &= Ky :

Legyen X = R, ¢, = (1,0), t5 = (1.75, 0.75), t3 = (0.5, —2), z =
(0,1). A tévolsdgmatrix: d(t1,82) = 22 ~ 1.06,d (t1,t3) = 2.5,d (t2,t3) =
@ ~ 3.55. A pontokat természetes sorrendben dolgozzuk fel: d (t1,z) = V2 ~
1.41,d (t2,z) = @ ~ 1.76. Ky-vel kizarjuk t3-at, mert max (d(ti,t3) —2-d(z,t;)) =

d(ta,t3) —2-d(z,t2) & 3.55 — 3.54 > 0. Viszont K;-gyel nem zarjuk ki sem to-t,
sem tz-mat, hiszen 2.82 &~ 2 - d (t;,z) > d (t1,t2) ~ 1.06 és 2.82 =~ 2 - d (t1,z) >
d(t1,t3) = 2.5.

IC375>IC2:

Legyen X = R2a t = (070)7 to = (%\/'?_)7 ?)7 t3 = (\/570)7 T = (071)
A té,volségmétrix: d(tl,tz) = % ~ 1.42,d(t1,t3) = \/3_) ~ 1.73,d(t2,t3) =
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‘/TE ~ 0.49. A pontokat természetes sorrendben dolgozzuk fel: d (t1,2) = 1,d (t2,2) ~
1.53. Ko-vel nem zérjuk ki t3-at, mert max (d(tit3) —2-d(x,t;)) = d(t1,t3) —

=1,
2-d(xz,t;) ~ —0.27 < 0. Viszont K3-mal ugyan még nem zarjuk ki to-t,
de t3-mat mdr igen, hiszen 1 = d(t1,2) > |d(t1,t2) —d(t1,z)| ~ 0.42, de
1=d(t1,z) < max |d (t;,t3) — d (z, ;)| = |d (t2,t3) — d (z,t2)| ~ 1.04.

K3 # Ky

A K1 = K5 implikéciobdl trividlisan kovetkezik.

Ks #= K4 :

Legyen X = R?, t; = (0,0), t- = (£,2), t3 = (-3.-2), 2 = (0,1). A
té,volsé,gmé,trix: d(tl,tg) = % ~ 1.9,d(t1,t3) = 1/14—7 ~ 206,d(t2,t3) =
V202

Y22 =& 3.55. A pontokat természetes sorrendben dolgozzuk fel: d(t;,z) =
1,d(ty,z) = (/3% ~ 1.77. K4 nem zérja ki tz-mat, mert 0.77 ~ d(t2, ) —
d(tl,.’IJ) = dmax - dmin < d(tFN7t3) = d(t27t3) ~ 3.55.
Ezzel szemben K3 igen, hiszen
1= dmin = d(tl,.’L‘) < milzl}éld(ti,t;g) —d(:ﬂ,ti)| - |d(t2,t3) —d(:ﬂ,tz)| ~
=1,
1.78.

’Cg#’C5Z

Mivel 5 = K1 V K4 olyan ellenpélda kell, ahol sem KCi-gyel, sem K4-gyel
nem lehet t3-mat kizdrni, mig a K3-mal igen. Legyen X = R?, ¢; = (0,0), to =

(L8,4), = (V3,v3), o= (0,1),
A tavolsdgmatrix: d(t1,ts) = Y2L ~ 1.43,d (t1,t3) = V6 ~ 2.45,d (ta, t5) =

5
51
/2~ 143,

A pontokat természetes sorrendben dolgozzuk fel: d(¢1,2) = 1,d(t2,z) ~
1.53.

Mivel 2 - d(tl,m) =2> d(tl,tg) ~ 1.43,2- d(tl,i‘) =2> d(tl,tg) ~ 2.45
valamint 0.53 & d (t2, ) — d(t1,2) = dmax — dmin < d (t2, ) ~ 1.43, ezért ks
nem zarja ki t3-mat.

Viszont

1= dmin = d(tl,.’L‘) < mag |d(ti,t3) - d(:l?,tl)| - |d(t1,t3) — d($7t1)| ~

1= b
1.45
miatt 3-mal t3 kizarhatd.

Ko 7= Ky -
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Legyen X = RQv 1 = (O7O)a ta = (%7%)7 t3 = (_% _2)5 = (O 1) A
téVOlSEigmétI‘iX: d(tl, tg) = 4/ % ~ 1.9, d(tl,tg) = \/ 17 ~ 2. 06 d (tQ, t3) =

V202 ~ 3.55. A pontokat természetes sorrendben dolgozzuk fel: d(t,z)

L,d(ty,z) = /3 6 ~ 1.77. K4 nem zarja ki t3-mat, mert 0.77 ~ d(t2,z) —

d(t1,2) = dmax — dmin < d(tpn,t3) = d(t2, t3) & 3.55. Ezzel szemben Ko igen,
hiszen
ma>§ (d(ti,t3) -2 d(l‘,tl)) = d(tl,tg) -2 d(l‘,tl) ~ 0.06 > 0.

=1,

IC475>IC2:

Legyen X = R?, t; = (0,0), t> = (V3,0), t3 = %,@),x:(o,l).

A tavolsdgmatrix: d(ti,t2) = V3 ~ 1.73, d(tl,tg) = @ ~ 1.43, d(te,t3) =

/N

57

i a2 0.49. A pontokat természetes sorrendben dolgozzuk fel: d (x,t;) = 1, d (z,t2) =

2 K2 nem zérja ki t3-at, hiszen max (d(ti,t3) —2-d(z,t;)) = d(t1,t3) — 2 -

d(z,t;) ~ —0.57 < 0. Viszont K4 kizédrja a harmadik pontot, mivel
1=d(ts,z) — d(t1,2) = di¥)y — d®) > d( #) ¢ ) = d(ta, 13) ~ 0.49.

min

K1#>/C42

Legyen X = R2, t; = (0,0), t» = (2,0), t3 = (2,3), = = (0,1).

A tavolsagmatrix: d (ty,t2) = 2, d(t1,t3) = V13 ~ 3.6, d(tz,t3) = 3. A
pontokat természetes sorrendben dolgozzuk fel: d (z,t1) = 1, d(z,t2) = V5 ~
2.24. K1 nem még zarja to-t, de t3-mat mar igen: 2 =2-d (t;,z) > d(t;,t2) = 2
és2=2-d(t1,z) < d(t1,t3) = 3.6. Ezzel szemben K4 nem zarja ki a harmadik
pontot:

1.24 ~ d (s, z) — d (t, ) = dF — d¥) < d( gf}v,@) = d(ts, t3) = 3.

min

IC475>IC1:

Legyen X = R?, t; = (0,0), t2 = (/3,0), t3 = (i ﬁ), x = (0,1).
A tavolsagmatrix: d (t1,t2) = v/3 ~ 1.73, d(t1,t3) = Y2L ~ 1.43, d (ts,t3) =

@ ~ 0.49. A pontokat természetes sorrendben dolgozzuk fel:
d(z,t1) = 1, d(z,t3) = 2. K4 kizdrja az elsé két pont feldolgozdsa utdn a
harmadikat, hiszen

1=d(ts,z) — d(tr,2) = dF —d®) > d (t;"}v, ) = d(ts, t5) ~ 0.49.

K1 viszont nem zarja ki sem to-t sem ¢3-mat: 2 =2-d(t;,x) >
d(tl,tz) ~1.73és2=2- d(tl,.’l)) > d(tl,tg) ~1.43. 1
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A 2.2. dbrédn szemléltetjiik a kizarasi feltételek kapcsolatat.

Ks

Ko

Ka K.

2.32. abra A téglalapok az egyes feltételekkel kizart tanulépontok halmazait
szemléltetik.

2.1. megjegyzés. a.) A felsorolt kizdrdsi feltételek kozott a Kz a legerdsebb.
Azokat a tanuldopontokat, amelyeket a tobbiek kizdrnak, & is kizdrja. Azonban
kezelhetdség és programozhatdsig szempontjdbol a Ky is érdekes lehet.

b.) A K3 kizdrds programozdsakor nem kell a max |d (t, tij) —d (x,tij)|
J=1,..,

értéket meghatarozni, hiszen t mdr akkor s kizdrhato, ha létezik olyan a €
{i1, 42, ...,1x} index, melynél dl(llfi)n <|d(t,ta) —d(z,ts)| fenndll.

c.) A kizdrasi feltételek a legkozelebbi k szomszéd keresésekor is alkalmaz-
hatok. Példaul a K3 kizdrdsi elv a kévetkezoképp mddositandd: a
t € To\{ti iy, ti, } tanuldpont nem lehet kizte az x € X k legkdzelebbi
szomszédja kozott, ha

dk,min < jirll?‘)ir |d (ta tij) —d (.TL', tij)|’

ahol dj, min @ k-adik legkisebb tdvolsdg d (z,t;,),d (x,tiy,) ..., d (z,t;.) kézétt.

Az alabbi két tétel a Ky kizarasi feltétellel kapcsolatos.

2.4. tétel. A Ky kizdrdsi feltétel antiszimmetrikus és nem tranzitiv. (Ha a
kizdarja b-t, akkor b nem zdrhatja ki a-t. Viszont létezhetnek olyan a,b,c ta-
nuldpontok, hogy bdr a kizdrja b-t, b c-t, de a nem zdrja ki c-t.)



2.3. A TANANYAG SZEPARALASA 59

Bizonyitas. Ha a kizdrja b-t, akkor 2d (z,a) < d(a,b) teljesiil. Ebbdl és a
haromszog-egyenlStlenségbél d (x, a) < d (x,b). Tehét a hdromszog-egyenlétlenséghil
d(a,b) < d(a,z)+d(z,b) < 2d(z,b), azaz b nem zarhatja ki a-t.

Mésrészt tekintsiik a stkon az a = (0,0),b = (3, —1) és ¢ = (3, 2) tanulépon-
tokat és az x = (1.3, —0.3) tesztpontot! Az Euklideszi-metrikat alkalmazva, egy-
szerl szamoldssal ellenérizhetjiik, hogy d(z, a) =~ 1.334,d(x,b) ~ 1.838,d(x,¢) =~
2.435,d(b,a) ~ 3.162,d(a,c) ~ 2.061 és d(b,c) ~ 3.905. Lathat6, hogy a bar
kizdrja c-t: 2.668 ~ 2 -d (a,z) < d(a,b) = 3.162, és b kizarja c-t:

3.676 ~2-d(b,x) <d(b,c) =~ 3.905,

de a nem zdrja ki c-t: 2.668 &~ 2-d(a,z) > d(a,c) ~2.061 A

Ha a K kizarési feltételt szigoritjuk, és kétszeres helyett a haromszoros
tavolsagot vessziik, biztosithatjuk a kizarasi elv tranzitivitasat.

2.5. tétel. Ha3d(z,a) < d(a,b) és3d(xz,b) < d(b,c), akkor 3d(z,a) < d(a,c).
d

Bizonyitas. 3d(z,a) < d(a,b) < d(a,z) +d(b,z) = 2d(x,a) < d(z,b).
3d(z,b) < d(c,b) < d(c,z)+d(b,x) = 2d(x,b) < d(z,c).
Vagyis 4d (a,z) < d(c,x) . igy d(a,c) > d(z,c) —d(z,a) > 3d(z,a). R

2.3. A tananyag szeparalasa

Tekintsiik most a két osztaly esetét, azaz legyen L = 2! A célunk az, hogy
a 7T, tanulépont-halmaz Cy,Cs osztilyainak minél nagyobb elemszamu M; C
C; (i = 1,2) részhalmazait kijeloljiik, amelyek szeparaltak abban az értelemben,
hogyha az osztalyozas sordn kozel jutunk az egyik részhalmaz centruméhoz, az
mar garantalni fogja azt, hogy a masik részhalmazban biztosan nem talalhatjuk
meg a legkozelebbi tarsat.

2.1. definicié. Legyen A C T,. A G(¢,R) = {z; x € X, d(c,z) < R} ¢ cent-
rumi, R sugard zdrt gomb az A-t lefedé gomb, hac € A és A C G(¢,R). Az
A-t lefedd zdrt gombok kozitt azt a G 4 (ca, Ra)-val jeloltet fogjuk legkisebb lefedd
zdrt gombnek nevezni, amelynél sugdr minimdlis. cy az A halmaz centruma, R4
pedig a takaro-sugdr.

2.2. definicié. Legyenek Ai, Ay C Ty. Jeldlje rendre ¢q,co a centrumaikat, és
R1, Ry a takard-sugaraikat. Az Ay, As halmazok szepardlhatdak, ha d (c1,c) >
R + Ry + max {Rl, RQ} .
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2.3. abra Sikbeli szeparalhat6 halmazok

Beldthatd, ha egy x tesztpont kozel esik az A; halmaz centruméhoz, akkor
a téle szeparalhaté A, halmaz mindegyik eleme kizarhaté lesz a tovabbi NN-
keresésbol.

2.6. tétel. Legyenek Ay, Ao C T, szepardlhatdak. Ha x € X-re teljesiil, hogy
d(z,c1) < Ry, akkor neujl d(z,z) < nelljl d(z,y).
z 1 Yy 2

Bizonyitas.
Legyen z € A, tetszbleges. A haromszog-egyenlGtlenséghil:

d(z,u) +d(z,c1) > d(u,c1) és d(ca,u) +d(u,c1) > d(ca, ),
vagyis
d(z,u) >d(c1,c2) —d(c1,z) —d(u,c2) > d(e1,c2) — Ry — Rs.
A szeparalhatésagi feltétel miatt:
d(c1,c2) — Ry — Ry > max{R;,R>} > Ry.

Ebb6l mar koévetkezik, hogy
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d(z,u) > Ry >d(z,¢1) > Helgl d(z,z).

Mivel z € A, tetszéleges, ez mar igazolja az allitast. l

Tavoli x tesztpontok esetén az aldbbi csoportos kizdras lehetséges:

2.7. tétel. Legyenek Ay, Ay C T, szepardlhatéak. Ha x € X-re teljesiil, hogy
d(.’l},Cl) + Ry < d(IL',Cz), akkor tnn (QL’) ¢ As.

Bizonyitas. Legyen y € A, tetszéleges! Ekkor
d(z,c1) <d(z,c3) — Ry ésd(w,c2) < d(ca,y) +d(y,z) < Ry +d(y,z)
amibdl mar kovetkezik az llitas: d (z,¢1) < d(y,z) . W

2.8. tétel. Tegyiik fel, hogy mdr kiszdmoltuk a d(z,t1),d(x,t2),....,d (z, 1)
tdvolsdgokat. Legyen d® = _min kd(x, ti), és AC Tu \ {t1, ..., tx}.

min
yeeey

Ha d%)

min

+ Ra < d(z,ca), akkor tyn (x) ¢ A.

Bizonyitas. Legyen u € A tetszéleges!
Ekkor d*) < d(z,ca) — Ra < d(z,ca) —d(u,cq) <d(z,u) . R

2.4. Algoritmusok szeparalhato6 részhalmazok ke-
resésére

Ebben a szakaszban két olyan algoritmust adunk meg, melyek olyan A; C
C1, Ay C Cs szeparalhato részhalmazokat hataroznak meg, amik felhasznaldsaval
a legkozelebbi tars keresésésének folyamata majd felgyorsithato lesz.

Lesziikito algoritmus. Az els6nek ismertetend6 algoritmus az osztalyok sziikité-
sével jut el szepardlhaté részhalmazokhoz. Kiindulunk a Cp, Cs-t lefed6 Sy, So
legkisebb gémbdkbél. Jeldlje ¢ (C;) illetve R (C;) a megfeleld centrumokat és
takaré-sugarakat! Ha mar induldskor

(**) d(c (Cl) ,C(Cz)) > R(Cl) + R(Cz) + max {R (C]) ,R(Cz)}

lenne, akkor az osztalyok tanulépont-halmazai maguk is szeparalhatéak volnanak.
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Ha nem ez a helyzet, akkor az egyméshoz legkozelebbi x € Cy, és y € Cs tanu-

I6pontokat vessziik, ahol d (z,y) = o min co d (u,v). Legyen A; = C1\ {z}
u 1, €S U 2

és As = Co\ {y}! Szdmoljuk djra ¢ (4;), R (4;)-t (i = 1,2)! Nyilvan R (4;) <
R(C;). Ha még nem teljesiil a (**) feltétel, az A;, Ay legkozelebbi elemeit
hagyjuk el, és szamoljuk a maradék halmazok minimélis lefed6 gémbjének cent-
rumelemét és sugarat. Az algoritmust akkor éllitjuk meg, ha valamelyik 1épés
utdn mdr teljesiil a (**) feltétel.

Bovitd algoritmus. A mésodik algoritmusban az A; és As halmazokat foko-
zatosan bovitjiikk. Legyenek z € C, és y € Cs most a legtavolabbi elemek, azaz

d(z,y) = max d (u,v). Legyenek tovdbba a és b a megfelels legkdzelebbi
u€eCq, és veCy

osztalytarsak, azaz

d(a,z) = min d(u,2) és d(b,y) = min d (v, y).

Induléskor
Al = {xaa}7A2 = {yab}a
C(Al) = xaR(Al) = d(a,x) aC(A2) = yaR(AQ) = d(bu y)

Ha az igy kialakitott A; és As halmazokra fennall a (**) feltétel, akkor
a bovitést azokkal a p € C1\A1,q € C2\As elemekkel folytatjuk, amelyekre
fennallnak

dwp)tdap) _ o deawtdan) gave dotdba) o dy)fd(be)
2 ueCi\{z} 2 ’ 2 veCa\{y} 2

Tehat, Ay = {z,a,p},As = {y,b,q} stb. Altaldban, ha A; és Aj-re még
fennall a (**) feltétel, azon r € C1\A1,s € Cy\ A2 elemekkel kiséreljiik meg az
djabb bévitést, melyekre teljestiil

> d(zr) > d(z.9) > d(z,s) > d(z.9)
AL — min =L illetve 22— = min €22
T = T T = 1
> geCi\Ar 2 A, 9EC\Ay 2

z€A; z€Aq

Ha az A; U{r} és As U{s} halmazokra teljesiil még a szeparalhat6sag, akkor
tovabbléplink, kiilonben marad A; és As.
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2.2. megjegyzés. Ha nem kdtjik ki azt, hogy a szepardlhatd halmazok a Cy, Cs
osztalyok részhalmazai legyenek, akkor a fenti algoritmusok kis modositdssal
C1, Ch-nél nagyobb elemszami Ay, As C T, szepardlhatd halmazokat dllithatjdk
elé. A keresés folyamatdaban ekkor ugyan nagyobb elemszdmai tanuldépont hagy-
haté el csoportosan, de az osztdlyozds mégsem biztos hogy felgyorsul, mert a
nem kizdrt halmazban vegyesen fordulhatnak eld kilonbozd osztdlyokhoz tartozd
tanulopontok.

2.5. A legkozelebbi szomszédot kereso stratégiak

A legkozelebbi szomszéd megtaldlasdnak gyorsasagat befolydsolja az is, hogyan
valasztjuk meg a keresés sorrendjét. A keresési folyamat automatizaldsidhoz
is sziikséges annak az elvnek a lerdgzitése, hogy a tananyagbdl melyik legyen
a kovetkezo feldolgozandé tanulépont. Egy S keresési stratégia minden x € X
tesztponthoz definidl egy (i1, 72, ..., i) index permutédciét, amely a tanulépontok
indexeinek azt a sorrendjét jelenti amiben a tanulépontokat a keresés folyaman
sorravessziik. Tehdt S : X — P, egy fliggvény, ahol P, jelenti az (1,2,...,n)
indexek permutdcidinak halmazdt. A keresés eredményességét jellemzé adat a
taldlati hely, azaz az S (x) permutédcié azon k pozicidja, ahol az = tesztpont
legkozelebbi tarsanak indexe all. Tehat, ha az S keresési stratégia talalati helye
k az x tesztpont osztalyozasakor, akkor ez azt jelenti, hogy az z legkozelebbi
térsa t;,. A taldlati hely egy 1 és n kozotti értéket felvevd diszkrét valdszintiségi
valtozd, melynek varhaté értékének n-edrésze az S stratégia eredményessége.
Jelolésben ef f(S).

A keresd stratégidknak alapvetéen két tipusa van. A szekvencidlis keresd
stratégidk el6re rogzitenek egy (i1, 2, ...,4,) keres6 sorrendet, és minden =z € X
tesztpont esetén ezt alkalmazzuk. (1. és 2. stratégidk.) A kizdrdson alapulé
stratégidk a keresés sorrendjét az = tesztponthoz igazitjak (3. és 4. stratégidk).

Példak keresési stratégidkra.

1. Véletlen keresés, S,

Minden egyes 1épésben a hatralévd tanuldépontok koziil egyet véletlensze-
rlen valasztunk ki. Tehdt ilyenkor barmelyik permutéciét ugyanakkora,
% valészintiséggel valaszthatjuk ki. Ilyenkor a talalati hely barhol, ugyan-

akkora val6szintiséggel eléfordulhat, vagyis ef f(S,) = L > i = 2L
i=1

2. Keresés kotott sorrendben (determinisztikus keresés), Sy

63
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Ilyenkor a D,, tananyag alapjan definidlunk egy (y1, 72, ---, 7n) keresési sor-
rendet, és minden z € X tesztpont esetén ezt fogjuk alkalmazni. Jeldlje
Yi = d(z,ty,),Ys = d(z,ty,),....Y, = d(z,t,) a tesztpontnak a ta-
nulépontoktdl vett véletlen tavolsigait. Ha P (Y} <Y, <---<Y,) >
P, <Y, <---<Y;,) tetszbleges (i1, iz, ..., i) permutciénal, akkor a
(71,725 -, Yn) Permuticiét definidlé Sy permutécié optimalis. Az alabbi
algoritmus az optimalis determinisztikus keresési stratégiat kisérli meg
elééllitani azaltal, hogy a fenti valdszinliség relaciét a relativ gyakorisagok
relacidjaval helyettesiti amikor a tanulépontokat osztalyozzuk a tananyag
segitségével. Jelolje h;; a t; tanulépont k-adik legkozelebbi tarsanak in-
dexét 1,2,...,7 — 1,4 + 1,...,n koziil. Jelolje o;; annak a gyakorisdgat,
hényszor volt t; a j-edik legkozelebbi tars az osztalyozas soran:
n

0ij = > I{haj =i}.
a=1
aFi
T n—1
Legyen o; = (041, 042, ...,0in—1)" , | > 0ij =n — 1| .Rendezziik sorrendbe
i=1

az 01,0y, ...,0, vektorokat ugy, hogy o, > o, legyen, ha 0;1 = 0j1,02 =
0j2, ..y 0i k=1 = 0j k—1, de o > 0j;. Ha 0, = 9; akkor definicié szerint
0; > 0;-t vegylink, ha i < j. (Ha az o; vektorok dimenziéjat csokkentjiik
azzal, hogy csak az elsé k < n — 1 legkozelebbi szomszédot figyeljik, akkor
kozottitk gyakrabban fordulhat el6 egyezés.) Tegyiik fel, hogy az el6bbi
rendezéssel a 0y >0, >0 >0, sorrendet kaptuk Ekkor a keresési
sorrend (1,72, ..., Yn) lesz. Megbecsiilhetjiik ehhez a kereséshez tartozé
eredményességet is, az aldbbi mdédon. Jeldlje z; a t; tanulépont legkoze-
lebbi szoszédjénak taldlati helyét (71,72, ..., vn)-ben: z; =k, ha h;,, = 1.
n
Ekkor ef f(Sq) =~ % > z;. Az algoritmust értelemszeriien médosithatjuk
i=1
arra az esetre, amikor rendelkezésre &ll egy Cp, = {z1, 22, ..., xm } teszt-

ponthalmaz. o;; ilyenkor azt jelenti, hogy a ¢; tanulépont hanyszor volt a
n

tesztpontok osztalyozasakor a j-edik legkdzelebbi szomszéd. Most Y 0;; =
j=1
m. Az eredményességet az el6bbiekhez hasonléan becsiilhetjiik.

3. Geometriai vagy minimax keresés, S;m

Tegyiik fel, hogy mar feldolgoztuk a t.,, s, ..., t,, tanulépontokat.
Definiéljuk a g, (t) = max, |d(t,ty,) —d(ty,2)], t € T\ {ty,,tyes sty }

fliggvényt.

gi(t) tulajdonsigai:

i gr(x) =0, gi(t) > 0;

i? 0<g1(t) <go(t) <--- < g(t) <d(t,z) <d(tpn, o) = dmax

11° Ha gi(t) > dmin = i_r{lin . d (t-;,z), akkor t biztosan nem lehet z

veey
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legkozelebbi tarsa; (Ez a K3 kizdrasi feltétel.)

w° gk (t;) = d (t4,,x) . Specidlisan, ha a tyn, a legkozelebbi tdrs mar
by s tygy ooy by kozott van, gy, (tNN) = dmin-

v° 0 < g1(t) < go(t) < -+ < gn(t) = d(t,2) = dmin = gn(tnn) <
gn(t) = d(t, z).

A minimax keresési stratégidndl mindig az lesz a kovetkezd tanulépont,
amelyik minimalizélja gy (¢)-t

g(t7k+1) - min max |d (t t’h) d (t%‘ ’ .’IJ)| -
tET\{tyy styn sty J7=1

Tehat azzal a tanuléponttal folytatjuk a keresést, amely a K3 kizarasi
feltétel szerint legkevésbé zarhaté ki. Masrészt ez a t tanulépont hasonlit
leginkdbb z-re abban az értelemben, hogy ¢ is kb. olyan tavolsdgra van
a mar feldolgozott tanulépontoktdl, mint z, igy feltehetdleg a metrikus
térben hozza kozel fog esni.

4. Keresés kizarassal, S,

Tekintsiink egy K kizarasi feltételt és egy S keresési stratégiat! A kettd
kombindciéjabdl kapjuk az S, kevert keresési stratégiat:

1. lépés: S-sel meghatarozzuk a keresés els6 (1,72, ..., Yx) €lemét.

2. lépés: K (71,72, ---, V&) segitségével redukéljuk a 7 tanulépont-halmazt
azaltal, hogy kizarunk tanulépontokat a vizsgalatbdl. Ha 7T kitiriil, megallunk.
3. lépés: S-sel a maradék halmazbdl meghatdrozunk egy vagy t0bb
djabb Y41, Vk+2, ... indexhez tartozd tanulépontokat, majd visszatériink

a 2.lépésre.

Példa S, kevert startégiara:

Z'O
1i°

Sg eljarassal meghatérozzuk vi-et: d\) = d (¢, ty) s t%\, =ty,;

min

Ks-al kizarjuk azokat a t tanulépontokat, melyekre

d(tty,) —db [ >dl) .

min min 7

111° Smm-mel dolgozunk tovabb: azt a t,, tanulépontot vessziik a re-
dukélt 7, tananyagbdl, melyre g;(¢,) = 7{n;fn |d (t,ty,) — d(ty,, )|,
€T,

d2) = min{d(t,,,2),d(t,,,2)}, thy = argmin {d (t,,,2) ,d (tr,,2)} ;

1v° Ks-al djabb tanulépontokat kizarunk 7 -bdél, stb.
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2.3. megjegyzés. i1i°-nél vehetjik az Sy keresés dltal definidlt (v1,Y2,---sYn)
permutdciobdl azt a legkisebb indexet is, amelyet K3 még nem zdrt ki. Ugya-
nis, ha mdr csak kevés tanulopont van hdtra, a kizdrdsi feltételek figyelem-
bevétele mar lasiubb miwvelet lehet, mint az dsszes még ki nem szamolt tavolsag
kiszamitasa az osztdlyozando pont és a tanulopontok kozott.

2.6. A kizarasos kereso stratégia alapossaga

Jelolje ¢ € X az osztdlyozandd pontot, 7, a tanulépont-halmazt, K a kizardsi
elvet, S, pedig a kizdrasos keres§ stratégiat. Jelolje Ppn, = {ti,,tis, .-, ti,, } az
m-edik keres6 1épés utan a mar ,,feldolgozott” tanulépontok halmazat. A feldol-
gozason azt értjiik, hogy kiszamoltuk a d (tij , x) ,J =1,2,...,m tavolsagokat.

Pm-et az S, kereso stratégia m-edik 1épésbeli janicsdrhalmazdnak nevezzik.
P, felhasznéldsdval alkalmazzuk a K kizdrasi elvet a T, \ Py, tanulépontok e-
setében. Az

Em = {t € T, \ Pm, K-val kizdrhatd, hogy t az = legk6zelebbi térsa legyen}

halmazt az keresé stratégia m-1épésbeli hulladékhalmazdnak nevezzik. &, tehat
azokat a pontokat tartalmazza, melyeket nem fogunk a keresés soran ,,feldol-
gozni”, azaz az x-szel valé tavolsdgukat kiszdmolni, mert biztosan nem lehetnek
az x legkozelebbi tarsa.

2.3. definicié. Az S, keresd stratdgia alapos, ha nincsenek olyan u € T, \
(PmU&n) ést € &y tanuldpontok, ahol az teljesilne, hogy a Pp U {t} ja-
nicsarhalmazzal K kizdrnd u-t. Vagyis akkor alapos eqy S keresd stratégia, ha
nem zdr ki olyan pontot, amellyel a kizdrdsi elv élesithetd lenne.

2.4. megjegyzés. A kizdardsos keresd stratégia alapossdga €és a kizdrdsi elv
élessége egymas ellen dolgozik. Ha éles kizdrdsi elvet alkalmazunk kénnyen
eléfordulhat, hogy olyan pontot is kizdrunk,- ami bdr nem lehet a legkdzelebbi
tars-, de 6t feldolgozva sok mds tanulopontot kizarhatndnk a segitségével.

2.9. tétel. Bdrmely S keresd stratégia a Ky kizdrdsi elvvel kombindlva alapos.

Bizonyitas. Mivel K; a mindenkori legkisebb tavolsag segitségével zar ki
pontokat, és egy mar kizart ¢ tanulépont tavolsadga z-tél nagyobb mint a pilla-

natnyi dpi, minimdlis tdvolsdg, azaz dyin = min d(z,2) = min d(z,z) ,
2EPm 2E€Pm U{t}
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ezért a Py, és P, U{t} janicsarhalmazokkal ugyanazok a tanulépontok zdrhatdk
ki T \ (P, U {t})-bSl. A

2.10. tétel. Az S,y minimazx keresd stratégia a K3 kizdrdsi elvvel kombindlva
alapos.

Bizonyitds. A keres6 algoritmus egy megallitdsi szaballyal miikodik. Addig
vessziik sorra a t;,,t;,, ..., t;,, , ... tanuléopontokat kialakitva a P; C Py C --- C
Pm C --- janicsadrhalmaz-sorozatot, mignem az m-edik soronkovetkezo ¢
pontra eldszor nem lesz érvényes a megallitasi szabaly, miszerint

Tm41

1?61%1(1 |d (tim+17u) - d(u,a:)| = te%i\%m 1{161%}:1 |d(ti7u) - d(uvx” > dmin-

Ilyenkor & = & = +++ = Epy1 = 0 és £, = Tp \ P Léthatd, hogy min-
den t € &, esetén a K3 kizdrdsi elv érvényes, azaz t-vel vagy anélkiil a P,
janicsarhalmazzal K3 minden egyéb pontot kizar, vagyis Sy, alapos. B

Nem minden kizarasos keresé stratégia alapos. Tekintsiik az S, véletlen ke-
res6 algoritmust a Ko kizdrdssal kombinalva. A keresés most szekvencidlis, azaz
minden djabb tanulépont feldolgozdsa utan megvizsgaljuk, hogy a hatralévé
tanulépontok koziil melyeket lehet kizarni a Ko kizdrasi elv segitségével. A
2.4. tétel ellenpéldajat fogjuk most is felhaszndlni. Tekintsiik a sikon a ¢, =
(0,0),t2 = (3,-1) és t3 = ($,2),ta, 5, ... tanulépontokat és az z = (1.3, —0.3)
tesztpontot! Tegyilik fel, hogy a pontok gy vannak indexezve, ahogy a véletlen
keresés soran sorra fognak keriilni. Az Euklideszi-metrikat alkalmazva, egyszerii
szamolassal ellendrizhetjiik, hogy d(z,t1) ~ 1.334, d(z,t2) =~ 1.838, d(z,t3) ~
2435, d(t1,t2) =~ 3.162, d(t1,t3) ~ 2.061 és d(t2,t3) ~ 3.905. A keresés els6
1épése t; feldolgozasa: d(x,t;) =~ 1.334, Py = {t1}. Mivel 2 -d(z,t;) ~ 2.668 <
3.162 ~ d(t1,t2), de 2.668 > 2.061 =~ d(t1,t3), ezért t5-0t kizdrjuk, és t3 lesz a
kovetkez6 feldolgozandé pont: & = {t2}. Viszont, ha vessziik a Py U {t2} jani-

csarhalmazt, akkor t3 kizdrhato a KCs elvvel, hiszen max (d(ti,t3) —2-d(x,t;)) =
=1,

d(ta,t3) —2-d(z,t2) = —0.229 < 0. Tehét az algoritmus nem alapos! Ha egy
gyengébb kizarasi elvvel dolgoznank, a keresés alapos lehetne. Ha K»-6t az
alabbiak szerint gyengitjiik:

K3 : at tanulépont kizdrhaté, ha max (d(t;,t) —3-d(,t;,)) > 0,

j=1,....m

akkor a 2.5 tétel alapjdn megmutathatd, hogy a fenti keresés méar alapos lenne.
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Keres6 algoritmus megallitasi szaballyal

Egy S, keresé stratégiat kombindlni lehet egy megéllitasi szabdllyal is. A
kizarasokat nem pontonként hajtjuk végre, hanem megallunk amikor mar garan-
cia van arra, hogy a hatralévo pontok nem tartalmazhatjik a legkdzelebbi tarsat.
A keresést tehat addig folytatjuk, amig egy megallitasi feltétel nem teljesiil. A
megdllitasi szabdly valamilyen K kizarasi elv alapjan van megfogalmazva: nem
kell folytatni a keresést, mert az eddig feldolgozott pontok a K kizardsi elv
alapjan belathatéan biztosan tartalmazzak mar a legkozelebbi tarsat. Ilyenkor
a hulladékhalmazok sorozatdra az teljesiil, hogy & = & = -+ = &1 = 0
és Em = Tn \ Pm. Ebb6l kivetkezbleg a megéllitasi szabéllyal miikodé ke-
resési stratégidk mindig alaposak. Az aldbbiakban bemutatunk két megallitési
szabalyt alkalmazo keresé stratégidt.

Kereso6 stratégia a K4 kizdarasi elven alapulé megallitassal

1° Az els6, t;, tanuldépontot véletlenszertien valasztjuk. Legyen

ti, =arg max _d(t,t;,),

teTu\{t:; }
2 = arg max d (z,t;,) 2} = arg min d(z,t;)
FN jhax Ui ) s UNN o Uiy ) s

dihe = d (w,62),) , ), = d (15N ).

2¢ Tegyiik fel, hogy mér feldolgoztunk m tanulépontot: P,y = {ti,, iy, s ti,, }

(m) _ (m) = i
oy = argj:r??fmd (z,ti;) . tyn = argj:q}.l.r.l,md (. t;;) »

itk = d (2,00 i, = d (2. 150).
A keres6 algoritmus kovetkezé eleme:

— (m)
Liyr = argter%z@gm d (t, tFN).

Megallitsi szabaly Ha , d (timH,t%”}\;) < d —d™ . az algoritmus leall,

min"*

hiszen minden ¢ € T, \ P, pont esetén érvényes a K4 kizdrasi elv.

Kereso stratégia a K5 kizdrasi elven alapulé megallitdassal

1° Az els6, t;, tanulépontot véletlenszertien vélasztjuk, Py = {t;, }.
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2° A maésodik,
t;, tanulépont az lesz, amelyre t;, = arg max _d(u,t;,), Ps = {ts,ti, }-
weTn\{t:; }
Legyen
@ _ , @ _ : , (2) _ ( ) )
thn = argjnzlz%?gd(x,tlj) JENN = argjrili%d(a:,tzj) , dimax = d (2, t58 )

a0, = d (a,t5y). |

min

3% A harmadik, ¢;, tanulépont az lesz, amelyre

B O R A RICE)!

- Ha max {2+ (didd = d (£, 608 ) ) o (s 80N ) } > 2+ 2y, akkor az
2)

min’

algoritmus leall. A minim4&lis tavolsag d
). STOP.
- Ha max {2 (it = d (b, 808 ) ) o (i, 80N ) | < 2+, alkkor Py =

min’

az x legkozelebbi szomszédja

Pa U {ti,}, t%)v = argmaxd (z,u), tf}}v = argmin d (z,u), dnax =
u€P3 u€P3

min

d (x,t;f’}v) L d®) = (x,tﬁ}v) , és a kovetkezd keresd 1épésnél folytat-
juk.

m° A kovetkez6, t;,, tanulépont az lesz, amelyre
t; =arg ueTm\ig [max {2 . (dfn”;;l) —d (u,t%n]\;l))) ,d (u,t%n]\;l)) }] .
- (Megallitasi szabély)
Ha max {2 : (dﬁn”;;” —d (tim,tg\’,”]v’”)) .d (tim,t%”];”)} > 2.4 ak-
(m—1)

min

kor az algoritmus ledll. A minimdlis tavolsig d
szomszédja t%nj\fl). STOP.
- Ha max {2+ (diac? = d (b, 105 V) ) o (ti 808 ) } < 20 d000

akkor P, = m_lu{tim},t}"}\} = arg max d (z,u), tm = arg min d(z,u),
UEPm UEPm

, az x legkdzelebbi

i, = (w tg,”;g) N N (x t%’“}&) , 63 a kovetkezd, m + 1-dik keresé

1épésnél folytatjuk, stb.
2.7. Irodalmi példak kizarasos keresési stratégiakra

Ebben a pontban harom kordbban publikalt S, tipusu keres6 algoritmust ismer-
tetiink.
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Kereso6fas algoritmus kizardssal. Az NN-keres6 algoritmusok egy része ke-
res6fat alkalmaz (pl. FUKUNAGA és NARENDA [15], KM és PARK [23].). A
T, tanulépont-halmaz pontjainak megfelel§ csoportositasaval, majd a csopor-
tok tovabb bontdsaval egy hierarchidt definidlnak, ami alapja lesz a keresésnek.
A keresés folyaman egyre élesedd kizarasi feltételek révén a kereséfa egyre tobb
aga zarhatd ki a tovabbi keresésb6l. Ebben a pontban FUKUNAGA és NARENDA
algoritmusanak kiterjesztését adjuk meg tetszéleges metrikus térre. Az eredeti
algoritmusban a csoportok atlagait a csoportok centrumelemével fogjuk helyet-
tesiteni. A modositott algoritmus igy csak az els6 staciéjaban fog eltérni az
eredetitol.

Adott egy T, = {t1,t2,...,t,} C X tanuldpont-halmaz az (X, d) metrikus
térben. Bontsuk fel 7,-t [ lehetbleg egyenld elemszdmu diszjunkt részhalmazra
valamilyen klaszterezé eljarassal. Jeldlje G1,Ga,...,G; ezeket a klasztereket.
Ez a particié alkotja az elsO generaciét. Ezutan mindegyik G; klasztert 1jbol [
egyenld elemszamu klaszterre bontjuk, létrehozva a masodik generacié particidit:
Gi1,Gh2,...,G11, G, ..., Gy, .., G- A szétbontast addig folytatjuk, amig az utolsé
generacié particiéi mind egyelemd halmazok nem lesznek. Az utolsé generd-
ci6 sorszdmat gmax jeloli. (A tananyag mintaelemszamétodl fliiggéen az utolsd
generaciéban nem biztos, hogy [ lesz a particiék szama, de ez az algoritmus
miik6dését nem fogja befolydsolni.) Minden generdcié particiéjanak minden hal-
mazat egyértelmiien azonositani tudjuk egy p = (a1, @a, ..., ay) indexsorozattal,
ahol az a; index adja meg az els6 generacié megfelel$ klaszterének sorszamaét,
as a G4, halmaz tovabbosztasakor a megfeleld részhalmaz sorszamat jelenti,
stb. Ezutdn minden generdcié minden G, klasztere esetén meghatdrozzuk a
halmaz ¢, centrumelemét és az R, takard sugardt.

Egyszertien belathaté az alabbi két allitas.

2.1. segédtétel. A t; € G}, tanuldpont nem lehet az x tesztpont legkizelebbi
tarsa, ha dmin + Ry < d(z,¢p) , ahol dmin az eddig taldlt legkisebb tdvolsag x és
a tanuldpontok kozott.

Bizonyités. d(z,t;) > d(z,cp) — d(ti,¢p) > d(x,¢p) — Rp > dpmin M

2.2. segédtétel. A t; € G, tanuldpont nem lehet az x tesztpont legkdzelebbi
tarsa, ha dmin + d (ti,cp) < d(z,cp).

Bizonyitas. Hasonl6an. H

A Fukunaga-Narenda algoritmus masodik staciéja valtozatlan.
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0° (Inicializdlds) Legyen a pillanatnyi minimélis t4volsdg dmin := 00, a pilla-
natnyi generécié szintszama g := 1, a feldolgozandé klaszterek indexeinek
listaja A := 0.

1° (A feldolgozandé particidk bedllitdsa) Eltaroljuk a g generdcié klaszterei-
nek sorszamat a A listdba, és kiszdmoljuk az ehhez a listdhoz tartozd p
indexhez a d (x,cp) tavolsigokat.

20 (Az 2.1 segédtételben megfogalmazott kizdrdsi elv érvényesitése) Vegyiik sorra
ap € A indexeket, és ezek koziil t6roljiik azokat, ahol dmin + R, < d (2, ¢p)
teljesiil.

3° (Visszalépletés) Ha A kiiiriil, akkor visszalépiink egy korabbi szintre, vagyis
g = g— 1. Ha g = 0 lenne, akkor megallitjuk az algoritmust. dmin
tartalmazza a legkozelebbi tavolsdgot, NN pedig a legkozelebbi szomszéd
indexét. Ha viszont g # 1, akkor tjra a 2° 1épésre tériink. Ha A = () akkor
a 4° lépésre ugrunk.

4° (A legkdzelebbi klaszter kivilasztdsa az adott generdcidban) Legyen p* € A
az a klaszterindex, melynél d (z,cp-) minimélis. Legyen ¢ := p*, A :=
A\ {p*}. Ha g = gmax, akkor 1épjiink 5%-re, kiilonben g := g + 1, és
lépjiink 1°-re.

59 (A 2.2 segédtételben megfogalmazott kizdrdsi elv érvényesitése) Feldolgozzuk
a G, klasztert. Csak azokndl a t; € G, tanulépontokndl szamoljuk ki a
d (z,t;) tdvolsdgokat, melyekre dmin+d (i, ¢q) > d (z,¢,) . Ilyenkor ha még
az is teljesiil, hogy d (z,t;) < dmin, akkor dmin := d(z,t;) és NN :=i. Ha
mar minden tanulépontot leteszteltiink G¢-bdl, akkor a 2° 1épésre tériink
vissza.

2.5. megjegyzés. Gyorsitdsi lehetdségek az osztdlyozdsndal

1. Tegyiik fel, hogy két osztdlyunk van Cy és Co, C1yNCy =0, C1UC = T,.
Ha az elsé generdcid felbontdsdat ugy végezzik el, hogy G1,Ga2,...,Go C C1 €és
Gat1,Gax2,---,Gi C Cy legyen, akkor lehetdség nyilik arra, hogy az algoritmust
hamarabb megdllitsuk. Ugyanis, ha g = 1 esetben pl. dmin+ R, < d(z,cp) fendll
minden p > a esetén és NN < «, akkor mdr megdllhatunk. A megdllitaskor NN
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még nem biztos, hogy a legkiozelebbi szomszéd indexét tartalmazza, de a tartalma-
zott tanuldpont osztalya garantdltan megegyezik a legkdzelebbi tdrs osztdlydval,
vagyis x-et pontosan tudjuk mdr osztdlyozni.

2. A 2.2 segédtételben megfogalmazott kizdrdsi feltételt élesiteni lehet az 5°
lépésben. A t; € G kizdrandd, ha dmin < max |d(z,u) —d (t;,u)| teljesil, ahol
a mazimumot azon u tanuldpontokra kell venni, melyeknél mdr kiszdmoltuk a
d(x,u) tdvolsdgokat.

A szepardlt halmazok felhasznaildsa a keresésnél. A 2.6.-2.8. tételekben
megfogalmazott csoportos kizardsi feltételeket az aldbbiak szerint hasznalhatjuk
fel a legkozelebbi szomszéd megkeresésére. Tp-et harom részre bontjuk fel: az
Ay (C Cy), Ay (C Cy) szeparélt halmazokra, és az E = T, \ (41 U A) halmazra.
Az A, és A, halmazokat a 2.4. szakaszban leirt algoritmusok valamelyikével
allitottuk el6.

e Elészor a d(x,c1) és d(x,co) tdvolsdgokat szdmoljuk ki.
dmin == min{d (z,c1),d (z,c2)} és class(z) := 1, ha d(z,c;) < d(z,¢2),
kiilénben class(z) := 2. Megnézziik, hogy teljesiil-e a 2.6. vagy a 2.11.
tételben megfogalmazott kizarasi feltétel. Ha igen, A; és A, koziil a meg-
felel6t toroljik a tovabbi keresésbol.

e Az FE halmaz elemei kozott a K3 kizards figyelembevételével a minimax
stratégiaval kivéalasztjuk a kovetkez6 tanulépontot. Ha sziikséges, dmin
és class(z) tartalmat feliilirjuk. Ilyenkor megvizsgaljuk a 2.8. tételben
ismertetett kizarasi feltételt a még nem torolt A; halmaz esetén. A feltétel
teljestilése esetén toroljiik a megvizsgalt halmazt a tovabbi keresésbol.

e A nem kizart A; (vagy As) halmazok tanulépontjait csak akkor vessziik
sorra, ha mar E elemei elfogytak. Ezek elemei k6zott is a minimax ke-
reséssel és a K3 kizardssal haladunk.

Keresés cellak csoportos kizarasaval. Az X' = RP specidlis esetben a d Eu-
klideszi metrikaval alkalmazhatd, a csoportos kizaras elvén alapulé algoritmust
k6z6lnek DJOUADI és BOUKTACHE [5].

Tegyiik fel, hogy 7, C H, ahol H C RP a lehetd legkisebb oldalhosszi p-
dimenziés hiperkocka. Jelolje h ezen hiperkocka oldaldnak hosszat! Vezessiik

. . N\ T
be az aldbbi jeloléseket: Tn = {t;,tp, .t} t; = (ty),tg),‘..,tg,”) Ly =
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T _ : (7) _ _ (1)
(v1,v2,...,0p)" ,v; = min t;, u= (u1,u2,...,up)” ,u; = max t;’. Ek-
Jj=1,2,..., n 2

kor h = max (u; —v;).

=1,...,p

Hajtsuk végre az l (z) = + (z — v) linedris transzformaciét 7, minden elemére!
Ezzel mindegyik tanulépontot az egységnyi hiperkockdba transzformaltuk. Legyen
Tr={tr =1(@;),i=1,2,..,n}. Osszuk fel az egység hiperkockdt N = kP egy-
bevagd G; kiskockdra (celldra). Jeldlje g koziiliik a ; szimmetria-kozéppontjat,
n; = #G; N T,F pedig az i-edik celldba esd transzformalt tanulépontok szamaét.

Legyen tovébbd B, = max d (gi,t) az i-edik cella tanulépontjait lefeds, g,
eG;NT,; - -

koézéppontu gémb sugara.
Egy tetszéleges € RP vektor legkozelebbi tarsat ezek utan az alabbi algo-

ritmussal keressiik meg.

1° Legyen z* =l (z), és hatdrozzuk mega D; = d (gi,g*) s Dmin = min Dy, i* =

i=1,...,

arg minND,- mennyiségeket! (Dpin = D;+).

i=1,...,

29 Keresslik meg z* legkozelebbi tarsat a G; cellaban! Jeldlje dpin a minimalis

tavolsagot!

- Ha Dpin < %, azaz z* € (;, akkor megtalaltuk a legkozelebbi téarsat,
STOP.

- Ha Dpin > ‘2/—,5, akkor még venni kell azon G; celldban taldlhaté ta-

nulépontokat is, ahol D; < dmin + R; &ll fenn. (Viszont minden més cella
Osszes tanulépontjat kizdrhatjuk a keresésboll) STOP.

2.6. megjegyzés. A leirdsban szerepld k természetes szdm azt adta meg, hdny

részre daraboljuk a hiperkocka oldalait. Ezt az értéket gy célszeri megudlasztani,

hogy az N + max m; kifejezés minimalis legyen. Ugyanis a fenti kifejezés felsd
1=1,.

—Lsyeeey

becslést ad a keresés maximdlis szamdra, ha az osztdlyozando pont benne van H -
ban.

Keresés horoghalmazokkal. A minimax keresés mdédositasét javasoljdk LEE
és CHAE [24], 4n. ,,horog” (anchelor) halmaz konstrudldsaval. Algoritmusukat
RCNN-nek (Reduced-Complexity Nearest Neighbor Classifier) nevezték el. A
T, tanulépont-halmazt két részre javasoljak felosztani: egy m elemszamu A,,
horog-halmazra, és a B,,_,, komplementer halmazra. Egy z € X pont legkoze-
lebbi tarsanak megkeresése ezek utan az alabbi algoritmus alapjan torténik:
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1° Kiszdmitjuk a d (z,a) ,a € A, tavolsdgokat, és ezek segitségével bedllitjuk a
Amin = mi‘n d(z,a) és Tmin 1= arg mji4n d(xz,a) = NN (z, A,,) rekeszek
a€c acCAm

m

tartalmat. (NN (z, Ay,) jeloli az x legkdzelebbi tarsat az Ay, -ben.)

2° A b € B,,_,, tanulépontok koziil csak azoknak a tavolsagit szamoljuk ki z-
t6l, melyekre dfgw(x, b) = max |d (z,a) — d(b,a)| < dmin teljesil. Jelolje
aC€Am

B* az ilyen tanulépontok halmazat!

3° Végiil dpipn := min {dmin, bm'bn d(w,a)} y Tmin = NN (x, Ay, U B¥).
cB*

A keresés sordn az A,, horog-halmaz elemeitél minden z € X esetén kiszamoljuk
a tavolsagokat, mig a B,,_,, halmaz tanulépontjaitdél csak a 2° pontban lathato
feltétel teljesiilése esetén. ,,J6,, horog-halmaz esetén ezek szdma kevés lesz. Az
A, horog-halmaz megkonstrudldsira LEE és CHAE az aldbbi algoritmust java-
soljak.

1° 7, tanulépontjait sorbarendezziik az aldabb leirt médon:
- A sorban az els6, a;-gyel jelolt tanulépont legyen az
ar = argmaxd (t, NN (¢, 7o \ {t})) -
€Tn

- Tegyiik fel, hogy mar el6allitottuk az aq, as, ..., ax sorrendet. A kdvetkezd
a sorban az az a1 € Tp \ {a1, a2, ...,ax} tanulépont lesz, melyre

= P, (t) teljesiil, ahol
Gt ZAE Gy e () teliesi

P@)= % (dge T NN @ T () -
u€Tn\{a1,a2,...,ax,t}

—dfga ™ NN (0, T\ ),
ahol dfoy (u,t) = max |d (u,a) —d(t,a)]|.

29 Ezutéan a horog-halmaz elemszadmanak, m-nek a meghatarozasa kisérleti titon
torténik. Egy lehetséges megoldas az lehet, ha felhasznalunk egy U, =
{u1,uz,...,us} tesztponthalmazt. Az Ay = {a1}, 42 = {a1,a2}, ..., A, =
{a1,a9,...,an},... horoghalmazok mindegyikével elvégezziik az RCNN oszta-
lyozast az Us halmaz 6sszes elemére. Figyeljiik, hogy melyik horog-halmaz
esetén kell atlagosan legkevesebb tavolsagot szamitani, és azt vélasztjuk
ki véglegesnek. Tehat, ha az A; horog-halmaz esetén az u; € U tesztpont
meghatarozdsdhoz a; (> ©) tavolsidgszamitdsra volt sziikség, akkor legyen

S

Bi = % > aj. Azt a A; horoghalmazt valasztjuk, ahol §; minimalis!
i=1
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2.7. megjegyzés. 1. A horoghalmaz eldallitdisinak elsé szakaszdban, a ta-
nuldpontok sorbarendezésekor a megmarado tanulopontok kézil mindig azt vesz-
szik sorra, amely leginkabb néveli a dontési halmazban nem szerepld tanulopontok
dfow értékeinek osszegét. Mivel a tanulépontok kizdrdsa a dfow értékek alapjan
torténik, ezért mindig azzal a tanuldponital folytajuk a sorrendet (bévitjik a
horog-halmazt), amely potencidlisan leginkdbb diszkrimindlja a megmaradd ta-
nuldpontokat.

2. LEE és CHAE [24] kézzel irott szamjegyek alakzatai esetén végezte el az
m elemszdam kivdlasztasdt, kihaszndlva az alkalmazds specialitisait. Futtatdsaik
sordn az m elemszam és az f szamitdsi idé kozott eqy raciondlis tortfigguény
jellegti dsszefiiggést véltek felfedezni. Ezt a kapcsolatot felhaszndlva az m meg-
hatdrozdsdnak a folyamata jelentdsen lerdvidithetd volt. Azn = 1000 elemszamai,
24 x 24-es felbontdsi (576 dimenzids) tananyaghoz, melynek elemei dsszesen
L = 80 osztdlyba lettek besorolva (mindegyik szdmjegy 8 alosztdlyra bomlott),
végil is m = 21 elemszdma horog-halmazt taldltak optimdlisnak. Ezt alkalmazva
az RCNN osztilyozds a feldolgozdsi iddt 38%-kal csokkentette a hagyomdnyos
NN-algoritmushoz képest.

2.8. A kizarasos keresési stratégiak hatékonysaga-

nak jellemzése

Adott egy 7, tanulépont halmaz és egy x tesztpont. Jelolje pow(z) azon tanu-
l6pontok minimélis szamat 7T,-bol, melyek z-t6l vett tdvolsdgai ismeretében a
tobbi tanulépont kizarhaté a tovabbi keresésbdl a K kizarasi feltétellel. Tehat,
ha pow(z) = k, akkor léteznek olyan t;,,t;,,...,t;, € T tanulépontok, hogy a
d (z,t;;) tavolsdgok és a D = (d (ta,15)), g_1 .. , tévolsigmatrix ismeretében
a K kizarési feltétellel minden u € T,\ {ti,, iy, ---, ti, } tanulépontrdl biztosan
allithaté, hogy nem lehetnek z legkézelebbi szomszédja. Masrészt az is igaz,
hogy tetszoleges ta,;tay, -y ta; € Tn | < k — 1 részhalmaz esetén létezik olyan
u € Tp, ami nem zarhaté ki K-val. pow(z) tehdt a minimadlis kizdré tanu-
l6pont halmaz elemszamat jelenti. Ennél kevesebb tavolsagszamitdssal nem
lehet meguiszni a legkdzelebbi tars megtaldlasat az alkalmazott kizarasi elv
mellett. pow(z) az z tesztpont ereje, Jo(x) = {ti,,tip, .., ti, } pedig egy mi-
nimdlis kizdré halmaz. Tegyilik fel, hogy az S keresési stratégiat alkalmaz-
zuk a K kizérasi feltétellel abban a legrosszabb esetben, amikor az els6nek
kivalasztott tanulépont éppen az x tesztpont legtavolabbi tarsa 7,-ben. Jeldlje
step(x) azon d (z,t;,) tavolsdgszdmitdsok szdmat, ami ahhoz sziikséges, hogy
biztosan allithassuk azt, hogy mar megtaldltuk a legkozelebbi tarsat. Nyilvan
step(z) > pow(x). step(x) az S keresési stratégia lépésszdma, ef f(x) = ff;:gg
pedig a hatékonysdga.
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Végezziik el az x € X ponthoz az NN-keresést a K kizdrasi elvvel. Az m-edik
tanulépont feldolgozasa utan jeloljik P,,-mel a mar feldolgozott tanulépontok
halmazét, és &,,-mel azon T, \ Py, pontok halmazit, melyek a K-val kizdrhatdk
ezek utan a keresésb6l. Py, az m-edik 1épésbeli janicsdrhalmaz, &, pedig a
hulladékhalmaz.

A K kizarasi elv segitségével a T, tananyaghoz egy G iranyitott graf rendel-
hetd, melyenek a tanulépontok lesznek a csicsai, és az u,v € T, tanulépontok
kozott akkor fut egy irdnyitott él u-bdl v-be, ha a K kizarési elvvel kizarja u
v-t. Vagyis, ha u belekeriil a janicsarhalmazba, v biztosan a hulladékhalmazba
kertil.

2.4. definicié. Azt mondjuk, hogy az u € T, tanuldpont a kizdrja v € T,-t az
Se kizdrdsos keresé algoritmusndl, ha u € Py, -bdl kovetkezik v € &£,,. Jeldlés:
U 0.

2.11. tétel. A Kivagy Ko kizdrdsndl, ha u — v és v — w , akkor w > u.

Bizonyitds. A 2.4 szerint, ha u — v, azaz 2d (z,u) < d(u,v) és v — w,
azaz 2d (z,v) < d(w,v), akkor v »& u, azaz 2d (x,v) > d(u,v) és w > v, azaz
2d (z,w) > d(w,v). Tehat 2d (z,u) < d(u,v) < 2d(x,v) < d(w,v) < 2d(z,w).
Ekkor d (u,w) < d(u,z)+d(w,z) < 2d (w,z) is, azaz w nem zarhatja ki u-t. l

2.5. definicié. A G grifot a K kizdrdsi elv (az S keresd stratégia) kizdrdsi
grafjanak nevezzik.

2.12. tétel. A C1és Ko kizdrdsi grdfjai nem tartalmazhatnak irdnyitott kort.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy t1 » to »— -+« > t, azaz 2d (x,t1) < d (t1,12) <
Qd({l'},tg) < d(tg,tg) < ..o < Qd(l‘,tk_l) < d(tk_l,tk). Tehat d(tk,ti) <
d(tg,z) + d(tg—1,2) < 2d(ty,x) miatt t; egyetlen t;-t sem zar ki. (1 < k).
|

Egy S, kizardsos keres6 stratégia hatékonysaganak jellemzéséhez sziikségiink
van a pow(z) kiszdmitdsit végz6 algoritmusra. Ehhez el kell dllitani a keresé
stratégia minimadlis elemszamui Jy janicsarhalmazdt, ahol Jo U £, = Tn. A
feladat megegyezik a grafelméletben ismert minimadlis domindlé csicshalmaz
(dominating set) keresésének probléméjaval. Egy adott irdnyitott G = (V, E)
grafban elallitandé az a minimdlis elemszami D C V' csdcshalmaz, melynek
pontjaibél minden V'\ D pontba fut él. A D megaddsanak probléméja NP-teljes.
Az algoritmushoz felhasznéljuk a G graf A = (a;;) szomszédsdgi matrixat, ahol

. 1 ha ti — tj
%=1 0 egyébként.
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A tovabbiakban csak a legerdsebb K3 kizarassal foglalkozunk. A 2.8.1. sza-
kaszban néhany az algoritmus leirdsdhoz sziikséges fogalmat vezetiink be. Maga
az algoritmus a 2.8.2. szakaszban olvashaté. A 2.8.3. szakaszban a szamitégépes
kisérletekrdl szamolunk be. A 2.8.4. szakaszban azt a kérdést targyaljuk, milyen
koriilmények kozott célszerii a kizarasos NN-keresést alkalmazni.

2.8.1. A Kj kizarasi elv janicsarhalmazai

A K5 kizarasi elv segitségével egy konkrét kizarasos NN-keresés esetén értel-
mezhetjiik a janicsdrhalmaz fogalmét. A janicsdrhalmaz lényegében a tananyag
minden olyan részhalmaza, melyhez tartozé tanulépontok és az x osztalyozandd
pont tavolsdgainak ismeretében a maradék tanulépontokrdl biztosan allithatok,
hogy nem lehet kozottiik az x legkbzelebbi tarsa. Masképpen megfogalmazva: a
J janicsarhalmaz pontjait figyelembevéve érvényes a K3 kizérasi elv megéllitasi
szabdalya, azaz

mind (z,u) < min max|d(z,u) — d(u,t)]
ueJ teTa\J T

Viszont, ha a janicsdrhalmazbdl barmely pontot elhagyjuk, mar nem lesz
érvényes a fenti megdllitasi feltétel. Nyilvanval6, hogy a janicsarhalmazok nem
egyértelmiien allithatdk eld, de néhany tulajdonsdg régton lathaté. Az Osz-
szes janicsarhalmaz metszete nem tres halmaz, mert az x legkozelebbi tarsa
biztosan benne van. A metszetet janicsdrhalmaz-magnak fogjuk nevezni, ami
elvileg nem féltétleniil egyelemil halmaz. Az K3 kizdrdsos NN-keresd algorit-
musok hatékonysaganak empirikus ellendrzéséhez sziikségiink van a minimalis
elemszamu janicsarhalmaz el6allitasara, melyet optimadlis janicsdarhalmaznak fo-
gunk nevezni. Nem lehet kevesebb tavolsagszamitassal az adott bedllitasok mel-
lett eljutni az z legkézelebbi tarsdhoz, mint ahdny az optimalis janicsarhalmaz

elemszama. A prébafuttatasok sordn kiilonb6zé bedllitasok mellett meghatarozzuk

a kizardsos NN-keresés 1épésszamat (a megéllitasi feltétel teljesiiléséig elvégzendd
tavolsdgszamitdsok szamat), és ezt vetjlik Ossze az optimaélis janicsarhalmaz e-
lemszamaval. A pontos definiciékat ebben a pontban fogjuk megadni.

2.6. definicié. Legyen A C T,. Azon u € T, \ A pontok szima, amelynél
miﬂ d(a,z) < majc|d(a, x) — d(a,u)| teljesil, az A halmaz kizdré ereje. Jelilés:
ac ac

pow(A).

7
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2.7. definicié. Az A C T, halmaz kizdré halmaz, ha #A + pow(A) = n
azaz, ha az A-hoz tartozd tanuldpontok segitségével az dsszes tobbi tanuldpont
kizdrhatd az NN-keresésbdl. A J kizaréhalmaz janicsdrhalmaz, ha nincs kizdro
részhalmaza. A janicsdrhalmaz optimdlis, ha nincs ndla kisebb elemszdmi ja-
nicsdrhalmaz.

2.8. definicié. A t tanuldpont kizdrd ereje azon u(#t) tanuldpontok szdma,
ahol dpin < |d(t,z) — d(t,u)|. Jeldlés: pow(t).

2.9. definicié. A t ¢ A tanuldpont A halmazra vett relativ kizdré ereje azon
u € Tp \ (AU {t}) tanuldpontok szdma, ahol dmin < |d(t,z) — d(t,u)]| teljesiil, de
dmin > max |d(a,x) — d(a,u)|. Jeldlés: pow(t| A).

2.10. definicié. Azon tanulépontok J* halmazdt, melyek elemeit semmilyen
mas tanuloponttal sem lehet kizdarni, janicsdrhalmaz-magnak nevezzik.

2.11. definicié. Az u tanuldpont nem erdésebb v-nél (v nem gyengébb u-ndl),
ha minden t(# u,v) esetén melyre dmin < |d(u,z) —d(t,u)| teljesil dmin <
|d(v, z) — d(t,v)| is fenndll. Mdsképpen: u tanuldpont nem erdsebb v-nél ha
azokat a pontokat, amiket u kizdr, v is kizarja.

2.8. megjegyzés. - A legkizelebbi tdrs(ak) mindig elemei J*-nak.

- J* minden janicsdrhalmaznak részhalmaza.

2.8.2. Optimadlis janicsarhalmazt el6allité algoritmus

Az aldbbi algoritmus adott 7, tananyaghoz, adott x osztdlyozandé ponthoz a
d metrika esetén megkonstrudl egy optimalis janicsarhalmazt. A tanulépontok
egymastol vett tavolsadgainak matrixat, és az osztdlyozandd pontnak a tanulépon-
toktol vett tavolsagait felhasznaljuk a konstrukcié soran.

Az algoritmus fébb Iépései:
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0° Az A bindris reldciémétrix elkészitése, melynek (i, ) komponense pontosan
akkor 1, ha az d(z,t;) és dmin ismeretében biztosan allithatd, hogy ¢; nem
lehet a legkdzelebbi tars. Tehat A i-edik soraban ott all 1-es, amelyeket
t; képes kizarni a tovabbi keresésh6l. Ennek a métrixnak a feldolgozasa
atjan allitunk eld egy lehetséges optimalis janicsarhalmaszt.

1° A J* janicsarhalmaz-mag eléallitdsa. Kozben megjeldljiik A azon sorait,
melyek J* elemeihez tartoznak.

29 Megjeldljiik A azon oszlopait, melyek olyan tanuléponthoz tartoznak, melyet
J* pontjai kizdrnak.

3% Megjeloljiik A azon sorait, melyek olyan tanulépontokhoz tartoznak, me-
lyeknél van nem gyengébb tanulépont. (L. 2.11. definiciét!)

4° Moh¢ algoritmussal megkonstrudlunk egy lehetséges J janicsarhalmazt. (Nem
biztos, hogy optimalis lesz.)

5° Ellen6rizziik, hogy van-e J-nél kisebb elemszami janicsarhalmaz. (Sorravesz-
sziik a ritkitott A métrix soraihoz tartozé tanulépontok ésszes részhalmazait
az elemszam novekedése szerint.)

Az algoritmus leirdsakor alkalmazott jeldlések:

R := value az R rekeszbe toltjik a value értéket.

T@) :=d(x,t;),i = 1,2,...,n a tananyag pontjainak az z-t8l vett tavolsdgait
tarold témb.

D(i,7) == d(t;,t5),4,5 = 1,2,...,n a tanuldpontok egymdstdl vett tavolsigait
tarold kétdimenzids tomb.

tyn az a tanulépont, amelyik z-hez legkézelebb van a d metrika szerint (a
legkdzelebbi térs.)

A (i, 7) binaris reldciémétrix. Ertéke 1, ha t; kizarhat6 a keresésbél amennyi-
ben txn és t; a janicsarhalmazban van. Kiilonben értéke 0.

dmin = d (z,tyN) jeloli a minimalis tdvolsdgot.
Tmin & keresés folyamataban pillanatnyilag legkisebb tavolsag.
@ a J* halmaz elemeinek a szama.

SZAM a J* halmaz &ltal kizart tanuléopontok szama.
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M a J*-ot optimadlis janicsarhalmazza kibovité pontok minimaélis szama.
DISTANCE(i) a d(z,t;) tavolsdgot kiszdmold eljarasfiiggvény.

i=KEZD..VEG(LSZ): [;--]ial; ,); zdrojelek kozott olvashatd utasitdssoro-
zathoz szervezett ciklus.

IF feltétel THEN [parancssorozat] (ELSE [parancssorozat]) feltétel szerinti
eldgazas.

GOTO label

label : [utasitassorozat] Vezérlésatadas a label cimkével jel6lt utasitassoro-
zatra.

Az egy sorba leirt utasitasokat ; jellel valasztjuk szét.
Az algoritmus:
19 A T, dmin, A szdmoldsa:

Amin 1= 00

i=1..n(1):

[;T (i) := DISTANCE(®)

Amin := min (dmm,T(z))]l

i=1.n(1)[ij =1..n(1)

LAG, ) = 0

IF |T(i) — D(i, )| > dmin THEN A(i, j) == 1];];

20 J* eldallitasa

Q:=0
j=1.n(1)
[[SUM :=0

i=1..n(1);SUM = SUM + A(i, j)];
IF SUM =0 THEN [SOR(j) := —n — SOR(J); Q := Q + 1]];

3%a.) Az A relaciémétrix oszlopainak ritkitdsa a J* pontjai altal kizdrt pon-
tokkal
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IF (SOR(i) ?0) A (A(i,5) = 1) A (OSZL(j) > 0) THEN
[0SZL(j) := —n — OSZL(j); SZAM := SZAM + 1]J;];

3° b.) Az A métrix sorisszegeinek szdmoldsa

A ¢; tanulépontok mindegyikéhez kiszamoljuk a pow(t; | J*) értéket, azaz
azt a szamot, ahany tanulépontot kizdrnak a J* pontjai altal még ki nem zart
pontok kozil. A t; ¢ J* tanulépont esetén ezt az adatot a C'SUM (i) rekesz
fogja tarolni.

i=1..n(1)
[@SUM =0
j=1l.n()

[,IF (SOR(i) > 0) A (OSZL(j) > 0) THEN SUM := SUM + A(i, j)];
CSUM (i) := SUM];

3° ¢.) Az A métrix sorainak atrendezése a sorosszegek szerint

i=2..m—1(+1)

[ij = n..i(—1)

[;IF CSUM(j) < CSUM(j — 1) THEN

[S1:= SOR(j); SOR(j) := SOR(j — 1); SOR(j — 1) := S1;

S1:= CSUM(j); CSUM(j) := CSUM (j — 1); CSUM (j — 1) := 51 ]];1;

3% d.) A sorainak tovébbi ritkitdsa

A-bdl elhagyjuk azoknak a tanulépontoknak megfelel6 sorokat, melynél van
er8sebb tanulépont. Tehat az u tanulépontnak megfelel$ sort akkor hagyjuk el,
ha van olyan v tanulépont, ami kizarja azokat a tanulépontokat, melyeket u is
kizdrna. M tartalmazza a megtartott sorok szamat.

i=1.n—1(1)

[ij =i+ 1.n(1)

[;IF SOR(i) < i THEN GOTO labell
IF SOR(j) < 0 THEN GOTO label2
SUM :=0

l=1.n(1)
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[ IF OSZL(l) > 0 THEN [S1 := A(j,1) — A(i,l); IF S1 = 1 THEN
SUM = ]-]l

IF SUM =0 THEN SOR(j) := —SOR(j)

label2 : S1:=1];

labell : S1:=1];

M:=0

i =1..n(1)[;IF SOR(i) >0 THEN M := M +1];

4¢° Egy lehetséges kizarohalmaz eldallitasa, ha M > 0.

SM :=1
i=1.M1)[;SORJEL(i) := SOR(i)];
SORJEL(SM) := —1
j=1.n);0SZJEL(j) := OSZL(j));
SUM :=0
j=1.n(1)
LIF (OSZL(j) > 0) A (A(SOR(1),5) =1)
THEN [OSZJEL(j) :== —1; SUM := SUM + 1]];
labell : S1:=1
i=1..M(1)
[iSEGED(i) :=0
IF SORJEL(i) > 0 THEN
[j = 1..n(1)[; IF (OSZJEL(j) > 0) A (A(SOR(i),j) = 1)
THEN [SEGED(i) := SEGED(i) + 1]];];
MAX :=0
i=1..M(1)
[ IMAX = —1
IF (SEGED(i) > MAX) A (SORJEL(i) > 0)
THEN [MAX := max(MAX, SEGED(i)); IMAX := i]];
SUM := SUM + MAX
IF (SUM < n— Q) A(IMAX # —1)
THEN [SM := SM + 1] ELSE [GOTO label2]
SORJEL(IMAX) := -1
j=1.n(1)
[; IF (OSZLJEL(i) > 0) A (A(SOR(IMAX),j) =1)
THEN [OSZJEL(i) := —1]J;
GOTO labell
label2 : [M := min(M,SM); STOP)]

5% A J*-ot optimalisan kiegészité J** halmaz eléallitasa
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Az el6z6 szakaszban meghatarozott M darab tanulépontbdl kivélasztjuk azt
a minim4lis elemszadmui J** ponthalmazt, melyet J*-gal egyesitve egy optimélis
janicsdrhalmazt kapunk. Az algoritmus &ltal feltoltott K IV nevi tombben az
M egy k-adosztalyu kombindciéjanak indexei allnak.

k=1.M(1)
[ki = 1..k();KIV (i) :=1i];
labell :
[i =1.n()[;JEL®W) := OSZL(i)];
COUNT =0
j=1..k(1)
[INDEX := SOR(KIV(j))
l=1.n(1)
[IF JEL(l) >0 THEN [IF A(INDEX,JEL(l)) =1
THEN [JEL(l) := —1;COUNT := COUNT + 1]};];
IF COUNT +Q + SZAM + K = n THEN GOTO label2
LEPT =k
i=k...1(-1)
LIF KIV(i) > M — k+i—1THEN LEPT := LEPT — 1]
IF LEPT =0 THEN GOTO label3
KIV(LEPT) := KIV(LEPT) +1
IF LEPT < k
THEN [j = LEPT+1..k(1)[; KIV(j) := KIV(LEPT)+j— LEPT];
GOTO labell
label3 : S1 := 1]z]k
label2 : [M := k; STOP].

A STOP-ra ugrés pillanatdban az optimalis janicsarhalmaz elemszama @ +
k. J*-hoz tartozik a j indexii tanulépont, ha SOR(j) < —n, a kiegészit6 J**
halmazhoz tartozik egy i indexi tanulépont, ha i = SOR(KIV(l)) all fenn
valamely [ € {1,2,...,k} esetén.

2.8.3. Szamitégépes kisérletek
A kisérlet kéorilményei

A tananyag n = 100 kétdimenzids fiiggetlen N (0, 1) komponensii véletlensza-
mokkal generdlt T, = {¢;,4 = 1,2,...,n} vektorhalmaz volt. Az adatokat az F1.

fliggellék tartalmazza.

A tananyaghoz hdrom kiilonboz6 metrikat definidltunk:
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a.) Euklideszi-metrika: dp(z,y) = \/(xl — 1)+ (22 — 12)*;

b.) Csebisev-metrika: dos (z,y) = max |zi — il ;

c.) Manhattan-metrika: dys (g, g) =lz1 —y1| + |22 — Yo -

A metrikdkhoz tartozé tdvolsdgmatrixokat SPSS programmal szamoltuk ki.

Két pontot valasztottunk ki osztélyozdsra: z; = (0,0) és z, = (3,—2). Az
els6 pont a tananyag centrumdban, a masik a centrumtol meglehetésen tavol
helyezkedik el.

Kétféle keresési stratégiat alkalmaztunk:

a.) Minimax-keresés K3-kizdrassal (minimax);
b.) Véletlen-sorrendii keresés K3-kizdrdssal (random).

Az a.) esetben az algoritmusokat harom kiilonb6z6 pontbdl inditottuk: egy
véletlen tanulépontbdl (1, t35), a legkdzelebbi tarsbdl (¢ ) illetve a legtdvolabbi
tarsbol (tpn). Az els6 egy tipikus esetet, a masodik a legszerencsésebb esetet,
a harmadik a legszerencsétlenebb esetet jelenti. A b.) esetben két véletlen
permutéciét generdltunk (perml,perm?2), amelyek eldirtdk a keresési sorren-
det. A permutacick a F2. fiiggellékben ldthatok. Excel programmal az Gsszes
lehetséges bedllitds mellett elvégeztiik az NN-keresést, ami 30 futtatdst jelent.
Minden bedllitashoz meghataroztuk az elvileg sziikséges minimalis 1épésszamot
az optimalis janicsdrhalmazok megkonstrudldsa révén. A 2.1. sz. tablazatban
foglaljuk Gssze a futdsi tapasztalatokat. A tdbldzat elsé oszlopa a futtatds
sorszamat, a masodik oszlopaban a metrikat, a harmadikban az osztalyozandd
pontot, a negyedik oszlopban a bedllitott keresési stratégiat olvashatjuk ki. Az
0todik oszlop tartalmazza, hogy hanyadik tavolsagszamitas utan allt le az algo-
ritmus. A ledllas pillanataban biztosan lehet tudni, hogy melyik az osztalyozandé
pont legkézelebbi tarsa. A hatodik oszlop tartalmazza az NN-keresés minimélis
lépésszamat. A hetedik oszlopban az olvashatd, hanyszorosa a 1épésszam a mi-
nimalis 1épésszdmnak. A nyolcadik oszlopban az olvashatd, hogy a tanulépontok
hany szazalékdnak kellett az osztalyozandé ponttdl vett tavolsdgat kiszdmitani.
A futtatasok részletes adatai és az Excel program szamitasai a F3. fiiggellékben
illetve a weben a www.szit.bme.hu/ kela cimen olvashatdk.



2.8. KERESESI STRATEGIAK HATEKONYSAGA 85
No. | Metrika oszt. pont | stratégia | Lépésszam | Min. 1épépéssz. ardnyl | % |
1. dp (0, 0) minimax, 35 ) 2 2.5 5%
2. | dg (0,0) minimax, tyn 5 2 25 | 5%
3. | dg (0,0) minimax, tgy 4 2 2 4%
4. | dg (0,0) random, perm]1 3 2 1.5 | 3%
5. | dg (0,0) random, perm?2 9 2 4.5 | 9%
6. | dp (3,-2) minimax, t; 4 3 1.33 | 4%
7. | dg (3,-2) minimax, tyy 4 3 1.33 | 4%
8. | dg (3,-2) minimax, tpn 4 3 1.33 | 4%
9. | dg (3,-2) random, perm1 3 3 1 3%
10. | dg (3,-2) random, perm?2 9 3 3 9%
11. | dos (0,0) minimax, ¢ 4 3 1.33 | 4%
12. | dcs (0,0) minimax, tyn 4 3 1.33 | 4%
13. | des (0,0) minimax, tpy 3 3 1 3%
14. | dcs (0,0) random, perm1 5 3 1.66 | 5%
15. | dcos (0,0) random, perm?2 8 3 2.66 | 8%
16. | dcs (3,-2) minimax, t; 6 3 2 6%
17. | dcs (3,-2) minimax, tyn 6 3 2 6%
18. | dcs (3,-2) minimax, tpy 3 3 1 3%
19. | dcs (3,-2) random, perm1 10 3 3.33 | 10%
20. | dcs (3,-2) random, perm?2 7 3 233 | ™%
21. | dup (0,0) minimax, t; 3 2 1.5 | 3%
9. | dy | (0,0) | minimax, vy | 3 2 15 | 3%
23. | dm (0,0) minimax, tpn 3 2 1.5 | 3%
24. | dy (0,0) random, perm1 5 2 25 | 5%
25. | dy (0,0) random, perm?2 7 2 35 | ™%
26. | du (3,-2) minimax, ¢ 4 3 1.33 | 4%
27. | dy (3,-2) minimax, tyn 5 3 1.66 | 5%
28. | du (3,-2) minimax, tpy 4 3 1.33 | 4%
29. | dy (3,-2) random, perm1 8 3 2.66 | 8%
30. | dm (3,-2) random, perm?2 7 3 233 | ™%

2.1. sz. TABLAZAT. A kisérleti futtatdsok 6sszefoglalé tablazata

A tapasztalatok dsszesitése

1. Mindegyik beéllitds mellett kevesebb mint a pontok 10%-t kellett feldolgozni
a kizarasos NN-kereséseknél.

2. Az esetek tobbségében tpn-bdl inditva ért leghamarabb révbe a minimax
keresés. (Nem ez a legrosszabb eset!)
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3. A metrikdk véaltoztatdsa nincs észrevehetd valtozdssal a 1épésszdmra.

4. A minimax keresé stratégia gyorsabbnak tlinik a kizarasos random keresésnél.
Az alabbi tablazat hat bedllitas esetén az dtlagos lépésszamokat mutatja
a két keresési stratégianal:

Beallitas minimax | random
dg,z = (0,0) 4,66 6
dE, r = (3, —2) 4 6
deos,z = (0,0) 3,66 6,5
des,© = (3a _2) ) 8,5
dy,z = (0,0) 3 6
dy,x = (3,-2) 4,33 7,5

5. A harminc futtatds mindegyikénél a janicsarhalmaz-magban csak a legkoze-
lebbi tarsnak megfeleld tanulépont keriilt. Ez elvileg nem mindig kell,
hogy igy legyen. Ha tobb azonos tavolsidgra 1év6 tanulépont van, illetve
a tavolsaguk kicsi, J* tobbelemi is lehetne. Igaz ennek valészintisége
alkalmazdasok esetén elhagyagolhatd.

2.8.4. NN-keres6 algoritmusok miikodési idejeinek Ossze-
hasonlitasa

El6szor ismertetjiik a két Osszehasonlitandé NN-keres algoritmust, majd a
miiveleti idejlikre vonatkozd képleteket adjuk meg. Az elsé algoritmus a hagyomé-
nyos, szekvencidlis keres6 algoritmus, a médsodik a [C3 kizardson alapulé minimax-
kerso algoritmus.

A leirasban szerepld valtozdk, konstansok és eljarasfiiggvények definicidival
kezdiink.

Viltozok

Thin a mar kiszamitott tavolsdgok kozott a legkisebb értéke;

i ciklusvaltozoé;

K a mar végrehajtott tavolsadgszamitasok szama;

UJ, LABEL egész értékii tomb, ami még a fel nem dolgozott tanulépontok
indexeit tarolja;

LEPT segédvialtozok;

NEXT a feldolgozdsban kovetkezé tanulépont indexe;

NN a feldolgozott tanulépontok kozott a -hez legkdzelebbinek az indexe;

S a még fel nem dolgozott tanulépontok minimax kereséértékeit tartalmazéd
tomb;

Smin @ minimalis minimax-keresoérték;

T a legutobb kiszamitott tavolsagok tdmbje;
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Konstansok

D a tanulépontok egymastdl vett tavolsdgainak matrixa;
n a tanulépontok szédma;

Eljarasfiggvények

DISTANCE(i) az i indext(i tanulépont és = tavolsagat meghatarozé fiiggvény.

A szekvencidlis keresés algoritmusa

T:=DISTANCE(1)

Thin :=T; NN :=1; NEXT := 2;

labell :

T:=DISTANCE(NEXT)

IF Thin > T THEN [T, :=T; NN := NEXT];
NEXT = NEXT +1

IF NEXT <n THEN GOTO labell

STOP

A STOP pillanatdban NN tartalmazza a legkdzelebbi tars indexét, Tiin
pedig a minimalis tavolsagot.

A K3 kizdrdsos minimax NN-keresd algoritmus

NEXT :=1;,NN =1;K :=1
i=1.n-1(1)[; LABEL(i) :=i+ 1;S( + 1) := 0];
T := DISTANCE(1); Timin := T;Smin := o0
label2 :
i=1.n—-K(1)
[i S(ILABEL(i)) := max(S(LABEL(i)),|T — D(INEXT, LABEL(i)|];
IF Spin > S(LABEL(i)) THEN
[Swin := S(LABEL(i)); UJ := LABEL(i); LEPT := i]
NEXT :=UJ
IF Shin > Tmin THEN GOTO labell
T:=DISTANCE(NEXT);K =K +1
Tinin := min(Tiin, T)
IF T,in =7 THEN NN := NEXT
i:=LEPT.n— K(1)[; LABEL(i) := LABEL(i + 1)];
GOTO label2
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| T = DISTANCE{NEXT) |

~
]

NEXT = NEXT +1

igen

STOP

Az szekvencialis keresd algoritmus blokkdiagramja.

labell : STOP

A STOP pillanatdban NN tartalmazza a legktzelebbi térs indexét, Tiin
pedig a minimaélis tavolsdgot. Az algoritmus K lépésben jutott el a legkdzelebbi
tarshoz.

A két keresd algoritmus mitkddési idejének dsszehasonlitdsa

Ebben a pontban a K3 kizarassal miikodé minimax NN-keresd algoritmus
futdsi idejét hasonlitjuk Ossze a hagyomanyos, szekvencidlis NN-keresd algorit-
mussal, amikor a tanulépontok szama n.

Jelolések:

a két valos szam kiilonbsége abszolit értékének kiszamitdsahoz sziikséges
gépidd;
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igen

MR

A K5 kizarasos minimax NN-keres6 algoritmus blokkdiagramja

(1. rész)
b azt az id6tartamot jeloli, ami két valés szam kozil a kisebbik meg-
hatarozasahoz sziikséges;
c azt a gépiddt jeloli, ami két metrikus pont tavolsadganak kiszamitasahoz

sziikséges;
Nyilvan a =~ b és a, b sokkal kisebb c-nél. Pl., ha 100-dimenziés vektorok
100
tavolsdgait akarjuk kiszdmitani a dys (z,y) = Y |z — yi| Manhattan-metrikdval,
- i=1

akkor ¢ = 100a + 9¢, ahol € az Osszeadds miiveleti igénye.
Az algoritmusok 6sszidejének becsléseivel foglalkozunk, nem szdmolunk olyan
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SULABELG = mo S (LABREL Y, T = IMNVEXT, L-ln'?f;'F.-:l'J‘.{}

(_/4\1 e
Soin = SULAREL(IN ?

—

3

= S(LARELiN

L J
WEXT = LABELLD)

LEPT =i

R mem

A K5 kizarasos minimax NN-keresé algoritmus blokkdiagramja
(2. rész)

elhanyagolhaté id6tartamokkal, mint az értékadas, egész szamok kozotti miveletek,
egész szamok Osszehasonlitdsa, irdnyitdasvezérlés (GOTO) stb.

A szekvencidlis NN-keresés T futdsi ideje:

Ts~n-c+(n—1)-b

A K5 kizdrassal miikodé minimax NN-keresé algoritmus 715, futdsi ideje:

Tom~K-c+K-[n—5H] (a+2b)+ K b,

ahol K az elvégzett tavolsdgszamitasok szama.

A két becslés koziil csak az utébbi szorul magyardzatra. Az els6 tdvolsdg
kiszamitdsa utdn n—1 tanuléponthoz kell a minimax kereséértéket kiszamolni. A
kiszamolt keres6értékek minimumdanak meghatarozasdhoz n — 1 0sszehasonlitds
sziikséges. Tovdbbi 2b idStartam kell az Sy > Dpin megéllitasi feltétel el-
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imen

| Ty = min(T, . T |

NN o NEXT

i

L J

A K5 kizdrdsos minimax NN-keres6 algoritmus blokkdiagramja
(3. rész)

lenOrzéséhez és a Dy, pillanatnyi minimadlis tavolsag aktualizdlasahoz. Igy az
els6 1épésben az Gssz miiveleti id6:

c+(n—1)-(a+b)+(n—-1)-b+2b=c+ (n—1)(a+ 2b) + 2b.

91
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A masodik tdvolsdg kiszdmitdsa utan n — 2 tanulépont marad, igy a ke-
res6lépés, a megallitasi szabdly ellenérzése és a minimadlis tavolsag aktualizalasa
¢+ (n—2)(a+2b) + 2b idétartam alatt torténik meg. Folytatva megéllapithato,

K
hogy K 1épés alatt Osszesen K -c+ ». (n—i)-[a+2b] +2K -b = K -c+
i=1

K [n— £ - (a + 2b) + 2Kb id6 telik el.

Ty és Tyym 0sszehasonlitdsa

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a = bés ¢ = a-a. Ekkor Ts =~ a[(a + 1) - n — 1]
és Trym =al(a+2)- K +3K-n—-1.5-K (K +1)]. Akkor vesz kevesebb id6t
igénybe a kizdrdsos minimax keres6 NN-algoritmus, ha Ty, < Ts azaz (a + 1)-
n—1>(a+2)-K+3K-n—15-K - (K + 1) azaz,

(*) n> 1+(a+20)(i(1:13515((1(+1) = (a,K)

feltéve, hogy a > 3K — 1. Jeldlje v (o, K) a (x) jobboldaldn &llé raciondlis
tort kifejezést. A 2.2. sz. tabldzatban megadjuk v (o, K) értékét néhény «
és K esetében. A tablazatbdl kiolvashatd példaul, hogyha ¢ szdzszorosa a-nak
(a > 100), akkor ha tiz keresésen beliil eljutunk a legk6zelebbi tdrshoz a mini-
max algoritmussal (K < 10), akkor ez mér kevesebb id6 alatt zajlik le, mintha
a szekvencidlissal prébalkoztunk volna, ha a tananyag elemszama legaldbb 13
(l. atablazat 9. sorat!). A v (a, K) adat tehdt a tananyag n mintaelemszaméra
ad meg alsé korlatot.

[o [K 1K) ]

100 [1 [1,25 Ta K [vK)]
10 12 ]3,2 1000 [ 10 | 10,15
10 [3 [9,5 1000 | 20 | 20,62
100 [ 1 ] 1,02 1000 | 30 | 31,47
100 [ 2 | 2,06 1000 | 40 | 42,70
100 [ 3 | 3,14 1000 | 50 | 54,38
100 | 4 | 4,26 1000 | 100 | 121,33
100 | 5 | 5,42 1000 | 150 | 211,12
100 | 10 | 12,05 1000 | 200 | 349,38
100 | 15 | 20,91 1000 | 250 | 623,02
100 | 20 | 34,41 1000 | 300 | 1535,16
100 | 25 | 60,61

100 | 30 | 151,45

2.2. sz. Tdblazat. A tananyag elemszdmara (n) vonatkozé alsékorlatok
tablazata



3. fejezet

Metrikak automatikus
skalazasa

3.1. A probléma megfogalmazasa

A gyakorlati alkalmazdsokban sokszor felvetddik az alabbi osztalyozasi feladat.
Adott egy objektumhalmaz és kategoridk egy véges halmaza. Az objektumokrdl
tudjuk, hogy ezek véges sok kategdria (osztdly) kozott oszlanak szét. Hogyan
lehet az objektumok megmérésével a kategéridkra kovetkeztetni? Példaul jelle-
mezni lehet-e a valasztépolgarokat az iskolai végzettségre, korra, foglalkozasra,
jovedelemre stb. vonatkozo mérési adatokkal igy, hogy megbizhatéan kovet-
keztetni lehessen arra, hogy melyik partra fognak szavazni? Milyen adatokat
gylijtson Ossze az orvos a péciensrdl ahhoz, hogy felismerje a betegséget? Mek-
kora felbontdssal kell digitalizalni a kézzel irt jelet ahhoz, hogy az azonosithaté
legyen a megfelel6 betlivel az abc-ben? Az objektumokhoz hozzarendelt X
adatot alakzatnak nevezik, a kategéridk Y azonositéjat pedig osztdlynak. Az
objektumok kivalasztisa altaldban véletlenszeri, ezért sztochasztikus modellt
alkalmaznak. Az alkalmazdsok nagy részében az osztalyok szama kettd, ezért a
matematikai modellt ebben a speciilis esetben adjuk meg.

Tegytik fel, hogy adott az (2, F,P) valészinliségi mezén az (X,Y") véletlen
elem-pér, ahol X az (X, d) metrikus téren veszi fel az értékeit, Y pedig bindris. A
feladat az, hogy X segitségével j6l becsiiljiikk Y-t. Ehhez megadunk egy ¢ : X —
{0,1} dontésfigguényt, melyet az L (¢p) = P (¢ (X) # Y') hibavaldszindséggel jel-
lemziink. Arra toreksziink, L (¢) minél kisebb legyen. Amennyiben ismert az
(X,Y) par egylittes eloszldsa, meghatarozhat6 egy optimalis ¢* dontésfiiggvény,

melyre ¢* = arg min L (¢) teljesiil. A ¢* a Bayes-dontésfiiggvény, L (¢*) =
¢:X—{0,1}

L* pedig a Bayes-hibavaldszintiség. Az alkalmazdsokban nem ismerjiik az (X,Y)

93
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egyiittes eloszlasat, viszont rendelkezésiinkre all egy véges elemszamu statiszti-
kai minta, melyet tananyagnak neveziink: D, = {(X1,Y1),(X2,Y2), ..., (X, Yin) } .
Egy tanuléalgoritmus D,, segitségével elballit egy ¢, : X x D, — {0,1}
dontésfiiggvényt, melyet az L (¢r,) = P (¢ (X) # Y | Dyy,) feltételes hibavaldszi-
niiséggel jellemziink. Olyan ¢, megkonstrudldsa a cél amelyrdl beldthatd,
hogy mlgnoO EL (¢,,) = L*. Az ilyen dontésfliggvényeket eléallitani tudé ta-
nuléalgoritmusokat (gyengén) konzisztensnek nevezzik.

A legkozelebbi tars modszer az egyik legismertebb és legrégibb tanuldalgorit-
mus. Az X alakzatot ahhoz a kategéridhoz sorol, amelyik kategéridhoz az X-
hez legkozelebbi X; tanulépont is tartozik D,,-bél, vagyis d (X, X;) < d (X, X)
minden (X;,Y;) € Dy,-re. A legk6zelebbi k térs mddszereknél X-et abba a ka-
tegéridba osztalyozzuk, amibe a D,,-beli k legkozelebbi tars tobbsége is tartozik.
A legkdzelebbi tars médszereknek igen nagy irodalma van, itt most DEVROYE,
GYORFI, Lucos [8], COVER és HART [4], STONE [32], DuDA és HART [9]
valamint FUKUNAGA [16] 6sszefoglal6 miivére hivatkozunk. COVER és HART [4]
foglalkoztak el6szor a legkdzelebbi tars moédszer aszimptotikus tulajdonsagaival.
Bebizonyitottdk, hogyha az (X, d) metrikus térben az z osztilyozandé pont 1
valdszintiséggel az osztalyok feltételes stirliségfiiggvényének folytonossdgi pontja,
akkor az osztalyozéasi hiba nagysdga aszimptotikusan a Bayes-hiba egyszere-
se és kétszerese kozé fog esni fliggetlentl a d metrika megvélasztasatél. Ezt
az eredményt tobben altaldnositottdk arra az esetre is, amikor az X alakzat
eloszldsdra semmilyen kikotés sincsen. (L. pl. DEVROYE [7].) Szepardbilis me-
trikus térben a legkozelebbi szomszéd mddszer konzisztens dontésfiiggvények
sorozatat fogja el6allitani, ha a Bayes-hiba 0. A konvergencia sebessége persze
fligg d megvialasztasatdl, ezért gyakorlati alkalmazdsokban -ahol mindig véges e-
lemszamu D,, tananyag all rendelkezésre- nem k6zombos milyen metrika alapjan
osztalyozunk.

SHORT és FUKUNAGA [31] az X = RP vektortérben foglalkozott az optimalis
metrika megvalasztasaval. A szerzék az z osztdlyozandé vektor fliggvényében
javasoljak az Euklideszi-metrika aldbbi modositasat:

d(z

;) = |AT (z) - (z — z;)] , ahol

A =M @)-M@ &M @) =5 2 (@-z,) 1,

Z, < : )
= i z.,, az 1 osztalyhoz tartozlk}

éSXT, X .,

Y17 =727 Yk

k k
M(z) =7 Zl (z—z,) k= le{
1= 1=
az z legkozelebbi k tarsa a Dy, tananyagban. Az alkalmazott A (z) silyvektor
nem mas, mint az osztalyozas négyzetes hibajahoz tartozé gradiens-vektor sta-

tisztikai becslése.

‘ )
z, az 1 osztdlyhoz tartozlk}
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BROWN és KOPLOWITZ [1] egészen mds elvek alapjan javasolja a metrika
kivalasztast. Mddszeriikkel nem reprezentativ tananyagok esetén lehet az oszta-
lyozasi torzuldst kikiiszobolni. A javasolt metrika d* (z,z;) = A;d (z, z;) alakd,
ahol z; a j-edik osztalyhoz tartozik, és A; alkalmasan megvalasztott suly.

Az X = RP térben, az Euklideszi metrika asszimetrikus silyozédsaval osztalyoz

2
RICCI és AVESANI [27]. Az oszélyozast a d (z,y) = <i wj (z,y) (z; — yj)2>
j=1
wl(z) ,ha y;<uz; o 1
wi(@) .ha y;>a; 0" (&) ,w; (2) €
[0,1]. A képletben z a T, tananyag egy eleme, y € RP tetsz6leges. Lathatd, hogy
a metrika w sdlyvektora fiigg egyrészt a tananyag pontjaitdl is, de a tananyag
pontjainak az osztalyozandd ponttal valé kapcsolatatdl is.
A w; (z,y) stlyokat egy el6készité feldolgozds alkalmaval 4llitjék be egy Un,
tesztpont-halmaz segitségével, hogy az osztalyozas a lehetd legpontosabb legyen.
A javasolt algoritmus az aldbbi:

metrikéval végzik, ahol w; (z,y) = {

19 Az egyenletes silytényez6kbol indulunk ki: w) (z) = wj (z) = LzeTn.

2¢ Legyen count := 0. Osztalyozzuk U, elemeit a
1

2
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)
d(z,y) = | 3w (z,y) (z; —y;)* | metrika segitségével az NN-médszerrel.
Yy A Yy

Jelolje z* = NN (y, Tn) az y legkozelebbi tarsat! Minden y € Up, osztdlyozdsa
utdn médositjuk a sulytényezoket:
- Ha class(y) = class (z*) , akkor count := count + 1 és

0 * 0 * * *
0 ey W) (@) — e (2¥) (25 —y;) . hay; <z}
Rj (w (g 7&)) - { wi} (z*) / / ’ egyébkéntj )
1 * *
1 . | wj (z¥) ,hay; <o
By w(ey)) = { wh (%) —aw! (&%) (y; — ;) . egyébként
- Ha class(y) # class (z*) , akkor
0 * B 0 * * *
0 . _fwl(@)+ 5 (1= 209 (@) —1]) (23 —y;) ,hay; <al
Pj (w (& 7&)) - { wg] (g*) 2 / J , egyébkéntj
w} (z*) ha y; < %
_F)1 *’ = J A= ’ h , J
J (w (2" y)) { wj (z*) + % (1- |2w]1 (z*) — 1|) (y; — :U;‘) , egyébként

3% Az algoritmus akkor all meg, amikor egymas utdn két iterdciéban is csékken
count értéke a ciklus végén, azaz romlani kezd az osztalyozds pontossaga.
Kiilonben 1j ciklust inditva visszatériink a 2°-ra.

3.1. megjegyzés. 1. Aza, [ € [0,1] paraméterek a metrikasilyok vdltozdsdnak
sebességét szabdlyozzdk.
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Ebben a fejezetben annak a lehetéségét vizsgaljuk, hogyan lehet adott X
alaphalmazhoz metrikafiiggvények egy A halmazabdl az optimalisat kivalasztani,
amivel egy teszthalmazon az osztdlyozasi hiba relativ gyakorisdgat minimalizal-
juk. A leirds soran az X alaphalmaz a p-dimenziés RP vektortér lesz. Ennél
altaldnosabban csak az 3.5. szakaszban fogjuk a problémét targyalni. Egy

P
d(z,u) = 3 p(zi,u;) szerkezetii bazismetrikdbol indulunk ki, ahol p egy met-

=1
rika R-en. Ilyen pl. az Euklideszi-, Minkowsky-, City-blokk vagy a Canberra-
metrika.
A béazismetrikaval generdljuk a

p
A= {dA; da (z,u) = Y Aip(z5,u;) , A > Q}

halmazt. A minden eleme metrika RP-n. A célkitlizésiink az, hogy ebbdl
valasszuk ki az optimalisat.

Az n elemszamu tananyagot egy m elemszamu D}, és egy I elemszami D;*
részhalmazra bontjuk fel. (n = m +1). A tovdbbiakban D}, jitsza a tana-
nyag szerepét az osztalyozdskor. D;*-et tesztanyagnak fogjuk nevezni. Jel6lje a
tananyagot

Dy, = {(glayl) ) (§27y2) PRI (@maym)} , ahol

z; az i-edik tanuldpont, y; az i-edik tanitds.

A tesztanyag

,Dl** = {(£m+1aym+1) 3 (£m+27ym+2) 3 eeey (&m-i-l?ym—i-l)}

lesz, ahol z,, . ; az j-edik tesztpont.

Jelolje a A metrika-csalddhoz tartozé silyozott metrikds legkozelebbi tars
dontésfiiggvények halmazat C,! A dontésfiiggvényeket a kapcsolatos A skaldzo-
vektorral fogjuk indexelni.

A ¢4 dontésfiiggvényhez tartozo, a Dy, feltételre vett feltételes dontési hiba
valészintiségét L (¢pa) = P (¢4 (X) #Y | Dyy,) jeloli. A ¢4 dontésfiiggvény az
L(¢a) — ¢1€ncf L (¢) kiilonbséggel jellemezhetd.

Jeldlje g}, € C,, azt a dontésfiiggvényt, amelynél

L (g5) = ,min L (¢4) , ahol
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. !
Loy (64) = %l;l I{¢A(£m+i)¢ym+i} az L (¢4) dontési hibavalészintiség empiri-

kus becslése.

3.2. A skalazott metrikas osztalyozas konvergen-
cia sebessége

Ennek a fejezetnek a legfontosabb eredményét az 3.1. tételben foglaljuk Ossze.
Ismeretes (L. pl. DEVROYE [7]), hogyha az L* Bayes-hiba 0, a legkdzelebbi
szomszéd dontésfiiggvényeinek sorozata konzisztens tetszéleges olyan d metrika
esetén, ahol (X,d) metrikus tér szepardbilis. Tehdt ebben a kedvez6 esetben
minden d € A metrika esetén biztos a legkozelebbi tars dontésfiiggvényeinek
konzisztencidja. Tovabba igaz az is, hogy E (L (¢,)) — Lyny minden ¢, €
C,, és tetszbleges eloszlds esetén, ahol Lyn jeloli a legkozelebbi tars dontési
hibaval6szintiségét. Nem mindegy azonban, hogy a fenti konvergencia milyen
sebességgel torténik meg, azaz a tananyag végessége miatt nem kézombos a d
metrika megvalasztasa. A 3.3. szakaszban adjuk meg azt az algoritmust, amely
kivalasztja A-bdl az empirikus hibit minimalizalé elemet. Ehhez a metrikdhoz
tartozé a g, € C,, dontésfiiggvényre igaz az alabbi tétel:

3.1. tétel. Az I:m,l (¢) empirikus hibavaldsziniiséget minimalizdlo g, dontésfigg-
vényre minden € > 0 esetén fenndll, hogy

2

P (L (g;‘n) - ¢i€anm L (¢) > ¢ | ’D:(n) < 4e8 (l2(72n))17€_167.

Az 3.1 tétel bizonyitdsahoz sziikséglink lesz a dontésfiiggvény-osztdly struktira-
jat jellemzd fogalmakra és allitasokra, melyeket a DEVROYE-GYORFI-LUGOSI [8]
konyvbdl vettiink at.

3.1. definicié. Legyen A RP-beli mérhetd halmazok eqy osztdlya. Tekintsik a
{21529, -y 25} P-dimenzids vektorhalmazt! Jelolje Na (z;,zy, ..., 2,) azoknak a
részhalmazoknak a szamdt, amelyek {z,,zy,...,2,} N A, A € A alakiak! Ekkor
az A halmazosztdly n-edik daraboldsi egyiitthatdjin az

s(A,n) = max  Na(zy,2y,...,2,) Szdmot értjik.
V{21,200 2, }
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Tehét maximum s (A,n) kilonb6zé részhalmaz lehet egy n-elemii RP-beli
pontrendszerbdl A-beli részhalmazokban. Szokés azt is mondani, hogy .4 maxi-
mum s (A, n) részhalmazt ,,csip ki’ {z;, 2o, ..., 2, }-b6l. Nyilvdn s (A,n) < 2™
Ha valamely {z,, 25, ..., 2, } pontrendszer esetén N4 (z1,2s, ..., 2,) = 2", akkor
A ,0sszedarabolja” {z;,2,, ..., 2, }-et. Ha viszont s (A4,n) < 27, akkor barmely
{21, 25, .-, 2, } pontrendszer esetén van legaldbb egy olyan {z; , 2, , ..., 2;, } rész-
halmaz, amely egyik A € A-nak sem részhalmaza. Az is viladgos, hogy ha
s (A, k) < 2F valamely k-ra, akkor s (A,n) < 2" is igaz minden n > k-ra.

3.2. definicié. Legyen A RP-beli mérhetd halmazok egy legaldbb kételemd csa-
lddja. Azt a legnagyobb k egész szamot, melyre s (A, k) = 2% az A halmazcsaldd
Vapnik-Chervonenkis dimenzidjdnak (VC-dimenzid) nevezzik ésV 4-val jelolyiik.
Ha s (A,n) = 2™ minden n-re, akkor definicié szerint V4 = oc.

(Tehat, ha V4 < oo és n > V4, akkor sziikségképpen s (A, n) < 2™.)

3.3. definicié. Legyen C tetszdleges ¢ : RP — {0,1} déntésfigguények hal-
maza. Tekintsik p + 1-dimenzids vektorok alabbi Ac halmazosztalydt:

Ac ={4; A={{z; ¢(z) =1} x{0}} U {{z; ¢(z) =0} x{1}}, ¢ € C}.

Ezen Ac halmazosztdly n-edik daraboldsi egyiitthatdja lesz a C dontésfiggvények
osztdlydnak n-edik daraboldsi egyiitthatdja: S(C,n) = s(Ac,n). C Vapnik-

Chervonenkis dimenzidja pedig Vo = max n lesz.
S(C,n)=2"

Hasznéljuk az 3.1. szakaszban bevezetett jeloléseket! Az n elemszadmu tana-
nyagot egy m elemszadmu D}, és egy | elemszdmui D;* részhalmazokra bontot-

2
tunk. ¢4 jeloli a da (z,u) = > Aip (x4, u;) tdvolsigfiiggvényhez és D -hez tar-
i=1

toz6 legkozelebbi szomszéd elven miikodd dontésfiiggvényt, Cy, = {¢pa; A > 0} .

A O, fliggvényrendszer [-edik daraboldsi egyiitthatdjara vonatkozé egyenlétlen-
séget fogunk bebizonyitani. Ehhez két segédtételre lesz sziikségiink.

Az els6 segédtételben megfogalmazott &llitds bizonyitdsa megtalalhatd pl.
CoVER [25] cikkében is. Az itt kozolt bizonyitds jeloléseit kés6bb hasznélni
fogjuk. Legyen n € R tetszdleges. Ekkor a H = {z € RP;n”z = 0} hipersikkal
az RP teret két részre particionalhatjuk: az A; = {g eRr;nTz > O} és Ay =
{g € RP; nTz < O} particiékra. Ha k darab kiilénb6z6 normélvektort tekintiink,
akkor hipersikokkal kialakithaté particick szamat jeldlje C (k,p) .
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p—1
3.1. segédtétel. C (k,p) =23 (’“;1).
=0

Bizonyitas. Nyilvan C (k,p) = C(k—1,p) + C(k—1,p— 1), mert a k-
adik hipersikot az €l6z6 k — 1 db hipersik éppen C (k— 1,p —1) particiéra
bontja szét. Ugyanis p-dimenziés hipersikok metszete is hipersik lesz, de a

p — 1 dimenziés altérben. Egyetlen hipersik 2 részre bontja a teret, tehat

2 hap>1
C(l,p):{ 0 haigo . Ekkor C'(k,p) =C(k—-1,p)+C(k—1,p—1) =

Ck—-2,p)+2C(k-2,p—-1)+C(k—2,p—2)=
=C(k-3,p)+3C(k-3,p—1)+3C(k-3,p—3)+C(k—-3,p—3)=---=

= g] (;)C(k—s,p—j) == ki (k;I)C(l,p—j) — 2pi (k;l) m

P
3.2. segédtétel. C(k,p) < Z ( ) <kP, k>p>2.

Bizonyitas.
Ol =2'E () = (5 + (5 + (7] + [0+ (5] -
FED+ED]+ED =B+ O+ ) D <2 ().

Teljes indukciéval bizonyitunk. A p = 2-nél tetszéleges k > 2-ra igaz az
allitas, hiszen Z " =1+k+ k(k S (#) < k. Ezutén legyen
p>2 tetszoleges‘ A k = p esetére nyilvan igaz:

S ()= < hap>2.
1=0

P
Tegyiik fel, hogy az egyenlStlenség igaz valamely k > pre: 3 (%) < k. Ekkor
=0

S () =2 (B 4 (5) < 204 kP < php L4 kP < (k1)

Vegyiik ki az i-edik tesztpontot, z, .-t T;-b6l! Szamoljuk ki minden

=m-+1

(j, k) indexkombingciéval az N(l) =t (xj, xmﬂ) —t (xk, m+z) vektorokat, ahol

99
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t(z,u) = (p(z1,u1),p(T2,u2) ..., p (Tp, up))T jeloli az z,u € RP vektorok tdvol-
sagvektordt. A rogzitett z,, ,;-hez Dy, tanulépontjaival (7)) ilyen vektor készit-
hetd el, tehat ha mind az I tesztpontot sorravessziik, akkor [ - (7}') darab ﬂﬁ)
kiilonbség-vektorunk lesz. Tekintsiik most azokat a hipersikokat RP -ben, me-
lyeknek az N 52 vektorok a normalvektorai! A hipersikok egyenletei N ;QTA =0
alakban adhatok meg, A € RP.

Ezen el6késziiletek utan becslést tudunk adni a C),, halmaz [-edik darabolasi
egyiitthatdjara.

3.3. segédtétel. S (Cy,,1) < (l(2))p.

Bizonyitds. Jeldlie 7, = {z,, 1,2 2, L} @ tesztpontok halmazdt

és legyen Fp, = {y € RPju = (¢ (im—i-l) , b (§m+2) ) (gmH))T, ¢ € Cm} .
ElSszor azt bizonyitjuk be, hogy F,, elemszdma nem lehet t&bb, mint (1('7))".

Tekintsiik minden (3, s) indexkombinaciéval az N’ () — ¢ (z;,2,, +l) —t(zy2pss)

Vektorokat, ahol t(£7 ﬂ) = (p (x17“'1) ' P (.’,I]'Q,UQ) e P (xznup)) .]eth az T,u €
RP vektorok tévolsdgvektorat. (L. a ?? definici6t!) A képletben z; és z; a Dy,

tananyag két tetszéleges pontja. flymédon Osszesen l(g‘) db ilyen N; (z) e Rr
vektor készithetd el. Vegyiik most az 0sszes olyan hipersikot RP-ben, melyeknek

. T
normalvektorai a kiszémolt NV vektorok: H ](ls) = {y € RP; (ﬂ g?) u= 0} .

FAR
A 3.2, segédtétel szerint ez az Gsszesen k = l(yg) db hipersik a teljes teret
nem t6bb mint (1("}))” particiéra bontja. Ha most a; és a, nemnulla vektorok
ugyanabbdl a particiébdl valék, a hozzdjuk tartozd ¢, ,da, € Cr dontésfiige-
vényekre fenn fog allni, hogy azonosan osztalyozzak a 7; teszthalmaz pontjait,
azaz Qg ( m_H) = ¢a, (Z ( m_H), i =1,2,..,1. A F,, halmaz elemszidma nem
lehet tehat tobb, mint a particiék szama, azaz (l (’;))p

Vegylink most tetszlleges z;, 25, ..., 2; € RP tanulépontokat, és hozzdtartozéan
V1,02, ..., € {0,1} tanitdsokat! Ezekkel a pontokkal fogjuk eljdtszatni a teszt-
pontok szerepét, azaz tegylik fel egy pillanatra, hogy z; = z,,,; és v; = Y4
(1=1,2,...,1). A kordbban elmondott médon létrehozzuk RP particiéit, melyek
szama nem haladhatja meg (l( )) -t. A (), fliggvényosztalyhoz tartozé Ac,,
halmazrendszer most

Ac,, = {Aa; Au={{z; da (@) =1} x {0}} U {{z; ¢a () =0} x{1}}, a € R?}.

S (Cp, 1) azt a maximalis részhalmaz szamot jelenti, amit Ac,, kicsippent
7Z = {z; X V1,25 X V2, ..., 2; X U1} részhalmazai kozil. Ha most a, és a, nem-
nulla vektorok ugyanabb(’)l a particiobdl valok, és

Ao, = {{z5 ¢, (@) =1} x{0}} U {{2; da, (&) = 0} x {1}}, i
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akkor A, NZ = Ay, N Z lesz. Vagyis Z-bél nem lehet tobb részhalmazt
kicsipni, mint ahdny particié alakult ki benn a hipersikok révén, azaz S (Cy,,1) <

((3))". =

Ezek utan ratériink az 3.1 tétel bizonyitasara.

Bizonyitas. Becslést adunk a

P(L(¢*)— inf L Dz
(L)~ nf 2@ ><1D3)
feltételes valdszintiségre, ahol

L(¢)=P (¢ (X)#Y|D},).

A DEVROYE-GYORFI-LuGost [7] kényv 8.2 lemméja szerint:

L) = jnf L9) <2 sup |Eni (6) = L(6)]-

A DEVROYE-GYORFI-LucosI [7] kényv 12.8 tétele szerint:

P ( sup |I:m1 (¢) — L(q&)‘ > e | D;) < 488 (C’m,lz) o2
$ECH

Ezekbdl az egyenldtlenségekbél kézvetleniil kovetkezik, hogy
P <L (¢7) — inf L(¢)>c] D:;) <4685 (O, 12) e '5 .
€Cm

Végiil felhaszndlva az [2-edik daraboldsi egyiitthatéra vonatkozé becslést:

2

101
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A fenti becslés mar eloszlasmentes, a felsé korldt nem fiigg a véletlentdl.
Ezzel a 3.1. tételt bebizonyitottuk. H

3.2. megjegyzés. A 3.1. tétel dllitdsanak jobboldala

Co exp (—l . (Cl + Cz% + CglnTm +cq ln("llil)))

alaki, ahol ¢y, ..., c4 alkalmasan megudlasztott konstansok. Al — oo hatdrdtmenet
sordn a kifejezés akkor lesz minimdlis, ha kézben IOJlﬂ — 0 is fenndll. Ez utobbi
feltétel nyujt gyakorlati utmutatdst arra vonatkozdan, hogy milyen ardnyban osz-
szuk fel az adatainkat tananyag és teszthalmaz részekre. Tekintsik az f(x,y) =

_ In(%— L . . .
ln(yx ) = n(mw D) + 1"7”” fiiggvényt! Megmutathatd, hogy x = % vdlasztdssal

5 5 Y ; ~ ~n—
Yy — o0 esetén x — 00 €s f(lny,y) — 0. Tehdt az l = -, m =~ n — -

vdlasztds esetén a becsld kifejezés minimalizdlhatd az n — oo dtmenetkor, azaz
viszonylag kis elemszdmi tesztanyag levdlasztisaval pontossd teheté a metri-
kasilyozdsos osztdlyozds. A 8.1. sz. tdbldzat azt mutatja, hogy n névekedtével

J Yy . 1 .1 .
hogyan alakul az | és m értéke, valamint az . és . ardny.

n l m #% %%
100 22 78 27.74 | 21.71
200 38 162 23.26 | 18.87
300 53 247 21.26 | 17.53
400 67 333 20.3 | 16.69
500 80 420 19.18 | 16.09
600 94 506 18.53 | 15.63
700 107 593 18.01 | 15.26
800 120 680 17.59 | 14.96
900 132 768 17.23 | 14.70
1000 145 855 16.93 | 14.48
2000 263 1737 | 15.15 | 13.16
3000 375 2625 | 14.27 | 12.50
4000 482 3518 | 13.71 | 12.06
5000 587 4413 | 13.30 | 11.74
10000 | 1086 | 8914 | 12.18 | 10.86

100000 | 8686 | 91314 | 9.51 8.69

3.1. sz. tablazat Tananyag, tesztanyag felosztds



3.3. A LEGJOBBAN SKALAZOTT METRIKA KIVALASZTASA

3.3. A legjobban skalazott metrika kivalasztasanak

elokészito fazisa

Ebben a szakaszban azt fogjuk targyalni, hogy hogyan lehet a g, dontésfiiggvényhez

tartozé A* skdldzé vektort el6allitani, azaz hogyan lehet kivalasztani az op-
timélis metrikat a A metrika-csaladbdl.

A lefrasnal sziikségiink van néhéany jelolésre. A tananyag két osztélyra oszt-
hato:

Mo = {z;; z; € Dy, yi = 0} és My = {a;; z; € D}y, yj =1} .

Hasonléképpen a teszthalmazt is két részre oszthatjuk:

Oo = {z;; x; € Df*, yi = 0} és O1 = {z;; z; € D, y; = 1}.
A dolgozatban haszndalni fogjuk a vektorok és matrixok kozott értelmezhetd

>, <, < és > féligrendezési relacidkat. Azz > ués A > B (<, >, <)féligrendezési
reldcick akkor allnak fenn, ha minden koordindtaban fennallnak.

3.4. definicié. t(z,u) = (p (z1,u1),p (T2, u2), ...,p(xp,up))T, azx ésu tdvolsdg-
vektora.

3.3. megjegyzés. t(z,u) > 0, és nyilvinvaldan igaz, hogyha t (z,u) <t (w,v),
akkor tetszdleges A > 0 skdldzo vektorral da (z,u) < da (w,v) is fenndll.

3.5. definicid. A z € O tesztpont tdvolsagvektora az M -tdl:

T
t(Mq,z —t* Z) = min p\z min p\z ..., min Pz
_( 17_) L2 (—) ( 1 ( 1, ul) ) }\41 ( 25 U2) PRXEE) E}Vfl ( p7up))

u€EM;

3.4. megjegyzés. Hasonldan lehet értelmezni a z € O esetén a t(My,z)
tavolsdguektort is.
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Az optimélis A* > 0 skaldzé vektort gy fogjuk el6allitani, hogy felirjuk
azt egy GA < 0, A > 0, A # 0 homogén linedris egyenlétlenség-rendszer
megoldésaként, ahol a G métrix minden sordban van legalabb egy negativ kom-
ponens. A D** teszthalmaz minden eleméhez megkisérliink elééllitani egy vagy
tobb sorvektort a G matrixban. Amelyik tesztpontnal ez nem sikeriil, azo-
kat rosszul fogja osztalyozni még az optimdlis g, dontésfiiggvény is, de ezeket
minden mds ¢4 € Cp, dontésfliggvény is rosszul osztalyoznd. Az ismertetendd
algoritmus két fazisban oldja meg a feladatot. Az elsé fazisban megadjuk a G
mdtrixot, a masodikban pedig meghatdrozzuk a g -hoz tartozé A* > 0 skalazé
vektort. Ebben a pontban az algoritmus elsé fazisat ismertetjiik.

Felhasznaljuk, hogy z € Op-t tekintve, az aldbbi hiarom eset valamelyike
biztosan fennall:

ordindtanal szigoru a reldcié. Ilyenkor tetszOleges A skaldazé vektort haszndlva
z-t jol fogjuk osztalyozni, hiszen ATt (z,2) < ATt* (2) < ATt (u,z), minden
w € Mi-re, azaz ¢4 (z) = 0 lesz.

2. eset: Minden z € My esetén t (z,z) > t* (z) . Ekkor tovdbbi két alesetet
kiilonboztetliink meg:

2/-a- Létezik u € M;, hogy minden z € My-re t(z,z) > t(u,z) is.
Ilyenkor semmilyen A skaldzé vektorndl sem tudjuk z-t j6l osztdlyozni, hiszen
da(u,2) <da(z,2), azaz ¢4 (2) = 1.

2/-b- Minden u € Mi-hez létezik z € My, hogy t(z,2) # t(u,z).
Ilyenkor az (z,u) parhoz kiszamitjuk a g =t (z, z) — t (u, 2)-t, és felvessziik azt
a G métrix sorvektorai kozé. Ekkor majd A*-gal teljesiilni fog, hogy minden
u € M;-hoz létezik z € My : da- (u,z) > da- (z,2), azaz z-t jol fogjuk osztd-
lyozni, mert ¢4+ (z) = 0.

3. eset: Van olyan z € Mo, melyre t (z,2) # t* (2), de t(z,2) £ t* (2) is.

»
Az ilyen z € My-ekre el6sz6r maximalizaljuk a & (z) = > I{p(xi z<ti(2)} fiigg-
i=1 RS

P
vényt, majd a k (x)-et maximalizdl$ z-ekre minimalizéljuk a ¢ (z) = > p (24, 2;)
i=1
fliggvényt. Jeldljiik az optimumot felvevé tanulépontot z*-gal!
Ilyenkor g = t(z*,z) — t* (2)-t felvessziik azt a G métrix sorvektorai kozé, és
ATt (2%, 2) < A*Tt* (2) miatt da- (u,z) > da- (z*, z) lesz minden u € M;-re,
azaz z-t jol fogjuk osztédlyozni.

Az algoritmus az elsé fazisban a fenti harom eset figyelembevételével eléallit
egy G métrixot. A mdsodik fazisban megoldjuk a GA < 0, A > 0, A #
0 linedris programozasi feladatot, melynek barmely A* megolddsa alkalmas
skalazé vektor lesz a g, dontésfliggvényhez. G sorainak s szamadra igaz az alabbi
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egyenlStlenség: 0 <s < #M; - #Oo + #Mo - #01, ahol pl. #M;y = 3 Ity 13,
=1

az M; halmaz szamossiga. Az algoritmus az elsd fazisban meghatéroz egy h*
értéket, amely azon tesztpontok szdmat adja meg melyekre a 2.-a- aleseténél
leirt feltétel igaz. Ezeket egyik ¢4 € C,, dontésfiiggvénnyel sem lehet jél
osztalyozni, még g -gal sem. Igaz lesz tovabbd az aldbbi egyenl6tlenség:

e = hl_* — f/m,l (g;kn) S f/m,l (¢A) )

vagyis Cpp-en ¢ minimalizdlja az I:m,l empirikus osztélyozasi hibat.

3.5. megjegyzés. Ha az osztalyok szama ketténél nagyobb, azaz ¢ : X —
{1,2,..., L} alaki, akkor az Oy tesztosztdlyon az épp vizsgdlt tesztpont osztdlydtdl
eltérd osztilyhoz nem tartozo tesztpontok halmazat kell érteni. Ilymddon a leirt
algoritmus kiterjeszthetd az dltalanosabb esetre is! Mdasodik lépésben elhagyjuk
az elsének kivdlasztott osztdly tanuldopontjait. Az igy redukdlt halmazban vesz-
sziik a mdsodik osztdlyt és ennek a tesztpontjai fogjdk jdtszani Og szerepét, a
komplemens halmaz pedig O1-ét. Az elsd lépésben megkezdett G mdtriz sorainak
feltoltését az j szereposztdsban folytatjuk, amig az dsszes osztdly feldolgozdsra
nem kerilt.

A korébban tdrgyalt hdrom eset figyelembevételével megadjuk az A*-ot el6allitd

algoritmus els6 fazisdt, azaz el8allitjuk a G matrixot.

Az algoritmus leirasaban haszndlni fogjuk a := jelet, amelynek jelentése: a
jobboldal tartalmaval felilirjuk a baloldal tartalmaét.

Inicializalas: h* := 0.

i° Vegyiik egyenként a T; halmaz tesztpontjait! (1. ciklus). A leirdsban
jelolje z € T az éppen soron kovetkezd tesztpontot! (Ha mar minden tesztpontot
feldolgoztunk, az iv® pontra ugrunk ) Tegyiik fel, hogy z € Op. Legyen s,b := 0!
Szamoljuk ki ¢ (My,z) = t* (2)-t!

0

1 Sorravessziik az My osztdly z tanulépontjait, ezzel elinditjuk a 2.
(belsé) ciklust.

ii°/-a-  Vegyiik a kovetkezd z € M, tanulépontot, és szdmoljuk ki a
t(z,z) tavolsagvektort! Ha mar nincs tobb pont Mg-ban, az ii®/-e- pontra

ugrunk.
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ii%/-b- Megvizsgaljuk a t(z,z) < t*(z) feltételt. Ha teljesiil, akkor
kilépiink a 2. ciklusbdl és az 1. ciklus végére 1épiink, véve a kovetkezd z teszt-
pontot, azaz visszalépiink i’-re. Ha nem teljesiil, a i°/-c- pontra ugrunk.

ii%/-c- Megvizsgaljuk a t (z, z) # t* (z) relaciét. Ha igaz, megvizsgaljuk,
hogy z maximalizdlja-e a x(z) és ((z) fiiggvényeket. Ha igen, z*-ot z-el
feliilirjuk, s := s + 1. Visszatériink az ii®/-a- ponthoz.

ii°/-d-  Ha nem igaz, akkor Visszatériink az ii°/-a- ponthoz.

1%/ -e- Megvizsgaljuk az s = 0 feltételt. Ha igaz, elinditunk egy 3. cik-
lust, azaz rdugrunk a #ii’-pontra. (Ilyenkor a fent tdrgyalt 2. eset fordult elé!)
Ha s > 1, akkor kiszdmoljuk a g = t (z*,2) — t* (2)-t és felvessziik a G matrix
sorvektorai kozé, b := b+ 1. (V6. a 3. esetnél leirtakkal.) Réaugrunk i%-ra.

1130 Sorravessziik az M, halmaz elemeit. Vegyiik u € Mi-et! Elinditunk

egy belsé ciklust, ahol sorravessziik az z € M, tanulépontokat. Megvizsgaljuk,
hogy fennall-e t (z,z) # t(u,z2).

Ha valamely z-re ez teljesiil, kiugrunk a belsd ciklusbdl, kiszamoljuk g =
t(z,z) —t(u, 2)-t és taroljuk azt G-ben, b := b+ 1. Visszatériink i®-ra.

Ha a belsé ciklus végigporog és minden z € My-re t (z, z) > t (u, z) adédott,

1-gyel megnoveljiik az h* szamldlé tartalmét és csak ekkor tériink vissza i%-ra.

iv° A feldolgozds befejez6détt. A G matrix sorainak szdma b, oszlopa-
inak szdma p. h* tartalma a Tj-ben rosszul osztalyozhaté pontok minimélis
szama.

3.4. Homogén linearis egyenlotlenség-rendszer
nemnegativ megoldasanak megkeresése

Belathato, hogy egy homogén linedris egyenl6tlenségrendszer nemnegativ meg-
oldéasai egy véges konvex kip elemeiként adhaték meg. Ebben a pontban ismer-
tetendd eredményeket FARKAS GYULA klasszikus cikke [13] alapjan kozoljik.

Legyen G € R**P egy tetszOleges olyan matrix amelynek minden sordban van
negativ komponens, azaz létezik 9ij <0 (i=1,2,...,s). Hogyan konstrudljunk
meg olyan z > 0,z # 0 vektort, melyre Gz < 0 lesz?

Az alabbi tétel Farkas Gyuldtol szirmazik. A konstruktiv bizonyitdsban
haszndlt jeloléseket az optimdlisan skdlazott metrikdt meghatdrozd algoritmus
masodik fazisanak lefrasakor fel fogjuk hasznélni.
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3.2. tétel. (Farkas) A g_ <0, z>0, z#0 feladat megoldhatd, és minden

megoldas elddll x = HH, ---Hyy> 0 y # 0 alakban, ahol a H H H >

0 a bizonyitds sordn zsmertetendo algomtmus dltal o G komponensezbol meg-
konstrudlt mdtrizok.

Bizonyitas. 1. [épés: Jelolje g, a G métrix i-edik sorvektordt! Legyen

g( ) = =g, = (M7, - ,’yp) Tegyiik fel az egyszertiség kedvéért, hogy g(o) elsd
r db komponense 0, az ezeket koveté k& db komponense negativ, az utols6 I db
komponense pedig pozitiv (r + k + I = p). Ezutan definidljuk a

gl = (Qla '-'7Qr+kvh1a "'aﬁkl) € RPX(TJrkJrkil)

matrixot, ahol e; az i-edik p-dimenzids egységvektor,

Ry = Vrbkt 1€ 41 = Vrd1€rppi1s o bt = Vplrpr — Yr+kEp-

Tehdt H  els6 r + k oszlopa egységvektor, az utolso k - I oszlopvektora pedig
vie; — vj€; alaki, ahol v; > 0 és v; < 0. A konstrukciébél nyilvanvalo, hogy

H >06ésgOTH | 0,..0,% 41, Y12, Ytk 0,0 | <0
42, 20 g™
r db k-l db
2. lépés: Legyen
g,
Ql = El
g7

Jelolje gV a G, mitrix elsé sordnak vektorat! Ismételjik meg gW-gyel az
1. 1épésben g(O) val leirt eljarast, eléallitva most a H_ > 0 matrixot. A ﬂ2
métrix sorainak széma r + k + kl lesz, az oszlopainak szama attél fiigg, mennyi
0, pozitiv és negativ komponense van a g(l) nek. Ezutan legyen

G = : -H_,

=2 . 2
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ennek g@) az els6 sorvektora.... A fenti eljarast ismételgetve s — 1 1épéshen
_ T

—1 g Hs 1

jelolje a g(sfl)—hez elkészitett matrixot gs!

eljutunk a gs = g(sfl) matrixhoz, ami mar sorvektor. Végiil

3. lépés: Legyen most y > 0, y # 0 tetszOleges!

Q(O)T£1£2 Es
yW"HH, ---H
GH=GHH, --H =] I
g(s 1.)TH
hiszen g(i)Ti < 0T és H H, +2H H > 0 miatt a matrix i-edik sorvektora

nempozitiv komponensu vektor lesz Ekkor viszont minden y > 0 vektorral
z=H y-rateljesilGz=G Hy<0 A

3.6. megjegyzés. a.) Minden g, sorvektorhoz olyan gl madatrizot konstrudlunk,

hogy a ngg ; sorvektor nemnulla komponensei éppen g, negativ komponensei
legyenek.

b.) Az algorimus minden ijabb sorvektor bevondsakor tovdbb tud lépni,
hiszen H >0 és gi—nek van negativ komponense a feltételek szerint. Igy

nyilodn g"H. <07 lesz.

A Farkas-tétel alapjan lehet az optimdlisan skaldzott metrikat kivalaszté
algoritmus masodik fazisat leirni.
Inicializalas:

éoé = E € RP*P ahol E a p X p -es egységmatrix.

i° Egyetlen ciklusban sorravessziik a G sorvektorait. A lefrdsban az
i-edik sorvektort g.-vel fogjuk jelolni. Ebbél kiszdmitjuk w] = gTH.  -et.

—z ==i—1
Jelolje 0 (1),6(2),...,0 (r) aw; = (wi, wia, ..., wip)T vektor zérus komponensei-
nek indexét, w (1) ,w (2),...,w (k) a negativ, p (1), 1 (2), ..., u (1) pedig a pozitiv
komponenseinek indexeit! Ekkor w;-komponenseibdl elééllitjuk a H ; matrixot,

amelynek hg’)ﬁ komponenseire teljesiil, hogy:
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( 1 ha { (1<pB<résa=0(p)) vagy
r+1<pB<r+késa=0(-r))
valamely j = 1,2, ..., k-ra:

_ wiy  ha r+k+1+(G -1 1<B<r+k+1+j-1

hils = a=w(j),y=pB-r—k

valamely j = 1,2, ..., k-ra:

-w;, ha r+k+1+G -1 1<B8<r+k+1+j-1

a=pB-r—Fk),y=w(j)

egyébként

o

Végiil: P:=P-H .

—1

10 Minden z > 0 esetén a Pz vektor egy optimédlis skalazo-vektort dllit

eld. Legyen pl. A" = P 1, ahol 1= (1,1,..., l)T.

3.5. Metrikak keverése

Ebben a pontban altalanosabban foglalkozunk az optimalis metrika megvalasz-
tasdval. Az alaptér most tetsz6leges X # () halmaz lehet. Legyenek dy,ds, ..., d,
kiilonb6z6 metrikdk A'-hez. FEzekkel, mint bazismetrikakkal képezziik a

p
A= {dA§ da(z,u) =3 Aid; (x,u), A> Q}
=1

metrika-halmazt. Feladatunk az, hogy D;, és D;* segitségével olyan 0 <
A* = A" (D;,, Df*) skélazé vektort megadjunk, amivel d4- minimalizélja az

l
7 _1
L (¢4) = 7 2 I{¢A($m+i)¢ym+i}
i=1
hibabecslést. Legyen most

t(z,u) = (dy (z,u),dy (T, ), ...,dp (z,u)"

a tavolsagvektor és z € My esetén
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T
t(My,2)=t"(z) = <un€1]1\1411 di (z,u) » in dy (z,u), -y min dp (z,u)) .

Ezekkel minden megismételhetd, amit az optimalis sulyvektorok el6allitasarol
a 3.3. és 3.4. szakaszban elmondtunk. Ezzel a technikdval jé6 metrikakbdl ke-
verhetlink ki még jobb metrikat. Ugyanis, ha W; C T; jeloli a teszthalmaz azon
részét, melyet a d; metrikaval a legkozelebbi tars médszerrel jol osztalyozzuk,

p
akkor a da- metrikdval a jol osztdlyozhaté tesztpontok halmaza J W; lesz.
=1



(")sszefoglalés

A dolgozat a legkozelebbi tars moddszerrel foglalkozik. Az az alapfeladat, hogy
egy ¢ € X metrikus ponthoz megtaldljuk egy 7, C & véges elemszami halmaz
legkozelebbi elemét. A témakort specidlis szempontbdl targyaljuk: hogyan le-
het a legkevesebb tavolsagszamitissal a feladatot megoldani? Milyen el0készitd
lépésekkel lehet segiteni ezt a célt? Hogyan célszerli a metrikat megvalasztani?

A legfontosabb célkitiizés tehat a keresés koltségeinek leszoritasa gy, hogy
kozben az osztalyozdsi pontossag ne névekedjék jelentdsen.

A dolgozat harom fejezetre tagozddik.

Az elsé fejezet témadja a tananyag szerkesztése.

Ha a D,, tananyag olyan D}, részhalmazat allitjuk eld, mellyel a D, ta-
nulépontjai Dy, -gal pontosan osztalyozhatdk lesznek, ritkitdsrdl beszéliink. Osz-
szefoglaljuk az irodalomban javasolt ritkité algoritmusokat. Ujdonsé,gként meg-
adjuk Tomek idegen-pontparokat szerkeszt6 algoritmusanak altaldanos metrikus
térben is alkalmazhaté valtozatdt.

Ha az n elemszamu D,, tananyaggal azonos szerkezet, kisebb m elemszamu
4j Py, tananyagot allitunk eld, mellyel D,, pontjai pontosan osztalyozhatdk
lesznek, prototipushalmaz-szerkesztésrol van szo. (")sszefoglaljuk az irodalmi
ajanldsokat, és megadunk egy vadonattj eljirdst metrikus térben. (L. Pro-
totipushalmaz szerkesztése segéd ponthalmazzal az 1.2.3. pontban).

Ha az osztalyozas pontossdgat ugy kivanjuk javitani, hogy osztalyai koziil
néhanyat egybevonunk, néhanyat feldarabolunk, osztdly-dtdefinidldsrol beszéliink.
A tananyag atszerkesztésének ez a szempontja ennek a dolgozatnak az eredménye.
(L. 1.3. pontot!)

A pontossdgot gy is lehet javitani, ha elézetesen detektaljuk az osztalyok
szélséséges tulajdonsagu tanulépontjait, az osztalyok ,,fekete bardnyait”, a devidns
(vagy outlier) tanulépontokat, melyek az osztdlyozdsok sordn a hibds beso-
rolasok tobbségét okozhatjak. A devidns tanulépontok definicidit az 1.4. pont-
ban adjuk meg, ami szintén ennek a dolgozatnak a terméke. Ha a devidns
pontokat masképpen vessziik figyelembe a dontésben, akkor azt mondjuk, hogy
a tananyagot megszirtik.

A dolgozat masodik fejezetének téméja a tanuldpontok gyors megkeresése.
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A metrikus térben a hdromszog-egyenlétlenségeken alapuld kizarasi feltételeket
fogalmazhatunk meg, melyeket beépitve a keresés folyamataba gyorsabban el-
juthatunk a legkdzelebbi tarshoz.

A dolgozatban 6t kizarasi feltételt fogalmazunk meg, melyek a kovetkezok:

2.1. TETEL: At € Tp\ {ti, tiy, ..., ti, } tanulépont biztosan nem legkozelebbi
szomszédja x-nek, ha az alabbi kizarasi feltételek valamelyike igaz ra:

Koo 2dl, <d(618));

K : 0<j:nll,E.L.).(,k (d(tti;) —2d (z,ti;)) ;

Ks: d¥) < jmax, \d (t,t;;) —d (x,ti;)|;

Ki: dB—d¥) >a (tﬁf}v, t) ;

Ks: 24" <4 (t £45) ) vagy di¥), — d®) > d( t) ;

ahol d*) = .nllin d(m,tij),d,(ﬁx = ‘maxkd(x,tij),
J:

min
Jj=1,...,

tﬁvﬁv = arg nlunkd(:c ti;), tgcz)v = arg max d(x ti;)-

geeene =10y

A felsorolt kizarési feltételek koziil csak K3-nak vannak elézményei az irodalom-
ban, a tébbi Uj eredmény.

A 2.2 é5 2.3 tételek megadjak a kizarasi feltételek k6zott meglévo erékapcsolatot:

2.2. TETEL: K; = K, ha (4,5) € {(1,2),(2,3),(4,3),(5,3)}, ahol a =>arra
utal, ha K; kizar egy x € X pontot, akkor K; is kizarja azt.

2.3. TETEL: Ki #= Kj, ha
(1,7) €{(3,2),(3,1),(2,1),(3,4),(3,5),(2,4),(4,2),(1,4), (4, 1)} .

A 2.4 és 2.5 tételekben a Ky kizarasi elv két olyan tulajdonsagét targyaljuk, ami
a kizarasos keres6 stratégidk megalkotdsanal jatszanak szerepet:



2.4. TETEL: A K; kizdrdsi feltétel antiszimmetrikus és nem tranzitiv. (Ha
a kizarja b-t, akkor b nem zarhatja ki a-t. Viszont létezhetnek olyan a,b,c
tanulépontok, hogy bér a kizérja b-t, b c-t, de a nem zérja ki ¢-t.)

2.5. TETEL: Ha 3d(z,a) < d(a,b) és 3d(z,b) < d(b,c), akkor 3d(x,a) <
d(a,c).

A kizérési feltételek fiiggenek a mar feldolgozott tanulépontoktél. fontos tehat,
hogy jé sorrendben dolgozzuk fel a tanulépontokat. A feldolgozds sorrendjét
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meghatarozé elvet keresési stratégidnak nevezziik. A lehetséges keresési stratégiakat

a 2.5. pontban tdrgyaljuk. A kisérleti futtatdsok alapjan a minimax keres6
stratégia tlinik a legjobbnak.

Nemcsak pontonként, hanem csoportonkénti kizdrdsi elv is érvényesitheto, ha
el6z6leg megfeleléen struktiraljuk a 7, tanulépont halmazt. A lefedd gomb
fogalma segitségével definidljuk a szepardlhatdsdg fogalmat.

2.1. DEFINiCIO Legyen A C T,. A G(¢,R) = {z; v € X, d(c,x) < R} ¢ cen-
trumi, R sugart zart gomb az A-t lefedd gomb, hac € Aés A C G (¢, R). Az At
lefed$ zart gdmbok kozott azt a G4 (ca, Ra)-val jeloltet fogjuk legkisebb lefedd
zdrt gombnek nevezni, amelynél sugar minimélis. A ¢4 az A halmaz centruma,
R4 pedig a takaro-sugdr.

2.2. DEFINic1O: Legyenek A1, As C T,. Jelolje rendre ¢, co a centrumaikat, és
Ry, Ry a takaré-sugaraikat. Az A;, A, halmazok szepardlhatéak, ha d (c1,c) >
Ri + Ry + max {Rl,Rz} .

Szeparalt halmazok esetén lehetdség nyilik a kereséskor csoportos kizarasra.

2.6. TETEL: Legyenek Ay, Ay C 7, szeparalhatéak. Ha z € X-re teljesiil, hogy
d(x,c1) < Ry, akkor min d (z,2) < min d(z,y).
2€A; yEA2

2.7. TETEL: Legyenek A;, A C T, szepardlhatéak. Ha z € X-re teljesiil,
hogy d(z,c1) + Re < d(x,cq), akkor tyn (z) ¢ As.

2.8. TETEL: Tegyiik fel, hogy mar kiszamoltuk a d (x,11),d (x,ts),...,d (z, )
tavolsagokat. Legyen d®) = _min kd(m,ti), és AC Tu \{t1, - ti}-

min

=1,...,

Ha d(k)

min

+ Ra < d(z,ca), akkor tyn (z) ¢ A.
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Az irodalmi példak mellett a 2.4. pontban bemutatunk néhany csoportos kizardssal
dolgozé NN-keresd algoritmust.

A 2.7. pontban foglalkozunk a kizdrasos keresé stratégidk hatékonysdganak
jellemzésével. Megadunk egy olyan algoritmust, amely a tanulépontokat ugy
rendezi at adott = osztalyozandé pont ismeretében, hogy a legkdzelebbi tars
megkeresésének 1épésszama minimadlis legyen. Ehhez a minimalis 1épésszamhoz
lehet Osszehasonlitani egy tesztelendd NN-keresO stratégia lépésszamat. Ezt az
Osszevetést meg is tessziik két kizdrdsos NN-kereso stratégia esetében, amikor is
30 szamitégéppel szimulalt esetben elvégezziik kiilonboz6 bedllitasok mellett a
keresést. (L. 2.7. pontot és a fiiggelléket!)

A harmadik fejezet targya a metrikak optimalis atskaldzdsa. Alkalmas sulyok
segitségével hogyan lehet pontosabb osztdlyozast eredményezé metrikat kalibralni?
Az atkalibralt metrikdval hogyan valtozik meg az NN-keresés sebessége? Eze-
ket a kérdéseket tisztazzuk ebben a fejezetben. A legfontosabb eredményt a 3.1.
tételben mondjuk ki.

-

3.1 TETEL: Az L (6) = T 3 Lig(s, | )y} cmpirikus hibavalésziniséget

1
my (¢4) dontésfiiggvényre minden € > 0 esetén

2

~

minimalizalé g}, = arg min
" $4€Cm

fennall, hogy

P <L (g5) — g{)1€an L(¢) > ¢ | Dm> < 4e® (12 (g))pe*%, ahol

L(p) =P (¢d(x) #y | Dm) és Cy, jeloli a skaldzott metrikdkhoz tartozé NN-
dontésfiiggvények halmazat.

A fenti tétel segitségével meg lehet adni azt, hogy a silyvektor eléallitdsakor
a tananyag-tesztanyag elemszam m : | ardnya hogyan valasztandé meg.

Az optimélis atskaldzdshoz alkalmazott silyvektor meghatarozasa egy linedris
programozasi feladat megolddsaval torténik. A feladat felallitdsdhoz sziikséges
egylitthatomatrix komponenseinek eldallitasa ennek a dolgozatnak az eredménye.

A feldllitott egyenlGtlenségrendszer megoldasa Farkas Gyula klasszikus mddszerével
torténik.

A fejezet végén megmutatjuk, hogy a silyvektort el6allité algoritmus alkal-
mazhaté metrikak keveréséhez felhaszndlhatd egyiitthatérendszer eléallitdsara
is.



Summary

This essay deals with Nearest Neighbour Decision Rule. The aim is here to
detect the nearest element in the finite 7,C X’ set to a given x € X metrical
point. We discuss this topic from a special point of view: how possible to
solve the searching problem with minimal distance calculation? Which types of
the preprocessing steps are needed to reach this aim? How should be choosen
the suitable metric? The most important purpose is here to reduce the cost
meanwhile the accuracy of the classification does not increase significantly.

The essay consists of three chapters. The topic of the first chapter is the
edition of the training set D,,. If we create a subset D}, C D,, which classifies
correctly the training points in D, \ D}, then we reduce the training set. First
we give a summary of the reducing methods proposed in the literature. Then we
give the extension of the Tomek’s Foreign Point Pair method in metric space.

If we create a new P,, training set with the same structure of the original
D,, training set, where the points in D,, classifiable correctly by the points of
Pm and m far less then n, we create a prototype set P,,. We give an overlook of
the published solutions of this problem. We propose a new construction method
of the prototype set in metric space. (See 1.2.3. subsection.)

The third type of the training set edition is the redefinition of the classes.
This solution of the edition is a new result of this paper. If we merge into a
common class more classes where the training points are too close together,
and we split up the classes into new classes where the training points disperse
significantly in the space, we can improve the accuracy of the classification.
Some applications need such type of edition. (See 1.3. section).

We can enhance the accuracy of the classification by detection of the deviant
points in the training set. There are several possibilities to give the definition
of the deviant points, which are given in the 1.4. section. The deviant points in
a class of the training set have extremely different statistical properties as the
other (typical) training points in the same class. If we filter the training set from
such deviant elements we can reduce the number of the false classifications.

The topic of the second chapter is the fast search of the nearest neighbour.
On the base of the triangular inequality we can state excluding assumptions.
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Suppose, that we know the distances d(z,t;,),j = 1,2,....,k yet. The point
t € To \ {ti,, tin, -, t;, } Will not be the nearest neighbour of the query point
x € X, if at least one of the next five excluding assumptions holds:

Ki:oo o248 <d (t, t%‘}v) ;

Ky : 0< max (d(t,t;,) —2d (z,t;;)) ;
j=1,...,

Ks: dfr’fl)n <jm?,.).(’k|d(t,tij) —d(:ﬂ,tl’j)|;

Ko A d > a ()

Ks: 24" < d( tﬁv’?v) or di¥), — d®) > d( FN,t) ;

where dfrlfi)n = min d(xz,t;;), d¥), = max d(z,t;;),
J=1ek J=1,k

S\Ifg}v =arg 1 min kd(a? ti;)s tg;])v =arg maxkd(x ti,).

IERRE) 9oy

The next two theorems show the power connections among the excluding
assumptions:

2.2. THEOREM: K; = K;, if (4,7) € {(1,2),(2,3),(4,3),(5,3)}, where the
arrow =means that if ; excludes an € X point, then K; also excludes it.

2.3. THEOREM: Ki 7= K;, if
(i,7) €{(3,2),(3,1),(2,1),(3,4),(3,5),(2,4),(4,2),(1,4), (4, 1)} .

The excluding assumption K3 is the strongest among them. In the next two
theorems we characterize the simplest excluding assumption K.

2.4. THEOREM: The excluding assumption K; is unsymmetrical and non
transitive. (If a excludes b, then b doesn’t exclude a. But exist such a,b,c
points in the metric space, where a excludes b, b excludes ¢, but a doesn’t
exclude c.)

2.5. THEOREM: If3d(z,a) < d(a,b) and 3d (z,b) < d (b, ¢), then 3d (z,a) <
d(a,c).



The excluding assumptions depend on the order of the training points. The
searching strategies determine the order of the searching. The essay deals with
the searching strategies in the subsection 2.5. Based on the computer program
running the so called "minimaz” searching strategy seems to be the best one.
Here the next training point ¢ € 7, will be the one which

t=arg min - max |d(z, ;) — d(u,t;)] .

After suitable restructuring of the training set we can execute grouped ex-
clusion. We can omit whole subsets of 7,, from the searching process. Using the
concepts of the minimal covering sphere and separable sets we can create such

type of excluding searching algorithms.

2.1. DEFINITION: Let A be a subset of 7,,. The sphere G(c¢, R) =
{z;2 € X,d(c,z) < R} covers the set Aif c € A and A C G(c, R). A covering
sphere is minimal if does not exist such covering sphere which has smaller radii.
The centre element of the minimal covering sphere is the centrum of A and the
radii of this sphere is the covering radii of A. Notations: c4 and Ry4.

2.2. DEFINITION: The subsets A, B C 7T, are separable, if d(ca,cp) >
Ry + Rp +max{Ra,Rp}.

The next three theorems shows how possible to use the concept of the sepa-
rable sets for the grouped exclusion.

2.6. THEOREM: Let A, B C 7, be separable sets. If d(z,c4) < R4, then
néi/r% d(z,z) < “2{; d(z,y).

2.7. THEOREM: Let A, B C T, be separable sets. If d(x,ca)+Rp < d(z,cp)
then tyn(z) ¢ B, where tyn(z) the nearest neighbour of z in 7,.

2.8. THEOREM: Suppose that we have calculated the distances d (z,t;) ,i =
1,..,k, and dk) = min_ d(z,t;). If A CTp\ {t1,t2,...., 1} and d® 4+ Ry <

min min

= cey

d(z,ca), then tyn(z) ¢ A

In the essay we describe some NN-searching processes which execute grouped
exclusion. In the subsection 2.7. we give the principle of the characterizing of
the searching strategies in the point of view of effectiveness. We delineate an
algorithm which produce the minimal spacer set in T, if the query point z is
given.

2.3. DEFINITION: B C 7T, is a spacer set of x in T, if after calculating the
distances d(z,t),t € B the applied excluding assumption K will exclude every
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other training point from the searching. By is a minimal spacer set if no other
spacer set B exsists which has fewer elements then By.

We can compare the number of steps of an searching strategy with the num-
ber of the elements in By. That’s way we can characterize the effectiveness of the
searching strategy empirically. We demonstrate it by 30 computer simulations
of several NN-searching algorithms.

In the third chapter we deal with the optimal scaling of the metric function.
How possible to set the metric function by suitable weights in order to get more
accurate classification? How will change the speed of the search with the new
metric? The most important result of this part is presented in the 3.1 theorem.
Split 7, into subsets A,, and B;. (m and ! show the number of elements in
A and B;.) After creating a weight vector w elaborating the subset A,,., let’s
denote by ¢,, the NN-decision function which uses the normalized metric with
weight w.

!
L (¢) =1 Zl It 4z, . )#yma) 18 the empirical error of classification. g7, =
1=

) -

arg min L
géﬂecm m,l (¢

g

3.1. THEOREM: For every € > 0

1e2

P (Li0h) - juf L) el An) <40 ()
where L (¢) = P (¢ (z) #y | Ay) the theoretical error of classification.

We can give the optimal m : [ splitting ratio using the statement of the
previous theorem. Otherwise the determination of the optimal weight vector w*
is made by solving a classical linear programming problem. Originally it was
solved by Gyula Farkas. The proposed method also applicable at the metric
mixture. We can determine the optimal mixing weights to the given metrics.
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F1. FUGGELLEK
A kisérleti futtatasoknal felhaszndalt tanuléponthalmaz.
100 db figgetlen N(0,1) eloszldsbdl szdrmazd kétdimenzids vektor.

[n] o« [ vy In] o [y [[n] 2]y [[n]z ]y |
1 091 1,74 |26 ] 1,36 | -0,22 [ 51 | -1,19 | 0,57 || 76 | 0,87 | 0,56
2 10,04 | 0,7 |27 |-021] 0,27 |[ 52 | -2,39 | -0,77 || 77 | -0,48 | 0,51
3 | -028 | -1,28 |[ 28 | -0,32 | 0,53 || 53 | 0,79 | -0,22 || 78 | -0,9 | 0,97
4 |-0,36] 043 [[29] 0,7 | 2,62 (54| 1,08 | -1,17 || 79 | -1,99 | 2,36
5 | -1,86 | 0,24 || 30 | -0,98 | -0,36 || 55 | 0,41 | -1,27 || 80 | 0,76 | -1,87
6 | -1,77 | -1,01 [[31 | 0 | 024 |[56]-0,97 | -1,77 || 81 | -0.41 | 0,62
7 | -032 | 1,06 || 32 | 1,06 | 0,12 || 57 | -0,45 | -0,77 || 82 | -0,83 | -1,2
8 | 1,63 | 0,18 || 33 | -1,38 | 0,87 || 58 | 2,35 | -0,51 || 83 | -0,87 | -0,8
9 | -0,19 | -0,56 || 34 | -0,28 | -1,56 || 59 | -0,67 | 0,14 || 84 | -2,04 | -0,04
10 | -0,32 | 1,45 || 35 | -0,78 | 0,16 || 60 | -0,49 | 0,73 || 85 | -0,48 | 0,13
11| 034 | 0,68 |[ 36| 0,31 | 0,29 || 61 | 1,06 | 1,03 || 86 | -1,96 | -0,3
12 | -1,16 | 0,02 || 37 | -1,14 | 0,41 || 62 | 0,07 | -0,46 || 87 | -1,72 | -1,35
13 ] 1,43 | 0,84 [[ 38| 1,15 | 1,4 || 63| -1,11 | -1,16 || 88 | 0,37 | -0,6
14 | 0,87 | 1,52 || 39 | 1,35 | -1,16 || 64 | 1,76 | 0,76 || 89 | 0,71 | 1,24
15 | 045 | 0,24 |[ 40 | -1,22 | 0,56 || 65 | 0,48 | 0,95 || 90 | -0,56 | 0,07
16 | -1,79 | -1,63 || 41 | -0,03 | 0,23 || 66 | -0,66 | -1,46 || 91 | 0,38 | 2,17
17 | -152 | 058 [ 42| 04 | 0,04 || 67 | -0,11 | 0,68 || 92 | 1,68 | -0,44
18 | 1,01 | 0,79 |[ 43| 0,03 | 1,52 || 68 | 1,14 | -0,1 || 93 | 0,08 | -1,14
19| 0,74 | 048 |[ 44 | 0,41 | 0,14 [ 69 | 1,04 | -0,35 || 94 | 0,74 | -0,78
20 | 0,58 | -1,54 || 45 | 0,13 | -0,47 || 70 | -2,13 | 0,34 || 95 | -1,33 | 0,98
21| 0,01 | 047 || 46 | -0,32 | -1,5 || 71 | 1,71 | 1,42 || 96 | -1,04 | 1,55
22 | 0,88 | 0,22 |[47 | 0,83 | 0,33 || 72 | 0,44 | -1,4 || 97 | -1,03 | 0,07
23 | 1,52 | -1,26 || 48 | 0,07 | 3,06 || 73 | 0,46 | 1,4 | 98 | -0,23 | -0,73
24 | 0,27 | 0,52 || 49 | 0,06 | 0,41 || 74 | -0,08 | 1,18 || 99 | 0,26 | 0,66
25 | 0,01 | 0,43 [ 50 | 0,31 | 049 || 75 | -1,4 | 2,05 || 100 | -1,26 | -0,44
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FUGGELLEKEK

A véletlen sorrendii keresésnél haszndlt permutacidk.

INDEX 1123|4567 8 9 10
PERMI || 24 | 56 |49 |41 | 6 | 8 | 45| 96 | 53 | 46
PERM2 || 97 | 26 | 12 | 68 | 60 | 20 | 87 | 45 | 29 | 93
INDEX || 11 |12 |13 |14 |15 |16 | 17| 18 | 19 | 20
PERM1 || 42 | 17 | 94 | 27 | 38 | 7 | 10| & | 78 | 75
PERM2 || 77 | 50 | 81 | 95|42 | 5 [ 28 | 80 | 33 7
INDEX || 21 | 22 |23 |24 | 25|26 |27 | 28 | 29 | 30
PERM1 || 60 | 26 | 95 | 50 | 58 | 93 | 52 | 43 | 76 | 22
PERM?2 || 34 | 57 | 14 | 30 | 67 | 44 | 61 | 70 2 39
INDEX || 31 | 32|33 |34 35|36 |37 | 38 | 39 | 40
PERMI || 59 | 87 | 12 | 48 | 30 | 47 | 18 | 91 | 92 | 15
PERM2 || 59 | 54 | 82 | 6 |46 |62 | 65| 90 | 18 | 71
INDEX || 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
PERM1 || 57 | 70 | 61 | 71 | 65 | 44 | 82 | 63 | 62 | 67
PERM2 || 58 | 51 | 94 |47 | 35| 8 |63 | 1 66 | 69
INDEX || 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
PERMI1 || 16 | 1 | 8 |89 | 72|23 |37 | 100 | 31 | 34
PERM2 || 73 |24 |43 |16 | 13 | 4 | 23| 32 | 56 | 78
INDEX || 61 | 62 | 63 | 64 | 65| 66 | 67 | 68 | 69 | 70
PERM1 || 88 | 84 | 19 | 99 | 74 | 32 | 54 | 90 | 86 2
PERM2 || 86 | 36 | 17 | 79 | 83 | 9 | 76 | 48 | 40 | 64
INDEX || 71 | 72 |73 |74 |75 |76 | 77| 78 | 79 | 80
PERMI || 98 | 39 | 73 | 55 | 11 | 83 | 36 | 25 4 80
PERM2 || 92 | 10 | 91 | 88 | 98 | 72 | 31 | 8 | 100 | 3
INDEX || 81 | 82 | 83 | 8 | 8 | 8 | 87 | 88 | 89 | 90
PERM1 || 40 [ 29 |28 | 3 | 35| 5 | 9 | 68 | 77 | 33
PERM2 || 74 | 15 | 21 | 49 | 55 | 41 | 11 | 27 | 89 | 52
INDEX |[ 91|92 |93 94 |95]|96 |97 | 98 | 99 | 100
PERM1 || 69 |97 | 64 | 79| 13 |20 | 21| 51 | 66 | 14
PERM2 || 99 | 37 | 19 | 22 | 85 | 96 | 53 | 25 | 75 | 38
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F3. FUGGELEK

Futtatasi jegyzokonyv

Optimadlis janicsarhalmazok (zdrdjelben a maghoz tartozé pontok dllnak)

Metrika | Osztalyozand6 pont | Optimalis janicsarhalmaz | Elemszam
dg (070) {(t‘ll) 7t2} 2
dp (3,-2) {(ts8) ,t33,t34} 3
dcs (070) {(t41) at63>t5} 3
dcs (3,-2) {(t23) ,t5, 38} 3
dym (070) {(t31) 7t1} 2
dm (3,-2) {(ts8) ,t1,t29} 3
1. futés:

A feldolgozds | A kiszadmitott | A minimax | Megjegyzés
sorrendje tavolsag keresOérték

1. t35 1,966 0,061

2. tor 0,796 0,176

3. t41 0,228 0,213 NN!

4. t3 0,237 0,219

5. tag 0,413 0,321 STOP!

2. futas:

A feldolgozds | A kiszadmitott | A minimax | Megjegyzés

sorrendje tavolsig kereséérték
1. ta 0,228 0,023 NN
2. tag 0,413 0,059
3. t36 0,425 0,19
4. tog 0,62 0,225
5. tgs 0,493 0,231 STOP!!!
3. futés:
A feldolgozas | A kiszadmitott | A minimax | Megjegyzés
sorrendje tavolsig keres6érték
1. trg 3,087 0,066 FN
2. 5 2,512 0,18
3. t31 0,237 0,20474
4. tg 0,228 0,257 NN, STOP!!!
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4. futés:
A feldolgozds | A kiszamitott | Pillanatnyi min Megjegyzés
sorrendje tavolsag tavolsag
1. to4 0,579982 0,579982 )
2. 149 0,412736 0,412736 l
3. tor 0,228467 0,228467 NN, STOP!!
5. futés:
A feldolgozas | A kiszamitott | Pillanatnyi min Megjegyzés
sorrendje tavolsag tavolsag
1. tor 1,035154 1,035154
2. t1o 1,160535 1,035154
3. teo 0,485789 0,875075 )
4. 145 0,485789 0,485789 1
5. trr 0,69996 0,485789
6. t4o 0,401752 0,401752 l
7. t36 0,42498 0,401752
8. ta31 0,23734 0,23734 l
9. tar 0,228467 0,228467 NN, STOP!!
6. futas:
A feldolgozas | A kiszamitott | A minimax | Megjegyzés
sorrendje tavolsag keres6érték
1.t 5,412157 0,509091
2. t43 3,120573 1,453571
3. tss 1,628378 1,554772 NN
4. ta3 1,659257 1,628378 STOP!
7. futéas:

A feldolgozas | A kiszamitott | A minimax | Megjegyzés

sorrendje tavolsag keresOérték
1. tss 1,628378 0,001281 NN
2. tgq 2,3979 0,399145
3. tro 3,651948 0,624278

4. t3g 3,870639 1,628378 STOP!!
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8. futés:
A feldolgozas | A kiszdmitott | A minimax | Megjegyzés
sorrendje tavolsag keresGérték
1. trg 6,626131 0,825804 FN
2. 48 3,120573 1,427317
3. tss 1,628378 1,588908 NN
4. ta 1,659257 1,628378 STOP’!!
9. futés:
A feldolgozas | A kiszamitott | Pillanatnyi min Megjegyzés
sorrendje tavolsag tavolsag
1. tog 3,587986 3,587986
2. s 3,976665 3,587986
3. tag 3,800941 3,587986
4. ty 3,762712 3,587986
5. t7 4,869298 3,587986
6. tg 2,274819 2,274819 l
7. tss 1,628378 1,628378 4, NN, STOP!!
10. futés:
A feldolgozas | A kiszamitott | Pillanatnyi min Megjegyzés
sorrendje tavolsag tavolsag
1. to7 4,531853 4,531853
2. tag 2,418049 2,418049 l
3. tss 2,657723 2,418049
4. t99 2,458774 2,418049
5. tag 2,385336 2,385336 )
6. tso 2,240754 2,240754 l
7. te1 3,601019 2,240754
8. t3g 1,849078 1,849078 l
9. tss 1,628378 1,628378 4, NN, STOP!!
11. futés:
A feldolgozas | A kiszdmitott | A minimax | Megjegyzés
sorrendje tavolsig kereséérték
1.t 1,741875 0,005177
2. tyr 0,82648 0,122389
3. isg 1,23194 0,225976
4. ty5 0,225976 0,353056 | NN, STOP!!
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12. futés:
A feldolgozas | A kiszamitott | A minimax | Megjegyzés
sorrendje tavolsag keres6érték
1. t45 0,225976 0,006744 NN
2. ty 0,701567 0,138765
3. ts8 0,406591 0,222782
4. ta9 2,615479 1,076715 STOP!!
13. futés:
A feldolgozas | A kiszadmitott | A minimax | Megjegyzés
sorrendje tavolsag keresOérték
1. 148 3,06301 0,021424 FN
2. t12 1,160337 0,225976
3.ty 0,225976 NN, STOP!!
14. futés:
A feldolgozas | A kiszamitott | Pillanatnyi min | Megjegyzés
sorrendje tavolsag tavolsag
1. tog 0,515207 0,515207 +
2. ta9 0,408427 0,408427 d
3.ty 0,225976 0,225976 J NN
4. ty49 0,399786 0,225976
5. tga 0,406591 0,225976 STOP!!
15. futés:
A feldolgozas | A kiszamitott | Pillanatnyi min Megjegyzés
sorrendje tavolsag tavolsag
1. tgr 1,032979 1,032979
2. t12 1,160337 1,032979 +
3. teo 0,728186 0,728186 +
4. t45 0,468847 0,468847 i
5. t42 0,399786 0,399786 +
6. t36 0,314549 0,314549 d
7. t31 0,237316 0,237316 +
8. t41 0,225976 0,225976 4 NN, STOP!!
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16. futés:
A feldolgozas | A kiszdmitott | A minimax | Megjegyzés
sorrendje tavolsag keresGérték
1. 3,910219 0,299288
2. tgo 2,236926 0,503752
3. tse 3,90097 0,653501
4. tsg 1,491489 1,238886
5. tea 2,758505 1,483284
6. to3 1,483284 NN, STOP!!
17. futés:
A feldolgozds | A kiszadmitott | A minimax | Megjegyzés
sorrendje tavolsig kereséérték
1. to3 1,483284 0,012332 NN
2. to 2,985788 0,393568
3. 143 2,933937 0,653508
4. tsg 1,491489 1,238886
5. te4 2,758508 1,3318357
6. t74 3,183571 1,55755 STOP!!
18. futés:
A feldolgozas | A kiszdmitott | A minimax | Megjegyzés
sorrendje tavolsag keresGérték
1. tro 5,125766 1,238886 FN
2. te4 2,758505 1,483284
3. ta3 1,483284 STOP!!
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19. futés:
A feldolgozas | A kiszamitott | Pillanatnyi min Megjegyzés
sorrendje tavolsag tavolsag
1. to4 3,266348 3,266348
2. ts6 3,90097 3,266348
3. tyo 2,940515 2,940515 l
4. tg 3,03365 2,940515
5. tg 1,818938 1,818938 4
6. tog 4,036381 1,818938
7. tag 1,780187 1,780187 4
8. tss 1,491489 1,491489 )
9. try 3,416466 1,491489
10. to3 1,483284 1,483284 4 NN, STOP!!
20. futas:
A feldolgozas | A kiszamitott | Pillanatnyi min | Megjegyzés
sorrendje tavolsag tavolsag
1. to7 4,032979 4,032979
2. tag 1,780187 1,780187 4
3. tag 2,304563 1,780187
4. tsg 1,645318 1,645318 4
5. tsg 1,491489 1,491489 l
6. to3 1,483284 1,483284 J NN
7. te4 2,758508 1,483284 STOP!!
21. futas:
A feldolgozas | A kiszamitott | A minimax | Megjegyzés
sorrendje tavolsag keres6érték
1. # 2,652094 0,26263
2. te1 2,093901 0,04076
3. ts1 0,24076 NN, STOP!!
22. futas:

A feldolgozas | A kiszamitott | A minimax | Megjegyzés

sorrendje tavolsag keres6érték
1. t3 0,24076 0,003437 NN
2. toy 0,484956 0,073934

3. tag 0,467912 0,24076 STOP!!
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23. futés:
A feldolgozds | A kiszadmitott | A minimax | Megjegyzés
sorrendje tavolsag keresGérték
1. trg 4,349748 0,02663 FN
2. te1 2,093901 0,24076
3. t3; 0,24076 STOP!!
24. futés:
A feldolgozas | A kiszdmitott | A minimax | Megjegyzés
sorrendje tavolsag keresGérték
1. tog 0,78155 0,78155
2. t4g 0,467912 0,467912 J
3.ty 0,259626 0,259626 i)
4. tor 0,484956 0,259626
5. t31 0,24076 0,24076 4 NN STOP!
25. futés:
A feldolgozas | A kiszdmitott | A minimax Megjegyzés
sorrendje tavolsag keresGérték
1. tor 1,100048 1,100048
2. t1o 1,181762 1,100048
3. te0 1,213471 1,100048
4. t45 0,59602 0,59602 4
5. try 0,989149 0,59602
6. t4o 0,439476 0,439476 l
7. t31 0,24076 0,24076 J NN, STOP!!
26. futds:
A feldolgozas | A kiszadmitott | A minimax | Megjegyzés
sorrendje tavolsag keresGérték
1. 4,335646 1,689084
2. tag 2,920042 1,1870926
3. tus 3,996947 2,144997
4. tss 2,144997 NN, STOP!!!
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27. futas:
A feldolgozas | A kiszamitott | A minimax | Megjegyzés
sorrendje tavolsag keresOérték
1. t58 2,144997 0,082883 NN
2. tgs 4,027606 0,677156
3. tnn 4,706615 1,689084
4. tog 2,920042 1,891767
5. t12 6,181762 2,144997 STOP!
28. futas:
A feldolgozas | A kiszdmitott | A minimax | Megjegyzés
sorrendje tavolsag keresOérték
1. trg 9,34748 1,689084 FN
2. tag 2,920042 1,870926
3. t4s 3,996947 2,144997
4. t58 2,144997 NN, STOP!!!
29. futas:
A feldolgozas | A kiszamitott | Pillanatnyi min | Megjegyzés
sorrendje tavolsag tavolsag
1. toa 4,751141 4,751141
2. tsg 4,198559 4,198559 )
3. tyo 5,348942 4,198559
4. tg 5,759642 4,198559
5. tg 3,18505 3,18505 l
6. tog 7,585359 3,18505
7. tss 2,144997 2,144997 J NN
8. tag 2,920042 2,144997 STOP!!
30. futas:
A feldolgozas | A kiszamitott | Pillanatnyi min Megjegyzés
sorrendje tavolsag tavolsag
1. tgy 6,100048 6,100048
2. tag 3,416615 3,416615 J
3. tag 2,872296 2,872296
4. tag 2,920042 2,872296
5. tso 2,367869 2,367869 i)
6. t71 4,706615 2,367869
7. tss 2,144997 2,144997 ] NN, STOP!!
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