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Bevezeto

A dolgozat kiindul6pontja az a tapasztalat volt, hogy a tanulok tobbsége matematikabol nagyon
ritkan ellendrzi az altala elvégzett munkat és annak eredményét a problémamegoldas soran
(Kiss, 2017; Kiss & Konya, 2018). Ez azt jelenti, hogy az ilyen tanulok nem maradnak
kapcsolatban a szoveggel, nem ellenérzik a 1épéseket, az eredményeket, és nem értékelik azokat
sem menet kozben, sem a ,,kész” allapotban. Ez ugyanakkor nem csak tanulasi, hanem tanitasi
probléma is. A tanuldk nem ismerik az emlitett tevékenységek jelentoségét és nincsenek
azokhoz hozzaszoktatva. Ebben a dolgozatban kozépiskolds tanulok nyomon kovetd
(monitoring) és ellenérz6 (control) tevékenységeit vizsgaljuk a problémamegoldas kivitelezési
¢és ellendrzési szakaszaban (Lester, 1985). Az emlitett tevékenységek mint metakognitiv
tevékenységek, a kognitiv folyamatok és azok eredményeinek dinamikus nyomon kovetését és
ellendrzését jelentik. A megfelelé mindségli metakognitiv tevékenységeknek az adott probléma
sikeres megoldasan kiviil azért is van jelentdségiik, mert a tanuldk ezaltal valamilyen szinten
tudatositjak a probléma megoldasa soran alkalmazott ismereteket és modszereket, és tobbet
tanulnak a probléma megoldasabol. A metakognitiv tevékenységek példaul a
problémamegoldason keresztiil kapcsolodnak a Skemp (1971/2005) altal sokat emlegetett
értelmes tanuldshoz.

A matematikai problémamegoldas egyes nehézségei tobbnyire a gyenge metakognitiv
tevékenységekkel hozhatok Osszefiiggésbe (Lester, 1985; Silver, 1985; Schoenfeld, 1985,
1987). A metakognicioval kapcsolatos kutatasok azt mutatjak, hogy a sikeres
problémamegoldok képesek reflektdlni a problémamegoldd tevékenységiikre, hatékony
stratégidk allnak rendelkezésiikre az Osszetett €s ismeretlen probléméak kezelésére, és
hatékonyan szabalyozzak (akar tudat alatt is) a felmeriild stratégidkat. A kezddk ezzel szemben
kevesebb problémamegoldo stratégiaval rendelkeznek, kevésbé vannak tudataban ezek
hasznossaganak és nem hasznaljak azokat hatékonyan (Schoenfeld, 1992). Osszességében a
metakognicio jelentdsége elsésorban abban all, hogy a mindennapi érvelés és a tudomanyos
gondolkodas, valamint a tarsas interakciok szempontjabol kulcsfontossagtinak tiinik (Schneider
& Artelt, 2010).



A dolgozat bevezet6 fejezete utan egy szakirodalmi attekintés kovetkezik az 1. fejezetben, majd
a kutatasi kérdéseket részletezziik a 2. fejezetben. Az ezt kdvetd négy fejezetben (3-6. fejezetek)
négy kutatast mutatunk be, melyek a didkok nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységeinek
megvaldsuléasat és koriilményeit vizsgaljak a matematikai problémamegoldas soran.

A dolgozatot a kutatdsi kérdésekre adott valaszok és a kutatds eredményeinek Osszegzése,
illetve az el6bbiek felhasznalasara tett pedagogiai javaslatokat magaba foglalo 7. fejezet zarja.

A kutatési fejezetek cimei és f6 kérdései:

3. fejezet: Tanuldi metakognitiv tevékenységek 0sztonzése és megfigyelése iranyitott irasbeli
problémamegoldas soran

K1. Hogyan jelenik meg a tanulok nyomon kovetd és ellendrzé tevékenysége az irdsbeli
problémamegoldas kivitelezési €s ellendrzési szakasza soran?

4. fejezet: Fejleszt6 kisérlet tanuldi meggy6zddések feliilirasara
K2. Hatéssal van-e a nyomon kovetd €s ellendrzd tevékenységekre az a metakognitiv tudas,
hogy egy feladatnak t6bb, ezen beliil akar ellentmondast tartalmazé megoldasa is lehet?

5. fejezet: A problémamegoldas ellendrzési szakaszanak elemzése a ,,hangosdolgozatok”
segitségével

K3. Hogyan tiikr6z6dnek a nyomon kovetd és ellen6rzé tevékenységek az irasbeli
problémamegoldast kovetd szobeli magyardzatban?

6. fejezet: Tanarjeldltek orainak megfigyelése
K4. Hogyan jelennek meg a tanul6i nyomon kovet6 és ellendrz6 tevékenységek a tanarjeloltek
orainak frontélis szakaszaiban?



1. Elméleti attekintés

1.1. A matematika tanitasanak célja és felfogasa — a problémamegoldas mint
eszkoz a gondolkodasra nevelésben

A matematika tanitdsanak célrendszere sokrétli és Osszetett, de az egyik legfontosabb cél a
diakok gondolkodasi képességeinek fejlesztése. Schoenfeld (1992) kiemeli, hogy a
matematikaoktatas céljai attol is fliggenek, hogy az ember mit ért matematikdn és annak
megértésén. Ezek nagyon eltérdek lehetnek. A nézdpontok egyik véglete szerint a matematikai
tudasunk a tények és eljarasok dsszessége, amelyeket megbizhatéan tudunk hasznélni. Ennek a
szemléletnek az egyik kovetkezménye, hogy az oktatds a tudas tartalmi Osszetevoire
Osszpontosit és a tanuld tudasat a tartalom elsajatitott mennyiségével jellemzi. A nézépontok
masik oldala a matematikat a ,,mintak tudomanyaként” azonositja és a hangsulyt a mintak
tapasztalati bizonyitékok alapjan torténd keresésére helyezi. A matematikai tartalom helyett
vagy inkabb mellett els6sorban a folyamatra 6sszpontosit. Schoenfeld (1992) szerint az elébbi
nézdépontra épiild, csupan a matematikai tények és eljarasok elsajatitasat el6iro tanterv silyosan
elszegényedik. Bar természetesnek €s artalmatlannak tlinhet a tuddsnak ez a felfogasa, komoly
kovetkezményei vannak. Sok ember szdmara meghatdroz6 tapasztalat a matematikaval
kapcsolatban a matematikaval val6 talalkozéas az iskoldban. ElsOsorban erre a tapasztalatra
épitik a tudomanyagrol valo felfogasukat, ebbdl alakitjak ki a matematika értelmét és azt is,
hogy hogyan hasznaljadk a matematikat. A szakirodalom egyre nagyobb része a
matematikatanuldst eredendden szocialis és kognitiv tevékenységként fogja fel, alapvetéen
konstruktiv tevékenységként, nem pedig befogado tevékenységként (Schoenfeld, 1992).

A matematikaoktatas egyik fontos célja az is, hogy a tanulok kompetens problémamegoldova
valjanak. A kifejezés tobbféle értelmezése miatt azonban a cél aligha egyértelmi. A
problémamegoldas torténeti  attekintése alapjan Stanic ¢és Kilpatrick (1989) a
problémamegoldds mint kontextus szerepét tobbek kozott az 0 készségek fejlesztésének
eszkozeként azonositjak. A tanulasi célokat illetden Ambrus (1995) szerint az egyik alapvetd
kérdés, hogy milyen tartalmak é&s eljardsok teszik lehetdvé a célok elérését? A
problémamegoldas beépitése a matematikaordkba szamos lehetdséget kinal példaul a fogalmi
megértés és az algoritmikus készségek fejlesztésére, szemben azzal, amikor a tanarok kizardlag
rutinfeladatokra 6sszpontositanak (Konya & Kovécs, 2023).

A probléma és a problémamegoldas az évek soran tobbféle, gyakran egymasnak ellentmondo
jelentéssel birt. Szamos cikk (Schoenfeld, 1992; Barkatsas, 1996) bemutatja, hogy a kutatok
kozott nincs egyetértés abban, hogy mi is a probléma fogalma, és még nagyobb nézeteltérés
mutatkozik, amikor a problémamegoldas természetét probaljak meghatarozni. Ugy tiinik, az
egyetértés hianya foként annak kdszonhetd, hogy a matematikai problémamegoldas bizonyos
mértékig olyan Osszetettnek tlinik, hogy nem lehet teljes pontossaggal és részletességgel
meghatéarozni és leirni.

Polya Gyorgy munkéassdga a problémamegoldas terén nemzetkozileg mérfoldkének szamit,
hatasa széleskorli a matematika tanulasaval és tanitdsival kapcsolatos kutatasokban. Polya
(1967/1970) szerint a problémamegoldés az, amikor ,, megfelelo tennivalot keresiink tudatosan,
amely alkalmas valamilyen vilagosan megfogalmazott, de kozvetleniil meg nem kozelitheté cél
problémamegoldas terén szintén maradandot alkotd Lénard Ferenctdl (1964/1971) valasztottuk,
miszerint ,, problémanak nevezziik a szo legadltalanosabb értelmében azt a helyzetet, amelyben
bizonyos célt el akarunk érni, de a cél elérésének utja szamunkra rejtve van” (Lénard,



1964/1971, p. 43). Ehhez hasonld6 megfogalmazasban a probléma az, amikor egy cél
megvalositasahoz egy vagy tobb akadallyal kell megbirkdzni (Jackson, 1983; Pintér, 2012). A
probléma helyett ,,csak” feladatrél beszéliink, ha az akadalyok lekiizdése, vagyis a megoldas
folyamata rutinszeriien kivitelezhetd a tanulo altal. Ami az egyik tanul6 szdmara probléma, a
masik szdmara nem feltétleniil az. Azt, hogy egy tanuld szdméra mi a probléma, tobb tényezd
befolyasolja (példaul a motivaci6 is), de most csak kognitiv tekintetben értelmezziik. A
problémakat Polya (1945/1977) két {6 részre osztotta: meghatarozo és bizonyitd problémakra.
A meghatarozé problémakndl a probléma ismeretlenjének a megtaldlasa a cél, a bizonyitd
problémaknal pedig egy allitds igazsagtartalmat kell belatni. A dolgozatunkban meghatarozo
problémak fordulnak eld.

Az  értekezésiinkben  szerepld  kutatasi  fejezetek  szorosan  kapcsolédnak a
problémamegoldashoz, igy lehetdséget teremtenek a tanuldoi megértés tipusainak és
mindségének megfigyelésére is (Konya & Kovacs, 2023). Ehhez f6 szempont kell legyen annak
a vizsgalata, hogy a didk hogyan és miért tette azt, amit tett egy matematikai probléma
megolddsa soran. Onmagéban a tanulé dltal adott valasz helyességének értékelése keveset
mondo lenne a tanuld megértésérél és gondolkodasi folyamatairol (Lester, 1994). A diakok
munkainak megfigyelését ¢és elemzését nem konnyiti meg, hogy a matematikai
problémamegoldas nagyon Osszetett jelenség. Ennek ellenére vagy ebb6l adodéan Ambrus
(1995) szerint a matematika tanitdsdban fokozottan fenndll a veszélye annak, hogy kizarélag a
kognitiv célokat veszik figyelembe a tanarok. Schoenfeld (1992) a problémamegoldasban
megjelend matematikai tudast és viselkedést 6t, egymassal 6sszefliggd dsszetevore osztotta fel:

- Kognitiv eréforrasok, tudasbazis (The knowledge base)
Intuiciok ¢és informalis ismeretek, tények, algoritmikus eljarasok, rutinszerli nem
algoritmikus eljardsok és a matematikai teriileten vald munkavégzés elfogadott
szabalyainak tudasa.

- Heurisztikus (problémamegoldo) stratégiak (Problem solving strategies)
Abrak rajzolasa, a megfelelé jelolések bevezetése, a kapcsolodd probléméak
felhasznalasa, a problémak Ujrafogalmazasa, a visszafelé torténd gondolkodas, a
probalgatas és ellendrzési eljarasok stb. A tanuldknak tisztaban kell lenniiik azzal,
hogy a heurisztikus stratégiak téves megoldasi Otletekhez is vezethetnek, ezért
sziikséges az ellendrzés.

- Nyomon kovetés és ellendrzés (Monitoring and control)

A kognitiv tevékenységek soran (pé€ldaul a problémamegoldds folyamatdban) a
kognitiv er6forrasok elosztasaért felel, nyomon koveti, hogy mit csinal az egyén és
mennyire hasznalja fel az ezekbdl a megfigyelésekbdl szdrmazo informacidkat arra,
hogy irdnyitsa, ellendrizze a problémamegoldd miiveleteit. A nyomon kdvetés
(monitoring) és az ellenérzés (control) az egyik f6 Osszetevdje a metakognicid
fogalméanak (Schoenfeld, 1987). A dolgozatban ezen tanuldi nyomon kovetd és
ellendrzd tevékenységek vizsgalataval foglalkozunk.

- Meggy6zodések és érzelmek (Beliefs and affects)
Az egyén matematikai vilagképe, az egyén viselkedését meghatarozo (nem feltétleniil
tudatos) tényezOk Osszessége, beleértve az onmagardl, a kornyezetrdl, a témakrokrol
¢s a matematikardl alkotott meggy6zddéseket.



- Gyakorlatok (Practices)
Egy adott gondolkodoéi vagy egyéb kozosség tevékenységmintai. Példaul az iskolai
szokasok és az osztalytermi kornyezet eldsegitd vagy hatraltatd szerepet jatszik a
tanulok matematikai problémamegoldo teljesitményében.

Pintér (2012) a problémamegoldast 3 6 dsszetevore osztotta: kognitiv, metakognitiv és affektiv
részekre.

- Kognitiv dsszetevo
Példaul fogalmak, osszefiiggések, problémamegoldasi 1épések és stratégidk tudasa. A
kognitiv tevékenységek a cselekvésben vesznek részt.

- Metakognitiv dsszetevo
A metakognici6 a cselekvés kivalasztasaban, megtervezésében, nyomon kdvetésében,
ellendrzésében és értékelésében vesz részt.

- Affektiv 6sszetevd
Példaul azok a tapasztalatok, hogy egy probléma megoldasa milyen nehézségekkel
jéarhat (tobbszori Gjrakezdés és probalkozas, hosszu toprengési iddszak stb.), megfeleld
hozzaallas kialakitasa, 6nbizalomszint.

A két modellt 6sszevetve a Schoenfeld (1992) modelljében szerepld Kognitiv eréforrasok és a
Heurisztikus stratégidk az el6bbi haromtényezds modellbdl a Kognitiv dsszetevohoz tartoznak,
a Nyomon kovetés ¢és ellendrzés, illetve részben a Meggy6zddések és érzelmek a Metakognitiv
Osszetevohoz, a Gyakorlatok, illetve a Meggydzddések és érzelmek egy része az Affektiv
OsszetevOhoz tartoznak. A dolgozat szempontjabol az el6bbi modellekbdl a Nyomon kdvetést
¢s ellendrzést, tdgabb értelemben a Metakognitiv Osszetevot emeljiik ki és vizsgaljuk a
tovabbiakban.

1.2. A metakognicio fogalma és osszetevoi

A metakognicid torténete a metamemoria (Flavell, 1971) kifejezés megjelenésével kezdddott,
ami az egyén sajat tudasat jelentette az informaciok tarolasarol és visszakeresésérél. Ennek
megfelelden a metamemoria magaban foglalta az egyén memoridjanak mitkodésével,
nehézségeivel és stratégidival kapcsolatos ismereteit.

A metamemoria fogalmat alapul véve néhany évvel késobb Flavell (1976, 1979, 1987)
klasszikus tanulmanyai bevezették a metakognicié fogalmat. A metakognici6é az egyén sajat
kognitiv folyamataira vonatkozé tuddsa és e folyamatok aktiv megfigyelése (nyomon
kovetése), kovetkezetes szabalyozasa €s iranyitasa (ellendrzése).

Amiodta Flavell (1976) bevezette a metakognicid kifejezést, vita folyik arrél, hogy mi is
valdjaban a metakognicio, és hogyan lehet azt megérteni. Flavell altal és alapjan tobb hasonld
definiciot olvashatunk a nemzetkdzi és a magyar szakirodalomban a metakognicid
meghatdrozasara. A magyar nyelvii szakirodalom a metakogniciot eleinte jellemzden ugy irta
koriil, mint kogniciora vonatkozo kognicidt (cognition about cognition) vagy gondolkodast a
gondolkodasrol (Szendrei, 2005; Csikos, 2016). Szendrei (2005) meghatarozasaban a
metakognicid a mentalis folyamatainkrol valé gondolkodast, a reflektivitas tudatos elemeit
reprezentdlasanak tudatos ellendrzése és szabalyozasa. Hogy milyen szerepkdrt tolt be a
metakognicio, azt Csikos (2016, p. 8) a kovetkezOképpen fogalmazta meg:
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o [...] amint a tanuldk elsajatitottak az alapokat, a képességiik, hogy
gondolkodjanak az adott teriileten azon alapszik, hogy tisztazzak a célokat,
megertsék a fontos fogalmakat, nyomon kovessék a megertest, tisztazzdak a
ziirzavart, megfelelé iranyba vivo sejtéseket fogalmazzanak meg, és ehhez
megfeleld cselekvést valasszanak.”
A metakognicid nevezéktana valtozatos, ami megneheziti a tajékozddasunkat ezen a teriileten
(Csikos, 2007). A fogalom megjelenésétdl szamitva majd 20 év munkaja utan Flavell és
munkatarsai (2002) a metakognicio két fo Osszetevojét allapitottdk meg: (1) a metakognitiv
tudast és (2) a metakognitiv készségeket (Brown, 1987; Veenman 2006; Csikos, 2016; Desoete
etal., 2019; Zhao et al., 2019).

(1) A metakognitiv tudast (metacognitive knowledge) a szakirodalom emliti deklarativ
metatudds néven is (Csikos, 2007), amely az egyén sajat informacidfeldolgozasi
képességeirdl, valamint a kognitiv feladatok természetérdl €és az ilyen feladatokkal valo
megbirkozasi stratégiakrol vald tuddsidra vonatkozik. A metakognitiv tudashoz
hozzatartoznak az Onmagunk ¢és masok tuddsdra vonatkozd ismereteink és
meggydzddéseink (beliefs) is, amelyek mar részben az affektiv személyiségszférahoz
sorolhatok (Csikos, 2016), és nem vezetnek automatikusan a megfeleld stratégiai
viselkedéshez (Veenman, 2017). Lucangeli és munkatérsai (2019) a metakognitiv tudast
Cornoldira (2015) hivatkozva tigy definialtdk, mint az elme miikddésével kapcsolatos
egyéni attitlidoket, ismereteket és érzéseket, amelyek segitenek értelmezni a kiilonb6zd
kognitiv folyamatok miikodését és szerepét.

(2) A metakognitiv készségeket (metacognitive skills) megtalaljuk a szakirodalomban
metakognitiv tevékenységek, proceduralis metatudds, metakognitiv stratégiak vagy
metakognitiv kontroll (Csikos, 2007; Lucangeli et al., 2019) néven is. A metakognitiv
készségek a sajat kognitiv tevékenységek tervezésével (planning), nyomon kdvetésével
(monitoring) és ellenérzésével (control) kapcsolatos folyamatokat jelentik (Csikos,
2016). A dolgozat tovabbi részében mi a metakognitiv tevékenységek elnevezést
hasznaljuk.

A metakognicionak 1étezik mas, tobb Osszetevds elméleti felosztasa is (Flavell, 1979; Csikos,
2007; Temur et al., 2019), de a dolgozatban, ahogyan a nemzetkdzi szakirodalomban is a
legtdbben, a fent emlitett kétdsszetevés felbontast haszndljuk. Osszességében a metakognitiv
tudds ¢és metakognitiv tevékenységek megkiilonboztetése széles korben elfogadott a
pedagbgiai- és a fejlédéspszichologidban (Schneider & Artelt, 2010). Bar ezeket a
komponenseket altaldban egymastol viszonylag fliggetleneknek tekintik, empirikus kutatéasi
eredmények arra utalnak, hogy koélcsondsen befolyasolhatjak egymast (Schneider et al., 1987;
Schraw, 1994). Példaul bizonyos hibak elkovetésére vald hajlam ismerete fokozott nyomon
kovetési tevékenységhez vezethet. Tobb vizsgalat kapcsolatot talalt a metakognitiv tudas és a
nyomon koévetési pontossag kozott (Schraw, 1994).

Fontosnak tartjuk még megemliteni Nelson és Narens (1990/1992) modelljét, ami egy
targyszintre €s egy metaszintre osztja az emberi gondolkodast (lasd 1. abra). A targyszint a
kognitiv folyamatainkat oleli fel, a metaszint pedig megfigyeli €s irdnyitja a targyszintet. A két
szint kozott folyamatos az informacio-aramlas, valamint a nyomon kovetés és ellenérzés az
idébeli tazisokon athuzodva végig jelen van a gondolkodas, igy a problémamegoldas sorén is
(Schneider, 1998). A metaszint az aktiv nyomon kovetési folyamatok altal tajékozodik a
targyszint aktualis allapotarol. Példaul a problémamegoldas folyaman kapott valaszban vald
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magabiztossdgunk megitélése vagy masképp a sikeresség érzése a nyomon kovetési
folyamatokhoz tartoz6 6sszetevo (Schneider, 1998). Magabiztossag alatt azt értjiik, hogy az
ember milyen mértékben hisz kiilonb6z6é mentalis miiveletek sikerében (Fleming, 2023).
Schneider szerint (1998) a nyomon kovetési folyamatok altal szerzett informaciok
megvaltoztathatjdk a metaszint helyzetmodelljét és végiil ellendrzési tevékenységekhez
vezethetnek. A metaszint modosithatja az ellendrzési tevékenységek altal a targyszintli
folyamatot, de forditva ez nem mikdodik, illetve amig a metaszintnek van modellje a
targyszintrél, ez forditva nem igaz (Schneider, 1998). Csikos (2008) megemliti, hogy Nelson
¢s Narens elméletét érte olyan kritika, hogy elsdsorban a metakognitiv tevékenységek
vizsgalatahoz alkalmas és a metakognitiv tudas nem jelenik meg benne. Késébb viszont mar a
finomitott modelljiikben a metaszinten beliil elkiilonitve szerepel a modell kifejezés (lasd 1.
abra), ami a metakognitiv tudasra utal. A finomitott modell altal valtak értelmezhetdvé példaul
a tervezés metakognitiv tudaselemei is (Csikos, 2008).

1. dbra: A metakognicié Nelson-Narens-modellje (Nelson, 1996)

ellenérzés

_—

— metaszint

nyomon kovetés

— informacié-aramlas

— targyszint

Csikos (2004) szerint a targyszinttel és a metaszinttel rendelkez6 kétszintii modell logikus és
nem igényli tovabbi metaszintek bevezetését. ,, A gondolkoddas metaszintjének nevezziik a
tervezés, nyomon kévetés és ellenorzés szintjét, és definicio szerint az lesz a gondolkodds
targyszintje (fogalmazhatunk mdsképpen is: rutinszeriien miikodo, algoritmikus szintje),
amelyre vonatkozott a tervezés, nyomon kovetés vagy ellendrzés.” (Csikos, 2004, p. 6). Az
pedig, hogy egy gondolkodasi folyamat targyszinten vagy metaszinten zajlik, a gondolkodétol,
a problématol és a kontextustol fiigg (Csikos, 2004). Emiatt a metaszintii (metakognitiv) és
targyszintli (nem-metakognitiv) folyamatok aranya ugyanazon személynél eltérd Ilehet
problématodl és kontextustol fiiggden (Csikos, 2022b). Mivel a problémak kiilonboznek a
metakognitiv folyamatok irdnti igénytiket tekintve, az erdsen rutinszerii feladatok csak kevés
metakognitiv szabalyozast igényelnek, ami nem meglepd (Schneider, 2010). A nagyobb
kihivast jelent6 feladatok megkovetelhetik a metakognitiv folyamatok magasabb szinti (vagy
bizonyos esetekben alacsonyabb szintii) bevonasat, de a feladat megoldasa soran a vizsgaszerii
stresszhelyzetek is befolyasolhatjak a metakognitiv folyamatok bekapcsolasat (Csikos, 2022b).
Az elobb emlitett tényezok miatt is nehéz megallapitani, hogy a személy milyen fejlodési
fazisban van a metaszintli folyamatok terén. Ugyanakkor fontos kiemelni, hogy a magasabb
szintll vagy €lénkebb metakognitiv aktivitas nem minden esetben eléremutatd és nem feltétlen
jelent magasabb szintii kognitiv teljesitményt (Csikos, 2022b).
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Kahnemannal (2011) ugyan nem jelenik meg a metakognicio kifejezés, de az emberi
gondolkodast a Nelson-Narens modellhez hasonldan két szintre osztotta. Az 1. rendszer gyors
¢és automatikus, ami a targyszintnek feleltetheté meg a Nelson-Narens modellben. A 2. rendszer
lassu és tudatos, ami a metaszintnek feleltethetd meg. A 2. rendszer mitkodéséhez nagyfoku
figyelemre van sziikség, éppen ezért nem is tud folyamatosan aktiv maradni. A faradtsag és
egyeb figyelemeltereld tényezok konnyen kizokkentik a feladatabol.

A Nelson-Narens modellben a metakognicié mitkodéséhez nincs feltétleniil sziikség az egyén
tudatos kozremiikddésére. Hasonloképpen Diana és Reder (2004) értelmezésében a
metakognicié egy adott kognitiv allapotrol szolé informaciora vonatkozik, emiatt lehet
tudattalan is. A legtobb esetben azonban a metakognicio értelmezése legalabb olyan szintii
tudatossagot feltételez az egyéntdl, hogy az illetd képes beszdmolni a gondolatairol. Mi a
tovabbiakban ilyen tudatossagot értelmeziink a metakognicidra vonatkozoan.

A dolgozatban els6sorban a metakognitiv tevékenységekkel foglalkozunk, amik Schoenfeld
(1992) metakogniciés modelljében éppen a Nelson-Narens modellben is emlitett nyomon
kovetési és ellendrzési folyamatoknak feleltethetok meg. Roviden Onszabalyozas (self-
regulation) néven is emliti ezeket Schoenfeld (1992), és szerinte a nyomon kovetés és ellendrzés
a metakognicio azon részei, amelyek a kognitiv tevékenységek és a problémamegoldas soran a
kognitiv eréforrasok elosztasat végzik. A nyomon kovetésnek és ellenérzésnek mint
metakognitiv tevékenységeknek kdzponti elemei a megoldési folyamat helytallosaganak €s az
elére haladasnak a valds idejli kdvetése €s értékelése, valamint az ezekre vélaszként adott
dontéshozatal és cselekvés (Schoenfeld, 1987, 1992). Fontos hangstlyozni, hogy a nyomon
kovetés alatt tehat egy aktiv megfigyelést értiink, aminek az kovetkezményeként
bekapcsolhatnak az ellendrz6, szabalyozo tevékenységek, ahogyan a Nelson-Narens modell
targyalasanal is lattuk. Schoenfeld (1992) szerint, amikor egy matematikai probléman
dolgozunk, a nyomon kdvetd tevékenység altal rajohetiink arra, hogy a probléma sokkal
Osszetettebb, mint ahogyan azt el6szér gondoltuk. Beindulnak az ellendrzd, szabalyozo
tevékenységek €s talan inkabb wjrakezdjiik és ujra értelmezni probaljuk a probléma szovegét.
Tehat a problémamegoldas kozepette figyelemmel kisérjiik, hogy milyen iranyba haladunk. Ha
ugy tlinik, hogy a megfeleld iranyba tartunk, akkor folytatjuk a megkezdett utat. Ha hibat
talalunk vagy megtorpanunk, akkor a megfeleld atgondolas utan akar mas lehetdségeket is
kereshetiink a probléma megoldasara. A nyomon kovetd €s ellendrz6 folyamatok kivaltasdhoz
Schoenfeld a kovetkez6 kérdések megfogalmazasat javasolja: Mit csinalok? Miért csinalom?
Hogyan tud ez segiteni? Vezet-e ez valahovd? Nem kéne valami mast kiprobalni?

Altalanosan elismert, hogy a metaszintii folyamatok fontos Osszetevéi a matematikai
problémamegoldd viselkedésnek (Schoenfeld, 1987). Csikos (2004, 2007, 2008) szerint a
gondolkodas metaszintjének nevezziik a tervezés, nyomon kovetés és ellendrzés szintjét.
Schoenfeld nem emelte ki a tervezést, de lathatjuk, hogy bizonyos értelmezésekben a
szakirodalom az elébb emlitett hiarom {6 tevékenységkort emliti  metakognitiv
tevékenységekként. A tervezés megjelenésével a problémamegoldas idében egymast kovetd
fazisai is értelmezhetdk. Kutatasunkban a tervezés folyamataval kdzvetleniil nem foglalkozunk,
igy az elméleti attekintésben sem kap hangstlyos szerepet a nyomon kdvetd és ellendrzd
tevékenységekhez képest.

A metakognitiv tevékenységek a matematikai problémamegoldas soran sokszintiek és atfogdak
lehetnek (Jacobs és Paris, 1987; Kluwe, 1987; Schraw & Moshman, 1995: Cohors-Fresenborg
& Kaune, 2007). Az alabbiakban a nyomon kovetéshez és ellenérzéshez kapcsolodo
részfeladatok két csoportjat mutatjuk be.
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(1) A kognitiv feldolgozas nyomon kovetése €s ellendrzése:

- aprobléma kovetelményeinek és koriilményeinek nyomon kovetése €s ellendrzése

- az alkalmazott jelolés vagy abrazolas ellendrzése

- amegoldas soran hasznalt fogalmak leirasa, magyarazata

- amegoldas soran hasznalt fogalmak leirasahoz és magyarazatahoz hasznalt szaknyelv
nyomon kovetése és ellendrzése

- a(témaspecifikus) szamitas nyomon kovetése €s ellendrzése

- az alkalmazott eszk6zOk ¢és eljarasok érvényességének vagy megfeleldségének
nyomon kovetése és ellendrzése

- az ¢érvelés vagy allitas kovetkezetességének nyomon kovetése ¢€s ellendrzése
(I1épésenként vagy atfogdan)

- az esetlegesen téves elképzelés feltarasa

(2) A kognitiv feldolgozas eredményének értékelése:
- az eredmények ¢és a kérdések kozotti megfelelés ellendrzése
- a kapott eredmény valoszeriiségének ellenérzése (arra valaszolt-e a megoldd, amire
kellett vagy az eredmény realis-e)

A metakognici6 fogalmat targyald fejezetiinket Flavell meghatarozasaval kezdtiik, miszerint a
metakognici6é az egyén sajat kognitiv folyamataira vonatkozo tudadsa és e folyamatok aktiv
megfigyelése (nyomon kovetése), kdvetkezetes szabalyozasa €s irdnyitasa (ellendrzése). Ez a
definici6 6sszhangban van a fejezetben eddig leirtakkal. A metakognicio két f6 6sszetevdje jol
azonosithatd. Az egyén sajat kognitiv folyamataira vonatkoz6 tudasa, a metakognitiv tudasnak
felel meg. A folyamatok aktiv megfigyelése, kovetkezetes szabalyozasa és iranyitasa pedig a
metakognitiv tevékenységeknek. Az aktiv megfigyelés a nyomon kovetést takarja, a
kovetkezetes szabalyozas és iranyitas pedig tdgan értelmezve az ellendrzési folyamatokat
jelenti. Mindezek a Nelson-Narens modell metaszintii folyamataival is parhuzamba allithatok.
A 2. éabran szemléltetjik a dolgozatunk fokuszaban all6 nyomon kovetd és ellendrzo
tevékenységek elhelyezkedését a metakognicid fogalomkorén beliil.

2. abra: A nyomon kéveto és ellenorzo tevékenységek elhelyezkedése a metakognicio fogalomkorén
beliil

Metakognicio

Metakognitiv Metakognitiv
tudas tevékenységek

Nyomon

" ) Ellendrzés
kovetés

Tervezés
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1.3. A metakognicio és a matematikai teljesitmény

Schoenfeld (1987) szerint a metakognicio tobbletértéke a matematikaoktatasban példaul abban
rejlik, hogy segiti a tanuldkat a matematikai fogalmak mélyebb megértésében és az
Osszefiiggések felismerésében. A metakognicio legfontosabb szerepe a matematikatanulasban
a sajat gondolkodasi folyamatokrol vald tudds megszerzése, valamint a megfeleld nyomon
kovetési €s ellendrzési tevekenységek kialakitasa (Schneider, 2010).

A kutatok felvetették azt a kérdést, hogy a metakognitiv tevékenységek altalanos vagy tertilet-
specifikus készségek. Vannak tanulményok, amelyek azt talaltdk, hogy a metakognitiv
tevékenységek teriilet-specifikus készségként indulnak és késébb valnak altalanossa (Veenman
& Spaans, 2005; Van der Stel & Veenman, 2014). A kutatasok jellemzden azt mutatjak, hogy
a metakognitiv tevékenység inkabb altalanos mint sem matematika-specifikus jelenség az
egyén tanulasi folyamataban (Desoete, 2019; Zhao et al., 2019).

A metakognici6 és a matematikai teljesitmény kozotti kapcsolatot szamos kutatds vizsgalta.
Tobbek kozott a 2003-as PISA felmérések 1433 15 éves tanuld mintdja alapjan azt mutattak,
hogy az egyén metakognitiv fejlettségi szintje és a matematikai teljesitménye kozotti kapcsolat
jelentds (Schneider & Artelt, 2010). A metakognitiv fejlettségi szint alatt azt értjiik, hogy az
egyén milyen mértékben sajatitott el metakognitiv tudast és tevékenységeket (Flavell, 1978) és
azokat mennyire tudja adaptivan alkalmazni. Ezt a fejlettségi szintet viszont nehéz
megallapitani, hiszen mar utaltunk ra, hogy a metakognitiv fejlodés kiilonbozo képeket
mutathat az egyéni, probléma és kontextus jellemzoktol fiiggéen. A kutatok arrdl szamolnak
be, hogy a metakognitiv fejlettségi szint a matematikai teljesitmény egyik legfontosabb
elorejelzdje (Depaepe et al., 2010; Schneider & Artelt, 2010; Verschafel et al., 2017). Emellett
azt is megallapitjak, hogy a metakognitiv tudas és a metakognitiv tevékenységek a matematikai
teljesitmény kiilonallo elorejelz6i, illetve a metakognitiv fejlettségi szint Osszefligg a
problémamegoldé stratégiakkal és a tanulasi stratégiakkal (Zhao et al., 2019; Desoete, 2019).
A problémamegold6d dontéshozatala egy matematikai probléma megoldasa soran fligghet az
egyén metakognitiv fejlettségi szintjétol (Erbas, 2012).

Verschaffel (1999) arra a megallapitasra jutott, hogy a metakognici6 kiillondsen fontos a
matematikai problémamegoldds folyamatadban. Lester (1982) szerint az egyén metakognitiv
tuddsa és metakognitiv tevékenységei jelentds szerepet jatszanak a sikeres matematikai
problémamegoldasban a problémamegoldési folyamat barmely szakaszaban. A matematikai
problémamegoldas soran a megfeleld metakognitiv tevékenységek lehetdve teszik, hogy a
tanulo a tudasat és készségeit rugalmas, adaptiv modon alkalmazza. Ezt azért is fontos szem
el6tt tartani, mert nemzetkozi tanulméanyok kimutattak, hogy a tanulok nem teljesitenek jol az
egynél tobb 1épést igényld matematikai probléméaknal (Kramarski, 2008).

Szamos vizsgalat tart fel jelentds Osszefliggést a nyomon kdvetd, ellendrzd tevékenységek és a
matematikai teljesitmény kozott altalanos  iskolasoknal (Ozsoy, 2011), valamint
kozépiskolasoknal (Tobias & Everson, 2009; Roderer & Roebers, 2013). A hibas nyomon
kovetés és ellendrzés a relevans tartalmi tudds aktivalasaban és a kognitiv folyamatok
szabalyozasaban hianyossagokhoz vezethet (Hacker et al., 2008). Ennek kovetkeztében a
nyomon kdvetés €s ellendrzés mindsége rovid tavon befolyasolja az adott feladatban nyujtott
teljesitményt, hossza tavon pedig a matematikai problémamegoldasra vonatkozo kognitiv €s
metakognitiv tudas felhalmozodasat (Lingel et al., 2019).
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1.4. A matematikai problémamegoldas és a metakognicio

Dolgozatunkban a problémamegold6 és a metakognitiv tevékenységek egyiittesére matematikai
gondolkodasként hivatkozunk. Mason és munkatarsai (1982/2010, p. viii) tapasztalatai szerint
a matematikai gondolkodas a kovetkezokkel fejleszthetd:

- aproblémaban megfogalmazott kérdések kovetkezetes megvalaszolasaval;

- amegoldas soran szerzett tapasztalatokra valé reflektalassal,

- azintuiciok és a cselekvések dsszekapcsolasaval;

- aproblémamegoldas folyamatanak ut6lagos tanulmanyozaséaval;

- atanultak korabbi tapasztalatainkhoz valo illesztésével (asszimilacio és
akkomodacio).

Vegyiik észre, hogy a masodik, negyedik és 6todik pontok a Polya Gyorgy (1945/1977) altal
felallitott problémamegoldé modell ¢és folyamat (4)-es szakaszanak tevékenységkoréhez
kapcsolodnak. A Pélya-modell négy fazisa:

(1) A feladat megértése

(2) Tervkeészités

(3) A terv végrehajtasa

(4) A megoldas vizsgélata (Visszatekintés)

Polya A gondolkodas iskoldja (1945/1977) cimii kdnyvében ezen 1épéseket segitd kérdésekkel
¢s utasitasokkal latta el, amik az egyes szakaszok végrehajtasat, tehat a problémamegoldés
folyamatat tdmogatjak ¢és vezetik egy sajat belsé parbeszéd fenntartdsdval. Az egyes
szakaszokban ¢és a hozzajuk kapcsolddo kérdésekben metakognitiv tevékenységeket (tervezés,
nyomon kovetés, ellendrzés) azonosithatunk.

Schoenfeld (1985, 1992) kutatasai alapjan azt talalta, hogy Polya modellje tul altalanos.
Részletesebb, konkrétabb 1€pésekre és utasitdsokra van sziiksége a tanuloknak ahhoz, hogy
fejlédjon a problémamegoldd képességiik. Lester (1985) azt nehezményezte a Polya-
modellben, hogy a metakognitiv folyamatok nem expliciten szerepelnek benne, ezért egy
kognitiv-metakognitiv problémamegolddé modellt hozott Iétre a Polya-modell kiegészitésére.
Lester (1985) problémamemgold6 modelljének egyik alapelve, hogy a metakognitiv sszetevok
iranyitjak a kognitiv tevékenységeket. Lester modellje a kdvetkez6 szakaszokbol all, amelyek
mindegyike kognitiv és metakognitiv tevékenységeket is tartalmaz, utobbiak zardjelben
szerepelnek:

(1) T4jékozodasi szakasz (stratégiai viselkedés a probléma felmérésére és megértésére)

(2) Szervezési szakasz (a viselkedés megtervezése ¢€s a cselekvések kivalasztasa)

(3) Kivitelezési szakasz (a viselkedés szabalyozasa a tervek megvalositasa érdekében,
1épések végrehajtasa és nyomon kovetése)

(4) Ellendrzési szakasz (a meghozott dontések €és a végrehajtott tervek eredményeinek
értékelése)

Az 1. tablazatban a Pdlya- és a Lester-modell szakaszainak néhany lehetséges mozzanatat
mutatjuk meg.
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1. tablazat: Polya és Lester modelljének lehetséges mozzanatai szakaszonként

Pélya-modell (1945) néhany utasitisa

Példak metakognitiv elemekre Lester (1985)
modelljébal

A feladat megértése:

Ertelmezziik a feladat szovegét és
fogalmazzuk meg sajat szavainkkal a
feladatot, esetleg jatsszuk el!

Mit keresiink? Mi van adva? Mit kotiink ki?
Van-e adathiany, adattdbblet, ellentmondas?
Rajzoljunk, szemléltessiink! Vezessiink be
alkalmas jelolést!

Téjékozodasi szakasz:

Kulcsszavakat keresek, amik ttbaigazitanak.
Szamomra tal nagyok a problémaban szerepld
szamok.

Tipusfeladatnak tiinik.

Nem tudom mit tegyek a megoldas érdekében.
Ez nem hasonlit a korabban megoldott
feladatokhoz.

Tervkészités:

Keressiink hasonl6 feladatot vagy tegyiik
egyszerlibbé a kitlizott feladatot! Hogyan
tudom felhasznalni?

Bontsuk részekre a feladatot!

A megoldés folyamatanak abrazolasa.

A megoldashoz sziikséges eszk6zok,
modszerek meghatarozasa.

Szervezési szakasz:

A problémat ugy tudom megoldani, hogy ...
Nem vagyok benne biztos, de szerintem ezzel
a modszerrel megoldhat6 egy ilyen probléma.
Ez egy tipusfeladat, amit ugy fogok
megoldani, mint a tobbit.

A terv végrehajtasa:

Haladjunk lépésenként!
Ellendrizziink lépésenként!

Kivitelezési szakasz:

Ez bonyolult. Figyelmesen kell haladnom a
1épésekkel.

Ez a moédszer nem miikddik. Megprobalok

mast kell keresni.

Ki kell mondjam mit csinalok, mert segit a

nyomon kdvetésben.

A megoldas vizsgalata (Visszatekintés):

Ellendrizziik az eredmény realitasat és
helyességét!

Ellendrizziik a kovetkeztetések helyességét!
Hatarozzuk meg a megoldas
kulcsmozzanatait, tudatositsuk a megoldasi
modszert!

Keressiink masik megoldasi modszert!
Keressiink kapcsolatot mas problémakkal!
Keressiink kovetkezményeket, altalanositast!
Fogalmazzunk meg 0j kérdéseket a
problémahoz!

Ellen6rzési szakasz:

Nem voltam figyelmes. Jobban kell
ellendriznem a lépéseimet.

Nem vagyok benne biztos, hogy ez a terv
megfeleld. Jobb, ha ujra atnézem.

Nem vagyok biztos benne, hogy értem a
feladatot. Inkabb ujra elolvasom.

Az eredmény til nagynak tiinik. Ellenériznem
kell.

Ugy gondoltam, hogy ez egy tipusfeladat, de
szerintem mégsem.

Lester modellje abban tér el Polyaétdl, hogy az utols6 szakasz nem tartalmazza a
kulecsmozzanatok és a megoldasi modszer tudatositasat, masik megoldasi modszer keresését,
kapcsolodast mas problémakhoz, a kovetkezmények és az A4ltalanositds lehetdségének
vizsgalatat, illetve az j kérdések vagy probléma alkotasat. Mar az utolsé szakasz elnevezése is
arulkodo, hiszen a Lester-modellben ez a szakasz nem a megoldas vizsgalata, hanem az
ellendrzés nevet viseli. Ennek megfelelden Lester inkdbb az ellendrzési folyamatot
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hangsulyozza. Az éltala felsorolt mozzanatok parhuzamba allithatok a nyomon kovetéshez és
ellendrzéshez kapcsolodod részfeladatokkal, melyeket kordbban részletesen targyaltunk (lasd
14. oldal).

- A tajékozodasi és szervezési Szakasz értékelése: a reprezentaciok megfelelosége, a
dontések megfeleldsége, a tervek és a célok dsszhangja.
A felsoroltak a kovetkez6 nyomon koveto és ellendrzo tevékenységekhez kapcsolodnak:
a probléma kovetelményeinek és koriilményeinek nyomon kovetése és ellendrzése; az
alkalmazott jelolés vagy abrazolas ellendrzése; az alkalmazott eszkdzok és eljarasok
érvényességének vagy megfeleldségének nyomon kovetése és ellendrzése.

- A kivitelezési értékelése: 1épések eredményeinek ellendrzése, a részeredmények
Osszhangja a tervekkel és a probléma koriilményeivel, a végeredmény Osszhangja a
probléma koriilményeivel.

Ezek az alabbi nyomon koveto és ellendrzo tevékenységekkel azonosithatok:
témaspecifikus szamitas nyomon kovetése ¢€s ellendrzése; az érvelés vagy allitas
kovetkezetességének nyomon kovetése és ellendrzése (Iépésenként vagy atfogodan); az
esetlegesen téves elképzelés feltarasa; az eredmények és a kérdések kozotti megfelelés
ellendrzése; a kapott eredmény valoszeriiségének ellendrzése.

Dolgozatunkban els6sorban a Lester-modell kivitelezési és ellendrzési szakaszaiban vizsgajuk
a tanulok nyomon kdvetd €s ellendrzo tevékenységeit.

A problémamegoldas folyamatahoz ¢és modelljeinez fontos megemliteni, hogy a
problémamegoldas nem egy linedris lépéssorozat. Az emlitett modellek alkotéi mind felhivtak
a figyelmet arra, hogy egy dinamikus, ciklikus folyamatrél van sz6 (Ambrus, 1995). Wilson és
munkatarsainak (1994) abraja (lasd 3. abra) ezt szemlélteti. Az egyes szakaszok sorrendje nem
allando, hanem alkalmazkodik a felmeriil6 helyzetekhez, igy rugalmas a szakaszok kapcsolata.
Mindez tehat azt is jelenti, hogy a visszatekintés fazisanak nem feltétleniil csak a
problémamegoldasi folyamat végén kell bekdvetkeznie, hanem kapcsolodhat a tobbi fazishoz
is. A probléma megértése, a terv kidolgozésa és a terv végrehajtadsa kdzben is megvaldsulhat
egy rugalmas folyamat részeként, amelynek soran a problémamegoldok ide-oda cikaznak a
fazisok kozott (Polya, 1945/1977; Lesh & Zawojewski, 2007; Ohelndorf, 2017). Ez
parhuzamba allithaté azzal, amit mar emlitettiik a 11. oldalon, hogy a nyomon koveto és
ellendrz6 tevékenységek, az egyes fazisokon athuzodva végig jelen vannak a
problémamegoldas soran (Schneider, 1998). A 3. 4bra kozepén lathatjuk, hogy az irdnyitd,
szabalyozo folyamatok feliigyeletével miikodik a modell, amelyek a metaszintii folyamatoknak
felelnek meg a Nelson-Narens modell értelmezésében (1asd 11-12. oldal).
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3. abra: A problémamegoldas dinamikus, ciklikus folyamatanak szemléltetése

Probléma e A probléma

megértése
Iranyito,
Visszatekintés “ szabalyozé Tervkészités

folyamat

AN

Tehat a fazisok kapcsolata rugalmas, sét a tapasztalatok szerint a gyakorlatban a tervkészitési
¢és a kivitelezési fazisokat nehéz szétvalasztani, 1ényegében parhuzamosan zajlanak. Ennek
megfelelden példaul Mason és munkatarsai (1982/2010) a problémak megoldasanak folyamatat
harom f6 szakaszra osztottak:

(1) Belépés
(2) Tamadas
(3) Feliilvizsgalat

Aterv
kivitelezése

A feliilvizsgalatot tovabbi harom részre osztottak (ellendrzés, reflexio, Kiterjesztés), és ez
felosztas tartalmazza az altalunk kiemelten vizsgalt ellendrzés részt. Az alabbiakban részletesen
bemutatjuk a modell altal leirt teljes folyamatot, mert a nyomon kovetésnek és ellenérzésnek
szerepe van minden szakaszban.

A belépési szakasz akkor kezdddik, amikor eldszor talalkozunk a kérdéssel, és akkor ér véget,
amikor mar beleéltiik magunkat a probléma megoldasanak megkezdésébe. A belépési szakasz
sokaknak csak annyit jelent, hogy egyszer-kétszer elolvassak a problémat, majd azt varjak,
hogy rogton a megoldashoz vezeté uton talaljak magukat. Ez azonban ritkdn lehetséges. A
belépési fazisban végzett munka megalapozza a tamadasi fazis hatékonysagat, ezért sziikséges
megfeleld id6t szanni rd. A tdmadas gyakran azért nem sikeres, mert gond van a probléma
megértésével. Két fo feladatunk van a belépési szakaszban: elsajatitani a megadott
informaciokat, és kideriteni, hogy mit is kérdez valdjdban a probléma. A kutatasok szerint a
sikeresebb problémamegoldok sokkal tobb id6t toltenek a probléma megértésével, elemzésével,
reprezentalasaval, megoldasi terv készitésével, tehat a megoldas kezdeti 1épéseivel, mint a
kevésbé sikeres tarsaik (Schoenfeld, 1992).

A gondolkodas akkor 1ép a tdmadas fazisaba, amikor ugy érezziik, hogy a probléma
kortilményei és célja belénk ivodtak. A fazis akkor fejezddik be, amikor a problémat feladjuk
vagy megoldjuk. A tdmadas fazisaban végbemend matematikai tevékenységek Osszetettek és
valtozatosak. A tdmadas soran tobbféle megkdzelitést lehet alkalmazni, tobbféle tervet lehet
megfogalmazni és kiprobalni. Egy-egy Uj terv megvalositadsakor a munka nagy iitemben
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haladhat. Masrészt, amikor mar minden Gtletet kiprobaltunk, hossz toprengési iddszakok
jellemezhetik a fazist, amikor 0j felismerésre vagy 1j megkdzelitésre kell varni. A nehézségek
megoldasara tett kisérletek maradhatnak a tamadasi fazison beliil, vagy visszavezethetnek a
belépéshez. Akar feladtuk, akar megoldottuk a problémat, elengedhetetlen a harmadik fazis, a
feliilvizsgalat.

A hérom fazis koziil a tamadas tiinhet a legfontosabbnak, mivel ez foglalja magaban a
nyilvanvald6 matematikai tevékenység nagy részét. Ennek azonban éppen az ellenkezdje a
helyzet. A legtobben azért sikertelenek egy probléma megoldasdban, mert nem forditanak kelld
figyelmet a belépés és a feliilvizsgalat szakaszara. A feliilvizsgalatnak szentelt id6 a korabban
megoldott problémakra is vonatkozik, mert a tapasztalatokbdl valé tanulds a gondolkodasunk
kulcsfontossagli mozzanatainak attekintését is magaban foglalja. Ha megfelel6 mindségben
megtorténik a felillvizsgalat, akkor az egyes problémak tanulsagait sokkal nagyobb
valoszintiséggel tudjuk alkalmazni a késébbiekben.

A feliilvizsgalat sordn visszatekinthetiink a torténtekre, hogy ellendrizziink, fejlessziik és
bdvitsiik gondolkodasi képességeinket, és megprobaljuk altalanosabb kontextusba helyezni a
megoldasunkat. Egy hiba vagy hianyossag felfedezése visszavezethet a belépéshez vagy a
tdmadashoz (ciklikus folyamat). Csak a megrekedésbdl és annak elfogadasabol lehet
megtanulni, hogyan lehet kilépni beldle. Ha egy érdekes 0 kérdésre deriil fény, esetleg a
megoldas altalanositdsa révén, az egész folyamat Ujrakezdddik. A tanulds nagy része a
feliilvizsgalati fazis eredményeként jon létre, de ezt a tevékenységet tul gyakran figyelmen
kiviil hagyjak.

Mason és munkatarsai (1982/2010) tovabbi harom részre osztottak a feliilvizsgalati szakaszt,
amely tehat dontd fontossdgli a matematikai gondolkodas fejlesztéséhez. A feliilvizsgalat
magaban foglalja, hogy ellendrizziik tevékenységiinket, és reflektalunk a kulcsgondolatokra és
kulcsmozzanatokra. Illetve tartalmazza az eldretekintést is, hogy a folyamatokat és az
eredményeket tagabb kontextusba terjeszthessiik ki. A feliilvizsgalat harom fazisdnak
ismertetését Mason és munkatarsai (1982/2010) konyvének idevonatkozo részeibdl sajat
forditasban kozoljiik.

(3a) A levezetés ellendrzése (Check)

Az ellendrzés részeit pontonként parhuzamba allitjuk a nyomon koévetd és ellenérzd
tevékenység megfelel részfeladataival (1asd 14. oldal). Ezeket a felsorolt tevékenységek utan
zéarojelben tiintetjlik fel. ,,Egy problémanal tobbféle ellendrzést kell elvégezni:

- Ellendrizni kell aritmetikailag és algebrailag a szdmitasi hibak elkertilése érdekében.
(témaspecifikus szamitas ellendrzése)

- Ellendrizni kell, hogy célravezetd szamitasokat alkalmaztunk-e.
(az alkalmazott eszkozok és eljarasok érvényességének vagy megfeleldségének
nyomon kovetése €s ellendrzése)

- Ellendrizni kell a feltételezések kovetkezményeinek helytallosagat.
(az érvelés vagy allitas kovetkezetességének nyomon kovetése és ellendrzése)

- Ellendrizni kell, hogy valéban megvalaszoltuk-e az eredeti kérdést.
(az eredmények ¢és a kérdések kozotti megfelelés ellendrzése, a kapott eredmény
valoszertiségének ellendrzése)

A hibak keresése azaltal, hogy pontosan megismételjiik azt, amit mar megtettiink, rossz médja
az ellendrzésnek. Mas, akar egyszerlibb modszerekkel probalkozva ellendrizhetjiik a
végeredményiink helyességét. Hogyan lehetiink teljesen biztosak abban, hogy nem kdvettiink
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el hibat? Nem feltétleniil lehetiink biztosak benne. Vannak eredmények, amelyeket a
matematikusok hosszu évekig helyesnek fogadtak el, mégis utdlag hibdkat talaltak benniik. Az
ellendrzés tehat nehéz feladat.” (Mason et al., 1982/2010, p. 37)*

Lucangeli ¢s munkatarsai (2019) arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy a metakognitiv €s
matematikai teljesitményeket hibaelemzéssel gazdagité pszichopedagdgiai beavatkozasok
hatékonyan segithetik el6 mind a metakognitiv tevékenységek, mind a matematikai
teljesitmény fejlédését 2. osztalytol 9. osztalyig. Mason és munkatarsai (1982/2010) szerint
sokkal tobbet lehet tanulni egy sikertelen probalkozasbol, mint egy gyorsan megoldott
problémabol, feltéve, hogy komolyan atgondoljuk a problémat és ujra végig gondoljuk a
megoldas modjat. Polya (1945/1977) és Schoenfeld (1992) is fontosnak tartja, hogy a tanulok
sokat tanulhatnak hibas megoldasaikbol is, amennyiben feltarjak és elemzik az ehhez vezetd
gondolatmeneteiket. Ezért az ilyen esetek kezelését érdemes tanitani.

(3b) Reflexid a kulcsgondolatokra és a kulcsmozzanatokra (Reflect)

A reflektalas az egész feliilvizsgalati tazis kozponti eleme, talan a legfontosabb tevékenység
a matematikai gondolkodés fejlesztéséhez. A kozhellyel ellentétben nem tanulunk a
tapasztalatainkbol. Vagyis csak akkor, ha reflektalunk arra, amit tettiink. Ossze kell szedni és
rendszerezni a levezetés kulcsgondolatait €s kulcsmozzanatait. A kulcsgondolatok felidézése
¢s szemléletessé tétele a modja annak, hogy felépitsiik a tapasztalatainkat, a matematikai

triikkok tarhdzat. A kulcsmomentumok felidézésében nagy segitség, ha van egy irdsos
beszamol6 a gondolkodasunkrél.” (Mason et al., 1982/2010, p. 38)?

(3c) Kiterjesztés tagabb kontextusra (Extend)

,»A kiterjesztés kéz a kézben jar a reflexioval. Ahogy visszanéziink, hogy mi volt a fontos, a
megértés novekszik, €s a korabbi faradsdgos munka néha varatlanul értékes eredményt hozhat
még egy kis plusz erdfeszitéssel.” (Mason et al., 1982/2010, p. 38-39)*

Dolgozatunk elsésorban a Polya- és Lester-féle modellek (3) és (4), illetve a Mason-modell (2)
¢s (3) fazisdban megvaldsuldé nyomon kovetd és ellendrzo tevékenységeket vizsgalja. A Polya-
fele és a Mason-féle modellek utolso fazisanak tevékenységkorét igy sziikebben, inkabb csak
az ellendrzés ¢€és bizonyos szintll reflexid szempontjabol vizsgéaljuk. A 2. tablazatban
osszefoglaljuk és parhuzamba allitjuk a targyalt modellek szakaszait.

2. tablazat: A harom altalunk ismertetett modell dsszehasonlitasa

Mason és munkatarsai
Poélya (1945/1 Lester (1
olya (1945/1977) ester (1985) (1982/2010)
A feladat megértése Tajékozodasi szakasz Belépés
Tervkészités Szervezési szakasz , ,
p — — P~ Tamadas
A terv végrehajtasa Kivitelezési szakasz
Ellendrzési szakasz Ellen6rzés
A megoldas vizsgalata Reflexid Feliilvizsgélat
Kiterjesztés

A héarom problémamegolddé modell attekintésébdl lathatjuk, hogy a nyomon koévetés és
ellenérzés mint metakognitiv tevékenységek minden fazisban megvalosulnak vagy
megvalosulhatnak. Ugyanakkor jellemz6en a modellek utolsé fazisaiban aktivabbak a nyomon

L A szerzb sajat forditasa.
2 A szerzd sajat forditasa.
3 A szerz§ sajat forditasa.
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kovetd és ellendrzé tevékenységek (Garofalo & Lester 1985). A megoldas megsziiletését
koveto fazisrol (az ismertetett modellek utolsé fazisa) azonban tobb kutatdé megallapitotta, hogy
a legelhanyagoltabb fazis (Wilson et al., 1993; Cai & Brook, 2006; Jacobbe, 2007; Ohlendorf,
2017; Mason, 2022). Ohlendorf (2017) osszegytjtotte azokat a lehetséges okokat, amik miatt
nehéz ravenni a tanuldkat a visszatekintd tevékenységekre. Erds és berogziilt az a tanuldi
meggy06z6dés, hogy a problémamegoldds egyetlen célja, hogy a feladat szovegében
megfogalmazott kérdésre valaszoljunk. Az eldirt tananyaggal gyorsan kell haladnia a tanarnak
ahhoz, hogy idében sikeriiljon mindent &tvenni, igy bizonyos tevékenységek hattérbe
szorulnak. A szamonkérés ¢s értékelés modjai nem vagy csak minimalisan helyeznek hangsulyt
a visszatekintésre. A felsoroltak a visszatekintés fazis gatjai, de egyuttal a nyomon kdvetd €s
ellen6rz6 tevékenységek akadalyozo tényez6irél is beszélhetiink. Ugyanakkor ezen
tevékenységek fontossagat és elvarasat jelzi a magyar Nemzeti Alaptanterv 5. alapelve is, amely
tartalmazza a kovetkezot: ,, 4 tanulo fejlessze a logikus, pontos, kreativ, mérlegelo, stratégiai
és rendszerezo gondolkodasadt.” (NAT, 2020, p. 328). Bar ez nagyon tag értelmezést ad a
megvaldsithatdosdg szempontjabol, parhuzamba 4llithaté a metakognitiv tuddssal és
tevékenységekkel.

1.5. A metakognicio fejlodése és tanitasa

A metakognitiv fejlettségi szint mint tényezd, hasznosnak tlinik a matematikai teljesitmény
egyéni kiillonbségeinek magyardzatara, de arra a kérdésre, hogy a matematikaban gyengén
teljesité tanulok a metakognicio terén is eltérden teljesitenck-e, még nem kaptunk valaszt
(Desoete, 2019). Szamos intervencios vizsgalat bizonyitotta, hogy a "normal" tanuldk és a
kiilondsen alacsony matematikai teljesitménytiek is jelentdsen profitdlnak a metakognitiv
oktatasi eljarasokbol (Schneider & Artelt, 2010). Schneider (2008) dsszefoglaldjabol kidertil,
hogy a metakognitiv tudas és a metakognitiv tevékenységek fejlédési utja kiillonbozo. Az eldbbi
fejlodési palydja egyenletesnek mondhatd, a metakognitiv tevékenységek viszont nem
mutatnak ilyen egyértelmii fejlédési mintat. Hasonld tapasztalatra hivja fel a figyelmet
Alexander és munkatarsai (1995) tehetséges gyerekek korében végzett kutatasa, amely azt
mutatta, hogy a metakognitiv tudds egyenletesen fejlédik, a metakognitiv tevékenységek
esetében azonban ez nem mondhato el. Bar a kutatasbol kideriilt, hogy a magas szintii
intelligencia és kognitiv teljesitmény nem feltétleniil jelentenek magas szintli metakognitiv
tevékenységet, a kognitiv és a metakognitiv fejlédés szorosan dsszefligg. A kognitiv fejléddést
jellemzi, hogy novekszik a metaszintr6l a targyszintre atkeriilé gondolatok szama (Csikos,
2016). Tobbek kozott erre és a metakognitiv tevékenységek valtozasara ad példat a kovetkezd
idézet.
A legegyszeriibb alapmiiveleti szamolasi feladatot (példaul: mennyi 5+2?) az
ovodas gyermek egész sor metakognitiv stratégia miikodtetésével oldja meg.
Eloszor eldonti, értelmes és megoldhato-e szamara a feladat, majd valamilyen
szamolasi stratégiat keres, és annak miikodését feliigyeli, amikor az ujjain
kiszamolja a végeredményt. Ez a gondolat vezethet oda, hogy bizonyos problémdk,
feladatok a gyermek szamdra metakognitiv stratégiak felhasznalasat igénylik, a
felnott szamara pedig a gondolkodds tudatos kontrollja nélkiil, algoritmikusan
megoldhatok. Ez az onmagdban természetes fejlodési utnak tarthato jelenség
azonban visszaiithet, amikor egy készség fejlodése az automatizaltsag magas
szintjére jut. Ha alapmiiveletekkel jol bano gyermek egy szoveges feladatban
talalkozik két szamadattal, és meglatia a ,,nagyobb” szot, akkor a metakognicio
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kikapcsolasa mellett szinte bizonyosan désszeadja a két szamadatot, és a kapott
ujabb szamot tekinti végeredménynek.” (Csikos, 2016, p. 67-68)

Csikos (2022a) szerint metakognitiv (metaszintli) és nem metakognitiv (targyszintii)
folyamatok kezdetektdl vald allando6 jelenléte figyelhetdé meg az alapkészségeink fejlédésében.
A fejlédést pedig az jelentheti, hogy a korabbi metaszinti folyamatok automatizmusokka
valnak és igy ujabb metaszintii folyamatok kaphatnak teret.

elésegithetd a kognitiv fejlodés (Schneider & Artelt, 2010). A Flavell és tarsai altal végzett
korai kutatasokbol az volt levonhatd, hogy a metakognitiv fejlédés nagy része 8-9 éves korig
befejezédik (Kreutzer et al., 1975). Mas kutatasok szerint azonban amellett, hogy a
metakognitiv képességek meglehetdsen lassan fejlddnek az iskolai évek soran, kimutattak,
hogy még a serdiiloknél és a felndtteknél is van tovabbi lehet6ség a fejlodésre (Brown et al.,
1983; Weil et al., 2013). Schneider (2008) azt talalta, hogy a metakognitiv tudassal kapcsolatos
eredmények folyamatos javulast mutatnak gyermek- ¢s serdiildkorban, viszont a metakognitiv
tevékenységek fejlodésére vonatkoz6 eredmények nem mutatnak ilyen meghatdrozott fejlodési
ivet az életkor szerint. A megfigyelt életkori trendek szignifikansak az ellendrz6 tevékenységek
esetében, de nem hangstlyosak a nyomon kovetd tevékenységek tekintetében. Schneider
(2010) osszefoglaldja ugyanakkor hangstlyozza az oktatasi kontextusok fontossagat a fejlodési
valtozdsok szempontjabol, A dolgozatunk kutatasi Urt kivan betdlteni azzal, hogy a
A metakognicio fejlesztésének elengedhetetlen feltétele a tanarok, illetve a tanitasi folyamat
vizsgalata a témdban. Depaepe €s munkatarsai (2010) kimutattdk, hogy a tanarok ritkan, vagy
egyaltalan nem foglalkoznak a metakognitiv tevékenységek hasznalatanak "hogyan" és "miért"
kérdéseivel. Dignath és Biittner (2018) megerésitették, hogy a tandrok foként kognitiv és csak
nagyon kevés metakognitiv stratégiat tanitanak, ami arra utal, hogy sziikségiik lehet a
metakognicioval kapcsolatos képzésre és explicit utasitasokra. Desoete és Veenman (2006) azt
talaltak, hogy a tanarok hajlanddak erdfeszitést tenni a metakognicié tanitasara a tanodrakon
beliil, de sziikséglik van az eszk6zokre ahhoz, hogy a metakogniciot a tanorak szerves részeként
valositsak meg. Wafubwa és munkatarsai (2022) tanulmanya 213 kenyai matematikatanar
metakogniciordl alkotott felfogasat és bizonyos hattértényezOk metakogniciéra gyakorolt
hatasat vizsgaltdk. A tanulmany egyik fontos iizenete, hogy a tanarok csak akkor tudjak a
didkokat metakognitivva nevelni, ha 6k maguk is metakognitivak. Sziikség van arra, hogy a
tanarok tudatosan alkalmazzanak metakognitiv tevékenységeket és ezeket megfelelden
bemutassak, tanitsak a diakoknak. Az emlitett kutatas eredményei is ramutatnak arra, hogy a
tanarokat képezni kell a metakognicid kozépiskolai megvaldsitisa terén. A tandrok a
metakognitiv tevékenységek alkalmazasat akadalyozod okok kozott emlitették a nagy
osztalylétszamot, a nagy munkaterhelést és a motivaciojuk hianyat.

A metakogniciorol a kutatok tobbsége azt allitja, hogy tanulhato és tanitani kell (Schneider &
Artelt, 2010; Baten & Desoete, 2019; Hacker et al., 2019; Lucangeli et al., 2019; Shilo &
Kramarski, 2019). Donker és munkatarsainak (2014) metaanalizise 2000 és 2012 kozotti
kutatasok alapjan megerdsitette a metakognitiv ismeretek oktatasanak jelentdségét az iras,
olvasas, a természettudomanyok és a matematika teriiletén is az éltaldnos és kozépiskolas
korosztalynal. A matematikai készségek fejlesztése érdekében a metakognitiv készségeket
explicit mdédon kell tanitani, mivel azok nem fejlddnek spontdin modon a kozvetett
tapasztalatokbol. (Desoete & Veenman 2006; Ader 2019). Ennek egyik eszkéze, hogy a
tanulokat metakognitiv-matematikai diskurzusokba vonjak be, amely kdzben a metakognitiv
tevékenységeket ,,hogyan” és ,miért” kérdésekkel valtjak ki. Cohors-Fresenborg és Kaune
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(2001) és Kaune (2006) olyan matematikai tantervet dolgozott ki, amely el6térbe helyezte a
metakognitiv tevékenységeket és bizonyitotta a diskurzusokra kiemelt hangsulyt fektetd tanitas
jelentoségét a matematikai problémak megértése szempontjabol. Kutatdsaik szerint az
osztalyban zajloé tanulasi folyamat csak akkor vezethet mély megértéshez, ha a kapcsolodo
metakognitiv tevékenységeket a tanar jol megtervezi és koherens megbeszélés, vita valosul
meg, vagyis a tartalom elsajatitisaban a tanuld aktivan részt vesz, mind sajat, mind tarsai
gondolatmenetét folyamatosan nyomon koveti és ellendrzi. Példaul a megoldashoz valé eljutés
modjanak megvitatasa lehet6vé teszi, hogy a didkok megmagyarazzak gondolkodésukat, illetve
arra is lehetdséget ad, hogy tanuljanak a tobbi tanul6tdl, és hatékonyabb problémamegoldasi
modszereket fejlesszenek ki (Ohlendorf, 2017). Azon tanarok szamara, akik informaciokat
szeretnének gyljteni didkjaik metakognitiv folyamatairdl, az osztalytermi megbeszélés
hatékony moddszer (Csikos, 2022b). A tanuldok aktiv bevonasdhoz, a tanuldi metakognitiv
tevékenységek 0Osztonzéséhez és a hatékony tanuldshoz az oOrai  beszélgetéseknek
,.diszkurzivitast” kell tartalmaznia (Cohors-Fresenborg & Kaune, 2007; Nowinska, 2016). A
diszkurzivitds €és a negativ diszkurzivitas kifejezésekkel az oran elhangzott tanari
megnyilvanulésokat akarjuk osztalyozni €s mindsiteni.

- A diszkurzivitds a vita koherencidjanak és pontossdganak tdmogatisa érdekében
végzett tandri tevékenységeket jelenti. Diszkurziv tevékenységekre példa a tanulok
Otleteinek, stratégidinak, elképzeléseinek ¢és téves elképzeléseinek pontos
ujrafogalmazasa ¢és Osszehasonlitdsa, illetve Osszekapcsoldsa a matematikai
fogalmakkal vagy érvelésekkel. Akar maga a tanar teszi meg az eldz6 példékat, akar a
tanulokbol valtja ki ezeket a tevékenységeket, diszkurzivitasrdl beszéliink.

- Ezzel szemben a ,negativ diszkurzivitas” olyan szobeli megnyilvanulas a tanar
rész¢érol, amely negativan befolyasolja a szoban forgoé fogalom tanuldi megértését.
Ilyenek példaul azok a kérdések, amikre a tandr maga valaszol, vagy a kérdés
megértése nélkiil is egyértelmi a tanuld szdmara, hogy a tandr milyen valaszt var, vagy
a tanar nem megfelel szavakat hasznal és nem egyértelmii mondatokat fogalmaz meg,
vagy a tanar érvelésének a felépitése logikailag helytelen, vagy a tanar egy oda nem
ill6 gondolatot emel be a beszélgetésbe.

A diszkurzivitas, az osztalytermi megbesz¢lés mint pedagogiai eszkdz megjelenése €s elvarasa
nem ujkeletli a magyar matematikaoktatasban. A Varga Tamas nevével fémjelzett 1978-ban
bevezetett altalanos iskolai matematika tanterv modszertani alapelvei kozott megtalaljuk a
tanulok szobeli és irasbeli kifejezéképességének formalasat, az 6nalld véleményalkotasuk
fejlesztését és a vitak Osztonzését (Varga, 1988).

A magyar tanitasi gyakorlatban azonban mindezek ellenére az osztalytermi diskurzusok
jelenléte nem altalanos. Ennek okai sokfélék lehetnek. Egyik lehetséges magyarazat arra, hogy
a tanarok miért részesitik eldnyben a tanarkdzpontu oOraszervezést a tanuldkdzpontuval
szemben a tanarok kognitiv terhelésével fiigg Ossze. Ha tanulok az o6ran megkapjak a
lehetdséget az o0Onalld gondolkodasra ¢és a megfigyeléseik sajat szavakkal torténd
megfogalmazasara, akkor a tanar konnyen keriilhet olyan helyzetbe, hogy a kognitiv terhelése
novekszik (Kénya & Kovécs, 2020). A kognitiv terhelés a munkamemoridban (rovidtava
memoriaban) az informaciéfeldolgozas soran keletkezett terhelést jelenti (Ambrus, 2015).
Ennek oka az, hogy a tanarnak varatlan helyzeteket kell azonnal megértenie, értékelnie, majd
dontenie arrol, hogy hogyan kezelje a felmeriilt helyzetet. A tanar ezt a fajta terhelést
jellemzden gy csokkenti, hogy szamara minél kiszamithatobba teszi a tandrat, vagyis példaul
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a didkok megnyilvanulasait és felvetéseit, a tanulok kozotti vitakat hattérbe szoritja és inkabb
0 beszél és magyaraz (Konya & Kovacs, 2020). A tanulokdzpontt dravezetésbol adodo kognitiv
terhelés azonban gy is csokkenthetd, hogy a tanar sajat munkdjara rendszeresen reflektalva
minél tobb varhatd tanuloi reakciora késziil fel. Hasznos lehet az is, ha a tanar ismer széles
korben alkalmazhat6 atalanos és specidlis kérdéseket, sémakat, amiket hasznalhat bizonyos
helyzetekben (Konya & Kovacs, 2020).

Kramarski és munkatarsai (2013) rendszerezték azokat az altalanos és tartalom-specifikus
kérdéseket, amelyek egyuttal tamogatjak a tanulok metakognitiv tevékenységeit a matematikai
problémamegoldas soran és kapcsolddnak a kiilonb6z6 problémamegoldd-modellek fazisaihoz.
Ezeket a kérdéseket a tanulok feltehetik maguknak vagy a tanar ezen kérdésekkel 6sztondzheti
a tanuloit a sziikséges tevékenységekre.

Altaldnos kérdések: kiilonboz6 helyzetekben hasznalhatok, a figyelem osszpontositasara vagy
a tanulok gondolkodésanak 0sztonzésére szolgdlnak, fiiggetleniil a tartalmi tertilettol.

- A megértést segitd kérdések (példaul: Mi a probléma?)

- Az 6sszekotd kérdések (példaul: Mi a kiilonbség vagy hasonlosag? Hogyan igazolom
a kovetkeztetésemet?)

- A stratégiai kérdések (példaul: Mi a stratégia? Miért?)

- A reflexiés kérdések (példaul: Van-e értelme a megoldasnak? Elégedett vagyok-e
azzal, ahogy a feladattal szembenéztem? Megoldhato-e a feladat masképp?)

Tartalom-specifikus kérdések: konkrét matematikai tartalomhoz kothetdk, az esetleges tartalmi
megakadds, példaul hianyz6 tudédselem potlasat szolgélja vagy adott tartalomhoz kothetd
megoldasi stratégia felelevenitését 0sztonzi. Példaul: Milyen Iépéseket kell tennem egy ilyen
tipust feladat megoldasa soran? Mit csindlnék masképp legkdzelebb egy hasonlo tipust feladat
megoldéasa soran?

A metakognitiv tevékenységek oktatdsdnak a tanuloi teljesitményre gyakorolt pozitiv hatésait
de Boer ¢s munkatarsainak (2018) tematikus attekintése is megerdsitette. Kutatasok azt talaltak
a siker okanak, hogy a metakognitiv tevékenységek tanitasat a didkok szdmara beépitették a
mindennapokba és nem elszigetelten valositottdk meg, hanem a tantervbe integraltak, illetve a
tanarok nem egyetlen tevékenység hasznalatat hangstlyoztadk, hanem a tantargynak, az idébeli
korlatoknak ¢és a feladat egyéb kovetelményeinek megfeleld eljarasok rugalmas alkalmazésat
tanitottak (Schneider & Artelt, 2010; Desoete, 2019). Cornoldi és munkatarsai (1995) egy olyan
programot dolgoztak ki, amely a metakognicio fejlesztésére Osszpontositott, és tanulasi
nehézségekkel kiizdd és nem kiizdd gyerekeknél is hatékonynak bizonyult.

Ennek az alfejezetnek a zarasaként meg kell jegyezniink, hogy a metakogniciot adaptiv modon,
sziikségszerlien kell tanitani és hasznélni, és nem szabad elhanyagolni a természetesen és
automatikusan miikodo kognitiv készségek kialakitasahoz sziikséges rengeteg gyakorlast sem
(Csikos, 2022b). Eppen ezért is a tanarok fejlesztése és a pedagogusképzés szempontjabol
Duffy (2005) az adaptiv szakértelem fontossagat hangstlyozta. Veenman (2013) példaul arrol
szdmol be, hogy a metakognitivan kompetens tanuloknak nem kellene tovabbi képzésben
részesiilniiik a metakognicio terén, mivel az zavarhatja a metakognitiv tevékenységek spontan
hasznalatat. Azt, hogy kiket tekinthetiink metakognitivan kompetens tanuloknak, valamilyen
mérésbol kovetkeztetjiik, és kiilondsen a metakognitiv tevékenységek szempontjabol a
kiilonbozé mérdeszkdzok és eredményei kozott nem konnyti szintézist taldlni.
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1.6. A metakognicié mérése

Az egyén metakognitiv folyamatainak ¢és metakognitiv fejlettségi szintjének mérése
foglalkoztatja a kutatokat. A szakirodalomban lényegi kiilonbség van a metakognitiv tudés €s
a metakognitiv tevékenységek méréeszkozei kozott (Csikos, 2016). A metakognitiv tudas
mérése szinte megegyezik a targyi tudds mérésére alkalmas eszkozokkel, tesztekkel. A
metakognitiv tevékenységek méréséhez a metakognitiv tudashoz képest gyorsabb mitkodésébol
¢s markansabb tartalomhoz kotottségbol adodoan az eszk6zok Osszetettebbek. A metakognitiv
tevékenységek mérésére hasznalt modszereket aszerint csoportositjuk, hogy a mérés a
problémamegoldas folyamatahoz képest elobb, menetkézben, avagy utdlagosan torténik
(Csikos, 2004). A problémamegoldas folyamata el6tt és utan elsGsorban kérdbivek és szobeli
interjuk segitségével mérnek. A feladatmegoldas folyamata utdni mérések soran az elsédleges
cél a feladatmegoldas felidézése. A valds ideji (online) mérési eszkozok példaul a
szemmozgas-vizsgalat (eye-tracking), a megfigyelések (observations) és a hangosan
gondolkodtatas (think-aloud protocol).

A dolgozatunkban is alkalmazott hangosan gondolkodtatasnal a problémamegoldonak a
megoldas kozben szoban folyamatosan be kell szdmolnia a gondolatairdl, amelyek tobbek
kozott a tervezésrol, tanacstalansagrol, a feladat elemzésérdl, szamitasok elvégzésérdl, vagy az
eredmény ellendrzésérél szolnak (Csikos, 2016). A hangosan gondolkodtatds moddszere a
tudatos metakognitiv tapasztalatok mozzanatait ragadja meg (Jausovec, 1994) és nagy
pontossaggal mutathatja meg az interjualanyok szubjektiv tapasztalatait (Petitmengin, 2006).
Azonban azt is szem el6tt kell tartani, hogy a kognitiv készségeink mukddésérél gyakran
nehezen tudunk szoban nyilatkozni, amihez még azt is hozza kell tenni, hogy Libet (2002)
kutatédsai szerint a tudatos dontésekhez nagyjabodl fél masodperces idéegységek tarsithatok. Ez
azt is jelenti, hogy ha problémamegoldas kozben hozunk egy dontést, az csak egy kicsivel
késObb valik tudatossa. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a metakognitiv tevékenységek gyorsasaga
megakadalyozhatja az egyént abban, hogy a folyamattal egyidejiileg szoban is beszamoljon
roluk. A késobbi tudatos hozzaférés és a szobeli beszamolo lehetésége azonban megmarad
(Csikos, 2016). Az imént felsorolt hatranyok mérsékelhetdk, ha példaul a problémamegoldas
befejezését kovetden kériink szobeli beszamolot (retrospective verbal report) a tanuloktol,
amikor elmondjak, hogy mit csinaltak és hogyan gondolkodtak a folyamat soran (Baker &
Cerro, 2000).

A 3. és 4. fejezetben taldlhatod kutatdsainkban a tanulok problémamegoldas folyamata kozben
végzett irasbeli munkaiban figyeljiilk meg a metakognitiv tevékenységeket, illetve az arra utald
jeleket. Az 5. fejezetben a hangosan gondolkodtatés és szobeli beszamold modszerét egyiitt
alkalmazzuk. Majd a 6. fejezetben osztalymegbeszélés, vagyis szobeli megnyilvanulasok
alkalméaval a problémamegoldas folyamata koézben és utan figyeljik meg a tanuldkat
metakognitiv tevékenységre 0sztonzo helyzeteket.
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2. Kutatasi kérdések

A nyomon kovet6 és ellenérzé tevékenységekkel kapcsolatos empirikus vizsgalatainkhoz négy
6 kutatasi kérdést fogalmaztunk meg és mindegyikrdl a dolgozat egy-egy fejezete szamol be.
A 16 kutatasi kérdésekre tovabbi kérdések segitségével kerestiik a valaszokat.

K1. Hogyan jelenik meg a tanulok nyomon kovetd és ellendrzo tevékenysége az irasbeli
problémamegoldas kivitelezési és ellendrzési szakasza soran?

K1.1. Milyen jellegli ellendrz6 tevékenységeket végeznek a tanulok irdsban?

K1.2. Van-e kiilonbség az ellen6rzo tevékenységek mindségében a megoldas helyességétol
fliggden?

K1.3. Eszreveszik-e a tanulok az elkovetett hibat és tudjak-e azt javitani?

Ebben a kutatasban 9. osztalyos tanulok irasbeli munkaiban kerestiik a nyomon kovetd és
ellenérzé tevékenységekre utald nyomokat. A vizsgalatot nem elézte meg a metakognitiv
tevékenységekkel kapcsolatos célzott beavatkozas. Tehat arra voltunk kivancsiak, hogy
beavatkozas nélkiil mit figyelhetiink meg.

K2. Hatéssal van-e a nyomon kdvetd €s ellendrzé tevékenységekre az a metakognitiv tudas,
hogy egy feladatnak tobb, ezen beliil akar ellentmondast tartalmaz6 megoldésa is lehet?

K2.1. Kialakithaté-e egy adott témakdr tanitdsa soran az a metakognitiv tudas, hogy egy
feladatnak tobb, akar ellentmondést tartalmazd megoldasa is lehet?

K2.2. Milyen nyomon kovetd és ellendrz6 tevékenységek figyelheték meg egy olyan
feladat megoldasa soran, amelynek tobb, akar ellentmondast is tartalmaz6 megoldasa van?

Ebben a kutatdsban egy 9. osztdlyban megvalosuld fejlesztd kisérlet eredményességét és a
metakognitiv tevékenységekre vonatkozd hatdsat vizsgaltuk. A beavatkozasunk egy
meggy6z0dés, vagyis egy metakognitiv tudaselem feliilirdsara iranyult és ezaltal kapcsolodott
a metakognitiv tevékenységekhez.

K3. Hogyan tiikr6z6dnek a nyomon kovetd és ellen6rzé tevékenységek az irasbeli
problémamegoldast kdvetd szobeli magyarazatban?

K3.1. Azonosithatok-e nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységek a szobeli magyarazat
altal adott tobbletinformaciokban?

K3.2. Filigg-e a szdbeli magyardzatban azonositott nyomon kovetd és ellendrzd
tevékenységek mennyisége ¢és tipusa a feladatok témakorétol?

K3.3. Filigg-e a szobeli magyardzatban azonositott nyomon kovetd ¢és ellenérzo
tevékenységek mennyisége a tanulok irdsbeli teljesitményétol?

Ebben a kutatasban 11-12. osztalyos tanulok irasbeli problémamegoldasa €s a hozza tartozo
szobeli magyarazatuk kapcsolatdt elemeztiik. Kerestilk a metakognitiv tevékenységek
megjelenését, illetve azok jellemzoit a tanulok szobeli megnyilvanulédsai alapjan.
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K4. Hogyan jelennek meg a tanul6i nyomon kovet6 és ellenérzé tevékenységek a tanarjeldltek
orainak frontalis szakaszaiban?

K4.1. Eldfordulnak-e tanuldéi nyomon kdvetd és ellendrzd tevékenységek kivaltasara
alkalmas helyzetek a tanarjeldltek orainak frontalis szakaszaiban?

K4.2. Ha igen, hogyan kezeli a tanarjelolt ezeket a helyzeteket?

K4.3. Milyen tényezOk befolydsolhatjdk a tanuléi nyomon kovetd ¢&s ellendrzd
tevékenységek megjelenését az osztalytermi megbeszélésben a tanarjeloltek orain?

Ebben a kutatdsban tandrjeldltek oOrdit elemeztiik, abbol a szempontbodl, hogy a kiemelt
orarészletben hogyan kezelték a tanulokat metakognitiv tevékenységekre 6sztonzd helyzeteket
a frontalis munka soran. Megfigyeltiik, hogy mi jellemezte ezeket a helyzeteket és javaslatokat
tettlink arra, hogy hogyan lehetett volna egy-egy parbeszédet folytatni vagy masképp vezetni.

A 3. tablazat a négy kutatds néhany f0 jellemz6jét mutatja be, miel6tt az egyes fejezetekben
részletesen is targyalnank azokat.

3. tablazat: A négy kutatas f6 jellemzdi

Kutatasi Elozetes

Kérdések Mit vizsgaltunk? beavatkozs Korosztaly Létszam Korpusz

«i  problémamegoldis  beavatkosds 9. SRONAMOL 1 nugs feladatlap
problémamegoldas fejleszt

K2 (rasban kisérlet 9. osztaly 29 tanulo feladatlapok

hatésa

irasbeli célzott

K3 problémamegoldas beavatkozas 11-12. 27 tanuld feladatlapok és
kiegészitése szobeli kil osztaly hangfelvételek
magyarazattal netiku
problémamegoldast beavatkozas 9-12. osztaly, orai

K4 kovetd kil végzOs 7 tanarjelolt  feljegyzések és
osztalymegbeszélés etk tanarjeldltek az orak leirata
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3. Tanuldoi metakognitiv tevékenységek osztonzése és megfigyelése
iranyitott irasbeli problémamegoldas soran

3.1. Bevezeto

Ebben a fejezetben bemutatott kutatdssal az volt a célunk, hogy betekintést nyerjiink 9.
osztalyos didkok nyomon kovetd €s ellendrzo tevékenységeinek jellemzdibe az 6nallo irasbeli
problémamegoldas Kivitelezési és ellenérzési szakasza (Lester, 1985) soran. EgQy
kombinatorikai problémat tartalmazott az altalunk szerkesztett feladatlap, amelyen irasbeli
utasitasban kértiik a tanuloktol a megoldasuk 1épéseinek indoklasat, utana pedig az irasbeli
ellendrzést a megoldasuk helyességét illetden. Megfigyeléseinket nem eldzte meg semmilyen
célzott beavatkozas vagy fejlesztés ezen a teriileten.

Az ellendrzés kiilonosen nehéz feladat a tanuloknak, ha kombinatorikai problémarol van szo.
A kombinatorikai problémak tobbsége nem oldhato meg mechanikusan, hanem kritikai
gondolkodast igényel, igy aktivalja a metakognitiv tevékenységeket, a stratégiai tervezést,
ezaltal javithatja a matematikai teljesitményt (Csikos et al., 2012).

3.2. Kutatasi kérdések

K1. Hogyan jelenik meg a tanulék nyomon kovetd és ellen6rzd tevékenysége az irasbeli
problémamegoldas kivitelezési és ellendrzési szakasza soran?

K1.1. Milyen jellegii ellen6rzd tevékenységeket végeznek a tanulok irasban?

K1.2. Van-e kiilonbség az ellendrzd tevékenységek mindségében a megoldas helyességétol
fliggden?

K1.3. Eszreveszik-e a tanulok az elkovetett hibat és tudjak-e azt javitani?

3.3. Modszerek

A kutatas modszere a tanulok részletes irasbeli utasitasokkal tdmogatott irasbeli munkainak
(scaffolding médszer) kvalitativ tartalomelemzése egy mérési pontban lezajlott felmérés utan.

3.3.1. Minta

A metakognicié szempontjabol az altalanos iskolds korosztdlyhoz képest ritkdbban vizsgalt
kozépiskolasokat akartuk megfigyelni, mégpedig az altalanos iskola utan kozvetleniil
kovetkezd 9. évfolyamot. Kutatasunkban harom magyar kozépiskola 111 9. osztalyos didkja
vett részt. Két csoport emelt 6raszami matematikaval (heti 5 6ra), két csoport nyolcosztalyos
gimnaziumi, egy miszaki, egy gazdasagi és egy informatika iranyultsaga csoport (heti 4
matematika ora). Igyekeztiink olyan tanulokat bevonni a kutatisba, akik valdszinli, hogy
kedvelik a tantargyat és az atlagnal jobb képességliek, hiszen olyan profilt valasztottak, amely
a kozépiskolaban a kitelezonél nagyobb heti draszamot biztosit a matematikatanulashoz. Azért
is valasztottunk ilyen csoportokat, mert feltételezhetd, hogy tisztaban vannak a sziikséges targyi
ismeretekkel €és ismernek olyan eljarasokat, stratégidkat, amelyekkel a valasztott probléma
megoldhat6. Nem lett volna kedvezd szamunkra, ha a tanulok nem tudnak mit kezdeni a kitlizott
problémaval. Illetve Gigy gondoltuk, hogy az altalunk tervezett vizsgéalodast célszerlibb az
atlagosnal jobb teljesitményti tanuldkkal kezdeni €s késobb esetleg hozzdjuk viszonyitani. A
tanulokat kodokkal jeloltiik (példaul A1, F5 stb.), a késdbbiekben igy fogunk rajuk hivatkozni.
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3.3.2. Méroeszkoz

Egy feladatlapot allitottunk Ossze, amely tartalmazott egy kombinatorikai problémat és azt
Polya (1945/1977) problémamegoldd modelljének kérdéseihez igazodd konkrét irasbeli
utasitasokkal lattuk el. Példaul a megoldas kivitelezésekor a 1épések indoklasat kértiik (,,0ldd
meg a feladatot! Minden egyes 1épésedet indokold!”), majd a megoldas ellendrzését ("Vizsgald
meg a megoldasod! Ellendrizz! Biztos vagy benne, hogy j6 a megoldas? Miért?"). Ily modon a
Lester-modell (1985) kivitelezési és ellenOrzési szakaszat kivantuk életre kelteni. A
feladatlaphoz flizott utasitdsokkal az ugynevezett ,scaffolding” moddszerrel probaltuk
tdmogatni a didkok problémamegoldasat, illetve a nyomon kdveto és ellendrzd tevékenységeit.
A scaffolding olyan tAmogatasa a tanuloknak, amely lehetdvé teszi szdmukra, hogy magasabb
tevékenységi szinten dolgozzanak (Gonulal & Loewen, 2018). A modszer egyik f6 eleme az
irany fenntartdsa (direction maintenance), amely segit abban, hogy a tanul6i tevékenységek az
adott cél felé tartsanak.

A tanulok ezekben a fazisokban elvégzett munkait elemeztiik. A didkok nem kaptak kiilon
képzést az altalunk adott utasitasokrol.

A kombinatorikai problémanal két feltételnek is eleget tevd pozitiv egész szdmok darabszamat
kellett meghatarozni. A probléma a kovetkezd volt:

A 2006 olyan szam, amelyben a legkisebb helyi értéken dllo szamjegy haromszorosa a
legnagyobb helyi értéken dllo szamjegynek. Hany ilyen 2000-nél kisebb pozitiv egész szam
van?*

A megoldasi modszer lehetett példaul az esetszétvalasztas a szorzasi modszerrel vegyitve vagy
a keresett szdmok felsorolasa. A megoldas:

Mivel 2000-nél kisebb szamokat keresiink, igy a négyjegyii szamok kdrében
a legnagyobb helyiértéken, vagyis az ezresek helyén csak az 1-es szdmjegy
szerepelhet, aminek kovetkeztében az egyes helyiértéken 3-as kell, hogy
alljon:

l1oo3

A szazasok, illetve a tizesek helyén is szerepelhet 0-t6l 9-ig barmelyik
szamjegy, igy ez 10-10 = 100 darab négyjegyli szamot jelent. (szorzasi
modszer)

A haromjegyli szamok korében a szazasok helyén allhat az 1, a 2 vagy a 3-as
szamjegy is (esetszétvalasztas). Az egyesek helyiértékén pedig rendre a 3-
szoros értékek szerepelnek, azaza 3,a 6 vagy a 9:

1o3

206

309

A tizesek helyén 0-tol 9-ig szerepelhetnek a szdmok, vagyis esetenként 10
szam keriilhet szoba. Osszesen 3 - 10 = 30 darab harom jegy(i szamot lehet
igy képezni.

A kétjegyli szdmokat vizsgalva pedig Osszesen 3 szadm elégiti ki a feladat
feltételeit: a 13, a 26 és a 39.

4 Ez a probléma a 7. osztélyosoknak sz6l6 2006-os Zrinyi llona Matematikaverseny megyei forduléjanak 17.
feladata volt.
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Osszesitve a négy-, a harom- és a kétjegyii eseteket, azt kapjuk, hogy 100 + 30 + 3 = 133
darab olyan szdm van, amely kisebb 2000-nél és teljesiil, hogy a legnagyobb helyiértéken
szerepld szamjegy haromszorosa all a legkisebb helyiértéknek megfeleld helyen. Olyan
problémat akartunk adni a didkoknak, amelyet ,,j6zan ésszel”, specidlis tantargyi tudés nélkiil
meg lehet oldani. A probléma megoldasa utan utasitasokkal probaltuk kivaltani a tanulok
nyomon kovet6 és ellenérzé tevékenységeit. Elvartuk, hogy ellenérizzék, pontosan a megadott
feltételekkel oldottak-e meg a problémat, ellendrizzék az otletiiket és a megoldasuk 1épéseit,
esetleg ellendrizzék a végeredmény valosagtartalmat. Arra torekedtiink, hogy a megoldas
ellendrzése ne igényeljen bemagolt eljarast. Erre a célra alkalmas egy kombinatorikai probléma,
amelynek nehézsége, hogy nincsenek jol bevalt és megbizhato ellendrzési stratégiak (Mashiach
Eizenberg & Zaslavsky, 2003). Ezért azt vartuk, hogy a diakok munkaja tiikrozni fogja az
ellendrzéssel, értékeléssel kapcsolatos egyéni gondolkodast, hozzaallast, megitélést ¢&s
ismereteket.

3.3.3. Eljaras

A felmérések 2018 és 2022 kozott sziilettek, az éppen aktualis tanév 2. hetében. A matematika
oran kiosztott problémara 6nallé6 munka soran kb. 25 perce volt a didkoknak. Mivel a tanév
elején tortént a felmérés, a tanulok még az altalanos iskolai tudasuk alapjan oldottak meg a
problémat.

3.3.4. Elemzési szempontok

A didkok munkainak elemzésekor induktiv modon alakitottuk ki a vizsgalt szempontok
kategoriait.

1. szempont: A megoldas helyessége

Eldszor a tanuldk megoldasait osztalyoztuk. Valaszaikat 6t kategoridba soroltuk, amit a 4.
tablazat foglal 6ssze.

4. tablazat: A tanuloi megolddasok kategorizalasa

Kod Koadleiras

Helyes megoldas A tanul6 megkapta a helyes (133) végeredmeényt.

Lényegében helyes A tanul6é gondolatmenete helyes, de szamolasi hibat vétett, vagy
megoldas hidnyzik a végeredmény kiirasa.

Hianyos megoldas A tanuld 10 szdmjegy helyett 9-cel szamolt vagy a két feltétel

koziil csak az egyiket vette figyelembe. Akarmelyik eset 4ll fenn,
mas hibat nem vétett a tanulo.

Helytelen megoldas Az el6z6 harom kategoriak egyikébe sem tartozik, vagyis a tanulo
gondolatmenete részben vagy egészében helytelen.

Nincs A tanul6 nem foglalkozott a problémaval.

A helyes megoldast ismerjiik, a tobbi kategdridhoz mutatunk egy-egy példat a tanuloktol:

A 4. abran egy léenyegében helyes megoldast latunk. A C8-as tanul6 a koztes helyiértékeknél
eldszor a 10 helyett csak 9 szdmjeggyel szamolt, és €szrevette majd javitotta (nyomon kovetési
¢s ellendrzési mozzanat) a hibajat, kivéve egy esetnél, ezért kapott a 133 helyett 132 szdmot
valaszként.
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4. abra: A C8 tanulo lényegében helyes megoldasa

Az 5. abran egy hidnyos megoldast lathatunk. Hidnyos, mert a C2-es tanuld6 megoldasa bar
figyelembe vette a 2000-nél kisebb feltételt és vizsgalta a két-, harom- és négyjegyi eseteket,
viszont a szorzasi szabalyt alkalmazta az els6 és utolso szamjegyekre, ami a feltételeknek nem
megfeleld megoldéasokat is adott a két- és haromjegyti eseteknél.

5. abra: A C2 tanulo hianyos megoldasa




figyelembe vette a két feltételt (2000-nél kisebb és a haromszoros kapcsolat) és a koztes
helyiértékeken is 10 szamjegyet szerepeltetett, kizarolag a négyjegyli esettel szamolt a

megoldas soran.

crer

6. abra: A BY tanulo helytelen megolddsa

2. szempont: Az ellendrzési szakasz jellemzése, mindsége

A tanulok azon megnyilvanulasait, amelyeket arra adtak, hogy ,,Vizsgald meg a megoldasod!

Ellendrizz! Biztos vagy benne, hogy j6 a megoldas? Miért?” - négy kategdriaba soroltuk:

5. tablazat: Az ellendrzések kategorizalasa

Kad

Koédleiras

Masik mddszer

A tanuld az eredeti megoldasban hasznalt mddszer helyett egy
masikat hasznalt.

Teljes folyamat

A tanul6o a teljes megoldasi folyamatr6l adott attekintést,
ellendrzést vagy ujra megoldotta a problémat.

Felszines

A tanul6 a megoldasanak legalabb egy, de nem az 0Osszes
1épésérdl adott attekintést, ellendrzést, vagy a szamoldsat
ellendrizte, vagy konkrét példat adott a keresett szamokra.

Nincs ellendrzés

A tanul6 kifejezte véleményét a megoldasanak helyességérél egy
mondatban éltalanosan vagy nem irt semmit.
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A kovetkezokben néhany tanuldi példat mutatunk az ellendrzési tipusokra.

A 7. abran a D9-es tanuld eredeti megoldasa lathat6. A komplementer modszerrel hatarozta
meg, hogy hany darab szam felel meg a feltételeknek.

1. abra: D9 megoldasa komplementer modszerrel

|
| e Oldd meg a feladatot! Minden egyes lépésedet indokold!
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A 8. abra pedig azt mutatja, hogy a D9-es tanul6 ellendrzésként az eredetitdl egy kissé eltérd
modszerrel oldotta meg a problémat. Itt ugyanugy nézte az eseteket, de egybdl csak a szdba
johetd szamokkal foglalkozott. Bizonyos szinten 1j néz6pontbol végezte el a tanuld a szdba
jOhetd szamok Osszeszamolasat.

8. abra: D9 ellenorzése az eredeti megoldasatol kisse eltéro modszerrel

o Vizsgild meg a megoldéasod! Ellendrizz!
Bizto% vagy ber&ne,})squf joa megg}dés? Miért?
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A 9. dbran az Al-es tanul6d a megoldas teljes folyamatat éttekintette. Az Al-es diak kitér a két-
harom- és négyjegyll esetekre, a 2000-nél kisebb feltételre, a legnagyobb és legkisebb
helyiértéken szerepld szampdarokra, illetve a koztes helyiértéken szerepld szamjegyekre is.
Tehat a megoldas minden mozzanata emlitésre kerdil.

9. dabra: Al helyes megoldo ellendrzése

o Vizsgald meg a megoldasod! Ellendrizz!
Biztos vagy benne, hogy j6 a megoldas? Miért?

e T Je. 00, 994
ng q%m%;%mﬁ ﬂf/j:ﬁ’t A {’mim\ 400 [“(pmlf

0/‘7
%%W WWW 2000 A 7
2t b 3WWW *?‘M”‘“w

A 10. dbréan az F13-as tanulé a megoldas teljes folyamatdt probalta attekinteni, ellendrizni, igaz
rovidebben, mint az Al-es tarsa. Az ellendrz€sébdl is éppen az hianyzik, ami a megoldasabol,
vagyis a probléma szdvege altal emlitett 2000-nél kisebb feltétel.

10. dbra: F13 hibds megoldo ellendrzése

e Vizsgald meg a megoldasod! Ellendrizz!
Biztos vagy benne, hogy jé a megoldas? Miért?

/)g%/ Direr W///Jé W/WM dhporcdom *@/% W//WJ o V-
{,@MWMJ\MJ/ Wﬁb A ) Mwﬂ/ v W@MW
b e ”%’WW/% wﬂm &9 mpn,

Felszines dttekintés, ellendrzés: Irasbeli attekintés, ellendrzés a megoldasi folyamat egyes
1épéseire, de nem az Gsszes 1épésre (pl. "mert haromszor 3-ndl nagyobb szamjegy mar kétjegyli
szam" - utalva arra, hogy milyen esetek johetnek szoba a legnagyobb ¢és legkisebb helyiértékek
esetén). Ehhez a kategdridhoz tartoznak azok is, akik vagy csak néhany példat soroltak fel a
keresett szamokra, vagy Ujra elvégeztek egy korabban elvégzett szamitast (pl.: 100+30+3=133).
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Pé¢ldéaul a 11. abran lathatjuk, hogy az F17-es tanul6 roviden jraszamolta az egyes eseteknél
szoba johetd szamokat és ebbdl a végeredményt. Eszrevehetd, hogy a 132-t javitotta 133-ra,
amit egyébként a megoldasaban is megtett.

11. dbra: Az F17 helyes megoldo felszines ellendrzése

e Vizsgald meg a megoldasod! Ellendrizz!
Biztos vagy benne, hogy j6 a megold4s? Miért?

(08 O J. V00 =132

o N apbills ot pod i fyn

A 12. 4bran lathatd a példa, amikor egy tanuld (C2) minddssze egy mondatban kifejezi
magabiztossagat a megoldast illetden, barmiféle irasbeli ellendrzés nélkiil. Tegyiik hozza, hogy
nem volt helyes a megoldésa.

12. abra: C2 hibdzo megoldo ellendrzése

e Vizsgald meg a megoldasod! Ellenérizz!
Biztos vagy benne, hogy j6 a megoldas? Miért?

Ha valaki ebbe a kategoriaba keriilt, attol még a megoldas kivitelezése soran adddhatott
eredményt modositd athuzésa. Tehat ez a kategorizalas (az ellendrzések mindsitése) kizardlag
az ellendrzési szakaszhoz tartozo kérdéseinkre adott irasbeli valaszokat vizsgalta.

Megjegyzendd, hogy a didkok ellendrzéseit csak az irasbeli munkajuk alapjan vizsgaltuk. A
tanulok esetleg le nem irt ellendrzéseirdl nincs informécionk.

3. szempont: A nyomon koveto és ellen6rzo tevékenységek hatiasa a megoldasra (akar a
kivitelezési szakasz, akar az ellendrzési szakasz soran)

Els6 szempontként azt vizsgaltuk, hogy a megoldasban tortént-e olyan athtzas, ami az
eredményt modositotta? Ha volt, az utal arra, hogy vagy a kivitelezési vagy az ellendrzési
szakasz sordn nyomon kovetd tevékenység hatdsara ellen6rzé folyamat indult el (valdban
ellendrzés tortént) és megvaltozott a megoldas valamely részletérdl vagy egészérdl alkotott
gondolata a tanulonak.

Masodik szempontként azt vizsgéltuk, hogy az irasbeli munkak alapjan az ellendrzési
szakasznak (,,Vizsgald meg a megoldasod! Ellendrizz! Biztos vagy benne, hogy j6 a megoldés?
Miért?”) volt-e valamilyen észrevehetd hatasa a megoldasra? Tehat azt kerestiik, hogy akadt-e
olyan tanulo, aki az ellendrzés hatasara vette észre a hibajat és esetleg javitotta vagy modositotta
is a megoldasat.
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3.4. Eredmények és tapasztalatok

1. szempont: A megoldas helyessége

A 6. tablazat az egyes megoldasi kategoriakhoz tartozo tanulok aranyat mutatja be. Az
eredményekbdl azt latjuk, hogy a mintaban szerepld 111 didk kb. egyharmada tudta helyesen
megoldani a problémat. A tanulok 9%-a nem irt semmit a papirra, vagyis nincs nyoma, hogy
foglalkoztak volna a problémaval. Ezen 10 tanulé6 munkéja a tovabbiak szempontjabol
értékelhetetlen, igy a késdbbi elemzéshez a minta 101 fore sziikiilt.

6. tablazat: Az egyes megolddasi kategoriakhoz tartozo tanulok

Kod %
Helyes megoldas 30,6
Lényegében helyes megoldas 6,3
Hianyos megoldas 17,1
Helytelen megoldas 36,9
Nincs 9,0
Osszesen 100

2. szempont: Az ellenérzés minésége

A 7. tablazatbol latszik, hogy a 101 tanuldé kozel 57%-a probalkozott valamilyen tipust
ellendrzéssel (mdsik modszerrel, teljes folyamatra vonatkozoan vagy felszinesen).

7. tablazat: Az egyes ellendrzési kategoriahoz tartozo tanulok szama

Kaéd %
Masik modszer 2,0
Teljes folyamat 14,9
Felszines 39,6
Nincs ellendrzés 43,6
Osszesen 100

A probalkozok koziil a legtobben (40 £6) csak felszinesen kisérelt meg ellendrizni. Mondhatni,
csak minden hatodik diak (15 f6) ellen6rzése vonatkozott a teljes megolddsi folyamatra vagy
probalta masik modszerrel belatni, hogy helyes végeredményt kapott-e (2 £6).

A 13. abra azt mutatja, hogy megoldds mindségének fiiggvényében milyen jellegii
ellendrzésekkel probalkoztak a tanulok. Mindkét tanulo, akik mds modszerrel oldottak meg a
feladatot az ellenérzésnél, helyes megoldok voltak. Erdekesnek tiinhet, hogy a teljes folyamatot
ellendrizni probalok ardnya a helytelen megoldast adok kozott a legnagyobb (19,5%). Ezt a
megallapitast 6vatosan kell kezelni, mert a legtobb esetben, az ezen kategdriahoz tartozo didkok
altal adott helytelen megoldas levezetése rovid és feliiletes volt, igy az ellendrzés soran
kevesebb részletre kellett kitérnilik ahhoz, hogy a feljes megoldasi folyamatra vonatkozo
megoldassal, mint ellendrzési kategoridval egyiitt nézve mar nem elézik meg a helyes
megoldokat. Erdekes az az eredmény is, hogy a helytelen megoldok kozétt a legkisebb az
aranya az ellenorzéssel nem probalkozo tanuldoknak (39%). A helyes megoldoknal a tanulok
44%-a nem probalkozott ellendrzéssel. Ehhez a tapasztalathoz fontos megemliteni, hogy a
helyes megoldok kozott tobben voltak, akik csak a véleményliket irtdk le arrdl, hogy helyes
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vagy sem a megoldasuk, és ezzel a nincs ellendrzés kategoriaban tartdzkodnak. Ez torzitja az
aranyokat.

13. abra: Az ellendrzés tipusai a megoldas fiiggvényében

100%
s 80% I I
>
S
5 60%
v ] B Nincs
= 40% .
= Felszines
= 20% . . H Teljes folyamat
0% - B Masik médszer
Helyes Lényegében  Hidnyos Helytelen
megoldas helyes megoldds  megoldas
megoldas

A megoldas mindsége

Az eddigi elemzés és a 13. 4bra alapjan azt vizsgaltuk, hogy a tanulok a megoldasuk
mindségének fliggvényében milyen tipusu ellendrzést adtak. Ugy tiinik, hogy az ellendrzés
tipusa fliggetlen att6l, hogy milyen mindségli megoldast adtak a tanulok. Ehhez
fliggetlenségvizsgalatot készitettiink khi-négyzet probaval is, amelynél a nullhipotézisiink az
volt, hogy a tanulok ellendrzési tevékenységének tipusa nem fiigg a tanulok megoldasanak
mindségétdl. A 8. tablazat az erre vonatkozd kontingenciatablazat, ami alapjan

x%(9) = 6.620,p = 0.677 < 0.05, vagyis nem kaptunk szignifikdns eredményt. Ez alapjan a
nullhipotézist megtartjuk, tehat a tanulok ellen6rzd tevékenységeinek tipusa valdban fliggetlen
a megoldas mindségétol.

8. tablazat: Kontingenciatdablazat az egyes kategoriakhoz tartozo tanulok letszama alapjan

Az ellenérzés mindsége

A megoldas Nincs Felszines Teljes Masik Osszesen
mindsége folyamat modszer
Helytelen 16 17 8 0 41
Hianyos 9 8 2 0 19
Lényegében 4 3 0 0 7
helyes
Helyes 15 12 5 2 34
Osszesen 44 40 15 2 101

Ezutan két részre osztottuk a mintankat a tanulok altal adott megolddsok mindsége alapjan.
Helyesen és lényegében helyesen megoldokra (6k lettek a ,,helyes” megoldok), illetve
hianyosan ¢és helytelen megoldokra (6k lettek a ,,helytelen” megoldok). Majd az ellendrzési
kategoriakat is két osztalyba rendeztiik. A mdasik modszerrel vagy a teljes megoldasi folyamat
attekintésével ellen6rz6 tanulok képezték az ,,alapos” kategoriat, a felszines ellenérzést végzok
vagy az irasbeli ellendrzést nem ado tanuldk alkottak a ,,felszines” kategoriat. Mindezt azért
tettiik, mert két-két fliggetlen és fiiggd valtozoval is késziteni akartunk fliggetlenségvizsgalatot
khi-négyzet probaval, amelynél a nullhipotézisiink ugyanaz volt, mint az el6bb. Ebben az
esetben a 9. tablazat az erre vonatkozo kontingenciatablazat, ami alapjan
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x%(1) = 0.003,p = 0.957 <« 0.05, vagyis most sem kaptunk szignifikins eredményt. Ez
alapjan a nullhipotézist ismét megtartottuk, tehat a tanulok ellenérzd tevékenységeinek tipusa
ekkor is fliggetlen a megoldas min6ségétol.

9. tablazat: Kontingenciatablazat az egyes kategoriakhoz tartozo tanulok letszama alapjan

Az ellenérzés minésége

Amnilrfg:;(gl:s Felszines Alapos Osszesen
Helytelen 50 10 60
Helyes 34 7 41
Osszesen 84 17 101

Korabban a 7. tablazatban lathattuk, hogy a tanulok majdnem 44%-a (44 16) az ellendrzések
szempontjabol a nincs ellendrzés kategdriaba tartozott. Koziiliik 29-en hagytak liresen az ehhez
az utasitashoz tartoz6 részt a feladatlapon. A kategoria tobbi 15 tanuldja csak egy mondatban
kifejezte véleményét a megoldasa helyességérol. A 10. tablazat ezeket a mondatokat
tartalmazza. A tablazatbol latszik, hogy ezen 15 tanuld koziil 7-en nem oldottak meg helyesen
(vagy lényegében helyesen) a problémat, ennek ellenére mind a 7-en, tobbnyire magabiztosan,
egy mondatban kifejezték, hogy véleményiik szerint helyesen dolgoztak. Naluk nem volt
nyoma annak, hogy a sikeresség érzése gyengiilt volna az ellendrzési szakaszban. Erdekesség,
hogy volt 3 tanul6, mindharom a helyesen vagy lényegében helyesen megoldok kategoriajabol,
akik azt valaszoltdk, hogy nem biztosak a megoldasuk helyességében. Vagy legalabbis 3-an
merték ezt kifejezni. Naluk biztosan megjelent a sikeresség érzésének gyengiilése az ellendrzési
szakaszban.
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10. tablazat: Tanuloi megnyilvanuldasok a ,,nincs ellendrzés” kategoriabol

A tanulék megnyilvanulasa A megoldas A sikeresség
helyessége érzése gyengiilt
Biztos vagyok benne, mert lejegyeztem az 0Osszes Helyes nem

megoldast és ennyi szdmot lehet a megadottak szerint
helyesen leirni.

Biztos vagyok benne, hogy j6 a megolddsom, mert Helyes nem
szerintem jol alkalmaztam ennél a feladatnal a

kombinatorikat.

Igen, biztos vagyok a megoldasomban, mert szerintem jol Helyes nem
gondolkoztam.

Biztos vagyok benne. Helyes nem
Igen, mert a legkisebbtdl a legnagyobbig kivalogattam a Helyes nem
szamokat.

Nem. Nem tudom hogyan kell megcsinalni. Helyes igen
Nem. ? Helyes igen
Nem vagyok benne biztos, s6t amellett vagyok inkédbb, Lényegében igen
hogy hibas. Mert nincs mas 6tletem. helyes

Szerintem j6 a megolddsom, mert probaltam szamba venni Hidnyos nem
az Osszes lehetdséget.

Igen, mivel megnéztem minden lehetséges szdmot, és Hidnyos nem
leirtam Oket.

Igen, biztos vagyok benne, mert szerintem jol oldottam Hianyos nem
meg.

Biztos vagyok benne, mert tudom. Hianyos nem
Igen biztos vagyok benne, és azért, mert mashogy nem Helytelen nem
tudtam volna megoldani.

Igen, mert ez az Osszes variacid. (Szerintem) Helytelen nem
113 db. Szerintem j6 a megoldas. Helytelen nem

Tobben kijelentették a meggy6zodésiiket vagy véleményiiket, hogy helyes a megoldasuk, s bar
nincs irasban nyoma, akar Gjra atgondolhattak a megoldasukat.

3. szempont: A nyomon koveto és ellenorzo tevékenységek hatasa a megoldasra (akar a
kivitelezési szakasz, akar az ellendrzési szakasz soran)

Els6ként azt vizsgaltuk, hogy a megoldasban van-e athtzas, olyan, ami az eredményt
modositotta? Ha van, az utal arra, hogy vagy a kivitelezési vagy az ellendrzési szakasz soran a
nyomon kovetd tevékenység hatdsara megvaltozott a megoldas valamely részletérdl vagy
egeészerol alkotott gondolata a tanuldnak.

A 11. tablazatbol az latszik, hogy a helyes vagy lényegében helyes megoldok kozott nagyobb
volt az aranya azoknak, akiknél a megoldas folyaman olyan 4thuzas tortént, ami befolyasolta
az eredményt. Osszességében pedig a didkok valamivel tobb mint felére volt jellemzé ez a
mozzanat.
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11. tablazat: A megolddas mindsége és az athuzok szama

Megoldas mindsége F6  Athizok %

szama
Helyes vagy lényegében helyes megoldas 40 27 67,5
Hianyos vagy helytelen megoldas 61 30 49,2
Osszesen 101 57 56,4

Masodik alszempontként azt vizsgaltuk, hogy az irasbeli munkadk alapjan az ellenOrzési
szakasznak van-e valamilyen észrevehet6 hatasa a megoldasra? Tehat azt kerestiik, hogy van-e
olyan tanul6, aki az ellendrzés hatasara vette észre a hibajat €s esetleg javitotta vagy modositotta
is a megoldasat. (Ha nem taldlunk ilyet, de az ellendrzésben ott van az a részlet, amit a megoldas
soran modositott az jelenthet kompetensebb ellendrzést.)

Ezt a szempontot eldszor a helyes vagy 1ényegében helyes megoldok kozott vizsgaltuk:

A 12. tablazat azt mutatja, hogy helyes vagy lényegében helyes megoldast add 40 tanulo koziil
27-en tettek eredményt mddositd athuzast a levezetés soran. Ezen 27 tanuld koziil 12 fénél az
ellendrzés soran helyesen jelent meg az a része a levezetésnek, amire a modositas vonatkozott.
Egy tanulonal tudtuk azt azonositani, hogy szinte biztosan az ellendrzési szakasz kérdéseinek
hatdséra tortént a modositas a megoldds levezetésében. Ha valakinek szerepelt az athuzasra
vonatkoz6 részlet az ellenérzésében, megvan az esélye, hogy annak hatdsara vette észre a
hibajat, de ezt csupan az irasbeli munkakbdl nehéz kideriteni.

12. tablazat: A helyes megolddst ado tanulok modositasairol

fo

Helyes vagy lényegében helyes megoldas. 40
Van benne eredményt modositd athtizés. 27
Az ellendrzésben megjelenik a mddositott rész helyesen. 12
Biztosan az ellendrzés hatasara tortént a modositas. 1

Olyan példat nem taldltunk, hogy valaki megjegyezte volna az ellenérzés soran, hogy hibat
talalt a megoldasban. Az irasbeli munkék alapjan minddssze egy tanulordl (F17, lasd 14. abra)
feltételezhetjiik szinte biztosan, hogy az ellendrzés alkalmaval javitotta a 132-es végeredményt
133-ra. Rdadasul a tanulo ellendrzése a felszines kategoriaba sorolhatd, de ez is elég volt ahhoz,
hogy észrevegye a hibajat. Errdl irasban kiilon megjegyzést nem tett.

14. abra: F17-es tanulo felszines ellendrzése

Vizsgéald meg a megoldésod! Ellendrizz!
Biztos vagy benne, hogy j6 a megold4s? Miért?

138= H+ 340%49 10 = 13500
Ly~ wﬁ“\ Wr@m i T VW 2R

A 15. abran kivehetd, hogy az F17-es tanuld6 a megoldasaban a 29-et 30-ra moédositja
részeredményként, majd a végeredményt is javitja 132-r61 133-ra. Onnan valdsziniisithetd,
hogy az ellendrzés soran jott ra a hibara, hogy ott is at kellett irnia a 132-t, mint els6
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végeredményt. Ha mar a megoldasnal észrevette volna, akkor vélhetéen az ellendrzésnél mar
nem szerepelt volna a 132, a hibas érték.

15. dbra: F17 tanulo megoldadsa
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A masodik alszempont vizsgalata a nem hibatlan megoldoknal:

A lényegében helyes kategoriat azért vizsgaltuk ebben az esetben is, mert az ellendrzés soran
nekik is lett volna ,,észre venni valojuk™.

A 13. tablazatbol lathatd, hogy a 67 nem hibatlan megoldé koziil mindossze 11 tanuld volt
(16,4%), aki az ellendrzés soran foglalkozott a hibas helyzettel. Koziiliikk 9-en nem vették észre
a hibajukat, ugyanaz maradt a végeredményiik. Ketté tanuld volt, akiknek az ellendrzés mas
megoldast (szintén hibas) adott. Koziiliik az egyik (D8) bar mas végeredményre jutott az
ellenérzés soran, de nem reagalt ra semmit, sem a megoldas levezetésénél, sem az ellenérzésnél.

13. tablazat: A nem helyes megoldok ellendrzéseirdl

. Az ellenérzésben Az ellendrzés altal Feltiinik szamara
Megoldas . . . o s L . L s
e fo megjelenik a hibas mas végeredményhez az eltérés és van
mindsége , . " .
részlet jutott kovetkezménye
Lényegében 7 0
helyes
Hianyos 19 2 0
Helytelen 41 9 2 1
0sszesen 67 11 2 1
16,4% 18,2%
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Egyetlen tanul6é volt (F1) a nem hibatlan megoldok koziil, akirdl valoszinlisithetd, hogy az
ellendrzésnél felfedezte az egyik hibajat (lasd 16. dbra). Javitotta az 1x10 + 9x9 helyett 1x10 +
10x9 db négyjegyli szamra a részeredményt. A végeredményt is moddositotta ennek
megfelelden, de ez azért nem lett helyes, mert nem szamolt a (3;9) szamparral jaro esetekkel.
Tehat nem fedezte fel minden hibajat a tanulo.

16. abra: F1 tanulo ellendrzése

Vizsgald meg a megoldasod! Ellenérizz!
Biztos vagy benne, hogy j6 a megoldas? Miért? Ab
X
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Hasonloan az F17-hez, onnan valdsziniisithetd, hogy a visszatekintés soran jott ra a hibara F1,
hogy ott modositas tortént, és ez a modositas a megoldasanal is megfigyelhetd volt.

3.5. Kutatasi kérdések és valaszok

K1. Hogyan jelenik meg a tanulék nyomon kovetd és ellendrzd tevékenysége az irdsbeli
problémamegoldas kivitelezési és ellendrzési szakasza soran?

K1.1. Milyen jellegii ellendrzd tevékenységeket végeznek a tanulok irdsban?

Nagyon kevesen, de voltak, akik ellenérzésként masik modszerrel oldottak meg a feladatot.
Tobben igyekeztek attekintést adni a teljes megoldasi folyamatukrdl. A legtdbben viszont
felszines ellendrzésekkel probalkoztak, azaz, vagy csak néhany 1épését ellendrizték a megoldasi
folyamatnak, vagy egy miiveletsort szamoltak Ujra, vagy néhany példat soroltak fel a szoba
j6hetd szamok koziil. A mintaban szerepld tanulok majdnem fele viszont nem adott irasbeli
ellendrzést. Kozottik voltak olyanok, akik nem hagytak iresen ezt a részt, hanem
megjegyezték, hogy biztosak a megoldasuk helyességében vagy éppen bizonytalanok benne. A
kapott eredmény realitasat senki sem értékelte irasban, vagyis nem vizsgaltak, hogy valdéban
elképzelhetd-e, hogy annyi szam elégiti ki a feladat feltételeit, amit eredményiil kaptak.

K1.2. Van-e kiilonbség az ellendrzé tevékenységek mindségében a megoldas helyességétol
fliggben?

A megoldas helyességének fiiggvényében nem volt szignifikans kiilonbség abban, hogy milyen
tipusu ellendrzést valasztottak a tanulok. A megoldds helyességétdl fliggetleniil minden
megoldastipus esetén a felszines ellendrzést végzok vagy a nem ellendrzok voltak tobbségben.

K1.3. Eszreveszik-e a tanulok az elkovetett hibat és tudjak-e azt javitani?

A helyes vagy Iényegében helyes megoldok kozott nagyobb volt az aranya azoknak, akiknél a
megoldas folyaman olyan 4thtizas tortént, ami befolyasolta az eredményt. Osszességében pedig
a didkok valamivel tobb mint felére volt jellemzd, hogy észrevettek egy hibat, athuztdk és
javitani probaltak azt. Tehat a nyomon kovetd és ellenérzd tevékenységeknek van irasbeli
bizonyitéka. A helyes vagy lényegében helyes megoldok sem feltétleniil tigy jottek ra a helyes
megoldasra, hogy kozben nem vétettek volna valamilyen hibat. Naluk stabilabb volt a targyi
tudés és hatékonyabban miikodtek a nyomon kovetd €s ellenérzd tevékenységek. Az utdlagos
ellendrzésre vald utasitdsunkhoz tartozo rész kidolgozasa a tanuldk jelentds tobbségénél nem
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mutatta azt a mindséget (ha egyaltalan irtak oda valamit), ami alkalmas lett volna a megoldasuk
ellendrzésére.

3.6. Osszegzés és kovetkeztetések

Ennek a kutatdsnak az volt a célja, hogy betekintést nyerjiink 111 magyar 9. osztalyos
kozépiskolds didk 0Onallo problémamegoldds koézbeni nyomon kovetd ¢és ellendrzd
tevékenységeibe. Vizsgalodasunk egy osztalyteremben Onalldéan, irasban megoldott
kombinatorikai probléman keresztiil zajlott. Fontos hozzatenni, hogy utasitdsban mi kértiik a
tanuloktol a 1épéseik indoklasat (Kivitelezési szakasz), illetve a megoldas ellendrzését
(ellendrzési szakasz). Tehat probaltuk Oket iranyitani a feladatlapon megfogalmazott
utasitdsokkal ¢és kérdésekkel. Mindaz, amit vizsgaltunk nem biztos, hogy spontan is
bekovetkezett €s megmutatkozott volna az irdsbeli munka soran. A kérdések ¢€s utasitasok altal
tehat a kognitiv feldolgozasi folyamat nyomon koévetése és ellenérzése vagy a folyamat
eredményének ellendrzése fokozottabban valosulhattak meg.

A tapasztalat azt mutatta, hogy tobbnyire az el6szor leirt gondolat és megoldas volt a
meghataroz6 a problémamegoldas folyamata soran. Ha volt irdsban nyoma a metakognitiv
tevékenységeknek, akkor azok inkabb a kivitelezési szakasz kdzben valdsulhattak meg, mint a
kognitiv feldolgozas nyomon kovetése és ellenérzése. A levezetéseknél tett sok tanuloi athuizas
erre enged kovetkeztetni. Masrészt pedig a megfeleld targyi tudas is befolyasolhatta az
ellendrzés mindségét €s sikerét. Az altalunk feltett ellendrzési szakaszhoz tartozo kérdést
inkdbb formalitasnak és kotelezonek tekintették a tanulok, vagy éppen nem talaltak megfeleld
ellendrzg stratégiat és igy nem tudtak objektivan ellendrizni a megoldasukat. Jellemzd volt,
hogy ellendrzésként a tanulok Gjra levezették a megoldast vagy annak egy-két 1épését. Ez nem
lebecsiilendd, hiszen nem zarja ki a hiba felfedezésének lehetdségét.

Osszességében elmondhatjuk, hogy a kivitelezés sordn bekdvetkezd ellendrzés valdszinitileg
természetes modon megjelenik a tanuldknal, viszont az utdlagos ellendrzési szakaszt egyrészt
formalitasnak tekintik és nem akarnak vagy nem tudnanak meggy6z6dni a megoldasuk
helyességérdl. Tobben azt is gondolhattak, hogy mivel a megoldasuk nem ,hasraiités”-szer(i
volt, hanem szamitasokat végeztek hozza, tehat van egy altaluk kialakitott gondolatmenet, ami
megoldashoz vezetett, akkor biztosan igazuk is van. A nézOpontvaltas ritkan fordult elé a
tanuloknal. Véleménylink szerint tapasztalataink hatterében az 4ll, hogy a tanulok nincsenek
hozzéaszoktatva a megoldas levezetésén kiviili més szempontokkal valé foglalkozashoz és nem
ismerik a jelent6ségét. A dolgozatban szereplé minta esete ramutat arra, hogy a diakokat meg
kell tanitani, hogyan ellendrizzék a sajat munkéjukat, sét egyaltalan igényiik legyen ellendrizni.

3.6.1. A kutatas eredményeinek kapcsolata a szakirodalommal

Kutatasunk a hazai és bizonyos tekintetben a nemzetk6zi szakirodalomban kutatasi {irt tlt be
azzal, hogy kozépiskolds tanuldk nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységeit vizsgalta a
scaffolding modszerrel tdmogatott 6nalld problémamegoldas soran.

Tapasztalataink kapcsolédnak ahhoz, hogy az ellen6rzd, visszatekintd szakasz a
legelhanyagoltabb f4zis a problémamegoldas soran és nehéz ravenni a tanulokat a visszatekintd
tevékenységekre (Wilson et al., 1993; Cai & Brook, 2006; Jacobbe, 2007; Ohlendorf, 2017;
Mason, 2022).

A mintankban szerepld tanulok irasbeli munkdinak elemzése alapjan nem tudjuk egyértelmiien
megerdsiteni azt a feltételezést, hogy azok a didkok, akik sikeresebben oldanak meg egy
problémat, mint tarsaik, megfigyelhetéen helyesebben és kompetensebben reflektalnak a
megoldasukra, mint a kevésbé sikeres tarsaik (lasd 6. oldal, Schoenfeld, 1992). Az
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eredményeink azt mutattak, hogy a tanulok altal valasztott ellendrzési modszer nem fiigg a
megoldasuk mindségétol.

Az altalunk vizsgalt tanulok ellenérzési modszerei €s azok hatékonysaga alapjan csatlakozunk
Mason és munkatarsainak (1982/2010) azon megallapitasahoz, hogy a hibak keresése azaltal,
hogy pontosan megismételjiik azt, amit mar megtettiink, rossz modja az ellenérzésnek. Az ilyen
tipusu ellendrzésnek az is lehetett az oka, hogy egy kombinatorikai problémanal altaldban nincs
jol bevalt és megbizhat6 ellendrzési stratégia (Mashiach Eizenberg & Zaslavsky, 2003). A
kombinatorikai feladatra vonatkozo6 konkrét ellendrzési protokoll hianya nem konnyitette meg
a gondolkodast. Ezért az ellendrzés a diakoktol vélhetden szokatlan megkdzelitést igényelt.

3.6.2. A Kkutatas jelentésége a gyakorlo tanarok szamara

Az eredményeink és tapasztalataink azt mutatjak, hogy hangsulyt kell fektetni a tanulok
nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységeinek képzésére. Lathattuk, hogy a tanulok 6nalldan
az altalunk kért utasitasok ellenére sem tudtak (hatékony) ellendrzést adni a problémamegoldas
ellendrzési szakasza soran. Azt is tapasztaltuk, hogy a didkok vélhetden nem érzik a
jelentdségét az ellendrzésnek. Ennek megvaltozasahoz pedig az ellendrzésre vonatkozo tanari
hozzaallas, a szamonkérések modszerei meghatarozoak lehetnek.

3.6.3. Javaslatok a tanarképzés szamara a kutatas eredményei alapjan

crer

Fontos az ellendrzés jelentdségének, hasznossdganak és tekintélyének kiépitése is az
idevonatkozo elmélettel €s kapcsolodo gyakorlati példakkal, amikhez a dolgozat néhany tanuloi
példéja is alkalmas lehet.

A bemutatott kutatassal foglalkozik a kovetkezé publikacio

Kiss, M., & Ambrus, A. (2023). How students control their work in mathematical problem-
solving process. In I. Papadopoulos & N. Patsiala (Eds.), Proceedings of the 22nd
conference on Problem Solving in Mathematics Education (ProMath 2022) (pp. 113—
123). Aristotle University of Thessaloniki.
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4. Fejleszto Kisérlet tanuloi meggyozodések feliilirasara

4.1. Bevezeto

Ez a fejezet egy fejlesztd kisérletet mutat be, amelyet egy matematikabol atlagos teljesitményi
9. osztalyban hajtottunk végre. A kisérlet célja az volt, hogy feliilirja a vizsgalt osztalyban
azokat a meggy6zodéseket, miszerint: Minden matematikai feladatnak van megoldasa, és
pontosan egy megoldasa van (Schoenfeld, 1992). Vagyis a tanulok altal implicit médon igaznak
tartott szubjektiv elképzeléseket (Op’t Eynde et al., 2002) akartunk feliilirni. A szoéban forgd
meggydzddések a tanuloknak a tananyagrol és matematikarol alkotott tudasdhoz (Schoenfeld,
1985, Ambrus, 1995) tartoznak.

A metakognitiv tudas magaban foglalja a megismerésrdl valo tudast, amely az egyénre, a
feladatra ¢és a stratégidkra vonatkozik. Ebbe beletartoznak 6nmagunk és masok tudéasara
vonatkoz6 ismereteink €s a meggy6zddéseink (Csikos, 2016), és nem vezetnek automatikusan
a megfeleld stratégiai viselkedéshez (Veenman, 2017). A kutatdsok azt mutatjdk, hogy a
metakognitiv tudas és a metakognitiv tevékenységek kolcsondsen befolydsolhatjak egymast
(Schneider et al., 1987; Schraw, 1994). Tehat annak elfogadasa, hogy egy feladatnak nem
feltétleniil pontosan egy megoldésa van, azaz van olyan feladat, aminek nincs megoldasa és van
olyan feladat, aminek tobb megolddsa van, a feladatra vonatkozé metakognitiv tudasként
értelmezhetd. Ez fokozhatja a metakognitiv tevékenységeket, koztiik példaul a nyomon kovetd
és ellen6rzd tevékenységeket. A kialakitando metakognitiv tudas tehat két, egymassal szoros
kapcsolatban 1év6 korabbi meggy6z0dés feliilirasat jelenti.

A kutatasban a tanulok jelzett metakognitiv tuddsdban bekovetkezd fejlddést vizsgaltuk, illetve
azt, hogy a kordbbi meggy6zddések milyen hatdssal vannak a nyomon kovetd és ellenérzd
tevékenységeikre az adott problémak megoldésa soran.

4.2. Kutatasi kérdések

K2. Hatassal van-e a nyomon kdvetd és ellenérzd tevékenységekre az a metakognitiv tudas,
hogy egy feladatnak tobb, ezen beliil akar ellentmondést tartalmazé megoldésa is lehet?

K2.1. Kialakithato-e egy adott témakor tanitdsa soran az a metakognitiv tudas, hogy egy
feladatnak tobb, akar ellentmondast tartalmazd megoldasa is lehet?

K2.2. Milyen nyomon kdvet6 és ellendrzo tevékenységek figyelhetok meg egy olyan
feladat megoldéasa soran, amelynek tobb, akar ellentmondast is tartalmazd megoldasa
van?

4.3. Modszerek

A fejlesztd kisérletiink magan hordozza az akcidkutatds modszerének €s az Onkontrollos
pedagogiai kisérlet bizonyos jegyeit. Az akcidkutatas jegyei koziil teljesiilt a kutatasunkban,
hogy kis mintaval és kontrollcsoport nélkiil dolgoztunk, illetve a kutatdé helyszini jelenléte
tanarként meghatarozo volt. Azonban a triangulacio és a ciklikussag elve csak korlatozottan
valosult meg. A triangulacidé egy jelenség tobb szempontbol torténd vizsgalata, amely
szempontok ugyanazt az eredményt igazoljak (Csikos, 2020b). A ciklikussag pedig azt jelenti,
hogy az adatgytijtés, adatelemzés €s az eredmények értelmezése alkotta ciklus tobb alkalommal
megvalosul a kutatds soran Ugy, hogy a kovetkezd ciklus megtervezéséhez mar az el6zd
ciklusok tapasztalatait is figyelembe veszik (Csikos, 2020a). A kutatasunkban csak egy ciklus
zajlott le. A szerzd kutatoként a témavezetdjével egyiittmiikodve tervezte és kdvette nyomon
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tesztenként a fejlesztés folyamatat. Az adatgylijtés, az adatelemzés és az eredmények
értelmezése is az emlitett két kutatd altal tortént, elsésorban kvalitativ és részben kvantitativ
elemzési modszerekkel. A szerzd tanarként vonta be az osztily tanuloit a fejlesztd
tevékenységbe.

A fejlesztd kisérletiink az onkontrollos kisérleti modszer jegyeit abban hordozza, hogy egy
tervszerli pedagdgiai beavatkozas tortént és nem volt kontrollcsoport, illetve a folyamat elején
tortént egy felmérés, amely eredménye meghatarozott egy kiindulopontot (Csikos, 2020b).
Ehhez az allapothoz képest vizsgaltuk a valtozast a fejlesztés sordn ugy, hogy kozben azt a
tényezOt, amit a meggy6z0dés jelentett feliil akartuk irni.

4.3.1. Minta

A kutatds 2019-ben valosult meg egy 9. évfolyamos osztalyban. Tandri szempontbdl azért
akartunk 9. osztalyt vizsgalni, mert fontos, hogy a kozépiskolaban minél kordbban
tdjékozodjunk a tanulok meggydzddéseirdl és fejlddést inditsunk ezen a teriileten is. Kutatoi
szempontbol pedig azért tartottuk alkalmasnak a 9. évfolyamot, mert a gyakrabban kutatott
altalanos iskolai korosztaly utan 6k képviselik a kdvetkezd szintet. A mintdban szerepld csoport
miiszaki irdnyultsdgti technikumi osztaly volt és 29 fiibol allt, akik matematikabol atlagos
teljesitménytinek mondhatok. Az osztalyban hetente hdrom matematika dra volt, az osztalyatlag
félévkor 3,10 volt, év végén pedig 3,14 lett.

4.3.2. Méroeszkoz

A 14. tablazatbol lathatd, hogy a fejlesztd kisérlet soran mikor és milyen tesztet irtak a didkok.
A fejlesztési folyamat egy eldteszttel indult, amit 11 tandra kovetett és kdzben az 5. 6rdn irtak
a tanulok egy koztestesztet, végiil pedig egy utdtesztet. Masfél honappal késdbb irt még az
osztaly egy késleltetett tesztet. A koztes- €s az utdteszt egyben dolgozatok is voltak, amikre
jegyet kaptak a tanulok. A fejlesztd kisérlet soran minden teszt utan tértént adatelemzés és az
eredmények értelmezése a két kutatd altal, amiket a folyamat tovabbi kivitelezésében
felhasznaltunk.

14. tablazat: A kutatasban megvalosult mérések és azok iddbeni iitemezése

Méroeszkoz Eloteszt Koztesteszt Utobteszt Késleltetett teszt
Ora sorszima 0. tandra 5. tanora 12. tandra 29. tandra
Datum 2019. 03. 11. 2019. 03. 25. 2019. 04. 15. 2019. 06. 03.

Mar az elOteszttel egylitt az 0sszes teszt Ugy lett Gsszedllitva, hogy olyan feladatokat is kaptak
a diakok, amelyeknél tobb esettel kellett szamolni, illetve észre kellett venni és tudni kellett
kezelni az esetlegesen megjelend ellentmondast tartalmazo (,,nem 1étezé”) esetet. Mint ahogyan
a tanorakon, Ugy a dolgozatokban sem csak a tobb megoldast vagy ellentmondast tartalmazé
feladatok szerepeltek, de az elemzésben ezeket a feladatokat emeljiilk ki. Minden teszt
geometriai feladatokbol allt.

Az eldteszt 6t feladatabol az elsé feladatnak tobb megoldasa volt, a masodik pedig egy
ellentmondast tartalmazott. A feladatokat altalanos iskolai ismeretekkel meg lehetett oldani. A
koztesteszt két feladatabol az egyik tobb megoldast és ellentmondast tartalmazott. Az utdteszt
harom feladatabol az egyik tobb megoldast és ellentmondast is tartalmazott. A késleltetett teszt
egyetlen feladata tobb esetet és ellentmondast tartalmazott. Az eld- és utdtesztre 45 perce volt
a didkoknak, a koztestesztre 25 perce, a késleltetett tesztre 10 perce.
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Eléteszt 1. feladata®
Anna, Béla, Cili és Dani egy egyenes menten sorakoztak fel. Annatol Béla 5 méterre,
Bélatol Cili 3 méterre, Cilitol pedig Dani 1 méterre van. Hany méterre lehet Annatol
Dani?

Megoldas:

A feladatnak négy kiilonb6z6 megoldasa van, a gyerekek elhelyezkedésétdl fliggden (lasd 17.

abra).

Annat6l Dani vagy 1 méterre vagy 3 méterre vagy 7 méterre vagy 9 méterre van.

17. dbra: Az eléteszt 1. feladatanak megoldasa

A C2 B c

Eloteszt 2. feladata®
Egészitsd ki a tablazatot (18. abra)! A tablazatban az a, 3,y egy haromszog belso szégei,
aza',B',y' pedig ugyanazon haromszog kiilsé szogei.

18. dbra: Az elbteszt 2. feladatahoz tartozo tablazat

a B % a B Y

20° 50° 70°

80° 110° 120°

Megoldas:

Egy haromszog belsd és kiilsé szogeire vonatkozdan harom Osszefiiggésnek kell megfelelni
(at+p+y=180°; a'+B'+y'=360°; a+a'=180°). A tablazat kitdlthetd, ha ezek koziil ket 6sszefliggést
hasznalunk, de a harmadik segitségével ellendrizhetd a véalasz. A tablazat elsé sorabodl hianyzo
értékek sorrendben: 110°; 160°; 130°. A masodik sorban ellentmondast kapunk (8 + B’ #
180°) a szogekre vonatkozo Osszefiiggésekbdl, tehat ilyen adatokkal nem 1étezik haromszog.

Koztesteszt feladata’
Egy egyenlo szaru haromszég két oldala 6 cm és 16 cm. Mekkora az alaphoz tartozo
magassdg hossza?
Megoldas:
Ebben a feladatban két kiilonb6z6 esetet kell figyelembe venni, mivel a szovegbdl nem deriil
ki, hogy melyik érték tartozik a haromszog alapjahoz és melyik a szaraihoz (lasd 19. ébra).
Az els6 esetben az alaphoz tartoz6 magassag (m) a Pitagorasz-tétel segitségével
meghatarozhaté: 32+m?=162, amibél m~15,7 cm.

5 Kovéacs és Kénya (2019) kutatdsaban szerepld feladat.

6 Arki és munkatarsai (2009/2011) Sokszin(i Matematika Feladatgyljtemény 9-10. mvének 49. oldaldn
taldlhatd 1309-es feladata alapjan sziiletett a kit(izott feladat.

7 Arki és munkatarsai (2009/2011) Sokszin(i Matematika Feladatgyljtemény 9-10. mvének 49. oldaldn
taldlhatd 1317-es feladata alapjan szlletett a kit(izott feladat.
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A masodik esetben azonban ellentmondast kapunk. A haromszog oldalai kozott fennallo
Osszefliggésbol kovetkezik (6+6+16), hogy nincs olyan haromszog, amelynek a szarai 6 cm-
esek, az alapja pedig 16 cm.

19. abra: A kiztesteszt feladataban megjelend két eset

O

Utoteszt feladata®
Egy deltoid két belsé szogének nagysdaga 70° és 150°. Mekkora a deltoid masik két belso
szoge?
Megoldas:
Ebben a feladatban hiarom kiilonb6zd esetet kell figyelembe venni (lasd 20. 4bra), mivel a
szoveg nem tért ki rd, hogy az egyes szogek hol helyezkednek el. Az els6 esetben a hianyzé
sz0g nagysaga 70°. A masodik esetben a két hianyz6 szog egyarant 70°-0s. Ez az eset igy
tulajdonképpen nem is kiilonbozik az els6tdl, ennek ellenére kiilon vizsgalatot igényel. A
harmadik esetben pedig ellentmondast kapunk, ami a konvex négyszogek belsé szdogeinek
Osszegére vonatkozo tétel segitségével igazolhatd (150°+150°+70°>360°).

20. abra: Az utoteszt feladataban megjelend harom eset

=y <F7 Ho
0%

Késleltetett teszt feladata
Ugyanaz volt, mint a kdztesteszt vizsgalt feladata.

8 Kosztoldnyi és munkatarsai (2001/2008) Sokszin(i Matematika 9. Tankényvének 129. oldalén szerepld 3. példa
alapjan sziletett a kit(izott feladat.
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4.3.3. Eljaras

A fejlesztd kisérlet egy teljes geometriai témakort (haromszogek, négyszogek, sokszogek)
lefedett a kozépszintli, normal kilencedikes tananyagbol. A fejlesztés soran a normal
tananyagtol nem tortént eltérés, a kdzépszintli érettségi kovetelményeknek megfeleld tanmenet
szerint tanult az osztaly. Minden 6ran el6fordult a pontosan egy megoldast ad6 feladatok mellett
legalabb egy olyan feladat, amelynek tobb megoldasa volt vagy ellentmondast tartalmazott. Az
ordkon nem esett arrdl szo, hogy egy fejlesztd kisérlet torténik és hogy téves meggydzddések
feliilirasa a cél. Ez azért fontos, mert nem akartuk, hogy ez utobbi tényezo befolyasolja a kutatas
eredményeit. Ettd]l még a feladatok megoldasanak megbeszélésekor elhangzottak olyan tanari
mondatok mint: ,,Miért ne lehetne egy feladatnak tobb megoldasa?” vagy ,,Létezhet-e olyan
eset, hogy egy feladatnak nincs megoldasa?”’. Minden tesztet kdvetd oran osztalymegbeszélés
tortént az eléforduld feladatok megoldasarol.

4.3.4. Elemzési szempontok

A tanuldk irdsbeli munkait elemeztiik és a tanuldoi meggydzddéseket implicit mddon
azonositottuk. A matematikai tuddsbol indultunk ki és abbol kdvetkeztettiink arra, hogy milyen
meggy6zddések befolyasolhattdk a didkokat. A kutatds szempontjabdl a tanuldk athuzott
munkait, valamint a tisztizati részeket is figyelembe vettilk. A tanuldk szadmara adott
értékelésnél azonban csak arra jart pont, ami tisztdzati rész volt. Azoknal a feladatoknal, ahol
tobb esetet vagy ellentmondast tartalmazott a megoldas, ott minden kiilonb6zd eset pontokat
ért, illetve pontokat ért az ellentmondas megéllapitdsa és indoklasa is. Amikor tobb esetet
emlitiink a fejezetben, az esetleg ellentmondésra vezetd esettel is egy esetként szamolunk.
Harom szempont szerint elemezziik az osztaly irasbeli munkait. Az egyes szempontoknal a
kovetkezd kategoridkat hataroztuk meg induktiv médon, amelyek egy-egy szemponton beliil
részhalmaz kapcsolatban allnak egymassal, tehat nem diszjunkt kategoridkat képeztiink.

1. szempont: az ellentmondasra vezeto esetrol szol
A késObbi vizsgalatokhoz az egyes szinteket pontszammal latjuk el.

-, Foglalkozott az ellentmondasra vezetd esettel” kategoria azon tanulokat tartalmazza,
akik foglalkoztak az ellentmondasra vezetd esettel, akar észrevették a levezetés soran
az ellentmondast, akar nem. Ennek a kategoridnak részhalmaza a kovetkezd. (1 pont)

- Az ,¢s felismerte az ellentmondast” kategdéridba azon tanulok tartoznak, akik
athuztak az ellentmondasos esetet vagy nem huztak at, hanem odairtdk példaul,
hogy ,nem létezik”, esetleg meg is indokoltdk, hogy miért nem. Ennek a
kategorianak részhalmaza a kovetkezd. (2 pont)

- Az ,¢s az ellentmondést a megoldas részeként kezelte” kategéridba soroltuk
azokat a tanuldkat, akik nem huztdk at az ellentmondasos esetet, hanem
legalabb azt megjegyezték, hogy példaul ,,ilyen haromszég nem létezik.” Ennek
a kategorianak részhalmaza a kdvetkezd. (3 pont)

- Az ,¢s indokolta az ellentmondast” kategoria pedig azt jelentette, hogy a
tanulo az ellentmondas altala vélt okat is leirta. Példaul, hogy ,,ilyen
haromszog nem létezik, mert az oldalhosszak nem felelnek meg a
haromszogegyenlotlenségnek”. (4 pont)
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2. szempont: a megoldas tobb esetérol szol

- A, Tobb esettel foglalkozott” kategdria jegyzi azokat a tanulokat, akik tobb esetet
vizsgaltak a levezetés soran. Ennek a kategorianak részhalmaza a kovetkezo.

- Az ,¢s els6 esetként nem ellentmondasos esettel foglalkozott” kategoria azon
didkokat tartalmazza, akik Ggy vizsgaltak tobb esetet a megoldas soran, hogy elsé
esetként nem ellentmondast kaptak. Ez azért fontos, mert a tanulok tobb eset
keresésére vonatkozo tudatossagara utal.

3. szempont: a nyomon koveté és ellendrzo tevékenységekre utalo mozzanatokrol szol

A nyomon kdveto és ellendrzé tevékenységek megnyilvanulasaira az irasbeli munkak alapjan
leginkabb egy-egy tanuléi athiizasbol, javitasbol volt lehetéségiink kovetkeztetni. igy az
athuzas és javitas nélkiil dolgozo tanuldok tobbsége nem szolgalt plusz informacidval szamunkra
ebben a tekintetben. Ettdl fliggetleniil természetesen naluk is megvalosulhattak az emlitett
metakognitiv tevékenységek.

- Az, Athtzas és modositas tortént” kategoria azt jelenti, hogy a tanulé a levezetésének
egy részét vagy az eredményt athtizta, hogy helyette a tisztazatban szerepld valtoztatast
vegye figyelembe a tanar. Az athuzas vonatkozhatott rajzra, szamolasra, eredményre
vagy példaul konkrétan a Pitagorasz-tételre, de jelenthette az ellentmondasos eset
athuzasat is. Ennek a kategoridnak részhalmaza a kdvetkezo.

- Az,¢s amodositas hibara vonatkozott” kategéridba azok a tanuldk sorolhatok, akik
objektiven, matematikailag valdban hibas részletet hiiztak at és probaltak azt
javitani. Ha valaki a megoldasa sordan athuzta az ellentmonddsos esetet, az a
kodolaskor nem tartozott ebbe a kategoéridba, bar attdol még nincs kizarva, hogy
valamelyik tanul6 annak tekintette. Ennek a kategorianak részhalmaza a kdvetkezo.
- Az ,¢s sikerilt javitani a hibat” kategoéridhoz pedig azok tartoznak, akik

matematikailag helyesen modositottdk az athuzott részt.

A teszteken nyujtott teljesitmények alapjan kivalasztottunk négy tanuldt, akikrdl
esettanulmanyokat is készitettiink. A kivalasztasnal szempont volt, hogy a négy tanuld
egymastol kiilonbozd fejlddési szinteket mutasson a fejlesztési folyamat soran és az osztalyban
jellemzd teljesitmények egy-egy tipusat képviselje. Az eredmények mélyebb elemzése
érdekében a tanulok fejlédési folyamatat 4 szintre osztottuk:

(1) A feladat megértése

(2) A témaban sziikséges targyi tudas elsajatitasa
(3) Tobb eset és ellentmondas felismerése

(4) Az eldbbi tudatos kezelése és magyarazata

A fejlesztéstol elvart szint legalabb a (3)-as volt, hiszen a fejlesztd kisérlet célja az volt, hogy
didkok felismerjék, ha egy feladatnak tobb megolddsa van vagy ellentmondast tartalmaz. A
fejlodési szinteket az eldtesztek és kordbbi kutatdsunk (Kiss, 2019) tapasztalatai alapjan
hataroztuk meg.

Vigotszkij (1967) elméletét is bevontuk az elemzésbe. Ennek 1ényege, hogy a tanulonak ne csak
az aktudlis fejlettségi szintjét vizsgaljuk, hanem vegyiik figyelembe a lehetséges fejlodési
szintjét is. ,,Mint a kertésznek, ha meg kivanja itéini kertjének allapotat, nem szabad csupan a
kifejlett gyiimélcsot hozo almafakat tekintenie, hanem figyelembe kell vennie a fejlodo fakat is
... (Vigotszkij, p. 271). A tanul6 aktualis és lehetséges (potencialis) fejlettségi szintje kozotti
tavolsagot jelenti a Vigotszkij altal bevezetett legkdzelebbi fejlodési zona elnevezés. A didk
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aktualis fejlettségi szintjének megallapitasahoz alkalmas az 6nall6 problémamegoldas soran
nyujtott teljesitmény. A lehetséges fejlettségi szint meghatdrozdsdhoz megfigyelik, hogy a
tanuld hogyan old meg az el6z6nél nehezebb problémat, ha kozben a tanar segit a tanuldénak
példaul iranyitd kérdésekkel vagy kidolgozott példakkal. Vigotszkij szerint egy tanuld a
fejlesztése soran csak az arra vonatkozo legkozelebbi fejloddési zona szintjét képes elérni.

Az eldteszt eredményei alapjan hataroztuk meg azt, hogy ki milyen szinten volt a fejlesztés
megkezdése elott. A tanuldk lehetséges fejlodési szintjének megéllapitasara alkalmasnak
tartottuk a koztes- és utotesztet, ugyanis abban az iddszakban, amikor ezek a felmérések
megvalosultak, folyamatos, tanari iranyitds mellett végzett gyakorlasnak voltak kitéve a
tanulok. A késleltetett tesztet pedig a tanuldk aktualis fejlettségi szintjének meghatarozasara
talaltuk megfelelonek, mert azt éppen mas matematikai témakor tanulasa alkalmaval, azaz a
geometriai kontextusbdl kiszakitva irtdk meg a tanulok masfél honappal a fejlesztd kisérlet
befejezése utan. Egy tanuld legkozelebbi fejlodési zondjarol, csak akkor allithatjuk, hogy
tartalmazott egy adott szintet, ha azt legalabb egy teszt alkalmaval elérte.

4.4. Eredmények és tapasztalatok

El6szor az osztaly eredményeit mutatjuk be néhany példaval ugy, hogy kozben nyomon kovetd
¢s ellendrzé tevékenységekre vonatkozo tapasztalatokat is emlitiink. Ezek utan kovetkeznek
majd az esettanulmanyok.

1. szempont: az ellentmondasra vezet6 esetrol

Ellentmondast a kovetkez0 feladatok tartalmaztak: az el6teszt 2. feladata, a koztes-, az uto- és
a késleltetett teszt bemutatott feladatai.

Tanulsagos példaul a koztestesztben adott egyik tanuldi megoldas. A 21. abra azt mutatja, hogy
egy tanuldé az ellentmondasos esettel dolgozott (8 cm-es szarak, 18 cm-es alap). Kiilon
megrajzolta a derékszogli haromszoget is a tanulo, de ennek ellenére sem bukkant ra az
ellentmondasra, vagyis, hogy az atfogd (8 cm) rovidebb egy befogdnal (9 cm). A Pitagorasz-
tétel behelyettesitésénél nem lett volna gond, de igy nem kaphatott pozitiv végeredményt a
hianyz6 oldalra, az ma-ra. Negativ eredményhez jutott és ezt nem tartotta elfogadhatonak, ezért
athuzta a negativ eldjelet. Ez az irasbeli bizonyitéka a tanulé nyomon kovetd és ellendrzd
tevékenységének, ami ebben a helyzetben nem vezetett a hiba megtaldlasdhoz. Az eredmény
onkényes befolyasolasa elérhetdbbnek tlint szdmara, mintsem az ellentmondést megallapitsa.
A metakognitiv tevékenysége olyan szempontbol aktiv volt, hogy a negativ magassaghosszt
elvetette. A hiba megfeleld javitdsdhoz viszont vagy az hidnyzott, hogy nem ellendrizte
(alaposan) az addig leirtakat vagy nem rendelkezett a sziikséges targyi tudassal (Pitagorasz-
tétel alkalmazasa, haromszog-egyenldtlenség) a hiba észrevételéhez.
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21. abra: A tanulo a koztestesztben modositotta a negativ eldjelet

Fontos még megemliteni, hogy az eldteszt 2. feladatanal a tablazat 2. soraban volt ellentmondas.
Erre vonatkozdan sok athuzas és modositas lathato a didkok munkaiban, ami azt mutatja, hogy
a tanulok egy részénél miikodtek a nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységek, igy feltlinhetett
szamukra, hogy valami ,,nem jon ki”. Ennek ellenére csak egy tanul6 (lasd 22. dbra) adott olyan
irasbeli megnyilvanulast, ami biztosan az ellentmondds felismerését jelentette. Ez a tanuld a
feladat altal megadott egyik szogértéket modositotta azért, hogy feloldja az ellentmondast. A
22. abran latszik, hogy athuzta az adott 120°-os szoget, majd modositotta 100°-ra, hogy minden
Osszefliggés teljesiiljon a haromszog belsd és kiilsdé szogeit illetden. Ezt a ,,megoldast”
valasztotta példaul ahelyett, hogy odairta volna, hogy nem létezik haromszog ilyen adatokkal.

22. abra: Az eldteszt 2. feladataban a tanulé modositja az adatokat, hogy feloldja az ellentmonddst
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A tobbi harom tesztben a megoldas levezetését, nem pedig kiegészitést igényld feladatokban
talalkozhattak ellentmondassal a didkok. Minthogy a kiegészités soran konnyebben feltlinhet
az ellentmondas, valdsziniileg ez is hozzajarult ahhoz, hogy a Foglalkozott az ellentmonddsra
vezetd esettel kategoOriahoz tartozo érték az eldteszt 2. feladataban szinte 100%-0s (23. abra).

Az és felismerte az ellentmondast kategdriatol kezdve mar van irasbeli nyoma a tanul6i nyomon
kovetd és ellendrzd tevékenységeknek. Akar az ellentmondéds athuzédsa, akdr annak
megjegyzéssel torténd kiegészitése tortént, ahhoz a tanulénak a kognitiv folyamat legalabb
bizonyos részét nyomon kellett kovetni, illetve értékelnie kellett a kognitiv folyamat
eredményét. A fejlesztés elején jellemzo jelenség volt a tanuloknal, hogy ha ,,nem jott ki az
eredmény”, akkor sem gondoltak arra, hogy az ellentmondast jelenthet. Lathatjuk a 23. abran,
hogy az el6teszt utani teszteken az ellentmondds felismerése, illetve annak megfeleld kezelése
gyakoribb volt. Az utdtesztnél az ellentmondast felismerd didkok kozel 83%-a, a késleltetett
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tesztnél kozel 73% mar a megoldds részeként kezelte az ellentmondast. A koztestesztnél ez az
érték csak 40% volt. Koziiliik az ellentmondds indoklasara az el6z0 kategoriaba tartozok kozel
fele vallalkozott az utolsé harom tesztnél. A koztestesztnél ez minddssze egy tanuldt jelentett,
az utd- és késleltetett tesztnél 6-6 tanuld indokolt.

Megjegyezziik, hogy példaul a koztestesztnél, ahol 12 didk foglalkozott az ellentmonddsos
esettel, koziilik 5 olyan tanulé volt, aki nem alkalmazta helyesen a Pitagorasz-tételt. Ez
negativan befolyasolhatta ket az ellentmondds felismerésében. Tehat ezeknél a tanuloknal a
témaban sziikséges targyi tudas elsajatitasa (2. szint) hidnyos volt.

23. dbra: A tesztek eredményei az ellentmonddsok felismerésérdl és kezelésérdl
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B Létszam
® Foglalkozott az ellentmonddsra vezetd esettel (1 pont)
... és felismerte az ellentmondast (2 pont)
B .. és az ellentmonddast a megoldas részeként kezelte (3 pont)

| ... és indokolta az ellentmondast (4 pont)

Ugy latjuk, hogy a tanuloknal az ellentmonddsos eset megfeleld kezelése a koztestesztnél
mutatott teljesitményekhez képest fejlédott az utotesztre, és ez a fejlédési szint nem esett vissza
a késleltetett tesztre.

Ennek igazoldsara a 23. 4bra adatai alapjan egyoldali hipotézisvizsgalatot végeztiink a
Wilcoxon-féle eldjeles rangprobaval. A tanulokhoz pontszamokat rendeltiink tesztenként. (Az
eléteszttel ebben az esetben nem foglalkoztunk.) Egy tanul6d annyi pontot kapott egy tesztnél
nyUjtott dsszpontszamként, ahanyadik szintre jutott az a 23. dbran lathatd rangsorban. A tanulok
ezen pontszamait hasonlitottuk dssze tesztenként.

A koztes- és utoteszten szerzett pontszdmok Osszehasonlitasa

Nullhipotézis: A koztesteszt pontjainak medidnja nem kisebb, mint az utoteszt pontjainak
medianja.
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A 15. tablazatot figyelembe véve a Wilcoxon-féle eldjeles rangproba eredménye W =
32.000,z = —2.107,p = 0.018, azaz a nullhipotézist elvetjiik. Ez arra utal, hogy a koztesteszt
pontjainak medianja szignifikansan kisebb, mint az utoteszt pontjainak medianja.

15. tablazat: A koztes- és utoteszt pontjait 6sszehasonlito leiras

N Atlag SD SE Variacios egyiitthato
Koztesteszt 27 0.741 1.059 0.204 1.430
Utoteszt 25 1.720 1.696 0.339 0.986

A koztes- és késleltetett teszten szerzett pontszamok Osszehasonlitasa

Nullhipotézis: A koztesteszt pontjainak medidnja nem kisebb, mint a késleltetett teszt
pontjainak medianja.

A 16. tablazatot figyelembe véve a Wilcoxon-féle eldjeles rangproba eredménye

W =20.000,z = —2.675,p = 0.004, azaz a nullhipotézist elvetjiilk. Ez arra utal, hogy a
koztesteszt pontjainak medianja szignifikansan kisebb, mint az késleltetett teszt pontjainak
medianja.

16. tablazat: A koztesteszt és a késleltetett teszt pontjait osszehasonlito leirds

N Atlag SD SE Variacios egyiitthato
Koztesteszt 27 0.741 1.059 0.204 1.430
Késleltetett teszt 28 1.786 1.618 0.306 0.906

Az uto- és késleltetett teszten szerzett pontszamok 6sszehasonlitasa

Nullhipotézis: Az utdteszt és a késleltetett teszt pontjainak medianjai k6zott nincs szignifikans
kiilonbség.

A 17. tablazatot figyelembe véve a Wilcoxon-féle eldjeles rangproba eredménye

W = 69.500,z = —0.331, p = 0.378, azaz a nullhipotézist megtartjuk.

17. tablazat: Az utoteszt és a késleltetett teszt pontjait 6sszehasonlito leirds

N Atlag SD SE Varidcios egyiitthato
Utoteszt 25 1.720 1.696 0.339 0.986
Késleltetett teszt 28 1.786 1.618 0.306 0.906

A Wilcoxon-féle eldjeles rangprobak alapjan is lathato tehat, hogy a tanuldknal az
ellentmondasos eset megfeleld kezelése a koztestesztnél mutatott teljesitményekhez képest
fejlodott az utoteszt idejére, és ez a fejlédési szint nem esett vissza a késleltetett tesztre.

2. szempont: a megoldas tobb esetérol

Az eloteszt 1. feladatan kiviil a tobbi teszt vizsgalt feladataiban gy jelent meg a tobb eset, hogy
az esetek koziil egyik ellentmondéasos eset volt. Emiatt befolyasolta a tobb esetrdl szolo
eredményeket az ellentmondas felismerése €s kezelése.

Két tanulod volt, akik az eldteszt 1. feladatanal tudta, hogy tobb esetet kell figyelembe venni a
megoldashoz, s6t megtaldltdk mind a négy esetet. A nyomon kovetd ¢és ellendrzo
tevékenységeik a tobb eset keresése szempontjabol aktivak voltak. Rajtuk kiviil volt egy tanuld,
akinek eszébe jutott a tobb lehetséges eset, de athuizta valamennyit és csak ugyanazt az elvart
megoldast adta, hasonldan a tobbiekhez (Kovacs & Konya, 2019). Ennél a tanuldnal is nyoma
van irasban az elébb emlitett szempontb6l a metakognitiv tevékenységeknek, de nala
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valoszinilileg erdsebb lehetett az a meggy6zddés, hogy pontosan egy megoldasa lehet egy
matematikai feladatnak.

Az eldteszt 1. feladatandl tehat 3 olyan tanul6 volt, aki t0bb esettel foglalkozott (24. abra). Ennél
a feladatnal nem volt ellentmondasos eset. A tovabbi teszteknél egyre jobb lett a teljesitmény a
tobb eset észrevételét tekintve. Az uto- €s késleltetett tesztnél mar a tanulok 40 illetve 46%-a
foglalkozott tobb esettel a megoldas soran. Mindkét utdbbi tesztnél tobb olyan tanul6 is volt (7,
illetve 5 £0), aki ugy vizsgalt tobb esetet, hogy els6 esetként mar kaptak egy lehetséges
megoldast. Ez azt mutatja, hogy 6k tudatosan kerestek tovabbi esetet. Akik elsé esetben
ellentmondast kaptak és utdna vizsgéltak masik esetet, abbol a meggy6z6désbdl is vizsgalhattak
azt, miszerint minden matematikai feladatnak kell, hogy legyen megoldasa. Ugyanakkor 6k is
kereshették ugyanolyan tudatossaggal a tovabbi eseteket, mint azon tanulok, akik nem az
ellentmondasos esetet talaltadk meg eldszor.

24. abra: A tesztek eredményei a t6bb esetrdl
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El6teszt 1. feladata Koztesteszt Utoteszt Késleltetett teszt

H Létszam M Tobb esettel foglalkozott

Az elemzésbdl azt latjuk, hogy a tanuldknak a tobb eset észrevételében mutatott teljesitménye
fejlodott az eld- ¢€s koztesteszthez képest az utotesztre, és ez a fejloddés nem esett vissza a
késleltetett tesztre. Ezt McNemar-Bowker-teszttel, parositott dichotomikus adatok
Osszehasonlitasaval is megvizsgaltuk.

Az eld- és koztesteszt 6sszehasonlitasaban még nem taldltunk szignifikdns eredményt

(x?(3) = 1.000,p = 0.801). Ugyanakkor az eld- és utdteszt, valamint az elé- és késleltetett
teszt 6sszehasonlitdsanak eredményei szignifikansak (y2(2) = 7.667,p = 0.022, és

x*(3) =10.000,p = 0.019).

3. szempont: nyomon koveto és ellen6rzé tevékenységekrol

A 25. 4bran lathato, hogy az egyes teszteknél kozel ugyanannyi tanulondl tértént dthuzas és
modositds a megoldas levezetése kozben. Ezen tanulokndl az irasbeli munkéakban talélhato
athuzasok és modositasok utalnak arra, hogy a nyomon kovetd €s ellenérzd tevékenységek
bizonyos szinten mitkddtek. Azok koziil, akiknél a modositas hibara vonatkozott, az utd- és
késleltetett tesztnél a tanuldk athuzas utdni modositasi kisérletei majdnem minden esetben
Javitottak az elkovetett hibat. A koztestesztnél ez a javitani probalok 40%-ra volt jellemzd, és
tobbnyire a Pitagorasz-tétel nem megfeleld alkalmazasa okozta a gondot. A késleltetett teszt
esetében szinte csak szamoldsi hibak fordultak eld. Mindezek azt is jelentik, hogy a tanulok
targyi tuddsa stabilabb lett.
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25. dbra: A metakognitiv tevékenységekre utalo modositadsi kisérletek és hatékonysaguk az egyes
teszteknél
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B Athtizas (és médositas) tortént a megoldasaban
... és a mddositas hibara vonatkozott

| ... és sikeriilt javitani a hibat

Az athuzasokkal kapcsolatos metakognitiv tevékenységek tehat kozel ugyanannyi tanulonal
jelentek meg a tesztekben, de a hibak javitasanak sikeressége a sziikséges targyi tudas
fejlddésével, az esetleges korabbi meggydzddés feliilirdsaval, illetve a tobb eset és
ellentmondas tudatos kezelésével haladt egyiitt.

A 26. abra arra mutat példat, hogy egy tanulonal dthizds és modositas tortént, és a modositds
olyan hibdra vonatkozott, amit sikeriilt javitani (3. kategoriaba tartoz6 megoldas). Lathato,
hogy az elsd két athtizott probalkozasnal nem megfelelden helyettesitett a tanul6 a Pitagorasz-
tételbe €s kapott eldszor és masodszor is ellentmondasos végeredményt. A hibara val6szinii
mindkét esetben az eredmény értelmezésébdl jott ra. Eldszor negativ értéket kapott a
magassagra, masodszor pedig egy befogd hosszabb lett, mint az 4tfogo. A tanuld kitartd volt és
a harmadik probalkozasa helyes megoldasra vezetett. Ez egy jo példa arra, amikor az irasbeli
munka utal egy tanuld gazdag nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységeire.

26. dbra: A tanulo a koztestesztben felismerte a hibajat, amit kitartoan és sikeresen javitott
z
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Esettanulmany négy, eltéro fejlodési szintet mutaté tanulérol
Az els6 tanulod (S1) jellemzése:

Mar az eldteszt megirdsakor rendelkezett olyan stabil targyi tudassal €s megfeleld metakognitiv
készségekkel ahhoz, hogy egy 0j témakor feladatanal fel tudta ismerni a tobb esetet és az
ellentmondast. Kordbban a 22. 4dbran (lasd 53. oldal) az 6 munkdjat mutattuk be, amikor az
eloteszt 2. feladatdnal a nyomon kovetd és ellenérzd tevékenységek utdn feloldotta az
ellentmondast. Egyediil az ¢ aktudlis fejlettségi szintje tartozott mar az eld- és koztesteszt
alapjan a (4)-es szinthez. Az altalunk vizsgalt feladatokat hibatlanul oldotta meg, amihez a
megoldas igényes €s pontos kidolgozasa is tarsult. Minden alkalommal felismerte, hogy tobb
eset is megfelel a feltételeknek és meg tudta allapitani az esetleges ellentmondast, illetve
helyesen kezelte és indokolta is azokat. A tanuld az altalunk feléllitott rangsorban szintet mar
nem léphetett. Félévi osztalyzata 5-0s volt, év végi osztalyzata 5-0s lett. Targyi tudasa ¢és
korabban megszerzett metakognitiv készségel mindvégig alkalmasak voltak arra, hogy a tobb
esetet vagy ellentmondast tartalmazd megoldéasokat helytall6an tudja kezelni.

A 27. abran latszik, hogy példa értékiien indokolta a kdztestesztben az ellentmondasos esetet,
illetve helyesen megoldotta a megfeleld esetben a feladatot.

27. abra: S1 preciz levezetése a koztestesztben

1. Egy egyenlé szdari haromszog két oldala 8 cm és 18 em. Mekkora az alaphoz tartozé
magassdg hossza?
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A masodik tanul6 (S2) jellemzése:

Az elbteszt 1. feladataban csak egy megoldast talalt meg a négy esetbdl, illetve a 2. feladatban
hianyzott a megfeleld tartalmi tuddsa az ellentmondds felismeréséhez, de a metakognitiv
tevékenységek nyoma latszik az athuzasaibol. A koztestesztben helyesen alkalmazta a
Pitagorasz-tételt, itt nyomon kovetd és ellendrzé tevékenységekre utald jeleket is talaltunk.
El6szor a Pitagorasz-tételbe az egyenlészara haromszog alapjanak hosszat helyettesitette be az
alap felének hossza helyett, ezzel végig is szamolt, de utdna athuzta és rajott a helyes
levezetésre. Ennek feltétele volt a sziikséges targyi tudas is.

A 28. abrarol ugy tiinik, hogy az utotesztben tudatosan kereshette a tobb esetet, mert egy
megoldas utdn vizsgalt masik esetet is. Az ellentmondast tartalmaz6 masodik esetet nem huzta
at, hanem a megoldas részének tekintette. Az ellentmondas okéra viszont nem tért ki.

58



28. abra: S2 az utotesztben tobb esetet keresett és felismerte az ellentmondast is

A késleltetett tesztnél mar indokolta is az ellentmondast. A 29. dbran lathato, hogy a tanul6 a
kovetkezot irta: ,,nem létezik [a haromszog], mert a két szar Osszege kevesebb 16-nal”.
Foglalkozott a masik esettel is, ahol megkapta a (kozelitéleg) helyes végeredményt.

29. dbra: S2 észrevette és indokolta az ellentmondast, illetve megtaldlta mindkét esetet

Az utd- és késleltetett teszteken nyujtott teljesitmény alapjan a tanul6 rendelkezik a témakorhoz
sziikséges targyi tudassal €s él benne az a metakognitiv tudas, hogy egy probléma megoldasa
soran 1étezhet tobb eset és ellentmondas is. Ennek felismerését és a magyarazatat tobb, mint
egy honap utan a geometriai témakor kontextusabdl kiszakadva érte el. A nyomon kdvetd és
ellendrzé tevékenységeirdl is tobb bizonyiték van az irasbeli munkai alapjan. Minden altalunk
meghatarozott szintet érintett, mondhatni fokozatosan tortént a fejlodése. Legkdzelebbi
fejlodési zonaja tartalmazta a (4)-es szintet, amit a késleltetett teszten teljesitett. Félévi
osztalyzata 2-es volt, év végi osztalyzata 3-as lett.

A harmadik tanul6 (S3) jellemzése:

Az eldteszt 1. feladatdban a négy eset koziil csak egyet vizsgalt meg. A 2. feladatnal és a
koztestesztben sem vette észre az ellentmondast. Az elGteszt két feladata alapjan a (2)-es szintet
érte el, tehat a sziikséges targyi tudas szintjét. Az 6rak alapjan viszont az volt a tapasztalat, hogy
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hidnyzik a megfeleld targyi tudasa geometriabol. A koztestesztnél nem tudta alkalmazni a
Pitagorasz-tételt, ami nem tiint fel neki. Metakognitiv tevékenységekre utalo athtizasokat nem
talaltunk az eld- és koztestesztben.

A 30. abra mutatja, hogy az utéteszt sordn is bizonytalan volt a tanul6 targyi tudasa, mert a
deltoid negyedik szogének értékét a masik harom belsé szog Osszegével adta meg. Az
ellentmondast felismerte és le is irta, hogy ,,Ezaltal ilyen deltoid nincs.”, de utdlag aztan athuzta
(1asd 30. abra). Ehhez a megnyilvanulashoz a kognitiv és a metakognitiv tudas hianya egyarant
hozzajarult.

30. dbra: S3 az utoteszinél nem tudta kezelni az ellentmondast és targyi tuddsa hianyos

A 31. dbra bemutatja, hogy a késleltetett tesztnél mar tudta kezelni az ellentmondasos esetet,
mert odairta az elsd eset mellé, hogy ,,Ilyen haromszdg nincs.”. Az indoklas hidnyzik, de ez
enélkiil is eldrelépés volt ennél a tanulonal. A masik esetben eldszor nem alkalmazta helyesen
a Pitagorasz-tételt, de észrevette és sikeriilt javitani a hibat. Feltlinhetett szamara, hogy egy
befogd hosszabb lett, mint az atfog6. Ez a mozzanat a nyomon kovetd és ellendrzo
tevékenységeirdl tesz tanibizonysagot. A késleltetett teszt alkalmaval (3)-as szintet sikeriilt
elérnie. Félévi osztalyzata 4-es volt, év végi osztalyzata 4-es lett.

31. abra: S3 a késleltetett teszinél tudta kezelni az ellentmonddst
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A negyedik tanul6 (S4) jellemzése:

Az eloteszt két feladatanal sem tobb esetet nem vett észre, sem ellentmondast. A targyi tudasa
is hidnyos volt, illetve metakognitiv tevékenységekre utald jelet sem taldltunk az irdsbeli
munkdjaban. A koztestesztnél nem tudta alkalmazni a Pitagorasz-tételt helyesen és nem is vette
¢szre a hibajat, illetve csak egy esetet vizsgalt. Az utdtesztben a deltoidnak helyesen adta meg
a tovabbi szogeit, de itt is csak egy esetet vizsgalt. Viszont metakognitiv tevékenységet
mutatott, mert a deltoid belsé szogeinek osszegét ellendrizte, hogy 360°-kal egyenld.

A késleltetett tesztben, amikor megrajzolta az els6 abrat, rajott, hogy az eset ellentmondasos,
de részletes magyarazat helyett egyszertien megcserélte az oldalak hosszat, ahogyan arra a 32.
abran a nyilak utalnak. Ezt kdvetden helyesen szamitotta ki az j esetben a haromszog
magassagat. Megjelent a nyomon koveto és ellendrzo tevékenységekre utald6 mozzanat, mert a
Pitagorasz-tételt eldszor nem megfeleléen alkalmazta (lasd az athtzast a 32. abran), de aztan
sikeriilt javitania. A Pitagorasz-tételhez kapcsolodo tartalmi tudasa fejlodott a koztesteszthez
képest. Az ellentmondast még nem kezelte a megoldast részeként, tehat a (3)-as szintet nem,
csak a (2)-est érte el a tanuld.

32. abra: S4 a késleltetett tesztben észreveszi az ellentmonddst

A négy tanulo fejlodési folyamata

A 33. 4bra az esettanulmanyokban szerepld négy tanulo fejlodési szintjeit mutatja be. Az
egységnyi, vizszintes szakaszok azt jelzik, hogy a négy teszt alkalmaval milyen szintet
teljesitettek. A kivalasztott négy didk koziil hdrom (S1, S2, S3) elérte az altalunk kitizott
legalabb (3)-as szintet, vagyis eljutottak a tobb eset és az ellentmondas felismerésének szintjéig.
A késleltetett tesztnél mar az S2 tanul6 is elérte azt a (4)-es szintet, amin az S1 tanulé mindvégig
tartozkodott. Ez nem feltétleniil jelenti azt, hogy egyforma tudassal és képzettséggel
rendelkeznek a témat és a fejlesztést illetden, hanem csak azt, hogy mindkét didk képes volt a
tobb eset és az ellentmondas felismerésére, tudatos kezelésére és magyardzatara. Az Sl
tanulonal a fejleszté kisérlet eredménye a stabilitds megdrzésén kiviil az eszkozeink
segitségével nem mérhetd. S2 tanulondl azonban latvanyos fejlédést mutathatunk ki. S3 tanuld
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egyik tesztnél sem érte el a (4)-es szintet. Ennek az lehet az oka, hogy a legkdzelebbi fejlodési
zongja vélhetéen nem tartalmazta ezt a szintet, de az elvart (3)-as szint elérhetd volt szdmara és
sikeriilt teljesitenie. S4-nek a legkozelebbi fejlédési zonaja vélhetden még a (3)-as szintet sem
tartalmazta, mert egyszer sem sikeriilt azon a szinten teljesitenie. Ot a (2)-es szintre juttatta el
a beavatkozas.

Erdemes megjegyezni azt a kiilonbséget, hogy mig S2 tanulé osztalyzatai félévkor és év végén
gyengébbek voltak, mint S3 osztdlyzatai, S2 mégis megeldzte a fejlettségi szint tekintetében. A
33. abrarol azt is leolvashatjuk, hogy bar minden tanul6 ugyanazt a fejlesztést kapta, mégsem
tudott mindenki ugyanugy fejlédni.

33. dbra: A négy tanulo fejlédési iiteme a négy teszt alapjan

S1 S2 S3 sS4
szint (4) — - : ,
szint (3) - : s
szint (2) — t——
szint (1) — . —

4.5. Kutatasi kérdések és valaszok

K2. Hatassal van-e a nyomon kovetd és ellen6rzo tevékenységekre az a metakognitiv tudas,
hogy egy feladatnak tobb, ezen beliil akar ellentmondast tartalmaz6 megoldésa is lehet?

K2.1. Kialakithaté-e egy adott témakdr tanitdsa soran az a metakognitiv tudas, hogy egy
feladatnak tobb, akar ellentmondast tartalmazd megoldasa is lehet?

Az eredmények alapjan a kezdeti egy didkhoz képest a vizsgalt tanuldk kozel felénél volt
megfigyelhetd a fejlesztés soran vagy utan az emlitett metakognitiv tudas. A tanulok majdnem
fele az uto- és késleltetett tesztnél mar tudatosan kereshette a tobb esetet, mert annak ellenére,
hogy talaltak egy megoldast, tovabbi esetet is vizsgaltak. Az ellentmondast kevesen tudtak
megindokolni, de annak felismerését és megoldasként valo kezelését is sikerként tartjuk
szamon.

K2.2. Milyen nyomon kdvet6 €s ellenérzo tevékenységek figyelhetok meg egy olyan
feladat megoldasa soran, amelynek tobb, akar ellentmondast is tartalmazd megoldasa
van?

A tobb esetet vagy ellentmondast tartalmazo megoldasok alkalmas terepet nyujtottak a tanulok
nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységeinek megnyilvanulasara. Erre a tobb eset vagy
ellentmondas észrevételébdl, illetve a tanulok munkdiban megfigyelt athuzasokbol
kovetkeztettiink. Az ellentmondas értelmezése, vagyis egy kognitiv folyamat eredményének
értékelése gyakran tapasztalhatd volt a tanulok irasbeli munkaiban, attol fiiggetleniil, hogy az
altaluk kapott ellentmondds matematikailag helyes vagy helytelen volt. Annak mérlegelése,
hogy lehet-e tobb megoldasa a feladatnak, a kognitiv folyamat feldolgozasaval kapcsolatos
nyomon kdvetd és ellendrzd tevékenységeket igényelte. Ilyenre is lattunk tobb példat, akar ugy,
hogy a tanuldk egy eset utdn még tovabbi megoldast kerestek, akar tigy, hogy néhany tanulo
(tévesen) elvetette a tovabbi megoldas(oka)t.

62



4.6. Osszegzés és kovetkeztetések

A fejezetben egy fejleszto kisérletet mutattunk be, ami egy 13 tanéran megvaldsulo kisérlet volt
matematikabol atlagos teljesitményii 29 {0s 9. osztalyban. A fejlesztd kisérlet kdzvetlen célja
azon meggydzdodések feliilirasa volt, miszerint: Minden matematikai feladatnak van megoldasa,
¢s pontosan egy megoldasa van (Schoenfeld, 1992). El6-, koztes-, utd- és késleltetett tesztek
alapjan vizsgaltuk a tanulok fejlodésének mértékét. Arra is kivancsiak voltunk, hogy a tobb
megoldast vagy ellentmondast tartalmazo problémak, milyen hatassal vannak a tanulok
nyomon kdvetd és ellendrzd tevékenységeire. A tobb esetet vagy ellentmondast tartalmazo
feladatok megoldasa a tanulok ezen metakognitiv tevékenységei szempontjabol is nagyobb
igénybevételt jelenthettek, mint a pontosan egy megoldassal bir6 feladatok egy része.

A kezdeti alig néhany tanulohoz képest az uto- és késleltetett tesztnél mar kozel az osztaly fele
elérte az altalunk megfogalmazott és kitlizott (3)-as szintet, vagyis felismerték, amikor tobb
esetet kellett vizsgalni a megoldéasa sordn, és felismerték az ellentmondast tartalmazo esetet is.
A fejlesztd kisérletiink célja az osztaly kozel felénél megvalosult. A nyomon kovetd ¢€s
ellendrzé tevékenységeket sziikségesnek tartjuk ahhoz, hogy egy tanuld egy feladatnal
felismerje azt, hogy akar ellentmondast is kaphat vagy éppen tobb esetet kell figyelembe vennie
a megoldas soran. A vizsgalt metakognitiv tudasban megmutatkozé fejlédés tamogatta a
nyomon kdvetd €s ellendrzo tevékenységek fejlodését azaltal, hogy az uj és szokatlan tertilet
(nem pontosan egy megoldassal jaré feladatok) 6sztonozte alkalmazéasukat.

Az elobbiekbdl kiindulva azokrol a tanulokrol, akik legalabb a (3)-as szintet elérték, biztosan
kijelenthetjiik, hogy a tesztekben taladltunk a nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységeikre
utald irasbeli mozzanatot. A 4 tanulora vonatkozo esettanulmanybdl latjuk, hogy az (1)-es vagy
(2)-es szinten tartozkodd tanuloknal is el6fordulhattak nyomon kovetd és ellendrzd
tevékenységek, de a targyi vagy a tobb eset és ellentmondas felismerésére vonatkozo
metakognitiv tudaselemek hianya sziikiti a lehetdségeik korét. Tehat az altalunk felallitott
fejlédési szintek a metakognicio irdsbeli megnyilvanulasaihoz is kapcsolodnak. Bar a hibatlanul
dolgozé tanulok sem feltétleniil szolgéltattak nyomot az irasbeli munkajukban a
metakogniciora vonatkozdan.

A négy tanuld esettanulmanyanak tapasztalatai, hogy az altalunk induktivan felallitott fejlodési
szintek hasznéalhatok a tanuldk aktualis és lehetséges fejlodési szintjeinek vizsgélatara, illetve
hogy az osztilyzatai alapjan gyengébb (S2) tanuld jobban teljesitett a metakogniciot
fokozottabban igényld feladataink kapcsan, mint a jobb jegyekkel rendelkezd tarsa (S3).

A fejleszthetdség litemének és mértékének szempontjabol meghatarozonak bizonyult a tanulok
targyi tudasa (Kiss & Konya 2020, 2021; Kiss, 2021). Az eredmények azt mutatjak, hogy a
targyi tudas szerepe sziikséges, de nem elégséges feltétele volt az altalunk kozéppontba allitott
metakognitiv tudaselem kialakitasanak. Ha valaki nem érte el legalabb a (3)-as szintet, annak
oka adddhatott a targyi tudds hidnyossagai mellett a mélyen rogziilt meggy6z0désekbdl vagy a
megfeleld6 nyomon kovetd €s ellendrzd tevékenységek hidnyabol is. Voltak olyan tanuldk,
akiknek vélhetéen a legkozelebbi fejlodési zonajuk nem tartalmazta a legalabb (3)-as szintet,
azaz nem voltak alkalmasak az egységes fejlesztésre.

Az ellentmondés okat kevés tanulo tudta megadni, vagyis Ggy tlinik, hogy ehhez a fejlesztd
kisérlet a vizsgalt csoportban nem bizonyult elegendének. Meglepd eredmény, hogy a masfél
honappal a fejlesztést €s témakor lezarasat kovetden a késleltetett tesztnél nem volt gyengébb
az osztaly teljesitménye a targyi tudast, a tobb eset felismerését és az ellentmondas felismerését
illetoen, mint az utodtesztnél.
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Az athuzéasokkal kapcsolatos nyomon kovetd és ellendrzo tevékenységek aranyban ugyanannyi
tanulonal jelentek meg a tesztekben, de a hibak javitasanak sikeressége a sziikséges targyi tudas
fejlodésével, az esetleges korabbi meggy6zodés felillirdsaval, illetve a tobb eset és
ellentmondas tudatos kezelésével haladt egyiitt.

4.6.1. A kutatas eredményeinek kapcsolata a szakirodalommal

Kutatdsunk a hazai szakirodalomban kutatdsi {rt tolt be azzal, hogy kozépiskolas tanulok
metakognitiv tudasat és metakognitiv tevékenységeit probalta fejleszteni matematikabol.
Eredményeinkkel kapcsolodunk ahhoz, miszerint a serdiiloknél is van tovabbi lehetdség a
fejlodésre (Brown et al., 1983; Weil et al., 2013).

Az altalunk emlitett meggy6zddések feliilirdsdhoz hozzéjarulhattak a didkok metakognitiv
tevékenységei, illetve forditva, a szoban forgd meggy6zddés feliilirdsdval a tanulok
metakognitiv tevékenységeit is fejleszthettiik, ami kapcsolodik ahhoz az eredményhez, hogy
Schraw (1994) kapcsolatot talalt a metakognitiv tudas és a nyomon kdvetési pontossag kozott,
illetve, hogy a metakognitiv tudas ¢és a metakognitiv tevékenységek kolcsondsen
befolyasolhatjak egymast (Schneider et al., 1987; Schraw, 1994).

A nagyobb kihivast jelentd feladatok megkdvetelhetik a metakognitiv folyamatok magasabb
szintll (vagy bizonyos esetekben alacsonyabb szintll) bevonasat (Csikos, 2022b). Ehhez a
megallapitashoz is tudunk kapcsolddni, ugyanis a tapasztalataink azt mutattdk, hogy a tobb
esetet vagy ellentmondast tartalmazo problémak megoldasa alkalmas terepe a tanuldi nyomon
kovetd és ellendrzd tevékenységek gazdag irdsbeli megnyilvanulésara.

A 4 tanul6t érintd esettanulméanyunk tapasztalataival hozzédjarultunk a Desoete (2019) altal
emlegetett dilemmahoz, vagyis, hogy tovabbra sem vildgos, hogy a matematikdban gyengén
teljesitd tanulok a metakognicid terén is eltérd teljesitményt nyljtanak-e a kézepesen vagy jol
teljesitd tarsaikhoz képest. A kutatasunk esettanulmanyaban megfigyelhetd volt, hogy az
osztalyzatai alapjan gyengébb tanul6 jobban teljesitett a metakogniciot fokozottabban igényld
feladataink kapcsan, mint a jobb jegyekkel rendelkezd tarsa.

4.6.2. A Kkutatas jelentosége a gyakorlo tanarok szamara

Mivel lattuk, hogy metakognitiv szempontbol hasznos a tobb esettel vagy ellentmondassal jaro
problémdk megolddsa, igy emiatt is sziikkséges a tanari nyitottsig a nem pontosan egy
megoldassal jard problémak gyakorlasara. A fejlesztd kisérletiinkben minden 6ran eléfordult
t5bb esetet vagy ellentmondast tartalmaz6 feladat. Ugy gondoljuk, hogy ha minden 6ran nincs
is ra sziikség, akkor is tudatosan, egy témakor tanitasa soran rendszeresen el6 kell venni az ilyen
tipusu feladatokat.

A véleményiink az, hogy az altalunk targyalt és ahhoz hasonld, a problémamegoldast hatraltato
meggy06zddések kialakulasat és fennmaraddsat erdsen meghatarozza a szaktanar és az adott
osztalyban kialakul6 tanulasi kornyezet is. Ez alapjan viszont az altalunk bemutatott fejlédés
hat4sa nem biztos, hogy megmutatkozik mas tandran, mas tanarnal.

4.6.3. Javaslatok a tanarképzés szamara a kutatis eredményei alapjan

A kutatds kiinduloproblémdja miatt a tanarképzésben is sziikségesnek itéljiik azon
meggy0zddések hangsulyozasat, megbeszélését ¢és helyreigazitisat, amik negativan
befolyasoljak a didkok matematikai teljesitményét €s a matematikdhoz vald hozzaallasat (1asd
ezen meggy6zddéseket: Schoenfeld, 1992, p. 69)

Ugy gondoljuk, hogy a tobb esetet és ellentmondast tartalmazé feladatok orai beépitésének
megfeleld aranyarol érdemes lehet vitat folytatni a hallgatokkal.
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5. A problémamegoldas ellenorzési szakaszanak elemzése a
»hangosdolgozatok” segitségével

5.1. Bevezeto

Ebben a fejezetben egy olyan kutatasrol lesz sz6, ami egy 29 fos 11-12. osztaly tanuldinak
metakognitiv tevékenységeit vizsgalja a problémamegoldas ellendrzési szakaszaban (Lester,
1985) az ugynevezett ,,hangosdolgozatok™ altal.

Az online oktatds alatt az emlitett osztalyban a tanulok szamonkérése abbol allt, hogy egy
meghatarozott idkereten beliil az otthon megoldott feladatok levezetését lefényképezve fel
kellett tolteni egy feliiletre, illetve hangfelvételt is kellett késziteni és mellékelni, amiben
roviden elmagyardztdk a didkok az egyes feladatok megoldéasat (Kiss & Konya, 2022). A
hangosdolgozat értékes eszkoznek tlinik a didkok nyomon kovetd ¢és ellenérzo
tevékenységeinek Osztonzésére ¢s megfigyelésére, mivel a feladat irdsbeli megolddsa utani
szobeli magyarazat a tanuldkat a problémamegoldasi folyamat ujragondoldsara késztette,
lehetdséget teremtve az ellenérzésre és a reflexiora (Mason et al., 1982/2010). Mondhatjuk azt
is, hogy a tanuloknak a Polya-féle (1945/1977) visszatekintés fazisanak bizonyos 1épéseivel
kellett foglalkozniuk, amely a legelhanyagoltabb fazis, ahogy azt szamos nemzetkozi kutatas is
mutatja (Wilson et al., 1993; Cai & Brook, 2006; Jacobbe, 2007; Ohlendorf, 2017; Mason,
2022).

A tanuldk szobeli magyarazatira a problémamegoldéas utan keriilt sor, viszont mégsem volt
teljesen lezart a folyamat, mert akar a hangfelvétel soran is modosithattak munkéikat a didkok.
Libet (2002) szerint a tudatos dontésekhez kozel fél masodperces iddegységek tarsithatok. Ez
azt is jelenti, hogy ha problémamegoldds kozben hozunk egy dontést, az csak egy kicsivel
késobb valik tudatossa. Ebbdl az is kdvetkezik, hogy a metakognitiv tevékenységek jelenléte
megakadalyozhatja az egyént abban, hogy a folyamattal egyidejiileg szoban is beszamoljon
roluk. A késdébbi tudatos hozzaférés és a szobeli beszamold lehetdsége azonban megmarad
(Csikos, 2016). A hangosdolgozatok illeszkednek az elébbi elgondoldshoz, mert a
kutatasunkban a tanulok szobeli magyarazata idében késobb tortént, mint a gondolataik leirasa.
Lasd bovebben az elméleti targyalast a dolgozat 26. oldalan (Jausovec, 1994; Baker & Cerro,
2000; Libet, 2002; Petitmengin, 2006; Csikos, 2016).

5.2. Kutatasi kérdések

A szobeli magyarazatokat az irasbeli megoldasok tiikrében elemeztiik, a leirtakhoz képest
tobbletinformacidkat keresve a tanulok gondolkodasi folyamatardl. A kovetkezd kutatéasi
kérdéseket fogalmaztuk meg:

K3. Hogyan tiikr6zddnek a nyomon kdvetd és ellendrzé tevékenységek az irasbeli
problémamegoldast kdvetd szobeli magyarazatban?

K3.1. Azonosithatok-e nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységek a szobeli magyarazat
altal adott tobbletinformaciokban?

K3.2. Filigg-e a szbébeli magyardzatban azonositott nyomon kovetd és ellendrzo
tevékenységek mennyisége ¢és tipusa a feladatok témakorétol?

K3.3. Fiigg-e a szobeli magyardzatban azonositott nyomon kovetd ¢és ellendrzd
tevékenységek mennyisége a tanulok irasbeli teljesitményétol?
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5.3. Modszerek

A nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységek Osztonzésére és megfigyelésére alkalmazott
modszeriink 6tvozi a valds ideji hangosan gondolkodtatas eljarasat (think-aloud protocol) a
megoldast felidézé utdlagos szobeli beszamolok (retrospective verbal reports) modszerével.
Utdlagos a beszamold abbol a szempontbol, hogy a tanuldk az irdsbeli munkajuk befejezése
utdn magyaraztak el a megoldasukat, ugyanakkor valos idejii is, mert a megoldasok még nem
keriiltek leadasra a hangfelvétel elott, tehat volt lehetdség észrevételekre, modositasokra, igy
sok mozzanataban ¢16 maradt a folyamat. A tanulok irasbeli és szdbeli munkait elsésorban
kvalitativ tartalomelemzéssel értékeljiik.
Baker és Cerro (2000) megjegyzik, hogy a szobeli beszamolok modszerét leginkabb
hallgatoknal ajanlott alkalmazni. Ennek az az oka, hogy a fiatalabb tanulok még kevésbé
produktivak a hangosan gondolkodas terén. A kutatasunkban szerepld diakok 17-18 évesek, igy
feltételezhetjiik, hogy naluk a hangosan gondolkodasnak nincs fejlédésbéli akadalya.
Felsorakoztatjuk a hangosan gondolkodtatas eljarasanak néhany korlatjat (Baker & Cerro, p.
104)°:
(1) A hangosan gondolkodas zavarhatja a feladat feldolgozasat.
(2) A kognitiv folyamatok nem biztos, hogy tudatossa valnak a beszamolo alatt.
(3) Az egyéni jellemzOk, mint az életkor, a motivacio, a szorongas, a verbalis
képességek és az Onfeltarasi hajlanddsag befolyasolhatjak a valaszadast.
(4) Az utasitasok, a kérdések tipusa és a hasznalt modszerek bizonyos tipusu valaszok
addsara 0sztondzhetik a résztvevoket.
(5) A feladatnak elég nehéznek, Gsszetettnek és Gjszertinek kell lennie ahhoz, hogy
metakognitiv tevékenységeket igényeljen.
(6) A hangosan gondolkodtatas eljarasabdl szarmazé eredményeket nehéz pontozni.

A kutatdsunkban az (1), (2) és a (3)-as pontok kikiiszobolését segithette, hogy a megoldashoz
képest utdlagos szobeli magyarazatot kértiink a tanuloktol, amit rdadasul nem iskolai
kornyezetben tettek meg. A (4)-es pontot az mérsékelhette, hogy a szobeli magyarazatokhoz,
csak egy rovid és altalanos utasitast adtunk meg. A (5)-6s pontban megfogalmazott tényezdk
koziil a feladatok nehézsége és Osszetettsége kelld kihivast jelenthetett a didkoknak a
metakognitiv tevékenységek szempontjabol. Az utolsé ponttal kapcsolatban hasonld
tapasztalatokat szereztlink a pontozas megtervezése soran.

5.3.1. Minta

A mintankban egy 11-12. osztaly dsszesen 29 didkja szerepelt. Ennek az osztalynak heti négy
matematika oraja volt 11. és 12. évfolyamon is, csoportbontas nélkiil. A tanulok matematikabol
atlagos vagy atlag alatti teljesitménylinek mondhatok. A kutatdsra a 2019/2020-as és a
2020/2021-es tanévben keriilt sor. A kutatas altal érintett idészakban a COVID-19 pandémia
miatt az iskolak csak 2020. szeptember 1-t61 november 11-ig voltak nyitva, egyébként az ezen
kiviili idészakban online oktatds zajlott. A tanuldkat S1-t61 S29-ig kodokkal jeldltiik és a
késObbiekben igy fogunk rajuk hivatkozni.

5.3.2. Eljaras

Az iskolabezaras miatt a didkok otthon oldottdk meg a dolgozatként 6sszeallitott feladatlapokat.
Matematika tantargybol a mintankban szerepl6 osztalynal ez tigy tortént, hogy miutan a tanulok

% A szerz§ sajat forditasa.
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egy adott idopontban megkaptak egy online feliileten a dolgozat feladatait, a rendelkezésre allo
id6n beliil a kdvetkezoket kellett tennitik:

Megoldani papiron a feladatokat.

Lefényképezni az irasbeli munkajukat.

Hangfelvételeket késziteni, amelyben elmagyardazzak a feladatok megoldasat
("Foglalja 6ssze és magyarazza el szOban a megoldast 1-2 percben!™).

- Bekiildeni az irasbeli és szobeli munkat az online feliileten.

A feladat megoldésara, a fényképek elkészitésére, a szobeli magyarazatok mobiltelefonnal
torténd rogzitésére és mindezek online feliileten valod bekiildésére 60 perc allt a tanulok
rendelkezésre. A tanar az irasbeli munka mellett a szobeli magyarazatot is pontozta, ezek
alapjan sziiletett meg a dolgozat érdemjegye. A kutatdsban két dolgozat (lasd 18. tablazat)
tapasztalatait elemezziik.

18. tablazat: A két dolgozat néhany jellemzdje

Dolgozat Feladat Id6épont Tanulok Idétartam
témakore (db) (f6) (perc)
1. Kombinatorika 3 2020. majus 26. 27 60
2. Mértani sorozat 3 2020. november 16. 27 60

5.3.3. Méréeszkoz
A kombinatorika dolgozat feladatai és megoldasvéazlatai'®

A dolgozat harom kombinatorikai feladatot tartalmazott. A feladatok egy-egy kombinatorikai
strukttra (modell) kivalasztasat és helyes alkalmazasat igényelték.

(K1) Jani a szelektiv hulladékgyiijté szigetre vitt 6 egyforma iires iiveget, 5 egyforma
osszelapitott miianyag palackot és 11 ugyanolyan fajta iires konzervdobozt. Utkézben
arra gondolt, hogy osszevissza fogja bedobalni egymas utan a megfelelo
hulladékgyiijtobe a szemétdarabokat. Hanyféle sorrendben szabadulhat meg Jani a
nala lévo felesleges holmiktol?

Megoldas: A feladat reprezentalhatd ismétléses permutacioval. Osszesen

6,_;2_!11' = 325909584 féle sorrendben szabadulhat meg Jani a holmiktol.

(K2) Az iskola végzds didkjai probaérettségire jelentkeztek matematikabol. Minden tanulo
egy olyan haromjegyii kodszamot kapott, amely a 0,1,2,3,4,5,6,7 szamjegyekbol
harom kiilonbozot tartalmaz. Hany kiilonbozo kodszamot tudnak kiosztani?

Megoldas: A feladat reprezentalhatd ismétlés nélkiili variacidval. Osszesen (8?3)' =
336 darab kiilonb6z6 kodot tudnak kiosztani.

(K3) Tegnap matematikaora elején a 33 fbs osztdaly négy tanuldja répdolgozatot, utana
torténelemoran ot diak forraselemzést irt. Hanyféleképpen valaszthattak ki a tandrok
a dolgozatokat irokat, ha nem vették figyelembe egymas dontéset, azaz egy diak akar
mindkét targybol irhatott?

10 Mindkét dolgozatnal tobb feladatsor késziilt, a tanuldkat tobb csoportra osztva. Ezek felépitésiikben,
matematikai tartalmukban megegyeztek, csak szovegezésiikben tértek el, ezért a parhuzamos feladatsorokat nem
ismertetjik.
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Megoldés: A feladat két ismétlés nélkiili kombinacid szorzataként reprezentalhato.
Osszesen (343) . (353) = 9711789120 - féleképpen valaszhattak ki a dolgozatirokat.

A mértani sorozat dolgozat feladatai és megoldasvazlatai

A dolgozat november 16-ra esett, igy a tananyag nagy részét még az iskolaban tanultak a
diakok. A szdmonkérés témaja a mértani sorozat volt. Az elsO feladat rutinfeladatnak szamitott.
A masodik és a harmadik feladatok valés helyzetet feldolgozo problémak voltak, a masodik
feladat hasonlo volt a harmadikhoz, de egyszeriibb.

(M1) Egy mértani sorozat harmadik eleme -64, hetedik eleme -1024. Hatdirozd meg a
sorozat elsé tagjat, a hanyadosat és az elso tiz tag osszeget!

Megoldas: A mértani sorozat harmadik és hetedik elemét felirjuk a sorozat elsé
tagjaval  kifejezve. —64 =a;-q? ~—1024 =a,-q° Igy kaptunk egy
egyenletrendszert, ahol a sorozat elsd tagja €s a hanyadosa a két ismeretlen. Kifejezve
a; = _q—624 , majd két megoldast kapunk a sorozat hanyadosara: q; = 2 vagy q, = —2.

Innen mindkét esetben az a; = —4. A sorozat elsé tiz tagjanak az Osszege az elso
esetben 1364, a masodik esetben pedig —4092.

(M2) Egy csalad megfigyelte, hogy az elmult idészakban datlagosan minden évben 1,2-szer
annyit kéltott benzinre, mint az elézé évben. Eszerint, ha 2014-ben 144000 Ft-ot
fizettek benzinért, akkor mennyi pénzt kélthetett 2009-ben benzinre a csalad?

Megoldas: A feladat reprezentalhatd mértani sorozattal a kovetkezd valasztasokkal:
ag = 144000, q = 1,2, és 2009-es adat a kérdés, vagyis a;. Az ag =a;"q°
egyenletbe behelyettesitve, majd rendezve kapjuk, hogy a; = 57870, vagyis kb.
57870 Ft-ot koltott a csalad benzinre 2009-ben.

(M3) 4 vadon él6 koaldak szama egyre kevesebb Ausztraliaban. Felmérések szerint a koaldk
szama évente dtlagosan 9%-kal csokken. 2009-ben mindossze 43000 vadon élo
koalat szamoltak 6ssze a kontinensen. Szamold ki, hogy ilyen mértékii csokkenés
mellett hany év milva esik a 2009-es adat 60%-a ald a koaldak szama Ausztraliaban!

Megoldas: A feladat reprezentalhaté mértani sorozattal a kovetkezd modon:

ap = 43000,a43000 60%-a 25800, azaz a, = 25800, a 9%-os csokkenés miatt q =
0,91, és n, vagyis az évek szama a kérdés. Megoldva az a,, = a, - 0,91" egyenletet
n~542, azaz 6 év mulva esik a 2009-es adat 60%-a ald a koaldk szama
Ausztraliaban.

5.3.4. Elemzési szempontok

A tanuldk szébeli magyardzatait elemeztik az irasbeli megoldasaik alapjan,
tobbletinformacidkat keresve a tanulok gondolkodasi folyamatarol. A szobeli magyarazatokban
az firasbeli munkdkhoz képest megjelend tobbletinformaciokat kerestik ¢és kodoltuk,
amelyekhez metakognitiv tevékenységeket tarsitottunk. A kutatdsi kérdésekre a véalaszokat a
tanulok irasbeli és szobeli munkdjanak elemzésével induktivan feléllitott kodrendszer
segitségével kerestiik.
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A hangfelvételek a kovetkez6 mddon keriiltek elemzésre:

1. Azonositottuk a kodolasi egységeket, azaz megkerestiik a felvételek azon részeit,
amelyek tobbletinformacioét (hozzaadott informaciot) tartalmaztak, azaz nem csak a papiron
leirtakat ismételték a diakok. Egy felvétel egynél tobb ilyen egységet is tartalmazhatott.

2. A tartalomelemzés modszerét alkalmazva eldszor ezeket az egységeket kodoltuk harom
szempont szerint: A hozzéaadott informécio

- a megoldas egy 1épésére (roviden a tovabbiakban: /épés), vagy
- egy teljes gondolatmenetre, a megoldas modelljére (roviden a tovabbiakban:
gondolatmenet), vagy

- a kapott eredmény értékelésére, ellendrzésére (roviden a tovabbiakban: eredmény)

vonatkozott.

Példaul lepéskent kodoltuk az egységet, ha a tanuld a megoldas egyik 1épését indokolta,
gondolatmenetként, ha a valasztott stratégiat vagy modellt magyarazta, vagy eredményként, ha
kitért arra, hogy a kapott eredmény dsszhangban van-e a problémahelyzettel, esetleg ennek
megfeleléen modositotta is azt. Ezek a kodok szorosan kapcsolodnak a nyomon kdvetd és
ellen6rz6 tevékenységekhez. A lépés és gondolatmenet tipust tobbletinformaciok a kognitiv
feldolgozas nyomon kovetésérol és ellendrzésérdl szolnak, az eredmény tipus pedig a kognitiv
feldolgozas eredményének értékelésérdl, ellendrzésérdl.

A 34. abra segitségével a kodolasi rendszeriinket szemléltetjiik.

34. abra: Az S13 irasbeli megoldasa a 2. dolgozat 3. feladatara
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A megoldashoz tartozo hangfelvétel szovege dolt betiivel van szedve, ahol a tobbletinformacidk
¢s a tipusuk egységenként félkoveér betlitipussal van kiemelve:

. A 3. feladatnal ugye csak a kamatlabat, a szazalékot meg az alapot tudtuk (S13-1. egység,
gondolatmenet) és ugye én ebbdl kiszamoltam itt oldalt a Tyv-et szazalékszamitdssal, aztan
kijott az eredmény, azt egybél be is helyettesitettem a képletbe. Es itt a zdrdjelben azért van
minusz, mert csékkent abban akkor, és ugye azért lett minusz. (S13-2., gondolatmenet) A 0,6
ugy jott ki, hogy a 25800-at elosztottam a 43000-rel. A 0,91" az meg ugye a zardjelben 1évé
feladat. Bevezettiik a tizes alapu logaritmust, mert ezzel ki lehet szamolni az n-et. (S13-3,,
1épés) Aztin ugy rakosgattam, szamolgattam inkabb ugy mondom, hogy az egyenletet ugy
tudjam rendezni, hogy megkapjam az n-et. Ki is jott, hogy 5,42 és az n hiaba nem haladja meg
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a tizedesvesszo utdin az otot, akkor is lefele kell csokkenteni, mert ugye a feladat is az volt,
hogy csokken (S13-4., eredmény) és ugye ide is sz6veges valaszt irtam, mert ez is egyben egy
szoveges feladat volt.”

Az S13-1, -2, -3. egységek a kognitiv feldolgozas nyomon kdvetésére és ellenOrzésére
vonatkozd tevékenységekhez tartoznak. Az S13-1. egység kifejezetten a feladat
koriilményeinek ellenérzésére alkalmas. Az S13-2. és -3. egységek az alkalmazott eljarasok
érvényességének vagy megfeleldségének nyomon kovetésére és ellendrzésére szolgalhatnak.
Az S13-4. egység mar a kognitiv feldolgozas eredményének értékelésére, ellendrzésére utalo
metakognitiv tevékenységet jelenit meg. A tanul6 az eredmény ¢€s a kérdés kozotti megfelelést
ellendrizte és értelmezte az eredményét a szoveges valasz megfogalmazasa el6tt, az mar egy
masik dolog, hogy sajnos téves elképzelés alapjan.

5.4. Eredmények és tapasztalatok

Az eredményeket a szobeli magyarazatokban talalhatd tobbletinformaciok szama és tipusai
alapjan vizsgaljuk. Ezek a tobbletinformaciok utalnak a nyomon kovetd és ellenérzo
tevékenységekre, ahogy arr6l korabban mar sz6éltunk.

A szobeli magyarazatokban azonositott tobbletinformaciok szama és tipusai

A kombinatorika dolgozatot 27 diak irta meg. Harom tanul6 egyik feladat megoldasahoz sem
készitett hangfelvételt, illetve volt még 3 tanulo, aki egy-egy feladathoz nem készitett
hangfelvételt. A tobbiek mindegyikhez készitettek, igy Osszesen 69 hangfelvétel allt
rendelkezésiinkre az elemzéshez. 54 felvételen (78,3 %) azonositottunk tobbletinformaciot.
Azok a tanuldk, akik hangfelvételt készitettek (24 £6), a szobeli magyarazatok soran legalabb
egy feladatnal tobbletinforméciot szolgaltattak. (19. tablazat)

A mértani sorozat dolgozatot ugyancsak 27-en irtdk meg. Minden tanul6 készitett legalabb egy
feladathoz hangfelvételt. Osszesen 3 feladathoz nem csatoltak hangfelvételt, igy 78 szobeli
magyarazatot elemezhettiink, melyek kozott 40 (51,3 %) tartalmazott tobblet informaciot. Ezek
a felvételek 19 diakhoz tartoztak. (19. tablazat)

19. tablazat: A hangosdolgozatok altalanos jellemzdi

Kombinatorika Mgértani sorozat

dolgozat dolgozat
Létszam 27 27
Legalabb egy hangfelvételt készitd tanuldok szdma 24 27
Tobbletinformdaciot add tanuldk szdma 24 19
Osszes hangfelvétel szama 69 78
Tobbletinformdciot tartalmazo hangfelvételek szdma 54 40

A 20. tdblazat azt mutatja, hogy a tanuldk tobbsége nem csak egy feladat szobeli magyarazata
soran tudott tobblettinformacioval szolgalni az irasbeli megoldashoz képest. A kombinatorika
dolgozatnal tobb tanulondl talaltunk a szobeli magyardzatokban tobbletinformacidt, mint a
mértani sorozat dolgozatnal. Az eldbbinél nagyobb volt azon tanuldk aranya is, akik mindhdrom
feladatnal adtak tobbletinformaciot a hangfelvétel soran.
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20. tablazat: Hany feladatnal adtak tobbletinformaciot a tanulok?

Kombinatorika Meértani sorozatok
dolgozat (f0) dolgozat (f0)
Tobbletinformaciot adoé tanulok szama 24 19
Pontosan 3 feladatnal 11 6
Pontosan 2 feladatnal 8 19
Pontosan 1 feladatnal 5 4

A 21. tabldzatban pedig az lathatd, hogy a tanuldk tobbségének hangfelvételei nem csak
egyfajta informaciotipust (/épés, gondolatmenet vagy eredmény) tartalmaztak. Mig koziiliik a
mértani sorozatok dolgozatnal a tanulok kozel haromnegyede legalabb 2 féle informaciotipust
adott a szobeli magyarazatokban, addig a kombinatorika dolgozatnal ez az arany nem éri el a
diakok felét.

21. tablazat: Hanyféle informaciotipust tartalmaznak egy-egy tanulo szobeli magyarazatai?

Kombinatorika Mértani sorozatok
dolgozat (10) dolgozat (10)
Tobbletinformaciot ado tanulok szama 24 19
Pontosan 3 félét 2 8
Pontosan 2 félét 9 6
Pontosan 1 félét 13 5

Mindkét dolgozat esetén a tapasztalat azt mutatja, hogy a szobeli magyardzatok alkalmasak az
irasbeli munkak kiegészitésére, hiszen ezaltal a tanar (és a kutatd is) mélyebb betekintést
nyerhet a tanul6 gondolkodasi folyamatéba.

A 22. tdblazat azt 6sszegzi, hogy egy adott tipusu tobbletinformacié hany tanulonal fordult eld.
A kombinatorika dolgozatban a gondolatmenet tipust tobbletinformécio fordult eld a legtobb
tanulonal, mig a mértani sorozatban a harom tobbletinformacio-tipust kdzel ugyanannyi
tanulonal figyelhettiik meg.

22. tablazat: Hany tanulonal fordult el egy adott tipusu tobbletinformacio?

Kombinatorika Mértani sorozat
dolgozat (f0) dolgozat (f0)
1épés 8 14
gondolatmenet 21 16
eredmény 8 11
Osszesen 24 19

A 22. tablazat alapjan az olvashatd ki, hogy a gondolatmenet tipusti tobbletinformaciok
majdnem minden tanulondl megjelentek. Lényegében a dolgozatokban szerepld utasités
kozvetleniil értelmezve ezt kérte a tanuloktdl ("Foglalja Ossze és magyardzza el szoban a
megoldast 1-2 percben!™). A lépésre és az eredményre vonatkozo tobbletinformaciok kozel
egyforma szamu tanulonél jelentek meg mindkét dolgozat esetében. A lépés €s eredmény
tipushoz tartozd Iétszdm a 2. dolgozatban (mértani sorozat) nem sokkal maradt el a
gondolatmenet tipustol.

Az eredmény ¢értékelésére, ellendrzésére (réviden eredmény tipus) vonatkozd tobblet
informaciokat kiilon is elemeztiik, hogy az ellenérzo tevékenységrdl pontosabb képet kapjunk,
illetve azért, hogy az el6z6 két, irasbeli munkak elemzésén alapuld kutatasi fejezetbdl nyert
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tapasztalatainkat ki tudjuk egésziteni a szobeli magyarazatokbol nyerhetd tapasztalatokkal.
Olyan helyzeteket kerestiink, ahol a tanulé a hangfelvétel soran megkérddjelezte a kordbban
leirt megoldasat, vagyis a sikeresség érzése gyengiilt nala. Vizsgaltuk, hogy ezeknél a
helyzeteknél tortént-e 4thtizds vagy modositas az irasbeli munkaban. Ez kapcsolddik a korabbi
fejezetek ,,athuzas €s modositas” kategoridihoz, de itt mar az 4athuzasok, modositdsok
kortiilményeirdl valo tajékozodasunkat az utdlagos hangfelvétel segitette.

Minden eredmény tipusu tobbletinformacio 3 0j kodot kapott:

A megoldas helyessége: 1: helyes, 0: hibas
A megoldas megkérddjelezése (a sikeresség érzése gyengiilt): 1: igen, 0: nem
A valasz modositasa (athuzéssal vagy anélkiil): 1: igen, 0: nem.

A kovetkezd tablazatban szédmszerisitink néhany tapasztalatot az eredmény tipusu
tobbletinformaciokrol. A 23. tablazatbdl lathatd, hogy a két dolgozatban Osszesen 27 ilyen
tobbletinformaciot azonositottunk. Ezek koziil mindossze 3 tartozik helyes megoldashoz. A
hibas megoldashoz tartozé tobbletinformaciok tobb mint a fele (15 db) magaban foglalja a
megoldas megkérddjelezését is. Koziiliik 7 kapesolodik olyan mozzanathoz, amiben a tanul6 a
leirt megoldast vagy végeredményt elveti és javitani probal. Sajnos a helyes megoldast egyik
esetben sem sikeriilt megtalalni. A 23. tablazat 0sszesitése alapjan a két dolgozat témakdorét
illetden nincs Iényeges kiilonbség a tapasztalatokban.

23. tablazat: Az eredmény tipusu tobbletinformdciok részletes jellemzése

Eredmény kédok Kombinatorika  Mértani sorozat Osszesen

dolgozat (db) dolgozat (db) (db)
A megoldas helyes (1XX) 2 1 3
Hibas megoldas megkérddjelezése 3 5 8
a valasz modositasa nélkiil (010)
Hibas megoldas megkérddjelezése 9 5 7
a valasz modositasaval (011)
Hibas megoldas megkérddjelezés 3 6 9
nélkiil (00X)
Osszesen 10 17 27
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A 24. tdblazat néhany példat mutat be az eredmény tipust tobbletinformaciok kodolasarol.

24. tabldzat: Példdik az eredmény tipusu tobbletinformadciokra és azok kodoldasara

Tanul6 | Feladat | A kodolt egység idézete Koéd | Leiras

S28 K2 de nézziik meg ezt képlettel is, 100 | Ellenérizte a megoldasat ugy, hogy
..., aminek az eredménye mas modon is megoldotta a feladatot.
ugyancsak 3024. O volt az egyetlen tanulé, aki

ellenérzéssel probalkozott.

S6 M3 ...ésugye 0,43 jott ki, vagyis 010 | Hibas megoldas, hibas értelmezés. A
0,439, és kerekitettem, hogy 44 “szerintem” megnyilvanulasa
év. Szerintem. bizonytalansagra, megkérdojelezésre

utal.

S12 M2 Szoval ezzel az 6sszeggel 011 | Nem tartotta realisnak az
elrontottam, mert igy is 1484064 eredményét, amit javitani probalt egy
jott ki, de igy is tobbet koltottek osztassal. Az ijabb végeredményt is
2009-ben, mint 2014-ben, ami megkérddjelezte. Helyesen
ugye nem lehet, foleg ugy, hogy indokolva megallapitotta, hogy
0t éven at 1,2-szer tobbet helytelen az ijabb végeredménye is.
koltottek, mint az elézében,
ugyhogy ez nem jo.

S16 M3 5,9 lesz az n. Es mivel évekrél 000 | Helyesen indokolva értelmezte a
van sz0, igy felfele kell hibas végeredményt.
kerekiteniink. Tehat 6 év kell
ahhoz, hogy 60% ala essen a
koalék szama.

A 24. tablazat példaiban a szobeli magyarazatokbol nyert tobbletinforméciok és a hozzatartozo
leirasok szemléltetik, hogy a hangfelvételek altal mennyivel részletesebb képet kaptunk az
athuzasok koriilményeirdl, a tanulok kétségeirdl, gondolkodasarol, az eredmény értékeléséhez,
ellendrzéséhez valo hozzaallasrol és azokrol a koriilményekrdl, amik irasban nem jelentek meg.
A szobeli magyarazat lehetdséget adott a tanuldk szdmara, hogy észrevegyék az esetleges
hibajukat. Az eredmény kategoridba tartozd tobbletinformécioknal gazdagon megjelentek a
kapott valasz megkérddjelezésére utald helyzetek. Voltak tanacstalan tanuldk, de voltak, akik
probalkoztak a javitassal.
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A szébeli magyarazatokban azonositott tobbletinformaciok szama és tipusai
feladatonként

A 25. tablazat az egyes tobbletinformacio-tipusok eléforduldsanak szdmat mutatja be a
kombinatorikai dolgozatnal feladatonként.

25. tablazat: Hany darab tobbletinformdaciot azonositottunk feladatonként az egyes
informaciotipusokbol? (Kombinatorika dolgozat)

Osszesen (db) 1épés (db) gondolatmenet (db)  eredmény (db)

Osszesen 72 11 51 10
1. feladat 22 2 17 3
2. feladat 25 3 19 3
3. feladat 25 6 15 4

Elmondhat6, hogy a kombinatorikai dolgozat 3 feladata nagyon hasonl6 tapasztalatokkal
szolgalt. Ugyanazzal, ami Osszességében is megallapithato. A lépés tipust tobbletinformaciok
kozel egyforma szdmban jelentek meg az eredmény tipusu informéciokkal. A
tobbletinformaciok jelentds része a gondolatmenet tipusba tartozik mindharom feladat esetén.
Ez nem meglepd, mert a 3 feladat hasonlé nehézségli volt és hasonld gondolkoddsmodot
igényelt.

A 26. tablazatbol lathatjuk, hogy a mértani sorozatok dolgozat 1. feladatndl a /épés tipusu, a 2.
feladatnal jelentds folénnyel a gondolatmenet tipust tobbletinformaciobdl volt a legtobb, mig
a 3. feladatnal kiegyenlitett volt a tipusok kozotti megoszlas. Az 1. feladathoz kapcsolddo
tobbletinformacidk szama a legalacsonyabb, 18 egység, mig a 2. és 3. feladat esetében ezek a
szamok 30 és 31.

26. tablazat: Hany darab tébbletinformdciot azonositottunk feladatonként az egyes
informaciotipusokbol? (Mértani sorozat dolgozat)

Osszesen (db) 1épés (db) gondolatmenet (db)  eredmény (db)

Osszesen 79 24 38 17
1. feladat 18 10 8 0
2. feladat 30 3 18 9
3. feladat 31 11 12 8

Ez az eredmény megerdsiti, hogy az 1. feladat inkabb rutinfeladat volt a didkok szdmara,
amelyben a megoldas modja hagyomanyos volt, igy a diakok nem érezték sziikségét annak,
hogy részletesebben kifejtsék a megoldas teljes gondolatmenetét, ugyanakkor annak sziikségét
érezték, hogy a levezetés egy-egy kritikusnak gondolt Iépését megindokoljak. Ennél a
feladatnal senki sem akarta vagy nem tudta értelmezni az eredményt. A 2. és a 3. feladat valos
szOvegezési probléma volt. Ezek megoldasanal a modell megtalalasa és helyes alkalmazasa a
megoldas fontos eleme. A szoveges feladatok tobb 6nallé gondolkodast igényeltek és igy az
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irasbeli munkdhoz fliz6tt szobeli magyarazatok is tobb ¢és tobbféle tobbletinformaciot
tartalmaztak.

A mértani sorozatot szamonkérd dolgozatban kiegyensulyozottabb volt a tobbletinformaciok
megoszlasa a tipusok kozott. A kombinatorikai dolgozatnal toronymagasan a gondolatmenet
tipusra vonatkoztak a tobbletinformaciok.

A mértani sorozatokhoz tartozé 2. és 3. feladathoz adand6 valasz megkdvetelte az eredmények
értelmezését (elsdsorban a kerekités miatt), mig az 1. feladatnal és a kombinatorikai dolgozatnal
inkabb csak a realitas vizsgalatara lehetett vagy kellett tdimaszkodnia a tanuloknak.

Az elemzés alapjan latszik, hogy a feladat témakore és tipusa (rutin vagy probléma)
befolyasolja a tobbletinformaciok tipusat, ez pedig a kapcsolodd metakognitiv (nyomon kdvetd
¢s ellendrzd) tevékenységek tipusara és szamara is utal.

A 35. abra szemlélteti a két dolgozatnal azonositott tobbletinformacidk tipusainak aranyat.

35. dbra: Az egyes tobbletinformacio tipusok aranya témakoronként

100%
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70%
60%
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40%
30%
20%
10%

0%
Kombinatorika Mértani sorozatok

H]épés ®mgondolatmenet eredmény

A 35. abrardl az latszik, hogy a kiilonbozd tipust tobbletinformaciok szamanak eloszlasa fiigg
a  szdmonkérés  témakorétdl.  Ennek  aldtdmasztdsdra  khi-négyzet  probaval
fiiggetlenségvizsgalatot végeztiink. A nullhipotézisiink az volt, hogy a kiilonbozd tipusu
tobbletinformacidk szdmanak eloszldsa nem fligg a szdmonkérés témakorétdl. A khi-négyzet
teszt szignifikans kiilonbséget mutatott (y2(2) = 8.24,p = 0.016), tehat a nullhipotézist
elvetettiik, azaz a kiilonb6z6 tipust tobblet informacidk szdmanak eloszlasa fiigg a szamonkérés
témakorétol.

A szébeli magyarazatokban azonositott tobbletinformaciok szama a tanulok kognitiv
teljesitményének fiiggvényében

A 36. ¢és 37. abra a dolgozat irasbeli részében elértpontszamok fiiggvényében mutatja be a
tobbletinforméciok szdmat tanulonként.

A kombinatorika dolgozatban legfeljebb 9 pontot lehetett elérni az irasbeli munka alapjan. A
36. abran a pontok azt a 24 tanulot jelolik, akiknek a szdbeli magyarazata tartalmazott
tobbletinformacidt. A kis kék pont egy tanulot, a nagy kék pont két tanuldt jelent. A
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tobbletinformacidt szolgaltatd tanulok atlagpontszama 5,6 pont, amit az abran a piros egyenes
szemléltet.

A tanulok pontszama és a tobbletinformaciok szama kozotti kapesolatot vizsgalva, a Spearman-
féle korrelacios egytitthatd kozepes erdsségii pozitiv kapcsolatot mutatott (p = 0.512), amely
statisztikailag szignifikans volt (p = 0.011,n = 24). Ez azt jelenti, hogy a két valtozo kozott
szignifikans pozitiv kapcsolat all fenn, vagyis ahogy a pontszam novekszik, a
tobbletinforméciok szdma is nd.

A linedris regresszios elemzés azt mutatta, hogy a pontszam és a tobbletinformacidok szama
kozott mérsékelt pozitiv kapesolat 4ll fenn, R? = 0.258 és korrigalt R? = 0.225 értékekkel. A
pontszam szignifikans eldrejelzdje a tobbletinformaciok szamanak (f=0.355, p=0.011). Azy
tengelymetszet (intercept) azonban nem szignifikans (p = 0.205), ami azt jelzi, hogy a modell
konstans értéke 6nmagaban nem jarul hozza a tobbletinformaciok szaméanak magyarazatdhoz.
A 36. abran a kék egyenes a regresszids egyenes.

36. abra: A tébbletinformdciok szama a pontszamok fiiggvényében didkonként a kombinatorika
dolgozatban
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A mértani sorozat dolgozatban 21 pontot lehetett szerezni az irasbeli munkaval. A 37. dbran a
kék pontok azt a 19 tanulot jelolik, akiknek a szobeli magyardzatdban megjelent
tobbletinformacid. Az atlagpontszamuk 10,6 pont, amit a piros egyenes szemléltet.

A Spearman-féle rangkorrelacié elemzése szerint a pontszdm ¢€s a tobbletinformacié kozott
nincs szignifikans kapcsolat, p(19) = 0.007,p = 0.977.
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37. abra: A tébbletinformdciok szama a pontszamok fiiggvényében diakonkent a mértani sorozatok
dolgozatban
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Ugyan a statisztikai vizsgalat nem mutat szignifikans kapcsolatot a két valtozo kozott, az abrat
értelmezve azt megallapithatjuk, hogy a mértani sorozat dolgozaton elért irasbeli eredmény és
a tobbletinformaciok szama mas mintazatot ad, mint amit a kombinatorika dolgozatnal lattunk.
A mértani sorozatot feldleld dolgozatnal azok a tanuldok adtdk a legtobb plusz informaciot,
akiknek a pontszdmai kozel voltak az atlaghoz. Itt a magasabb pontszamot elért tanulok
jellemzden nem egészitették ki irasbeli megoldasukat tovabbi szobeli informacidkkal, még
akkor sem, ha azok meglehetdsen vazlatosak voltak. Ugyanakkor a gyengébben teljesitd didkok
hangfelvételeiben is sok érdekes €s tanulsdgos informaciot talaltunk.

Az aldbbiakban azt vizsgaljuk meg, hogy mi jellemzi azokat a tanuldkat, akik dsszességében a
legtobb tobbletinformaciot nyujtottdk. Minthogy a tdbbletinformaciok szdma az irasbeli
feladatmegoldast kdvetd metakognitiv tevékenységek szamaval hozhato Osszefliggésbe, dket
nevezhetjiik a ,,Jlegmetakognitivabbaknak”.

Ki a ,legmetakognitivabb” tanul6 a szobeli magyarazatok tobbletinforméacioi alapjan?

A 27. tablazat Osszesitésébdl latszik, hogy a két hangosdolgozat alapjan a legtobb
tobbletinformacidt nyujtdé tanuldk a két dolgozat irasbeli Osszpontszamat tekintve nem
teljesitettek kiemelkedd szinten. S6t S25 igencsak gyenge irasbeli eredményt ért el.

27. tablazat: Az elsé harom ,,legmetakognitivabb” tanulo a tobbletinformaciok szama alapjan

Hany feladat szébeli . . . ... Azirasbeli munkara
, A tobbletinformaciok ,
magyarazata tartalmaz kapott pontszam

tobbletinformaciot? (max. 6 db) szama (db) (max. 30 pont)
S13 6 14 21
525 5 11 13
S12 5 10 22

A 27. tablazat bizonyos tekintetben kapcsolodik ahhoz a tapasztalathoz, amit az el6z6 két
diagram alapjan is lathatunk (lasd 36. és 37. dabra), hogy nem sziikséges feltétele a
tobbletinformaciok és az altaluk a szobeli magyarazatokban felfedezhet6 metakognitiv
tevékenységek intenziv jelenléte a kiemelkedd irasbeli teljesitménynek.
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5.5. Kutatasi kérdésekre és valaszok

K3. Hogyan tiikroz6dnek a nyomon koveté és ellenérzé tevékenységek az irasbeli
problémamegoldast kovetd szobeli magyarazatban?

K3.1. Azonosithatok-e nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységek a szobeli magyarazat
altal adott tobbletinformaciokban?

A nyomon koveto6 és ellenérzo tevékenységeket harom tobbletinformacio-tipushoz tarsitottuk:
A megoldas egy Iépésének indoklasahoz (/épés), a valasztott stratégia vagy modell
magyarazatahoz (gondolatmenet), az eredmény értékeléséhez és ellenérzéséhez (eredmény). Az
elobbi ketté a kognitiv feldolgozas nyomon kovetését és ellendrzését, az utobbi pedig
elsésorban a kognitiv feldolgozas eredményének értékelését és ellendrzését, mint metakognitiv
tevékenységeket igényli. A szobeli magyarazatokban nagy szamban jelentek meg az irasbeli
megoldashoz képest tobbletinformaciok. Mindhdrom tipusra talalhatok példak, de a legtobb a
megoldas modelljére, egy teljes gondolatmenetre vonatkozott. Ez azt jelzi, hogy a szdbeli
magyarazatok alkalmasak arra, hogy a tanulékban nyomon kovetd ¢és -ellendrzd
tevékenységeket valtsanak ki, és arra is, hogy a kivaltott tevékenységeket tanarként, kutatoként
megfigyelhessiik.

K3.2. Filigg-e a szbébeli magyardzatban azonositott nyomon koveté és ellendrzd
tevékenységek mennyisége és tipusa a feladatok témakdorétol?

Igen, a két dolgozatnal megjelend tobbletinformacidk és ezaltal a nyomon kdvetd és ellendrzo
tevékenységek mennyisége és tipusa eltérd mintazatot mutat a két témakorben, és a
feladattipusokban is. A kombinatorika dolgozathoz kapcsolddé tobbletinforméaciok elsdsorban
a teljes gondolatmenetre vonatkoztak, mig a mértani sorozat dolgozatban nagyobb szamban
voltak jelen a 1épés €és az eredmény tipusu tobbletinformécidk. Ez arra utal, hogy az utobbi
témakorben az ellendrzd tevékenységnek hangsulyosabb szerep jut. Ezen kiviil a feladatok
tipusa (rutin vagy probléma) is befolyasolta a tobbletinforméciok szamat és tipusat. A
problémaknal tobb és valtozatosabb tobbletinformacidkat azonositottunk.

K3.3. Fiigg-e a szobeli magyardzatban azonositott nyomon kovetd és ellendrzd
tevékenységek mennyisége a tanulok irasbeli teljesitményétdl?

A kombinatorika dolgozatban fiigg, a mértani sorozat dolgozatban nem fligg a szobeli
magyarazatban azonositott nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységek mennyisége a tanulok
irasbeli teljesitményétdl. Tehat a tapasztalataink azt mutatjak, hogy erre a kérdésre adhatd
véalaszt a témakortdl fliggden lehet megadni. A kombinatorika dolgozatnal elért nagyobb
irasbeli pontszam a tobbletinforméaciok szamanak ndvekedésével jart egylitt. A mértani
sorozatot feloleld dolgozatnal viszont azok a tanulok adték a legtobb plusz informaciot a szobeli
magyarazatban az irasbeli munkakhoz képest, akiknek a pontszamai kozel voltak az atlaghoz.
A modszer 1étjogosultsdgat mutatja, hogy a modszer révén feltarhatd metakognitiv
tevékenységek  hozzajarulhatnak a  nem  kiemelkedd  teljesitményli  tanuldk
gondolkodasmddjanak megismeréséhez, igy az esetleges gondolkodasi hibak javitasahoz is.

5.6. Osszegzés és kovetkeztetések

A fejezetben egy 29 f0s 11-12. osztaly tanuldinak nyomon kovetd és ellenérzo tevékenységeit
vizsgaltuk a problémamegoldés Polya-féle visszatekintési fazisdban. Két irasbeli szamonkérés
alkalmaval a tanuloknak hangfelvételt kellett késziteniiik az irasbeli munkajuk utani szobeli
magyarazatukrol. A tanulok egy-két kivételtdl eltekintve minden feladathoz készitettek
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hangfelvételt, 6sszesen 147 darabot. A szobeli magyarazatokban kerestiik az irasbeli munkahoz
képest  tobbletinformacionak  szamité  tanuldéi  megnyilvanulasukat.  Ezeket a
tobbletinformacidkat harom tipusba soroltuk, amikhez nyomon kdvetd és ellenérzo
tevékenységek kapcsolhatok. A tobbletinformacié vonatkozhatott a megoldas egy 1épésére; egy
teljes gondolatmenetre, a megoldas modelljére; a kapott eredmény értékelésére, ellendrzésére.
Mindkét dolgozat esetén a tapasztalat azt mutatta, hogy a szobeli magyarazatok alkalmasak az
irasbeli munkak kiegészitésére. A tanulok jelentds tobbsége tobbletinformacioval szolgélt a
megoldasi folyamatrol, illetve a hangfelvételek tobb mint fele tartalmazott tobbletinformaciot.
A szobeli magyarazat lehetésége valoban biztositotta a problémamegoldd folyamatban
egyébként elhanyagolt visszatekint fazist. A megoldas soran hibaz¢d tanulok kozott nagy
szamban voltak olyanok, akik megkérddjelezték az eredményt, és csaknem feliik javitani is
probalta a hibat. Abban, hogy ez senkinél sem sikeriilt, valosziniileg a targyi tudas hidnya
jatszotta a donto szerepet.

A két dolgozat szobeli magyarazataiban azonositott tanuloi tobbletinformaciok €s az altaluk
megmutatkoz6 nyomon kovetd ¢és ellendrzé tevékenységek mennyisége kiilonbozo
kapcsolatban volt a tanulok irasbeli teljesitményével. Mig a kombinatorika dolgozatnal az
irasbeli pontszam ndvekedésével a tobbletinforméciok szama is gyarapodott, addig a mértani
sorozat dolgozatnal az atlag koril teljesité tanuldk tobb tobbletinformaciot adtak, mint a
legjobban teljesitok.

Tapasztalataink azt is mutatjak, hogy a kiemelked6 irasbeli teljesitménynek nem sziikséges
feltétele a hangfelvételek tobbletinformacioinak és igy az altaluk a szobeli magyarazatokban
felfedezhetd metakognitiv tevékenységek intenziv jelenléte.

Elmondhatjuk, hogy a hangosdolgozatok mddszere, ami 6tvézte a hangosan gondolkodtatas és
az utdlagos szobeli beszamold maddszerét, alkalmas volt a tanulok nyomon koveto €s ellendrzo
tevékenységeinek Osztonzésére és megfigyelésére. A szobeli magyarazatok altal részletesebb
képet kaptunk a tanulok tudasarol, gondolkodasarol

5.6.1. A kutatas eredményeinek kapcsolata a szakirodalommal

Kutatasunk a hazai szakirodalomban kutatasi lrt tolt be a hangosdolgozatok modszerének
alkalmazasaval a kozépiskolds didkok metakognitiv tevékenységeinek megfigyelésére és
0sztonzésére a matematikai problémamegoldas soran. Ezzel bizonyos mértékben a nemzetkozi
szakirodalom szerint is a legelhanyagoltabbnak szdmité visszatekintd fazist akartuk életre
kelteni.

A mértani sorozatok témakorénél az atlagpontszdm koriil teljesité tanuldok adtdk a legtobb
hozz4adott informaciot. Ez a tapasztalatunk kapcsolodik ahhoz a megallapitashoz, amire Csikos
(2007) felhivta a figyelmet, vagyis, hogy Alexander és munkatarsai (1995) tehetséges gyerekek
korében végzett kutatdsa azt mutatta, hogy a magas szintli intelligencia és kognitiv teljesitmény
nem feltétleniil jelentenek magas szintli metakognitiv tevékenységet. Arra a dilemmara pedig,
miszerint tovabbra sem vildgos, hogy a matematikaban gyengén teljesitd tanulok a
metakognicio terén is eltérd teljesitményt nydjtanak-e a kdozepesen vagy jol teljesitd tarsaikhoz
képest (Desoete, 2019), a mintankbol nyert tapasztalat azt mutatta, hogy a metakognitiv
tevékenységek terén a gyengébben teljesitd tanuldk is kiemelkedhetnek. Kutatdsunkban ezt a
jelenséget a két matematikai témakor egyikében, a mértani sorozatoknal figyeltik meg. A
masik, a kombinatorika témakorben ugyanakkor a legjobban teljesitdknél jelentkezett a legtobb
metakognitiv tevékenységre utald informacio.

Az, hogy a gyengébben teljesitfknél is észleltiink metakognitiv teveékenységeket,
megteremtheti annak lehet0ségét, hogy ezek a didkok célzott képzéssel valdban
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profitadlhassanak a késdbbiekben a metakognitiv eljarasok alkalmazasdbol. Szamos
beavatkozast eszk6z0616 vizsgalat bizonyitotta, hogy a "normal" tanulok és a kiilondsen alacsony

matematikai teljesitménytiek is jelentdsen profitdlnak a metakognitiv oktatasi eljardsokbol
(Schneider & Artelt, 2010).

5.6.2. A Kkutatas jelentésége a gyakorlo tanarok szamara

Pedagogiai kihivast jelent, hogy a kozépiskolas korosztily tanuldit szora birjuk, kiilondsen
matematikabol. A hangosdolgozatok moddszere megfeleld lehetdségnek tlinik erre. Fontos
eleme ennek a moddszernek, hogy a didkokat Osztonzi a kulcsgondolatokra ¢és
kulcsmozzanatokra valo reflexiora. A reflektalas a problémamegoldas kozponti eleme, talan a
legfontosabb tevékenység a matematikai gondolkodas fejlesztéséhez, vagy legaldbbis az
kellene, hogy legyen, mert csak akkor tanulunk a tapasztalatainkbodl, ha megtorténik az arra
valo reflektalas is (Mason et al., 1982/2010). A modszert nem csak szamonkérés formajaban,
hanem hazi feladatként, szorgalmi feladatként is fel lehet adni. Tandri szempontbdl kétségkiviil
idbigényes a hangfelvételek elemzése, de altaluk kiilonb6zd, més formdban kevésbé
megnyilvanulo szempontokat is megismerhet, értékelhet a tanar. A szobeli feleletek alkalmaval
kevés didk tud megnyilvanulni egy-egy tandran, a hangfelvétel készitésével viszont mindenki.
Meg kell azonban jegyezni azt is, hogy mig a szdbeli felelet sordn a tanar tud kérdezni, segiteni,
iranyitani, addig a hangfelvételek esetén erre nincs lehetdsége.

5.6.3. Javaslatok a tanarképzés szamara a kutatis eredményei alapjan

A tanarjeloltek szamara is hasznos lehet a hangosdolgozatok mddszerének kiprobalasa részben
sajat tanulmanyaik soran, részben tanitasi gyakorlatuk alatt. A szakmodszertani 6rakon hasznos
lehet egyrészt kész hangfelvételek elemzése, masrészt tovabbi elemzési és értékelési
szempontok megvitatdsa a modszer kibovitése és hatékonysaganak novelése érdekében.

A bemutatott kutatassal foglalkozik a kovetkezé publikacio

Kiss, M., & Konya, E. (2022). Written test with oral explanation during the pandemic. In J.
Hodgen, E. Geraniou, G. Bolondi, & F. Ferretti (Eds.), Proceedings of the Twelfth
Congress of the European Society for Research in Mathematics Education (CERME12)
(pp. 3835-3842). Free University of Bozen-Bolzano and ERME.
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6. Tanarjeloltek orainak megfigyelése

6.1. Bevezeto

Ebben a fejezetben targyalt kutatasunk kiindulépontja az a tapasztalat, hogy a metakognitiv
tevékenységek nem kapnak elég hangstulyt a matematika 6rdkon eléforduld osztalyszintii
megbeszélések alkalmaval. Felmeriil a kérdés, hogy ezen tevékenységek kivaltdsanak modjat
célzottan kell-e fejleszteni a tanarképzésben, vagy a képzés végére spontan mddon is beépiil a
tanarjeloltek tanitasi gyakorlatdba. Tobb kutaté hangsulyozza, hogy a metakognitiv
tevékenységek tanitasa alig fordul el6 az iskolai oktatasban, vagyis a tanaroknak sziikségiik
lehet a metakognicioval kapcsolatos képzésre, explicit utasitasokra és eszkozokre ahhoz, hogy
a metakognici6 fejlesztése is szerepet kapjon a tanordkon (Desoete & Veenman, 2006; Depaepe
et al., 2010; Dignath & Biittner, 2018; Wafubwa et al., 2022). Cohors-Fresenborg ¢és Kaune
(2001) szerint az osztalyban zajlo tanulasi folyamat csak akkor vezethet mély megértéshez, ha
a kapcsolodd metakognitiv tevékenységek kidolgozottak és koherens osztalytermi vitdk
valdsulnak meg. Kutatasunk a tanuloi nyomon kovetd és ellendrzé tevékenységek megjelenését
vizsgalja kozépiskolai tanitasi gyakorlatukat t6ltd, végzds, matematika szakos tanarjeloltek
orainak frontalis szakaszaban. Hét tanarjelolt orajat elemezziik, abbol a szempontbol, hogy egy-
egy altalunk kiemelt oOrarészletben hogyan kezdeményeztek, kezeltek olyan helyzeteket,
amelyekben a tanulok nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységére lehetdség nyilik.
Megvizsgaljuk, hogy mennyire sikeriilt bevonni a didkokat a beszélgetésbe, és elemezziik a
tanarjeloltek erre 0sztonzo és gatlo megnyilvanulésait. Ezek az osztalybeszélgetések a diakok
0nalldo problémamegoldasat kovetden torténtek, annak eredményeit targyaltdk, vagyis
elsdsorban a problémamegoldads ellendrzési szakaszara (Lester, 1985) Osszpontositottak.
Kutatasunk olyan orarészletekre Osszpontosit, amelyben lehetdsége volt a tanuldoknak a
hibakeresésre vagy hibaelemzésre. Lucangeli és munkatarsai (2019) szerint a hibaelemzés
hatékony modja lehet mind a metakognitiv tevékenységek, mind a matematikai teljesitmény
fejlodésének eldsegitésére. Megfigyeléseinket nem elézte meg célzott beavatkozas vagy
fejlesztés ezen a teriileten sem a tanarjeldltek sem a diakok szempontjabol.

6.2. Kutatasi kérdések

K4. Hogyan jelennek meg a tanul6i nyomon kovet6 és ellendrz6 tevékenységek a tanarjeloltek
oradinak frontélis szakaszaiban?

K4.1. El6fordulnak-e tanuldoi nyomon kovetd és ellendrzé tevékenységek kivaltasara
alkalmas helyzetek a tanarjeloltek orainak frontélis szakaszaiban?

K4.2. Ha igen, hogyan kezeli a tanarjelolt ezeket a helyzeteket?

K4.3. Milyen tényezdk befolyasolhatjdk a tanuléi nyomon koveté ¢és ellenérzd
tevékenységek megjelenését az osztalytermi megbeszélésben a tanarjeldltek orain?

6.3. Modszerek

A kutatasunk instrumentalis esettanulmany (Stake, 1995), amely egy esetet vizsgal részletesen
¢€s szisztematikusan, hogy valaszt kapjon a felmeriilt kutatasi kérdésekre és ezaltal betekintést
nyerjen egy helyzetbe, jelenségbe. Erdemes olyan esetet vagy eseteket kivéalasztani, amelyek
jol reprezentalnak mas eseteket, de egy jol sikeriilt instrumentalis esettanulmény nem azon
mulik, hogy az eset tipikussagat tudjuk-e biztositani. A miifaj igazi feladata a részletezés és
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megismerés, nem pedig az altalanositas. Ugyanakkor lehetnek helyzetek vagy tevékenységek,
amelyek ujra és jra eléfordulnak, igy bizonyos mértékben tehetiink altalanositasokat.

6.3.1. Minta

Kutatdsunk mintdjat a képzésiik utolsd tanévében jard hét olyan tanarjeldlt alkotta, akik
kozépiskoldkba kihelyezve éppen az Osszefliggd tanitdsi gyakorlatukat toltotték. A kutatds
céljabol a tanarjeldlteknek egy-egy ordjat latogattuk meg a 2021/2022-es tanév 1. félévében. A
hét tanarjelolt kozos képzésben vett részt ugyanazon az egyetemen ¢€s hallgatdi csoportban, de
hét kiilonb6z6é gimnaziumban végezték a gyakorlatukat. Az oralatogatasok utan a részletes
elemzésre keriil6 Orarészletet aszerint valasztottuk ki, hogy a tobbi esetben szerzett
tapasztalatainkat minél jobban reprezentalja.

6.3.2. Méroeszkoz

Valamennyi tanarjelolt Osszedllitott egy Oratervet a tandérdhoz ¢és elkiildte nekiink. Az
oraterveken nem valtoztattunk, el6zetes bekérésiikkel csak az volt a célunk, hogy a tanarjeldltek
felkésziilten érkezzenek a tanordkra. Az oralatogatasok alkalmaval ketten (a dolgozat szerzdje
¢s témavezetdje) készitettiink feljegyzéseket az Oran tapasztaltakrdl, illetve hangfelvétellel
rogzitettiik az osztadlymegbeszéléseket. KésObb elkészitettiik a hangfelvételek atiratait. A
feljegyzések és atiratok alapjan az 6ran elhangzottakat pontosan rekonstrualni tudtuk, s ezek
alapjan kertilt sor az elemzésre.

6.3.3. Eljaras

A tandrjeldltek felé nem volt elvarasunk, hogy melyik osztalyban és melyik témakorben
tartsanak orat. A kérésilink egyrészt az volt, hogy hogy legyen az dranak legalabb egy olyan
epizddja, amelyben vagy egy feladat megoldasanak hibds levezetését mutatjak be, és azt kell a
tanuloknak elemeznie, vagy pedig egy kitlizott feladat 6nallo (csoportos) megoldasat kovetden
kozdsen beszélik meg valakinek a nem teljesen hibatlan megoldasat. Masrészt azt kértiik még
a tanarjeloltektdl, hogy minél tobbet beszéltessék a didkokat, azaz térekedjenek arra, hogy a
tanulok aktivan vegyenek részt az osztdlymegbeszélésben. Eldzetes felkészitést az
elvarasainkkal kapcsolatban nem kaptak sem a didkok, sem a tandrjeldltek, sem a
vezetOtanaraik. Tehat el0zetes beavatkozas nélkiil tettiink megtigyeléseket a tanarjeloltek oraira
vonatkozoan.
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A 28. tdblazat a mintaban szerepld hét tanarjelolt megfigyelt 6rdinak €s a kivalasztott
orarészleteknek a jellemzdit foglalja 6ssze. Az érarészletek nem egyforma idétartamot Sleltek
fel. Egy-egy orarészlet hosszat az adott helyzet hatarozta meg.

28. tabldzat: A vizsgalt orarészletek néhany jellemzdje

Tanarjelolt Evfolyam Témakor Az orarészlet feladata
T1 9 Ardnyosség Az egyik csoport hlbras’ megoldasanak
megbeszélése.
. - Egy négyzetgyokos egyenlet tipikus
tgyok
T2 12. . Iiiiyéi %i};(r)né(:)‘;és) hibat tartalmazo levezetésének
gy elemzése, a hiba felismerése.
Négy egyenlethez két-két kiilonb6zo
T3 10. Misodfoku egyenletek  levezetése koziil a helyes levezetések
kivalasztasa.
Szoveges feladatok Egy egy,e”'et ket kqlonbozp
T4 ; levezetésének elemzése, a hiba
megoldasa egyenlettel . ,
felismerése.
T5 9. Linearis egyenletek Egy hibas egyel?letmegoldas
elemzése.
Annak kivalasztasa, hogy harom adott
T6 9. Algebrai kifejezések algebrai kifejezés koziil melyik
ekvivalens az eredetivel.
. p Egy négyzetgyokos egyenlet tipikus
T7 10. Negyzetgyokos hibat tartalmazoé levezetésének
egyenletek

elemzése, a hiba felismerése.

6.3.4. Elemzési szempontok

A megfigyelt tandrakat eldszor abbdl a szempontbol vizsgéltuk, hogy melyik az a része, amit
ki tudunk emelni a tovabbi elemzés céljabol. Ehhez elészor olyan oOrarészletet vagy
orarészleteket kellett azonositanunk, amelyekben spontan vagy direkt médon jelent meg egy
feladat hibas megoldasanak levezetése. Ha tobb ilyen orarészletet is talaltunk, akkor a két kutato
(a szerzd ¢€s a témavezetd) kdzos megegyezessel a legtobb interakciot tartalmazo orarészletet
valasztotta ki, mindegyik 6rabol egyet.

A kivalasztott érarészletekben a 29. tdblazatban lathatd kodokkal lattuk el a tanarjeloltek és a
didkok egyes megnyilvanulasait.

29. tablazat: Az osztalymegbeszélésen eldfordulo megnyilvanulasok tipusai és kodjai

A megnyilvanulas tipusa A megnyilvanulas kddja

Tanarjeldlt kérdez T?
Tanarjelolt valaszol T!
Diék kérdez S?

Diak valaszol S!

Ezek utdan parbeszédegységeket azonositottunk. Egy parbeszédegység alatt az
osztalymegbeszélés olyan egymast kdvetd hozzaszolasait értjiik, amelyek tartalma szorosabban
kapcsolodik Gssze a teljes megbeszélés gondolatkdrén beliil. Az ilyen parbeszédegységeknél
mindig megfigyelhetd volt egy-egy nyitégondolat, amihez az azt kdveté megnyilvanuldsok
szorosan kapcsolddtak. A kodolasnadl ugyanahhoz a parbeszédegységhez tartozo
megnyilvanulasok ugyanazt a szamot kaptak a T vagy az S betiijel utan. Példaul: T1?, S1! egy
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két hozzéaszolasbol allo parbeszédegység kodjai, vagy az S2?, T2?, S2! egy harom
megnyilvanulést tartalmazé parbeszédegység kodjai.

Ezeknek a kodoknak a segitségével hataroztuk meg, hogy egy adott parbeszédegységnél a
didkok kozotti (lasd késobb: S-S), a tanarjelolt és diakok kozotti parbeszéd (T-S) vagy a
tanarjelolt onvalasza (T-T) volt a legjellemzdbb.

Az elemzés sordn azonositottuk a tanarjeloltek megbeszélést, vitat tdmogatd és akadalyozo
megnyilvanulasait is. A megnyilvanulasok kategorizalasara a Cohors-Fresenborg és Kaune
(2007) 4ltal kidolgozott kategoriarendszert!! vettiik alapul. Ha a tanarjeldlt hozzaszolasa
tdmogatta a megfeleld diskurzust, akkor a D (diszkurzivitas) betlijelet kapta kodként, ha
akadalyozta, akkor az ND (negativ diszkurzivitas) koddal lattuk el, ha pedig semlegesnek
itéltiik ebbdl a szempontbdl, akkor nem kapott kddot. Diszkurzivitast tdmogat egy tanari
hozzaszdlas példaul, ha a tanar kikéri a tanulok véleményét egy osztalytarsuk allitasarol. A
negativ diszkurzivitasra példa, ha a kérdése sugalmazo, szinte tartalmazza a valaszt.

Az objektivitas biztositdsanak céljabol minden tanérjelolt orarészletét ketten kodoltuk, kétszer,
egymastol fliggetleniil. Utana Osszevetettilk a kodokat, az eltérd eseteket megbeszéltiik és
egylitt dontottiink a végleges kod mellett.

Az elemzés tovabbi része az egyes Orai megnyilvadnuldsokhoz fliz6tt szubjektiv
megjegyzéseinkkel és szoveges értékelésiinkkel folytatddott. Ebben a lépésben a tanuldk
nyomon kovetd €s ellendrzo tevékenységeinek 6sztonzésére alkalmas helyzeteket azonositottuk
¢s szamoztuk. Majd megvizsgaltuk, hogy ezekbdl a helyzetekbdl adéddan hany esetben sikertilt
a tanulokbol az emlitett tevékenységekre utalo megnyilvanuldsokat kivaltani. Az 6sztonzésre
alkalmas helyzet kétféleképpen johetett 1étre: a tanuld altal vagy a tandarjelolt altal. Egy-egy
ilyen helyzetnél azt figyeltiilk meg, hogy a tanarjeldlt hogyan kezelte a lehetdségeket és hogyan
folytatodott az 6ra menete a tanuloi nyomon koveto €s ellendrzod tevékenységek szempontjabol.
Egy nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységekre alkalmas lehetdséget lezartnak
mindsitettiink, ha a tanarjelolt adott valaszt a sajat maga vagy a diak altal kialakitott helyzetre
vagy tavol keriiltek a kiindulasi helyzettdl, vagyis elmult a metakognitiv szempontbdl értékes
helyzet kibontakoztatasanak a lehetdsége.

A lezéartnak mindsitett helyzetekhez tanitasi tapasztalataink alapjan javaslatokat fiiztiink arra
nézve, hogy hogyan lehetett volna folytatni a parbeszédet és milyen kérdéssel lehetett volna
akar kedvezdbb az ora folytatasa. Fontos hangstulyoznunk, hogy a parbeszédegységekhez flizott
javaslatainkat a tanulsagok levonédsa és a helyzet eredményes kezelésének bemutatisa
motivalta, nem pedig a tanarjelolteket akartuk szdmonkérni olyan helyzetek megoldasarol,
amikre direkt felkészitést nem kaptak.

Miutan kodoltuk és megjegyzésekkel lattuk el az orarészletek megnyilvanulasait, a kovetkezd
szempontok alapjan elemeztiik és jellemeztiik az orarészleteket:

- Hény nyomon kovetd és ellendrzé tevékenységre 6sztonzé helyzet alakult ki az
orarészletben? Hogyan lett egy-egy ilyen helyzet kihasznalva?

- Hany darab diszkurzivitast (D) ¢és negativ diszkurzivitast (ND) jelentd
megnyilvanuldsa volt a tanarjeldltnek?

- Hany darab didkok kozotti (S-S), tanarjeldlt és diakok (T-S), tanarjeldlt onvalasza (T-
T) tipusu parbeszédegység fordult eld az drarészletben?

11 https://www.mathematik.uni-osnabrueck.de/fileadmin/didaktik/Projekte KM/Kategoriensystem EN.pdf
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A mintankban szerepld hét tanarjeldlt egy-egy orarészlete koziil a dolgozatban egy jelolt
orarészletét €s annak elemzését mutatjuk be részletesen.

Az altalunk kivalasztott tanarjelolt (T1) orajanak és csoportjanak rovid bemutatasa

A tanarjeldlt egy nyelvi eldkészitds, dtévfolyamos 9. osztaly 17 fés csoportjdnak tartott orat
egy nagyvarosi gimndziumban 2021 0szén, jelenléti oktatdsban. A csoportnak heti 3
matematikaoraja van, ezeket tobb, mint két honapja a tanarjelolt tartja. A tanarjeldlt szerint a
képességeket tekintve a csoport nem homogén, kedves €s kozvetlen tanulokbol all, az érakon
aktivak, de néha fegyelmezni kell egy-két didkot.

A csoport a 9. osztalyos tananyag szerint halad, de lassabban, mint egy nem 6tévfolyamos 9.
osztalyban. A megfigyelt o6rdt megeldzden az egyenes ¢és forditott ardnyossag, illetve a
szazalékszamitas gyakorlasaval foglalkoztak. A kutatasba bevont 6ra célja az emlitett témakhoz
kapcsolodo, korabbi évek kompetenciaméréseibdl szarmazd Osszetett feladatok kozos,
csoportos és 6nalldo megoldésa volt. Az ératervben a tanarjelolt az 6ra didaktikai feladatai kozott
emlitette a tanulok kommunikacids készségének a fejlesztését is.

Az 1. feladatot a diakok a tandrjeldlttel kzosen oldottak meg. Egy egyszerli aranyossagi feladat
volt. A feladat nem okozott kiillondsebb gondot a tanuloknak, mégis a vartnal tobb 1d6t vett
igénybe, mert nem a legegyszeriibb utat valasztottdk a megoldashoz.

A 2. feladatot volt az, amit az altalunk kivalasztott Orarészlet tartalmaz, ennek részeletes
bemutatdsara a kovetkezOkben keriil sor. A feladatmegoldds csoportmunkaban tortént. Az
oraterv szerint a tanarjeldlt 5 percet szédnt a csoportmunkara és 5 percet az osztalytermi
megbeszélésre. A valdsagban mindez 17 percet vett igénybe.

Az ora tovabbi két feladat megoldédsaval folytatodott, az egyik szintén csoportmunkdban, a
masik onalldan.

A 2. feladat és megoldasa:

Klari a konyhdja falat lila szinitire szeretné festeni. A lila festéket harom szinbdl: kékbol,
pirosbol és sargabol keverik ki szamara. A keverékben a kék, piros és sarga szinek aranya
4:5:1. A raktarban 6 liter kék, 9 liter piros és 2 liter sdarga festéket talaltak. Legfeljebb hany
liter lila szinti festéket lehet kikeverni a raktarban lévé készletekbol?

Megoldasvazlat: A lehetd legtobb lila festéket tigy kapjuk, ha a 6 liter kék festéket 4 egységnek
tekintjik, igy egy egységnek 1,5 liter festék felel meg. Ekkor a pirosbol 5-1,5=7,5 literre van
szlikség, sargabol pedig 1-1,5=1,5 literre. Ebbdl 6sszesen 15 liter lila szinii festék keverhetd ki.
A masik két szin maximalis mennyiségebdl kiindulva ellentmondéshoz jutunk.

A tandrjelolt 4-5 f0s csoportokat alakitott és arra kérte az egy csoportban 1évo tanulokat, hogy
kozosen oldjadk meg a feladatot és ha tobbféle otlet is felmertil, beszéljék meg. Volt olyan
csoport, ahol csak néhany tag beszélgetett, a tobbiek nalldan dolgoztak. Kézben kérdezgette a
tanarjelolt a csoportokat, hogy kell-e segitség, hogyan haladnak, mennyi idére van még
sziikségiik stb. Aztan egy id0 utan nem vart tovabb és kezdetét vette az osztadlymegbeszélés,
aminek a kivalasztott és elemzett részletét a tovabbiakban bemutatjuk.

6.4. Eredmények és tapasztalatok

Az alabbiakban (30. tablazat) a kivéalasztott Orarészletet, annak elemzését és az ahhoz flizott
megjegyzéseinket mutatjuk be. A nyomon kovetd és ellendrzo tevékenységeket 6sztonzo vagy
az azokra utalé megnyilvanulasokat az atlathatésag kedvéért bordoval jeloljiik. A tanarjelolt
hozzaszolasai a T beti utan kovetkeznek, a didkoknak pedig fiktiv neveket adtunk.
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30. tablazat: A kivdlasztott orarészlet bemutatdsa és elemzése

T: J6. Nézziik, nézziik egyiitt!

Bence: Tanarnd, nem biztos, hogy jo iranyba haladtunk... S1!

- (1.) Nyomon koveto és ellenorzo tevékenységek dsztonzésére alkalmas helyzet, ami a
diak altal, spontan jon létre. A tanulo bizonytalansaga arra utal, hogy a kognitiv
feldolgozas soran miikodott a nyomon kéveto és ellenorzo tevékenysege. A sikeresség
erzese gyengiilt nala. Alkalmas helyzet volt arra, hogy a tanarjelolt olyan kérdéseket
tegyen fel, amelyekkel vitat indithat minél tobb tanulot bevonva.

T: Hogy indultatok el, Bence? \ T1?D

- A tandrjeléolt fenntartja a helyzetet, mert nyomon kévetd és ellendrzd tevékenységekre
osztonzhet a kérdés. Bar ezt megelozhette volna az a kérdés a tanulok felé, hogy mibol
gondoljak ugy, hogy nem jo iranyba haladtak, vagy, hogy az addigi munkajuk mely
részében bizonytalanok. Ez metakognitiv szempontbol akar értékesebb kérdés lehetett
volna, mert a tanuloknak indokolnia kellett volna a valasz soran a kétséges helyzet
koriilményeit, okait.

Bence: Mi ugy indultunk el, hogy a 4-et, az 5-6t és az 1-et felirtuk x- S1!
be, és csindltunk egy egyenletet.

T: Tudjuk, hogy a festékek aranya 4:5:1. T1!'D

T: Es mit tudunk még? Hany liter festék? T2? ND

- A tanarjelolt fenntartia a helyzetet, mert az elso, nyilt kérdés még erre alkalmas
lehetett. A masodik, zart kérdéssel viszont inkabb elkezdték lépésenként ujra megoldani
a feladatot egyiitt, abban bizva, hogy majd kideriil a hiba. Helyette hasznosabb lehetett
volna, ha a csoport ismerteti az addigi munkajat.

Bence: 6 liter kék, 9 liter piros és 2 liter sarga. S2!

T: J6. Ezeket tudjuk. T2!

Bence: Igen, ezeket felirtuk tigy, hogy 4x+5x+x az ugye 10x, egyenld, | S2!
¢s Osszeadtuk a 6-ot a 9-et meg a 2-t, ami 17.

- [Itt lezartnak tekintjiik a felmeriilt lehetoséget. A tanulotol tapasztalhattunk bizonyos
szintti ellenorzo tevékenységet a szamitasokra vonatkozoan, de nem alakult ki sem vita,
sem a nyomon koveto és ellendrzo tevékenységek informativ megnyilvanuldsa.

T: Mi ezzel a probléma? | 737D

- (2.) Nyomon kéveto és ellenorzd tevékenységek osztonzésére alkalmas helyzet, amit
a tanarjelolt tudatosan hozott létre. Ez a nyilt kérdés tobb tanulo bevonasara és vita
kialakitasara is alkalmas. Bar a kérdés rogton eldrulja azt is, hogy hibds az
egyenletfeliras. A tanarjelolt bevonhatta volna a tébbi csoport tanuloit egy kevésbé
leleplezo kérdéssel, kérve, hogy alkossanak véleményt Bence megolddsarol.

T: A megoldas nem veszi figyelembe az aranyokat. Mert az 6sszes T3IND
festéket 6sszedntotték és ugye nem biztos, hogy ugyanannyi, ...

- A tandrjelolt nem tudta kibontakoztatni a lehetoséget. Maganak valaszolt
(6nvalasz), raadasul nem egyértelmiien. Probdlkozhatott volna mdsik kérdéssel (pl.:
Mit nem vesz figyelembe ez a megoldas?). Nem tudta bevonni a tanulokat egy

megbeszélésbe.
Dénes: 17. | 4!
- A didakok nem értették meg a tanarjelolt elozo magyarazatat.
T: Nem biztos, hogy ha 0sszedntdd az Osszes festéket, akkor ezek az T41 ND

aranyok jol jonnek ki.
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- Itt lezdrtnak tekintjiik a felmeriilt lehetéséget. Ujra magdnak valaszolt, egy mdsik
kérdes feltevése helyett. Nem alakult ki sem vita, sem tanuloi nyomon koveto,
ellenorzo tevékenység.

T: Szoval, ... ugye itt 1,7 jott ki, amit tobbszdr is hallottam itt T4!
sutyorogni.
Bence: Akkor a miénk fixen nem jo, tanarné? S5?

- (3.) Nyomon koveto és ellendrzo tevékenységek osztonzésére alkalmas helyzet, ami
a diak dltal spontin jon létre. A tanarjeloltnek lehetésége van arra, hogy
ellenoriztesse a tanulokkal az 1,7-es értéket. A diak nem értette meg az imént, hogy
mit nem vett figyelembe a megolddsa soran.

T: Hat nézziik meg! Hogyha x az 1,7, akkor... ‘ T5!D

- A tandrjelolt fenntartja a helyzetet. Jo, hogy nem valaszolt egybdl, hanem teret ad
az ellendrzésre és az ellentmondas beldtasa felé akarja terelni a tanulokat. A
tobbiekhez is intézhetett volna kérdést, példaul, hogy ki tudja ezek alapjan
megmagyarazni, hogy miért nem jo a csoport megoldasa.

Bence: 6-szor 1,7, és akkor beszoroztuk, ... Sh!

Bence: De hogy minek ... S57?

- (4.) Nyomon kéveto és ellendrzo tevékenységek osztonzésére alkalmas helyzet, ami
a diak dltal jon létre.

T: Igen, aztan beszoroztad 4-gyel is, ... ‘ TSI ND

- A tandrjelolt nem tudta kibontakoztatni az utobbi lehetdoséget. Itt lezdrtnak
tekintjiik a (3.) és (4.) felmeriilt lehetoségeket is, mert a tandrjelolt hamar dtveszi az
iranyitast, illetve a , de hogy minek” megjegyzésben rejlo bizonytalansagra
rakérdezhetett volna. Metakognitiv szempontbol értékes tanuloi megnyilvanulas volt,
amit ki lehetett volna fejtetni.

Bence: 5-tel is, akkor megkaptuk, hogy a kékbdl hany liter kell, ... az | S5!
aranyoknak megfelelen, igen, ha ezt megkaptuk, aztan a pirosat is,
amit ...

T: Es kijott? T6? ND

- (5.) Nyomon kovetd és ellenorzo tevékenységek osztonzésére alkalmas helyzet.
Tanarjelolt dltal jott létre. A kognitiv feldolgozas eredményének értékelésére
sarkallna a tanulot, ugyanakkor tul direkt és sugalmazo a kérdés. (Helyette pl.: Mit
kaptal? Hogyan értékeled az eredményt?)

Bence: A kékbdl 6,8 liter kell, ami mar nem jo! ‘ S6!

- Kideriilt, hogy hibds a megoldas. A tanulo valasza ellenorzo tevékenységre utal, de
a hiba okat tovabbra sem talalja.

T: Igen, ez mar sok. ... Szdval ez sajnos nem jo. Volt-e, aki masképp T6? D
csinaltal??

- Itt lezartnak tekintjiik a felmeriilt lehetéséget. Jo, hogy a tandrjelélt nem kezdte el
magatol a helyes megoldas ismertetését, hanem megkérdezte a t6bbi tanulot.

12 Az 6ra a megoldas megbeszélésével folytatodott, amelynek a leirasa a Fliggelékben olvashato.
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A 31. tablazat azt mutatja, hogy a vizsgalt érarészletben milyen tipusu parbeszédek fordultak
eld. Elsésorban a tanar és a didk kozotti (T-S) parbeszédeket azonositottunk, illetve volt példa
arra, hogy a tanarjel6lt megvalaszolta a sajat kérdését (T-T). Didkok kozotti (S-S) parbeszédre
nem talaltunk példat.

31. tabldzat: A parbeszédtipusok eldfordulasa a bemutatott orarészletben

Parbeszéd tipusa Eléfordulas (db)
Tanarjel6lt 6nvalasza (T-T) 2
Tanarjelolt és diak vagy diakok kozotti (T-S) 4
Diakok kozotti (S-S) 0

A 32. tdblazatban azt lathatjuk, hogy a tanérjeldlt megnyilvadnuldsaiban ugyanannyi diszkurziv
elem volt, mint amennyi negativ diszkurzivitast jelentd elem.

32. tablazat: A tanarjelolt diszkurziv és negativ diszkurziv megnyilvanulasainak szama a bemutatott

orarészletben
A tanarjelolt megnyilvanuliasanak mindsége Eléfordulas (db)
diszkurzivitas 5
negativ diszkurzivitas 5

A 33. tablazatbol azt tudjuk meg, hogy Osszesen 5 nyomon kovetd és ellenérzo tevékenység
Osztonzésére alkalmas helyzet alakult ki, amelyekbdl 2 a tanarjelolttdl indult, 3 pedig a
didkoktol. Ezek koziil egy-egy helyzetben itéltiik meg ugy, hogy a tanarjeldltnek sikeriilt a
felmeriilt lehetdséggel €lni és nyomon kovetd, ellenérzo tevékenységre 6sztondzni a tanuldt.

33. tablazat: A nyomon kévetd és ellendrzd tevékenységekre dsztonzoé helyzetek

Tanérjeldlt 4ltal Disk altal Osszesen

nyomon kovetd és ellendrzd
tevékenység Osztonzésére 2 3 5
alkalmas helyzet teremtése

nyomon kovetd és ellendrzo
tevékenység tortént

T1 tanarjelolt orarészletének osszegzése

Az 6ran spontan modon alakult ki az a helyzet, hogy egy hibas megoldast kellett vizsgalni
osztalymegbesz¢l€s keretében. Egy csoport hibas megoldésa inditotta a megbeszélést, melynek
soran a tanarjelolt segitségével latta be a csoport, hogy hibas a megoldasuk. A tanarjeldlt a
helyes levezetés bemutatdsanak a lehetdségét ligyesen meghagyta egy masik csoportnak.

Ahogyan az orarészlethez fliz6tt megjegyzéseinkbdl és a 33. tablazatbol 1atszik, az orarészlet
remek lehetdséget nyujtott a tanuldi nyomon kovetd €s ellendrzd tevékenységek kivaltasara és
bekapcsolasara, de ezek egy része kihasznalatlanul maradt, mas része pedig csak korlatozott
mértékben lett kibontakoztatva. Az altalunk azonositott 5 lehetdségbdl 2 esetben taldltunk
nyomon kovetd €s ellendrzd tevékenységre utalo megnyilvanuldst a tanuloktol, de azok sem
voltak igazan elmélyiilt mozzanatok. A tanarjelolt ugyanannyi (5) alkalommal tett a
megbeszElést és vitat timogatd megnyilvanuldst, mint azokat akadalyozo hozzaszolast. Negativ
diszkurzivitassal jellemezhetd tandri megnyilvanulasok voltak az onvélaszok, a sugalmazd
kérdések, megjegyzések. A negativ diszkurzivitas tobbszor hatraltatta a tanuldéi metakognitiv
tevékenységek létrejottét és a vita, dinamikus parbeszéd kialakitasat. A tandrjeldlt erdsen
iranyitotta az Orarészletet, hamar atvette a szot €s kevés teret hagyott a didkoknak. Megprobalta
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ravezetni Oket a megoldasukban rejlé hibara, &m ez nem sikeriilt. Nem vont be tobb tanulot a
beszélgetésbe, holott a helyzet tobbszor alkalmas lett volna vita kialakitasara. Jellemzden a
tanarjelolt és egy didk kozotti parbeszéd valosult meg. Didkok kozotti parbeszédre nem volt
példa. Osszességében érezhetd volt, hogy a didkok nem érzik a pontos megfogalmazas
sziikségességét, mert a tandr torekszik arra, hogy az elnagyolt kifejezéseket is megértse,
értelmezze.

A hét esettanulmany osszesitett eredményei és tapasztalatai

A 38. abrarol lathatjuk, hogy a parbeszédek tobbsége a tanarjelolt és didk vagy didkok kozotti
(T-S) parbeszéd volt, ami nem meglepd. Itt hozza kell tenni azt, hogy ezeket a parbeszédeket
tobbnyire hosszl, vagy legalabbis a didkok megnyilvanulasanal hosszabb tanari megszolalas
jellemezte. A didkok gyakran szlikszaviian nyilatkoztak. A hét tanarjelolt koziil 6tnél
megfigyelhetd volt az a jelenség, hogy ,,magaval beszEIt”, vagyis onvalaszai voltak (T-T
parbeszéd). Tehat ha feltett egy kérdést, akkor sajat maga valaszolt ra vagy esetleg egy
gondolategység kifejtése utdn maganal tartva a szot kezdett egy ujabb gondolatmenetet,
anélkiil, hogy a didkokat kérdezte volna. A didkok kozotti parbeszéd (S-S) nagyon ritka volt.
Minddssze 2 tanarjeldlt orarészletében volt erre példa.

38. abra: Parbeszédek tipusai a tanarjeléltek orain

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7

ET-T mT-S mS-S

14

12

10

(o)}

S

N

o

A 39. abra a diszkurzivitasként (D) ¢és negativ diszkurzivitisként (ND) azonositott
megnyilvanuldsok eloszlasat mutatja be tanarjeldltenként. Harom tanarjeloltnél a diszkurziv
megnyilvanuldsok voltak tobbségben, két tandrjeldltnél a diszkurziv és negativ diszkrziv esetek
szdma megegyezett, mig két tanarjeldltnél a negativ diszkurzivitds szdma volt magasabb.
Kiemelendd, hogy volt egy tanarjeldlt, akinél csak diszkurzivitast azonositottunk és volt egy
tanarjelolt, akinél csak negativ diszkurzivitast.
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39. dbra: Diszkurzivitas és negativ diszkurzivitas aranya a tanarjeléltek részérdl
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A 34. tablazatban tanarjeloltenként lathatjuk az orarészletben a nyomon kovetd és ellendrzo
tevékenységek Osztonzésére alkalmas helyzetek szamat, illetve azt, hogy ezek koziil hany
esetben azonositottuk az emlitett tevékenységeket a tanuldi megnyilvanulasok alapjan. T3
kivételével mindegyik tanarjeloltnél taldltunk alkalmas és sikeresen megvalositott helyzeteket.
A helyzetek szdma alapjan nem allithatjuk rangsorba a tandrjeldlteket, hiszen kiillonb6zé
iddtartamu és intenzitasu Orarészleteket elemeztiink.

34. tablazat: A nyomon kévetd és ellendrzo tevékenységekre alkalmas potencialis helyzetek és a

megvalosuldasuk
Nyomon kdveté és ellenérzé Nyomon kovet6 és
Tanarjelolt tevékenység Osztonzésére ellendrzo tevékenység jott
alkalmas helyzet (db) létre (db)
T1 5 2
T2 2 1
T3 0 0
T4 6 4
TS5 4 2
T6 3 1
T7 7 5

A 39. abra és a 34. tablazat 0sszevetésébdl megfigyelhetd, hogy annal a tanarjeloltnél (T3),
akinél nem taldltunk diszkurzivitasra utalé6 megnyilvanulast, nem jott 1étre sem altala tudatosan,
sem a diakok altal spontan, a nyomon koveto és ellendrzo tevékenységekre alkalmas helyzet.
A 38. és 39. abra, illetve a 34. tablazat adatai alapjan a nyomon kovetd és ellendérzé
tevékenységekre alkalmas helyzeteket leghatékonyabban kihasznal6 tanarjeldltek (T4 és T7)
orarészleteiben fordult eld kizardlag didkok kozotti parbeszéd (S-S), és 0k azok, akiknél a
diszkurzivitas volt tobbségben.

91



6.5. Kutatasi kérdések és valaszok

K4. Hogyan jelennek meg a tanul6i nyomon kovet6 €s ellendrzé tevékenységek a tanarjeloltek
ordinak frontélis szakaszaiban?

K4.1. Eldfordulnak-e tanuléi nyomon kdvetd és ellendrzd tevékenységek kivaltasara
alkalmas helyzetek a tanarjeloltek orainak frontélis szakaszaiban?

Igen, egy tanarjeldlt orarészletét kivéve, tobb olyan helyzetet is azonositottunk egy-egy
orarészletben, amelyek kivaldan alkalmasak voltak arra, hogy abbdl tanul6i nyomon koveto és
ellen6rzé tevékenység bontakozhasson ki. Az alkalmas helyezeteket vagy a tanarjelolt
(tobbnyire) tudatosan, vagy a didkok spontan valtottak ki.

K4.2. Ha igen, hogyan kezeli a tanarjelolt ezeket a helyzeteket?

Az esetek valamivel tobb mint felében sikeriilt nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységre
0sztonozni tanuldt. Ugyanakkor ezek koziil sok eset tobbet igért annal, mint ami megvalosult,
vagyis tobb helyzetet metakognitiv szempontbo6l értékesebben ki lehetett volna haszndlni.

K4.3. Milyen tényezOk befolydsolhatjdk a tanuléi nyomon kovetd ¢és ellendrzd
tevékenységek megjelenését az osztalytermi megbeszélésben a tanarjeldltek orain?

A tanul6éi nyomon kdvetd ¢€s ellendrzo tevékenység Osszefiiggést mutatott a parbeszédek
tipusaval (T-D, D-D vagy T-T), valamint a tanarjeloltek megnyilvanuldsainak diszkurziv vagy
negativ diszkurziv voltaval. Tovabbi, a dolgozatban részletesen nem elemzett tényezonek tiinik
a tanarjelolt matematikai hattere, kérdéskulturdja, és az ora kozvetlen irdnyitasanak mértéke.

6.6. Osszegzés és kovetkeztetések

A fejezet instrumentélis esettanulmanyként hét, ezen beliil részletesen egy végzds tanarjeldlt
egy-egy olyan kozépiskoldsoknak tartott oOrdjat vizsgalta, amelyeken azt kértik, hogy
biztositsanak lehetdséget a didkok szobeli megnyilvanulasaira egy feladat hibas megoldasanak
elemzése soran. A kutatds a tanuléi nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységek ezen
koriilmények kozotti megjelenésére Osszpontositott. A kutatasunk feltaro jellegli volt, a
tanarjelolteket nem szdmonkérni akartuk, hanem képet szerettlink volna kapni arrdl, hogy az
altalunk vizsgalt téren milyen készségekkel rendelkeznek és miben van még sziikségiik
fejlesztésre.

Osszességében elmondhato, hogy az elemzett orarészletek feladatai és a kialakult helyzetek
sokkal tobb lehetdséget tartogattak a diakok osztalymegbeszélésbe vald bevonasara, illetve a
nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységeik Osztonzésére és megnyilvanulasara, mint ami
megvaldsult. Mindezeket a kovetkezd tapasztalatok akadalyozhattak. Nagyon nehezen vagy
szinte egyaltaldn nem alakult ki vita, dinamikus parbeszéd a didkok vagy a tanarjeldlt €s a
diakok kozott. Az osztdlymegbeszélések soran jellemzden a tanarjeldlt €s didkok kozotti
parbeszédek és a tanarjeldlt onvalaszai fordultak eld. Didkok kozotti parbeszéd két tanarjeldlt
orajat leszamitva egyaltalan nem jott l1étre. A tanarjeldltek gyakran tettek fel sugalmazo,
onvalaszolo kérdéseket vagy éppen valaszoltak sajat maguknak. Tulzott iranyitast figyeltiink
meg. Azt is meg kell jegyezniink, hogy befolyasolhatta a tanarjeldltek sikerességét példaul a
tanulok targyi tudasa, aktivitasra valé hajlandosaga és az 6sszeszokottsaguk, valamint az eddigi
tanulasi tapasztalataik hatasa is.
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6.6.1. A kutatas eredményeinek kapcsolata a szakirodalommal

Kutatdsunk a hazai szakirodalomban kutatési trt t6lt be azzal, hogy a tanuléi metakognitiv
tevékenységek szempontjabol vizsgélta a tanitasi gyakorlatukat kdzépiskolaban toltd, végzos,
matematikaszakos tanarjeldltek egy-egy orajat.

Kutatési tapasztalataink kapcsolodnak a szakirodalomban targyalt azon megallapitasokhoz,
miszerint a tanarok nem fektetnek hangstlyt a didkok metakognitiv tevékenységekre vald
tanitasara, illetve a metakognicioval kapcsolatos képzésre, explicit utasitasokra és eszkozokre
van sziikségiik ahhoz, hogy a metakogniciot beépitsék a matematika orakba (Desoete &
Veenman, 2006; Dignath & Biittner, 2018; Wafubwa et al., 2022).

A tanarjeldltek és a tanarok mentségére szolgalhat az a megallapitas miszerint, ha a tanulok az
oran megkapjak a lehetdséget az 6nallé gondolkodasra és a megfigyeléseik sajat szavakkal
torténd megfogalmazasara, akkor a tanar olyan helyzetbe keriilhet, amikor a kognitiv terhelése
novekszik (Konya & Kovics, 2020). Ennek oka az, hogy a tanarnak varatlan helyzeteket kell
azonnal kezelnie.

6.6.2. A Kkutatas jelentésége a gyakorlé tanarok szamara

Ha az eldbb emlitett kognitiv terhelését a tanar ugy csokkenti, hogy szamdra minél
kiszamithatobba teszi a tanorat, vagyis példaul a diakok megnyilvanulasait és felvetéseit, a
tanulok kozotti vitakat hattérbe szoritja és inkabb 6 beszél és magyaraz, akkor az ellentmond a
disszertacioban kovetett modszertani elveknek ¢és szemléletnek. Kutatasunk tapasztalataibol
lathatd, hogy a hasonld helyzetek nem 6sztonzik a tanulok metakognitiv tevékenységeit.

Ezen modszerek helyett a tanar a kognitiv terhelését ugy is csokkentheti, ha példaul reflektiv
magatartast gyakorol, vagy minél tobb tanuldi reagalasra késziil fel eldzetesen egy altala
kitlizott probléma kapcsan, illetve ismer széles korben alkalmazhatd atalanos és specialis
kérdéseket, sémakat (Konya & Kovacs, 2020). Alkalmasak lehetnek erre példaul a Kramarski
¢s munkatarsai (2013) altal megkiilonboztetett altalanos és kontextus-specifikus kérdések vagy
felszolitasok (lasd 25. oldal), amelyek raadasul a matematikai problémamegoldas metakognitiv
tevékenységeit IS tamogatjak.

6.6.3. Javaslatok a tanarképzés szamara a kutatis eredményei alapjan

Kutatési fejezetiink egyik f6 mondanivaldja a tanarképzés szamara, hogy a tanarokat képezni
kell a metakognicié kozépiskolai megvaldsitasa terén. Wafubwa €s munkatarsai (2022) szerint
a tanarok csak akkor tudjak a didkokat metakognitivva nevelni, ha 6k maguk is metakognitivak.
Sziikség van arra, hogy a tanarok ismerjenek ¢€s tudatosan alkalmazzanak metakognitiv
tevékenységeket, valamint ezek hasznalatat tanitsak is didkjaiknak. A fejezetben bemutatott
oOrarészlet azt is példazza, hogy hasonld 6rak vagy orarészletek 6nallod és csoportos elemzése
értékes eszkoz lehet a tanarképzésben mindezek elsajatitasahoz. Ugy gondoljuk, hogy ezek az
elemzések segithetnek abban, hogy a tanarjeldltek tapasztalatokat gylijtsenek valds
osztalytermi  helyzetekrdl, s egy-egy eset tovabbgondolasa pedig fejlesztheti
kérdéskulturajukat, reflektiv habitusukat.

A bemutatott kutatassal foglalkozik a kovetkezé publikacio

Kiss, M., & Konya, E. (2023). Analysis of metacognitive activities in pre-service teachers’
lessons — Case study. In P. Drijvers, C. Csapodi, H. Palmér, K. Gosztonyi, & E. Konya
(Eds.), Proceedings of the Thirteenth Congress of the European Society for Research in
Mathematics Education (CERME13) (pp. 3602-3603). Alfréd Rényi Institute of
Mathematics and ERME
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7. Konkluzio és tovabbi kutatasi lehetoségek

A dolgozat kiindul6pontja az a tapasztalat volt, hogy a tanulok tobbsége matematikabol nagyon
ritkan ellendrzi az altala elvégzett munkat és annak eredményét a problémamegoldas soran
(Kiss, 2017; Kiss & Konya, 2018). Ez vezetett minket abba az iranyba, hogy a dolgozatban
kozépiskolas tanulok nyomon kévet6 (monitoring) és ellendrzé (control) tevékenységeit, mint
metakognitiv tevékenységeket vizsgaljuk a problémamegoldas kivitelezési €s ellendrzési
szakaszaban (Lester, 1985). Négy, modszerében kiilonbozé kutatasban probaltuk 6sztondzni és
megfigyelni a didkok emlitett tevékenységeit az irasbeli vagy szobeli munkajuk soran. A
kutatasaink jelenségkorei, eredményei Osszekapcsolhatok és kiegészitik egymast. A
megfogalmazott kutatasi kérdéseinkre kvalitativ és kvantitativ elemzési modszerekkel kerestiik
a valaszokat, amelyeket az aldbbiakban roviden ismertetiink.

Az 1. kutatdsban 111 9. osztalyos didk nyomon koveto €s ellendrzo tevékenységeit probaltuk
tamogatni és megfigyelni az 6nalld irasbeli problémamegoldas kivitelezési és ellendrzési
szakasza soran. Irasbeli utasitasban kértiik a tanuloktol a megoldasuk 1épéseinek indoklasat,
utana pedig az irasbeli ellenérzést a megoldasuk helyességét illetden. Megfigyeléseinket nem
elézte meg célzott beavatkozas.

K1. Hogyan jelenik meg a tanulok nyomon kovetd és ellen6rzé tevékenysége az irasbeli
problémamegoldas kivitelezési és ellendrzési szakasza soran?

A tanuléi nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységeknek taldltunk irasbeli bizonyitékat.
Osszességében a didkok valamivel tobb mint felére volt jellemzé, hogy észrevettek egy hibat a
kivitelezési szakasz soran, athuztak és javitani probaltak azt. A helyes vagy lényegében helyes
megoldok kozott nagyobb volt az ardnya azoknak, akiknél a megoldas folyaman olyan athuzas
tortént, ami befolyasolta az eredményt. Naluk stabilabb volt a targyi tudas és hatékonyabban
miukodtek a nyomon kovetd €s ellendrzd tevekenységek.

Az altalunk utasitassal kért ellendrzési szakaszban a tanulok tobbsége felszines ellendrzésekkel
probalkozott, azaz, vagy csak néhany lépését ellendrizték a megoldasi folyamatnak, vagy egy
miuveletsort szamoltak Gjra, vagy néhany példat soroltak fel a szoba johetd szamok koziil. A
mintaban szerepld tanulok majdnem fele viszont nem adott irdsbeli ellendrzést. A megoldas
helyességének fiiggvényében nem volt lényeges kiilonbség abban, hogy milyen tipusu
ellendrzést valasztottak a tanulok. A megoldas helyességétdl fiiggetleniil minden megoldéstipus
esetén a felszines ellendrzést végzok vagy a nem ellendrzok voltak tobbségben.

A tapasztalataink tehat azt mutattdk, hogy az ellenérz6 tevékenységek tobbnyire csak a
kivitelezési szakaszban jelentek meg. Az ellendrzési szakasz gyakran formalitast jelentett a
tanulok szamara vagy nem tudtak vele mit kezdeni.

A 2. kutatisban egy fejlesztd kisérletet hajtottunk végre egy matematikabol atlagos
teljesitményii 9. osztalyban. A kisérlet célja az volt, hogy feliilirja a vizsgalt osztalyban azokat
a meggy6zodéseket, miszerint: Minden matematikai feladatnak van megoldasa, és pontosan
egy megoldasa van (Schoenfeld, 1992). A tanulok el6-, koztes-, utod- és késleltetett teszteken
mutatott irdsbeli munkait elemeztiik.

K2. Hatéssal van-e a nyomon kovetd €s ellendrzd tevékenységekre az a metakognitiv tudas,
hogy egy feladatnak tobb, ezen beliil akar ellentmondast tartalmaz6 megoldésa is lehet?
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Az eredmények alapjan a vizsgalt 29 tanul6 kozel felénél volt megfigyelheto a fejlesztés soran
vagy utan az emlitett metakognitiv tudds. Az eldteszt szerint a kiinduloallapotban ez egy
tanulonal volt jelen.

A tobb esetet vagy ellentmondast tartalmazo megoldasok alkalmas terepet nyujtottak a tanulok
nyomon kdvetd és ellendrzd tevékenységeinek megnyilvanulasara. Erre a tobb eset vagy
ellentmondas észrevételébdl, illetve a tanulok munkdiban megfigyelt athtzasokbol
kovetkeztettiink. Az athuzasokkal kapcsolatos nyomon kovetd ¢€s ellenérzé tevékenységek
aranyban ugyanannyi tanulonal jelentek meg a tesztekben, de a hibak javitasanak sikeressége a
sziikséges targyi tudas fejlddésével, az esetleges korabbi meggy6z6dés feliilirdsaval, illetve a
tobb eset és ellentmondés tudatos kezelésével haladt egyiitt. Az ellentmondas értelmezése,
vagyis egy kognitiv folyamat eredményének értékelése gyakran tapasztalhatd volt a tanulok
irasbeli munkaiban. Annak mérlegelése, hogy lehet-e tobb megoldasa a feladatnak, a kognitiv
folyamat feldolgozasaval kapcsolatos nyomon kdveto €s ellendrzé tevékenységeket igényelte.
Ilyenre is lattunk tobb példat, akar tigy, hogy a tanulok egy eset utdn még tovabbi megoldast
kerestek, akar ugy, hogy néhany tanul6 (tévesen) elvetette a tovabbi megoldés(oka)t.

A 3. kutatasban egy 29 fos 11-12. osztidly tanuldinak nyomon kovetd és ellendrzd
tevékenységeit vizsgaltuk a problémamegoldds Polya-féle visszatekintési fazisaban. Két
irasbeli szdmonkérés alkalmaval a tanuloknak hangfelvételt kellett késziteniiik az irasbeli
munkdjuk utdni szobeli magyardzatukrol. A szdbeli magyardzatokban kerestiik az irdsbeli
munkédhoz képest tobbletinformacionak szamito tanuldi megnyilvanulasukat, amikhez nyomon
kovet6 és ellendrzo tevékenységek kapcsoltunk. A megfigyeléseinket nem elézte meg célzott
beavatkozas.

K3. Hogyan tiikr6z6dnek a nyomon kovetd és ellen6rzé tevékenységek az irasbeli
problémamegoldast kovetd szobeli magyardzatban?

A nyomon koveto és ellendrzod tevékenységeket harom tobbletinformacio-tipushoz tarsitottuk:
A megoldas egy lépésének indokldsdhoz, a valasztott stratégia vagy modell magyarazatahoz,
az eredmény értékelésehez és ellendrzéséhez. Az elobbi kettd a kognitiv feldolgozas nyomon
kovetését és ellendrzését, az utobbi pedig elsésorban a kognitiv feldolgozas eredményének
értekelését ¢€s ellendrzését, mint metakognitiv tevékenységeket igényli. A szobeli
magyarazatokban nagy szamban jelentek meg az irasbeli megoldashoz képest
tobbletinformacidok. Ez azt jelzi, hogy a szdbeli magyarazatok alkalmasak arra, hogy a
tanulokban nyomon koveto €s ellendrzd tevékenységeket valtsanak ki.

A két dolgozatnal megjelend tobbletinformaciok és ezaltal a nyomon kovetd és ellendrzo
tevékenységek mennyisége ¢és tipusa eltérd mintazatot mutatott a két témakorben
(kombinatorika és mértani sorozat), és a feladattipusokban (rutin vagy probléma) is.

A kombinatorika dolgozatban fiiggott, a mértani sorozat dolgozatban nem filiggott a szdobeli
magyarazatban azonositott nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységek mennyisége a tanulok
irasbeli teljesitményétél. A kombinatorika dolgozatnal elért nagyobb irasbeli pontszam a
tobbletinformaciok szdmanak ndvekedésével jart egylitt. A mértani sorozatot feldleld
dolgozatnal viszont azok a tanulok adték a legtobb plusz informaciot a szobeli magyarazatban
az irasbeli munkakhoz képest, akiknek a pontszamai kozel voltak az atlaghoz. Tapasztalataink
azt is mutatjak, hogy a kiemelkedd irasbeli teljesitménynek nem sziikséges feltétele a szobeli
magyarazatok tobbletinformacidinak intenziv jelenléte.
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A 4. kutatasban a tanul6i nyomon koveto és ellenérzé tevékenységek megjelenését vizsgaltuk
kozépiskolai tanitasi gyakorlatukat toltd, végzds, matematika szakos tanarjeldltek orainak
frontalis szakaszdban. Hét tanarjelolt ordjat elemeztiik, abbol a szempontbodl, hogy egy-egy
altalunk kiemelt Orarészletben hogyan kezdeményeztek, kezeltek olyan helyzeteket,
amelyekben a tanulék nyomon kovetd és ellendrzé tevékenységére lehetéség nyilik.
Megfigyeléseinket nem eldzte meg célzott beavatkozas vagy fejlesztés ezen a teriileten sem a
tanarjeloltek sem a didkok szempontjabol.

K4. Hogyan jelennek meg a tanul6i nyomon kovet6 €s ellendrzd tevékenységek a tanarjeloltek
orainak frontélis szakaszaiban?

Egy tanarjelolt orarészletét kivéve, tobb olyan helyzetet is azonositottunk egy-egy
orarészletben, amelyek kivaldan alkalmasak voltak arra, hogy abbol tanul6i nyomon koveto és
ellendrz6 tevékenység bontakozhasson ki. Az alkalmas helyezeteket vagy a tandrjeldlt
(tobbnyire) tudatosan, vagy a didkok spontdn valtottdk ki. Az esetek valamivel tobb mint
felében sikertilt nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységre 6sztondzni tanuldt. Ugyanakkor
ezek koziil sok eset tobbet igért annal, mint ami megvalosult, vagyis tobb helyzetet
metakognitiv szempontbodl értékesebben ki lehetett volna hasznalni. A tanul6i nyomon kovetd
¢s ellendrzd tevékenység Osszefliggést mutatott a parbeszédek tipusdval, valamint a
tanarjeloltek megnyilvanulasainak diszkurziv vagy negativ diszkurziv voltaval.

Kutatasaink a hazai és bizonyos tekintetben a nemzetk6zi szakirodalomban kutatasi tirt toltenek
be azzal, hogy kozépiskolas tanulok nyomon kdvetd és ellenérzd tevékenységeit, illetve ezen
metakognitiv tevékenységeket tamogatd lehetéségeket vizsgaltuk kiilonboz6 modszerekkel az
6nall6 problémamegoldas kivitelezési €s ellendrzési szakasza sordn.

Az 1. és 2. kutatasunk a didkok irasbeli munkdjaban, a 3. ¢s 4. kutatdsunk pedig elsésorban a
tanulok szobeli megnyilvanulasai alapjdn vizsgalta a nyomon kovetd ¢€s ellenérzd
tevékenységekre utalo jeleket és ezen metakognitiv tevékenységek tamogatasanak lehetdségeit.

A négy kutatas néhany kozos jellemzdje:

- kozépiskolas tanulokra 6sszpontositott

- aproblémamegoldashoz kapcsolodott

- megfigyelte a tanuléi nyomon kovetd és ellendrzo tevékenységek
- 0sztonozte a tanuldi nyomon kdvetd és ellendrzo tevékenységeket
- az eldbbi pontra alkalmas lehetdséget vizsgalt

Kutatasaink k6zos tapasztalata €s lizenete:

Mind a négy kutatas tapasztalatai azt mutattdk, hogy a tanulok egy részénél az Osztonzeések
hatasara, illetve spontdn modon megjelentek a nyomon kovetd és ellenérzo tevékenységek, de
ezek megfeleld €és adaptiv alkalmazéasat a hatékonysag érdekében tanitani kell. A hatékony
alkalmazashoz sziikséges tényezonek bizonyult a tanulok megfeleld targyi tudasa.

Fontosnak tartunk még valamit kiemelni a dolgozatunkban hangstlyosnak tekintett
metakognitiv tevékenységek Osztonzésével kapcsolatban. Szamos eldnyét és jelentdségét
megemlitettiilk a metakognicionak a problémamegoldds ¢és a matematikatanitds terén.
Ugyanakkor arrdl sem szabad megfeledkezniink, hogy a magasabb szintii vagy élénkebb
metakognitiv aktivitds nem minden esetben eléremutatd és nem feltétlen jelent magasabb szintii
kognitiv teljesitményt (Csikos, 2022b). A metakogniciét adaptiv mdédon kell tanitani és
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hasznalni, és nem szabad elhanyagolni a természetesen €s automatikusan miikodd kognitiv
készségek kialakitdsdhoz sziikséges rengeteg gyakorlast sem (Csikos, 2022b).

A kutatasaink gyakorlatra vonatkozo jelentéségének osszefoglalasa

Az 1. kutatasunk eredményei és tapasztalatai azt mutattak, hogy hangsulyt kell fektetni a
tanulok nyomon kovetd és ellendrzé tevékenységeinek képzésére. A mintankban szerepld
tanulok az altalunk kért utasitasok ellenére sem tudtak (hatékony) ellenérzést adni a
problémamegoldas ellendrzési szakasza soran. A didkok vélhetéen nem érzik a jelentdségét az
ellendrzésnek. A pozitiv irdnyt valtozas tekintetében az ellendrzéshez valo tanari hozzaallas, a
szamonkérések modszerei meghatarozoak lehetnek.

A 2. kutatasunkban azt tapasztaltuk, hogy metakognitiv szempontbdl hasznos a tobb esettel
vagy ellentmondassal jaré problémak megoldasa, igy emiatt is sziikséges a tanari nyitottsag a
nem pontosan egy megoldassal jard problémak gyakorlasara. Véleményiink szerint a
problémamegoldast hatraltatd meggy6zddések kialakulasat ¢és fennmaradasat erdsen
meghatarozza a szaktanar €s az adott osztalyban kialakul6 tanuldsi kornyezet is.

A 3. kutatdsunkban alkalmazott mddszer, a tanul6 6nall6 irdsbeli munkdjahoz kapcsolt szobeli
magyarazat hangfelvétele egy lehetséges megoldast kinal arra a pedagdgiai kihivasra, hogy a
kozépiskolas korosztaly tanuloit szobeli megnyilvanulasra birjuk (matematikabol). Fontos
eleme ennek a moddszernek, hogy a didkokat Osztonzi a kulcsgondolatokra és
kulcsmozzanatokra valo reflexiora.

A 4. kutatas tapasztalatai alapjan lattuk, hogy egyrészt a tulzott tanari iranyitas és a megfeleld
kérdések hianya kovetkeztében a didkok megnyilvanulasai €s felvetései, a tanulok kozotti vitak
konnyen hattérbe szorulnak, amik a tanulok metakognitiv tevékenységeinek Osztonzését is
akadalyozzak. Ennek a jelenségnek oka lehet a tanar kognitiv terhelése, ami ugy is
csokkenthetd, ha a tanar reflektiv magatartast gyakorol, vagy minél tobb tanuldi reagalasra
keésziil fel elozetesen egy altala kitlizott probléma kapcsan, illetve ismer széles korben
alkalmazhaté 4atalanos ¢és specialis kérdéseket, sémakat, amiket hasznalhat bizonyos
helyzetekben (Konya & Kovacs, 2020).

Tovabbi kutatasi lehetdoségek és iranyok

A jovoben az 1. kutatds modszerét tervezziik kiprobalni nagyobb mintan és mas témakordkben
is, illetve célunk a 9. évfolyam utan a 12. évfolyamos tanuldk nyomon kovetd és ellenérzo
tevékenységeinek megfigyelése az alkalmazott modszerrel.

A 2. kutatasban bemutatott fejlesztd kisérletet mas osztilyokban €és mas tanarokkal is
megvalositanank kontrollcsoportok bevonasaval.

A 3. kutatasban két dolgozatnal alkalmaztuk a modszeriinket, ami hozott a témakortol fiiggd
eredményeket.  Elsédleges célunk kiilonb6zd  témakordk — teriiletén  folytatni  a
tapasztalatszerzést. Masrészt a 12. évfolyamos korosztdly mellett a 9-es tanuldk szobeli
magyarazatait is vizsgalnank és bovitenénk a mintankat.

A 4. kutatasnal a tovabbi irdnyokat elsdsorban a nagyobb tapasztalattal rendelkezd gyakorld
tanarok hasonlo koriilmények kozotti megfigyelése és bizonyos mértékii felkészités hatasanak
a megfigyelése jelentik.
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Osszefoglalé

A dolgozatunkban koézépiskolas tanulok nyomon kéveté (monitoring) és ellenérzé (control)
tevékenységeit vizsgaltuk a problémamegoldas kivitelezési és ellenOrzési szakaszaban. Az
elméleti attekintéshez kapcsolodva 4 kutatasi fejezetben vizsgaltuk az emlitett tevékenységek
irasbeli és szobeli megjelenését a tanuldknal, illetve kerestiik ezen metakognitiv tevékenységek
Osztonzésére alkalmas modszereket, koriilményeket. Kutatdsunk messze nem lezart, mert
tovabbi mintak és témakorok bevonasaval, a modszerek apro valtoztatasaval tovabbi értékes
tapasztalatokkal gazdagodhatunk a tanuléi nyomon kovetd és ellendrzé tevékenységek
megfigyelése és tamogatasa terén.

Az 1. kutatasban 9. osztalyos didk nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységeit probaltuk
0sztondzni és megfigyelni az 0nalld irasbeli problémamegoldas kivitelezési és ellendrzési
szakasza soran, €s a szakaszok megvalositasat utasitasban kértiik a tanuloktol.

K1. Hogyan jelenik meg a tanulok nyomon kovetd és ellen6rzé tevékenysége az irasbeli
problémamegoldas kivitelezési és ellendrzési szakasza soran?

A tanuldk tobb mint felére volt jellemzd, hogy észrevettek egy hibat a kivitelezési szakasz
soran, athuztak é€s javitani probaltdk azt. A helyes megoldok kozott nagyobb volt az aranya
azoknak, akiknél a megoldas folyamén olyan 4thuzas tortént, ami befolyasolta az eredményt.
Az éltalunk utasitassal kért ellendrzési szakaszban a tanulok tobbsége felszines ellendrzésekkel
probalkozott, illetve a didkok majdnem fele viszont nem adott irasbeli ellendrzést. A megoldas
helyességének fliggvényében nem volt Iényeges kiilonbség abban, hogy milyen tipust
ellendrzést valasztottak a tanulok.

A tapasztalataink tehat azt mutattak, hogy az ellenérz6 tevékenységek tobbnyire csak a
kivitelezési szakaszban jelentek meg.

A 2. kutatasban egy fejleszto kisérletet hajtottunk végre egy 9. osztalyban. A kisérlet célja az
volt, hogy felillirja a vizsgalt osztalyban azokat a meggy6zOodéseket, miszerint: Minden
matematikai feladatnak van megoldasa, és pontosan egy megoldédsa van (Schoenfeld, 1992). A
tanulok elo-, koztes-, utd- és késleltetett teszteken mutatott irasbeli munkait elemeztiik.

K2. Hatassal van-e a nyomon kdvetd és ellendrzd tevékenységekre az a metakognitiv tudas,
hogy egy feladatnak tobb, ezen beliil akar ellentmondast tartalmazd megoldasa is lehet?

Az eredmények alapjan a vizsgalt 29 tanul6 kozel felénél volt megfigyelhetd a fejlesztés soran
vagy utan az emlitett metakognitiv tudds. Az eldteszt szerint a kiinduloallapotban ez egy
tanulonal volt jelen.

A tobb esetet vagy ellentmondast tartalmazo megoldasok alkalmas terepet nyujtottak a tanulok
nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységeinek megnyilvanulasara. Erre a tobb eset vagy
ellentmondas észrevételébdl, illetve a tanulok munkdiban megfigyelt 4athtzasokbol
kovetkeztettiink. Az athuzasokkal kapcsolatos nyomon kovetd és ellendrzé tevékenységek
aranyban ugyanannyi tanulonal jelentek meg a tesztekben, de a hibak javitasdnak sikeressége a
sziikséges targyi tudas fejlodésével, az esetleges korabbi meggy6z0dés feliilirasaval, illetve a
tobb eset ¢s ellentmondas tudatos kezelésével haladt egyiitt.
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A 3. kutatasban egy 29 f0s 11-12. osztalyban két iradsbeli szamonkérés alkalmaval a tanuloknak
hangfelvételt kellett késziteniiik az irasbeli munkdjuk utani szobeli magyarazatukrol. A szobeli
magyarazatokban kerestiik az irdsbeli munkahoz képest tobbletinformacionak szamitod tanuléi
megnyilvanulasukat, amikhez nyomon kovetd és ellendrzé tevékenységek kapcsoltunk. A
megfigyeléseinket nem eldzte meg célzott beavatkozas.

K3. Hogyan tiikroz6dnek a nyomon koveté és ellenérzé tevékenységek az irasbeli
problémamegoldast kovetd szobeli magyarazatban?

A nyomon kovet6 és ellendrzo tevékenységeket harom tobbletinformacio-tipushoz tarsitottuk:
A megoldas egy Iépésének indoklasdhoz, a valasztott stratégia vagy modell magyarazatahoz,
az eredmény értékeléséhez €s ellendrzéséhez. Az eldbbi kettd a kognitiv feldolgozas nyomon
kovetését és ellendrzését, az utobbi pedig elsésorban a kognitiv feldolgozas eredményének
értékelését ¢€s ellendrzését, mint metakognitiv tevékenységeket igényli. A szobeli
magyarazatokban nagy szamban jelentek meg az irasbeli megolddshoz képest
tobbletinformaciok. Ez azt jelzi, hogy a szdbeli magyardzatok alkalmasak arra, hogy a
tanulokban nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységeket valtsanak ki.

A két dolgozatnal megjelend tobbletinformacidok és ezaltal a nyomon kdvetd és ellendrzd
tevékenységek mennyisége és tipusa eltérd mintazatot mutatott a két témakorben
(kombinatorika és mértani sorozat), és a feladattipusokban (rutin vagy probléma) is.

A kombinatorika dolgozatnal elért nagyobb irdsbeli pontszdm a tobbletinformaciok szamanak
novekedésével jart egyiitt. A mértani sorozatot feldleld dolgozatnal viszont azok a tanuldk adtak
a legtdbb plusz informdaciot a szobeli magyarazatban az irasbeli munkakhoz képest, akiknek a
pontszamai kozel voltak az atlaghoz.

A 4. kutatasban a tanuldi nyomon koveto és ellenérzé tevékenységek megjelenését vizsgaltuk
kozépiskolai tanitasi gyakorlatukat toltd, végzOs, matematika szakos tanarjeldltek orainak
frontalis szakaszaban. Hét tanarjelolt orajat elemeztiik, abbdl a szempontbol, hogy egy-egy
altalunk kiemelt Orarészletben hogyan kezdeményeztek, kezeltek olyan helyzeteket,
amelyekben a tanulok nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységére lehetdség nyilik.

K4. Hogyan jelennek meg a tanul6i nyomon kovet6 és ellendrz6 tevékenységek a tanarjeloltek
orainak frontélis szakaszaiban?

Egy tanarjelolt orarészletét kivéve, tobb olyan helyzetet is azonositottunk egy-egy
orarészletben, amelyek kivaloan alkalmasak voltak arra, hogy abbol tanul6i nyomon kovetd és
ellendrzd tevékenység bontakozhasson ki. Az alkalmas helyezeteket vagy a tandrjeldlt
(tobbnyire) tudatosan, vagy a didkok spontan valtottak ki. Az esetek valamivel tobb mint
felében sikeriilt nyomon kovetd és ellendrzd tevékenységre dsztondzni tanulot. Ugyanakkor
ezek koziil sok eset tobbet igért annal, mint ami megvalosult, vagyis tobb helyzetet
metakognitiv szempontbo6l értékesebben ki lehetett volna hasznalni. A tanul6i nyomon kovetd
¢s ellen6rz tevékenység Osszefliggést mutatott a parbeszédek tipusdval, valamint a
tanarjeloltek megnyilvanulasainak diszkurziv vagy negativ diszkurziv voltaval.

Kutatasaink tapasztalatai azt mutattdk, hogy a tanuldkat nyomon kovetd és ellendrzd
tevékenységek megfeleld €s adaptiv alkalmazasat a hatékonysag érdekében tanitani kell. A
hatékony alkalmazéashoz sziikséges tényezonek bizonyult a tanulok megfeleld targyi tudasa.
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Sajat eredmények

1. kutatas:

A tanulok ellen6rzo tevékenységeinek tipusa fliggetlen a megoldasuk mindségétol.

2. kutatéas:

A tobb esetet vagy ellentmondast tartalmazé megoldasok alkalmas terepet nyujtottak a
tanulok nyomon kovetd és ellendrzé tevékenységeinek irasbeli megnyilvanuldsara.
Ehhez kapcsoldéddan az altalunk induktivan felallitott fejlodési szintek vizsgalata,
hasznélhat6 modszer a tanuldk aktualis és lehetséges fejlodési szintjeinek vizsgalatara.

3. kutatas:

A hangosdolgozatok moddszere alkalmas volt a tanulok nyomon kdvetd és ellendrzo
tevékenységeinek 0Osztonzésére ¢s megfigyelésére. Az altalunk kért szdbeli
magyarazatok a tanulok irasbeli munkaihoz képest jelentds tobbletinformacioval
szolgaltak a tanulok gondolkodasarol.

A két dolgozatndl megjelend tobbletinformaciok és ezaltal a nyomon kovetd és
ellendrzé tevékenységek mennyisége ¢€s tipusa eltérd mintdzatot mutatott a két
témakorben (kombinatorika €és mértani sorozat), és a feladattipusokban (rutin vagy
probléma) is.

A kombinatorika dolgozatban fliggdtt, a mértani sorozat dolgozatban nem fliggdtt a
szobeli magyarazatban azonositott nyomon kovetd és ellendrzé tevékenységek
mennyisége a tanulok irasbeli teljesitményétol.

4. kutatas

Sziikség van a tanarjeldltek képzésére a tanuldi metakognitiv tevékenységek oOrai
megvalositasa és kibontakoztatasa terén.
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Summary

In our paper, we examined the monitoring and control activities of high school students during
the execution and verification phases of problem solving. In connection with the theoretical
overview, we explored the written and oral manifestations of these activities in students across
four research chapters, and we sought methods and circumstances conducive to stimulating
these metacognitive activities. Our research is far from complete, as further valuable insights
can be gained into the observation and support of students' monitoring and control activities by
incorporating additional samples and topics and making slight modifications to the methods.

In the first study, we aimed to stimulate and observe the monitoring and control activities of
9th-grade students during the implementation and verification phases of independent written
problem solving, asking students to follow specific instructions for these phases.

Q1 How do students' monitoring and control activities manifest during the execution and
verification phases of written problem solving?

More than half of the students noticed an error during the execution phase, crossed it out, and
attempted to correct it. Among those who arrived at the correct solution, a higher proportion
had made corrections that affected the outcome. In the verification phase, which we explicitly
instructed students to carry out, most students attempted superficial checks, and nearly half
provided no written verification. There was no significant difference in the type of verification
chosen by students depending on the correctness of their answers. Our findings thus indicated
that control activities mainly appeared during the execution phase.

In the second study, we conducted a developmental experiment in a 9th-grade class. The
experiment aimed to challenge the prevailing beliefs in the class that every mathematical
problem has exactly one solution (Schoenfeld, 1992). We analyzed students' written work in
pre-, intermediate, post-, and delayed tests.

Q2 Does the metacognitive knowledge that a problem can have multiple, potentially
contradictory solutions affect monitoring and control activities?

The results showed that nearly half of the 29 students displayed the mentioned metacognitive
knowledge during or after the intervention. According to the pre-test, only one student exhibited
this knowledge initially. Solutions containing multiple cases or contradictions provided a
suitable context for students to engage in monitoring and control activities. This was inferred
from the identification of multiple cases or contradictions and the observed cross-outs in
students’ work. The ratio of monitoring and control activities related to cross-outs was the same
across the tests for the same number of students, but the success of error correction progressed
with the development of necessary subject knowledge, the revision of previous beliefs, and the
conscious management of multiple cases and contradictions.

In the third study, 29 students from grades 11-12 were asked to record their verbal explanations
following written assessments on two occasions. In these verbal explanations, we looked for
student expressions that provided additional information compared to the written work, which
we linked to monitoring and control activities. Our observations were not preceded by targeted
intervention.
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Q3 How are monitoring and control activities reflected in verbal explanations following written
problem solving?

We associated monitoring and control activities with three types of additional information:
justification of a solution step, explanation of the chosen strategy or model, and evaluation and
control of the result. The first two require the monitoring and control of cognitive processing,
while the latter primarily involves evaluating and verifying the outcome of cognitive processing
as metacognitive activities. The verbal explanations contained significantly more additional
information than the written solutions, indicating that verbal explanations are suitable for
eliciting monitoring and control activities in students.

The amount and type of additional information, and thus the monitoring and control activities,
exhibited different patterns across the two topics (combinatorics and geometric sequences) and
task types (routine or problem-solving). Higher written scores in the combinatorics test were
associated with an increase in the amount of additional information. However, in the geometric
sequences test, the students who provided the most additional information in their verbal
explanations compared to their written work were those with scores close to the average.

In the fourth study, we examined the manifestation of students' monitoring and control activities
during the frontal segments of lessons taught by senior math teacher trainees during their high
school teaching practice. We analyzed the lessons of seven teacher trainees to see how they
initiated and handled situations in specific lesson segments where students had the opportunity
to engage in monitoring and control activities.

Q4 How do students' monitoring and control activities manifest during the frontal segments of
teacher trainees' lessons?

In all but one of the observed lesson segments, we identified several situations that were highly
conducive to the development of students' monitoring and control activities. These situations
were either consciously initiated by the teacher trainee (in most cases) or spontaneously by the
students. In slightly more than half of these cases, students were successfully prompted to
engage in monitoring and control activities. However, many of these cases held more potential
than was realized, meaning that more metacognitive value could have been derived from these
situations. The students’ monitoring and control activities were related to the type of dialogue
and the discursive or non-discursive nature of the teacher trainees' expressions.

Our research findings suggest that students need to be taught the appropriate and adaptive
application of monitoring and control activities to ensure effectiveness. A necessary factor for
effective application was found to be the students' adequate subject knowledge.

Key Findings

First Study:
The type of control activities students engage in is independent of the quality of their answers.

Second Study:

Solutions containing multiple cases or contradictions provided a suitable context for students
to express monitoring and control activities in writing. The examination of the inductively
established developmental levels related to this is a useful method for assessing students' current
and potential developmental levels.
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Third Study:

The method of audio-recorded explanations was suitable for stimulating and observing students'
monitoring and control activities. The verbal explanations we requested provided significantly
more additional information about the students' thinking than their written work.

The amount and type of additional information, and thus the monitoring and control activities,
exhibited different patterns across the two topics (combinatorics and geometric sequences) and
task types (routine or problem-solving).

In the combinatorics test, the amount of monitoring and control activities identified in the verbal
explanations depended on the students' written performance, while in the geometric sequences
test, it did not.

Fourth Study:
There is a need to train teacher trainees in implementing and fostering students' metacognitive
activities during lessons.
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Fiiggelék
A 3. fejezetben ismertetett kutatas irasbeli feladatlapja

1. 42006 olyan szam, amelyben a legkisebb helyi értéken dllé szamjegy hdromszorosa a
legnagyobb helyi értéken allo szamjegynek. Hany ilyen 2000-nél kisebb pozitiv egész
szdm van?

¢ Gyljtsd ki az adatokat!

e Mi az elsé dtleted a megoldashoz? Hogyan indulnal el?

e Oldd meg a feladatot! Minden egyes 1épésedet indokold!
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e Vizsgald meg a megoldéasod! Ellendrizz!
Biztos vagy benne, hogy j6 a megoldas? Miért?

¢ Oldd meg mas modszerrel is a feladatot!

o Alkoss a kitlizotthéz hasonld, de konnyebb feladatot! Oldd is meg!
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Maté:

Dori:

Maté:

Doéri:
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Dori:

Dori:

Dori:
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Dori:

Adam:;

Maté:
Vivi:
T:
Vivi:

Vivi:

Adam:

Vivi:

Vivi:

dam:

A 6. fejezetben ismertetett orarészlet folytatasa

Igen, ez mar sok. ... Szoval ez sajnos nem jo6. Volt-e, aki masképp csinalta?

Hat, mi ugyanigy indultunk el, csak miutan kiszamoltuk, mindegyikbdl elvettiink 0,8-
at.

Miért vettél el 0,8-at?

Azért, mert 6,8 jott ki.

Ertem.

Széval ti is beszoroztatok 4-gyel az 1,7-et, meg 5-tel, meg 1-gyel. Ugye lett beldle 1,7
sarga, 6,8 kék meg 8,5 piros.

Igen, és akkor mindegyikbdl elvettiink 0,8-at.

Es ha mindegyikbdl elvesziink... 0,8-at vettetek el?

Igen.

Itt maradt 6, 7,7, 0,9.

Es 6sszeadtuk.

Es ez igy hany liter?

14,6.

14,67

Igen!

Egész jol néz ki!

Es ez megtartotta az aranyokat? LeellenGriztétek?

Hat nem ellendriztiik le, még addig nem jutottunk.

Mert az a helyzet, hogy ez igy nem igaz 4m!

Passzolok.

Nem tartja az aranyokat. Mert a 6 nem gy aranylik a 7,7-hez, mint 4 az 5-hoz. Példaul.
Nem volt rossz gondolatmenet, de sajnos nem... Volt valami mas?

Mi ugy csinaltuk, ahogy az elsd csapat.

Mi is ugy csinaltuk, mint az elsd csapat.

Mint az els6 csapat? Igen? Vivi?

En kiilon megnéztem magamnak. Azt néztem, hogy ugye a raktarban vannak a
festékek.

Igen,

Megnéztem, hogy ha mind a 2 liter sargat felhasznaljuk, akkor nem jon ki, ha
maradnak az ardnyok, €s arra jutottam, hogy ha masfél liter sargat hasznalunk, akkor
hogyha a masfelet megszorozzuk 5-tel, akkor 7,5 jon ki a pirosra, és ha 4-gyel, akkor
meg 6 a kékre. Es hogyha azokat dsszeadjuk, akkor 14 jon ki.

Vivi tigy gondolkodott, hogyha van ez a 17 liter festékiink, és megnézte, hogyha ebbdl
mind a 2 liter sargat felhasznaljuk, akkor azt meg tudjuk-e tenni. Nos hogyha mind a
2 liter sargat felhasznaljuk, akkor mennyi kéne. Melyik ez, piros talan?

Igen.

A pirosbdl 10 liter kéne, ez nem jo.

Es ezért megprobaltam 1,5-tel.

Es ezért Vivi megprobalta 1,5-tel.

Az15azl ...

Igen, akkor ugy okoskodott, hogy megnézi 1,5-tel. Hogyha 1,5 sargat hasznalok fel,
akkor mennyi pirosra és kékre lenne sziikség?
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Vivi:

T.

Vivi:
Dori:

Dori:
Pisti:

Pisti:
Dori:
bel:

r

Es akkor az ardnyok szerint beszoroztam.

Igen. Es akkor mennyi kék meg piros?

Kékbol 6, ami a maximum, és a pirosbol pedig 7,5. Es ezt dsszeadtam

Hogy jott ki?

Vivi ugy gondolkodott, hogy megnézte, hogy maximalisan mennyi festéket tud
felhasznalni. Mivel a sargdbdl van a legkevesebb, megnézte, hogy fel tudjuk-e
hasznalni mind a 2 liter sargét. De arra jutott, hogy nem tudjuk felhasznalni, mert akkor
pirosbol 10 liter kéne.

Ja, értem!

En Gigy csinaltam, tanarnd, hogy megvoltak az aranyok és megvolt az, hogy maximum
hany liter festékem van. Mindegyik szinbSl. Es elosztottam azt, hogy hany liter
festékem van az aranyaval, és igy kijott mindegyikhez egy szdm. Az 1,5 az 1,8 és 2,
és a legkisebbet vettem beldle, és igy kijott ugyanigy a masfél, hogy annyival kell
beszorozni.

Ez is egy jo gondolat! Erdekes. ... Erthetd volt, hogy hogy jott ki ez a megoldas? Es
ez hany liter festék dsszesen?
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Helyett ... 15.

De hogy irjuk fel igy ... egyenletbe?

Ha csak felirod, hogy 15, arra is kapsz pontot. A kompetenciamérésen mindenre kapsz
pontot.
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