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1. Bevezetés

A szamitogépes grafika egyik igen érdekes teriilete a gorbemodellezés. Léteznek
approximdcids €s interpolédcids gorberajzold eljardsok, de mindkét eljardstipus feladata,
hogy a koordinatarendszerben megadott pontok sorozatdhoz illesszen egy olyan gorbét,
mely adott feltételeknek eleget tesz. Ezen teriilet fontossdgdt mi sem mutatja jobban,
minthogy milyen széles korben haszndlatosak a gorbemodellezés kiilonboz6
megvaldsitasai. Példaként emlithetd példdul a Microsoft Word, ahol a truetype
betlitipusok B-Spline segitségével vannak megjelenitve, de az Autocad rendszerekben is
fontos szerepet jatszanak. Valamint igen jelentdés és érdekes szerepe van a
gorbeinterpolacionak a képfeldolgozas teriiletén is.

Ezen diplomamunka célja egy szdmitégépes program készitése volt, mely a
felhaszndal6 altal megadott pontokhoz a kivansagnak megfeleléen hozzdilleszt egy gorbét.
Az illesztés moddja lehet approximécid, interpolacié illetve az emlitett két technika
otvozése. A legtobb gorbetipus esetén az approximécidt tekintjiik alapértelmezettnek. A
B-Spline gorbék is approximdcios jellegli gorbék. Ugyanakkor a gyakorlatban sokszor
sziilkség van az adott pontok interpoldlasdra, igy a legtobb gorberajzold eljardshoz
kifejlesztették az interpoldcids véltozatat is. De miért is van sziikség az interpolécids
eljarasokra?

Egy éltaldnos B-Spline gorbe definidldsa a kontrollpontok, a csoméértékek és a
fokszdm megaddsaval torténik. Tehdt a hagyomdnyos approximécids eljards keretében
kapunk egy olyan gorbét, mely megkozeliti az adott pontokat, de csak specidlis esetekben
fog egy-egy pontot érinteni. A felhaszndlé szemszogébdl nézve a dolgot, sokkal inkdbb
hasznos lenne, ha az adott pontokon dtmenne a gorbe, hiszen legtobb esetben az az
informdci6 all a rendelkezésiinkre, hogy az adott pont a majdani gorbe része. Ez a helyzet

az interaktiv tervezdrendszerekkel is. Ott is interpoldciét alkalmaznak, hiszen egy kivant
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alak elddllitasa B-Spline gorbével ugy torténik, hogy megadjék azokat a pontokat, melyek
megkozelitoleg a gorbén helyezkednek el, majd a rendszer meghatirozza az adott
pontokon &thalad6é gorbét. A késdbbiekben a kiszamitott kontrollpontok helyzetének
moédositasdval finomithaté a kapott gorbe. A gorbe barmely paraméterének
megviltoztatasdval szintén modosithaté a gorbe. A kontrollpontok valtoztatdsa talan a
legvizualisabb modszer.

Bizonyos helyzetekben sziikség lehet az interpolacié és az approximacid
Osszekapcsoldsara. Ezen feladat egyik legjellemzdbb teriilete az autdgyartas. Az autdk
karosszéridjanak tervezése soran sziikkség van a B-Spline gorbe altal nyujtott nagyfoku
flexibilitasra, hogy minél szebb form4ju autdkat tervezhessenek. Ugyanakkor néhdny pont
helyzetének viszonylag rogzitettnek kell lennie. Ilyenek példaul a hegesztési pontok. Igy
hat ezen pontokat érdemes interpoldlni, mig a tobbit approximadlhatjuk. Itt meg kell
emliteni, hogy az autdgyartds esetében nem igazdn gorbemodellezésrdl, hanem
feliiletmodellezésrdl kell beszélniink, hiszen egy autdé dimenzidjdbol egyértelmiien
kovetkezik, hogy itt nem adott pontsorozatra kell gorbét illeszteni, hanem a térben
megadott pontracshoz kellene illesztést végezniink. Tudjuk viszont, hogy példaul egy B-
Spline feliilet B-Spline gorbék tenzori szorzataként jon 1étre, tehdt az approximdcio €és
interpolacio feliiletek esetében hasonldan értelmezhetd mint gérbék esetén.

A program, mely Delphi 5-ben irddott, lehetdséget biztosit kontrollpontok
megaddsara, azok helyzetének megvaltoztatatdsara, valasztdsi lehetéséget biztosit
approximdcid, interpolacid illetve ezek kombindcidja kozott, valamint megtekinthetok
illetve megadhatok a gorbe egyéb paraméterei is, mint példdul a fokszam. Ezek
megvaldsitdsdhoz természetszeriileg sziikségem volt kiillonb6zé matematikai €és grafikai

ismeretekre, amelyeket a kovetkezo fejezetekben részletesebben kifejtek



2. Matematikai, grafikai alapok

Ebben a fejezetben azokat a matematikai €és grafikai definicidkat és képleteket
szeretném bemutatni, melyekre a programomban sziikségem volt. Grafikai hattérként be
szeretnék mutatni par gorbemodellezési modszert, azt, hogy idoben hogyan alakultak ki
ezek, valamint fejlodési szintjeiket. Sz6 lesz a centrdlis projekciorél, mely akkor
haszndlhatd, ha a gorbepontok 3 dimenzids koordinata-rendszerben adottak, valamint a
matrixmiiveletekrol, melyek nélkiilozhetetlenek voltak az interpoldcié megvaldsitdsanal.

Részletesebb kifejtésiikre szolgdlnak a kovetkezo alfejezetek.

2.1. Matrixok

Linedris egyenletrendszerek szamitégépes megolddsa sordn az egyenletrendszer
egylitthat6it matrix alakba rendezziik, s ezutin az egyenletrendszer megolddsat
matrixmiiveletekkel végezziik el. Mi is a métrix?

Definicio: Altaldnosan madtrixnak neveziink minden olyan n*m szdmi a
mennyiség aldbbiak szerinti téglalap alaku elrendezését, amelyet szogletes vagy kerek

zérojelbe tesznek €s ahol i=1,2, ...,n; k=1,2, ...,m.
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Az el6bbi métrixra azt mondjuk, hogy n*m tipusd, mert n sorbdl é€s m oszlopbdl
all, az a; mennyiségeket pedig a matrix elemeinek nevezziik. Kvadratikus (négyzetes)
matrixnak nevezziik az olyan matrixot, amely sorainak szdma megegyezik az oszlopainak
szamaval. Egy tobbismeretlenes linedris egyenletrendszert a kovetkezOképpen irhatunk

fel:

yi= a”*xl + ajz*XQ + ...+ alm*xm
o= agl*xl + aQQ*XQ + ...+ aZm*xm

A

Vo= An1¥X1 + An2™X2 + .o Q¥

Mitrixos alakban ez igy irhat6 fel:
[yl = [A]*[x]

Ahhoz, hogy egy approximdcios jellegi gorbét interpolacidés gorbeként
hasznéljunk, még sziikségiink van néhany métrixfogalomra.
DETERMINANS FOGALMA:
A determindnsok segitségével bonyolult €s nehezen attekinthetd kifejezéseket
tehetiink konnyen kezelhetévé. A determinansok értéke szamitégépen rendkiviil gyorsan
meghatarozhatd, igy nemcsak éttekinthetd, hanem gyorsabb szamitdsokat is eredményez.

A determindns jelolésére fiiggdleges vonalakat hasznalunk:

a, a, K a,
_|a21 a22 K a,,

=2 2
anl anZ K ann

A determindnsok kiilonb6zd rendiiek lehetnek. A fenti példa egy n-ed rendii
determindnst jelol. Ennek kiszdmitdsa alacsonyabb rendii determindnsszdmolé modszerre
vezethetd vissza, igy hat kozelitsiik most meg a dolgot a masik végérdl, s nézziikk meg,
hogyan lehet kiszdmitani a mdsodrendii determindnst.

A mésodrendil determindns esetén a métrixunk 4 elembdl all, melyek a;;, a;,, az,

as., jelolése:
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ahol D = aj *ay; — ajpp*ay;
A harmadrendli determindns egy olyan 9 elembdl 4ll6 madtrix, melynek a

kovetkezo értékeket tulajdonitjuk:

Ay Ay Aol =4ay

;) dzp  dy

=0yAyas3 =030y — A0y Ay T A Ap305 + 030,05, — 130,05

Lathato itt is, hogy ezt a harmadrendi determindnst masodrendii aldetermindnsok
segitségével szamoltuk ki. A fenti példa a determindns kifejtése a matrix elsd sora szerint.
Megjegyzendd, hogy 3-ad rendl determindns esetén alkalmazhaté a Sarrus szabadly is,
melyet gy kell elképzelni, hogy a matrix mellé leirjuk még egyszer az els6 és a masodik
sort, és igy a féatlé iranydban Osszekothetd elemharmasok szorzatosszegébdl kivonjuk a
mellékatld irdnydban 0Osszekothetd elemharmasok szorzatosszegét. Ez ugyanis
megegyezik a kifejtéssel kapott eredménnyel. A kifejtés egyébként barmelyik sor vagy
oszlop szerinti is lehet.

Tehédt az n-ed rendli determindnsra visszatérve, ott is sor vagy oszlop szerinti
kifejtést kell alkalmaznunk, s az igy kapott n-I-ed rendii aldetermindnsokat kell

kiszamolnunk. Tehat n-ed rendli determindnson a kovetkezo értéket értjiik:

a, a, K q

n

a, a, A a, —u A A +K A = C A
M =a, A4, tapA, tK +a, A, = Zau 1i 0
i=1

nn

ahol Aj; az a); elemhez tartozé n-1-ed rendli aldetermindns, amelyet igy kapunk, hogy az

1+

els6 sor és az i-edik oszlop elhagyasdval ad6d6 n-I-ed rendli determindnst (-1) " -vel

megszorozzuk. De akar n-ed rendi determindnsra is alkalmazhat6 a Sarrus-szabdly.
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TRANSZPONALT MATRIX FOGALMA:
Ha az n*m tipusi A madtrix sorait és oszlopait egymdssal felcseréljiik, akkor

kapjuk az A matrix transzponaltjat. Mely m*n tipusu lesz. [aij]T = [aji]

MATRIX ADJUNGALTJA:
Egy négyzetes matrix adjungalt matrixdnak, vagy roviden adjungdltjdnak

nevezzik az

a, a, K aq, A, Ay K nl
adj A= adj 21 alz\z/l K a, _ Ap A;il K n2
anl anZ K ann Aln A2n K Ann

matrixot, ahol Ajj az A matrix determindnsdnak aij eleméhez tartoz6 -eldjeles
aldetermindnsa. Léthatd, hogy adj A i-edik sordnak k-adik eleme az IAl determindns k-
adik sora i-edik eleméhez tartoz6 eldjeles aldetermindns, vagyis adj A az aldetermindns-
matrix transzponaltja.
INVERZ MATRIX FOGALMA:

Ha A négyzetes métrix €s |Al # 0, akkor A inverz (vagy reciprok) métrixan azt az

A’! szimb6élummal jelslt matrixot értjiik, amelyre:
A*A" = E, illetve A'*A = E.

E az egységmitrixot jeloli. A fenti definiciobdl kovetkezik, hogy a jobb és baloldali
inverz matrix megegyezik, €s
_adj A

Al = .
A

Abban az esetben ha az A matrix nem kvadratikus, de az egyenletrendszeriink
megkovetelné az inverz matrix hasznélatat, akkor helyette az egyenletrendszert atirhatjuk

kompakt matrix alakba.
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Legyen az egyenletrendszeriink
[y] = [NJ*[X]
alaku, ahol a [x] elemei alkotjdk az ismeretlenek halmazat.

Ha [N] négyzetes matrix, akkor [x] kifejezhetd
[x] = [N]"#[y]

alakban.

Ha viszont [N] nem négyzetes matrix, akkor a kovetkezd atalakitds hajthat6 végre:
[NT™[y] = [N]"*[N]*[x]
[x] = [INT™[N] NIy

A programban implementdldsra keriiltek ezek a matrixmiveletek. Izelitéként

bemutatndm, hogyan is valdsul meg a matrixszorzas:

function szoroz (matrixl:TMatrix;x1l,yl:integer;matrix2:TMatrix;x2,
y2:integer): TMatrix;
var i,a,b: integer;
sz: TMatrix;
begin
if x1<>y2 then
begin
exit;
end;
setlength(sz,x2,v1l);
for a:=0 to yl-1 do
begin
for i:=0 to x2-1 do
begin
sz[i,a]:=0;
for b:=0 to y2-1 do
sz[i,al:=sz[i,al+(matrixl[a,b]*matrix2[i,b]);
end;
end;
SZOroz:=sz;

end;

A TMatrix egy kétdimenzids, dinamikus tomb. A fiiggvény megkapja paraméterként a
két Osszeszorzandd matrixot, valamint azok méreteit, s visszatérési értékként megadja a

szorzas eredményeként 1étrejott matrixot.
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2.2. Ponttranszformaciok

Ponttranszformécion egy olyan megfeleltetést értiink, amely sordn egy ponthalmaz
minden egyes pontjdhoz hozzdrendeliink egy-egy pontot.
A transzformadci6 altalanos formdja
p'=Mp,
ahol p a transzformélandé pont, p’a transzformdlt pont helyvektora, M pedig a
transzformécié matrixa.
EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK:

Egybevagdsagi ponttranszformacid esetén fix vonatkoztatdsi rendszer mellet az
objektumunk helyzete véltozik meg, tgymond elmozdul. Ezek koziil a kovetkezd kettdrdl
szeretnék par szot ejteni.

Elrolds:

A p pontot eltoljuk a d(d,, d,, d.) vektorral

1 00 4
01 0 d,

M = Y
00 1 d
0 00 1

Elforgatds:

Egy pontot elforgathatunk adott & szoggel valamelyik koordinétatengely koriil. Az
oramutatd jardsaval megegyezd forgatdsi irdnyhoz negativ, az ezzel ellentéteshez pedig
pozitiv forgatési szog tartozik.

Forgatds az x tengely koriil

1 0 0 0

0 cosa —-sina O

M = ]
0 sinad cosa O

1

0 O 0




14

Forgatas az y tengely koriil

sin

]
- O O O

0
1

—sina 0 cos«a
0

Forgatas a z tengely koriil

cosa -—sina
sin@ cosax
0 0
0 0

S = O O
- o O O

PROJEKTIV TRANSZFORMACIO:

Az ilyen leképezés is ponthoz pontot rendel, de 1ényeges kiilonbség, hogy ez
dimenzidvesztd transzformdcid, vagyis nem kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés. Az
ilyen leképezést szokas elfajuld leképezésnek is hivni. Ezen beliil a térnek sikra torténd
leképezésérdl lesz sz6. Ide tartozik példaul a centrélis projekcid (vetités), a pairhuzamos
vetités és az axonometria.

Centrdlis projekcio (Kozéppontos vetités):

Kozéppontos vetités esetén a kovetkezoket tehetjilk fel: a képsik az x-y
koordinétasik €s a vetitési centrum a z tengely pozitiv felén van. Ha ezek a feltételek nem
lennének adottak, az sem nagy probléma, mert koordinita-rendszer transzformécidval
barmikor elérhetjiik, hogy ezek a feltételek teljesiiljenek.(Kivéve persze ha a vetitési
centrum illeszkedik a képsikra) Figyelniink kell még az ugynevezett eltiinési sikra is. Ez
alatt azt, a vetitési centrumon athaladd, a képsikkal parhuzamos sikot értjiik, melynek
pontjainak vetiilete a képsik végtelen tavoli egyenesére illeszkedik. A centralis projekcid
linedris, nem parhuzamossagtart6 és kettdsviszonytarté leképezés. Minden térbeli pontot
ugy képeziink le a sikra, hogy a térbeli pont és a C kozéppont altal alkotott egyenessel
kidofott pont lesz a pont képe a sikon.

A gyakorlatban a képsikunk nem egy végtelen sik, hanem annak egy lehatarolt,

jelentdsen korlatozott része. Azért, hogy ugymond ’bent maradhassunk’ ezen a
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korlatozott teriileten, vdgast kell alkalmaznunk. Ez is megvaldsithatd a centrélis

projekcidval.

A centrdlis projekci6 analitikus modellje:

P(x,y,z)
y X
/{(X:y’az’) y
-
Y
C0.0.00
X’
d x

N

1. abra Centralis projekcié analitikus modellje

A C pont a vetitési centrum, a d pedig a vetitési tavolsiagot jelenti.

ey
Z Z

S O = O
o O O O
—_ N <2 =

0
0
1
1
d

Fontos tudni, hogy ha egymds utdn tobb transzforméaciét hajtunk végre az

objektumunkon, akkor legutoljara hajtsuk végre a vetitést!

2.3. Gorbék

A gorbeapproximdci6 igen nagy fejezetet dlel fel a szamitogépi grafika teriiletén.
Az approximdcios gorbék mindegyikénél a kovetkezd a feladat: adott pontokhoz keresiink
olyan gorbét, amely azon pontok dltal van meghatdrozva. Ugyanakkor kritériumnak
tekintjiik azt is, hogy a gorbe a megadott pontokat csak kozelitse, s ne menjen at rajtuk

(vagy legaldbbis minél kevesebben menjen at). Meg kell még azt is emliteniink, hogy
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léteznek raciondlis gorbék is. A racionalis gorbéket eldoszor S. A. Coons alkalmazta a
CAGD-ben (Computer Aided Geometric Design). A raciondlis gorbék azért napjaink
egyik legelterjedtebb gorbeleirdsi moddszerei, mert sok alakvéltoztatasi lehetOséget
biztositanak, leirhatok veliik a kipszeletek €s invaridnsak a projektiv transzformacidval
szemben. A raciondlis gorbe egyébként az eredeti gorbe centréilis vetiilete. Ez a fejezet

egy rovid attekintést ad kiilonb6zd approximacidés modszerekrol.

2.3.1. Hermite-iv:

A Hermite-iv alapvetden interpolacids eljaras. Amiért itt mégis megemliteném, az
azért van, mert a kovetkezd két alfejezetben targyalandd gorbetipus, a Bézier-gorbe €s a
B-spline gorbe kiszdmitasi mddja is visszavezethetd a Hermite-ivnél haszndlatos alakra

specidlis esetekben. A Hermite-iv definiciéjat a kovetkezoképpen lehet megadni:
s(u) = (2u3 —3u® + l)p0 + (— 2u’ +3u’ )pl + (u3 —2u’ + u)to + (u3 - uz)tl ue 0]

A Hermite-ivrdl részletesebb leirds az 5.2 fejezetben taldlhatd, az interpolécids

modszerek kozott.

2.3.2. Bézier-gorbe:

Ezt a mdédszert mondhatni egy idoben, és egymastdl fiiggetleniil fejlesztette ki P.
Bézier (Renault miivek, 1962) és P. de Casteljau (Citroén, 1959). Gorbeleirdsi modszerét
Bézier az azdta hiressé valt UNISURF CAD rendszer szamadra fejlesztette ki.
Adott py, pj, ..., pn  n+1 darab pont és legyen ¢ € [0,1]. Az eljards kozeliti a
tdmpontokat, de meghatdrozott médon.
Bézier-féle megvalositds:

Itt a timpontok sulyozott sszege ad meg egy gorbepontot a kdvetkezd mddon:
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A B! (r) sdlyfiggvényt Bernstein polinomnak szokds hivni, s kiszdmitisi médja a

kovetkez6:

Bernstein polinomok tulajdonséagai:

n-ed foku polinomok a Bernstein polinomok

n foku polinomtér bazisait alkotjak

n-ed foku tag eléallithaté az (n-1)-bol
B' =(1-1)B""(t)+tB"'(t),

1

vagyis rekurzivan eldéllithaté

normaélt bazis, vagyis

Y B)()=1

. n . i
minden B, (t)—nek egy maximuma van, s az a t =— helyen van.
n

Bézier-gorbe tulajdonsdgai:

Globdlisan véltoztathatd a gorbe
Ha barmelyik tdmpontot megvéltoztatom, akkor az egész gorbe megvaltozik.

Vagyis minden gorbepont fiigg az dsszes tamponttol.

Téampontok szamanak novekedésével n6 a polinom fokszdma

(n-1)-szer folytonosan differencidlhat6

r(0) és r(1) pontok azonosak az elsd és az utolsé tdmponttal

Az érintdk az elso és az utolsé pontban:

—_— —_

&0)=n p,p, &)=np,p,

A kapcsolas miatt Iényegesek ezek az érintok.
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Lineadris precizitas

A Bézier-gorbe képes leirni egy egyenest, ha a tdmpontokat is egy egyenesen
vessziik fel.

Affin invariancia

A Bézier-gorbe invaridns az affin transzformaciokkal szemben, vagyis a
tampontrendszer affin transzformécidja ugyanazt a gorbét eredményezi, mint a
gorbe pontonkénti affin transzformacioja.

Projektiv transzformdcidra ez nem igaz.

Konvex burok tulajdonsag

A Bézier-gorbe nem hagyja el a konvex burkat.

’Variation diminishing’

Ez a tulajdonsdg a konvex burkon beliili viselkedést irja le. Ha vesziink egy
félegyenest, akkor a Bézier-gorbének ugyanannyi, vagy kevesebb metszéspontja
van a félegyenessel, mint amennyi metszéspontja van a félegyenesnek a
kontrollhdléval (kontrollpoligonnal).

Egyenes szakasz és parabolaiv modellezhetd vele, de nem tudunk kort vagy
ellipszist rajzolni vele

Térgorbe is lehet, amennyiben a timpontok térben helyezkednek el

De Casteljau-féle szerkesztési eljdrds:

Rekurziv rajzoloalgoritmus alapulhat erre a szerkesztési mddra, mely a

kovetkezOképpen néz ki:

pir(t): (1_t)pir_1 +1 pi:—_ll (t)

ahol r a rekurzids szintet jeloli és te [0,1]. r=1,...,n és i=0,1,...,n-r, valamint

p? =p, (i =0,1LA ,n).

Ez az eljards kettéviagja a Bézier-gorbét két azonos szdmu kontrollponttal

meghatdrozott gorbére.

Gorbepont

2. abra Bézier-gorbe szerkesztése de Casteljau-algoritmussal, ; = 1 esetén
3
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Megnézziik, hogy a két pont kozotti tdvolsdg kisebb-e, mint egy elore definialt
érték Amig nem éri el ezt az értéket, addig rekurzivan folytatjuk az algoritmust a bal
oldali részgorbével.

A Bézier-gorbét masképpen is bevezethetjiik. Tekintsiik adottnak a pg, p;, p2, ps3
approximdlandé pontokat. Ekkor legyen

t, =5(0)=3(p, - p,)
t, = s(1)=3(ps - p,)
Lathat6, hogy 1igy az alapfeltételek megegyeznek a Hermite-ivnél

megkoveteltekkel. fgy a kovetkezd végeredményt kapjuk:
s(u)= (—u3 +3u” —3u+ l)p0 + (3u3 —6u” + ?)M)p1 + (— 3u’ + 3u2)p2 +3u’ p,

Természetesen ez csak harmadfoku Bézier-gorbékre alkalmazhat6. Harmadfoku
Bézier-gorbéket lehet tigy egymashoz csatolni, hogy a csatlakozas folytonos legyen.
Raciondlis Bézier-gorbe:

Az n-ed rendii raciondlis Bézier-gorbét a kovetkezo kifejezéssel definidlhatjuk:

zwipiBin (t)
_ =0

() ==
> u,80)

, refo]

ahol p; (i= 0, 1, ..., n) tovébbra is a kontrollpontokat (tdmpontokat) jeloli, a B/ (r) a

Bernstein polinomok, a w; skaldrokat pedig sulyoknak nevezziik. A stlyokat legtobb
esetben pozitivként szokds felvenni, kiilonben szingularitisokat okozhatnak. A stlyok azt

hatdrozzak meg, hogy a gorbe mennyire kozelitsen meg egy-egy kontrollpontot.

2.3.3. B-Spline gorbék:

A B-Spline gorbékhez a kovetkezd négy nevet szoktdk hozzakapcsolni: Bohm, de
Boor, Cox €s Reisenfield; bar mint latni fogjuk, ettdl tobb matematikus munkassaga is

kiterjedt erre a teriiletre.
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Bar a B-spline gorbék alapjdul szolgdlé B-Spline alapfiiggvények mar régéta
ismertek (a XIX. szdzadban Lobacsevszkij vizsgilta egy specidlis esetét, 1946-0s
cikkében pedig Schoenberg hasznalta statisztikai adatok simitdsdra), gorbék tervezésére
azonban csak a hetvenes évek elején valtak haszndlhatéva. Ehhez nagymértékben
hozzdjarult a B-Spline alapfiiggvények rekurziv tulajdonsagét felfedez6 C. de Boor, M.
Cox és L. Mansfield, valamint a Bézier és a B-Spline gorbék kozotti kapcsolatot kimutatd
W. Gordon és R.Riesenfeld munkdssdga. Ez utébbi felismerés tette lehetové, hogy a
kordbban tobbnyire csak approximacié-elméleti szempontbdl vizsgalt fiiggvényeket
paraméteres gorbék eloallitdsara, gorbék tervezésére haszndljdk. A B-Spline gorbék
haszndlhatdsagdhoz jelentdsen hozzajarult W. Bohm is.

A spline sz6 eredetileg egy régi hajokészitd szerszam neve, ennek segitségével
készitették a hajok ivelt részeit. Ez az eszkoz egyfajta rugalmas vonalzoként képzelhetd
el. A matematikai illetve szdmitdstechnikai spline feladata megegyezik a hajokészitd
eszkoz feladatival. Mi sem mutatja ezt jobban, minthogy spline-ok adjdk a hatterét
azoknak a szdmitogépes tervezOrendszereknek, melyek segitségével manapsig az autok,
hajok és egyéb objektumok modelljét tervezik.

A B-Spline gorbe bemutatdsival majd a kovetkezd fejezet foglalkozik
részletesebben, most csak azt szeretném bemutatni, hogy hasonléan a Bézier-gorbe
esetéhez, hogyan néz ki az s(u) B-Spline gorbe egyenlete Hermite-féle megkozelitésben.
A B-Spline gorbe ivek Osszekapcsoldsdb6l jon létre. Epitsik most fel a gorbénket
harmadfoku ivekbdl. Ekkor a Q; ivet a pi;, pi; pi+1, pi+2 pontok fogjdk meghatdrozni.
Vagyis adottnak tekinthetd 4 pont, ami megegyezik a Hermite-iv egyik lehetséges
kiindulési feltételével. Innen mar kiilonboz6 atalakitasok soran megkapjuk, hogy a Q; iv

egyenlete a kovetkezo:

3 2 _ 3 g2 a3 2 3
Qi(u)=( u +3u6 3M+I)Pi-1+(3u Zu +4)Pi+( 3u +3Ié +3u+1)pi+l+%pi+2

Természetesen ez csak abban a specidlis esetben alkalmazhat6, ha harmadfoku
ivek 0sszekapcsoldsabdl jon 1étre a B-Spline gorbénk.
A B-Spline gorbének tobb kiilonbozo tipusa 1étezik, van raciondlis véltozata ennek

is, tovdbbad a tervezérendszerek fejlédésével kialakultak a - és a v-spline-ok.
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Raciondlis B-Spline:
A raciondlis B-Spline gorbéket hasonléan alakitjuk ki, mint a raciondlis Bézier
gorbét a Bézier-gorbébdl. Képletiik is majdnem megegyezik, csak a Bernstein polinom

helyére a B-Spline alapfiiggvényt kell beirni. A raciondlis B-Spline definicidja tehat:
z w,p;N ik (u)

A w; itt 1s sulyértéket jelol, mely azt hatdrozza meg, hogy a gdérbe mennyire
kozelitse meg a p; kontrollpontot, s itt is pozitivak szoktak lenni ezek az értékek. Hogy a
tobbi elem mit jeldl, arrdl a kovetkez6 fejezet ad informécidkat.

A raciondlis B-Spline gorbéken beliil két csoportra oszthatjuk a gorbéket aszerint,
hogy milyen értékeket vesznek fel a csomdértékek. (A csomoértékek szerepérdl szintén a
kovetkezO fejezetben lesz sz6.) Tehdt beszélhetiink egyenkozii és nem egyenkozli B-
Spline-okrél. Egyenkozli (uniform) B-Spline esetén a csoméértékek egymastdl egyenld
tavolsagra helyezkednek el, példaul a csoméértékek megegyeznek a természetes szamok
felsoroldsaval. A nem egyenkozli (non uniform) B-Spline szamit az egyik legaltalanosabb
gorbeleirdsi médszernek. Ennek a gorbetipus nevének ismert roviditése a NURBS (Non

Uniform Rational B-Spline).
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3. B-Spline gorbe

Az el6z6 fejezetben mar bemutatdsra keriilt, hogy mikor is alakult ki a B-Spline
gorbe, s hogy tobb véltozata is 1étezik, de még igazabdl nem tudjuk, mi is alkotja ezt a

gorbeleirdsi modszert. Hat 1assuk most, mirdl is van szo.

3.1. A B-Spline gorbe definicidja

Adott:
Dos ooy Pn kK €S Ug, Up, ..., Upiies
ahol p;-k a kontrollpontokat jelolik, k a gorbe fokszdma, az u;-k pedig a csoméértékek. A
csoméértékeknél figyelniink kell arra az értékaddsnal, hogy a
W ...Sw<...Suy = ... = Ungkal
feltételt az értékek kielégitsék. Megjegyzendd, hogy az ug és az u,x+; nem hat a gorbére.

A B-Spline gorbe definicidja:
f(u) = z piNik (u) ue [uk ’un+1]

Ezt a gorbét k-ad fokd vagy (k+1)-ed rendli gérbének nevezziik, ahol N} (1) a k-

ad fokud normalizalt B-Spline alapfiiggvény. A p; kontrollpontokat szokds de Boor
pontoknak is nevezni, az dltaluk meghatarozott poligont pedig kontroll- vagy de Boor-

poligonnak.
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3.2. Az alapfiiggvény

A normalizélt B-Spline alapfiiggvényt a kovetkezd definicidval adhatjuk meg:

0  egyébkeént

N°(u)= {1 we lu,u,,)

U—u,; U, .. —U
r _ i r=1 i+r+l r=1
N (u)— N; (u)+ N, (u)
U, —u; Uiprn — Uiy
ahol r=1, ..., k a rekurzios szintet jeloli, az u; skaldrok pedig a csoméértékek.

Figyelni kell az esetlegesen 1étrejovo % értéket, és akkor azt 0O-nak kell

tekinteniink. Ez az eset akkor alakulhat ki, ha a paraméterértékeknél egyenld értékek
fordulnak el6 (a szomszédos csomdértékek egybeesnek).

Az alapfiiggvény rendelkezik egy olyan tulajdonsdggal, miszerint hidba nd a
kontrollpontok szdma, a Bézier-gorbével ellentétben, az alapfiiggvény, s ebbdl kifolydlag
a B-Spline gorbe fokszdma sem fog ndni. Nézziink par példat kiilonbozd fokszamu

normalizélt B-Spline alapfiiggvényekre.

—  Nulladfoki alapfiiggvény, N (u)

Ui UWiy1  Uj2

—  Elséfokd alapfiiggvény, N/ (u)

~
VRN
. N
/ N
N
’ N
. N
( h}

Ui Uiyl U2 Uj43
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—  Masodfokd alapfiiggvény, N7 (u)

Ui Uiyr U2 Uj3 Uigdg

Az alapfiiggvényt leir6 eljaras Delphi-ben a kovetkezoképpen lett megvalositva:

function TForml.Bsp_fgv(r,i:integer;u:real) :real;
var szamlalol, szamlalo2, nevezol, nevezo2, szorzol, szorzo2:real;
begin
if (r=1) then
begin
if (u>=csomoertek[i]) and (u<csomoertek[i+1l]) then Bsp_fgv:=1
else Bsp_fgv:=0;
end
else
begin
szamlalol:=u-csomoertek[i];
nevezol:=csomoertek[i+r—-1]—-csomoertek[i];
szamlalo2:=csomoertek[i+r]-u;
nevezo2:=csomoertek[i+r]-csomoertek [i+1];
if (nevezol=0) then
szorzol:=0
else
szorzol:=szamlalol/nevezol;
if (nevezo2=0) then
szorzo2:=0
else
szorzo2:=szamlalo2/nevezo?2;
Bsp_fgv:=szorzol*Bsp_fgv(r-1,1i,u)+szorzo2*Bsp_fgv(r-1,i+1,u);
end;

end;

A B-Spline alapfiiggvény tulajdonségai:

— ’local support’

Nir (u) = 0, ha ueg [ui ’ui+r+1]
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— pozitiv értéki fiiggvény
N/ (u)=0 ue R

— normdlt bazis, vagyis

i+l

Zn:Nf(u)El Vue[ul.,u
i=0

- az N/ (u) fuggvény (r-1)-szer differencialhaté
— Barmely N/ (u)—nak I maximuma van

— Az alapfiiggvényhez tartoz6 csomoéértékek multiplicitdsa maximum r+/ lehet

Az eloz6 fejezetben sz6 volt arrdl, hogy megkiilonboztetiink egyenkozii (uniform)
és nem egyenkozii (non-uniform) B-Spline gorbéket. Igy az alapfiiggvények esetén is
beszélhetiink uniform véltozatrol.

A uniform bazisfiiggvény a kovetkezd alakban irhato fel.

N,r(u): u—lNi,_l(u)+l+r+1—nN,_1( )

r r

i+1

Uniform bazisfiiggvény esetén a csoméértékek megaddsa megegyezik a

természetes szdmok felsoroldsaval, igy u, =0,A ,u, =i,A ; s ezért adhat6 meg az

alapfiiggvény a fenti alakban.

3.3. A gorbe tulajdonsagai

Mint azt mar tudjuk, egy k-ad fokd B-Spline gorbe definicidja
r(u)=2"p,N} (u)
i=0

ahol  p,, A, anE3 a  kontrollpontok, u,,A ,u a csomoOértékek, és

n+k+1
nkeN n=>2k=>1.

Hasonl6an a Bézier-gorbéhez, ezt a gorbét is jellemzik specidlis tulajdonsagok.

Felfedezhet6 sok hasonlésdg a két gorbe kozott, de mint majd lathatjuk, lényegi
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kiillonbségek is lesznek, melyek tobbnyire a B-Spline gorbe rugalmassagit és jobb

hasznosithat6sdgat bizonyitjak.

A B-spline gorbe tulajdonsdgai:

— Lokdlis valtoztathat6sag
Ez a tulajdonsdg az alapfiiggvény ’local support’ tulajdonsdgabodl vezethetd le. Az,
hogy a gorbe lokdlisan valtoztathatd, azt jelenti, hogy a gorbe valamely
kontrollpontjdnak a poziciéjat ha megvaltoztatjuk, az nem fogja eredményezni a
teljes gorbe alakjanak véltozasat.

— A p;pont hatdsa a [u, u,] paraméterintervallumon torténik meg, ahol

pzmax{j,k}
g=min{j+k+1Ln+1}

— Az u paraméter értékére,

ue luj,ujﬂlc [uk U, ] a P,»/\ , p; kontrollpontok hatnak.

Ezzel igazolhatjuk lokdlis valtoztathatésagot.

— Affin invariancia
A Kkontrollpont-rendszer affin transzformacidja ugyanazt a gorbét eredményezi,
mint a gérbe pontonkénti affin transzformécidja.

— Erds konvex burok tulajdonsag
’_”(”) ue luj’uj-H)
A gorbe a p,,,A,p;, kontrollpontok konvex burkdban mozog. Ha a

figyelembe veendd csoméértékek kozott van egynél nagyobb multiplicitdsd, akkor
a szamitasba veendd kontrollpontok szdma csokken. Megfigyelhetjiik azt is, hogy
a fokszam novekedésével a gorbe egyre jobban tdvolodik a kontrollpoligontdl,
illetve k=1 esetén a *gorbe’ egybeesik a kontrollpoligonnal.

— Csomépontok multiplicitasa
Egy csoméérték multiplicitdésa m, ha az egymds utdn kovetkez0 m db

csomo&értékek értéke megegyezik.
Ha u;,,=A=u,, =u, akkor p; :1_”(;) vagyis a gorbe belefut a p;

pontba, s igy torés keletkezik a gorbében.



27

Egy tdmpont k-szoros megismétlésének eredménye

Ha k db tampontot ugyanazon poziciéban veszem fel, vagyis p;, =A =p,, |,

akkor a p; pont gorbepont lesz.
Zart gorbe konstruédlhat6 vele

p;=p;modn+l, tehat  atfedés  kell, hogy legyen a

kontrollpontoknal.
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4. Approximacio

Ebben a fejezetben azt szeretném bemutatni, hogy hogyan is valdsitottam meg az
approximaciés eljardst, valamint igazolni szeretn;m a gorbe néhany fontos és latvanyos

tulajdonsagat. De nézziik el6szor, hogy milyen gorbét is alkot a program.

Al Form1 M[=] E3

Shle  Parameters

3
° =]
. 3]
-l o
4
=]

; Clear |

¥ Show Contral Points

4 order approvimational B-spline curve I= | Biatation b

3. abra Klasszikus, 4-ed rendii B-Spline gorbe

4.1. Elsofokua gorbe szerkesztése

Mint azt mar emlitettem, a gorbe fokszdma illetve rendje meghatidrozza a gorbe

alakjat. Minél nagyobb a fokszam, a gorbe annél inkabb tavolodik a kontrollpoligont6l.
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A Form1 M=] E3

Style  Parameters

4
1]
! 3
Draw |
2

Clear |

[+ Show Control Points

2 order approximational B-spline curve I= | Bitatior i

4. abra Elséfoki B-Spline gorbe

Abban a specidlis esetben, ha a gorbe fokszama 1, akkor magat a kontrollpoligont
kapjuk, mint azt a fenti képen lathatjuk is.
Ugyanezen kontrollpontok €és csoméértékek esetén, ha a gorbe rendjét 3-ra

valtoztatjuk, akkor a kovetkez6 eredményt kapjuk.

#FF Form1 M=l E3

Style  Parameters

4
o
2
Clear |
¥ Show Cortral Paints
3 order approximational B-spline curve I | Elatatio b

5. abra 3-ad rendii B-Spline gorbe
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4.2. Zart gorbe szerkesztése

Ellentétben a Bézier mddszernél megbeszéltekkel, a B-spline gorbe segitségével

konstrudlhatunk olyan gorbét, amely akar kor vagy ellipszis is lehet.

A Form1 =] 3

Stile  Parameters

2 P Dirawy |
3
Clear |

[v Show Control Paints

3 order approximational B-spline curve I7 | Bictatiat Wk

6. abra B-Spline gorbe segitségével 1étrehozott zart gorbe

Zart gorbét a kontrollpontok atfedésével érhetiink el. A gorbe fokszama hatarozza

meg, hogy hdny pontnak kell fednie egymést. (p; = p, mod n+1,)

4.3. Csomoérték multiplicitasa

A csomOértékek igen fontos szerepet jatszanak, mint paraméterértékek, a B-Spline
gorbék esetében. A csoméértékek varidldsdval megvdéltoztathaté a gorbe alakja. Mint azt
majd latni fogjuk, 1ényeges a szerepiik az interpoldcié sordn is. Ha tdgy nézzik, a
csoméérték multiplicitasat tekinthetjilkk az interpoldcié egy specidlis esetének is, hiszen
eredményeképpen, mint azt a 7. 4bra mutatja, a gorbe at fog haladni egy meghatarozott

kontrollponton.
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Al Form1 =] E3

Shle  Parameters

Caomnoertek ek

M odozitando I

-
cromoertek:

Cloze | IS_ Apply

Diraw |
Clear |

W Show Contral Points

3 order approximational B-spling curve I | Hintatiot(d

7. abra Csoméérték multiplicitasanak hatasa

4.4. Kontrollpontok multiplicitasa

Kontrollpontok multiplicitdsa alatt azt értjiik, hogy egynél tobb egymast kovetd
kontrollpont is ugyanazokkal a koordinéta-értékekkel rendelkezik, tehit egy és ugyanazon
koordinatapontban taldlhatok. Ha m darab kontrollpontot is ugyanazon a helyen vesziink
fel, és m megegyezik a gorbe fokszamadval, akkor ezzel ugyanolyan hatdst ériink el,
mintha a megfeleld csomoéértékeket tobbszoroztiik volna. Vagyis a gorbénk bele fog futni
az egy helyen felvett kontrollpontok halmazdba. Viszont ha m-nél kevesebbszer ismétlem
meg az adott alappontot, akkor mér az igy kapott gorbe nem fog illeszkedni a pontra,
hanem csak nagyobb mértékben fogja azt megkozeliteni. Ez a tulajdonsig konnyen
szemléltethetd azdltal, hogy megismétliink egy kontrollpontot m-szer, ahol m megegyezik
a gorbe fokszdamaval, majd megndveljiik a gorbe fokat. Igy az is j6l lathatéva vélik majd,
hogy a gorbe rendjének emelkedésével, a kapott gorbe egyre inkabb tdvolodik a

kontrollpoligonjatol.
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Stple  Parameters

& 7
1]
@ =]
1 2
B
Diraw

Clear

1

[+ Shaow Cortral Poirts

3 order approzimational B-zpline curve I= | Fiitatiom W

8.abra p,=ps, fokszam=2

# Forml M[=] E3

Stle  Parameters

Draw |

3
Clear |
¥ Show Contral Paints

4 order approximational B-spline curve = Fiatation b

9.abra p4=ps, fokszam=3
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5. Interpolacio

A B-Spline gorbét alapvetden approximdcids gorbének tekintjiik, ugyanakkor
hasznalhat6 interpolacios eljarasként is. Interpolacié esetén a célunk az, hogy az eljards
soran eredményiil kapott gorbénk &atmenjen a kontrollpontokon. A kontrollpontok
interpolacidjat megoldhatjuk gy, ha visszavezetjik az approximdcids feladatok
megoldasara. Elsé 1épésként tekintsiik ugy, hogy a megadott kontrollpontok a majdani
gorbe pontjai. Egyéb ismert paraméterek segitségével felirhatunk egy egyenletrendszert,
ahol a kontrollpontok a gorbepontoknak felelnek meg, s ismeretlennek tekintjiik azokat az
Uj kontrollpontokat, amelyekre ha alkalmazzuk az approximdcids eljardst, egy olyan
gorbét kapunk, melynek pontjai az eredeti kontrollpontok. Vagyis az djonnan kiszdmolt

kontrollpontokra alkalmazzuk az approximaciés eljarast a szokott médon.

5.1. Interpolacios eljarasok

Tobb kiilonféle interpoldciés technika is ismert, melyek kiillonb6zOképpen
val6sitjidk meg az interpoldcidt, ebbdl kovetkezOen a gorbe alakja is eltérd,
modszerenként mds. Ez abbdl adddik, hogy egy gorbe alakjit a kontrollpontjain kiviil
tobbfajta paraméter is befolyasolja. Ilyen paraméter lehet példaul az érintévektor. Meg
kell jegyezni azonban azt is, hogy esetenként mds €s mds informdaciokkal rendelkeziink
egy gorbérdl, tehat nem mindig ismert szamunkra az Osszes paraméter. Igy az, hogy
milyen interpolacids technikét vélasztunk, attdl is fiigg, hogy milyen paraméterek allnak a
rendelkezésiinkre, mit tudunk a gorbérdl.

Lathat6, hogy egy interpolacids feladatnak rengeteg megolddsa van, s minden

megoldds mds és mdas szempontbdl tekinthetd optimélisnak. Ugyanakkor taldn
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kijelenthetjiik, hogy tokéletes, minden igényt maradéktalanul kielégit6 megoldds nem
1étezik. EbbAI is lathatd, hogy mar a mddszer kivdlasztdsa is milyen 1ényeges momentum.
A kovetkezokben sz6 lesz néhdny interpoldciés mddszerrdl, melyek mindegyike

alkalmazhaté mind sikban €s térben.

5.1.1. Lagrange interpolacio

A Lagrange interpoldci6 jol ismert mddszer a numerikus matematika teriiletén,
ahol is fiiggvényinterpoldldsra haszndljak. Alapelve a kovetkezo.

Legyenek adottak a p; pontok, és u; paraméterértékek. (i = 0,1,...,n, és a
paraméterértékek egymastol kiilonbozdek.) Keresiink egy olyan p(u) legfeljebb n-ed foku

polinomot, amelyre teljesiil, hogy:
plu,)=p, ([=0LK ,n)

A feladat egyik megolddsa lehet a
pu)=2 p.Lj()
i=0

ahol L} (1)-t Lagrange-féle interpoléciés alappolinomnak hivjuk, és

n

H(”_”‘j)

Jj=0

L'(u)= S vagyis

n

I1 (”i - ”j)
J=0
J#E

nl\_ (”_”o)A (”_”i—l)(”_”m)/\ (”_”n)
5 (u) B (ui —U )A (ui —U, )(uz Ui )A (ui - ”n)

Ebbdl a definiciébol kovetkezik, hogy z L'(u)=1és L (u ; ) =4, , ahol ¢; a Kronecker-

ij
i=0

delta.
Ezt a legfeljebb n-ed foku polinomot méshogyan is megkaphatjuk. Legyenek

ugyanazok adottak, mint az el6z6ekben. Eziittal az interpoldlé polinom legyen

plu)= Zajuj
j=0
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alakd. A feltételbdl, miszerint p(ui)z p; -bol felirhaté egy linedris egyenletrendszer a;
ismeretlenekre, mely matrix alakban a kdvetkezoképpen néz ki:

2 n
Py Louy, uy A ug||ag

2 n
po|_|1 w o u A oua

9

M| MM M M|| M
P, 1 u, u- A u'lla,

roviden p = aV . A V-ta az interpol4cié Vandermonde féle determindnsdnak nevezziik.
Mindkét esetben egy n-ed foku interpoldcids polinommal dolgozunk. Az ilyen n-
ed fokd polinomoknak van egy kellemetlen tulajdonsdga, melyet ugy hivnak, hogy
oszcillaldas. Ez azt jelenti, hogy a kapott interpoldciés gorbén olyan kiugrdsokat
tapasztalunk, amit az adott pontok nem indokolndnak. Ezért van az, hogy a Lagrange-féle
interpoléacids technikdt nem igazdn hasznéljak gorbeinterpoldciora. Ugyanakkor mégis
fontos szerepe van ennek a mdédszernek, mert sok interpolaciés eljaras polinommal irja le
a gorbét. Ugyanakkor nem egy globdlis, n-ed foku gorbét hasznédlnak erre a célra, hanem
tobb, alacsonyabb rendli polinommal meghatdrozott ivekbdl A4llitjdk eld6 a kivént

interpolécids gorbét.

5.1.2. Hermite-iv

Hermite-interpolacié esetén 3 kiilonboz0 esetet kiilonboztethetiink meg. Adottnak
tekinthetd két pont és a hozzajuk tartozé érintdévektorok, hdrom pont és egy érintd, vagy
négy pont.

Nézziik most azt az esetet, amikor mar nemcsak az interpoldlandé pontokat
tekintjiik ismertnek, hanem az érintdvektorokat is.

Legyen adott a py és p; pont, valamint a ty €s t; érintdvektorok.

to
P1

0
p 4
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Keresiink egy olyan
a(u)=a, +au+au’ +au’, ue [0.1]

harmadfoku polinommal meghatarozott gorbét, amelyre

a(0)= Do» a(l)= Dy» d(O) =t,, d(l) =t, teljesiil. Ezek alapjan a kovetkezd polinom
egyiitthatokat kapjuk

ay =Py >

a =t,,

a, =3(p1 _po)_2to -1,
a, :_2(191 _po)"'to +1

Ha behelyettesitjiik ezeket az egyiitthatokat az a(u) egyenletbe, akkor atrendezés

utdn ezt az alakot kapjuk:
a(u)= p, (ZM3 —3u’ + 1)+ )2 (— 2u’ +3u’ )+ t, (u3 —2u’ + u)+ t (u3 - uz), ue [0,1]
Ebbdl felirhatd a gbrbe métrix reprezentécidja:

2 =2 1 1]|p,
-3 3 =2 -1||p

)
—_
)
ON

Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

Igy az egyenletiink alakja leegyszeriisodik, s a kovetkezé alakban irhat6 fel:
Po

o) =lr30) #0) #) #) P

tl
A H'(u) (i=01.23) fiiggvényeket harmadfoki Hermite-polinomoknak

nevezziik. Mint azt mar emlitettiik, ennél a médszernél nemcsak az interpoldlandé pontok

ismertek, hanem az érintdvektorok is. Fontos tulajdonsdga ennek a mddszernek, hogy az
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érintdvektor irdnya befolydsolja a gorbe alakjat. De nemcsak az irdnya, hanem a kezd6- és
végpontbeli érintd hossza is befolydsolja az iv alakjat. Ez a tulajdonsdg sokat segit a
gorbe tervezésénél, hiszen tapasztalatok alapjan tudni fogjuk, hogyan vegyiik fel az
érintévektorokat, ahhoz, hogy a kivant alakd gorbét kapjuk eredményiil.

A harmadfokd interpoldcié mar igen népszerlinek és széles korben elterjedt

eljarasnak szamit, hiszen ez az a legalacsonyabb fokszdm, amellyel térgorbe eldallithato.

5.1.3. Interpolacios spline-ok

Arrdél mér volt sz6 a kordbbiakban, hogy eldszeretettel alkalmazzdk a polinomokat
interpoldcids gorbék elddllitdsara. Ez arra vezethetd vissza, hogy a polinomok kénnyen
kezelhetdek, gyorsan kiértékelhetdek ¢és szdmos mds kedvezd tulajdonsaggal
rendelkeznek. Viszont ellentétben a Lagrange-féle interpoldcids technikdval, nem egy
magas fokszdmu polinomot haszndlnak erre a célra, hanem tobb, alacsonyabb fokszamu
polinomot. Ez annyit jelent, hogy az interpoldciés gorbét tobb alacsonyabb rendii
(tobbnyire harmad rendil), egymdashoz kapcsol6dd gorbeivekbdl éllitjdk el6. S mint azt
mdr kordbban szintén emlitettilk, az ilyen ivekbdl Osszedllitott gorbét spline-nak
nevezziik.

Mivel a gorbe ivekbdl 4ll, ezért igen fontos szerepet jatszik az ivek kapcsolddasa.
Nézziikk meg, mit is jelent az, hogy a kapcsolddas folytonos. Ez definicié szerint igy
hangzik:

A ci.j(u) és ci(u) legalabb n-szer folytonosan differencidlhaté ivek az u=u;-nél n-ed
rendben folytonosan kapcsolédnak egymdashoz (n-ed rendben érintkeznek), ha

;;r Ci—l(ui): ;;,. Ci(ui) (r =0,K ,n)

Ezt roviden C" folytonossdgnak szokds nevezni.

Ebbdl a definiciobdl adddik, hogy elsérendi folytonossag esetén az iveknek
nemcsak k6zos pontjuk van, u;-nél hanem itt az érintdvektoruk is megegyezik. Tekintsiink
egy olyan feladatot, melynél adottak a py, py,..., p, pontok, a hozzajuk tartozé6 uy, uy,...,u,
paraméterértékek és a fy, 1,..., t, érintévektorok, valamint olyan harmadrendi, els6

rendben folytonosan kapcsolédd gorbeivekbdl szeretnénk eldéllitani, melyre teljesiil,

hogy

c(ui):pi’ é(ui):ti (i:O’LK’n)
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Ez a feladat konnyen megoldhatd harmadrendli Hermite-interpoldcié ismételt
alkalmazaséaval. Ugyanakkor elképzelhetd az is, hogy nem all rendelkezésiinkre az Osszes
kiinduldsi adat, amit az elObbiekben feltételeztiink. Ilyenkor sok esetben
visszavezethetjiik a feladatot az el6zore.

Vegyiik példdul, hogy csak a py, py,..., p, pontok és a hozzdjuk tartozo ey, ey,..., e,
érintéirdnyok adottak, és keresiink hozzd egy olyan  gorbét, melyre igaz a C’
folytonossdg, a gorbe dtmegy az adott pontokon €s ott az érintd irdnya a megadott irdny.
Ekkor feltehetjiik, hogy le;l = 1. Annak érdekében, hogy ezt a feladatot vissza tudjuk
vezetni az eldzdre, meg kell hatdrozni az u; paraméterértékeket és a #; érintdvektorokat. A
t; érintdvektor elddllitdsa t; = Aje; formdban torténik, ahol a A; skaldr az érintévektorok
hosszat adja meg. A A;-nek barmilyen értéket adhatunk, elterjedt megoldds azonban ,
hogy az érint6 hossza ardnyos a pontbdl kiindulé valamelyik hudrral, mint példaul
Ai=adlpiy;-pil, ahol a >0 tetszbleges skaldr. Az u; paraméterértékek meghatdrozésira
szintén tObb mddszer is ismert. A legegyszerlibb taldn az uniform (egyenld osztaskozii)
paraméterezés, amikor u; = i. Egy masik mddszer a hurhosszal ardnyos paraméterezés.
Ekkor u; értékére teljesiil a kovetkezo:

Uy —Uu, |Pi+1 - pi|

Uiy Uiy |pi+2 - pi+l|

Haszndlatos még paraméterezésre a centripetdlis moddszer is, amelynél a

kovetkezd Osszefliggés teljesiil:

|pi+1 B pz|
|pi+2 _pi+l|

U — U

Uiy = Uy,

Az uniform paraméterezés esetén a szdmitisok leegyszerlisodnek, az
interpolaland6 pontok invaridnsak az affin transzformacidval szemben, ellentétben a tobbi
paraméterezéssel. Ugyanakkor ezzel a médszerrel akkor kaphatunk igazan ’j6’ gorbét, ha
a szomszédos pontok tdvolsaga kozel egyenld. A hirhosszal ardnyos paraméterezés mar
figyelembe veszi a szomszédos pontok kozotti tavolsagot, akarcsak a centripetélis
modszer. Ha akarjuk a paraméterértékeket akdr tetszOlegesen is megvdélaszthatjuk,
akarcsak az érintdvektorok hosszét, de ne felejtsiik el, hogy ezek az értékek hatédssal
vannak a gorbe alakjara, s a paraméterértékek moddositdsaval is befolydsoljuk a gorbe
alakjat.

Nézziink egy mdsik példat is, amit vissza szeretnénk vezetni a fejezet elsd

példajara. Tegyiik fel, hogy most, csak a py, pj,..., p, pontok és a hozzdjuk tartozo,
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egymastol kiilonbozd ug,uy,...,u, paraméterek adottak. Valamint egy olyan elsd rendben
folytonosan kapcsolédé harmadrendii ivekbdl all6 gorbét keresiink, amely az u;
paraméternél a p; ponton megy at. Ahhoz, hogy ezt visszavezethessiik a kezdeti
problémdra, meg kell hatiaroznunk a pontokhoz tartoz6 érintévektorokat vagy az
érintdirdnyokat (mint lattuk ezekbOl meghatarozhaték az érintdvektorok). Az

érintdvektorok megadhatdk példaul az tdgynevezett Bessel-érintokkel. Ez alatt a p,;, p;

pi+1 €s az u;.;, u; u;; adatokkal meghatarozott ¢; paraboldnak az u; helyen vett ¢, = c(u,)
érintdjét értjiik.

Most tekintsiink egy masik problémakort. A kiindulasi feltételek egyezzenek meg
az eldbbivel, tehat legyenek adottak a py, pj,..., p, pontok és a hozzajuk tartoz6 egymastol
kiillonbozd uy, ujy,..., u, paraméterértékek. De most egy olyan mésodrendben folytonosan
kapcsol6d6 harmadrendii ivekbdl all6 r(u), u € [ug,u,] gorbét keresiink, amelyre r(u;) p;
(i=0,1,...,n) teljesiil. Megoldasként hasznalhat6 az dgynevezett Ferguson-spline mddszer.
Ez a mddszer egymdshoz méasodrendben folytonosan kapcsol6d6 harmadrendii Hermite-
ivekbdl allitja elé a gorbét. Ehhez ugye el0szor meg kell hatdrozni az adott pontokat,
hiszen az ri(u), ue [ui,u

iv a p; pisn, t, tivn, W, uiy; adatokbdl allithatok eld. A

i+l

folytonossagi feltételek alapjan a #-ket meghatarozhatjuk i =1,A ,n—1-re. Ehhez csak az

kell, hogy ria (ui)z }i(ui) teljesiiljon. A végpontbeli érintdk meghatdrozdsara tobbféle
modszer 1étezik. Ilyen példaul a természetes, a kvadratikus, a harmadrendii folytonossag,

a Bessel, a parabola érint6 €s a rogzitett peremfeltételek alkalmazésa.

Természetes: az a feltevésiink, hogy a kezdd és a végpontban a gorbiilet nulla

(;éo(uo):o, ;én_l(un)zoj.

Kvadratikus: }o(uo):}o(ul) és }n—1(un_1):}n-1(un)
Harmadrendii folytonossdg: Ebben az esetben feltételezziik, hogy az u; €és u,.;

pontokban harmadrendben folytonosan kapcsolédnak az ivek, vagyis a p; és p,.; pontok
nem csomopontok. (ro ()= ri (u,) és P2 (w, )= Fai (u,, )) .

Rogzitett: Ekkor a ¢y €s a t, érintoket tetszélegesen megadjuk.
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5.2. Alkalmazott interpolaciés moédszer

Bar a B-Spline approximdciora tervezett gorberajzold eljards, interpoldcidra is
haszndlhat6. A feladat tehét az, hogy keresiink egy olyan adott fokszdmu B-Spline gorbét,
amely az adott paraméterértékeknél a megadott pontokon dthalad. Vagyis a feladat nem
mads, minthogy hatdrozzuk meg a gorbe kontrollpontjait és csoméértékeit, tigy, hogy ezt a
feltételt a keletkezett gorbe kielégitse. Jeloljik a gorbénket r(u)-val, az interpoldlandé
pontokat pedig p;-vel. Vegyiikk most a p; pontot, és a hozza tartozé f; paramétert, ahol
]. Ekkor, ha p; pont (i = 0,...,n) illeszkedik a #i paraméternél egy k-ad foku

S [ui’ui+1

nem raciondlis B-spline gorbére (r(u)de N f (u)j, az kovetkezik, hogy kielégiti a
j

kovetkezd egyenletrendszert:

=
I
~
=~
N—
Il
&
2
~
=~
N—

Jj=0
Ez az egyenletrendszer n+1 egyenletbdl €s / ismeretlenbdl 4ll, valamint igaz, hogy

2<k<Il<n. Tovdbbd a dj kontrollpontok lesznek az egyenletrendszer ismeretlenjei.
Mint latszik, az hogy mennyi kontrollpontot hatdrozunk meg az interpoldlandé
pontokhoz, az - bizonyos megszoritasok kozott - rajtunk mdlik. En az egyszeriiség, és
konnyebben szdmolhatosdg kedvéért tgy dontdttem, hogy az interpoldlandd pontok
szdma és az djonnan meghatdrozand6 kontrollpontok, vagy mas néven de Boor pontok
szdma egyezzen meg, tehit /=n. Az egyenletrendszernek van egy egyiitthatd matrixa, s
természetesen annyi megolddshalmaza, ahany koordindtaval rendelkezik a kontrollpont
(és az interpoldlandé pontok). Tehat térgorbe esetén 3. Ha kifejtjik ezt az
egyenletrendszert, akkor a kovetkezd alakot kapjuk, felhaszndlva az eldbbi kijelentést,
miszerint legyen [=n:
rt,)=NE@,)dy + NF(e, )d, +A + N (t,)d,

)= N5(@)d, + NE(@ )d, +A + N (t,)d,

M M
r(t,)=NEG, )y + NF (e, )d, +A + N (¢, )d,

r(t1

Igy az egyenletrendszeriink most n+/ ismeretlenbdl és n+1 egyenletbdl 4ll. Ez is

felirhat6 szokasos matrix alakban:

[p]=1N]11d]
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Mint l4tjuk, az ismeretlenjeink igymond rossz oldalon szerepelnek. Mivel n=[,

ezért [N] kvadratikus matrix, igy ez dtirhat6 a kovetkez6 alakba:

ld]=[NT" [p]

Az inverz matrix szdmitdsdra vonatkoz6 informaciokrdl sz volt a 2.1 fejezetben.
Vagyis abban az esetben, ha [N] mégsem Ilenne négyzetes matrix, akkor az
egyenletrendszert 4t kell irni kompakt alakban, s akkor mér értelmezhetd lesz rajta az
inverz fogalma. Az eredmény igy a kovetkez0 lesz:

[p]=[N]la]
INT [p]=INT" [V]la]
[@1= [T VI [V L]

A programban a métrixszdmitdsokat egy kiilon unit valdsitja meg.

[gy mar a d; ismeretlenek kiszdmithat6ak lennének, ha a f; paramétereket
ismernénk. Ezek szerint legels6 lépésként ezeket kellene meghatdrozni. Erre is tobb
kiillonbdzé modszer all a rendelkezésiinkre, ilyen példaul az ekvidisztdns (egyenlékozil),
hurhossz szerinti (ivhossz szerinti), centripetalis €s a Foley-mddszer. Hogy mennyire fiigg

a paraméterezéstol a gorbe alakja, azt a kovetkezd dbra jol szemlélteti:
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elndisztans \/\
-~

ivhossz

szennti

centipetilis M

Foley \Ku///ﬁh\\kkaxa

10. abra Adott pontsorozat interpolalasa kiilonb6z6é paraméterezési technikak mellett

A program az ivhossz szerinti paraméterezési modszert valdsitja meg, méghozza a

kovetkezdképpen:

procedure t_param2 (c:GPoints3D;pontszam:integer);
var i,j: integer;
1,tav_vekt: real;
begin
1:=0;
for j:=1 to pontszam-1 do
begin
tav_vekt:=sqgrt (sqr(c[j].x-c[j-1].x)+sgr(c[j].y-cl[j-1].y)+
sgr(c[jl.z-c[J-11.2));
l:=1l+tav_vekt;
end;
for i:=0 to pontszam-1 do

begin
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if 1i=0 then t[i]:=0 else
if i=pontszam-1 then t[i]:=1
else
begin
t[i]:=t[i-1]+ (sgrt(sqgr(c[i].x-c[i-1].x)+
sqr(cl[i].y-c[i-1].y)+ sqgr(cli].z-c[i-1]1.2)))/1;
end;
end;
for i:=0 to pontszam-1 do
t[i]:=t[i] *csomoertek[pontszam];

end;

Arra, hogy a t[i] értéket beszorozzuk a csomoertek[pontszam] értékkel, azért
van sziikség, hogy biztositsuk a #; paraméter [u;u;,;] intervallumba esését. Ez azért
sziikséges, mert adottnak tekintem az u; csoméértékeket, igy figyelni kell r4, hogy a t;
paraméter eleget tegyen az elején targyalt feltételnek, és értéke beleessen az
intervallumba. Ugyanakkor, ha a csomdértékek nem lennének elore megadva, akkor
megoldds lehetne az, hogy a csomodértékeket a ¢ paraméterértékek segitségével
hatdrozzuk meg. Ez pedig a kdvetkezd mddon torténhetne példaul:

uy =K =u,=0, u,, =K=u,=1

jk-1
Ui =— D0, j=LK,n—k
k i=j
Most, hogy mar kiszamoltuk a #; paraméterértékeket, segitségiikkel megoldhatjuk
az egyenletrendszeriinket. Igy megkapjuk a d; kontrollpontok koordinatéit. Ezeket a
pontokat felhaszndlva most mar eredeti funkcidja szerint haszndljuk a B-Spline
gorbeszerkesztési eljarast, €s ezekre a kontrollpontokra végrehajtjuk az approximéciét. Ez
a része az algoritmusnak teljes mértékben megegyezik a hagyomanyos approximécidval.

Tehét az interpoldcids probléma megoldasat visszavezettiik approximécios jellegii feladat

megolddsara. Nézziik milyen eredménnyel:



44

2 Forml M[=] E3

Style  Parameters

Clear |

¥ Show Caontral Paoints

3 order approzimational B-spling curve = | Eitation O

Al Forml ==l

Stule  Parameters

L Clear |

¥ Show Contral Paints

3 order Interpalational B-spline curve ™| Fatation D

11-12 abra Approximacio és interpolacié azonos kiindulasbél

A két képen jol latszik, hogy ha az adott pontok mindkét esetben ugyanazok,
akkor hogy néz ki a gérbe approximdcid, illetve interpolacié esetén, valamint jol latszik,
hogy hol helyezkednek el az djonnan kiszdmolt kontrollpontok az utébbi esetben. Tobb

pont esetén az eredmény a kdvetkezo:
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13-14. abra Ujabb osszehasonlitas

Az el0z0 fejezetben tobb interpolacids eljards is bemutatdsra keriilt. Hogy végiil is

miért ez a modszer lett alkalmazva a programozds sordn, azt a kovetkezd fejezet fogja
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indokolni. A cél ugyanis az volt, hogy egy olyan eljards sziilessen, mely a két technika

egyiittes hasznalatat teszi lehetové, s erre ez a mddszer bizonyult a legidealisabbnak.
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6. A két technika 6tvozése

Arr6l mér szot ejtettiink, miként is tudjuk megszerkeszteni egy gorbe alakjat
kiilonbozo feltételek mellett, valamilyen igényt kielégitve. Azt is tudjuk, hogy két
kiillonbozo jellegli gorbét kiilonboztethetiink meg. Vannak approximdcids €s interpoldcios
jellegli gorbék, s ezek eddig mindvégig kiilon voltak emlitve. Ugyanakkor konnyen
elképzelhetd az az igény, hogy egy adott gorbére nézve a kontrollpontok egy részén
menjen at a gorbénk, mig a tobbi kontrollpontot pedig csak kozelitse meg.

Az érvek azért szoltak az alkalmazott interpoldcios eljards mellet, mert ez biztosit
szamunkra egy igen fontos tulajdonsdgot, mégpedig azt, hogy a keletkezett gorbe
tovabbra is egy egységként lesz kezelhetd. Mas interpolacids technika alkalmazdsa esetén
megeshet, hogy a gorbénket interpoldcios és approximdcios részgodrbékre kell osztani.
Ekkor figyelni kellene a kapcsolddas folytonossdgara, valamint egyszerre tobb gorbét
kellene "kézben tartani’ €s kezelni.

Tekintsiikk azt az alaphelyzetet, hogy a B-Spline gorbét, amit eredendden
approximdcids célokra terveztek, azt mi tényleg arra is szeretnénk hasznélni. Ugyanakkor
engedjik meg, hogy minden egyes Kkontrollpont esetén, ha akarjuk, akkor

megvaltoztathassuk a jellegét approximdcidsrdl interpolécidsra.
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15. abra Egy pont jellegének megvaltoztatasa
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A megval6sitott eljards sordn el0szor ugyan itt is részekre osztjuk a gorbét, de a

végén egy egészként fogjuk kezelni. A részekre bontds a kovetkezoképpen fog torténni:

begin
b:=false;
index:=-1;

for 1i:=0 to pontok_szama-1 do
begin
if (Control_Points[i].ptype=1)
begin
inc (index) ;
part[index] .eleje:=1;
b:=true;
end;
if (Control_Points[i].ptype=0)
begin
part[index] .vege:=1i-1;
b:= false;
end;

end;

and

and

(b=false)

(b=true)

then

then
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A part nevezetli tomb elemei olyan elemparosok, melyek azt adjdk meg, hogy
egy adott interpoldcids szakasz melyik pontndl kezdddik, s melyik pontig tart. Azért
sziikséges ezt az informdcidt egy tombben tdrolni, mivel nem tudhatjuk, hogy egymashoz
viszonyitva mely pontok jellege keriil megvaltoztatasra, igy azt sem tudhatjuk hany darab
részgorbénk fog keletkezni. Tehdt azokat az interpoldlandé pontokat tekintjiikk egy
halmazba tartozénak, melyek egymas szomszédjai. Minden egyes halmazra meghivjuk az
alkalmazott interpolacios eljarast. Err6l mar tudjuk, hogyan mikodik. Tehat kapunk egy
Uj kontrollpont halmazt eredményiil, melyeket ha approximdlni fogunk, akkor az
interpoldlandé pontok a gorbe pontjai lesznek. Igy hdt a kovetkezd 1épésiink nem lesz
mads, mint hogy azokat a kontrollpontokat, melyeket interpoldlandé pontoknak jelSltiink
meg, azokat kicseréljiink az interpolacios eljards sordn kapott kontrollpontokkal. Aztdn az
igy modositott kontrollpont-sorozatra mér alkalmazhatjuk az eredeti approximdcios
eljarast. Mivel tovabbra is egy Osszefiiggd kontrollpont-sorozatunk van, s most mar az
Osszes gorbepont jellege is megegyezik, igy egy, minden igényt kielégitd gorbe keletkezik
végiil. Lathatd, hogy igy teljesiteni tudjuk a feltételt, s a gorbe nem esik szét interpolalé
€s approximalo részgorbékre, hanem egy egészként tudjuk kezelni.

Mivel nem kell 6sszekapcsolni tobb kiillonb6z6 gorbeszegmenst, igy nem kell a
kapcsolddas folytonossdganak fenntartdsaval sem bajlédnunk, és nem kell egyszerre tobb
gorbét kezelniink egy adott pillanatban. Ahhoz hogy a gorbénk szép és torésmentes
legyen tobb szegmens Osszekapcsoldsa esetén C2—f01ytonossa’1gra lenne sziikség.

Végiil az oOtvozéses technika megvaldsitdsanak eredményét szintén képekben
szeretném bemutatni. A képpdrok elsd tagja az adott kontrollpontokra végrehajtott
approximécids eljards eredményeként sziiletett gorbét mutatja be. A parok masodik tagja

pedig egyes pontok interpoldcids pontokkd tétele utdn kapott gdrbét szemlélteti.
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16-17. abra Interpolaci6 és approximacié 6tvozése

Az interpolécidra kivélasztott pontok a kovetkezOk voltak: 2,3,4,5,6,7,8. Ez tehat
azt jelenti, hogy ezekre a pontokra meghivtuk az interpoldcios eljarést, és az eredményiil

kapott kontrollpontokat beirtuk az eredeti kontrollpontok helyére. Az eredeti
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kontrollpontok azért vannak feltiintetve a masodik 4bran is, hogy jol lathat6 legyen az

interpolacié eredményessége.
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18-19. abra Tobb interpolacios rész egy gorbén beliil
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Itt 1athat6, hogy az adott gérbén beliil taldlhaté két interpoldland6 ponthalmaz is.
Az elsé halmaz két elembdl éll, a 4-es és az 5-0s pontokbdl. A mésodik halmazt pedig a
8,9,10,11,12,13,14 pontsorozat alkotja. Az eljards ugyanazt az elvet koveti, mint az
elobbiekben. Kigylijtésre keriilnek azok a ponthalmazok melyek interpolaciodt igényelnek,
majd az alkalmazott interpoldcids eljards eredményeként kapott dj kontrollpontok
segitségével megszerkesztjiik a végleges, approximacios jellegli gorbét.

Természetesen itt is igaz, hogy a paraméterértékek megvaltoztatdsdval tovabb

finomithat6 a gorbe alakja.
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