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Hipotézisek, rovid attekintés

Dolgozatomban a kozépiskolai korosztaly matematikai kompetencidinak fejlettségét és a
hagyomanyos iskolai teljesitményértékelést hasonlitom 0Ossze. Olyan mérési moddszert
szeretnék kidolgozni, amelynek segitségével vizsgdlni lehet a kozépiskolai tanulok
matematikai kompetencidit a hagyomanyos teljesitményértékeléssel Osszehasonlitva. A
kovetkezo kérdésekre szeretnék valaszt kapni:
1. Milyen Osszefiiggés van a matematikai teljesitmény és a matematikai kompetencia
fejlettsége kozott?
2. Hogyan lehet a kettdt 6sszehasonlitani?
3. Milyen kovetkeztetéseket lehet levonni az Osszehasonlitasbol a tanulok szdmara a
fejlesztendd teriiletek meghatarozasa érdekében?
4. Hogyan lehet az iskolai értékelésben figyelembe venni a tanulék matematikai
kompetenciajanak fejlettségét?
A kérdésekkel kapcsolatos hipotéziseim a kovetkezok:
1. A matematikai teljesitmény ndvekedése a matematikai kompetencia fejlettségével
korrelacioban all.
2. A matematikai teljesitmény €s a kompetencia mérésére kidolgozott hdnyados alkalmas
a tanulok matematikai teljesitd képességének, potencialjanak mérésére.
3. A matematikai kompetencia mind tartalom kozpontd, mind tevékenység alapu,
problémacentrikus tanitasi stratégiakkal fejlesztheto.
4. Uj tipust, kompetenciakra fokuszalo szemlélet segit meghatirozni a tanarnak a
tanulok erdsségeit, gyengeségeit, a fejlesztendo teriileteket.
A feltett kérdések megvalaszoldsahoz és a hipotézisek igazoldsdhoz eldszor egy altalanos
attekintést adok a matematikai kompetencia értelmezésérdl, a kompetencia alapi oktatés
kutatast, melyet a kérdések megvalaszolasdhoz végeztem négy kozépiskolai évfolyam
osszesen 278 tanulojan. Evfolyamonként egy-egy 5 feladatbol allo feladatlapot készitettem és
oldattam meg a tanulokkal. Vizsgaltam a feladatokra adott megoldasaikat mind a
hagyomanyos matematikai teljesitmény, mind egy 0jfajta kompetenciaértékelés szerint. Az
eredményekbdl megallapitottam egy olyan értéket (hanyadost), amely szdndékaim szerint jol
modellezi a tanulok teljesitményének és képességeinek viszonyat. Feltevésem, hogy a kétféle
megkozelités egymadssal korreldcioban all, és a matematikai kompetencidk fejlettségének
novekedése a teljesitmény ndvekedését vonja maga utan.
A kétfele értékelés Osszehasonlitasat két osztaly (11. és 12. évfolyam) négy témazarod
dolgozatanal is elvégeztem. Ennek célja, hogy megmutassam, a kidolgozott mérési modszer
hogyan alkalmazhat6 az iskolai oktatasban, és milyen egyedi kovetkeztetéseket lehet levonni
beldle.
Véleményem szerint a kompetencia alapu oktatasi modell bevezetésével at kell alakulnia az
iskolai értékelési rendszernek is, mely figyelembe veszi nem csak a teljesitményt, hanem a
kompetenciat is. Dolgozatom tovabbi részében néhany példat szeretnék bemutatni arra,
hogyan lehet a tanulok irdsos munkaibol kdvetkeztetni a matematikai kompetenciakra.
Végezetiil néhany kovetkeztetést fogalmazok meg a lehetséges fejlesztési iranyokrol.
A dolgozat egy hosszu tavu kutatas kezdetét jelenti. Célja elsdsorban a problémak feltarasa és
olyan vizsgalati modszer kialakitdsa, mely a kozoktatas koriilményei kozott is jol
alkalmazhatd. A fejlesztési modszerek kiprobalasa, és azok eredményességének kimutatasa
tovabbi vizsgalatokat igényel, mely tilmutat jelen dolgozat keretein.



1. A vizsgalatok célja, mérési modszere

Dolgozatom vizsgalatainak egyik célja az volt, hogy kimutassam a kapcsolatot matematikai
teljesitmény és a matematikai kompetencidk fejlettségének szintje kozott. Ennek érdekében
278 kozépiskolai tanuld (9-12. évfolyam) altal megoldott feladatlapot értékeltem a
matematikai teljesitmény illetve a matematikai kompetencia alapjan. Az értékeléshez a
teljesitmény esetében az érettségi dolgozatok pontozasi utmutatojanak megfelelé modszert
alkalmaztam, a kompetencia értékelésében pedig dr. Czeglédy Istvan modszerét [2].
A matematikai kompetencia, mint az elsd fejezetben kifejtem, nagyon Osszetett fogalom.
Nehéz olyan szempontrendszert talalni, mely lefedi a teljes spektrumat. Az bizonyos, hogy
mig a teljesitmény értékelésnél a ,,tudni mit” jellegli ismeretet értékeljiikk elsdsorban, a
kompetencia értékelésénél a hangsily a ,,tudni hogyan” jellegii tudason van. Mivel a kettd
egymassal atfedésben van, nehezen szétvalaszthatd, ezért nem konnyli megfeleld kérdéseket
talalni. Igyekeztem olyan modszert keresni, amelyben a lehetd legkevesebb kozos elem van a
teljesitmény értékelés és a kompetenciak értékelése kozott, annak érdekében, hogy a kétféle
értékelés a lehetd legnagyobb mértékben elkiiloniiljon egymastol. A kompetencia vizsgalatat
felmérésemben a kdvetkezd szempontok alapjan végeztem:

a) hozzakezd a feladathoz;

b) jol értelmezi a feladatot;

c) van értékelhetd a munkajaban;

d) készit hozza abrat, tablazatot, rendszerezi az adatokat;

e) amegoldas szempontjabol hasznalhaté abrat, tablazatot, rendszerezést készit;

f) hasznal (matematikai) jeloléseket;

g) készit tervet;

h) tervszerii a megoldasa (még ha terve nem volt is);

1) motivalt a feladat megoldasara;

j) indokolja allitasait;

k) keres ok-okozati 6sszefiiggéseket, kapcsolatokat;

I) torekszik zart formaban torténé megjelenitésre;

m) torekszik a teljes megoldasra, valaszt ad a feltett kérdés(ek)re [2].

Korrelacid szamitast végeztem a kapott értékekre, €s ennek alapjan megallapithato, hogy a
matematikai teljesitmény és a kompetencia jol korreldl egymadssal. A kétféle értékelés
Osszehasonlitasara bevezettem a P hanyadost, mely az elért teljesitmény pontok (T) és
kompetencia pontok (K) szdzalékos eredményeinek hanyadosa. A P értékének 1-t6l vald
eltérésével azt probaltam kimutatni, hogy a tanulok milyen mértékben tudjék képességeiket a
feladatmegoldasok soran matematikai teljesitményre atvaltani. A vizsgalat eredménye szerint
a hanyados értéke mind a négy évfolyam esetén enyhe emelkedd tendencidt mutat a jobb
iskolai teljesitményt elért tanulok felé. Elvileg a gyenge teljesitmény és gyenge kompetencia
pontok hanyadosa is kozelithetné az 1-et, ez azonban mégsem volt jellemz0 a vizsgalt tanulok
esetében. Ez az emelkedés azt jelenti, hogy a jobb teljesitményt nyjtd tanulok a matematikai
készségeiket, képességeiket jobban tudjak kamatoztatni, a tényleges feladatmegoldasokban
jobb eredményt érnek el, mint a gyengébb iskolai teljesitményt nyjté tanuldk. A magasabb
teljesitmény pontok mogott természetesen nem csak a készségek, képességek jelennek meg,
hanem a tényszeri, a tananyag elsajatitisan alapulé tudis is. Ugy gondolom, a mérés
eredményeibdl le lehet vonni azt a kovetkeztetést, hogy a kompetencia fejlesztését és annak
iskolai teljesitményben valé megjelenését az ismeretek korrekt elsajatitdsaval, megértésen
alapul6 tanulassal egyiitt lehet jol fejleszteni. A hidnyos tudas gétolja a jo feladatmegoldést
akkor is, ha az alapvetd matematikai készségeknek, képességeknek birtokaban van a tanuld.
Masrészrol: az értelem nélkiili, csak reprodukciora torekvd tanuldsi modszerekkel a tanulok
nem szerzik meg azokat a képességeket, amelyeknek segitségével a matematikai modellt az
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adott szituaciora tudjak alkalmazni. Mas vizsgalatok kimutattak [28], hogy a memorizalas és a
matematikai teljesitmény kozott negativ a kapcsolat. Ez azt jelenti, hogy a tanulasi
stratégiakban az elaboracios ¢és kontroll modszereket kell erdsiteni ahhoz, hogy a matematikai
teljesitmény novekedjen. Ugy gondolom, hogy felmérésem azon eredménye, miszerint a P
érteke novekszik a jobb teljesitményt nyujtd tanulok felé, hasonlo kovetkeztetést vonhat maga
utan: a matematikai kompetencia akkor tud igazan jol miikodni, ha a tudas megértésen alapul,
a készségek, képességek akkor tudnak megnyilvanulni, ha az ismereteket nem csak
memorizalassal, hanem elaboracios és kontroll stratégiakkal sajatitjak el a tanulok.

A masodik mérés soran két osztaly (11. és 12. évfolyam) évkozi dolgozatainak esetében
végeztem el az el6z6hoz hasonld kompetenciaértékelést, és vizsgaltam meg a P értékének
alakulasat. A teljesitményértékelést az osztalyt tanitdé matematika tandrnd végezte, melyen
nem valtoztattam. Ebben az esetben is mind a négy vizsgalt dolgozatnal azt az eredményt
kaptam, hogy a jobb teljesitményt elért tanulok esetében (itt iskolai dolgozatrol 1évén szd, a
hagyomanyos 5 fokozatu skalan vald értékelés is megtortént) hasonloképpen kimutathato a P
hanyados értékében az emelkedd tendencia. Mivel ezek a dolgozatok egy-egy konkrét
témakor zaro dolgozatai, ezért itt természetes modon a tananyag elsajatitasan volt a hangsuly,
mig az eldzé mérés esetén a kompetencia volt az elsddleges. A felkésziilés is eltérd volt az
el6zé méréshez képest: mig ott nem kaptak direkt felkészitést a tanulok a felmérés feladataira,
addig az utdbbi dolgozatok minden esetben kozvetlenill az adott tananyag tantervben eldirt
részén, gyakorld és Osszefoglald 6ra utan keriiltek megirdsra. A feladatok Osszetételében is
jelentds kiilonbségek voltak a két mérés kozott: mig az elsében foleg gyakorlati élethez
kapcsolodo, vegyes témakordkhoz tartozo feladatok szerepeltek, addig itt koncentraltan az
adott tananyaghoz kapcsolodo, jorészt hagyomanyos matematika feladatok szerepeltek. fgy
természetesen az eredmények jelentds eltéréseket mutatnak mind a teljesitmény, mind a
kompetencia pontok tekintetében. Ezért nem meglepd, hogy az altalanosabb, tobb szoveges
feladatot tartalmazd, a matematika t6bb kiilonb6z6 teriiletét atfogod feladatok esetén a pontok
atlaga alacsonyabb. A kiilonbségek ellenére ugy érzem, sokat mondoak a kapott eredmények.
A dolgozatok esetében a kompetencia pontok viszonylag magas 4tlaga azt mutatja, hogy a
kozépiskolai tanulményaik végére a feladatok megoldasahoz sziikséges készségeknek,
képességeknek, megoldasi technikdknak jorészt birtokdban vannak a tanulék. A
teljesitményekben megmutatkoz6 kiilonbségek és a P értékének emelkedése a jobb
teljesitmény felé véleményem szerint itt is azt tdmasztja ald, hogy az értelmes tanulds, és a jol
megvalasztott tanuldsi stratégia kulcsfontossdgu. Az adott tananyag fogalmainak,
Osszefiiggéseinek pusztan memorizacids technikaval vald elsajatitdsa nem segiti el az
Osszetettebb feladatok problémamegoldd gondolkodast is igényld kidolgozasat. Ahhoz, hogy
a képességeket, készségeket jol tudjak kamatoztatni a megoldas sorédn, sziikséges az ismeretek
rendszerezése, integraldsa, Osszefiiggésekben latdsa. Az is jellemzd, hogy a kompetencia
pontok koziil a legkevesebbszer a teljes megoldasra torekvés és a tervszeriiség jelent meg
ezeknél a dolgozatoknal. Ezen javitani a problémamegoldé gondolkodas fejlesztésével lehet,
nagyobb hangsulyt kell fektetni a Polya-féle modell matematikatanitisban vald
alkalmazasara, a probléma megoldési stratégidk gyakoroltatdsara. A tanarnak el kell érnie — €s
ezt csak kitartd, kovetkezetes munkaval lehet —, hogy a tanuldok tudatosan torekedjenek az
Osszetettebb feladatok megoldasa soran a tervezésre, a tervszerli gondolkodasra. Ez nem csak
a matematika feladatok megolddsa sordn hasznosuld képesség, hanem az élet kiilonbozo
teriletein eléforduld problémak megoldasa sordn is. Ahogy Polya Gyoérgy mondta:
,Barmilyen probléma megoldasa valamilyen nehéz helyzetbdl kivezetd Ut megtalalasat,
valamilyen akadaly megkertilését jelenti, olyan cél elérését, amelyhez egyébként kdzvetleniil
nem tudtunk volna eljutni. A probléma megoldéasa az értelem jellegzetes teljesitménye, és az
értelem az emberiség jellegzetes képessége: tulajdonképpen a problémamegoldas a
legjellemzObben emberi tevékenység.” [11]



A két felmérés eredményeinek dsszehasonlitasabol tovabbi kovetkeztetéseket lehet levonni a
matematikai kompetencia fejlodésérdl a kozépiskolai tanulmanyok soran. A 11-12.
¢vfolyamon tapasztalt magasabb kompetencia pontok azt mutatjak, hogy a magyar kdzoktatés
szerkezetéhez jobban illeszkedne egy olyan kompetencia felmérés, amely ebben a
korosztalyban méri a tanulok matematikai kompetencidjat. A tananyag eloszldsa, az
oraszamok azt mutatjak, hogy pl. a PISA felmérés korosztalya esetén (15 évesek) a magyar
gyerekeknek atlagosan kevesebb matematika oOrajuk volt még, mint a hozzank hasonl6
szerkezetli orszagokban [28] (pl. Csehorszag, Szlovakia, Lengyelorszag, Németorszag). Ez
azt erdsiti, hogy a matematikai kompetencia nalunk a 10-11-12. évfolyamon még jelentdsen
novekszik — gondoljunk csak arra, melyek azok az 0j teriiletei a matematikanak, amelyek csak
ezeken az évfolyamokon keriilnek sorra: masodfoku egyenletek, trigonometria, koordinata
geometria, logaritmus, térgeometriai szamitasok, stb. Ezek a teriiletek még sok 0j ismerettel,
modszerrel, eljarassal, fogalommal, algoritmussal, alkalmazasi lehetdséggel jarulnak hozza
tanuloink matematika tudasahoz. Ugy gondolom, hossz( tavon az lenne az elérendd cél, hogy
a P értéke az évek soran novekedjen, mert ez azt jelentené, hogy a készségek, képességek
fejlesztése és a szaktudas novekedése az iskolai teljesitményben is ndvekedést eredményez.
Ennek igazolasahoz egy hosszabb tavu kutatas lenne sziikséges.

2. Fejlesztend6 kompetencia komponensek

A felmérés egy masik alapgondolata az volt, hogy megvizsgaljam, melyek azok a
kompetencia itemek, amelyek a leginkabb fejlesztésre szorulnak. A feladatok nagyon
kiilonbozok voltak, de a kozos értékelési rendszer, az azonos kompetencia itemek miatt
alkalmasak arra, hogy kiemeljiik a gyengeségeket:

- indoklasi képesség (14%)

- terv készitése (15%)

- zart formaban val6 megjelenités (15%)

- jelolések hasznalata (24%)

- tervszerliség a megoldasban (26%)

- adatok rendszerezése, alkalmas reprezentacié (abra, grafikon) (33%)

- teljes megoldasra torekvés, valaszadas a feltett kérdésekre (38%).
Ezek mutatjak azokat a kompetencia komponenseket, melyekre nagyobb hangsulyt kell
fektetniink a tanitds soran. Az indoklasi képesség fejlesztéséhez a tanult Osszefliggéseknél
nem szabad elhanyagolni a bizonyitasok, logikai érvelések megfontolasok szerepét, mert azok
elfogadasa, beépitése a meglévd gondolati strukturdba egyszerre kognitiv és szocialis
tevékenység. A jol felépitett ismeretrendszerre az ok-okozati kapcsolatok széles spektruma
jellemzd, és ez teszi lehetdvé a tudas alkalmazhatosagat is [1., 3.]. A tervezés, a tervszeriiség,
az adatok rendszerezése, a teljes megoldasra torekvés mind a problémamegoldas elemei,
Iépései. Tehat ebbdl a felmérésbdl is kimutathato a problémamegoldé gondolkodés
gyengesége, hasonléan a PISA mérésekbdl levont kovetkeztetésekhez [5., 6.]. A zart
formaban vald megjelenitésben és a jelolések hasznalatdban megmutatkozo hidnyossag pedig
a matematikai szimbolumok kezelésének gyengeségét mutatjdk, ami adodhat a szimbolumok
tul korai bevezetésébdl, a reprezentacios modok nem megfelelé megvalasztasabol [3., 14.]. A
magyar matematikaoktatds hagyomanyaiban a targyi és a vizudlis reprezentacio inkabb csak
az altalanos iskoldban jelenik meg. A kozépiskolai oktatdsban az 0j fogalmak gyakran egybdl
szimbolikus mddon jelennek meg, ritkan el6zi meg a képi, még ritkabban a targyi sik. Ez azt
eredményezheti, hogy a tanulé a hétkdznapi szitudcidban nehezen ismeri fel a tanult
matematikai szimbolumokat, mivel az elsajatitas soran nem tarsult az adott fogalomhoz egy
gyakorlati életbdl vett targy, tevékenység, szitudcio, illetve egy abra, grafikon. Sokszor
értelem nélkiil, a mar korabban emlitett memorizacidés modszerrel tanuljak meg a gyerekek a
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matematikai szimbdlumokat, ezért nem ismerik fel a szovegkornyezetben a megfeleldségeket.
Ez jelenti egyben a kompetencia komponensek kozott a modellalkotas gyengeségét, amit a
szimbolumok fokozatos, megértésen, kiillonb6z6 reprezenticios szinteken keresztiili
bevezetésével lehet kikiiszobolni.
Természetesen azt is megnézhetjiik, mely itemek jelentek meg leggyakrabban, tehat melyek
az erésségek:

- hozzakezd a feladathoz (86%)
jol értelmezi a feladatot(72%)
van értékelhetd a munkdjaban (66%)
- ok-okozati kapcsolatokat, dsszefiiggéseket keres (57%)
motivalt a feladat megoldasara (54%)
Ezek az eredmények azt mutatjak, hogy a tanulok biznak abban, hogy meg tudjak oldani a
feladatot, probalkoznak, keresik a megoldds lehetdségét akkor is, ha nem tudjak azt
végigvinni. Ez a megallapitads Osszecseng a PISA mérések mésodelemzésével, amelyre mar
kordbban is utaltam [28], mely szerint a magyar tanulok ,,matematikai onhatékonysaga”
magas ¢értékeket mutat a 2003-as és a 2012-es vizsgdlatok alapjan. Azaz biznak a sajat
matematikai képességeikben, és abban, hogy meg tudjak oldani az adott konkrét feladatot. Ez
pozitiv viszonyban van a teljesitménnyel, azonban 6nmagaban nem elegendd a j6 teljesitmény
elérés¢hez, megfeleld tudas, kompetencia is sziikséges hozza. Itt el is jutottunk a motivacio
kérdéséhez, melyet az 1) itemmel jelenitettem meg az els6 mérésben. Ennek atlaga 54% volt,
tehat a tanulék tobb mint felénél megfigyelhetd volt a feladatmegoldds soran, hogy
motivacidja a megoldasra pozitiv: érdekli a feladat, szeretné megoldani, probalkozik, keresi a
megfeleld dsszefliggéseket (57%), melyekkel eredményt érhet el. Ehhez nyilvan hozzajarult a
feladatok érdekes szovegezése, olyan szitudciok megjelenése, melyek szdmukra a hétkéznapi
¢letbdl ismerdsek lehettek. Nem mindig konnyli azonban olyan valds helyzetet talalni, amely
egy adott matematikai struktarat jol leirna. Gyakran taldlkozhatunk 0gy nevezett
»algyakorlatias” problémakkal [32], amelyekben egy ismert matematika feladatra probalnak
,~rahtizni” egy hétkdznapi szituaciot, de a tanar és a tanulo is érzi, hogy a szituécio erdltetett, a
valo életben nehezen elképzelhetd. Ezt elkeriilendd, a tanarnak a gondosan mérlegelnie Kell,
hogy a kiadott feladat mennyire relevans két szempontbdl is: hogyan illeszkedik a matematika
megfeleld fogalomrendszeréhez (mennyire korrekt matematikailag) és a valo élethez
(mennyire érthetd, ismerds az adott generdcid szamara). A feladatok motivald hatdsa nem
elhanyagolhat6 tényez6 a modern didaktikai kutatasok alapjan [33]. Az iskolai dolgozatok
esetében a teljesitmény motivacié a magyar oktatdsi rendszer sajatossagainak kdszonhetéen
(folyamatos értékelés) természetes. Ezért ezt a kérdést a méasodik mérés sordn nem is tudtam
vizsgalni. A dolgozatok érdemjeggyel torténd értékelése esetén a tanulok szamara jellemzben
nem kérdés, hogy meg szeretnék-e oldani a kiadott feladatokat, szinte minden esetben
hozzakezdtek a feladatokhoz, keresték a megfeleld Osszefliggéseket, igyekeztek valamilyen
értékelhetdt felmutatni. Hogy probalkozasaik milyen sikerrel jartak, abban természetesen mar
jelentds kiilonbségek adodtak, de a kiils6é motivacids tényezd ezt a képességet minden
bizonnyal kifejlesztette az évek soran a magyar kozoktatasban szocializalodott tanuldinkban.
A jo problémamegoldd gondolkodas elsajatitasahoz azonban nem csak a tesztek,
szamonkérések soran megnyilvanuld motivaciora van sziikség, hanem a tanulési folyamatban
is el kell ezt érni: ez pedig nagyon Osszetett folyamat, amelynek a kovetkezOkben néhany
elemét szeretném kiemelni, melyek a kutatdisombol kovetkeznek.

3. Szemléletvaltas a tanuloi munkak értékelésében

Dolgozatom masik célja az volt, hogy ravildgitsak, hogyan lehet egy 01j szemlélettel meglatni
a matematikai kompetenciat a tanulok munkéiban. A kvantitativ értékelés mellett, amely a
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matematikatanitasban a legelterjedtebb, fel szeretném hivni a kvalitativ, kompetencia
szemléletli, emellett objektiv értékelésben rejlé motivacios lehet6ségre a figyelmet. Ehhez 13
feladat kozépiskolai tanulok 4ltal adott irasbeli megolddsat elemeztem a matematikai
kompetencia komponenseinek gondolkodasi miuveletekre vald lebontdsaval. A felmérés
kompetencia értékelésében hasznalt itemek tényleges megmutatkozasat elemeztem az egyes
feladatok megoldasaiban. Tobb feladatot is az elsé felmérés megoldasai koziil valasztottam,
de volt 6rai munka, hdzi feladat és iskolai dolgozat feladata is az elemzettek kozott. Voltak
olyan feladatok is, amelynek két kiilonb6z6 megoldasat elemeztem, hogy bemutassam a
tanulok gondolkodasmaddjanak, matematikai kompetenciajuk fejlettségének kiilonbségeit.
Természetesen a felismeréssel nem ér véget a tanar munkdja: mindez azt a célt szolgalja, hogy
képesek legyiink a tanuldokat mind hatékonyabban fejleszteni, képessé tenni dket arra, hogy az
iskolai oktatdsban €s a hétkoznapi életben felmeriild matematikai problémakat jo eséllyel
helyesen meg tudjdk oldani. Mivel ma a kozoktatdsban a kiilonorak lehetdsége igen
korlatozott, ezt a fejlesztést a tanorakon kell megvaldsitani. Olyan modszereket, stratégiakat
kell tehat kialakitani, amelyekkel heti 3 vagy 4, negyvendt perces Oraban, a kitlizott tananyag
megtanitasaval egyiitt meg tudjuk ezt valositani. Ehhez a tanarnak elszantsaggal, kitartassal és
sok kreativitassal kell rendelkeznie. A bemutatott tanul6i munkak elemzésével arra szerettem
volna rdmutatni, hogy a matematikai kompetencia fogalmanak értelmezésével, elemeinek
gondolkodasi képességekre, készségekre bontasaval hogyan lehet a tanuldé kompetenciajanak
fejlettségi szintjét megallapitani. Ezen kiviil az elemzések arra is valaszt adhatnak a tanarnak,
hogy melyek azok a teriiletek, ahol az adott tanuld fejlesztésre szorul, milyen tipusu
feladatokat érdemes szamara kitlizni, hogy a leghatékonyabb legyen a munkank. Elméletben
tudjuk, hogy a tanulok gondolkodasanak fejlesztését legjobban adaptivan, az aktudlis szinthez
igazitva lehet elérni [31]. Azonban itt van egy ellentmondas a tantervekben, tobbek kozott a
Nemzeti Alaptantervben megfogalmazott kozos célok és az oktatds valds szinterén az egyéni
képességek, készségek, tudasszintek eltérései kozott. Differencidlas €s egységesség
ellentmonddsa ez, amit a tanarnak kell valahogyan feloldani. Véleményem szerint a
matematikatanitasban az elérendd egységes célokhoz az egyénre szabott fejlesztésen keresztiil
vezethet az ut. Ehhez pedig sziikség van a tanulok munkainak egyedi elemzésére, mert ez altal
lehetséges az adaptiv fejlesztés megvaldsitdsa. Gyakran iratunk tanév elején felmérd
dolgozatot a gyerekekkel, hogy megallapitsuk, hol allnak az ismeretek elsajatitdsaban, a
korabbi tanulmanyaikb6l mi az, ami tartds tudasként beépiilt, hogy vannak hidnyossagok.
Azonban ezek a felmérdk szintén a tananyagra koncentrdlnak, és nem a készségek,
képességek vizsgalatara. Sokkal arnyaltabb képet kap a tanar arrdl, hogy az adott osztaly,
csoport milyen szinten 4ll, miben allnak hidnyossagaik, ha a hagyomanyos teljesitmény
értékelés mellett a kompetencia pontok alapjan is értékeli a tanulok munkait. Ennek a
szemléletnek a kovetkezetes €s tudatos alkalmazasaval talan megvaldsithatd a k6zos célok
elérése a differencialas altal. Természetesen ennek bizonyitdsahoz olyan hossza tavu kutatasra
lenne sziikség, mely a kozépiskola négy évfolyamdn keresztiil végigkiséri egy osztaly
matematika tananyaganak ilyen mddon vald tanitdsat és értékelését, Gsszehasonlitva egy
hagyomanyos modszerekkel halad6 osztallyal. Ennek a kutatasnak ez a dolgozat csak az
alapjait teszi le, a lehetséges modszereket vazolja fel, hogy a matematika kompetencia alapu
oktatdsat hogyan lehet egy kompetencia szemléletli értékelési rendszerrel kiegészitve
hatékonyabban megvalositani.

4. Javaslatok, tovabbi fejlesztési iranyok

A kompetencia alapt oktatas bevezetéséhez sok hazai és kiilfoldi didaktikaval foglalkozo
szakember sokféle szempont alapjan, kiilonboz0 megkozelitésekkel jarult hozza.
Dolgozatomban ¢én az értékelés szempontjabol kozelitettem meg a kérdést: hogyan lehet az
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iskolai matematikaoktatasban olyan értékelési modszert alkalmazni, amely hatékony
segitséget nydjt a matematikatanarnak ahhoz, hogy a tanul6k matematikai kompetencidjat
fejlessze, és a napi gyakorlatban alkalmazhat6 legyen. Ugy gondolom, a bemutatott mérési
modszer alkalmas arra, hogy a matematikatanar arnyaltabb képet kapjon a tanuldk
matematika tudédsarol €s képességeirdl egyszerre. A kompetencia fogalma nagyon Osszetett.
Dolgozatom elején részletesen targyaltam a matematikai kompetencia értelmezését,
Osszetevdit, kiilonbozd megkozelitéseit. Osszegzésképpen megallapithatjuk, hogy a
kompetencia készségek, képességek, szakértelem, tudasbazis, alkalmazhato ismeretek
Osszessége egyiitt. A magyar matematikaoktatas évszazados hagyomanyain azonban nehezen
lehet tullépni: ez a matematikat a tudomany feldl kozelitve tanitja, €s fokozatosan juttatja el a
tanulokat az alkalmazashoz. A matematika tanterviink felépitése gyakorlatilag koveti Jerome
Bruner tanuldselméletét: a tanitds elsOsorban a tudoméany fundamentalis elveire épit, az
alapvetd fogalmak, elvek, Osszefiiggések széles skalajat koran bevezeti — a gyerekek
gondolkodasi fejlettségének megfeleld reprezentacios moédon — és a tananyag felépitése
spiralis [3]. Ezeken az alapokon az oktataspolitika az utobbi évek NAT modositasai soran sem
valtoztatott, tehat ilyen koriilmények kozott kell megtalalnunk azokat a lehetdségeket,
amelyekkel a feltart problémak kezelhetok. Ebben a megkdzelitésben benne rejlik a
kompetencidk fejlesztésének lehetdsége: a spirdlis felépités, a kiillonbozd reprezentacios
szintek, a rendszerszeri latdismod mind alkalmas arra, hogy az egyre szélesebb szaktudassal
egylitt a készségeket és a képességeket is fejlessziik — magén a tananyag elsajatitdsdn
keresztiil. Azonban a sok elsajatitand6é tananyaghoz viszonylag kevés Oraszam téarsul
(6sszehasonlitva mas orszagok matematika oraszamaival), ezért a gyakorlati alkalmazasokra,
a problémamegoldas gyakoroltatasara sajnos kevés id6 jut, illetve sokszor a tanmenet
idébeosztasanak nyomdsa miatt elmarad az elmélyités, az dsszetett problémamegoldas fazisa.
A hazai fejlesztd programok leggyakrabban azt célozzék meg, hogy milyen modszerekkel,
technikakkal, feladattipusokkal, munkaformakkal lehet megvalositani a tanulok matematikai
kompetencidjanak fejlesztését. Azonban ezek a moddszerek gyakran iddigényesek, és a
gyakorl6 tanar lassan feloldhatatlan ellentmondasba keriil: hogyan lehet egyszerre elvégezni a
tananyagot ¢s fejleszteni a tanulok gondolkodésat, problémamegoldd képességét? Hogyan
érhetd el egyszerre, hogy a kompetenciaméréseken (és esetleg a PISA-mérésen) is jol
teljesitsen a tanulo, mikozben a tanulméanyi eredménye is megfeleld legyen €s az érettségin is
jo eredményt érjen el? Ehhez a tanar hatékonysagéat kell novelni, aminek egyik moddja a
pontos tervezeés, a megfeleld szintli feladatok kivalasztasa, a differencidlas. Ehhez nytjthat
segitséget az értékelés altalam javasolt 0 szemlélete, amely az eredményesség, a matematikai
teljesitmény (a szaktudas) mellett a kompetencia fejlettségét is vizsgalja. Emellett 1j
modszertani repertoart is ki kell alakitani a matematikatanarnak, hogy oOrdit minél
valtozatosabban, ugyanakkor szakszeriien, matematikailag korrekt modon tartsa meg.

5. Problémakoézpontu és vizualis matematikaoktatas

A modszertani repertoar szélesitésének egyik eszkoze lehet a problémamegoldd gondolkodas
tudatos fejlesztése: a Polya-féle modell szélesebb korti alkalmazasa a matematikadrakon. Sok
didaktikai kutatas foglalkozik ezzel a témaval, a Pdlya-modell tovabbfejlesztésével [34].
Schoenfeld a Poélya-modell kiegészitéseként fontosnak tartja a problémamegoldasban a
kovetkezd négy teriiletet: eredetek, heurisztika, kontroll és hozzaallas. Eredetek alatt érti az
elméleti alapokat, a tanulok matematikai ismereteit, amelyek a problémamegoldas soran
alkalmazasra keriilnek. Ehhez nem kell sokat hozzéatenniink, hiszen a tananyagunk felépitése
is ilyen szemléletii: el0szor megtanitjuk a fogalmakat, eljarasokat, algoritmusokat, rutinokat.
Természetesen ennek modja, reprezentacidja a korosztalytol fiigg. Alacsonyabb
évfolyamokon ebbe beleértjiik a szemlélet alapjan elfogadott allitasokat, Gsszefliggéseket is.
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Majd a gyakorlds soran ezek fokozatosan nehezedd alkalmazasara keriil sor. A heurisztikus
modszereket a problémamegoldas soran sajatitjdk el a tanulok, mint a problémamegoldas
fazisait: abra, terv készitése, adatok kigyiijtése, stratégiak a megoldasi tervhez, stb. Ennek
erositését, szélesebb korben vald alkalmazasit a kompetencia pontok elemzése is
alatamasztja: gyakran okozott gondot a tervezés hidnya, a jelolések hidnya, a tervszeriiség a
megoldasban. A kontroll teriiletén fejlesztésre szorul a zart formaban valdé megjelenités,
valamint a gyakran elhanyagolt ellendrzés, diszkusszio, mas megoldas keresése, altalanositas.
Ezekhez természetesen az kell, hogy a gyakorlo orak fontossagat ne hanyagoljuk el. Ha pedig
mar a fogalmak elsajatitasa soran érdekes, gyakorlatias problémak felvetésével inditunk, még
tobb 1d6t tudunk szakitani a problémamegoldd gondolkodas fejlesztésére. Schoenfeldnél a
negyedik teriilet a hozzaallas, amely magaban foglalja a tanulok sajat magukrol alkotott képét,
a matematikardl, mint tudomanyrol alkotott képet, a koOrnyezetiikrdl, a tananyagrol, a
feladatrol alkotott véleményét. A motivacid kérdése sokrétli, minden gyereket mas €s mas
motivumok mozgatnak meg: a tudomany iranti érdeklddés, a kivancsisdg, a hasznossag, a
sz€pség, a tandr tisztelete, stb. — ezeket lehetne még sorolni [1]. Mai vilagunkban a tanuldkat
olyan sok és sokféle inger — fbleg vizualis inger — éri nap mint nap, hogy a
matematikatandrnak bizony ,,p6lyai” értelemben nagyon jo kereskeddnek kell lenni, hogy el
tudja adni a portékdjat. Ezért nem szabad lebecsiilni az informacids technologidk szerepét,
egyre szélesebb korben torténd alkalmazasat a matematikaorakon. Ehhez sok alkalmas
honlap, program, segédeszkoz all rendelkezésre, melyek kozott értelmesen valogatva kell a
matematikatanarnak megtalalni a helyes egyensulyt a tényleges manipulativ tevékenységek ¢és
a virtudlis vilag lehetdségei kozott.

Dolgozatom befejezéseképpen egy olyan megkdzelitését mutatom be a matematikai
kompetencia fejlesztésének, amely ¢élményt nyajt a tanuldknak, mikoézben komoly
matematikai tartalmakat kozvetit és a fejlesztést ugy probalja meg elérni, hogy a gyerekek
nem érzik kényszernek a matematikaval valo foglalkozast. Az egyik ilyen modszer a vizualis
mivészeteken keresztiil a vezet a matematikdhoz. A vizualis mivészetek és a matematika
kapcsolata évezredekre visszanyulik, az Okori egyiptomi és gorog miivészetekig.
Epitészetiikben, diszité elemeikben szamtalan helyen megjelennek a geometriai formak, az
aranyok, a mintdzatok, a szimmetridk, szimmetriacsoportok, és még folytathatndm a
felsorolast. A miivészet torténetében késobb is sok olyan festdt, képzomiivészt talalunk,
akiknek munkéiban matematikai rendezdelvek jelennek meg. De megjelenik az 0sszefliggés
forditva is: sok matematikus foglalkozik azzal, hogy a matematikat a képzémiivészetek
eszkozeivel tegye latvanyossd, illetve megtalalja a kapcsolatot a vizudlis szépség és a
matematika kozott. Egy 3 éves nemzetkdzi projekt soran alkalmam nyilt betekinteni ebbe a
vilagba, megismerni olyan matematikusokat, akik a képzOmiivészetet alkalmazzak
matematikai munkassaguk soran, ¢€s olyan képzomuvészeket, akiket megihlettek a
matematikai struktarak. A projekt neve: ,,Visuality & Mathematics: Experimental Education
of Mathematics through Visual Arts, Sciences and Playful Activities”.[36] Célja a
matematikaoktatashoz olyan mddszerek, tananyagok, kifejlesztése, amelyek jol beilleszthetdok
a tananyagba ¢és ¢élményszerii, latvdnyos megkozelitéssel probaljak kozelebb hozni a
matematikat a tanulokhoz. A kifejlesztett tananyagok kozott egyarant szerepel manipulativ
tevékenységre ¢épitd, csoportos, paros illetve projekt munkaformaban elkészithetd ¢és
informatikai eszk6zokon, programokon (pl. Geogebran) alapuld megkozelités. A kifejlesztett
tananyagokat, moddszereket valds iskolai kornyezetben is kiprobaltak — igaz, nem
Magyarorszagon, hanem a projekt célkitlizésének megfeleléen Szerbidban -, és errdl attitiid
vizsgalat is késziilt [37]. A visszajelzések mindenesetre azt mutattak, hogy a modszer a részt
vevO szerb matematikatanarok korében népszerii volt, és a tanulok is kedvelték, szivesebben
foglalkoztak ilyen modon matematikaval, mint a hagyomanyos fiizet — tabla — tankonyv
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moddszerrel. A tananyagok, és a kiprobalasuk eredményei elérhetdk a projekt hivatalos
honlapjan: http://vismath.ektf.hu , és szabadon felhasznalhatok.

6. Zaro gondolatok

Dolgozatom befejezéséiil egy oOra tervét valasztottam. Bar ez latszdlag tdvolabb all a dolgozat
fo iranyvonalatol, mégis ugy gondolom, a konkrét megvaldsitasra adott példa megmutatja,
hogyan lehet a tananyagba beilleszthetd, sokoldalti fejlesztést lehetévé tevd, valtozatos
tevékenységformakat megvaldsitdo oOratervvé alakitani egy oOtletet. Ez inspiraciot adhat a
tanaroknak arra, hogy kisérletezzenek, fedezzék fel a logikai jatékokban rejld lehetdségeket,
talaljak meg azt az évfolyamot és témakort, ahol korrekt médon beépithetd. Ugy gondolom, a
matematika kompetencia alapi oktatasa nagyon Osszetett folyamat, amely a tanari
kompetencidknak is magas szintjét kivanja meg: a matematikdnak, mint tudoméanynak
magabiztos, alapos ismeretét, a matematikatanulas pedagégiai és pszichologiai alapelveinek
ismeretét, j6 rendszerezd €s szervezd képességet, kreativitast. Széles mddszertani repertoar
sziikséges a mai gyerekek motivalasahoz és fejlesztéséhez, mely versenyre tud kelni a
televiziod, az elektronikus jatékok, az internet vildganak csillogasdval. A tanari palya
folyamatos fejlodést jelent, soha nem lezart, mindig 0j utakat keresd, kiprobald. Ez a
folyamatos fejlddés, ha stabil tudasbazison alapul, hozhatja el az oktatas kivant fejlodését.
Mottéul valasztottam egy régi, de sok esetben ma is érvényes nagy pedagdgus szavait:
»Akarhonnan nézziik is, didaktikdnknak az legyen a célja, hogy kifiirkéssziik és felkutassuk
az oktatas gyakorlatdt, mégpedig azért, hogy a tanaroknak minél kevesebbet kelljen
tanitaniuk, ugyanakkor a didkoknak minél tobbet kelljen tanulniuk. E didaktika jegyében az
iskolakban legyen egyre kisebb a ziirzavar, amde legyen egyre nagyobb a szabadsag, az 6rom,
¢s minderre a valodi fejlédés nyomja ra a bélyegét.”(Comenius, 1657)[41]
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Examination, Evaluation and Development of Mathematical Competences
in Secondary School Mathematics Education

Author: Ilona Téglasi
Mentor: Dr. Istvan Czeglédy

Hypotheses, short summary

In my dissertation | would like to compare the advancement of mathematical competences
and the traditional school evaluation of mathematical achievement of secondary school
students. |1 would like to develop a measurement method, in which we can examine the
secondary school students’ mathematical competences in comparison with the achievement. I
would like to find the answer to the following questions:
1. What is the connection between mathematical achievement and the advancement
of mathematical skills and abilities?
2. How is it possible to compare them?
3. What conclusions can we draw from the comparison to define the areas of further
development for the students?
4. How is it possible to take into account the advancement of mathematical
competences in school evaluation?

My hypotheses regarding the questions above are:

1. The growth of school achievement is in correlation with the advancement of
mathematical competences.

2. The defined qoutient of the mathematical achievement points and the competence
points is suitable to measure students’ mathematical capacity, potential.

3. We can develop mathematical competences with content based teaching methods
as well as activity and problem based teaching strategies.

4. A new point of view, focusing on the competences helps the teacher to find out the
students’ strengths and weaknesses and to define the fields of development.

To find the answers to these questions and to prove the hypotheses, first | give a general
review of the interpretation of mathematical competences, the conception of competence
based education from the principles to the introduction. Then | present the survey and
research carried out with 278 secondary school students of four grades to answer the
hypotheses. I prepared tests with 5 exercises for each grades. I examined the students’
solutions according to the traditional school evaluation methods as well as to a new kind of
competence evaluation method. From the results of the two different evaluations | defined a
value (a quotient), which can model the connection between the students’ achievement and
competences. According to my assumptions, the two different types of approach is in
correlation, and the development of mathematical competences implies the growth of
achievement.

| have carried out the above mentioned comparison of the two different types of evaluations
also for four school tests of two classes of grades 11 and 12. The aim of this second research
is to show how the elaborated evaluation method can be used in school situations, and what
conclusions can be drawn from this for some students.

With the introduction of competence based education the school evaluation system should
also be transformed so as to take into account the competences as well as the achievement.
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Henceforth some examples are represented to show how students’ mathematical competences
can be concluded from their written works.

Finally I draw some conclusions concerning the possible ways of development.

The present work is only the beginning of a long research. The main goal is to reveal some
problems and to develop a new examination method, which can also be used in the present
circumstances of public education. Testing the development strategies, and the demonstration
of their results need further research, which is beyond the frames of the current work.

1. The aims of the survey and the measurement methods

One important aim of my dissertation was to show the relation between the mathematical
achievement and the level of development of the mathematical competences. For the sake of
this | presented a survey with 278 secondary school students (9th to 12th grades) which |
evaluated according to the mathematical achievement and also mathematical competences.
For the achievement evaluation | used the methods and viewpoints of the evaluation
instructions of the maturity, and for the competence evaluation I used dr. Istvan Czeglédy’s
method [2].

The mathematical competence, as | explain in the first chapter, is a very complex concept. It
is hard to find a system of standpoints, that cover the whole spectrum of it. It is true, that
while we evaluate the achievement, we mainly measure the ,.know what”-type knowledge,
and while evaluating the competences we emphasis on the ,.know how”-type knowledge.
These to types of knowledge overlap each other, so it is hard to find the appropriate questions
how to measure competences. | tried to find a method, in which the least common elements
are in the two types of evaluations, so that | can separate them the most. In my survey |
evaluated the competences according to the following points of view:

The student

a) starts the exercise;

b) interprets the exercise correctly;

c) makes something valuable;

d) draws figures, makes tablets, systematizes the data;

e) the figures, tablets, systematization are suitable for the solution;

f) uses mathematical symbols;

g) makes a plan;

h) the solution is purposeful;

i) motivated to solve the exercise;

J) gives reasons to his/her statements;

k) looks for causal relations, connections;

I) strive to represent the solution in closed formulae;

m) strive to full solution, answers the questions of the exercise.
| identificated the relevant items to each exercises of the survey and gave 1 or 0 points wether
it appeared in one’s solution or not. I compared the two different evaluations, and found
correlation between the mathematical achievement and the competence points (r=0,8). For a
better comparison of the two evaluation systems, | defined the quotient P, which is the
quotient of the percentige of the achievement points (T%) and the percentige of the
competency points (K%). It is a kind of ,potential”, that shows the ,mathematical
productivity” of the students. With examining the difference between P and 1, I tried to
explain how the students can use their skills and abilities during solving the exercises, and
how they can change them to achievement. According to the results of my survey, on all
grades the degree of the goutient shows increasing tendency to the students, who reached
better achievement points. Theoretically, it could have been, that with weak achievement
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points and weak competence points the quotient P reaches 1, but it was not characteristic in
my survey. The increasing of P to the better achievement points means, that the better
students in mathematics can make better use of their mathematical skills and abilities in
concrete problemsolving situations then the weak students. So behind the higher achievement
points there are not only skills and abilities, but also mathematical facts and concepts, the
theoretical mathematics knowledge. | think from the results of the survey we can come to the
conclusion, that the development of mathematical competences and the appearance of them in
school achievement could be reached by correct attaining of knowledge and learning based on
understanding. The lack of mathematical knowledge is an obstacle of good problemsolving
even if the student has the essential mathematical skills and abilities. On the other hand:
learning without sense, striving only to reprodutive knowledge, the students cannot attain
those skills and abilities with which they can use a mathematical model to a real situation. It is
shown in other surveys [28], that there is a negative correlation between learning by pure
memorization and mathematical achievement. That means we should strengthen the
elaborative and control strategies in learning in order to increase mathematical achievement.
By our opinion, the results also conclude that the mathematical competence can work well, if
the knowledge is based on understanding, the skills and abilities can appeare if the students
use more elaborative and control strategies in learning — and that’s why the better students’
values of P was higher.

In my second survey | made a similar competence evaluation of 4 traditional school tests of
two classes (11th and 12th grades), and examined the formation of P. The traditional
achievement evaluation of the tests was made by the mathematics teacher of the classes, and |
didn’t make any change in it. In all four cases I’ve come to the same conclusion, that the
value of P rose to the better school achievement (as they were normal school tests, the
students also got marks to the tests). As these were final tests of concrete topics in
mathematics syllabus, it was natural, that the main stress was on the usage and knowledge of
subject matters, while in the first survey it was on competences. There was also a difference
in preparing. While in the first survey the students didn’t get any special instructions how to
prepare for the survey, in the second case they were well prepared to the normal school test
with practising and summerizing lessons. There was also difference between the types of
exercises of the two surveys: while in the first there were practical, real-life situation exercises
from different fields, in the second one the exercises concentrated on the usage of the concrete
topic, and mainly traditionally drafted. So it was natural, that the results showed significant
difference in achievement points and means as well as competency points and means. It was
not surprising, that in the first survey, with more general, textual exercises that covered
different fields of mathematics the average of the points were lower. Despite of the
differences we think, the results means a lot.

The relatively higher average of competence points in the school tests shows that students
have most of the skills, abilities, techniques, that makes them capable to solve exercises at the
last two grades of secondary education. The differences between their achievement points and
the rise of P to the better marks also supports the key role of conscious learning and the well
chosen learning strategies by our opinion. Purely memorizing the concepts and connections of
the given subject matter cannot help on elaborating complex exercises, that needs
problemsolving thinking. To be able to gain the ,skills and abilities” part of their
mathematical competence the students have to systematize, integrate their knowledge, and see
the connections. It was also characteristic to these tests, that the least points the students got
were in ,.strive to full solution, give answer to the questions” and ,,making plan, purposeful
solution”.To improve this, we should develop problemsolving skills, and put more stress on
using the Polya method of problemsolving strategies in mathematics education. The teachers
sould reach — with persistent and consistent work — that the students strive to plan the
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solution, and think purposefully during solving complex exercises, problems. They will gain
from these skills not only in solving mathematical exercises, but also in solving problems of
different fields of life. As George Poélya said: ,,Solving any problem means to find the way out
of a difficult situation, to go round an obstacle, to reach a goal, which we couldn’t reach
directly. Solving a problem is a tipical achievement of sense, and sense is a tipical ability of
mankind: actually problemsolving is the most tipical human activity.” [11]

We can draw other conclusions on the development of mathematical competences during the
secondary school studies from the results of the two surveys. The relatively higher
competence points on the 11th and 12th grades shows, that an assessment of competences on
these grades would fit better to the structure of the Hungarian educational system, than in
lower grades. The distribution of subject matters in curriculum and the number of lessons
show, that till the age of 15 (the age of PISA measurement) the Hungarian students have less
mathematics lessons and less knowledge than in other countries [28] (eg. Czech Republic,
Slovakia, Poland, Germany) with similar educational system. In our system, the mathematical
competence significantly grows on the 10-11-12th grades — if we just think of the fields of
mathematics our students get acquainted with only on these grades: quadratic equations,
trigonometry, coordinate geometry, logarithm, spatial geometry, etc. These fields add many
new concepts, theories, methods, algorithms, ways of usage to our students’ mathematical
knowledge. We think that a long term aim of teaching mathematics would be to increase the
value of P increase with the ages, because this would mean that the development of skills,
abilities and content knowledge together improve the growth of mathematical achievement in
school. To prove this, we’d need a long term research of this topic.

2. Components of competences to improve

Another basic idea of the research was to examine which competence items we should
improve most. The exercises were different, but the common assessment system, the same
competence items makes the surveys suitable to emphasize the weaknesses:

- reasoning ability (14%);

- making plan (15%);

- representation in closed formulae (15%);

- using symbols (24%);

- purposeful solution (26%);

- systematization of data, appropriate representation (figure, graph) (33%);

- strive to full solution, answer to the given question (38%).
These results show us the components of competences we should take more attention on
during our teaching practice. To improve reasoning ability we shouldn’t neglect the role of
proofs and logical reasonings, because the acceptance of theories, connections, and building
them into the existing structure is a cognitive and social activity together. The characteristic of
a well-built knowledge system is a wide spectrum of casual relations, and that makes the
knowledge applicable and practicable [1., 3.]. Planning, purposefulness, systematization of
data, giving full solution are the elements and steps of problemsolving. So from our research
we can also conclude, as from the PISA researches, the weakness of problemsolving strategies
[5., 6.]. The lack of representaion in short formulae, using symbols points on the weakness of
using mathematical symbolism. This could be deduced from the too early introduction of
symbols without finding the appropriate representation mode, and real understanding [3., 14.].
In the traditional Hungarian mathematics education the enactive and visual representations of
new concepts appear mainly in primary school. Most of the new concepts in secondary school
is taught only with symbolic representation, leaving out the first two steps of interiorisation.
The result of this can be, that the students can hardly discover the learnt mathematical
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symbols in real life situations, because during the learning procedure the concept hadn’t been
connected to a real target, situation, activity, or a figure, graph. Students often learn the
symbols of mathematical concept with memorization techniques only, and that’s why they
cannot recognize them in textual situations. This also means the weakness of the model
making component of mathematical competences, which could be eliminated by introducing
symbols step by step, through different representation levels.
We can also look at those items, that appeared most, so to see what are the stregthens:

- starts the exercise (86%)
interprets the exercise correctly(72%)
makes something valuable (66%)
looks for causal relations, connections (57%)
motivated to solve the exercise (54%).
These results show that our students believe, they can solve the exercise, try to find the way of
solution even if they cannot go through it. Our result harmonizes with the results of a second
analysis of PISA 2003 and 2012, | mentioned before [28], according to that the mathematical
,»self-efficiency” of the Hungarian students is high. That means, they believe in their own
mathematical skills and abilities that they can solve the concrete exercise well. The ,,self-
efficiency” is in positive relation with the achievement, but is not enough to reach it: it also
needs relevant knowledge and competences. Now we’ve come to the question of motivation,
which I’ve represented with one item in the evaluation system. The average of it was 54%, so
more than half of the students had positive motivation to solve the given exercises: they were
interested, tried to find the solution, looked for relations, connections between data (57%)
with which they can solve the exercise. The intereseting texts of the exercises, the real life
situations that were familiar to them naturally contributed to this positive attitude. It is not
always easy to find a real situation that describes a mathematical structure correctly. We can
often meet in school books so-called ,,pseudo-realistic” problems [32], in which an
,everyday” situation is added to a well-known mathematics exercise, but the teachers as well
as the students feel, that the situation is constrained, hardly imaginable to happen in life. To
avoid this, the teacher has to consider the exercises according to two viewpoints: if it fits to
the mathematical conceptions (it is correct mathematically) and if it is realistic, well-known,
understandable to the generation of the students. According to modern didactical researches
[33] the motivative effect is an important factor of learning. In the case of school tests the
achievement motivation is natural because of the characteristics of the Hungarian educational
system (constant evaluation). That was the reason why I couldn’t examine this item in the
second survey. It was ,,not a question” to our students that they’ve tried to solve all the given
exercises, if they got marks for the test. They started to work out the exercises, looked for
connections, tried to show something valuable in nearly every case. Of course, there were big
differences in the results of their trials, but this kind of external motivation is highly improved
in students socialized in Hungarian education. To make someone a good problemsolver we
need motivation not only when evaluated by tests but also through learning process: and this
is a very complex process, from which | would like to show some elements only, concluded
from our research.

3. Changing of viewpoints in the evaluation of students’ works

Another aim of my paper was to show a new viewpoint to see the mathematical competences
in students’ works. Beside the general quantitative assessment in mathematics education 1’d
like to give attention to the motivative effect of a qualitative and also objective, competence
based way of evaluation. To show this, I analysed 13 exercises solved by secondary school
students according to the components of mathematical competences redused to thinking
operations. In other words, | analysed the solutions of the exercises by the appearance of the
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items used in the competence survey. Some of the solutions were chosen from the first survey,
but there were also lesson works, homeworks, and exercises from school tests. In some cases |
analysed two different solutions of the same exercise to show the difference between the
mental abilities, thinking strategies of the students, and the level of development of their
mathematical competences

The teacher’s task is not only recognizing: we do this, to be able to develop students more
effectively, to make them to be able to solve mathematical problems correctly, appearing in
school education as well as in everyday life. We have to realize this task in school lessons, as
we haven’t got too much possibilities of extra time in compulsory education. So we have to
develop methods and strategies to realize improvement of competences in 3 or 4 lessons per
week together with the teaching of the subject matters set by the curriculum. To reach this, the
teachers should be determined, persistent and very creative. By showing the analyses of the
students’ works I wanted to point on the fact, that with explaining the mathematical
competences and reducing its element to mental abilities and skills, we can establish the
development level of the students’ competences. Furthermore, the analyses gives answer to
the teacher what are the fields to be developed, the types of exercises to be given to each
student to be more efficient in teaching. Theoretically the best development can be reached by
adaptive methods, following the present state of the students’ level of competences [30]. But
there is a contradiction between curricular aims, among others the common aims of education
stated in the National Basic Curriculum and the different skills, abilities, knowledge of the
students in practical teaching situations. This is a contradiction of differentiation and unity,
which has to be released by the teacher in practice. By our opinion, the way to the common
aims in mathematics education goes through improvement specified to students’ personal
needs. That’s why the teachers need to analyse students’ works individually, because this
would lead to realize adaptive improvement. We often use diagnostical tests at the beginning
of the school year to see the level of their knowledge, what knowledge is built in their mind
from their previous studies, and what is absent. But these diagnostical tests mainly
concentrate on the subject matters and not on analysing the competences. A teacher can get a
more detailed view of the present state of the class in progress, what are their strengthens and
weaknesses, if he/she uses the competence assessment together with the traditional
achievement assessment. We can reach the common aims through individual improvement by
using these methods consistantly and consciously. To prove this statement we’d need more
longterm research which would follow a class through 4 school years using the double
assessment in compare with another class using traditional assessment only. Our aim was to
settle down the basics of such a research, to sketch out some possible methods, how we can
realize a competence based teaching of mathematics combined with a competence view of
evaluation for a more effective improvement.

4. Proposals, ways of development

Many researchers from Hungary and abroad added many different views and approaches to
the introduction of competence based education. In the present paper we added a new
approach from the evaluation point of view: how we can use an evaluation method in
mathematics teaching that gives the teachers efficient aid to develop the students’
mathematical competences and usable in everyday practice. We think the presented method is
suitable for getting a more detailed picture of the knowledge and skills of the students
together. The conception of competences is very complex. In the beginnig of the paper we’ve
discussed the different interpretations, approaches, and its components in details.
Summarizing we can determine that competences are a sum of skills, abilities, expertness of
knowledge, attitudes and application of knowledge. It is not easy to step through the century
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old traditions of Hungarian mathematics education: we approach teaching from the science,
and lead students step by step to application in real life. The building of our mathmatics
curriculum is based on the learning and teaching theory of Jerome Bruner: teaching is based
on the fundamental principles of the science, introduces a wide spectrum of basic concepts
early — with a representations appropriate to the students’ mental abilities — and the setting up
is spiral [3]. These principles hasn’t been changed too much in the last years’ modifying of
the national curriculum, so we should find the possibilities to handle the discovered problems
among these circumstances. The possibility of the development of competences lies in this
approach of teaching mathematics: the spirality of contents, the different levels of
representations, the systematic view of mathematics all appropriate to develop the knowledge
(wider and wider) together with the skills and abilities through teaching the given syllabus.
But we have a huge amount of contents for a relatively little amount of lessons (comparing
with other countries’ number of mathematics lessons). So we have less time to practical
applications or problemsolving strategies, respectively, often because of the stress of syllabus
we have no time to deal with complex problems or to deepen the knowledge. The
development programs in Hungary takes most attention on methods, techniques, types of
exercises, working forms to reach competence based teaching. But these methods often need
too much time, and the teacher in practice again feels an unreleasable contradiction: how is it
possible to teach the syllabus, improve the students’ mental abilities, problemsolving skills
together? How is it possible to lead the students to achieve good results both on the
competence assessments (even PISA) and get good marks in school and in maturity. The
teacher has to raise his/her efficiency, and one way of this is the precise planning of lessons,
finding appropriate exercises to each students, differentiation. Our new way of competence
assessment gives aid to this work. Besides this teachers need to learn new methods of
teaching, to be able to plan his/her lessons more variable, though correctly.

5. Problem centered and visual education of mathematics

One way of widening our methodological repertoir is to develop problemsolving skills
consciously with using the Poélya-model on more mathematics lessons. Many didactical
researches deal with the further improvement of this model [34]. For example, Schoenfeld
added four more areas to complete Pdlya’s problemsolving strategies: origins, heuristics,
control and attitudes. By origins he means the theoretical background of students’
mathematical knowledge, they apply during problemsolving. We have nothing to add to this —
our building up of mathematics curriculum is based on these origins: we teach first the
concepts, procedures, routines, algorithms of basic mathematics.Of course, the representations
depends on the age of students — so on less grades we count in states and connections
accepted upon visual descriptions. And during practising we go on to more difficult
application of them. The students learn the heuristic methods together with problemsolving
methods, as the phases of problemsolving: drawing figures, graphs, gathering data, finding
connections between data, planning the solution, etc. The competence analyses of our
research also support the importance of strengthening these skills: our students were weak in
planning, purposal solution, using symbols.. On the area of control we have to develop the
usage of closed formulae, disscussion, find a different solution, generalize the exercise, etc.
So we shouldn’t neglect the importance of practising lessons! And we can save time by using
interesting, practical situations right at the introduction of a new concept. The fourth area in
Schoenfeld’s theory is the attitude, which includes the students’ personal picture of own
abilities, picture of mathematics as a science, opinion of his/her environment and the subject
matters, exercises. The question of motivation is multiple, every student has his/her own
motives:interested in the science, curiosity, utility, beautifulness, respect of the teacher, etc. —
we could go one with many more [1]. Nowadays our students get so many different — mainly
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visual — stimuli day by day, the teachers of mathematics has to be a very good ,,merchandiser”
in the sense of Polya, to be able to sell his/her goods, the mathematics. This also means we
should take more attention to use modern informatical techniques on mathematics lessons.
There are many good webpages, programs, helpful virtual tools, from them we can choose the
most approriate ones to combine with real manipulative activities to find a balance between
them.

At the end of my paper | show a special approach of developing mathematical competences,
that gives experience to students while mediate serious mathematical contents, and realizes
teaching in a way, that the students don’t feel to be stressed dealing with mathematics. This
special approach leads through visual arts towards mathematics. The connection between
mathematics and visual arts goes back to thousands of years, to the ancient Egyptian and
Greek works of art. Geometrical structures, mathematical rates, symmetries, symmetry
groups, transformations, etc. often appear in their achitecture and ornaments. We can find
many artists in the history of fine arts, whose artistry was built upon mathematical principles.
But this connection also appears the other way round: many mathematicians tries to show the
beautifulness of mathematics with the tools of visual arts, and to find the relation between
mathematics and visuality. We participated in a 3-year long international project: ,,Visuality
& Mathematics: Experimental Education of Mathematics through Visual Arts, Sciences and
Playful Activities”.[36] The aim of this project was to develop methods and matters to
mathematics education that can be applied in teaching practice and tries to get students closer
to mathematics with experience centered approach. The developed matters are based on
student activity (group-, pair- and project-work), both with real and virtual materials (e.g.
GeoGebra). Most of the methods and materials had been tried out in real school situation —
unfortunately not in Hungary, but in Serbia — and there was also an attitude research on it
[37]. The feedback showed, that this approach was very popular among the Serbian teachers
who participated the project, and that teir students also liked it. The details of the project, the
materials and researches can be found on the official webpage: http://vismath.ektf.hu , and
anyone can try them out in use.

6. Final ideas

At the very end of this paper we describe a lesson plan. Though it is a bit far from the main
stream of the present research, we think, that an example how to realize a concrete topic
shows that the above detailed development can be reached: using a logical game, finding the
relevant topic in syllabus, building up a lesson with various activities, realizing multiple
development in 45 minutes. This example may inspire teachers to experiments, to discover
how we can use logical games correctly in teaching practice. We think, that the competence
based teaching of mathematics is a very complex task, requires a high level of pedagogical
competences from teachers: a deep knowledge of mathematics, the knowledge of the
pedagogical and psychological principles of learning mathematics, good systematization and
organization skills and creativity. We need to have a wide range of methodological repertoir
to motivate students, and to compete with the interesting world of electronical games,
internet, television, etc. The profession of a teacher means constant development of
knowledge and methods, always looking for new routes to try them out. This constant
development, based on a stabil knowledge, can bring the expected development of education.
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