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Introduction

The theory of functional equations has applications in many areas of
mathematics, e.g. in geometry (e.g. [1], [10], [11], [27]), in information
theory (e.g. [3], [14], [20], [36]), in probability theory (e.g. [9], [33], [41])
and also in economics and in social sciences (e.g. [2], [4], [26]).

Investigations of mean values were done even by the scientists of anti-
quity, they knew many different means and also their properties, e.g. they
proved the inequality of arithmetic and geometric means. But the first re-
sults concerning functional equations involving means can be connected to
papers of Jensen and Sut6 in the early 20th century ([31], [32], [43], [44]).

In the last few decades research of mean values and their properties has
become a very important and popular area of the theory of functional equa-
tions. Many general classes of means were defined (e.g. [28], [29], [34],
[35], [42]), and these provided many new fields of research, e.g. equality
and comparison problems, Holder and Minkowski-type inequalities. The
topic of the dissertation, the Gauss composition or invariance of means, is
also one of the new areas of research connected to mean values. Very inten-
sive investigations have been done concerning this problem in the last few
years with several significant results (e.g. [12], [13], [15], [16], [17], [18],
[19], [21], [22], [23], [24], [25], [30], [37], [38], [39], [40], [45], [46]). The
results presented in the dissertation continue these investigations and also
generalize some of the former theorems.

First we introduce the necessary notions and define the means which we
work with. We also define the Gauss composition of means and give its
characterization using the invariance equation. We demonstrate some well-
known examples of invariance of means.

In the second chapter we present in details some preliminary results of
the new theorems. These include the solutions of the invariance equations
for quasi-arithmetic and weighted quasi-arithmetic means. Then we give
the solution of the invariance equation for a generalization of the quasi-
arithmetic means.



In the third chapter we deal with Gini and Stolarsky means. With the help
of a common generalization of these means we can consider the invariance
equations when the means involved are either Gini or Stolarsky means as
special cases of a more general equation. In this chapter we solve these
equations, using also the computer algebra package Maple V Release 9.

1 Preliminaries, terminology

Let I € R be a nonvoid open interval. A two-variable continuous function
M : I? — I is called a mean on [ if

min(x, y) < M(x,y) < max(x,y) (x,yel)

holds. If both inequalities are strict whenever x # y, then M is called a strict
mean on /. A mean M on [ is said to be symmetric if M(x,y) = M(y, x)
holds for all x,y € I. A mean M on R is called homogeneous if M(¢x, ty) =
tM(x,y) holds for all ¢, x, y € R;..

Classical examples for two-variable symmetric strict and homogeneous
means on R, are the arithmetic, geometric and harmonic means. The power
means are well-known generalizations of these means. The power mean of
exponent p is defined as

(xp +yP
My(x,y) := 2
e if p=0.

The two-variable Gini and Stolarsky means are two substantial general-
izations of the power means. In the most general case (i.e., when p # ¢q),
the Gini mean of two positive real numbers x and y is defined by

7
) , if p #0,

1
xP + yp)P—lI
b

Gp,q(X, y) = (xq Ty



and if (p — q)pg(x — y) # 0 the Stolarsky mean of two positive real numbers
xand y is
1
qCx” —y")\r
S (X, y) = (—
e p(x? = y9)
Another important class of mean values is the class of quasi-arithmetic

means. The quasi-arithmetic mean (generated by the strictly monotone con-
tinuous function ¢) of x and y from a nonvoid open interval [ is

@(x) + so(y))
=

A possible generalization of the quasi-arithmetic means is the following:
If the continuous, strictly monotone functions ¢; and ¢, are strictly mono-
tone in the same sense on an interval I, the generalized quasi-arithmetic
mean is defined by

(1) Mo(x,y) := 9" (01(X) + 02(y))  (x, y € D),

where

My(x,y) = ¢! (

¢ = (¢1,02), @ = @1+ ).

If M,N : Ri — R, are two strict means, their Gauss composition K =
M ® N is the unique strict mean solution K of the functional equation

(2) K()C, y) = K(M(x9 y)e N()C, y)) (x9y € R+),

which is the invariance equation.
In the thesis we solve the invariance equations for the above generaliza-
tion of the quasi-arithmetic means and also for Gini and Stolarsky means.

2 Generalized quasi-arithmetic means

The invariance of the arithmetic mean with respect to two quasi-arith-
metic means (the so-called Matkowski-Sutd problem) was first solved by
Sutd, and later the same solutions were found by Matkowski under weaker
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regularity assumptions ([43], [44], [38]). The solution of this problem sup-
posing only natural regularity of the problem was given by Dardczy and
Péles ([23]). They also solved the general invariance equation for quasi-
arithmetic means. The invariance equation for weighted quasi-arithmetic
means was solved by Jarczyk ([30]). The next theorem, which describes
the invariance of the arithmetic mean with respect to the mean defined in
(1), generalizes the result of Dar6czy and Péles under 4-times continuous
differentiability.

Theorem. (Bajak—Pales [5]) Let ¢y, @2 and 1, Yy be 4-times continuously
differentiable functions defined on a nonempty open interval I such that
P15 (x) > 0 and ¥\ ()W, (x) > 0 (ie, @1, w2 and Y1, Yo are strictly
monotone in the same sense, respectively) for x € 1. Then, for every x and y
in I, the functional equation

@1+ @) (10 + (1) + W1 +¥2) T (Y1(X) +Yo(y) = x+y

holds if and only if

(i) either there exist real constants p, ay, az, ci, 2, by, ba, dy, d>
withp #0,aya; > 0, ci ¢y > 0 and ay ¢1 = ap ¢y such that, for x € I,

e1(x) = ar e’ +by, ©r(x) = ar eP* +bs,
and
Yi(x) =cp e P +dy, Yo(x) =cr e P +dy ;

(ii) or there exist real constants a, b, c, dy, d, with ac # 0 such that, for
xel

e1(x) +p2(x) =ax+b,

and

Yi1(x) = cea(x) +dy, Ya(x) = co1(x) + ds.



3 Gini and Stolarsky means

We discuss the invariance equations when the three means involved are
either Gini or Stolarsky means, which results six equations. First we refor-
mulate the general invariance equation given in (2).

Lemma. (Bajik—Pdles [8]) If M, N : R_% — R, are homogeneous (resp.
symmetric) strict means, then their Gauss composition M ® N is also homo-
geneous (resp. symmetric). Furthermore, if K : R2 — R, is a homogeneous
strict mean then K = M ® N, i.e., the invariance equation

K(x,y) = K(M(x,y),N(x,y))  (x,y €Ry),
holds if and only if the single-variable function Fx yn : R — R defined by
Frun@) = InK (M(e",e™), N(e",e™) — InK(e",¢™)  (u€R),

vanishes everywhere on R. In the case when K, M, N are analytic functions,
Fxmn is also analytic and vanishes on R if and only if

Fn©) =0

for all k € N. If, additionally M, N and K are symmetric strict means,
then Fg pn is an even function and Fk yn vanishes on R if and only if the
derivatives above vanish for all even k € N.

If r and s are two different real parameters and u is a Borel probability
measure on [0, 1], the two-variable mean

1 =
[y du(e)

1
[ (xty'=1) du(o)
0

Mr,s,y(-xa l/) =

is a common generalization of both the Gini and the Stolarsky means. If u is
equal to @ (where 6, stands for the Dirac measure concentrated at x), we
get the Gini mean G5, and if u is equal to the Lebesgue measure, we get the
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Stolarsky mean S, ;. This means that each of the six invariance equations
can be considered as a particular case of the equation

My, g (Mapu(X,y), Meay(X,y)) = Mp (X, y) (x,y € Ry),

where each of i, v and « is equal to the Lebesgue measure on [0, 1] or to the
measure 2%,
In view of the lemma, the above invariance equation holds if and only if,

forall u e R,
Fuy g MopyMea, @) =10 (Mp g (M pu(e”,€7), Mcay(e", 7))
—In(Mpq.(e",e™) =0,
ie., forallk e N,
x) 3
FMPst»K’Ma,b,y,MC,d’V(O) =0.
To get a more useful representation of the means M, ,,, we introduce the

function L, : R — R, by

-k
L) =1n [Z %uk],

k=0
where 1 denotes the kth central moment of the measure u. Assuming that
u is symmetric with respect to % it follows that uy—; = 0 for all k € N. With
the help of function L,, we can express the main expression of the mean
M, in the following form:

Lemma. (Bajak—Péles [8]) If u be a Borel probability measure on [0, 1] and
r,s €R, then

M., (x,y) = exp (Mf’w(ln x,1ny)) (x,y €RyY),
where My, R2 — R, is defined by
u+v N Ly(r(u —v)) = Ly(s(u —v))
2 r—s '
To simplify the calculations, we consider an approximation of the mean
M, ;. If u is a Borel probability measure and m € N, define the functions

Mf’w(u, v) =

m_k

Lym(z) :=In {Z %#k} (z€R),

k=0



and, if, s € R,
M, s yim(x, y) = exp (M, ., (In X, In y)) (x,y € Ry),

where My ., : R2 — R, is defined by (suppressing the exceptional case
r=2s)
N u+v  Lyw(r(u—1v)) = Lyim(s(u —v))
M,’W;m(u, v) = > + p—— .

The following lemma states that instead of the functions M, , and L,
we can use the truncated functions M, .., and L., to compute the higher-
order derivatives needed in the calculations.

Lemma. (Bajak—Pdles [8]) Let u be a Borel probability measure. Then, for
all m,i € Ng withi < m,

(L)) = (LD, (0)).
Furthermore, for all r,s € R and m,i, j € Nogwithi+ j < m,
B M, s, (1,1) = M5 yem(1,1).

As an immediate consequence of the lemma, the computation of the

. . (k)
higher order derivatives F My g Mayu-Medy at 0 can be replaced by the compu-

tation of the derivatives F Xf[) at 0 provided that k < m.
P

A,q,k;maMa,b,,u;m»Mc,d.v;m
Corollary. (Bajdk—Pales [8]) Let a,b,c,d,p,q € R and u,v,x be Borel
probability measures on [0, 1]. Then, for all k, m € Ng with k < m,

(k) _
FMI)’q,K’MH.b,;hML‘,d,V(0) - FMp (0)‘
This means that it is sufficient to check these conditions while solving the

invariance equations. We can consider each equation as the suitable special
case of the identity

,q.K M aMa,b,,u;m »Mc,d,v;m

FMp,q,K;ksMaA,h,y;k,Mc,d,v;k (u) =

M[*),q,K;k(MZ,b,/J;k(u’ —u), M:,d,v;k(”’ —u)) — M;q’K;k(u, —u) = 0.

Using the method established above, with the help of the computer alge-
bra system Maple we give the solutions of the invariance equations involv-
ing Gini and Stolarsky means. The following theorem describes the case
when the three means are all Gini means with possibly different parameters.



Theorem. (Bajik—Pdles [6]) Let a,b,c,d, p,q € R. Then the invariance
equation

Gpy(Gaup(x, 1), Gea(x, ) = Gpy(x,y)  (x,y €Ry)

holds if and only if one of the following possibilities holds:

(i) a+b=c+d=p+q=0,ie., all the three means are equal to the
geometric mean;

(ii) {a,b} ={c,d} ={p,q}, i.e., all the three means are equal to each other;

(iii) {a,b} = {-c,~d}and p + q = 0, i.e, Gp 4 is the geometric mean and
Gop=Gc-a;

(iv) there exist u,v € R such that {a, b} = {u +v,v}, {c,d} = {u —v,—v}, and
{p.q} = {u,0} (in this case, G, 4 is a power mean);

(v) there exists w € R such that {a,b} = Bw,w}, c +d =0, and {p,q} =
{2w, 0} (in this case, G, 4 is a power mean and G.q4 is the geometric
mean);

(vi) there exists w € R such that a + b = 0, {c,d} = {Bw,w}, and {p, q} =
{2w, 0} (in this case, G, 4 is a power mean and Gy, is the geometric
mean).

The next theorem gives the solution of the invariance equation for Sto-
larsky means.

Theorem. (Bajik—Pdles [7]) Let a,b,c,d,p,q € R. Then the invariance
equation

Spﬂ(Sll,b(x’ y)’ Sc,d(-x’ y)) = Sp,q(x, y) (x’ ye R+)
is valid if and only if one of the following possibilities holds:

(i) a+b=c+d=p+q =0, ie., all the three means are equal to the
geometric mean;
(ii) {a,b} ={c,d} ={p,q}, i.e., all the three means are equal to each other;
(iii) {a,b} = {-c,~d}and p + q = 0, i.e.,, S, is the geometric mean and
Sa,b = S—c,—d-

The following theorems completely describe the solutions of the mixed
equations, i.e., when the three means involved are either Gini or Stolarsky
means.



Theorem. (Bajik—Pdles [8]) Let a,b,c,d, p,q € R. Then the invariance
equation

Gp,q(S d,b(x9 y)’ GC,d(x9 y)) = Gp,q(x’ !/) (x’ y € IR+)

is valid if and only if one of the following possibilities holds:

(i) a+b=c+d=p+q =0, ie, all the three means are equal to the
geometric mean;

(ii) there exists a w € R such that {a,b} = {w,2w} and {c,d} = {p,q} =
{0,w}, i.e., all the three means are equal to each other, and they are
also equal to the power mean of exponent w;,

(iii) there exists a w € R such that {a,b} = {w,2w}, {c,d} = {0, —w} and
p+q =0, ie, Gy, is the geometric mean and the two means S ,
and G_._q4 are equal to each other, and are equal to the power mean
of exponent w;

(iv) there exists w € R such that a + b = 0, {c,d} = {Bw,w}, and {p,q} =
{2w, 0} (in this case, Gp 4 is a power mean and S ., is the geometric
mean);

(v) there exists a w € R such that {a, b} = {w, 2w}, {c,d} = {-~w, —2w} and
{p,q} =10, -w}, i.e., Sy is the power mean of exponent w and G, is
the power mean of exponent —w.

Theorem. (Bajik—Pdles [8]) Let a,b,c,d, p,q € R. Then the invariance
equation

Gp,q(Sa,b(x, y)’ SC,d(x’ y)) = Gp,q(xa y) (X, Yy € IR-i—)

is valid if and only if one of the following possibilities holds:

(i) a+b=c+d=p+q=0,ie., all the three means are equal to the
geometric mean;

(ii) there exists a w € R such that {a,b} = {c,d} = {w,2w} and {p,q} =
{0, w}, i.e., all the three means are equal to each other, and they are
equal to the power mean of exponent w;

(iii) {a,b} = {—c,~d}and p + q = 0, i.e., Gp 4 is the geometric mean and
Sa,b = S—c,—d-
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Theorem. (Bajik—Pdles [8]) Let a,b,c,d, p,q € R. Then the invariance
equation

Sp,q(Ga,b(x, y)’ Gc,d(-x’ y)) = Sp,q(xa y) (x9 Yy € R+)

is valid if and only if one of the following possibilities holds:

(i) a+b=c+d=p+q=0,ie, all the three means are equal to the
geometric mean;

(ii) there exists a w € R such that {a,b} = {c,d} = {0,w} and {p,q} =
{w, 2w}, i.e., all the three means are equal to each other, and they are
equal to the power mean of exponent w;

(iii) {a,b} = {-c,—d}and p + q = 0, i.e.,, S, is the geometric mean and
Gap =G-c-a;

(iv) there exists a w € R such that {a, b} = {w, 3w}, {p,q} = (2w, 4w} and
c+d=0,ie., Gcq is the geometric mean and S , 4 is the power mean
of exponent 2w;

(v) there exists a w € R such that {c,d} = {w,3w}, {p,q} = (2w, 4w} and
a+b=0,ie, Gup is the geometric mean and S , 4 is the power mean
of exponent 2w.

Theorem. (Bajak—Pdles [8]) Let a,b,c,d, p,q € R. Then the invariance
equation

Spg(Gap(,y),Scalx,y)) = Spe(x,y)  (x,y €Ry)

is valid if and only if one of the following possibilities holds:

(i) a+b=c+d=p+q =0, ie, all the three means are equal to the
geometric mean;

(ii) there exists a w € R such that {a,b} = {0,w} and {c,d} = {p,q} =
{w, 2w}, i.e., all the three means are equal to each other, and they are
equal to the power mean of exponent w;

(iii) there exists a w € R such that {a,b} = {0,w}, {—c,—d} = {w, 2w} and
p+q =0, ie, S, is the geometric mean and the two means G
and S _._q are equal to each other, and are equal to the power mean
of exponent w;
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(iv) there exists a w € R such that {a, b} = {w, 3w}, {p,q} = (2w, 4w} and

c+d=0,1ie,S.qisthe geometric mean and S , ; is the power mean
of exponent 2w;

(v) there exists a w € R such that {a, b} = {w, 2w}, {c,d} = {—w, —2w} and

{p.q} = {w,2w}, i.e, Scq is the power mean of exponent —w and S p 4
is the power mean of exponent w.
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Bevezetés

A fliggvényegyenletek elméletének a matematika szdmos teriiletén, pl. a
geometridban (pl. [1], [10], [11], [27]), az informdciéelméletben (pl. [3],
[14], [20], [36]), a val6szintiségelméletben (pl. [9], [33], [41]), valamint
a kozgazdasagtanban és a tdrsadalomtudomdnyokban is (pl. [2], [4], [26])
vannak alkalmazésai.

A kozépértékekkel kapcsolatos kutatdsok régre nyudlnak vissza, mar az
Okoriak is szdmos kozepet ismertek, illetve azoknak bizonyos tulajdonsé-
gait is leirtdk, pl. a szamtani és a mértani kozEép kozotti egyenlStlenséget is
bizonyitottdk. A kozépértékeket tartalmazo fiiggvényegyenletek vizsgalata-
nak talan legrégibb eredményei Jensen illetve Sutd 20. szazad elején megje-
lent dolgozatai ([31], [32], [43], [44]).

A elmult néhany évtizedben a kozépértékek vizsgalata a fiiggvényegyen-
letek elméletének egyik fontos és részletesen kutatott teriilete lett. Sza-
mos 4ltalanos kozéposztalyt definidltak (pl. [28], [29], [34], [35], [42]),
és ezekre vontakozdan sok dj probléma meriilt fel, amelybdl tobb dj ku-
tatdsi irdny szdrmazott, pl. a kozepekre vonatkozo egyenldségi illetve dssze-
hasonlitasi problémdk, valamint a Holder- és a Minkowski-tipust egyen-
I6tlenségek vizsgalata. Szintén ide tartozik a disszertdcidban vizsgélt té-
makor, a kozépértékek Gauss-kompozicidja vagy invariancidja. Ez a prob-
Iéma az utébbi néhany évben intenziven kutatott teriiletté valt, melyben sza-
mos jelentds eredmény sziiletett mind hazai, mind kiilf6ldi kutaték részérsl
(pl. [12], [13], [15], [16], [17], [18], [19], [21], [22], [23], [24], [25], [30],
[37], [38], [39], [40], [45], [46]). A jelen dolgozatban taldlhaté eredmények
kapcsolédnak a kordbbi vizsgalatokhoz, illetve koziiliik néhdnyat dltaldnosi-
tanak is.

A disszertacidban el6szor bevezetjiik a sziikséges fogalmakat, definidljuk
azokat a kozéposztalyokat, amelyekkel dolgozni fogunk. Ertelmezziik ko-
zepek Gauss-kompoziciéjat és jellemezziik a kozepekre vonatkozd invarian-
cia egyenlet segitségével. Néhdny jol ismert példét is bemutatunk kézepek
invariancidjéra.
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A 2. fejezetben a disszertdcidban bemutatdsra keriil6 4j eredmények né-
hany el6zményét részletesebben is targyaljuk. Ezek a kvdazi-aritmetikai, il-
letve a sulyozott kvazi-aritmetikai kézepekre vonatkoz6 invariancia egyen-
letek. Ezutdn az invariancia egyenletet a kvizi-aritmetikai kozepek egy al-
taldnositdsdra oldjuk meg.

A 3. fejezetben Gini és Stolarsky kozepekkel foglalkozunk. Egy kozos
dltaldnositds segitségével azokat az invariancia egyenleteket, melyekben Gi-
ni vagy Stolarsky kozepek szerepelnek, egy éltaldnosabb egyenlet speciélis
eseteiként targyalhatjuk. A fejezet ezen egyenletek megolddsait mutatja be,
melyhez a Maple V Release 9 komputeralgebra rendszert is haszndljuk.

1 El6zmények, terminolégia

Legyen I C R egy nemiires, nyilt intervallum. Egy folytonos, kétvaltozds
M : I? — [ fiiggvény kozép I-n, ha

min(x, y) < M(x,y) < max(x,y) (x,yel)

teljesiil. Ha mindkét egyenl6tlenség szigord minden x # y esetén, akkor
M egy szigord kozép I-n. Az I-n értelmezett M kozép szimmetrikus, ha
M(x,y) = M(y, x) teljesiil minden x, y € I-re. Az R -on értelmezett M
kozép homogén, ha M(tx, ty) = tM(x, y) teljesiil minden ¢, x, y € R, esetén.

A szamtani, a mértani és a harmonikus kozép klasszikus példak R, -on
értelmezett kétvaltozos, szimmetrikus, homogén szigori kézepekre. Szin-
tén jol ismert ezek egy kozos dltalanositasa, a p paraméterti hatvanykozép:

(xp +yP
My(x,y) := 2
NeTA ha p = 0.

A kétvaltozds Gini- illetve Stolarsky kozepek fontos dltalanositdsai a hat-
vanykozepeknek. A legaltalanosabb esetben (azaz p # g esetén) az x és y

117)
) , ha p # 0,
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pozitiv valés szamok Gini kozepe a

1
xp +yp)l7_‘1
H

G L Y) =
p,q(x Y) (xq Tyl

valamint (p—q)pq(x—y) # 0 esetén az x és y pozitiv valds szamok Stolarsky
kozepe az

1

g(x? —yP)\r

Sp,q(x,y) . (p(xq _yq))
formulaval értelmezett.

A kvazi-aritmetikai kozepek szintén nagyon fontos kdzéposztalyt alkot-

nak. Ha x és y egy nemiires, nyilt intervallum elemei és ¢ egy szigordan

monoton, folytonos fiiggvény, akkor

_1[¢(0) + o(y)

My(x,y) == ¢ : (T
az x és y (¢ dltal generalt) kvazi-aritmetikai kozepe.

Ezen kozéposztaly egy lehetséges altalanositdsa a kovetkez6: Legyenek

@1 €s py szigordan monoton, folytonos fiiggvények tgy, hogy az [ interval-

lumon a két fiiggvény azonos értelemben szigortian monoton, ekkor
(3) My, p) = ¢ (@10 + ) (o y €D,
az x és y éltaldnositott kvizi-aritmetikai kdzepe, ahol

¢ =(p92), ¢=¢1te.

Ha M,N : R2 — R, két szigord kozép, akkor a két kozép K = M ® N
Gauss kompozicidja a

(4) K(X, y) = K(M(X, y)’N(-x’ y)) (-x’y € R+)

fliggvényegyenlet, az tn. invariancia egyenlet egyértelm{ olyan K megol-
dasa, amely maga is szigord kozép.

A dolgozatban a kvazi-aritmetikai kozepek fenti altaldnositasara, illetve
a Gini és a Stolarsky kozepekre vonatkozé invariancia egyenleteket tanul-
manyozzuk és oldjuk meg.
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2 Altalanositott kvazi-aritmetikai kozepek

A szamtani kozép két kvazi-aritmetikai kozépre vonatkozé invariancidjat
(az in. Matkowski—Sut6 problémat) el6szor Sutd oldotta meg, majd Mat-
kowski ugyanazokat a megolddsokat taldlta gyengébb regularitis mellett
([43], [44], [38]). Ennek a problémanak a természetes regularitasi feltételek
melletti dltalanos megolddsat Daréczy €s Pales adtdk meg ([23]). Ugyanitt
megoldottdk a kvazi-aritmetikai kozepekre vonatkozé altaldnos invarian-
cia egyenletet. A silyozott kvazi-aritmetikai kozepekkel felirt invariancia
egyenlet megoldasa Jarczyk nevéhez fliz6dik ([30]). Dardczy és Pales ered-
ményét négyszeres folytonos differencidlhatésagot feltételezve dltalanositja

a kovetkezd tétel, mely a szamtani k6zEp invariancidjat irja le az (3) képlet-
tel definidlt altalanositott kvazi-aritmetikai k6zepekre vonatkozdan.

Tétel. (Bajak—Pales [5]) Legyenek @1, @r és W1, Yo négyszer folytonosan
differencidlhato fiiggvények egy I nemiires, nyilt intervallumon gy, hogy
P15 (x) > 0 és ¥ (x5 (x) > 0 (azaz @1, @2 illetve Yy, Y azonos érte-
lemben szigoriian monoton) minden x € I esetén. Ekkor a

(@1 +¢2) 7 (P1(0) + @2(®) + (1 +¥2) ™ (W10 + YY) = x +y
fiiggvényegyenlet pontosan akkor teljesiil minden x, y € I esetén, ha

(i) vagy léteznek p, a1, ar, c1, c2, by, by, dy, dy valos konstansok, me-
lyekre p # 0, ajay > 0, cica > 0és ay ¢y = ap ¢y teljesiil 1igy, hogy
bdrmely x € I esetén

e1(x) = ay e’ +by, ©2(x) = ap e +by,

Y1(x) =cp e P +dy, Ya(x) = c2 e P +dy ;
(ii) vagy léteznek a, b, c, dy, dr valos konstansok, melyekre ac # O teljesiil
tigy, hogy bdarmely x € I esetén

e1(x) +p2(x) =ax+b,

Y1(x) = cpa(x) +dy Ua(x) = cp1(x) + da.
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3 Gini és Stolarsky kozepek

Az invariancia egyenlet azon eseteit targyaljuk, melyekben az el6fordul6
kozepek mindegyike Gini vagy Stolarsky kozép. El6szor dtfogalmazzuk az
invariancia egyenlet (4) alatti dltaldnos alakjat:

Lemma. (Bajiak—Péles [8]) Legyenek M,N : R2 — R, homogén (szim-
metrikus) szigori kozepek. Ekkor ezen két kozéep M @ N Gauss kompozi-
cidja szintén homogén (szimmetrikus). Tovdbbd, ha K : R2 — R, homogén
szigori kozép, akkor K = M ® N - azaz teljesiil a

K(x,y) = K(M(x,y),N(x,y))  (x,y €Ry)
invariancia egyenlet - pontosan akkor, ha az
Fxmunw) :=InK(M(e",e™),N(e",e™)) — In K(e",e™) (ueR)
mddon értelmezett Fgyy : R — R egyvdltozos fiiggvény azonosan eltiinik
az egész szamegyenesen. Abban az esetben, ha K, M, N analitikus fiiggvé-
nyek, akkor Fy yn szintén analitikus és pontosan akkor tinik el az egész
szdmegyenesen, ha minden k € N esetén
(k) —
Fyyn©0 =0.

Ha még ezen feliil M, N és K szimmetrikus szigoru kozepek, akkor az Fx yn
fiiggvény pdros, és pontosan akkor tiinik el az egész szamegyenesen, ha a
fenti derivdltak eltiinnek minden pdros k esetén.

Ha r és s két kiilonboz6 valds paraméter és p egy Borel valdsziniiségi
mérték a [0, 1] intervallumon, akkor az
1 =+
[ ('Y dutt)
0
Mr,s,y(X, y) = ]
[ ey =) du)
0

modon értelmezett kétvaltozds kozép a Gini és a Stolarsky kozepek kozos

altalanositdsa. Amennyiben a y mérték megegyezik a 6";‘51 mértékkel (ahol
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0y az x pontba koncentralt Dirac mértéket jeloli), akkor a fenti kozép a G,
Gini kozepet adja, illetve ha u a Lebesgue-mérték, akkor pedig az S, Sto-
larsky kozepet kapjuk. Ez azt jelenti, hogy az éltalunk vizsgélt hat invarian-
cia egyenlet tekinthet6 az

qu(Mabu(-x .’/) Mcdv(-x !/)) - qu(x y) (-x’.l/ € R+)

egyenlet hat kiilonb6z6 specidlis esetének, ahol u, v és « vagy a [0, 1] inter-
vallumon értelmezett Lebesgue mértékkel, vagy a =5+ 6O+5‘ mértékkel egyenldk.
A lemma alapjén az invariancia egyenlet pontosan akkor teljesiil, ha minden
u € R esetén

FMp,q.K,Ma,b,paMc,d,v(u) :=In (Mp,q,K(Ma,b,;z (eu, e—u)’ Mc,d,v(euv e—u)))
—In(Mp4.(e",e™)) =
azaz
(k) _
Mp,q,kaMa,h,u cdv( )

minden k € N-re.
Ahhoz, hogy az M, , kozé€p egy, a szdmoldsok sordn hasznélhatobb
alakjat megkapjuk, értelmezziik az

© ok
L,(z):=1In (Z E’uk]

k=0

fliggvényt, ahol y a u mertek k-adik centrdlt momentumadt jeloli. Feltéve,
hogy u szimmetrikus az 2 -re, pok-1 = O minden k € N esetén. Az L,
fiiggvény segitségével az M, s, kozép fenti alakja a kovetkezd formaban is
irhaté:

Lemma. (Bajak—Péles [8]) Legyenek r, s € R és u egy Borel valosziniiségi
mérték a [0, 1] intervallumon. Ekkor

M., (x,y) = exp (M:’W(ln x,Iny)) (x,y €RY),
ahol M?:, , : R2 — R, a kovetkezd médon értelmezett:

AT
uto Ly (r(u —v)) = Ly(s(u — v))

2 r—s

rs,u(u ) =
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s

Hogy a szdmoldsokat tovabb egyszerdisitsiik, megadjuk az M, ;, kozép
egy approximécidjit. Ha m € N és u egy Borel valdszintiségi mérték, akkor
legyen

m i
Lym(z) == In [Z %/Jk} (z€R),
k=0 "

valamint r, s € R esetén legyen

Mr,s,,u;m(x’ !/) = exp (M:s,'u;m(ln X, ln y)) ('x’ y € R-F)?

ahol M7, .., R2 — R, a kovetkezé mddon értelmezett:
u-+v Ly;m(r(u - U)) - Lﬂ;m(s(u - U))
M;"s’ﬂ;m(u, v) = + .

2 r—s

Az aldbbi lemma azt 4llitja, hogy a magasabbrendi derivéltak szdmoldsa
soran az M, , és L, fliggvények helyett dolgozhatunk az M, .., €s L.
csonkitott fiiggvényekkel.

Lemma. (Bajadk—Péles [8]) Legyen u egy Borel valésziniiségi mérték. Ekkor
minden olyan m,i € Ny esetén, melyekre i < m, teljesiil, hogy

(L (0)) = (L{,(0)).
Tovdabbd, minden r,s € R és m,i, j € Ny esetén, melyekre i + j < m, igaz,

hogy
8104M 5, (1, 1) = 8,05M 5 1im(1, 1).

A lemma azonnali kovetkezményeként kapjuk, hogy a szdmitdsainkban

k < m esetén az F ;’;) . ... derivdltak O-beli értéke helyett haszndl-
p.g.koabpsted,y

hatjuk az F 511/(1) derivéltak O-beli értékét.

Psq.kim ,Ma,b,y;m »M(',d,v;m

Kovetkezmény. (Bajak—Pales [8]) Legyenek a,b,c,d,p,q € R és u, v,k a
[0, 1] intervallumon értelmezett Borel valosziniiségi mértékek. Ekkor min-
den k,m € Ny esetén, melyekre k < m, teljesiil, hogy

F 0) = F\

M[),q,KaMﬂ,b,/,l st:,tLv P.g.k;m aMa,h,,u;m ’Mc,d,v;m

0).
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Tehat az invariancia egyenletek megolddsa sordn elegendd a fenti feltéte-
leket vizsgdlni. Mindegyik egyenlet tekinthet$ az

F Mp,q,k:ksMaAh,,u;kaMc,d,v;k(u) =
M;,q,k;k(MZ,b,y;k(u’ —u), M:,d,v;k(u’ _u)) - M;;,q,K;k(u’ —u) =0
egyenlet megfelels specidlis esetének.
A fenti médszer alapjan, a Maple komputeralgebra rendszer segitségével
megadjuk a Gini illetve Stolarsky kézepekre vonatkozé invariancia egyen-
letek megoldéasat. A kovetkezd tétel azt az esetet targyalja, amikor az egyen-

letben el6fordulé harom k6zEép mindegyike Gini kézép, melyeknek paramé-
terei kiilonbozéek is lehetnek.

Tétel. (Bajak—Pales [6]) Legyenek a,b,c,d, p,q € R. Ekkor a
Gpg(Gap(x,y), Gea(x,y) = Gpglx,y)  (x,y €RY)

invariancia egyenlet pontosan akkor teljesiil, ha a kovetkezd esetek valame-
lyike fenndll:
(i)a+b =c+d = p+q =0, azaz mindhdrom kozép megegyezik a
geometriai kozéppel;
(ii) {a,b} = {c,d} = {p, q}, azaz a hdarom kdzép egyenld;
(iii) {a,b} = {—c,—d} és p + q =0, azaz G, 4 a geometriai kozép és G, p =
G_c-a;
(iv) léteznek u,v € R gy, hogy {a,b} = {u +v,v}, {c,d} = {u —v,—-v} és
{p,q} = {u,0} (ebben az esetben G, , hatvdanykozép);
(v) létezik w € R gy, hogy {a,b} = {(Bw,w}, c +d = 0 és {p, q} = {2w, 0}
(ekkor G, 4 hatvdinykozép és G.q a geometriai kézép);
(vi) létezik w € R 1igy, hogy a+ b = 0, {c,d} = {3w,w} és {p, q} = {2w,0}
(ekkor G, 4 hatvdnykozép és Gy, a geometriai kozép).

Az alabbi tételben megadjuk a Stolarsky kozepekre vonatkoz6 invarian-
cia egyenlet megoldasat.

Tétel. (Bajak—Péles [7]) Legyenek a, b, c,d, p,q € R. Ekkor az
Sp,q(Sa,b()Q y)’ SC,d(x’ y)) = Sp,q(x’ y) (xs y € IRi—)

invariancia egyenlet pontosan akkor teljesiil, ha a kovetkezd esetek valame-
lyike fenndll:
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(i) a+b =c+d = p+q =0, azaz mindhdrom kozép megegyezik a
geometriai kozéppel;
(ii) {a,b} = {c,d} = {p, q}, azaz a hdarom kdzép egyenld;
(iii) {a,b} = {—c,—d} és p+q =0, azaz S , 4 a geometriai kizép és S ,p =
S_c—a-

A kovetkezd tételekben jellemezziik a vegyes egyenleteket, azaz azokat
az eseteket, amikor a kdzepek Gini és Stolarsky kdzepek is lehetnek.

Tétel. (Bajak—Péles [8]) Legyenek a, b, c,d, p,q € R. Ekkor a
Gp,q(S d,b(x9 y)’ GC,d(-x9 y)) = Gp,q(x’ !/) (-x’ y € IR+)

invariancia egyenlet pontosan akkor teljesiil, ha a kovetkezd esetek valame-
lyike fenndll:

(i) a+b =c+d = p+q =0, azaz mindhdrom kozép megegyezik a
geometriai kozéppel;

(ii) létezik w € R iigy, hogy {a, b} = {w, 2w} és {c,d} = {p, q} = {0, w}, azaz
a hdarom kozép egyenld, és megegyeznek a w paraméterii hatvdanykozép-
pel;

(iii) létezik w € R 1igy, hogy {a, b} = {w, 2w}, {c,d} = {0,-w} és p+ g =0,
azaz Gp 4 a geometriai kozép és az S 4, és G —q kozepek egyenldk, és
megegyeznek a w paraméterii hatvdanykozéppel;

(iv) létezik w € R 1igy, hogy a + b = 0, {c,d} = {(Bw, w} és {p, q} = {2w,0}
(ekkor G, 4 hatvdnykozép és S . a geometriai kozép);

(v) létezik w € R 1igy, hogy {a, b} = {w, 2w}, {c,d} = {-w, 2w} és {p,q} =
{0, —w}, azaz S 4, a w paraméterii hatvdanykézép és G 4 a —w paramé-
teril hatvdnykozép.

Tétel. (Bajak—Pales [8]) Legyenek a,b,c,d, p,q € R. Ekkor a
Gp,q(Sa,b(x’ y)’ SC,d(x7 !/)) = Gp,q(xa y) (xy y € R+)

invariancia egyenlet pontosan akkor teljesiil, ha a kdvetkezd esetke valame-
lyike fenndll:
(i) a+b =c+d = p+q = 0, azaz mindhdrom kozép megegyezik a
geometriai kozéppel;
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(ii) létezik w € R gy, hogy {a, b} = {c,d} = {w, 2w} és {p, q} = {0, w}, azaz
a hdarom kozép egyenld, és megegyeznek a w paraméterii hatvdnykozép-
pel;

(iii) {a,b} = {—c,—d} és p+ q = 0, azaz G 4 a geometriai kizép és S . =
S_c—-a-

Tétel. (Bajak—Pales [8]) Legyenek a,b,c,d, p,q € R. Ekkor az
Sp,q(Ga,b(x, y)’ GC,d(x’ y)) = Sp,q(xa y) (x7 Yy € R+)

invariancia egyenlet pontosan akkor teljesiil, ha a kovetkezd esetek valame-
lyike fenndll:
(i) a+b =c+d = p+q =0, azaz mindhdrom kozép megegyezik a
geometriai kozéppel;

(ii) létezik w € R 1igy, hogy {a, b} = {c,d} = {0,w} és {p, q} = {w, 2w}, azaz
a hdarom kozép egyenld, és megegyeznek a w paraméterii hatvdanykozép-
pel;

(iii) {a,b} = {—c,—d} és p+q =0, azaz S ;4 a geometriai kozép és G, =
G—C,—d;

(iv) létezik w € R dgy, hogy {a, b} = {w, 3w}, {p,q} = 2w, 4w} és c+d =0,
azaz G¢q a geometriai kozép és S , 4 a 2w paraméterii hatvdnykézép;

(v) létezik w € R dgy, hogy {c,d} = {w, 3w}, {p,q} = 2w, 4w} ésa+b =0,
azaz Gqp a geometriai kozép és S p 4 a 2w paraméterii hatvdanykdzép.

Tétel. (Bajak—Pales [8]) Legyenek a, b, c,d, p,q € R. Ekkor az
Spa(Gap(X,y), S calx,y) = Spg(x,y)  (xy €Ry)

invariancia egyenlet pontosan akkor teljesiil, ha a kovetkezd esetek valame-
lyike fenndll:
(i)a+b =c+d = p+q =0, azaz mindhdrom kozép megegyezik a
geometriai kozéppel;

(ii) létezik w € R ugy, hogy {a, b} = {0,w} és {c,d} = {p, q} = {w, 2w}, azaz
a hdrom kozép egyenld, és megegyeznek a w paraméterii hatvdanykozép-
pel;

(iii) létezik w € R gy, hogy {a, b} = {0, w}, {—c, —d} = {w,2w} és p+q = 0,
azaz S p 4 a geometriai kozép és a Guyp, és S _._q kozepek egyenldk és
megegyeznek a w paraméterii hatvdanykozéppel;
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(iv) létezik w € R igy, hogy {a, b} = {w, 3w}, {p,q} = 2w, 4w} ésc+d =0,
azaz S cq a geometriai kozép és S p 4 a 2w paraméterii hatvdanykdzép;

(v) létezik w € R 1igy, hogy {a, b} = {w, 2w}, {c,d} = {-w, 2w} és {p,q} =
{w, 2w}, azaz S ¢ 4 a —w paraméterii hatvanykozép és S , 4 a w paramé-
terii hatvdanykozép.
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