il
F LT,
‘i',ﬁ'f-““"ff%l

Kur 3

o

el e, A
i [

i1

Vizsgalatok specialis Finsler-terekben

Investigations in special Finsler spaces

doktori (Ph.D.) értekezés tézisei

Szilagyi Brigitta

Debreceni Egyetem
Természettudomanyi Kar
Debrecen, 2004



Tartalomgjegyzék Contents

A szerz6 publikacioi

TEZISEK
REFERALT FOLYOIRATBAN MEGJELENT DOLGOZATOK AZ ERTEKEZES
Bevezetés 1 TEMAKOREBEN
1. Alapvetd fogalmak és allitasok 3
o . . [BOSZ| S. Bacso, A. Orosz, B. Szilagyi: On the rectifiability condition
2. A kozons?ges Ta}so‘dzendu differencidlegyenletek of a second order ordinary differential equation, Acta Math. Acad.
kiegyenesithet&ségérol 8 Ped. Nyiregyhaza, (2001), 127-129.
3. Gyengén Berwald Finsler-terek 12 [BSZ] S. Bacso, B. Szilagyi: On a weakly-Berwald Finlser space of
Kropina type, Mathematica Pannonica 13/1, (2002), 91-95.
4. Eltiin6 Douglas-tenzori Wagner-terek 15
. B [Szi1] B. Szilagyi: Some problems in Wagner spaces with vanishing
5. *P Finsler-terek Randers-cseréje 17 Douglas tensors, Periodica Polytechnica, Mechanical Engineering,
47/1, (2003), 75-80.
[Szi2| B. Szilagyi: Projective Randers change of * P-Finsler spaces,
Acta Univ. Palack. Olomounc, Fac. Rerum Natur. Math. 42,
THESIS (2003), 105-109.
. [BGYPSZ| S. Bécso, E. Gyongyési, 1. Papp, B. Szilagyi: On some special
Introduction 21 Finsler metrics in psychometry, Acta Acad. Paed. Agriensis,
. . Sectio Matematicae, (2003), 30. 23-30.
1. Some important notations and theorems 22

2. On the rectificability condition of a second order

ordinary differential equation 27 ELOADASOK AZ ERTEKEZES TEMAKOREBEN
3. Weakly Berwald Finsler spaces 31
Colloquium on Differential Geometry, Debrecen, 2000. jalius 25-30.
4. Wagner spaces with vanishing Douglas tensor 34 Wagner spaces with vanishing Douglas tensor (poszter szekcio)
5. Projective Randers change of *P-Finsler spaces 36 Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Matematika Intézet

Geometria Tanszékének szeminariuma, 2002. november 5. és 2002. november 12.
Specidlis Finsler-terek (el6adas)

Hivatkozasok 41
Colloquium on Differential Geometry, Debrecen, 2003. augusztus 25-29.

A szerzd publikacioi 45 Projective Randers change of * P-Finsler spaces (el6adas)



44

Hivatkozdsok

[She3|

[Shil]

[Szi1]

[Szi2|

[T]

[W1]

[W2]

[We]

J. L. Synge: A generalization of the Riemannian line-element,
Trans. Amer. Math. Soc. 27, (1925)

Z. Shen: Differential geometriy of spray and Finsler spaces, Kluwer
Academic Press, (2001)

C. Shibata: On Finlser spaces with Kropina metric, Rep. on Math.
Phys. 13, (1978), 117-128.

B. Szilagyi: Some problems in Wagner spaces with vanishing Doug-
las tensors, Periodica Polytechnica, Mechanical Engineering, 47/1,
(2003), 75-80.

B. Szilagyi: Projective Randers change of * P-Finsler spaces, Acta
Univ. Palack. Olomounc, Fac. Rerum Natur. Math. 42, (2003), 105-
109.

J. H. Taylor: A generalization of Levi—Civita’s parallelism and the
Frenet formulas, Trans. Amer. Soc. 27, (1925), 246-264.

V. V. Wagner: Uber Berwaldsche Riume, Rec. Math. (Mat. Sb.)
(2)3, (1938), 655-662.

V. V. Wagner: On generalized Berwald spaces, C. R. (Doklady)
Acad. Sci. URSS 39, (1943), 3-5.

H. Weyl: Zur Infinitesimalgeometrie, Gottinger Nachrichten,
(1921), 99-112.

Bevezetés

Bar az altalanositott metrikus differencidlgeometriai — késébb Finsler —
tér fogalmat Riemann [R| 1854-ben vetette fel abban a hires habilitacios
el6adasaban, amelyben az n-dimenzids tér metrizalhatosaganak kiillonb6z6
modozatait vizsgalta, a Finsler-geometria szamos, figyelemre mélto ered-
ménye az utobbi évtizedekben sziiletett meg. Riemann a f6 hangsilyt arra
a metrikara helyezte, amely egy pozitiv definit kvadratikus forma négy-
zetgyokeként all els, de lehetséges altalanositasképpen megemlitette azt a
metrikat is, amit ma Finsler-metrikaként ismeriink.

A Finsler-téren lényegében minden pont érintGterében egy-egy altalanosi-
tott normafiiggvény van megadva, amely nem sziikségképpen szarmazik bels
szorzatbol. Meglep6 modon a Riemann-tér ilyenfajta altalanositésa t6bb,
mint hatvan évre feledésbe meriilt. Riemann maga, bonyolultsigra hi-
vatkozva vetette el az  ekkor még ,Altalanositott metrikAnak” nevezett
1) lehetdséget.

Az elsG fontos eredmény ebben a témakorben Paul Finsler [F1] 1918-
ban megjelent dolgozata (innen szarmazik a Finsler-tér elnevezés is, amelyet
1927-ben J. H. Taylor vezetett be). Finslert a tanara, Carathéodory al-
tal bevezetett és a varidcidszamitas paraméteres problémainak megoldasara
alkalmazhat6 0j geometriai mddszerek ihlették, amelyek alapjaként az in-
dikatrix fogalma szolgalt. 1925-ben J. H. Taylor [T], J. L. Synge [S] és L.
Berwald [B1], |B2| szinte egyidejtileg kezdte el az elméletnek a tenzoranalizis
eszkozeivel valo vizsgalatat. Els6dleges céljuk a tér geometrizdlasa, azaz a
metrikaval Gsszhangban 1év6 parhuzamossag fogalom, illetve derivalési kalku-
lus kiépitése volt.

Varatlan és 4j fordulat ment végbe a Finsler-elmélet fejlédésében 1934-
ben, amit E. Cartannak [C1] a Finsler-terekr6l megjelent értekezése idézett
el6. Cartan elmélete egy specialis megkozelitésen alapult: olyan teret te-
kintett, amely nem pontokbdl, hanem tin. vonalelemekbdl all. Ezen a téren
méar meg lehet adni olyan konnexiéparamétereket és igy kovarians derivalast
is, amely hasonlit a Riemann-terek elméletébél ismertekhez. (Példaul igaz
a Ricci-lemma, amely a metrikus tenzor kovarians derivaltjanak eltinését
koveteli meg és amelyik nem teljesiil, ha a teret ponttérként kezeljiik.) Bi-
zonyos analogidkra alapozva sikeriilt meghatarozni e geometria jellemzé ten-
zorat, Osszefiiggési egyiitthatoit, stb.. A Cartan-terek teljes invariansrend-
szerének kiszamitasat Rapcsdk Andras végezte el, pontosan leirva azokat
a tenzorokat, illetve vektorokat, amelyeknek, illetve amelyek kovaridns de-
rivaltjainak fiiggvényeként minden més tenzori differencidlinvarians elal-
lithato. Sokan tekintették ugy, hogy az elmélet fejlédése ezzel elérte cstics-
pontjat. Szamos fizikai probléma vizsgalata esetén azonban sokkal haszno-
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sabb, ha mégis ponttérnek tekintjiik a Finsler-teret, méasrészt a Cartan-
féle megkozelités jelentGsen csokkenti a Finsler-elmélet és a variacioszamitas
kapcsolatat.

A maésodik vilaghaborit kovetGen a Finsler-geometria egy 1j fejezete
kezd6dott H. Busemann [Bul| munkassagaval. Busemann célul tizte ki
a ,Finsler-geometria erdejének megtisztogatasat a tenzorok dzsungelétdl”,
tovabba hangsulyozta a Minkowski-geometria tanulmanyozasat a Finsler-
geometria minél gyorsabb fejlgdése érdekében [Bu2|, [Bu3].

Ekkor sziiletett meg a Finsler-geometria egyik kitiing monografiaja H.
Rund tollabél [Ru].

Maér e geometria kiépiilésekor is jol megfigyelhetd a meglévs geometriak-
ban fennallo Gsszefiiggések vizsgalata, altalanositasa. Onként kinalkozik az
a gondolat, hogy akar a tér metrikus jellegét szem el6tt tartva, akar arrol
lemondva foglalkozzunk a geodetikusok illetve a palyak elméletével. (E két,
Riemann-terek esetén szinonim fogalom altalanosabb terekben szétvalhat.)
A geodetikusok és a palyak illetve a geodetikus- és a palyatartd leképezések
vizsgéalata a Finsler-geometria barmely periodusiaban idészertinek bizonyult.
J. Douglas pontterek palyaira kidolgozott elméletét — melynek elsG Gssze-
foglalasa L. P. Eisenhart: "Non-Riemannian Geometry" [E| cimii kényvében
talalhato — Finsler-terekre Rapcsak Andras |Rap2|, [Rap3| altalanositotta,
aki a palyatarté leképezések szamos klasszikus eredményét adta meg. Nap-
jainkban (tobbek kozott) Makoto Matsumoto és Bacso Sandor publikacioi
vilagitjak meg 1j és 0j oldalrdl ezen leképezések tulajdonsagait.

Az utobbi évtizedekben a Finsler-geometriaban szamos figyelemre mélto
eredmény latott napvilagot, el6térbe keriilt a Finsler-terek kutatasa. A tel-
jesség igénye nélkiil alljon itt az ezid6tajt irodott, kivalo osszefoglalo, atte-
kint§ jellegli munkék, monografidk szerzGinek névsora, akiknek nevéhez egy-
egy iskola mikddése is kapcsolodik: M. Matsumoto [M2], S. S. Chern, D.
Bao, Z. Shen, [BCS], [She3|. A valés Finsler-metrikakat vizsgal6 irasok mel-
lett megsziilettek a komplex Finsler-metrikakkal foglalkozé tanulméanyok is
|AP].

A Finsler-geometria torténetét vizsgalva szembedtls, hogy méar a korai
eredmények alkalmazéasai is milyen hasznosnak bizonyultak a fizikiban. Az
alkalmazasok kore az utobbi idGében jelentGsen béviilt, a fizika, a biologia
mellé egyéb tudoméanyteriiletek is felsorakoztak [AIM], [AM].

A szerzé eredményeit — melyek részben a témavezetGvel, Bacsé San-
dorral kozos munka és tanulas termékei — az 5. fejezet tartalmazza.
Igy kiemeljiik a kozonséges méasodrendi differencialegyenletek "kiegyenesit-
hetGségét" és a kétdimenzios Douglas-terek geodetikusai kozotti kapcsolatot
taglalo; a Kropina tipust gyengén Berwald-terek létezését vizsgalo publika-
ciokat. Tovabba kiszamoltam a kétdimenzios Wagner-Douglas-terek fGskalar-
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jat és tanulményoztam *P-Finsler-terek Randers-transzformécioit. Ered-
ményeimet a [BOSZ|, |BSZ|, [Szil|, [Szi2|, [BGYPSZ| dolgozatokban jelen-
tettem meg.

1. Alapveté fogalmak és allitasok

Legyen M egy n-dimenzios differencialhato sokasag és L(x,y) egy valos
fiiggvény M érintGterén, TM-en. Legyen 2 = 2i(t), a < t < b valamely ¢
gorbe egy U koordinatakornyezetbe esé szeletének az egyenlete. Ezen gorbe-
darab s ivhosszat a kovetkez6 integral adja meg:

b

5= /L(x(t),a’:(t))dt. (1.1)
Definici6: [AIM]| Egy a fenti ivhosszfogalommal ellatott M sokasagot egy
L alapfiiggvényt, n-dimenzios Finsler-térnek mondunk, ha L teljesiti az
alabbi feltételeket:

Differencialgeometriai céljaink érdekében fel kell tételezniink, hogy L

differencidlhaté x'-ben és 3-ben. Hacsak mas nem szerepel, legyen L mindig

C™-osztélyu.

Tovabba:

(1) Tetszoleges iranyitott gérbe ivhossza fiiggetlen a paraméter
megvalasztasatol, vagyis L els6foki pozitiv homogén y-ban.

(2) Az (1.1) egy regularis variacioszamitasi problémat eredményez, azaz a

O*F
= ——, F:=L%2 1.2
95 = Guigu / (1.2)

determinansa nem zérus.

(3) Tetszoleges @ € M pont T, M érintSterében van egy olyan T,M* tar-
tomany, amely rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsagokkal:
- L differencialhato y'-ben, ha y* € T, M*,
- T, M* nem tartalmazza a nullvektort,

- pozitivan kipszerid tartomany, tehat olyan nem nulla y € T,M*
érintGvektorokbol all, amelyekre py € T, M* tetszbleges p > 0 ese-
tén.
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Eképpen TM* := |J T.M* az L alapfiiggvény értelmezési tartoménya.
zeM

(4) Az L alapfiiggvény pozitiv értékid 7, M*-on.
Definici6: [AIM] Az s = f;L(x(t),a'c(t))dt ivhosszintegral extremélisait a
tér geodetikusainak nevezziik.

Egy Finsler-tér geodetikus gorbéinek differencidlegyenlet-rendszerét kano-
nikus paraméter esetén a kovetkezSképpen adhatjuk meg:
d*z’

ds?

+2G(2,dx/ds) = 0, (1.3)

ahol
PF(w,y) ;  OF(x,y)

dyior 7 D

2G; = gij(2,y)G'(x,y) = (1.4)

ahol F(z,y) = (L(z, y))2/2.

Ha a geodetikusok lokélisan felirhatok — 2/ = 2%(¢), ahol ¢ paraméter —
akkor az (1.3) differencialegyenlet
d*a’ Jdt?* 4 2G (x, da/dt) = y(t)da' /dt (1.5)
alakot 6lt, ahol

1. (62F(rny) 5 OF(z, y)) és

Glz,y) = 27 Ayidxk 4 Oxi

y(t) = (ds®/dt?)/(ds/dt) .
Definicié: [AIM], [She3| Tekintsik az F" = (M",L(z,y)) valamint az

Fr = (Ai"’,l_/(x,y)) kozos alapsokasagi Finsler-tereket. Ha az F™ tér min-
den geodetikusa egybeesik az F™ tér valamely geodetikuséval (mint ponthal-
mazzal) és forditva, akkor az L(x,y) — L(z,y) megfeleltetést projektivnak
nevezziik és azt mondjuk, hogy F™ projektiv F™-hez.

Legyen c : 2t = 2'(t) az M™ egy olyan gorbéje, amely kdzos geodetikusa
F™-nek és F"-nek. Ekkor c egyenletét F"-ben (1.5) szolgéltatja, mig F"-ben

d*a’ Jdt* 4+ 2G (v, da/dt) = F(t)dx' /dt
alakban irhat6. Ezért
2G" (v, dx /dt) — 2G(z, dz/dt) = (3(t) — (1)) dz’/dt .

Mivel a fenti egyenlGségnek barmely @ pontban és barmely dz/dt iranyban
teljesiilnie kell, igy igaz a kovetkezd tétel:
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1.1. Tétel: [K] Egy F" Finsler-tér projektiv egy I Finsler-térhez pontosan
akkor, ha létezik olyan p(x,y) elséfoki pozitiv homogén skalarmez6, amely
kielégiti a

G'(z,y) = G'(z,y) + plz,y)y’

egyenlGséget. A p(x,y) skaldrmez6t a projektiv transzfomacié projektiv fak-
toranak nevezziik.

A projektiv Finsler-geometria vizsgalataiban jelentGs szerepet kap a J.
Douglas altal bevezetett

Digy = Gy~ Grga /(0 + 1)~ {Cdi 4 (b g 0}/ + 1) (16)

tenzor [D| Megmutathaté, hogy a Douglas-tenzor invarians az L — L pro-
jektiv megfeleltetés esetén, azaz

i _ i
Dy, = Dij -

Létezik egy masik invarians is a projektiv megfeleltetéssel szemben, ame-
lyet Riemann-metrika esetén 1921-ben H. Weyl [We| vezetett be, s amely
késébb a Weyl-tenzor elnevezést kapta. E tenzor fogalmanak altalanositasa
Finsler-metrikak esetén J. Douglas [D] és L. Berwald [B3|, [B4], [B5| nevéhez
fliz6dik.

Komponensei

Wiy o= Ry + {y'Hj + 63 Hy — 0, H; } /(n+ 1) (1.7)

alakdak, ez a Weyl-féle torzio tenzor. Egy mésik invarians tenzor a
Wi = Hy o+ {0 Hjx + y' Hjpn + 6, H, — 0, Hin} /(n+1) . (1.8)
amelyet Weyl-féle projektiv gorbiileti tenzornak hivunk.

Ezen dolgozat tobb eredménye specidlis Finsler-terekben realizalodik,
ezért sziikségiink van a Berwald-, Wagner- és Douglas-terek fogalmanak is-
meretére.

Berwald 1928-as cikkében |B2] felsorol néhany specialis Finsler-tértipust,
ezek kozott emliti az affin Gsszefiiggs Finsler-tereket, amelyeket egy tenzor-
egyenlet segitségével mar korabbi munkajaban [B1] vizsgal. Béar az affin
Gsszefiiggs elnevezés magatol Berwaldtol ered, Wagner révén [W1| ezeket a
tereket Berwald-tereknek hivjuk.
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Definici6: [M2] Egy Finsler-teret Berwald-térnek neveziink, ha a Berwald
tipust konnexio Giy = 9;Nj = Fj, + Cjy' koefficiensei csak a hely fiigg-
vényei valamely koordinatarendszerben.

Igy a Berwald-tér BT Berwald-konnexi6ja hasonlit a linearis konnexithoz.
Ezesetben a geodetikusok (1.3) egyenlete

d*z'/ds® + G;!k(:r)(dxj/ds)(dzpk/ds) =0 (1.9)

alakban irhaté hasonléan a Riemann-térbeli esethez. Mivel 8kGf”j = ijk ,
igy a definitiv tulajdonsag a kovetkezéképpen is megfogalmazhato:

1.2, Tétel: [C1], [B6] Egy Finsler-tér pontosan akkor Berwald-tér, ha a
Berwald-konnexié G (Gl,) hv-gérbiileti tenzora azonosan #ér6.

1943-ban V. V. Wagner [W2| altalanositotta a Berwald tér fogalmat és
az 0 tértipust altalanositott Berwald-térnek neveste el. Majd 1975-ben M.
Hashiguchi [H2| - a Finsler-geometria mai fogalom- és eszkzrendszerét alkal-
mazva — az itt emlitésre keriil§ definiciokat dolgozta ki és megadta annak
sziikséges feltételét, hogy egy Finsler-tér altalanositott Berwald-tér legyen.

Definiciok: [H2| Vegyiink egy n-dimenzios L(z,y) alapfiiggvénnyel ellatott
Finsler-teret. Ekkor egy adott T]?,c ferdeszimmetrikus, nulladfoka pozitiv
homogén Finsler-tenzormezd szamara egyértelmien létezik egy CT(T) =
(F,Z,j7 N, CJ’k) Finsler-konnexi6, amely teljesiti a kovetkezé négy axiomat:

(6’1) CT(T) metrikus: g;; =0 és gyle =0,
(év2) a D deflexi6 tenzormer§ eltiinik: Nj = ¢'Fj, ,

(C3) a T (h)h-torzi6 tenzormezs Tj, komponenseit az Fj, — Fp; = Ty,
kiilénbség adja,
(6’4) az S (v)v-torzi6 tenzormezd eltiinik, igy Cjk = C’,ij .

CT(T)-t &ltalanositott Cartan-konnexiénak hivjuk és koefficiensei a
kovetkez6képpen adodnak:

Ui =I5 = 9" Citm(Chir Aty — AGy) + Cin(CiR AR — AT+
+ Ol (G Ay — AGy) + Ay,
ahol (I, G}, Ciy) a Cartan-konnexi6 egyiitthatoi és

Tjikai]-k%»,I}k.i

Ay = 5

Investigations in special Finsler spaces 39

PROPOSITION 5.3 [Szi2] Let " be a *P-Finsler space and F™ an ar-
bitrary Finsler space. If there exists a projective Randers change L(x,y) =
L(z,y) + p(z,y), then we get the relation (5.12) for tensors Cyjy, Py and
Cijk-

From this PROPOSITION 5.3 follows that F™ is C-reducible, than F”
is C-reducible, too.

EXAMPLE

It well-known, that a Finsler space induced by a Funk metric is a *P-
Finsler space, where: P, = —KLCj, (K € RT) [She3|. If exists a pro-
jective Randers change between a * P-Finsler space induced by Funk metric,
and an arbitrary Finsler space, then this space necessarily is a P-reducible
Finsler space.
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Now we put that
Cijk-\o = R]k = )‘(I7 y)C’LJk ’

then we get

_ 7 1
Pijr = t\(z,y)Cijr, + %Cm + i(hi]‘qk + hjeqi + hiig;) - (5.9)

If F" is a *P-Finsler space then we get

Py — ——
* T

<t)\(37, y) + 72%) {(’ﬂ + 1)Cijk - (Ckh” + Czhjk + thkz)} .

(Pehij + Pihji + Pihyi) =
(5.10)

:n—i-l

Therefore from the structure of the equation (5.10) we have the following
theorem:

THEOREM 5.2 [S7i2] Let F™ * P-Finsler space and F™ an arbitrary Finsler
space. If there exists a projective Randers change L(z,y) = L(z,y) + p(x,y),
then we have a (5.10) for tensors P;j, and Cjy,.

By virtue of THEOREM 5.2 the above yields two corollaries:
(1) If F™ is a C-reducible space, then F™" is a P-reducible space.

(2) If F™ is a P-reducible space, then F" is a C-reducible space.

Next we are concerned with an assumption F™ is a * P-Finsler space, that
is Cijro = A(z,y)Ciji, . Consequently (5.6) gives

_ T 1
Mz, y)Cijr, = Py + 2—0201:]'1« + ﬁ(hiij + hjnGi + hiig;) (5.11)
Az, _ - - _
n(i?i) {(n+1)Cij — (Cihi + (Cihji + (Cihyi) } =
t
= n—H{(n + 1) Py, — (Pihy; + Phj, + Pjhki)}* (5.12)
700
— Q(n_‘r—l)L{(TL + 1)C7Jk - (Ckh,] + Oihjk + thki)} .

From (5.12) we obtain following
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Egy Finsler-teret &ltalanositott Berwald-térnek mondunk, ha az
altalanositott Cartan-konnexié bevezetheté oly modon, hogy az F;k
konnexiokomponensek csak a hely fiiggvényei.

Egy adott s (0),-homogén, kovaridns Finsler-vektormezs esetén

egyértelmtien létezik olyan WT'(s) = (Fj,, Ni, Ci,) Finsler-konnexi6, amely

kielégiti a (C"vl)7 (év’Q)7 (&) axiomakat és (6’3) helyett (CA‘E%*) teljesiil:
(év?)*) WT(s) ferdeszimmetrikus és s-re igaz a kovetkezs Gsszefiiggés:
F‘;k — Fg] = 5;Sk — (SZSJ‘ .
WT(s)-t Wagner-konnexionak nevezziik, komponenseit az
F;k = F;;c + LZ(S;kl + C;TILCI?})SZ + (yicjkl - ?/jcliz - ka;,)sl + C;kSO +
+gjns’ = 0is;
N = Gi - L2Cyst + yps' — Siso
e = (9709k)/2
egyenldségek szolgdltatjak, ahol s' = g"™s,, , so = siy', y; = gjy” & Siy
a Cartan tipust konnexié S? wv-gorbiileti tenzormez&jének komponensei.
Egy Finsler-teret Wagner-térnek neveziink, ha a WT'(s) Wagner-konnexio
bevezethetd ugy, hogy az Fj‘k egyiitthatok csak a hely fiiggvényei.

Az Euler-egyenletet alapul véve, a megfelel§ atalakitasok utan az ivhossz-
integral extremalisaira az

i3 — i3 4+ 2DV (2,3) =0 (1.10)
differencialegyenletek adodnak, ahol
DY(z,y) = G'(z,y)y’ — G'(z,y)y" . (1.11)

Definici6: [BM1] Egy Finsler-teret Douglas-térnek neveziink, ha a (1.11)-
beli fiiggvényrendszer 3'-ben harmadfoki pozitiv homogén.

Masrészt az elébbi definicié implikalja, hogy egy Finsler-tér pontosan
akkor Douglas tipust, ha

Dy = 0p0;0:04(G'y™ — G™y') = 0.

1.3. Tétel: [BM1| Egy Finsler-tér akkor és csakis akkor Douglas tipust, ha
Douglas-tenzora azonosan zérus.
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2. A kozonséges masodrendii differenciilegyen-
letek kiegyenesithet&ségérol

A sikprojektiv terek olyan affin palyaterek, amelyeknek palyai egyene-
sek. Ha azt kérdezziik: melyek azok a Finsler-terek, amelyek sikprojektiv
térre pélyatartoan leképezhetGk, akkor Hilbert negyedik probléméjat fogal-
maztuk meg: melyek azok az alapfiiggvények, amelyeknek extremalis serege
egyenesekbdl all [Hil|.

Definicio: [AIM| Egy Finsler-teret egyenes geodetikusokkal rendelkezének
vagy sikprojektivnek mondunk, ha az alapsokasag lefedhetd olyan koordina-
takornyezetekkel, amelyekben minden geodetikus reprezentalhat6 n darab
2’ =) +ta’ t paraméteres linearis egyenlettel.

Jol ismert, hogy egy lokalisan Minkowski-tér adaptalt koordinatarend-
szerének értelmezési tartoméanya altal az alapsokasag egy olyan lefedését
kapjuk, amelyben az alapfiiggvény csak 7' fiiggvénye. Ekkor a G’ mennyi-
ségek eltiinnek és a geodetikusok (1.3) egyenlete d?z/ds? = O-ra redukilodik,
azaz a geodetikusok ,kiegyenesitheték”. Ezek szerint barmely sikprojektiv
Finsler-tér projektiv egy lokalisan Minkowski-térhez.

Sajnos a sikprojektiv tér létezéséhez sziikséges eltiing Weyl-tenzor illetve
kétdimenzios esetben a K gorbiileti tenzor (amelynek komponensei Rund ti-
pusii konnexié esetén Kj . = Rj, — C} Rj,) a szamitasok szempontjabol
rendkiviil nehézkes és hosszadalmas. Igy az alkalmazéasok szempontjabol
fontos, hogy lényegesen konnyebben szdmithato tenzorokat talaljunk a méar
emlitettek helyett. Ezek az 0] tenzorok — amelyeket Bécso Sandor és Makoto
Matsumoto vezetett be — az in. Q-invariansok segitségével adodnak. Te-
kintsiik az F" = (M™, L(z,y)) — Fno= (M™, L(z, y)) projektiv megfelel-
tetést, amely mellett valtozatlanul maradnak a kévetkez6 projektiv invarian-
sok:

1
Q%invarians: Q" = G" — Gy",
n+1
. 1
Q'-invarians: Q! = 9,Q" = G — 7(Giyh + Gézh) ,
n+1
Q*invarians: QY = 0;Q! = Gl — n—H(Gijyh +Gid) + Gyl

ahol G = G:, Gz = G:z és Gij = G:”
esetén.
A Q%invarians kielégiti a kovetkezé fontos azonossagokat:

h h v
Qij = &ji» rj — 0. (2-1)

a hv-Ricci-tenzor Berwald-konnexio
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The transformation of the tensor P, under a projective Randers
change

The transformation of (v)hv-torsion tensor P, = Cjjrjo has been studied
by M. Matsumoto [M20]. He considered: The (v)hv-torsion tensor P =
Cijkjo of F™ is transformed to Py, = Cyjro of the form (5.6) by projective
Randers change [ — ™.

To0 1
Cijkjo = tCijrpo + ﬁcijk t3r (hijar + hjras + hirg;) (5.6)

where

QCz'jk = agij/aykv

hij = g — Ll
QG = Tok — @Jr{kar (A +t)l}
2L ’
1
rij = 5(0pi+0ipj) = prkT;
L
= 7.

We assume that

Cz‘jk\o = Pijk = )\(% y)cijk and
Cijkjo = Pijr = M, y)Ciji »

that is ™ and F™ are *P Finsler spaces. Then we have

T 1
M, y)Cijr, = (t/\(l',y) + 2—°£> Cij + i(hi]’Qk + hjigi + hiigy) - (5.7)

From this equation we get the following equation
Az, 1 ~ - - -
( 7/) [(n + I)Cijk - (C}le + Czhm + C7hk1)} =

n+1 . (5.8)
(A@.9) + ) [0+ DCiix = (Cuiy + Citge + Cyhi)]

T+l
From (5.8) we get the following
THEOREM 5.1 [Szi2] Let F" = (M", L(z,y)) and F* = (M™, L(z,y)) be

*P-Finsler spaces. If there exists a projective Randers change between F™
and F™, then F™ is C-reducible if and only if '™ C-reducible, too.
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5 Projective Randers change of *P-Finsler
spaces

In this chapter we are getting familiar with new special type of Finsler
spaces this so called *P-Finsler space introduced by H. Izumi, but first we
need to introduce a few definitions.

Definition [M2] A Finsler space of dimension n > 2 is called C-reducible,
if the C-tensor (Cyjx = $0kg;;) is written in the form

1
Cijk = m (hzgck + }I,iij + thCl) ) (51)
where Ol = Cijkgjk s hij = 0ij — lll] and ll = &L

Definition [MS], [M21] A Finsler space of dimension n > 3 is called P-
reducible, if the (v)hv-torsion tensor of CT is written in the form

Pk = Cijrpo (5.2)
or
1
Pijr = o (hijCrio + hjrCijo + hiiCjpo) - (5.3)

Definition [Iz1], [Iz2] If a Finsler space satisfies the condition
Py = M, y)Cijk (5.4)
the space is called a * P-Finsler space.
Definition [M20|, [HI3| A change of Finsler metric
F" = (M", L(z,y)) — F" = (M", L(z,y)) (5.5)

is called Randers change, if L(x,y) = L(z,y)+p(x, y), where p(z,y) = p;(z)y’
is a differential one-form on M™.

The change is projective if and only if p;(z) is locally a gradient vector
field.

The notion of a Randers change has been proposed by M. Matsumoto,
named by Hashiguchi and Ichijyo. According to Hashiguchi-Ichijyo [HI3|, a
Randers change is projective, if and only if s;; = (p;;; — p;ii)/2 = 0, that is
pi(z) is locally a gradient vector field and symbols ";" mean the covariant
derivatives in F™ with respect to Berwald connection.
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Masrészt a Q*-invariansbél egyszertien szarmaztathato a
Dz‘hjk = 3kQ?} (2.2)
Douglas-tenzor és egy tijabb Q*-invarians tenzor:
bk = 0k Qi + QL Q% — 0 Qi — Q@0 (2.3)

ahol 6,Q% = 0, Q" — (&QZ‘)GZ :

A @Q*-invariansra fennall a

Osszefiiggés.

fey a Qij = Qi Ricel tipusii tenzor segitségével két, a projektiv Finsler-
geometria elméletében (az alkalmazasok terén) jelentds tenzort allitanak elg
a szerz6k [BM3]-ban:

1
p— (8" Qi — 64 Qi5) (2.5)

I%-tenzor: Tk = 0,Qij + Qf, Qi — 6;Qir — Qi Qrj . (2.6)

1 . h h
II'-tenzor: 1L} = Qjf, +

Ezéltal a sikprojektiv térre egy — a definiciobelihez képest — 1j karakter-
izal6 tulajdonsagot is ismeriink:

2.1. Tétel: [BM3] Egy F™ Finsler-tér pontosan akkor sikprojektiv, ha az
Douglas-tér és teljesiil a

(1) n>2: H?jk:[] vagy (2) n=2: ILj=0
feltétel.

A koordinatatranszformaciok vizsgalatat megkdnnyiti, hogy a Q? inva-
riansok altal meghatarozott I1' és II? tenzorok csak a hely fiiggvényei egy
Douglas-térben. Igy elegendé csak az (z') — (#) koordinatatranszformaciot
tekinteni. Ennek kapcsan a masodrendii kozonséges differencidlegyenletek
megoldasainak ,kiegyenesithet&ségére” jol kezelhets, sziigséges és elegendd
feltételek adhatok kétdimenzioban [BM3].

V. L Arnold a differecidlegyenletek geometriai tartalmat vizsgalo
konyvében részletesen elemzi a

&y/dz® = (x,y,dy/dx)
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masodrendi egyenletet. Tobbek kozott azt a kérdést boncolgatja, hogy
az egyenlet altal az (x,y) sikon megadott kétparaméteres gorbesereg
kiegyenesithetd-e (4ttranszformalhato-e egyenessereggé) a sik egy alkalmas
diffeomorfizmuséval.

Tekintsiink most egy n-dimenziés Finsler-teret! Ennek geodetikusait a
mar emlitett

d’z'jdt* = —2G (z, @)

differencialegyenletek szolgaltatjak. A fenti egyenlet integralgorbéit palyak-
nak nevezziik. |AIM|-bol ismert, hogy ezek az egyenletek a P™ palyateret
implikaljak, amely projektiv az F™ Finsler-térhez, ha P" egy palyaja
geodetikus gorbéje F™-nek és forditva.

Alkalmazva a mar emlitett eredményeket sikeriilt kiszamitanunk az alab-
biakat:

2.2. TETEL: [BOSZ] Douglas-térben a Ty, és Ily, komponensek a
kévetkezbképpen allithatok eld:

_ Pflry) | 20%(xry) 1 9g(x,y) Oz, y)
My = — 0,2 3 o0y gg(fal/) oy + flz,y) oy +
of(z,y) lf‘)zh(.r,y) 1 Oh(z,y)
+ h(z,y) oy 3 o T39@y)—g
COf(my) 2, / 2 , o
k(@)= = 5207 (@ Y@, y) + 39(2,y)k(, y)h(z, y)

_ %f(gp7 y)h(z,y)k(z,y);

(2.7)
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Theorem 4.1 [BM1] A two-dimensional Finsler space is a Douglas space, if
and only if the main scalar I satisfies the equation

6],1 +512;2+2112 (45)
where ]2 = 111;2 + 112.

Theorem 4.2 [M7] Two-dimensional Finsler space is a Wagner space if and
only if the following equations hold:

Iy =1I5s9, Iy = —I5(s1+ Isg)
and (4.6)
(51)2—52=0, (s2)2+s1+1s2=0,
(s1)1 =0, (s2)1=0.

Thus there arises an interesting question: Can we give the main scalar of
a Wagner space of Douglas type in an exact formula?

Further on we use the following results:

If F? is a n-dimensional, projectively flat Finsler space, then the v(h)-
torsion tensor VVZ; and the projective v(h)-curvature tensor DZk are zero
identically [B4].

It is a well-known result that the Douglas tensor and Weyl tensor vanish
identically in a projectively flat Finsler space [AIM].

M. Matsumoto proved [M18]: W} = 0 and D}, = 0 imply

(1) Hijx =0 and K;; =0, if the dimension is higher than two.
(2) The two-dimensional case: H,j, = 0, where
Hij, = akajf‘L + Gl - (4.7)
Let us consider a two-dimensional Wagner space with vanishing Douglas
tensor with the following assumption R = 0.
From R =0 we get H;, = 0.
In the case of n = 2, from the theorems above we have Gj;,; = 0.

If we use above results and the Bianchi identity, then the main scalar is
written as

—(2s1 + s2,1/82) £ \/45§ + 4518591 /52 + 83 ,/55 + 2453
- 482 ’

In general for the main scalar in (4.8), I # 0. Thus we have the following

(4.8)

THEOREM 4.3 [Szi1] The main scalar of a two-dimensional Wagner space
of Douglas type with the assumption R = 0 can be given in the formula (4.8).



34 Investigations in special Finsler spaces

Let €;; be an n x n type quadratic skew symmetric matrix, and z* denote
coordinates of a point.

We consider the following vector field b;(x) = Q27 + ¢; where ¢; are
constants. It is easy to understand, that in this special case V;b; + V;b; = 0
and V;b; — V;b; # 0. So a Kropina space, which is generated by b;(z) =
Qi;27 + ¢; is a weakly-Berwald space, and it is not Berwald space.

4 Wagner spaces with vanishing Douglas ten-
sor
It is natural to expect that Finsler spaces of low dimension have some
special properties, as it is so in the Riemannian case.
We study two-dimensional Finsler space and define a local field of or-

thonormal frame (I,m) called the Berwald frame. The vector fields (I, m) of
Berwald frame are given by

) 1 . .
ll:z@/l7 li=0L,
hi]' =emiym;, &= +1 5 (41)

m’ =0, mm'=c¢,

where h;; = LJ;0;L and ¢ = +1. (The sign ¢ is called the signature of F2.)
We obtain from (4.1):

9ij = le] + em;m; = 11[] + hLJ s
1
(ml;m?) = —=(=l,l), (4.2)

Vgl
(nllva) = \/‘a(_lzﬂll) s

g = det(g;5) = e(limo — lomq)* .
The C-tensor Cjj, is written using the frame (I,m) in the following formula
LCyji, = Imymymy, . (4.3)
The scalar field I is called the main scalar of F2.
In Chapter 5.3. of the thesis we give the main scalar function of a two-
dimensional Wagner space of Douglas type with zero scalar curvature.

In particular the Douglas tensor (ng) of a two-dimensional Finsler space
F? can be written in the form

3LD}y = —(611 + elyo + 21 L)m;l"mymy, . (4.4)
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_ 1g(zy) | 28Ph(x,y) 1 99(z,y) Ok(z,y)
Hmzi_g oy? +§ dxdy —gh(x,y) dy + Iy Ay +
f(x,y)  OPk(z,y) 2 Oh(x,y)
+ 2k(z,y) 9 92 +3h(x,y)7ax +
2, Oh(m,y) 4 o 2 oh(z,y)
+ k(@ y) == = 5=9(2,y)h (@, y) + Sh(z,y) =
1 Ok(ey) 1 dglay) 2 , .
39(-L7y) 5 3/@(179)—% gh(l,y)g(lvy)k(lwﬂ
2 2
+ g9 (@ y)k(z,y) -
(2.8)

Nézziink most néhény példat kétdimenzios, sikprojektiv Finsler-terekre!
Tegyiik fol, hogy F? (z,y) sikon megadott geodetikusainak differencial-
egyenlete az alabbi 6t osztaly valamelyikébe tartozik:

1) ' = flz.y);

2) v =99y + f(z,9);
(3) y" = k(z,y)(y)*;

(4) " =hz,y)(y)*;

Ekkor a IT tenzor komponensei rendre a kivetkezSképpen adddnak:

O f(x,y)
(1) Ty = T Iy, =0;
Pflry) | 20%g(xy) 1 dg(z,y)
2) Ty = — : 220 d) I d)
( ) 112 02 3 oydy 39(I7y) ay s
13%g(z,y)
a1 = 3 o
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_1Ph(z,y) _ Ph(z,y) Oh(z,y)
(4) Tyyp = 3 o2 IIp1o = W + h(z,y) or
2Pg(r.y) 1 9g(z,y) 10%g(z,y)
My = 22209/ 2 . =2\ d/
(5) n2 =3 910y 39(307 Y) dy ) 212 37 a2

Kévetkezésképpen, F2? akkor és csakis akkor sikprojektiv, ha az elsbbi f, g,
h és k fiiggvények rendre az alabbiak szerint irhatok:

(1) f(z,y) = A(z)y + B(=) ;
(2) f(z,y) = o1(2)y® + o2(2)y? + o3(x)y +0u(z) ,  g(z,y) = a(2)y + B(z) ;
(3) k(z,y) = Cly)z + D(y);

(4) h(x,y) = E(y)z+ F(y), ahol dE(y)/dy+ (E(y)+ F(y))E(y) =0;

(5) glosy) = 1@y +6(2), abol Zdr(a)de = 3 (2(x)y +8(e))(x) = 0.

3. Gyengén Berwald Finsler-terek

A dolgozat 5.2. fejezetében a Berwald-terek egy altalanositasaval is-
merkediink meg. Z. Shen monografidjaban taldlkozunk a weakly affin spray
fogalmaval:

Definici6: [She3| Egy sprayt weakly affin spraynek neveziink, ha a Gy =
Gy, (hv)-Ricei tenzor azonosan zérus, ahol a (hv) gorbiileti tenzor a
Berwald-konnexi6 koefficiensébdl Gy, = 8lGj.k formaban szarmaztathato.

Ez motivalt benniinket egy 1j, specialis Finsler-tér tipus bevezetésére:

DEFINICIO: |BSZ| Egy Finsler-teret gyengén Berwald térnek mondunk,
ha a (hv)-Ricci tenzor azonosan zér6.

Jol ismert, hogy Kropina-térben a G*(z,vy) fiiggvények

. . E, i 2F1 2F
ZG’:Féo(l‘)—Z(FU-‘r—ﬁ UO)y Rl (O‘ﬁ,"
v

2
alakban frhatok, ahol T';(z) az «a(z,y) Riemann-metrika Christoffel-
szimbolumait jeloli [M15], [Shil].

bi,
b2

23

+ EUO) (3.1)
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Consequently G, of (3.10) is written as

v . v 1, ; bi
Gi =V B+ Vi + 3 2o+ Ay (~Fi+ Figg ) +

(3.11)

1 ; b .
+ gBjkl (—Fé + FOﬁ) + (4, k, 1)

where (4, k,1) denotes the cyclic permutation of the indices (j, k,[) and

K, = b, +2ﬂ§§° :

Uy = —a(Ky'—265),

Vi = % |:<(bjak0 + brajo + Bajp)o® — %)yi + K;dj, + Kk‘;;} :
Zhy = #{ {bjakl - %(bjak[] + Baji)awn + W + .k, l)} Y+

4Ba0an0 . ; .
+ [Q(bjako + brajo + Bajr — %)5; + (4, k, l)} } ,

2 a;iob, + arob;  o®bby,
Ajk = B|:(ij ] ﬁ J -+ ﬁ;
2 2a 'Qbkb] avabkbl i
Bin = @( Jﬂ — apb — [;2 + (k1) ).

Therefore from the structure of the equations (3.9) and (3.11) we have
the following two theorems:

THEOREM 3.1 [BSZ| In a n-dimensional Kropina space if Ey; = 0 then
Gy = 0 holds good.

THEOREM 3.2 [BSZ| In a n-dimensional Kropina space if F}, is not equal
to zero, then the (hv)-curvature tensor Gy, is not necessarily equal to zero.

AN EXAMPLE FOR THE WEAKLY-BERWALD SPACE
We give a covariant vector field (bz(ac)) in an odd-dimensional Euclidean
space so that Ey; = 0 and Fy; # 0 hold good.
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We will use the following notations
Eij = (Vb +Vib)/2, (
Fyj= (Vb = Vibj) /2, (
Fj:aiTFrj; E:brﬂry Fi:airFrv (
bi=a"b,; b*=0"b,, (3.
Eoi=Eny"; Eoo=Esyy°, (
Fy=F'y; Fi=Fly, (

where V denotes the covariant derivation of the Levi-Civita connection of

a(z,y) and (a”) is the inverse matrix of matrix (a;;) and the transvection

by ¥’ is denoted by subscript 0.

Using of (3.1) we obtain
bjE()o + 25E]‘0 _ 2E00aj0} yz
2

7~ (@Faj +a?Fj) 5+

2G} =2l — 2 [FJ + - ~

o’ F, b;

b
+ |:(2F0[1j0 + aQFj)ﬁ — 7 + 2Ejo:| b_2 .

2 i
a’Fgb;
2

(3.8)

After contracting (3.8) by the indices ¢, j and differentiating this equation
by y*, y' we get the (hv)-Ricei tensor in the following form

2(n+1) bray + biago + Bag,  4Bagoa
G == a2b? B ( a? T ot Eoo
(3.9)
b, — 2 b —2
+ k afflko Ep+ ! afalo Ero — BER

If we differentiate the connection coefficients G, by y' we have the (hv)-
curvature tensor of Kropina type:

Gl =U}Eji + U By + ULEj; + Vi Ejo + ViiEro + Vj3Eio + Zig Eoo+

; bi ; bi
+ Aji (—Ez + Flb—z) + A (—F; + Fjb—Q) +

S b
+ A (—F,ﬁ + Fkb—2> + By (7Fg + Fobj) .
(3.10)
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Tovabba
Ez’j = (ij,‘ + Vibj)/Q s (3 2
Fy = (Vb = Vibj)/2, (33
F; =d"F;; F=bF; F=dF, (3.4
bi=a"b,; V¥ =10b,, (3.5
Eou=E.w"; Ew=FEyy, (3.6
Fo=Fy.; Fy=Fy", (3.7
amelyekben V a Levi-Civita konnexié szerinti kovaridns derivalasra utal,
(a) pedig az (a;;) matrix inverze.
Az (3.1) ismeretében adodik a
b]'Eoo + Q[J)EJO _ QEOUajO yl
o? at

2G;:2F%<—2{Fy+

bz‘
b

Oé2F0bj

azFébj
2 /82

+

+ |:(2F0a]'0 + (sz?])ﬁ — + ZE]0:|
(3.8)

Osszefiiggés, amelybdl az i és j indexekkel valo kontrahélas utan kapott kife-
jezést y* és y' szerint derivilva a (hv)-Ricci tenzor

G = — 2(";{21) _ <bkazo + bla?ko + Baw 4ﬁakf(1l0) Foot
b [0 (6%
(3.9)
b — 2fa b —2fa
L b 25 g azﬁ O BB,

alakban irhato.
Most mér a G, konnexiokoefficiensek kiszamolhatoak és a (hv)-gorbiileti
tenzor Kropina-tér esetén

Gy =U}Ejx + U Ex + ULEy; + ViiEjo + ViiEro + Vi Eio + ZigEoo+

. b : b

R b
+ A, (—F,ﬁ + Fkﬁ) + B (Jg + FDFZ)
(3.10)
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alakot 6lt, amely

v . v 1, ; b
GIM :U;E]‘k —+ szlEjO + gZ]l'klEOO -+ Ajk (—Flz -+ Fl*) +

J b2
(3.11)
1 ; b .
+ gBjkl —Iy+ Fob—Q + (4, k. 1)
formaban is irhato, ahol
Bajo
K; = —bj+2 a; ,
i 2 i i
Ujp = By —265),
i 4 5 dajoaro\ ’ ;
ij = W |:((bjakg + bka]-o + ,Gajk)az — Ja—4 Yy + Kjék + Kk5j
i 2 4 8Bajoaro . ;
Zi = W{ |:bjakl - ?(bjako + Baji)an + % +(J, Z)}Z/' +

4Ba;0a . .
+ |:2(bjak0 + brajo + Pajr — %)fﬁ + (4, K, 1)} } ,

2 aoby + arob;  obiby
O Bas il

2 QG'Ubkbl azbbkbl .
B — ﬁ( I g~ (kD))

fgy az (3.9) és (3.11) egyenletek struktirajat tekintve a kovetkezd két
tétel nyert igazolast:

3.1. TETEL: [BSZ] Egy n-dimenziés Kropina-térben, ha Ej; = 0, akkor
le =0.

3.2. TETEL: [BSZ] Egy n-dimenziés Kropina-térben, ha Fi; nem azonosan
zérus, akkor a G;‘kl (hv)-gorbiileti tenzor sem sziikségképpen zéré.

Az elébbi tételeket hasznalva egy konkrét példat adunk gyengén Berwald
tipusd Finsler-térre:
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_ 10h(z,y) _ O°h(z,y) oh(z,y) .
(4) Mo = T30 2T oy + h(z,y) or
20%g(z,y) 1 9g(z,y) 10%g(z,y)
5) My = -——2+ — = = gy = ——-—.
(5) T 3 Oxdy 3g(x, v) oy " 3 0y?

fla,y) = o1(@)y® + oo(2)y® + o3(x)y + ou(x) . glz,y) = a(z)y + B(z) ;
k

(4) h(z,y) = E(y)z+ F(y), ahol dE(y)/dy+ (E(y)+ F(y))E(y) =0;

(5) ge,9) =2(@)y+0(z) , abol 2dy(e)/dz — 5 (+(a)y +5(2))7(x) =0

3 Weakly Berwald Finsler spaces

In Chapter 5.2. of the thesis we consider a generalization of Berwald
spaces. We can learn about the definition of weakly affine spray in Z. Shen’s
monography.

Definition |She3| A spray is called a weakly affine spray if the (hv)-Ricei
curvature tensor Gy = 0 where Gy = Gy, , and the (hv)-curvature tensor
is given by Gy, = 0,GY%.

This definition motivated us to introduce a new special type of Finsler
space:

DEFINITION |BSZ| A Finsler space is called a weakly Berwald space if
the (hv)-Ricci curvature tensor G = 0.

It is well-known that in a Kropina space the functions G*(z, ) are given
by
b
b2

(3.1)

. ) E, i N2 2F
2G":F60(x)—2(Fg+ﬁ Oo)y T (” 0

a2 ) 16

where T'j;(z) denotes the Christoffel symbols of the Riemannian metric
a(z,y) [M15], [Shil].
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Ok(z,y)

10%g(x, 1 2 0%h(x, 1 1
g(z,y)  20°h(x,y)  fay) oy

[l == = + =h(z,y)—

3 Oy 3 Oxdy 3
+2k(z, y) 8f(83;y) - 82];(52’2”) + %h(x7y)ah(ag; y)+
+ ;k(fv y)w - %g(x,y)hQ(lu y)+ gh(fa y)%—
- %g(may)w - %k(% y)w - gh(lny)g(a y)k(z,y)+

2
+ 592(96711)/6(1‘, y).

(2.8)

SOME EXAMPLES
Assume that a two-dimensional Finsler space F2? on a domain of the
(z,y)-plane has the geodesics given by equations:

fz,y);

y//

The components of the tensor IT are the following in these cases:

& f(z,
(1) H112:*%7 1512 =03
Pflry) | 20%(xy) 1 g9(z, y)
9) Moy — S 20°g(x,y) 1 g(z, 1
( ) 112 02 3 Oydy 3 (z,y) oy
1 g(z,y)
Iy = 302
Pk(z,y)

3) i1 =0, Il =-— - ;
() 112 212 022
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Legyen (b;(z)) kovarians vektormezd egy paratlan dimenziés euklideszi
térben, ekkor Ey = 0 és [y # 0. Jeloljon Q;; egy (n X n)-es,
ferdeszimmetrikus, kvadratikus matrixot, (%) pedig egy pont koordinatait.
Konstrualjuk meg a (b,(x)) vektormez6t a kovetkezGképpen:

bi(z) = Qya? + ¢,

ahol ¢;-k konstansok. Koénnyen belathatd, hogy ebben a specialis esetben
V;ibi+ Vb =0 és V;b, — V;b; # 0, ezért egy olyan Kropina-tér, amelyben
a (3 egy-format a b;(x) = Q;;27 + ¢; generalja. E tér gyengén Berwald és nem
Berwald tipust.

4. Eltiiné Douglas-tenzori Wagner-terek

A Riemann-geometridban megismertekhez hasonléan az alacsony dimen-
zi6s Finsler-terek szamos specialis jellegzetességgel birnak.

Az ilyen terek tanulményozasat, a felmeriil§ szamitasok elvégzését
megkonnyiti egy ortonormalt frame, az tin. Berwald-frame hasznalata,
amelynek (I, m) vektormezGit a kovetkezGképpen definialhatjuk:

=ty k=L,
hij =emim;, &€= +1 s (41)

Lim’ =0, mm'=¢,

ahol h;; = LJ;0;L és ¢ a kétdimenzios Finsler-térhez tartozé szignatira. Az
(4.1)-ben leirtakbol adodnak a

gij = lll] + E’ITLi’ITLJ' = lzlj + hl] s

1
mt,m?) = ——=(=l, 1), 4.2
(m*,m?) \/m( ) (4.2)
(m1,ms) = /g|(=12, 1Y),
g = det(g;;) = e(lyma — lymy)?

osszefiiggések. Tovabba a Cjj, = alajak(L2/4) Cartan-tenzor komponensei
Berwald-frame-ben
LCijk = Imim_,-mk (43)

alakban irhatok. Az igy definialt I skalarmez6t a kétdimenzios Finsler-tér
féskalarjanak nevezziik.
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A dolgozat 5.3. fejezetében kétdimenzios eltiing Douglas-tenzoria Wagner-
terek f@skalarjat hatarozzuk meg.
Mivel a Douglas-tenzor

3LD,?J~,C = —(61; +elyo + 2]]2)milhmjm;c (4.4)
alakot 6lt kétdimenzi6s esetben, igy igaz a

4.1. Tétel: [BM1] Egy kétdimenziés Finsler-tér akkor és csakis akkor
Douglas-tér, ha a fGskalar kielégiti a

61,1 +EIQ;2 +2112 (45)
egyenletet, amelyben Iy = I 1,5 + I 5.
Tovabba ismert a

4.2. Tétel: [M7] Az

I =189, Iy = —1Is(s1+ Isy)
és (4.6)
(51)2— 52 =0, (s2)2+s1+1s2=0,
(s1)1=0, (s2)1=0

egyenldségek teljesiilése sziikséges és elegendd feltétele annak, hogy a kétdi-
menzios Finsler-tér Wagner-tér legyen.

A fent elmondottakbol adodik a kérdés: meg tudjuk-e adni egy Douglas
tipusa Wagner-tér f6skalarjat egzakt formaban?

Vizsgalatainkban feltessziik, hogy az eltiiné Douglas-tenzora Wagner-tér
skalargorbiilete azonosan zérus. Mivel M. Matsumoto [M18] megmutatta,
hogy a Weyl- és a Douglas-tenzor eltlinése kétdimenzios esetben a H;j;;, ten-
zorkomponensek zérus voltat vonja maga utén, ahol

H;j = ak:a]Hl + Gk » (4.7)
ij = [gmjmk/L s

igy R zérus voltabol H; = 0 adédik s igy G, szintén zéro.

Mindezek birtokaban kiszamithato a f@skalar, amely az alabbi alakot olti:

—(281 4 $2.1/82) = \/4sf + 451801 /52 + 83, /5% + 2453
I= y . (4.8)
S92

Altalaban az (4.8)-beli foskalar esetén Iy # 0 teljesiil, ezért igaz a
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In the famous book of Arnold [Arn| we can find the following theorem:

“An equation d?*y/dx® = ®(z,y,dy/dx) can be reduced to the
form d2y/dz? = 0 if and only if the righthand side is a polinomial
in the derivative of order not greater 3 both for the equation and
for its dual.”

This theorem can be formulated in the following form on the basis of
[BM3]:

“An equation d?*y/dx® = ®(z,y,dy/dx) can be reduced to the
form d*y/dz?® = 0 if and only if the path space P? (determined
by the equation d?y/dz* = ®(z,y, dy/dx)) is projectively related
to a two-dimensional projectively flat Finsler space F2.”

The differential equations of geodesic curves of F":
d?2tjdt* = —2G'(x, ) .

The integral curves of this second order differential equation are called paths.
A path space P™ and a Finsler space F™ are projectively related to each other,
if any path of P" is a geodesic curve of F™ and vice versa.

From the previous theorems and definitions we obtain:

THEOREM 2.2 [BOSZ| In a Douglas space

_ Pflry) | 20%g(xy) 1 9g(x,y) Oh(z,y)
Iy = — 0 + 3 020y - gg(%y) oy + f(z,y) Ay +
f(xy) 1Ph(zy) 1 Oh(x,y)
+ h(z,y) oy 3 oa 3g(ﬂw) T
(O @y) 2 5 2 ) )
+ k(@ y) = 579 (@ Yh(z,y) + 29, Yk, y)h(z,y)

_ gf(x,y)h(x,y)k(x, v);

(2.7)
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invariants. First we have

Q"-invariants: Q" = G" — —Gyh ,
n+1
. 1
Q'-invariants: Q! = 9,Q" = G" — ?(Giyh + Gﬁih) ,
. . : 1
Q>*-invariants: Z = @-Q? = G?]- — m(szyh + Gz57 + Gjéf‘) )
where G = G7, G; = G}, and Gy; = G7,; is the hv-Ricci tensor of BT
The @Q*invariants satisfy the following important identities:
ij - ]2 ) :j =0. (21)

Secondly we have a projectively invariant tensor, the Douglas tensor

Dy = 0Ql - (2.2)

Starting from the (*-invariants we shall introduce the following quantities
in a way similar to constructing the h-curvature tensor: Q*-invariants

L]k - 5kQ ﬁk - 6]Q Q TJ ) (23)
where 0,Q% = 9,Q% — (aQ?j)G; .
The (*-invariants satisfy the following identities:

Qi+ (1., k) =0,  Qu=0. (24)

Therefore the authors with the help of Q;; = @7}, Ricci-type tensor pro-
duce two tensors, which are very important in projective Finsler geometry:

IT'-tensor: 117, = Q' +to— (5thk 6r Qi) (2.5)
Hz—tensor: Hijk = 6inj + QijQrk - 6]sz - Q:kQT] . (26)

That is how we can obtain a new characteristic property for the flat
projectively space:

Theorem 2.1 [BM3| A Finsler space F™ is projectively flat if and only if
F™ is a Douglas space and its characteristic satisfies

(1) n>2: I

k= or (2) n=2: ILj=0.
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4.3. TETEL: [Szil] Kétdimenzi6s, eltiiné Douglas-tenzort, zérus skalargér-
biiletii Wagner-tér esetén a f6skaldr (4.8)-beli alakban irhato.

5. *P Finsler-terek Randers-cseréje

Ebben a fejezetben egy, H. Izumi altal bevezetett jabb specialis Finsler-
tértipussal ismerkediink meg, az tn. * P Finsler-térrel, elgtte azonban néhany
szitkséges fogalom keriil bevezetésre.

Definici6: [M2| Egy legalabb haromdimenzios Finsler-teret C-reducibilisnek
mondunk, ha a Cjj, = E)kg,J tenzor

1
Ciji = il (hijCx + hirCj + hi;Cy) (5.1)

ahol Cl‘ = Czjngk , hlJ = 0ij — lllJ és ll = 8,L

A P-reducibilitas fogalmat M. Matsumoto és H. Shimada vezette be:

Definici6: [MS], [M21] Egy haromnal nagyobb dimenziés Finsler-teret P-
reducibilisnek neveziink, ha a (v)hv-torzio

Piji = Cijkjo (5.2)
vagy
1
Pij, = n—-i-l (hijclc\() + hjkci\o + hkicﬂo) (5-3)
alakban irhat6 Cartan tipusd konnexioban.

Definici6: [Iz1], [Iz2] Egy Finsler-teret *P-tipustinak mondunk, ha a P;j;
tenzor komponensei

Py = Mz, y)Cij (5.4)
alakdak.

Definicié: [M20|, [HI3| Legyenek (M, L(z,y)) és (M, L(z,y)) azonos alap-
sokasagi Finsler-terek. Az

L(w,y) = L(z,y) + p(z,y) (5.5)

transzforméciot Randers-transzformaciénak nevezziik, ahol p(x,y) = pi(x)y’
differencial 1-forma M-en.
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A Randers-transzforméacio akkor és csakis akkor projektiv, ha a (p;(z))
gradiens vektormezot alkot.

A Randers-transzformécié fogalmanak megalkotasa M. Matsumoto
nevéhez fiiz6dik, mig az elnevezés Hashiguchitol és Ichijyotol szarmazik.

Ez ut6bbi szerz6péaros ugyancsak [HI3|-ban bizonyitotta, hogy a Randers-
transzformacié projektiv — azaz geodetikus megérz6 — voltanak sziikséges
és elegendd feltétele az s;; = (p;;; — pj;)/2 eltinése. Ttt a pontosvesszd
szimbolum a Berwald-konnexid szerinti kovarians derivalast jeloli.

A Py, tenzor transzformaciéja projektiv Randers-transzformacié
esetén

A Py, = Cyko (v)hv-torzié tenzor transzformaciojat M. Matsumoto
tanulmanyozta [M20] és levezette a
= T00 1
Cijkjo = tCijrpo + Ecijk + 3 (hijar + hjras + hicg;) (5.6)

transzformacios szabalyt, ahol
20y, = 0g;/0y"
hij = gij — L,
& = TUk_@Jl‘{kar(l'f‘t)lk} ,
T oL : ;

1 T
Ty = 5(8jpi +9ipj) — Pl
. L
L

és I}, a Cartan-konnexi6 koefficiensét jeléli. Tegyiik fel, hogy

Cijko = Pijr = Mz, y)Ciji és

Cijk|0 = Py, = A(‘Tvy)cijk s
azaz F" és " is * P Finsler-tér. Ekkor azt kapjuk, hogy

_ T 1
Mz, y)Ciji = (t)\(:Lx, y) + ?OLO) Cijr + ﬁ(h@jq}c + hjkGi + Prig;)- (5.7)
Majd a megfelel6 atalakitasok elvégzése utan a

Az, y)

[(n +1)Cijt — (Crhij + Cihjx + Cjhi)] =
n+1 (58)

1 Too
= (t/\(Ly) + f) [(n+ 1)Cijk — (Crhij + Cihjk + Cihy)]
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Definition [BM1] A Finsler space is said a Douglas space, if DY = GiyJ —
Gy are homogeneous polynomials in ¢ of degree three.

On the other hand F™ is a Douglas space according to the definition if
and only if

Dity = 0u0;0:0,(Gly™ — G™y') = 0.

Theorem 1.3 [BM1] A Finsler space is a Douglas space, if and only if the
Douglas tensor vanishes identically.

2  On the rectificability condition of a second
order ordinary differential equation

The projectively flat spaces are such affine path spaces of which paths are
straight. If we are about to determined all the Finsler spaces which admit a
path mapping onto projectively flat space, than we come to Hilbert’s fourth
problem.

Definition [AIM| A Finsler space F" = (M", L(z,y)) is said to be with
rectilinear extremals, if M™ is covered by coordinate neighborhoods (U, (7))
in which any geodesic is represented by n linear equations 2* = z + ta’ of a
parameter ¢.

If a Finsler space F™ = (M™, L(x,y)) is a locally Minkowski space, then
we have the covering of M" by the domains of adapted coordinate systems
(U, (2%)) in which L is a function of 3 alone, the quantities G* vanish in U
from (1.4) and the equation (1.3) of geodesics reduces to d’x/ds* = 0, that
is why F™ has the rectilinear extremals (projectively flat). To sum it up a
projectively flat Finsler space is projective to a locally Minkowski space.

It is well-known that a Finsler space is projectively flat, if and only if its
Douglas tensor, Weyl tensor and K curvature tensor vanish identically. (The
components of K are Kj,, = Rj ;. — C; Rj; in Rund connection.) Most of
the papers in this subject are rather long and difficult to understand. On the
contrary, Sandor Bacs6 and Makoto Matsumoto’s method of characterization
is more easy to comprehend. A projective change F™ = (]\/[", L(z,y)) —
Fr = (M",L(z,y)) of the Finsler metric gives rise to various projective
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(C3) The (h)h-torsion tensor field T is the given Th: Fiy — Fl, =T,

(C4) The (v)v-torsion tensor field S! vanishes: Ci=Ci; -

CT(T) is called a generalized Cartan connection and its coefficients are
given by
T =T — 9" Citm(Chr A — A5y) + Cjin (CirAGy — AGi)+
+ Ol (G Ay — Agy) + A,

r

where (I, G}, Ci,) are the coefficients of the Cartan connection and

i Tt = T+ T
K= T

A Finsler space is called a generalized Berwald space if it is possible to
introduce a generalized Cartan connection in such a way that the coefficients
ij are functions of position only.

Also, for a given (O),-homogeneous covariant Finsler vector field s, there
exists a unique Finsler connection WT'(s) = (F,, N}, Ci,) satisfying (C1),
(C2), (C4) and (03*) WT(s) is semi-symmetric with respect to the given s:

Fiy— Fly = b~ b,
WT(s) is called a Wagner connection, and its coefficients are given by
F;k = F;L + LQ(S;M + C;mCIZL)SZ + (y'Cirr — y;Chy — yk-cjl:z)sl + le:kSO +
+gjis’ — 0pS;5
Ni = Gp— L*Cys' + s’ = dys0
% = (0700)/2,

where s' = ¢"™s,., so = si', y; = g;»y” and Siy, are the coefficients of

the v-curvature tensor field S of CT.

Using the Euler equation the extremal of the length integral given by the
system of differential equations

#7 — $93' + 2DV (2,3) =0 (1.10)

where we put B . . . ,
DY(x,y) = G'(z,y)y’ — G'(z,9)y" . (1.11)
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egyenldséget kapjuk.

Osszegezziik a fent lefrtakat!

5.1. TETEL: [Szi2] Legyen (M, L(x,y)) és (M, L(x,y)) *P Finsler-tér. Ha
létezik projektiv Randers-transzformacio (M, L(z,y)) és (M, L(z,y)) kézitt,

akkor (M, L(x,y)) akkor és csakis akkor C-reducibilis, ha (M, L(x,y)) is az.

Most tegyiik fel, hogy az F™ Finsler-teriink * P-tipusi, azaz
Cijk\o = Pi,jk = )\(ﬂfs y)cijk 5

ekkor a

_ T 1
Pjr = tA(z,y)Cijr, + %Cijk + i(hijqk + hjkG; + Piig;) (5.9)

adodik.

Ha feltessziik, hogy F™ * P-tipusn, akkor a P tenzor komponensei

Pi' -
* o+l

T
(tr@.9) + 52) {4+ DCist = (Cihig + Ci + Che) }

(5.10)

“n +1
alakiak és kimondhato az
5.2. TETEL: [Szi2] Legyen (M,L(x,y)) *P-tipusi és (M, L(z,y)) tet-
sz6leges Finsler-tér. Ha létezik L(x,y) = L(z,y)+ p(z,y) projektiv Randers-

transzformacio, akkor a P, és Cij, tenzorkomponensek kielégitik az (5.10)
egyenldséget.

A fenti tétel feltételeit hasznalva adodik az alabbi két
Ko6vetkezmény:
(1) Ha (M, L(z,y)) C-reducibilis tér, akkor (M, L(x,y)) P-reducibilis.
(2) Ha (M, L(z,y)) P-reducibilis tér, akkor (M, L(x,y)) C-reducibilis.

Most foglalkozzunk azzal az esettel, amikor (M, L(z,y)) *P Finsler-tér,
azaz Cyjrjo = A, y)Cyji, . Ezesetben (5.6) a

_ 7 1
Mz, y)Cijr = tPijr + Q—(Ecijk + ﬁ(hiij + hjrgi 4 hiiq;) (5.11)
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egyenlGséget implikalja. Mig

A _ _ _ _
%{(n +1)Cijp — (Cuhi + (Cihyi + (i) } =

t
= m{(n + 1) Py — (Pehij + Pihji + Pihu) }— (5.12)

T
_ ﬁ{(n + 1)Oi]'k — (Ckh” + C,;h]-k + C]hk,)}

formaba irhato, és megfogalmazhato az

5.3. ALLITAS: [Szi2] Legyen (M, L(x,y)) *P-tipusti és (M, L(x,y)) tet-
sz6leges Finsler-tér. Ha létezik egy L(x,y) = L(z,y) + p(z,y) projektiv
Randers-transzformacié, akkor C‘ijk, Pji; és Ciji, tenzorkomponensekre igaz

az (5.12) osszefiiggeés.

A fenti allitasbol kovetkezik, hogy ha (M, L(z,y)) C-reducibilis, akkor
(M, L(z,y)) is az. Masrészt j6l ismert, hogy egy Funk-metrikaval ellatott
Fisler-tér *P-tipust és Py, = —KLCjj, (K € R') [She3|. Ezért igaz az
alabbi

Ko6vetkezmény:

Ha létezik projektiv Randers-transzformécié egy *P-tipusi, Funk-
metrikaval ellatott Finsler-tér és egy tetszbleges Finsler-tér kozott, akkor ez
a Finsler-tér sziikségképpen P-reducibilis.
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Berwald [B3], [B4], [B3].

Most of the results of this thesis are realized in Finsler spaces therefore
we need the knowledge of Berwald, Wagner, and Douglas spaces.

In 1928 Berwald had a lecture [B2|, in which he enumerated some special
classes of Finsler spaces. Among them the class of affinely connected Finsler
spaces which had been introduced in his previous paper [B1] and was char-
acterized by a tensor equation. Later Wagner called the “affinely connected
space” Berwald space [W1].

Definition [M2] If the connection coefficients G%; of the Berwald connection
BT given by G\, = ;Nj = Fi, + Ciyy" are functions of position alone, the
space is called Berwald space.

Thus the Berwald connection BI" of a Berwald space is similar to a linear
connection as to the parallel displacement of vector fields. In this case (1.3)
may be written as

d’z'/ds® + G;k(x)(dxj/ds)(dxk/ds) =0. (1.9)
According to ékG% = G%k , one of the tensorial characterizations of such a
space is immediately obtained:

Theorem 1.2 [C1], [B6] A Finsler space is a Berwald space, if and only if
the hv-curvature tensor G (G7y) of the Berwald connection BT vanishes
identically.

In 1943 V. V. Wagner [W2]| gave a generalization of the concept of Berwald
space by introducing a new connection with the surviving (h)h-torsion. Re-
cently Hashiguchi [H2| established an exact formulation of such a concept
based on a theory of Finsler connections.

Definitions [H2] We are concerned with an n-dimensional Finsler space
F* = (M, L) where L(z,y) is the fundamental function and z denotes a
point of the underlying manifold M. Then the fundamental tensor field is
For a given skew-symmetric and (O),-homogeneous Finsler tensor field T;k
there exists a unique Finsler connection CT(T) = (Fj;, Ni,C};) satisfying
the following four axioms:

(Crrl) CT'(T) is metrical: g;r =0, gi[x =0,

(C2) The deflection tensor field D vanishes: Nj = $F),
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Definition [AIM], [She3] If any geodesic of " coincides with a geodesic of
F™ as a set of points and vice versa, then the change L(z,y) — L(z,y) of
the metric is called projective and F" is said to be projective to F".

_ Letc: 7' = 7%(t) be a curve of M™ which is a geodesic of both F™ and
F™ as a set of points. Then c¢ is written as (1.5) in F™ and also in F" as

22t /dt? + 2G (x, dx/dt) = F(t)dzt /dt .

Thus
2G (z, dx/dt) — 2G*(z,dz/dt) = (3(t) — »(t)) dz'/dt

since the above must hold for any point 2 and any direction dz/dt, we have

’{‘heorem 1.1 [K] A Finsler space F" is projective to another Finsler space
P, if and only if there exists a positevely homogeneous of degree one scalar
field p(z,y) satisfying

Gi(x7y) = Gl(l‘* Z/) +p(x7y)yi .

A scalar field p(z,vy) is called the projective factor of the projective change
under consideration.

In the studies of projective Finsler geometry the following tensor intro-
duced by J. Douglas is very important [D]

D;ij, = G;,jk — Grjwy'/(n+1) = {Gjdh + (h, 5, k) } /(n+ 1) . (1.6)
The Douglas tensor invariants under projective change, that is
D;zjk = Di,jk-, .

Furthermore there are two more invariant tensors. The 1/-tensor is called
the Weyl torsion tensor,

Who=Ri + {y'Hy + 6:H, — 5, H;} /(n+1) . (1.7)
The other invariant tensor (W) that is,
Wi = Hij + {64 Hix + y' Hjgn + 0 Hey — 0, Hyn b /(n+ 1), (1.8)

is called the projective Weyl curvature tensor.
The Weyl tensor was introduced by H. Weyl in 1921 |[We|. The general-
ization of this tensor in Finsler metrics was made by J. Douglas [D] and L.

Introduction

Although the notion of generalized metric space later named as Finsler
space — was introduced by Riemann [R] in 1854 in his famous thesis in which
he studied the various methods of understanding the n dimensional space, the
main results of Riemann geometry have been proved in the last few decades
only. Riemann introduced the notion of a metric, which was the square-
root of a positive definite quadratic form. He also mentioned the possible
generalization of this metric, nowadays known as the Finsler metric.

In the tangent space of each point of a Finsler space, there is a general
norm defined, which is not necessarily induced by an inner product. Surpris-
ingly this kind of generalization of a Riemann space has been forgotten for
sixty years. Riemann refused this approach, because of its difficulty.

The first pioneering result in this direction was Paul Finsler’s dissertation
[F1] in 1918 (the name Finsler space was introduced by J. H. Taylor in
1927). His study arose from his teacher Carathéodory’s idea to geometrize
the variation calculus. In 1925 J. H. Taylor [T], J. L. Synge [S] and L. Berwald
[B1], [B2] started studying this theory with the tools of tensoranalysis. Their
primory aim was the geometrization of the space i.e., investigation of calculus
and the notion of parallelism with respect to the metric.

There was a sudden change in the development of Finsler theory by a
publication of E. Cartan [C1] in 1934. Cartan investigated a special approach:
the space he considered was the space of line elements. In this space it
was possible to define connection coefficients and so covariant differentiation,
which is similar to the one in the theory of Riemann spaces. (For example the
Ricci lemma continues to hold, which requires the vanishing of the covariant
derivative of the metric tensor and it does not hold if the space regarded as
a point space.)

The calculation of invariants of the Cartan space was done by Andras
Rapcsak. He described exactly those tensors and vectors, which (together
with their covariant derivatives) determine all properties which are invari-
ant under covariant differentiation. Many people considered this results as
the peak of development Finsler theory. However for many other issues in
physics, it would be more suitable to consider in point space Finsler spaces.
Moreover also Cartan’s approach also makes the connection between varia-
tion calculus and Finsler theory less direct.

After the Second World War a new chapter emerged in Finsler Geometry
by the papers of H. Busemann |Bul|. Busemann’s goal was to clean up the
forest of Finsler geometry from the bush of tensors, furthermore he put em-
phasize on studying Minkowskian geometry for a possible faster development
of Finsler geometry [Bu2|, [Bu3|. By the time H. Rund wrote an excellent
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monography on Finsler geometry [Ru].

In Finsler geometry the main goal is the generalization of correspondences
with the already known geometries. This idea naturally appeares to study
geodesics and paths regardless the space itself is considered as a metric space
or not.

Nowadays most of the publications of Makoto Matsumoto and Sandor
Bacso clarifies the different sides of the properties of these transformations.

J. Douglas’ theory of the paths of point spaces — its first abstract was
published in the book of L. P. Eisenhart: "Non-Riemannian Geometry" |E|
— has been generalized for Finsler spaces by Andras Rapcsak [Rap2|, [Rap3].

Many new results have been appeared in this subject in the past decades
and the studying of Finsler spaces gets to be more relevant recently. We
just mention about a few important papers by M. Matsumoto [M2], S. S.
Chern, D. Bao, Z. Shen [BCS|, [She3]. One can even find papers dealing
with complex Finsler geometry [AP].

Finsler geometry also has remarkable applications in physics, biology and
other branches of science areas too [AIM], [AM].

Chapter 5. of our thesis contains results of the author which came out in
a fruitful collaboration with my professor Dr. Sandor Bacsé. The Chapter
includes the rectificability condition of a second order ordinary differential
equation, moreover on a weakly Berwald Finsler space of Kropina type. I
determined the main scalar of two-dimensional Wagner-Douglas space and I
studied the Randers change of projective * P-Finsler spaces. My results were
published in the following papers: [BOSZ]|, [BSZ], [Szil], [Szi2], [BGYPSZ].

1 Some important notations and theorems

Let M be differentiable manifold of dimenson n and L(z,y) a real func-
tion on M. Then we define the notion of length of a curve. Let 2 = 2(¢),
a <t < b be the equations of a segment of a curve c in a coordinate neigh-
borhood U. The length s of the segment is given by the integral

b

5= /L(x(t)@(t))dt. (L.1)

a

Definition [AIM| The manifold M equipped with such a notion of length is
called an n-dimensional Finsler space with the fundamental function L, if L
fulfills the conditions below
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(1) The length of any oriented curve does not depend on the choice of pa-
rameter. That is the fundamental function L is positively homogeneous
of degree one in y.

(2) The length integral (1.1) gives rise to the regular variational problem.
An important special case is
O*F
9ij = ayiayj ’

has non-zero determinant.

F:=1%/2 (1.2)

(3) In each tangent space T, M we have a region T, M* such that L(z,y) is
differentiable in 3, where T,,M* does not contain y = 0 and is a positively
conical region, that consists of non-zero tangent vectors y € T, M* for

which py € T, M* for any p > 0. Thus TM* := |J T, M* is the domain
zeM
of the definition of L.

(4) The fundamental function L(z,y) is positive-valued for any y belonging
to the positively conical region T, M*.

Definition [AIM] The extremal of the length integral s = f: L(=(t), &(t))dt
is called the geodesic of the space.

A geodesic is a curve given by the differential equations

d*z i
el +2G"(z,dz/ds) =0, (1.3)
where s is the normalized parameter, that is the arc-length,

PF(w,y) ;  OF(x,y)

2G; = gij(z,y)G(v,y) = Oyi O Y z7

and F(z,y) = (L(z, y))2/2.

If the geodesic is written locally as 2° = 2%(t) in a parameter ¢, then the
equations (1.3) are written in the form
d?a’ fdt* 4 2G (v, dx/dt) = ~(t)da'/dt (1.5)

where

G'(x,y) =

2
; ij (8 Flz,y) v 8F(x,y)) and

27" Tagianr Y B

y(t) == (ds®/dt?)/(ds/dt) .



