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1 El6zmények, vizsgalati mdédszerek és
uj eredmények attekintése

Az értekezés négy egymashoz kapcsolédo fejezetbdl all. Az 4j eredményeket a
3. és a 4. fejezet tartalmazza. Az el6készitd részek utan kovetkezd 3. fejezet
a linedris rekurziv sorozatokban el6forduld teljes hatvanyokkal ill. bizonyos
bindris rekurziv sorozatokban el6forduld (g) alakd binomidlis egytitthatdkkal
foglalkozik. A rovidebb lélegzetvételii 4. fejezet egy a lineéris rekurziv soroza-
tok kozos elemeivel kapcsolatos eredményt, valamint annak elézményeit mu-
tatja be.

A 60-as években — féleg a Fibonacci Quarterly folydirat megjelenése utdn —
kezdett el6térbe kertilni a kiilonb6z6 alakt szamok keresése rekurziv sorozatok-
ban. 1964-ben COHN(3, 4] and WYLER[26] egymastdl fliggetleniil bizonyitottdk,
hogy a Fibonacci sorozatban csak az Fy = 0, F} = Fy» = 1 és Fio = 144
tagok négyzetszamok. Sok matematikus tevékenysége nyomén valtak ismertté
a Fibonacci- ill. Lucas-sorozatban pl. az dsszes 222, 2 + 1, 322 + 1, x(x + 1),
@, 23, 23 £ 1, ... stb. alakd szdmok. M4s sorozatokat is vizsgéltak, pl.
PETHO[16] megadta az dsszes teljes hatvanyt a Pell-sorozatban.

A megoldasi modszerek eleinte jobbara elemiek voltak, de egyre gyakrabban
alkalmaztdk az un. Baker-modszert, amely algebrai szamok logaritmusainak
linearis formdira nyert becsléseken alapszik.

SHOREY és STEWART|[21], valamint PETHO[17, 15] munkéi — szintén a Baker-
moédszert alkalmazva — altalanosabb eredményeket hoztak. Belattak, hogy
egy nem-degeneralt rekurziv sorozatban nem fordulhat el6 tetszélegesen nagy
kitevéjli teljes hatvany, ha a sorozat karakterisztikus polinomjanak van egy
egyszeres multiplicitasu legnagyobb abszolut értékii in. dominans gytke. Ezen
eredmények effektivek, azaz meg lehet adni egy, a kitevére vonatkozod, a sorozat
paramétereitol fiiggd felsé korlatot. Sajnos az el6zo tételek nem szolgaltatnak
informéciot a kis kitevojii hatvanyokrdl, igy pl. a négyzetszamokrdl sem. A
négyzetszamokkal kapcsolatban méasodrendii rekurziv sorozatok esetében tobb
fontos eredmény sziiletett, de negyedrendii sorozatoknal csak a Lehmer-soroza-
tokra van néhdny érdekes tétel (MCDANIEL [12]).

A 3.2. fejezetben az 1-4. Tételben megadjuk bizonyos (nem Lehmer tipusi)



negyedrendii linedris rekurziv sorozatokban az el6fordulé teljes négyzeteket. Az
1-4. Tételben szereplé diofantikus egyenletek értelmezhetdk tgy is, hogy két
masodrendii rekurziv sorozat szorzataban keressiik a négyzetszamokat.

A 3.3 fejezet bizonyos tipust binaris rekurziékban el6forduléd (:3”) alaku
binomialis egyiitthatokkal foglakozik. MORDELL egy tételét felhasznalva bi-

zonyitjuk, hogy a
G,=AG,-1£Gn—2 , Go=0 , Gi=1 (1)

rekurzioval megadott masodrendii sorozatok, valamint ezek asszocidltjai véges
sok (3) alakd binomislis egyiitthatot tartalmazanak (5. tétel). A bizonyités
soran elliptikus egyenletekre vezetjiik vissza a problémat, igy lehet&ség nyilik
arra, hogy a SIMATH szamitégépes programcsomagot felhaszndlva rogzitett
sorozat esetén megkeressiik a megoldasokat. Ezek demonstralasara a Fibonacci,
a Lucas ill. a Pell sorozatokban megadjuk a fenti alaku binomidlis egytitthatdkat.
(6. tétel) Ezen eredményeket [25] tartalmazza.

[1]-ben BRINDZAval és LipTAIval kozosen belattuk, hogy bizonyos feltételek
mellett két sorozat tagjainak szorzata sem lehet tetszolegesen nagy kitevojli
teljes hatvany (7. Tétel). Kordbban Kiss [10] bizonyitott hasonlékat, de 6
egy adott sorozat két tagjaval foglalkozik. Az 7. Tételnél szigorubb feltétel-
rendszer mellett [23]-ben megmutattuk, hogy ha véges sok linedris rekurzié
tagjai szorzatanak konstansszorosa sw? alaku, akkor ¢ kisebb egy felsd korlat-
nél, ahol s egy olyan egész szamot jelol, amelyenek a primfaktorizacidjaban
rogzitett primek vannak (8. Tétel).

MIGNOTTE [13, 14] vetette fel, és bizonyitotta, hogy ha két sorozat karakter-
isztikus polinomjainak dominans gyokei multiplikativ értelemben fiiggetlenek,
akkor a széban forgd sorozatoknak csak véges sok kozos eleme lehet. Kiss [8]
vizsgalta az

Sle = SQHy (2)

egyenletet, ahol G és H rekurziv sorozatok és sa, s olyan egész szdmok, amelyek
primfaktorizaciéjaban rogzitett primek vannak. A szerzé megmutatta, hogy
bizonyos feltételek teljesiilése esetén az (2) egyenlet x, y megolddsaira max{x, y}
kisebb egy explicite meghatdrozhaté konstansndl. A 9. Tétel az (2) egyenlethez
hasonl6 problémaval foglalkozik azzal a kiillonbséggel, hogy az egyenlet bal- és
jobb oldalan is tetszOleges sok , de véges szamu rekurziv sorozat tagjainak
szorzata &ll. A kapott eredmény [24]-ben jelent meg, és analdg Kiss eldbb
emlitett tételével.

A 7-9. Tételek bizonyitasaiban a Baker-moédszert alkalmaztuk.

A disszertacid kilenc tételébol hat tarsszerzd nélkiil elért eredmény. A ki-
lenc tétel hat cikkben jelent ill. jelenik meg, és a doktori iskola alatt, ill. az
abszolutorium megszerzése utan késziiltek.



A kovetkezo fejezetben bevezetiink néhany sziikséges jelolést, majd azutan
részletesen ismertetjiik a fent vazolt eredményeket.



2 Jelolések, elnevezések

Legyen G = {G}22, egy k-adrendii (k > 1,k € Z) homogén linedris rekurziv
sorozat, amelyet a

Gn = AlGn—l + AQGn_Q + ...+ Aan_k (TL Z k) (3)
Osszefiiggés definidl, ahol az Aj, As, ..., Ay paraméterek (A # 0) és a nem
mind nulla Gg, G1, ..., Gr_1 kezdbelemek rogzitett egészek. A G sorozat jelolé-

sére gyakran haszndljuk a G = G(4;, ..., Ak, Go,...,Gi_1) alakot, tovdbb4 v
szamu linedris rekurziv sorozat tagjainak chll) . Gg:) szorzatat pedig jelolje a

g(xlv"'aml/) (4)

szimbolum.
A G sorozat karakterisztikus polinomjanak nevezziik a

glx) =aF — Apah=t — . — A (5)
polinomot, amelynek kiilonb6z6 gyokei legyenek ayq, ..., a;, multiplicitdsuk le-
gyen rendre eq,...,e;. A rekurziv sorozatok alaptétele szerint a GG sorozat

tagjai explicit modon eléallithatok
Grn=gn)al +...+g(n)ay  (n=0) (6)

formdban, ahol g;(x) egy legfeljebb (e;—1)-edfoku polinom, melynek egytitthat6i
a@Q(ai,...,q) szamtest elemei.

Ha a G sorozat g(x) karakterisztikus polinomjanak van olyan egyszeres
multiplicitdsi o = a1 gySke amelyre || > |a;] (i = 2,...,t) akkor az « gyokot
dominéns gy6knek mondjuk. Ebben az esetben az (6) eldallitds

G = aa™ + ga(n)al ... + gi(n)ay  (n=0) (7)

alakra mddosul. A tovabbiakban feltessziik, hogy domindn gyck esetén az a
szdm (vagy az a-t helyettesitd, mds betiivel jelolt érték) nem zérus, valamint
hogy G nem degenerélt, azaz a karakterisztikus polinomja barmely két gyokének
hanyadosa nem egységgyok.



A késobbiekben sziikségiink lesz még az alabbi halmaz bevezetésére. Rogzitett
P1,- - -, Pm Primszamok esetén legyen

S={seZ|s==xp!"...pp" u; € Z,u; >0} . (8)

Végiil, a v,(n) szimbélum egy n egész szam p-adikus értékelését jeloli valamely
p primszam esetén.



3 Az 4j eredmények ismertetése

A disszertacié 3.2 fejezetében a

(2" —1)(3" —1) =2* , (9)

(2" —1) (5" - 1) =2* , (10)

(2" —1) (6" — 1) = 2? (11)
és az

(a" —1) (a"" — 1) = 2? (12)

egyenletek egész megolddsait keressiik az n és x, valamint (12) esetén még az
a és k ismeretlenekben. Legyenek

G®) (12,-47,72,-36,0,2,24,182) | (13)
G®) (18,-97,180, —100, 0,4, 72, 868) (14)

és
G (21, -128,252, —144,0, 5,105, 1505) (15)

negyedrendii linearis rekurziék. Hasonlé moédon értelmezhetd a G@") sorozat
is. Legyenek tovabba R()(3,-2,0,1), R®)(4,-3,0,2),

R®)(6,—5,0,4), R©(7,-6,0,5) valamint R(@")(a* + 1, —a*,0,a* — 1) linedris
méasodrendli rekurziv sorozatok. Kénnyen lathaté, hogy

G® =RZ.RB) — (2" —1)(3" 1) |, (16)
GY) =RY - R<5> @ -1)(G"-1) , (17)
G = RY =@ -1@"-1) , (18)
Gl = p@ . R<a’“> = (" —1) (" -1 (19)
Tehdt a (2" — 1) (3" — 1) = a? (2” -1 (B"-1)=22%a
(2n—1)(6" —1) = 22, valamlnt az (a" — 1) ((a*)" — 1) = 2? polinomidlis-

exponencialis egyenleteket megoldani ugyanazt jelenti mint rendre megkeresni
aG® GO GO ¢ G(a") negyedrendli sorozatokban a négyzetszamokat, vagy
masképp fogalmazva megkeresni az Rg) ~R,(13), Rg) ~R£L5), 7(12)~R$L6) és ,({1) -R&ak)
szorzatokban a teljes négyzeteket. A kdvetkezd tételek az el6bbiekben felvetett
problémak megoldéasat adjak.



1. Tétel.(SzaLAY[22]) A
2" —1)(3" —1) = 2?2 (20)

diofantikus egyenlet nem oldhaté meg pozitiv egészekben.

2. Tétel.(SzaLAY[22]) A
(2" —1) (5" — 1) = 2? (21)

diofantikus egyenletnek az m = 1,2 = 2 az egyetlen pozitiv egész megolddsa.

3. Tétel.(HAIDU-SzZALAY[5]) A
(2" —1) (6™ — 1) = 2? (22)

diofantikus egyenletnek nincs pozitiv egész megolddsa.

4. Tétel.(HAIDU-SzZALAY[5]) A
(a" —1) ((a™)" — 1) = 2? (23)

diofantikus egyenletnek k > 1, a > 1 esetén csak az aldbbi a pozitiv egész
megolddsai vannak: (a,n,k,z) = (2,3,2,21), (3,1,5,22) és (7,1,4,120).

Az 1-2. Tételek bizonyitasahoz — tobbek kozott — sziikség van az alabbi
lemmakra.

3. Lemma(SzALAY[22]) Ha « és k pozitiv egész szamok, k 20 (mod 5),
ésmn="Fk-4-5°1 akkor

vs (2" — 1)(3" — 1)) = 2a. (24)

4. Lemma(SzALAY[22]) Ha « és k pozitiv egész szamok, k #0 (mod 3),
ésn=Fk-2-3*"1 akkor

vs (2" — 1)(5" — 1)) = 2a. (25)



Az 1-3. Tételek bizonyitdsa sordn lényegében azt litjuk be, hogy (2" —
D(E™ —1), (2™ — 1)(6™ — 1) és egy kivételtdl eltekintve (2™ — 1)(5™ — 1) nem
lehet kvadratikus maradék alkalmasan megvélasztott modulusokra.

A 4. Tétel bizonyitdsa LIUNGGREN [11] és CHAO KO [2] egy-egy tételén
alapszik.

A 3.3 fejezetben belatjuk, hogy bizonyos tipusi bindris rekurziv sorozatok-
ban az (g) alaku binomidlis egytitthatok csak véges sokszor fordulhatnak el
(5. Tétel). A bizonyitds soran hasznalt dtalakitdsok lehetévé tették, hogy egy
konkrét rekurziv sorozat esetén a SIMATH szamitogépes algebrai rendszert fel-
hasznalva megkeressiik a fenti tipusi binomidlis egytitthatékat bizonyos soroza-
tokban. Az eredeti probléma elliptikus egyenletek megoldasara vezet, amely
sikeresen kezelheté a SIMATH-tal. A mddszer demonstralasara a Fibonacci-
(F,), a Lucas- (Ly) ill. a Pell-sorozat (P,) esetén adjuk meg az emlitett
binomidlis egyiitthatékat (6. Tétel). A pontos eredmények a kovetkezdek.
Legyen

U= AU,_1 +BU,_y (n>2) (26)

egy mésodrendli rekurziv sorozat, ahol Uy = 0 és Uy = 1, A # 0 egész
egyliitthatd, és |B| = 1. Legyen tovdbba a V sorozat az U asszociélt sorozata.
Ekkor igaz az

5. Tétel.(SzALAY[25]) Az U, = (3) és Vi, = (5) diofantikus egyenleteknek
csak véges sokn >0, x > 3 egész megolddsa van.

A nevezetes sorozatokra az alabbi tételt nyertiik.

6. Tétel.(SzALAY([25]) Az

it) L, = (5) egyenlet megolddsai: (n,z) = ( )5
iti) P, = (3) egyenlet egyetlen megolddsa: (n,z) = (1,3) .

A 3.4 fejezettdl fogva az eredmények jellege megvaltozik, a tételek effektivek
és a Baker-mddszerrel lettek igazolva. Legyenek

G =G(Ai,..., A Go,...,Gi 1) (27)

valamint
H=H(By,...,B,,Hy,...,H_1) (28)



rendre k-adrendi ill. [-edrendii linedris rekurzidk, amelyek karakterisztikus
polinomjai rendre g(z) ill. h(z), rendre « ill. S domindns gyokokkel. Tegyiik
fel, hogy (7)-ben G esetén a # 0 és H esetén b # 0. Az aldbbi tétel szerint ha
nem tul tavol es6 x és y indexekre a G, H, szorzat egy g-adik hatvany, akkor
a g kitev6é nem lehet tetszéleges nagy.

7. Tétel.(BRINDZA, LIPTAI, SZALAY[1]) Legyenek G és H az el6zd bekez-
désben meghatdrozott linedris rekurziv sorozatok, valamint legyen & olyan valds
szam, amelyre 0 < § < 1. Tegyiik fel, hogy az o vagy B domindns gyiokok
valamelyike nem egész. Ekkor a

G.H, = uw! (29)

azon pozitiv egész w > 1 , © , y , q megolddsaira, amelyekre dx < y < %x,
kovetkezik, hogy q < qo, ahol qo = qo(G, H,0) egy effektive kiszamithatd kon-
stans.

A kovetkezd tétel kapesolédik a (29) egyenlethez, de a bal oldalon szerepl
két sorozat helyett tetszoleges szamu sorozat tagjainak szorzatat vizsgalja az
el6z6t6] kiilonbozé feltétellel. Jeldlje v; a G sorozat karakterisztikus poli-
nomjanak dominans gyokét, a; pedig v; nem-nulla egyiitthatéjat Gg(,fi) explicit
eloallitasdban. A pontos allitas a kovetkezo.

8. Tétel.(SzALAY[23]) Legyen G(z1,...,x,) a (4)-ben definidlt v vdltozds
figguény, d egy nem nulla egész szam. Legyen tovdbbd § pozitiv valds szam
ad < 1 feltétellel. Tegyiik fel, hogy G(x1,...,2,) # [liey @ivy" ha x; > ng

(i=1,2,...,v) valamely ngy esetén.
Ha az x1,...,2,,8,w,q egész szamok megolddsai a
dG(z1,...,x,) = sw? (30)

egyenletnek, dgy hogyw > 1, s € S ésx; > dmax{x;} (j =1,2,...,v), akkor

q<q , (31)
ahol qo egy effektive kiszdmithato ng-tol, 0-tol, d-tdl, S-tél és G-tdl fiiggd kon-
stans.

A 4. fejezetben linedris rekurziv sorozatok kozos tagjaival foglalkozunk.

Legyenek G(x1,...,z,) és H(y1,...,y,) (4) alapjan definialt fiiggvények. Az
51G(x1, ..., x) = S2H (Y1, -+, Yu) (32)



diofantikus egyenletet vizsgaljuk, ahol s1, s € S. Jelolje a vizsgalt G@ ill. H)
rekurziv sorozatok karakterisztikus polinomjainak dominans gyokeit rendre -;
ill. §;, azok egylitthatoit a sorozatok explicit eléallitdsaban rendre a; ill. b;. A
kovetkezd effektiv tétel a vizsgalt egyenlettel kapcsolatos.

9. Tétel.(SzALAY[24]) Legyenek G(x1,...,x,) és H(yi,...,yu) az elébb
értelmezett fligguények. Legyen tovdbbd § < 1 pozitiv valds szdm, tovdbbd legyen
ny1 olyan pozitiv valds szdm, amelyre Gl(:) #* amf—"' , H,EJ) #* bj(s;j és bdrmely
s1, 89 € S esetén ’

v n
S1 H Clm/él 75 So H bj(SjJ (33)
i=1 j=1
halikj>n (1=1,2,...,v;5=1,2,...,u). Ha
Slg(xlr"axl/) :SQH(yla"'7yu) (34>
teljesil olyan si,50 € S, €5 T1,..., %y, Y1,...,Yu Poziliv egészekre, amelyekre

min; j{x;, y;} > 0 - max; j{x;,y;}, akkor max; j{z;,y;} < na, ahol ny egy
effektiv konstans.

A 4-7. Tételek az algebrai szamok logaritmusainak linearis kombinécidira
adott alsé becslések segitségével igazolhatdk.

Az értekezés eredményei elméleti jellegliek, ezért a felhasznédldsuk az alap-
kutatasban, a matematikan belil lehetséges.
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