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1. fejezet

Bevezetés

Disszertaciom f6 vizsgalati targyai az algebrai szamtestek egész bézisai. Adott
algebrai szamtest egy egész bazisanak megkonstrualasa egyszert dolog. Erdekesebb
a kérdés, ha nem egy bizonyos algebrai szamtestrsl van sz, hanem szamtestek egy
végtelen csaladjarol.

A disszertacioban szamtestek olyan végtelen parametrikus csaladjaival foglalko-
zunk, melyeket polinomok végtelen parametrikus csalddjainak gyokei generalnak.
Erre jo példat szolgaltatnak a masodfoku szdmtestek, melyeket az f,,(X) = X2 —m
polinomok gydkei generalnak, ahol m négyzetmentes egész. Ezen masodfoka tes-
tek esetén ismeretesek az egész bazisok, forméajuk az m paraméter 4-el valo osztasi
maradékatol fige. Ha m = 2,3 (mod 4), akkor (1,+/m), ha pedig m =1 (mod 4),
akkor (1, %) egész bazist alkot Q(y/m)-ben.

Hasonl6an vizsgalhatunk més parametrikus polinomcsaladok gyokei altal defi-
nialt szamtesteket. Példaként tekintsiik a legegyszeriibb hatodfoku szamtesteket,
melyeket az

fm(X) = X® —2mX® — 5(m +3)X* — 20X3 + 5mX? +2(m +3)X + 1

polinom gydkei generalnak, ahol m € Z \ {-8,—3,0,5}.

Ezek vizsgalata soran kideriilt, hogy ha m? 4+ 3m + 9 négyzetmentes, akkor az
m paraméter 36-al vald osztasi maradékatol fliggGen 19 esetet tudunk megkiilon-
boztetni. Példaul, ha o az f,,(X) gyoke és m =1 (mod 36), akkor

(1 s l+a+a® 4+a+3a%+at 11+3a+13a2+6a3+2a4+a5>
a
) ) ) 2 ) 6 ) 18

egész bazisa Q(a)-nak. Ha m =2 (mod 36), akkor

(1 s 3 1+a®+at 1—|—7a—|—6a2—|—2a3+a5>
a,a
) k) ) Y 3 ) 9

egész bazisa Q(a)-nak, és igy tovabb (1d. [28]). Ilyen esetben azt mondjuk, hogy a
szamtestcsalad egész bazisai periodikusan ismétlédnek.
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Ez a jelenség a masodfoku testeken kiviil eddig csak nagyon kevés szamtestben
volt ismert (pl. harmadfoka [12] és negyedfoku gyokbdvitések [19], legegyszertibb
negyedfoku testek [49]). A dolgozatban hérom végtelen parametrikus szamtest-
csalad esetén igazoljuk az egész bazis periodikussagat, rdadéasul tetszéleges foksza-
mokra, ami azt jelenti, hogy val6jaban végtelen sok parametrikus szamtestcsaladot
vizsgalunk. A kapcsolodo eredmények a [26], [28], [58] és [59] cikkekben jelentek
meg.

Algebrai szamtestek egész bazisai kozott kitiintetett szerepet toltenek be az
(1,a,...,a"" 1) alakt hatvany egész bazisok. Ha az n-edfokit K algebrai szadmtest-
ben létezik ilyen « algebrai egész szam, akkor az egészek gytiriijét Z felett egyetlen
elem generalja, Zx = Z[a], azaz Zx mono-generalt, mas néven monogén gytrd.

A szamtestek monogenitasanak vizsgalata és a hatvany egész béazisok megha-
tarozasa az algebrai szamelmeélet klasszikus problémakore, mely Dedekind [12] és
Hasse [40] munkéassagaig nyulik vissza. Birch és Merriman [5] eredményeibél ko-
vetkezGen kideriilt, hogy egy algebrai szamtestben ekvivalencia erejéig véges sok
hatvany egész bazis generator létezhet, amit t6lik fiiggetleniil A. Baker [2] mo6d-
szerét felhasznalva Gyory Kalman [36] effektiv forméban is bebizonyitott. Az ef-
fektiv eredmények (részletesebben 1d. Evertse - Gyory Kalman [17]), egy véges, de
gyakorlatban a nagyon nagy korlatok miatt nem kivitelezhetd algoritmust adnak a
hatvany egész bazisok generatorainak meghatarozasara. Toébbek kozott redukcios
és leszamlalasi algoritmusok konstruélasa volt sziikséges ahhoz, hogy viszonylag kis
fokszamu testekben ténylegesen meg lehessen hatarozni a generatorokat, Id. Gaal
Istvan [22]. Altalanos, hatékony algoritmusok léteznek harmadfoku (Id. Gaal Ist-
van, N. Schulte [30]) és negyedfokiu szamtestekre (1d. Gaal Istvan, Peths Attila,
M. Pohst [24]). Ezeknél a szamitasi idé par masodperc. Létezik altalanos eljaras
otodfokn szamtestek (1d. Gaal Istvan, Gyory Kalman [23]), atlagos szamitogépen
kb 8 ora futasi idével, és hatodfoki szamtestek esetén is (1d. Y. Bilu, Gaal Istvan,
Gy6ry Kalman [4]), kb 5 honap gépidével. Specialis hatodfokd, nyolcadfoki stb.
testek esetén léteznek ugyancsak hatékony eljarasok, ld. Gaal Istvan [22].

Mindezek fényében érdekesek és fontosak azon eredményeink, melyeket a pe-
riodikus egész bazisok vonatkozasaban vizsgéalt végtelen parametrikus szamtest
csaladok monogenitasaval kapcsolatban nyertiink. FEzekhez az eredményekhez a
fentiekkel ellentétben Dedekind [11] modszerét, a Newton poligonok elméletét (1d.
[33], Chapter 6.4), @. Ore [56] index-tételét és az indexforma faktorait felhasz-
nalva jutunk el. A kordbbi megkdzelitésekhez képest ez az irany egyfell kicsivel
korlatozottabb, més szempontbdl viszont altalanosabb eredményekhez vezet. Sza-
mitasaink soran nem célunk meghatérozni az 6sszes hatvany egész bazis generétort,
csupan azt igyeksziink eldonteni, hogy a mely paraméterek esetén lehet monogén
a test. Arra toreksziink, hogy ha egy adott paraméter esetén a polinom gyoke nem
general hatvany egész bazist, akkor megmutassuk, hogy a test nem monogén. Az
utobbi években ez a kutatasi irany egyre nagyobb népszertiségnek orvend, tobb
olyan cikk sziiletett, ami végtelen parametrikus szamtestek monogenitasaval fog-
lalkozik (1d. [44], [43], [29], [32], [61], [46], [28], [45], [31], [27], [26], [39], [48], [62],
[7], [55], [6]). Ez a modszer a klasszikus megkozelitésnél annyiban altalanosabb,
hogy egyszerre végtelen sok szamtesttel kapcsolatban fogalmazunk meg allitasokat.



Az altalunk vizsgalt esetek tobbségében ez raadasul igen hatékonyan miikodik. A
hatodfoki gySkbovitések esetében példaul sikeriilt megmutatnunk (I1d. [26]), hogy
ha az X% — m polinom gycke nem generél hatviny egész bazist, akkor a test nem
is lehet monogén. Ez a feltétel pedig csupan m-nek a 36-os maradékatol fligg,
tehat négyzetmentes m paraméterek esetén sikeriilt jellemezni az 6sszes monogén
hatodfoku gyokbd&vitést.

Az értekezés 2. fejezetében a felhasznalt modszereket és allitasokat gytjtottem
Ossze. Az els6 részben az egész béazis meghatarozasihoz, és a periodikus egész bazis
igazolasahoz hasznélt eljarasokat foglalom Gssze, majd a 2.1.5 részben precizen
definidlom a periodikus egész bézis tulajdonsagot. A fejezet mésodik részében, az
indexforma kiszamitasahoz, és az egész egyiitthatos faktorizaciojahoz kapcsolodod
modszereket, ismertetem.

A 3. és 4. fejezetekben taldlhatoak a harom végtelen parametrikus szamtest-
csaladhoz kapcsolodo eredmények, melyek részben a [26], [27], [28], [29], [58] és [59]
cikkekben jelentek meg.

A 3. fejezetben megmutatom, hogy az egész bazis mindharom csalad esetben
periodikusan ismétlédik. A megfelel6 paraméterekhez tartozé gyokbovitések esetén
megadjuk a legkisebb periddushosszt, a legegyszertibb testek kétféle altalanositéa-
sa esetén felsG korlatot adunk a peridédushosszra, illetve bizonyos kis fokszamoki
esetekben ezeknél is megadjuk a legkisebb periédushosszt. A legegyszertibb tes-
tek altalanositasai esetén (Id. [59]), kiilon vizsgaljuk a felbontasi testet, mivel
tapasztalataink szerint az a tény, hogy az n-edfoka polinom felbontéasi teste, egy
résztestének ciklikus n-edfoku bévitése, szoros kapcsolatban 4ll a periodikus egész
bézis tulajdonsaggal, illetve a monogenitas vizsgalatakor hasznélt faktorok kozotti
Osszefiiggésekkel. A gySkbdvitések esetében ez a tulajdonsag nyilvanvaléan telje-
stil. Ezek utan igazoljuk, hogy megfelels feltételek mellett a periodikus egész bazis
tulajdonsag 6roklédik olyan testekre is, amelyek a mar vizsgalt szamtestcsaldadok
koziil kikeriils testek kompozitumaként allnak el6.

A 4. fejezetben, a periodikus egész bazis felhasznalasaval alacsonyabb foksza-
mok esetén megvizsgaljuk, hogy a harom végtelen parametrikus szamtestcsalad
mely paraméterek mellett lehet monogén. Az esetek tObbségében, ezt néhany
maradékosztalytol eltekintve, minden megfelel§ paraméterre el tudjuk donteni
(1d. [26],[28]). A fejezet utolsé részében alacsonyabb fokt kompozit bévitések
monogenitasat vizsgaljuk az eléz6 részekben is hasznalt moédszerek segitségével,
és hasonld atfogd eredményeket nyeriink (I1d. [29]). Kovetkezményként kapjuk,
hogy az M.-L. Chang [6] altal vizsgalt X3 — m polinomhoz hasonléan, néhany
meghatéarozott értéktsl eltekintve az X* — m és az X% — m polinomok felbontasi
testei sem lehetnek monogének.

Az egész bazisokkal, és az indexformékkal kapcsolatos szamitasainkat a Ma-
ple matematikai programcsomaggal végeztiik, amely kivaléan hasznalhatd az ilyen
szimbolikus miveletekhez (1d. [3]).






2. fejezet

Algebrai szamelméleti alapok

Egy o € C szamot n-edfoki algebrai szdmnak neveziink, ha « gyoke egy f(X) €
Z[X] egész egyiitthatos n-edfokiu irreducibilis polinomnak. Ezt a polinomot « egész
egytitthatds definidlo polinomjdanak nevezziik. Ha a definiald polinom fGegyiittha-
téja c és

(X - a(i))7

.

f(X)=c-

=1

akkor az o™, a® ... a(™ szamokat az a konjugdltjainak nevezziik.

Egy Q C K C C testet algebrai szdmtestnek neveziink, ha a K/Q testbdvités
véges. Ha [K : Q] = n, akkor létezik olyan n-edfoki algebrai szam, hogy K = Q(«).
Ekkor a K test egy Q folotti vektortérnek tekinthets, amelynek a dimenzidja n, és

egy bazisa (1,a,a?,...,a" 1), azaz tetszbleges B € K szdm egyértelmien frhato
fel

B=ro+ra+ra®+...+r_1a" !
alakban, ahol rg,71,...,7,_1 racionalis szamok. A 8 € K relativ konjugdltjai alatt
a

BYD =g+ 110D +ro(@? + g () (i=1,...,n)
szamokat értjiik.

A (B szamot algebrai egésznek nevezzilk, ha a [ egész egyiitthatos definiald
polinomjanak fSegyiitthatoja 1. A K-beli algebrai egészek halmaza gytirtit alkot,
melyet Zg-val jeloliink. Ekkor Zg egy teljes modulus K-ban Z {5616tt, melynek egy
bazisat a K test egész bdzisdnak nevezziik. Ha tehat (w; = 1, wo,...,wy,) a K egy
egész bézisa, akkor tetszlleges B € Zy algebrai egész egyértelmiien irhato fel

B =2z + zows + ... + zpwy

alakban, ahol 21, 29,..., 2, egész szamok. Mivel az w; = 1,ws,...,w, linearisan
fiiggetlenek Z 6l6tt (és igy Q folott is), ezért (1,wo, ..., w,) bazisa K-nak Q-folott.
Igy a ( relativ konjugaltjai

ﬂ(i):zl—i—zw}éi)—|—...—|—zno.)7(f)7 (i=1,...,n)
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alakban frhatok.

Legyen (a1,...,q,) egy béazisa K-nak Q felett, ekkor a bdzis diszkrimindnsa
alatt a
2

NORIN RN ()

DK/Q(Otl,...,Oén): . : :

NI ORI

mennyiséget értjik. Két kiillonb6z6 bazis diszkriminansa kozott a bazistranszfor-
macios matrix teremt kapcsolatot. Legyenek (aq,...,,) és (5,...,0,) béazisai
K-nak Q felett. Legyen M = (m;;)nxn a koztiik hato bazistranszformécios matrix,

Bi = Z?:l mgj; - Oj, azaz

oy B1

Q2 B2
M-1 . |=].

Qp Bn

Ekkor a két bazis diszkriminansa kozott az alabbi osszefiiggés all fenn,

DK/Q(ﬂla e 7ﬂn) = det(M)z : DK/Q(Oél, . ,an).

Egy primitiv a € K elem Dg/g() diszkrimindnsa alatt az altala generalt
(1,a,0?,...,a"" 1) hatvanybazis diszkriminansat értjiik, ami a Vandermonde-féle
determinéns kifejtése alapjan az alabbi modon is szamolhato:

Dijgla) = Dijg(lene?,...a" = [ (P —a)?,

1<i<j<n

vagyis a diszkriminansa pontosan a definialé polinomjanak a diszkriminénsa. A K
test diszkrimindnsa alatt egy tetszsleges (w1, ws, .. .,wy) egész bazisanak a diszkri-
minansat értjiik, és Dg-val jeloljik. Ez fliggetlen az egész béazis megvalasztasatol.
Legyen most (a1,...,qa,) egy algebrai egész elemekbdl allo bazisa K-nak Q
felett. FEkkor
DK/@(al,...,an):J2~DK, (21)

ahol J egy tetszGleges egész bazisbol az (aq, ..., a,) bazisba hatd bazistranszfor-
méciés matrix determinédnsa. Megmutathato, hogy J éppen a (Z}; : (’)) modulus
indexszel egyezik meg, ahol O az oy, ..., a;, elemek altal generalt modulus (1d. [53]
Proposition 2.13).

Ha o egy primitiv algebrai egész K-ban, akkor (1,a,a?,...,a"" 1) algebrai
egész elemekbdl allo bazisa K-nak Q felett. Ekkor K-ban az 1,a,0a2,...,a" !
elemek altal generalt modulus megegyezik a Z[a] gytrtib6vités additiv csoportja-
val, mint Z feletti modulussal. A (Z} : Z[a]*) modulus indexet az o indexének
nevezzik, és I(a)-val jeloljik. A fentiek alapjan tehat

Dgjg(a) = I(e)* - Dkg.



2.1. Egész bazisok kiszamitasa, hasznos eszkozok és
modszerek

Ebben a fejezetben egy adott algebrai szamtest egy egész bazisanak kiszamitasahoz
kapcsolodod modszereket gytijtottem Ossze a teljesség igénye nélkiil. Az egész bazis
kiszamitasara jelenleg tobb hatékony algoritmus létezik, koziiliik a legelterjedtebb
a Round Four algoritmus (1d. [57] Chapter 4.). Annak ellenére, hogy a legtébb
szamelméleti programcsomagba ez az eljaras van beépitve, és meglehetdsen jo futéasi
id6vel dolgozik konkrét szamtestek esetén, a modszert nem fogom részletezni, mivel
parametrikus esetben a hasznalata kifejezetten nehézkes. Helyette egy lényegesen
rosszabb futéasi ideji, de sokkal egyszertibben alkalmazhato eljarast idézek, amely az
egyszeriiségébdl fakadoan parametrikus esetben is hatékony lesz. A modszer csupan
az el6z6 részben megemlitett alapvets ismereteket hasznalja ki (egy részletesebb és
példakon keresztiil bemutatott leiras talalhaté J. P. Cook [10] 6sszefoglalojaban).

2.1.1. Egész bazis kiszamitasa: a favagé mddszer
Legyen « egy n-edfoku algebrai egész, és K = Q(«). Ekkor

(10,02, ...,a" 1)
algebrai egészekbdl 4llo bazisa K-nak Q felett. A modszer ezt a bazist (vagy a K
egy alkalmas algebrai egész elemekbdl allé bazisat) fogja tobb lépésben redukalni.

1. Tekintsiik a K egy algebrai egész elemekbdl allo (o, . .., o, ) bazisat, és sza-
mitsuk ki a diszkriminanséat.

2. Ha azt tapasztaljuk, hogy a diszkriminans négyzetmentes, akkor kész is va-
gyunk, hiszen (2.1) alapjan az ay, ..., q, iltal generalt modulus indexe Z}.-
ban csak 1 lehet, azaz (aq,...,q,) egész bazis. Ha nincs ilyen szerencsénk,
akkor valasszunk egy p primet, amelynek a négyzete osztja a bézis diszkrimi-
nansat, és folytassuk a kovetkezd 1épéssel.

3. Tekintsiik az Osszes
Mg + Aoas + ...+ Ao,

p
alaki algebrai szamot, ahol0 < \; <p—1, \; € Z, (i=1,...,n). Szamitsuk
ki a definial6 polinomjaikat, és vizsgaljuk meg, hogy koziiliik melyek algebrai
egészek.

4. Haa Ay = Ao = ... = A\, = 0 eseten kivill egyik sem algebrai egész, akkor
véalasszunk egy masik primet, amelynek a négyzete osztja a bazis diszkri-
minansat, és az el6z6 1épéstél kezdve folytassuk az eljarast az 4j primmel.
Amennyiben mar minden primet megvizsgaltunk, és nincs az elemek kozott
algebrai egész, akkor az eljaras véget ér, és a bemeneti bazis egész bazis lesz.



5. Ha talalunk nem nulla algebrai egészeket, akkor p osztja az ay, ..., a, altal
generalt modulus indexét, igy redukalnunk kell a bazist. Tegyiik fel, hogy
8= A1aq + X + ...+ Mo,
p

egy olyan algebrai egész elem, amelyben nem minden )\; egyiitthato 0. Az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy A; # 0 (méaskiilonben &t-
rendezziik a bazis elemeit). Legyen

r=A" (mod p),

és szamitsuk ki az r- 3 elemet. Tegyiik fel, hogy r-\; = p-p;+A}, (i=1,...,n),
ahol 0 < X, <p—1és \,, u; € Z. Ekkor r - 5 az alabbi médon irhato:
Moag + Mas+ ...+ N,an,

refB= » + o + et + . pp Oy,

ahonnan

5= Mag + Mas + ...+ N ay,
p

szintén algebrai egész, hiszen két algebrai egész kiilonbségeként irhatd. To-

vabba 7 = A\[! (mod p) miatt \; = 1. Osszefoglalva ez annyit jelent, hogy

ha létezik olyan algebrai egész a fenti alakban, amelyben A\; # 0, akkor 1é-

tezik olyan algebrai egész is, amelyben \; = 1. Valasszunk g-nak egy ilyen

=7 f— (a1 + peae + ...+ ppan)

elemet, és tekintsiik a (8, g, as,...,q,) algebrai egész elemekbdl allo ba-
zist. A [ megvalasztasa alapjan vilagos, hogy a 8, s ..., a, altal generalt
modulus tartalmazza az a1, as ..., a, altal generdlt modulust. Tovabbé az
M :(aq,...,an) = (B, ag,...,a,) bazistranszformacié matrixa:

1 A2 Az An

p p D P

0o 1 0 0

w0 o 1 0
o 0 o0 ... 1

tehat az 0j "redukalt" bazis diszkriminansa I%—szerese az eredeti bazis diszk-
riminansanak.

6. Folytassuk az eljarast az 1. 1épéstdl a redukalt bazisbol kiindulva.

Mivel minden egyes lépésben vagy ledll az algoritmus, és megadja az egész bazist,
vagy p%—szeresére csokkenti a kiindulasi diszkriminanst, ezért véges sok lépésben
biztosan véget ér. Vegyiik észre, hogy egy lépés soran p" darab elemnek a definialo
polinomjat kell kiszamolni, ami eléggé szamitasigényes feladat, de ha valamilyen
modon sikeriil feliilrsl becsiilni a (Z}. : Z[a]*) indexet, vagy korldtozni a vizs-
galand6 primek halmazat, akkor a modszer konnyen alkalmazhaté parametrikus
esetben is.



2.1.2. Hermite normal alaki egész bazis

Py

Az €l6z6 fejezetben ismertetett algoritmus kimenetele fiigg az 5. pontban vélasz-
tott algebrai egésztSl. Ez nem meglepd, hiszen egy szamtestben végtelen sok egész
bézist meg lehet adni. A testet generald « elem rogzitése utdn van azonban ezek
kozott egy bizonyos értelemben kitiintetett alakii bézis, amit az a-ra vonatkozo
Hermite normal alaki egész bazisnak fogunk nevezni. Ennek a bazisnak a specialis
tulajdonsagai sok esetben megkonnyitik a bizonyitésainkat.

A fejezet tovabbi részében H. Cohen [8] konyvének 2.4 és 4.7 fejezeteinek néhany
idevagd eredményét foglalom Ossze. Tekintsiink egy teljes modulust Z™-ben. A
modulus egy béazisa altal meghatarozott nxn-es egész elemii A méatrix determinénsa
nem nulla, tovabba tetszéleges U unimoduléaris méatrix esetén az AU maéatrix sorai
szintén egy bazisat alkotjdk a modulusnak. Azt mondjuk, hogy egy nemnegativ
egész elemd, nem nulla determinénst M = (m;;)nx, matrix Hermite normal alaka,

ha
e also haromszog alaku, (m;; = 0, ha j > i),

o a f6atloban 1évs elemek pozitivak, és az oszlopaikban dominansak (0 < m;; <
mjj, ha i > ])

Megmutathato, hogy tetszéleges A € Z™*™ métrix esetén egyértelmtien létezik
olyan M matrix, hogy M Hermite-féle normal alakd, és valamely U unimodularis
matrixszal, M = AU. Tovabba, ez az M métrix algoritmikusan meghatarozhato.
Speciélisan, ha adva van Z"-ben n darab lineédrisan fiiggetlen vektor, akkor az
altaluk generélt Z-modulusban egyértelmtien meg tudunk adni egy olyan bazist,
aminek a matrixa Hermite-féle normal alak.

Legyen K egy n-edfoku algebrai szamtest, és legyen («,...,a,) egy bazisa
K-nak Q felett. Ekkor a
K — Q"
o > e, (i=1,...,n),

megfeleltetés, ahol e; az i. egységvektort jeloli Q™-ben, egy vektortér izomorfizmus.
Ezen megfeleltetés szerint az (aq, ..., a,) elemek altal generalt modulus képe Z"-
nek felel meg.

Legyen R egy tetsz6leges teljes modulus K-ban, és (¢1,%9,...,¢,) az R egy Z-
béazisa. Mivel a 1; szamok K-ban vannak, ezért 1étezik olyan d egész szam, hogy az
(a1,..., ) elemek altal generalt modulus minden ¢ = 1,...,n esetén tartalmazza
a di; elemeket. A legkisebb ilyen d szamot az R modulus (s, . . ., a, )-re vonatkozo
nevezdjének mondjuk.

Alkalmas d € Z szammal tehat a dR képe a fenti izomorfizmus mentén teljes
modulus lesz Z™-ben, amelynek egyértelmiien létezik Hermite normaél alaki bazisa.
Legyen M ehhez a Hermite normal alaka bazishoz tartozo matrix, és 81,...,08, € K
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a bazisvektorokhoz tartozo elemek a vektortér izomorfizmus mentén. Ekkor

o B1

o B2
M-l . |=1.1,

an Bn

ahol a (1,...,08, és di,...,dy, szamok &ltal generalt K-beli modulusok meg-
egyeznek. Ha tehét ~; = é - Bi, (i=1,...,n), akkor

Qo Tn

ahol M tovabbra is Hermite normal alakd, és a vy, ..., v, és 1, ..., ¥, altal megha-
tarozott modulusok megegyeznek. Ekkor (71,...,7,) bazisa K-nak Q felett, melyet
az R modulus (a1, ..., a,)-hez tartozd Hermite normdl alakid bazisinak neveziink.
A fenti szdmolasban kapott (y1,...,7,) béazishoz tartozo egyértelmi (d, M) part
pedig az R modulus (v, ..., a,)-hez tartozé Hermite normdl alakjdnak hivjuk.

Ha R = Zg, akkor az igy kapott (y1,...,7,) bazist egyszertien a K test
(a1, ..., an)-hez tartozé Hermite normdl alaki egész bazisdnak nevezziik. Tovabba,
ha K = Q(a), akkor az (ay,...,a,) = (1,q,...,a" 1) valasztas mellett réviden
azt mondjuk, hogy a (71, ..., 7, ) béazis az R modulus a-hoz tartozé Hermite normdl
alaki bazisa.

A Hermite normal alak értelemszerten kiterjeszthetd nem négyzetes matrix-
okra is (I1d. [8], Definition 2.4.2.). Két n x n-es egész elem, invertdlhaté méatrix
konkatenaciojaként kapott 2n x n-es matrix Hermite normél alakjaban az utolsd
n sor csupa 0 lesz, igy ezeket elhagyva a megmaradt n x n-es matrixot nevezziik
a két matrix kozos Hermite normal alakjanak. FErre ugy tekinthetiink, hogy a
keletkezett matrix sorai altal generalt modulus a legsziikebb, ami tartalmazza az
eredeti matrixok sorai altal generalt modulusokat.

Ennek segitségével, ha (11,12, ..., 1%y) és (w1,wa, ..., wy,) két bazisa K = Q(«a)-
nak, valamint Ry a ¥1,%9,...,%,, és Ry az wi,ws,...,w, elemek altal generalt
Z-modulusok, akkor kénnyen kiszamithatd az R; + Re modulus egy a-hoz tartozd
Hermite normal alaktu béazisa. Legyen ugyanis (dy, M) és (da, M) az Ry és Rs
modulusok Hermite normal alakja, és M a doM; és dy My matrixok kozos Hermite
normal alakja. Ekkor az R; + R modulus a-hoz tartozé Hermite normal alakja
(dl . dg, M) lesz.

A kovetkezs fejezetekben egy algebrai egész elem indexének becslésére illet-
ve kiszamitasdra mutatok olyan modszereket, amelyek parametrikus esetben is jol
hasznalhatoak lesznek. Az els6 a dualis bazis modszere, ami korlatozza egy 3 algeb-
rai egész elem egytitthatoinak nevezgjét egy (o, ..., a,) algebrai egészekbdl allo
bézisra vonatkozoan. A mésik a Newton-poligonok egy alkalmazéasa lesz, amely @.
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Ore [56] nevéhez fiiz6dik. Habar ez csak egy egyszerti alkalmazasa Ore eredménye-
inek, a cikk ezeken messze tulmutat. J. Montes és E. Nart [52] Ore eredményeinek
altalanositasaval olyan algoritmust dolgoztak ki, amely a kordbbiaknal lényegesen
hatékonyabban képes kiszamitani egy test egész bazisat, illetve egy p € Z prim
esetén a pZy primideal faktorizaciojat.

2.1.3. Az index becslése I: Dudalis bazis

Legyen « egy n-edfoku algebrai egész, és K = Q(«). A célunk felss becslést adni az
a indexére. Mivel (1,a,a?,...,a" 1) bazisa K-nak Q felett, ezért minden 3 € Zg
egyértelmtien irhato fel

20+ 2100+ ...+ zp_1a™ 7t

d

B = (2.2)
alakban, ahol zq,...,2,-1,d € Z, Inko(zo, ..., 2,-1,d) = 1.

Legyen most (aq,...,q,) egy tetsz6leges algebrai egész elemekbdl allo bazisa
K-nak. Ekkor a

*\ 17 ha i = ja
TrK/Q(az'aj)_ { 0, hai#j,
altal egyértelmtien meghatarozott aj,..., o), szadmok szintén bazist alkotnak K-

ban, amit az (a4, .. ., a,) dudlis bazisanak neveziink. Egy algebrai egész elemekbdl
allo bazis dualis bazisanak haszna abban rejlik, hogy segitségével tetszéleges 5 €
Zy algebrai egész, racionélis egész egylitthatokkal irhaté fel. Valoban, tekintsiink
egy

B=hai+. ...+ fanoy,

algebrai egész elemet K-ban. A duélis bazis definicioja és a nyom linearitasa alap-
jan

Tricjo(B- o) =3 fi- Trrjolal - i) = fi

j=1
teljestil minden ¢ = 1,...,n esetén. Mivel 3 és «; algebrai egészek, a szorzatuk is
algebrai egész, aminek a nyoma racionalis egész szam igy adodik, hogy f; racionalis
egész minden ¢ = 1,...,n esetén. Ennélfogva, az af, ..., ) elemek altal generalt

modulus K-ban tartalmazza a Zg algebrai egészek gytirtjét.

Tegyiik fel most, hogy (v1,%2,--.,Vn) az (1,a,a?,...,a" 1) dudlis béazisa, és

legyen

zio+ ziia+ ...+ Zi,n_loénil

Yi = dl y (i::l,...,n)
a ~; elemek felirdsa az (2.2) alakban. Az el6z6ek alapjan tetszGleges algebrai
egész egylitthatoi raciondlis egész szamok a (vy1,72,...,v,) bazisra vonatkozoan,

igy (2.2)-ban 1évs d nevezdre

d | kkt(dy,da . .. dy)
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teljesiil. Ez a legkisebb koz0s t6bbszoros sok esetben lényegesen kisebb, mint az
eredetileg feltételezett lehets legnagyobb J modulus index, vagyis az a szam, melyre
D(a)/J? négyzetmentes, igy ezzel jelentésen csokkenthetjiik a vizsgdlando esetek
szamat.

Tovabbi elénye még a dualis bazisnak, hogy gyakran szamolas nélkiil is konnyt
"kitalalni" az elemeit. Az ilyen esetekben ez szolgaltat egy azonnali képletet is a
kiindulasi bézis diszkriminanséra vonatkozoan, ugyanis a dualis bazis definicidja
alapjan

Dy g, ..., an) - Dijglag,...,ap) =1,

igy, ha
o1 o]
o) al
M- =2,
O o
akkor .
D ey Q)| = .
| K/Q(al « )| |det(M)|

2.1.4. Az index becslése II: Newton poligonok

Ebben a részben a Newton poligonok egy alkalmazasat mutatom be .Ore [56] cikke
alapjan, amely alkalmas arra, hogy tetszéleges p prim esetén pontosan megadja egy
algebrai egész elem indexének p-adikus rendjét. Ehhez els6ként ki kell terjeszteniink
a szokasos
v Q=17
p-adikus rendet a racionalis egyiitthatos polinomokra a koévetkezs modon:
vp : Q(X) — Z,

vp(ag + a1 X +asX?+ ...+ a, X") = Or<n'i£1 {vp(a;)}

Most legyen f(X) € Z[X] tetszbleges 1 fGegyiitthatos polinom, ¢(X) € Z[X] pe-
dig olyan 1 fgegyiitthatos polinom, melynek ¢(X) redukcidja modulo p irreducibilis,
és ¢(X) | f(X) (mod p). Ekkor f(X) egyértelmten irhato fel ¢(X) polinomjaként
a kovetkezd alakban:

F(X) = ao(X) + a1 (X)$(X) + a2 (X)p(X)? + ... + ar(X)p(X)",

ahol a;(X) € Z[X] és deg(a;(X)) < deg(¢(X)). Ezt nevezzik az f(X) polinom
¢-adikus kifejtésének.
Tekintsiik az euklideszi sikon az alabbi ponthalmazt:

{(i,vp(a;(X))) €eR*: 0 <i <7}

Az f(X) polinom ¢-Newton poligonja ezen pontok alsé konvex burka, tehét
szemléletesen az a torétt vonal, amit a pontok konvex burkaként kapott sokszogbsl
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"alulrol lTatunk".
Példa: Legyen p =5 és

F(X)= X0 4+141XM" 4+ 75X +1787X 12 + 905X 1 + 10048X 10 + 4675X° + 32120X 5+
+14450X7 4+ 63167X6 4 28875X5 4 76192X* + 34325X 3 + 50474 X% + 18735X + 13181.

Ekkor
f(X)=(X?+2)* (mod 5).

Valasszuk ¢(X)-et X2 + 2-nek, gy

ag(z) = 625(X + 1),

ay(x) = 625(X — 2),

asz(x) = 25(—X + 6),
as(z) = 625(2X — 1),
as(z) = 125(X + 4),

as(z) = 5X,

ag(z) = 25(3X — 3),

a7(x) =125,

ag(z) =1

A piros pontok jeldlik az {(i,v,(a;(X))) € R? : 0 < i < 8} halmaz elemeit, és a
kék torott vonal az f(X) ¢-Newton poligonja.

Az f(X) polinom ¢-adikus kifejtéséhez vegyiik észre, hogy ha ¢;(X) jeloli az
f(X)/p(X)? maradékos osztés hanyadosat, akkor

¢i(X) = qiy1(X) - ¢(X) + a;(X),

igy a ¢-adikus kifejtés valoban egyértelmi, és gyorsan kiszamithato.

A ¢-Newton poligon negativ meredekségii szakaszai altal meghatarozott torott
vonalat a poligon f& részének nevezzik és Ny (f)-el jeloljik. A ¢(X) fokszaméa-
nak és a sik azon pontjainak a szaméanak szorzatat, amelyek mindkét koordinataja
pozitiv, és N;(f)—en, vagy az alatt helyezkednek el, az f(X) polinom ¢-indexének
nevezziik és indy(f)-el jelljiik. Lathato, hogy a fenti példdban a ¢-Newton poli-
gon f6 része megegyezik a teljes poligonnal (az alkalmazasaink jelentss részében is
ugyanezt fogjuk tapasztalni), és konnyen Osszeszamolhato, hogy az f(X) polinom
¢-indexe 2-8 = 16. Az index sz6 mar utal arra, hogy ennek lesz valamilyen kapcso-
lata egy algebrai elem indexével, de miel6tt kimondanank az Ore-féle indextételt,
sziikség van még egy definiciora.

Jeloljitk g(X)-el egy g(X) € Z[X] polinom redukciojat modulo p, és legyen
¢i € ZIX]/(p,p(X)), (i=0,...,r), az alabbi modon definialva,

(2% ). ha (i,up(ai(X))) € Ny (),
0 ha (i, vy (a:(X)) & N (9)

C; =
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Most tekintsiik az N, o (f) egy S oldalat. Legyen ennek az oldalnak a meredeksége
A= _Th, ahol h és e pozitiv relativ prim egészek. Legyen [ az S oldal x tengelyre
es6 merdleges vetiiletének a hossza, és legyen d := é Ekkor I-t az S hosszéanak,
mig d-t a S fokdnak nevezziik. A fokszam lényegében azt mutatja meg, hogy az S
oldalt hany részre bontjak a rajta elhelyezkedd egész koordinataja pontok. A fenti
példaban N(;( f)-nek 2 oldala van, az els6 oldal hossza 2, a méasodiké 6, és mindkét
oldal foka 2.
Legyen t az S oldal kezd&pontjanak abszcisszaja, ekkor az

RA(F)Y) == cr + creY + ...+ cepae Y € (Z[X]/(p, p(X)))[Y]

polinomot az S oldalhoz (vagy A meredekséghez) tartozé maradék polinomnak
nevezziik. A maradék polinomot gy kell elképzelni, hogy tekintjiik N (f)-nek
egy oldalat, kiszamoljuk az oldal fokat (ami egyben a maradék polinom fokszama
is), végighaladunk az oldalra illeszkeds egész koordinataju (7,j) pontokon, és ha
Jj = vp(a;(X)), akkor a maradék polinomban az Y megfelel§ fokszamu tagjanak

egyiitthatoja (%) lesz, egyébként pedig 0.

A példankban az elsé oldal meredeksége —1, a hozza tartoz6 maradék polinom
pedig
RaA()Y)=cot+aY +Y?=(X+1)+(-X +6)Y>.

A masik oldal meredeksége —%, a hozzé tartozé maradék polinom pedig

R_

1(NY) =2+ Y +eV?= (=X +6) + XY + Y2
Azt mondjuk, hogy f(X) ¢-reguldris, ha az N, 5 (f) Osszes oldaldhoz tartozé mara-
dék polinom szeparabilis. Mivel a

ZIX]/(p, 9(X)) = Fpacacox))

test tokéletes, a regularitasi tulajdonsig egyenértéki azzal, hogy a maradék po-
linomok négyzetmentesek, azaz Ry(f)(Y) és formalis Y-szerinti derivaltja relativ
primek a Z[X]/(p, ¢(X)) polinomgytiriben, ami kénnyen ellendrizhetd.

A kovetkezs tételre Ore-féle index-tételként hivatkozik a szakirodalom. Ez teremt
kapcsolatot egy algebrai egész indexe, és a definialé polinomjanak ¢ indexei kézott.

2.1. Tétel. Legyen p prim, f € Z[X] egy 1 fdegyitthatds polinom, és legyenek
O1,02, ..., 01 € Z[X] olyan 1 féegyiitthatds polinomok, melyek redukcidi modulo
p az f(X) kilonbozé irreducibilis faktorai. Legyen tovdbbd o az f(X) egy gyoke,
ekkor

vp(I(e)) = indg, (f) + ... + indg, (f),

ahol pontosan akkor dll fenn egyenldség, ha f(X) ¢;-requldris minden i = 1,...,k
esetén.
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Annak ellenére, hogy a regularitas korlatozza a tétel alkalmazhatosagat, a dol-
gozatban szerepld példak mindegyikében teljesiilni fog ez a tulajdonsag, igy a fenti
tételt minden esetben egyenlGséggel fogjuk tudni hasznalni. Emellett Ore meg-
mutatta, hogy tetszéleges szamtestet lehet generédlni olyan elemmel, amelynek a
definial6 polinomja minden esetben regularis.

Egy egyszerii és hatékonyan alkalmazhato kovetkezménye a fenti tételnek a ko-
vetkez6 allitas.

2.2. Allitas. Legyen p prim, f € Z[X] egy 1 foegyiitthatds n-edfoki polinom, amely
p-FEisenstein. Legyen o az f(X) egy gydke. Ekkor

vp(I(a)) =0

Bizonyitas: Konnyd latni, hogy ha f(X) p-Eisenstein, akkor f(X) = X"
(mod p), igy csak egy irreducibilis faktora van modulo p, mégpedig a ¢(X) = X.
Ekkor azonban az f(X) ¢-adikus kifejtése megegyezik f(X)-el, aminek a ¢-Newton
poligonja a (0;1) és (n;0) pontokat 6sszekotd —% meredekségii szakasz. Ennek a
szakasznak a foka 1, igy a hozza tartozdé maradék polinom fokszama is 1, tehat
nyilvanvaléan szeparébilis, és igy az indextétel szerint

vp(I(@)) = indy(f)

Azonban, indg(f) = 0, hiszen egyetlen pozitiv egész koordinataju pont sincs a
(0;1) és (n;0) pontokat Osszekots szakasz alatt. O

Legtobbszor ez a kovetkezmény szolgaltatja majd a megfelels feltételeket ahhoz,
hogy végtelen parametrikus szamtestcsaladok esetén véges sok primre korlatozzuk
a vizsgalatainkat.

2.1.5. Periodikus egész bazisok

Ebben a fejezetben parametrikus szamtestek egész béazisanak egy specialis, ugyne-
vezett periodikus tulajdonsagarol lesz sz6. A definiciot konkrét szamitési példak
motivaltak, melyek arra engedtek kovetkeztetni, hogy bizonyos feltételek mellett
az egész bazisok "alakja" csak a paraméternek egy konkrét, a fokszamtol fiiggs ng
szammal valo osztasi maradékatol fligg. A legegyszertibb példa a méasodfoki szam-
testek jol ismert egész bazisabol adodik. Legyen f,,,(X) = X2 — m, ahol m egy
négyzetmentes egész szdm. Legyen tovabba ., az f,(X) egy gyoke és K = Q(aym ).
Ekkor (1,w) egész bazisa K-nak, ahol

am, ham=23 (mod4),
Hom  ham=1 (mod 4).
Ezek alapjan azt mondhatjuk, hogy az egész bazis alakja K-ban csupan a para-

méter 4-es maradékatol fligg, vagyis ismétlédik modulo ng = 4 . Ezt a jelenséget
szeretnénk most precizebben leirni.
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2.3. Definici6. Legyen f,,(X) € Z|m][X] egy n-edfokt polinom, ahol m € Z egy
egész paraméter. Legyen o, az f,,(X) egy gyoke és K = Q(a;,). Azt mondjuk,
hogy a K testek egész bdzisa periodikusan ismétlédik modulo ng, ha minden r =
0,...,n0 — 1 esetén léteznek olyan hgr)(X) € Q[X] polinomok (i = 0,...,n — 1),
hogy ha m =r (mod ng) és f,,(X) irreducibilis, akkor

(8 (), 1S (), BT () )
egész bazist alkot K-ban.

A definicioban kiemelt szerepet jatszik, hogy a K testeket egy parametrikus po-
linomcsalad kiilonb6z6 paramétereihez tartozo gyokeivel generaljuk. Enélkiil nem is
lenne igazan értelme periodikus egész bazisrol beszélni. Azt is mondhatnéank, hogy
ez a tulajdonsig valojadban nem is a szamtesthez, hanem inkabb a parametrikus
polinomcsalddhoz kéthetd.

Lathatjuk, hogy a definici6 értelmében az f,,(X) = X2 —m polinom gydke altal
generalt test egész bézisa tehat periodikusan ismétlédik modulo 4, amennyiben
m négyzetmentes. Ha ilyen egyéb feltételek teljesiilése esetén beszélhetiink csak
periodikus egész bazisrol, akkor a paramétereinket megszoritjuk, és csak a fennma-
rad6 szamtestcsaladokra mondjuk ki a periodikussagot. Elgfordul ilyenkor, hogy
bizonyos r maradékosztalyokban egyaltalan nem is lesz megfelel§6 m paraméter,
ezeket a maradékosztalyokat azokban az esetekben értelemszerten figyelmen kiviil
hagyjuk, azokhoz nem keresiink hgr)(X ) polinomokat. (Ilyen példaul az r = 4 eset
fm(X) = X% — m esetén, mivel itt a négyzetmentességi feltétel szerint egyik m
paraméter sem adhat 36-al osztva 4 maradékot.)

A Hermite normal alakt bézisokon keresztiil megkozelitve a problémat, a de-
finiciot a kovetkezd modon fogalmazhatjuk at. Legyen (dp,, M,,) a K = Q(am,)
egész bazisanak «u,-hez tartozd Hermite normél alakja. Azt mondjuk, hogy a K
testek egész bazisa periodikusan ismétlgdik modulo ng, ha s = ¢ (mod ng) esetén

(ds, M) = (dy, My).

Ertelemszertien, ha ez csak bizonyos m-re vonatkozo feltételek mellett teljesiil,
akkor ebben az esetben is figyelmen kiviil hagyjuk a nem megfelel6 paramétereket.

Egy fontos észrevétel, hogy ha I(«a,,)-re a paramétertsl fliggetlen felsd becslést
tudunk adni, akkor ez mar maga utan vonja a periodikus egész bazis tulajdonsigot.

2.4. Allitas. Legyen f,,(X) € Z[m][X] egy n-edfoki polinom, ahol m € Z egy
egész paraméter. Legyen o, az fm(X) egy gydke és K., = Q(ay,). Ha létezik
olyan C' € Z szdm, hogy

C- ZKm C Z[Ozm}

teljesiil minden m € Z esetén, akkor a K,, testek egész bdzisa periodikusan ismét-
lodik modulo C™.
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Bizonyitas. Legyen s,t € Z olyan szamok, melyekre C™ | (s — t). Meg fogjuk
mutatni, hogy a (ds, Ms) = (d¢, M;). Ehhez elegend6 azt igazolni, hogy a C'-Zk és
a C - Zk, modulusok képei a szokasos Q(a,,) — Q™ leképezés mentén, ugyanazt a
Z"-beli modulust hatérozzak meg, mas szoval tetsz6leges z; € Z, (i =0,...,n—1)
szamok esetén

5, = 20+ 2100+ ...+ zn_la?_l
e C
pontosan akkor algebrai egész, ha

20+ 210 + .o+ 2y

Bs: C

algebrai egész. Ehhez tekintsiik tetsz6leges m € Z paraméter esetén a

-1
C-Bm=2+210m+ ...+ 210,

definial6 polinomjat

(X - C’,B,(,?) = H (X —z—z10 — .~z (a%)nl) .

1 i=1

n n
1=

Ha f,, nem primitiv eleme a testnek, akkor ez valojaban Cf3,, definialé polinomja-
nak a |Q(au,) : Q(Bm)|-edik hatvanya, de ez nem véltoztat a bizonyitas menetén. A
fenti szorzat szimmetrikus polinomja a%), 045,21), ceey agﬁ)—nek, igy az egyiitthatoi a
szimmetrikus polinomok alaptétele alapjan f,,(X) egyiitthatoinak egész egyiittha-
tos polinomjai, amik viszont m-nek egész egyiitthatés polinomjai. Vagyis léteznek
olyan Py, Py, ..., P,_1 € Z|X] polinomok, hogy

11 (X - 055,?) = X" 4+ Py_y(m)- X" L. 4 Pi(m) - X + Py(m).

i=1

Ekkor ,, pontosan akkor algebrai egész, ha az

1 n n—
G (CX)" 4 Pucy(m) - (CX)"™ 44 Pi(m) - (CX) + Po(m))
polinom egész egyiitthatos, azaz ha C™ | C*- P;(m) teljesiil minden i = 0,...,n—1

esetén. Mivel C™ | (s —t), ezért C™ | P;(s) — P;(t) minden ¢ = 0,...,n — 1 esetén,
azaz a fenti feltétel pontosan akkor teljesiil m = s esetén, ha teljesiil m = ¢ esetén.
Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy (3; pontosan akkor algebrai egész, ha [ is az.
Igy tehat a C - Z g -hez és a C - Zg,-hez tartozé modulusok Z"-ben megegyeznek,
ennélfogva a Hermite normal alaka béazisaik altal alkotott matrixok is ugyanazok,
amibdl

(ds, MS) = (dt7 Mt)

kovetkezik, azaz a K, testek egész bazisa periodikusan ismétlgdik modulo C™. O



18

Ennek az allitdsnak egy tovabbi kévetkezménye, hogy a 2.1.1 algoritmust para-
méteres szamtestek estén is konnyen lehet alkalmazni. Ez a tobbi algoritmus esetén
komoly nehézségeket okozna. Az eljaras sarkalatos pontja, hogy a

- )\1(11 +)\2042 + ... +)\nan
b

B

elemekrél eldontsiik, hogy algebrai egészek-e.  Mivel az eredetileg hasznélt
ai,...,o, elemek algebrai egészek, igy az allitds bizonyitasdban hasznalt elv
alapjan az, hogy [ algebrai egész-e, csupan a \; egyiitthatoktol, és a paraméter
pt-el valo osztési maradékatol fiigg. Tehat az algoritmust csupan egy plusz
lépéssel kell megtoldanunk, amelyben a [ elemek definidlé polinomjat minden
m = 0,1,...,p" — 1 esetén meg kell vizsgalni. Ez sajnos az eddigi p™ vizsgélat
esetén ujabb p™ esetet jelent, ami mar erGsen korlatozza az alkalmazhatosigot
nagy fokszamok, és nagy primek esetén.

A periodikus egész bazis jelent&sége akkor keriil elGtérbe, amikor végtelen sok
szamtest egészeivel kapcsolatban szeretnénk allitdsokat megfogalmazni. Ilyen pél-
d&ul, amikor egy parametrikus szdmtestcsaladban vizsgéljuk a monogenitasi tulaj-
donsigot. Mivel a monogenitashoz el6zetesen sziikség van egy egész bazisra, ezért
ha ez az egész bazis periodikusan ismétlédik, akkor a vizsgélatainkat véges sok
esetre korldtozhatjuk, amelyekben parametrikusan végezhetjiik a szamitasokat.
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2.2. Monogenitas, hatvany egész bazis

Ebben a fejezetben 6sszefoglalom a monogenitashoz kapcsold alapvets definiciokat,
és allitasokat, amelyeket a tovabbi fejezetekben fel szeretnék hasznélni, természe-
tesen itt is a teljesség igénye nélkiill. Részletes és attekinté képet kaphatunk a
témakor eredményeirsl Gaal Istvan [21] és [22] konyveibdl.

Legyen K egy n-edfoku algebrai szamtest. Ekkor a K-beli Zy algebrai egé-
szek gytrtjét monogénnek nevezziik, ha létezik olyan o € K, hogy Zx = Z[a],

a 7Z egy egyszerl gytribévitése. Ekkor (1,a,a?,...,a" 1) egész bazisa K-nak,
amit hatvdny egész bdzisnak neveziink. Vilagos, hogy ekkor I(a) = 1, és az «
diszkriminansa megegyezik a test diszkriminansaval,

DK = DK/Q(Oé).

Legyen (w1 = 1,ws,...,wy) egész bazis K-ban. Ekkor az
L(l) = X1 +CU2X2 + ... +wan

kifejezést az (1,wa,...,wy,) egész bdzishoz tartozd linedris formdnak nevezzik. Le-
gyenek '
LOX)=X1+wXo+. . +w®X,, (i=1,...,n)
az L(X) relativ konjugaltjai, és
. , 2
D) = [I (29 -r0x))
1<i<j<n

az L(X) linearis forma diszkriminansa.

2.5. Lemma. A fenti jelolések mellett,
Dijo(L(X)) = (I(Xa, ..., Xn))? Dk,

ahol Di a K test diszkrimindnsa, 1(Xa,...,X,,) pedig eqgy (n — 1) vdltozds egész
egyiitthatos %—fakd homogén forma.

Ezt az I(Xo,...,X,) format nevezziik az (1,ws,...,w,) egész bazishoz tartozo
indexformdnak. Az indexforma legfontosabb tulajdonsaga, hogy tetszéleges

(x1,$27.--,$n) ez"

szam n-es esetén, amelyre az o = x1 + Towy + ... + Tpw, € Zk elem primitiv,
teljesiil, hogy

I(a) = [I(za,...,zp)|.
Ez azt is jelenti, hogy o = x1 4+ xows + ... + zpw, € Zi pontosan akkor general
hatvany egész bazist K-ban, ha (z,...,1,) € Z" ! megoldasa az

I(Xa,...,Xn) = %1
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un. indezforma egyenletnek. Vilagos, hogy ha f = a + « valamilyen a € Z esetén,
akkor I(a) = I(B), igy érthetd, hogy az indexforma fliggetlen az X; valtozotol.
Ilyenkor azt mondjuk, hogy a és S ekvivalens algebrai egészek. Ez alapjan ekviva-
lencia erejéig az Osszes hatvany egész bazist generalé elem meghatarozasa ekvivalens
a fenti indexforma egyenlet megoldasaval.

A bevezetSben emlitettek szerint, adott fokszamu és adott diszkriminanst bin-
ér formakrol Birch és Merriman [5] fogalmazott meg ineffektiv végességi tételeket,
melyekbdl kivetkezik az indexforma egyenletek megoldasszamanak végessége. T6-
likk figgetleniil Gyéry Kalméan [36] bizonyitotta a végességet effektiv formaban,
majd a modszert finomitva [37]-ben effektiv felsg korlatokat adott az indexforma
egyenlet megoldasaira. A Baker-modszer [2] felhasznalasaval nyert effektiv korla-
toknak szdmos élesitése és altalanositasa sziiletett, 1d Evertse, Gy6ry Kalman [17].
Ezek a korlatok azonban még a legegyszeriibb esetekben is a paraméterek dup-
lan exponenciélis fiiggvényei, igy gyakorlatban nem teszik lehet6vé az egyenletek
megoldéasainak megkeresését. Az indexforma egyenletek megoldasaira vonatkozo
konstruktiv, algoritmikus eredményekre vonatkozoan 1d. Gaal Istvan [22] konyvét.

2.2.1. Az indexforma faktorai

Ahogy azt az el6z6 részben lathattuk, egy mn-edfoki szémtestben egy egész
bazishoz tartozo indexforma (n — 1) valtozos @—fokﬁ homogén forma. Ez
mar kis fokszamu szamtestek esetén is kifejezettek sok tagbol allhat, és nehezen
kezelhetové valik. Harmadfokd esetben az indexforma egyenlet egy harmad-
foku Thue egyenlet, negyed-, 6t6d-, és hatodfoku esetben pedig a megoldasuk
visszavezethetd alacsonyabb foku egyenletek, illetve egységegyenletek megoldasara
(1d. [24],[23],[4]). Magasabb fokszdmok esetén azonban nincs olyan hatékony
szamitogép, amely képes lenne elfogadhat6é idén beliil kiszamitani egy altaldnos
index forma egyenlet megoldésait. Csupén specialis esetekben vannak eredmények,
melyek koziil a legtobb az index forma faktorizaciojara, vagy relativ indexforma
egyenletek megoldasara épiil.

Legyen « egy m-edfoku algebrai egész, f(X) € Z[X] az « definialé polinom-

ja, K = Q(a), és a szokasos modon jelolje o), a® ... o™ az a konjugaltjait.
Legyen (1,ws,...,w,) egy egész bazis K-ban, és jeldljik az (1,a,...,a" 1) —
(1,wa, . ..,wy,) bazistranszformacié matrixat M-el. Ekkor

X1 4+ Xows + ...+ Xpwn =Y1 + Yoa+ ...+ Y,a" L,

ahol
(X1 X, .. Xn)'M:(Yl Y, ... Yn)

Ezek alapjan 1 < i #£ j < n esetén
LOX)—LU(X) = X1+ Xowd 4. 4 Xwi)) = (X1 + Xl + . + Xpwi)) =
= (Yza(i) NI Yn(a(i))nfl) _ (Yza(ﬂ 4+ Yn(a(ﬂ)n*l) =
— (@D — o). (yz YR8 4y Ynﬁfffl)) ,
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ahol
. @OVk _ (oU\k
(i) _ ()" = (@V)F k-1 o o (0yE-24 ) () (@)E~2 4 (q)yh-1
By = 0 — a0 = (@) 4+ (@) 2P + 4+ (V)T (@)
Igy az (1,ws,...,w,) bazishoz tartozo linearis forma diszkriminansa
. , o SN2
Drjo(X) = JI @ =a9)? (va+ ¥ +.. +vaf) =
1<i<j<n 5
— Do) [T (Ve vl .4 v,60)
1<i<j<n
ahonnan D = Dy /g(c) -det(M)? miatt az (1,ws, ..., wy) bazishoz tartoz6 index-
forma
X %) = —— ]I (va+ Y3l + .+ vapl).
) s An det(M) 11 2 nHFn—1
1<i<j<n

Ez a feliras tobb szempontbol is hasznos. Egyrészt az esetek donté tobbsé-
gében az igy kifejezett indexforméban joval kevesebb tag van, mintha az eredeti
valtozokat hasznalnank, és tapasztalataink szerint a szamitégép sokkal gyorsab-
ban is képes ezt meghatarozni, majd elvégezni a valtozé helyettesitéseket, mint
kiszamolni a megfelels egész bazishoz tartozé linearis forma diszkriminédnsat. Més-
részt pedig kézenfekvivé valik a kapcsolat az indexforma faktorai és az o definialo
polinomjanak Galois csoportja kozott.

Legyen G az f(X) Galois-csoportja, és tekintsiik G hatéasat az

{(a(i)7a(j)), 1<i#j<n}
halmazon. Ennek a hatésnak legyen egy orbitja S és tekintsiik a
Js = 11 (Y2+Y35§’j) +...+Ynﬂfﬁf)
(4,3):(e(D,al))es

szorzatot. Ez invarians a Galois csoport Osszes elemével szemben, igy racionalis
egyiitthatos. Tehat ha S, S5, ..., Sk a fenti hatas Osszes kiilonb6z§ orbitja, akkor

1

I(X2,.. ., X)) = ——5
( 25 ) n) det(M)2

Jsy Jsy . Js,

Mivel det(M~Y) = (Z}f; : Z[a]T), és I(Xa, ..., X,) egész egyiitthatos, ezért alkal-
mas dy,ds . ..,d; € Q szamokkal, amelyekre

dy-dy-...-dy = (Z} : Z[a]T)?
teljesiil, adodik az indexforma négyzetének

I(Xo,...,Xp)> =1Ig, -Is,-... - Is,
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egész egyiitthatos faktorizacioja, ahol Ig,-t a d; - Jg,-b6l kapjuk
v v ooov)=(x X .. X)) M
helyettesitéssel. Ebbdl pedig mar konnyd meghatarozni az indexforma
I(Xo,...,.Xn) = i(Xo, .., X)) oo frn(Xoy o, X))

egész egyltthatos faktorizacidjat.

A konkrét példainkban ezen faktorok k6zotti Osszefiiggéseket fogjuk felhasznéal-
ni a monogenitas vizsgalatakor. Ha a K = Q(«) testnek van valodi részteste, akkor
a Galois csoport nem lehet 2-tranzitiv, igy az indexforma biztosan faktorizalodik.
Ez az észrevétel motivalja a valddi résztesttel rendelkezd, és a kompozit testek
monogenitasanak vizsgalatat. Ezekben az esetekben az index (és analég modon
az indexforma) faktorizaciojanak részletes leirasat 1d. Gaal Istvan [22], 1.3 és 1.4
fejezet.

A kovetkez fejezetekben speciélis parametrikus szamtestcsaladok egész béazisai
és monogenitasa kapcsan elért eredmeényeinket veszem sorba a [26], [58], [28], [59],
[29], [27] cikkek alapjan. A 3 fejezetben az egész bézis és annak periodikus tulaj-
donsagaval kapcsolatos eredmények, a 4. fejezetben pedig ezek felhasznalasaval a
monogenitasi vizsgalatok szerepelnek. Mivel ez utébbi szamitasokhoz eleve sziikség
van a test egy egész bazisara, valamint magasabb fokszamok esetén szamitastech-
nikai korlatok miatt mar szinte reménytelenné valik az indexforma kiszamitasa (az
indexforma egyenlet megoldasarol mar nem is beszélve), ezért a monogenitast csu-
pan néhany alacsonyabb foku esetben vizsgajuk részletesen.



3. fejezet

Végtelen parametrikus
szamtestek egész bazisai

A fejezetben harom szamtestcsaladot vizsgalunk, a gyokbdvitéseket (3.1 fejezet) és
az ugynevezett legegyszertibb szamtestek kétféle altalanositasaként kapott szamtes-
teket (3.2 fejezet). Mindkét esetben sikeriilt a fokszamtol fiiggs olyan ng konstanst
talalnunk, hogy a végtelen parametrikus szdmtest egész bazisa periodikusan is-
métlédik modulo ng. A periodikussédghoz sziikséges feltételeink a paraméter elsé
vagy méasodfoki polinomjanak négyzetmentességével fiiggnek Gssze, igy a tételeink
minden esetben végtelen sok megfelels szamtestet fednek le. A harom szamtest-
csaladban nyert eredmények Osszefiizésével, ezen szamtestek kompozitumaiban is
lehetGség nyilt az egész bazis periodikus tulajdonsaganak igazolasara (3.3 fejezet).

3.1. Gyokbdvitések egész bazisai

A fejezet eredményei a [26] és [58] cikkekben jelentek meg. Legyen n > 2 és
m # 0,1 egészek. Ekkor a K = Q(¢/m) szamtesteket gyokbovitéseknek nevezziik.
Jol ismert tétel, hogy négyzetmentes m paraméter, és n = 2 esetén a K = Q(y/m)
testben (1,w) egész bézist alkot, ahol

vm, ham=2,3 (mod4),
H#M’ ham=1 (mod 4).

Harmadfokt esetben R. Dedekind [12] nyert hasonld eredményt. Legyen m = ab?,
ahol a és b négyzetmentes egészek. Ekkor a K = Q(¥/m) testben (1,ws,ws) egész

23
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bazist alkot, ahol wy = ¥/m és

Ay ham=0,2,3,4,5,6,7 (mod 9),
w3 = WM, ham=1 (mod9),

W7 ham =8 (mod9).

A negyedfoku gyokbévitéseket T. Funakura [19] irta le analog modon. Ezen kis
fokszamu példakbol jol latszik, hogy ha m négyzetmentes, akkor a n = 2,3,4
esetén a K = Q(/m) gyokbovitések egész bazisa periodikusan ismétlgdik modulo
ng = 4,9 illetve 8.

Ebben a fejezetben belatjuk, hogy ez a periodikus tulajdonsag tetszéleges fok-
szam esetén is igaz. Fontos megemliteni, hogy négyzetmentes m paraméterek esetén
az X" —m polinom m minden primosztéjara nézve Eisenstein, és igy irreducibilis,
tehat ezt a feltételt kiilon mar nem kell vizsgalni.

3.1. Tétel. Legyen m # 0,+1 négyzetmentes egész, n > 2 egész, melynek primté-
nyezds felbontdsa

_ k1 ke kj
n=pi' Py -...-p;’,
és legyen
_ kil kel kj+1
no=py Pt epy

Fkkor a K = Q(¥/m) gyokbovitések egész bdzisa periodikusan ismétlédik modulo
ngo.

A bizonyitas tobb lépésben torténik. Elgszor n = p* primhatvany kitevékre
latjuk be az allitast. Megadunk n darab linearisan fiiggetlen algebrai egész szdmot,
ugy, hogy az altaluk generalt bazis diszkriminansa megegyezzen a test diszkrimi-
nansaval. Ezek utdn megmutatjuk, hogy hogyan lehet Gsszeftizni egy nq és egy ns
foku gyokbovités egész bazisat, ahol ny és no relativ primek. Végiil belatjuk, hogy
a fenti ng periddushossz a legkisebb, ami szerint periodikusan ismétlgdnek az egész
bazisok.

Egy altaldnos megéllapitassal kezdiink, amely korlatod ad egy algebrai egész
egylitthatoinak nevezgire a trivialis bazisra vonatkozodan.

3.2. Allitas. Legyenn > 2 egész, m # 0,41 négyzetmentes egész, és K = Q(/m).
Jelolje Zx a K test algebrai egészeinek a gydrijét, ekkor
Ly C Z[ W]

n
Inko(n, m)

n

Bizonyitas. Egyszerid szamitassal igazolhato, hogy az (1, ¢/m,..., Vmn—1) al-

gebrai egészekbdl allo bazis dudlis bazisa

( 1 Y1 Y n—2 W) |

n n-m n-m’ '~ n-m
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A 2.1.3 fejezet alapjan ez azt jelenti, hogy az (1, {/m, ..., Vm"~1) bazisban tet-
sz6leges « algebrai egész felirhato olyan racionalis egyiitthatokkal, melyeknek a
nevezGje n - m. Azonban m négyzetmentessége miatt, tetszleges p | m prim ese-
tén az X" — m polinom p-Eisenstein, vagyis a 2.2 Allitas szerint p { I(a), és
igy Inko(m,I(a)) = 1. Az el6z6 megéllapitassal egyiitt ez azt jelenti, hogy az
(1, &/m, ..., ¥Ymn"—1) bazisban tetszéleges algebrai egész felirhaté olyan racionalis
egylitthatokkal, melyek nevezdje
n
Inko(m,n)’

Ebbél kovetkezSen tetszbleges o € Zy esetén

a € Z[{/ml,

Inko(m, n)
amibdl adodik az allitas. O

A 2.4 Allitas alapjan ebbél kovetkezik, hogy adott n > 2 esetén a Q( {/m) testek
egész bazisa periodikusan ismétlédik modulo

(et

Ez a periddushossz lényegesen rosszabb, mint a tételben szereplé ng, igy a
tovabbiakban arra toreksziink, hogy a periodikussagot az el6irt ng-al igazoljuk.

Megjegyezziik, hogy a konnyen meghatarozhat6 duélis bézis egyik tovabbi hasz-
na, hogy az

o e i) (1, L 0 )

n n-m n-m’ '~ n-m

bézistranszformacié M matrixa is egyszerten felirhato:

L0 o ... 0 0

0 0 0 0o L

0 0 0 -0
M: .

o o L 0 0

0 L 0 0 0

Ennek a determinansa (n™ - m”fl)fl7 amibdl pedig adodik, hogy
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Ez természetesen pontosan is meghatarozhato a diszkriminans eredeti definiciojat
hasznalva,

n(n—1)
Dijo(¥/m) = (=1)"= " ™ m™ L,
Most térjink ra a primhatvany foku esetre, és a megfelels algebrai egészek
meghatarozasara. Legyen m # 0, &1 négyzetmentes egész, és n = p*, ahol p prim.
Az el6z6 allitas szerint az

(1, Ym,..., Vmn—1)

béazisban minden algebrai egész felirhato olyan racionalis egyiitthatokkal, melyek-
nek a nevez§je osztja W-t, azaz jelen esetben valamilyen p-hatvany. Tovab-
ba, ha p | m, akkor az X™ — m polinom p-Eisenstein, igy a 2.2 Allitas alapjan

vp(I(%/m)) = 0, amibdl pedig Zx = Z[{/m] kovetkezik.

3.3. Lemma. A kordbbi jelolések mellett, legyen v az m osztdsi maradéka p*+'-el
osztva, €s legyen s := vp(mP—m)—1. Legyen tovdbbdt € N esetén a hgr)(X) € Z[X]
polinom az aldbbi modon adott,

D G

Ekkor minden 0 <t < min{s, k} esetén

h(r) “m
t;tﬂ € Q(/m)
algebrai egész.

Bizonyitas. A bizonyitast h,(f)(X ) polinomok helyett a

X" — '

polinomokra fogjuk elvégezni. Mivel H;(X) és h;(X) egész egyiitthatos polinomok,
ezért pF+1 | m — r miatt Hy(X) — hy) (X) € pFtl . Z[X], azaz

H(y/m) " (y/m) € Ptz /.

pt p

Ez t < k miatt azt jelenti, hogy a két szam eltérése algebrai egész, és igy

pontosan akkor teljesiil, ha
b (3/m)

pt € Zk.
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Most belatjuk, hogy az
Hy(3/m)
ot
szamok algebrai egész. A jeldlések egyszeriisitése végett legyen ¢ = pf és B =
H;(/m). Behelyettesitéssel konnyti ellendrizni, hogy 8 gyoke a

mX? — (m —mf +mX)*

g(X): M — mt

polinomnak. Legyen a; az X° egyiitthatoja a g(X)-ben. Ekkor a fSegyiitthato
ag = 1, a konstans tag
ag = —(m —m*)“" Y,

ési=1,...,0 —1 esetén

Szem el6tt tartva, hogy £ = pt,

w((5)) = o0 = 0 = 1= ).

vp(m — mé) > vp(m —mP)

Tovabba, mivel

és
vp(m—mP) =s+1>t+1,
ezért 1 =1,...,0 — 1 esetén
¢ . ¢
vpla;)) > v ; +(l—i—=1)-vy(m—m")>

> t—vp(i)+(L—i—1)-(t+1)=

= t-l—)+Ll—i—v(i)—1>

> t-(0—1).
Emellett

vplag) > (U =1)(t+1) > £ ¢,

igy minden i = 0, ..., £ esetén teljesiil, hogy ¢(¢~9 | a;. Ebbol kovetkezGen az
Iz g9(X - 0)

polinom egész egyiitthatos f6polinom, aminek 8 gyoke, i ha(¥m) - aloban

; 7 eyoke, igy

algebrai egész. O
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A Q(/m) egész bazisat ezeknek a

n (y/m)

pt

algebrai egészeknek segitségével fogjuk megkonstrualni.

3.4. Lemma. A kordbbi jelolések mellett legyen még o = /m. Ekkor ha s < k,

akkor
( he) ) e b )
P P P
17 (a) @ 5 b7
ot T o YT
@) b)) o ()
p? 2 p*
W@ @, a (o)
s—1 7 Q- s—1 7 a - s—1 7
p p p
h{" n" h"
(a)y o (a), 02 (a)7
p* P’ p*
ha pedig k < s, akkor
( he) @) ()
p° p° P
@) @) k()
P! p! pt
hs (o) W) 5 hE(a)
p? TR “ p*
i@ he) ()
ph-1 Q- ph-1 @ P10
h (o)
pk

egész bazis Q(/m)-ben.

ps—l
aOépkis 1 hgT) (Ol)
ps
apk 7pk7171 hér) (OL)
) 0 )
p
apk—l_pk—Q 1 hgr) (Oé)
) 1 )
p
O[pk*zfpk*371 hér) (OL)
) 2 )
p
p'—p°—1 hl(gzl(a)
y & : k—1
p
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Bizonyitas. Az, hogy a felirt elemek lineéarisan fiiggetlenek Q-felett azonnal adodik
abbol az észrevételbdl, hogy a fokszamuk a-ban egyesével ng 0-t6l n—1-ig. Az el6z6
lemma miatt ezek valoban algebrai egészek is, igy mar csak azt kell megmutatnunk,
hogy a beléliik képzett béazis diszkriminansa megegyezik a test diszkriminansaval.
El6szor kiszamitjuk a keletkezett bazisok diszkriminansat. Mivel az elemek fok-
szdma a-ban egyesével nd, ezért az (1,q,...,a" 1) bazist ezekbe az 1j bazisokba
transzforméld matrixok als6 haromszog alaktak, melynek a féatlojaban # alaki
szamok szerepelnek. A matrixok determinénsa igy konnyen meghatarozhato.

Ha s < k, akkor

s—1 S P (5
det(M) = (g (;) ) ' <pl> - (2) ’

ha pedig k < s, akkor

wan=( () ()0

Az (1,a,...,a"" 1) diszkriminansanak ismeretében igy kiszamithatjuk az j béazis
diszkriminansat is, amit most az egyszertiség kedvéért Dy-val jeloliink.
Ha s < k, akkor

D(a)
Dy = Pk _pk—s 27
=
ha pedig k < s, akkor
D
p,— D@

Ahhoz, hogy belassuk, hogy ez éppen a test diszkriminansa, meg kell mutatnunk,
hogy az « indexe pontosan a nevezben szerepls kifejezéssel egyezik meg. Mivel az
o indexe p* osztoja, ezért sziikségszertien I(a) = pU»((®) Tehat lényegében azt
kell még igazolni, hogy ha s < k, akkor

k k—s
p =D
1) = L,
ha pedig k < s, akkor
k
p¥—1
wlle) =2 .

Ehhez a Newton poligonokat és az 2.1 Tételt fogjuk hasznalni. Vegyiik észre, hogy

XP* —m = (X —m)P* (mod p).
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igy ¢(X) = X —m valasztassal az f(X) = X?" — m polinom ¢-adikus kifejtése
éppen az f(X) Taylor sorba fejtése az m pont koriil, azaz

Igy ha a; jeldli az f(X)-nek a ¢-adikus kifejtésben a ¢(X)? egyiitthatojat, akkor
ag = m?" —m, ést= 1,...7pk esetén

7! )

Mivel p | m esetén I(«) = 1, ezért feltehetjiik, hogy p t m. Ekkor

vp(ag) = vp(mpk —m) =v,(mP —m) =s+1,

vp(as) = v, ((7’:» =k —v,(9).

Igy tehat az Ny (f) Newton poligon a
{(0,s+ 1)} U{(i,k —v,(d)) i € {1,...,p"}}

pontok alsé konvex burka. Kénnyd megmutatni, hogy ennek a cstcsai s < k esetén

{Pn,Py—s, Pr—sy1,-.., P}

ésizl,...,pk esetén

és k < s esetén
{PN7P0;P1a"'7Pk}a

ahol Py = (0,5 + 1), és P; = (p’,k —j), (j = 0,...,k). Valojaban, ha p = 2,
k > s, akkor a fenti halmazok els§ 3 pontja egy egyenesre esik, igy a kozéps6 nem
valodi csiicsa a poligonnak de ez nem befolyasolja az eredményt. Lathaté az is,
hogy minden oldal elséfoku (illetve p = 2 és k > s esetén az els6 oldal masodfoki,
a hozza tartozé maradék polinom pedig Y2 +Y + 1 € Z[X]/(p,¢(X)))), ezért
az Osszes oldalhoz tartozé maradék polinom szeparabilis, vagyis az f(X) polinom
¢-regularis, és igy egyenlGséggel alkalmazhato a 2.1 Tétel.

A megfelels tartoméanyba esé pozitiv egész koordinataja pontokat 0sszeszamolva,
kapjuk, hogy ha s < k, akkor

k—s

, ~ ., p-p
vp(I(a)) = indy(a) = ;Pk =1

)

ha pedig k < s, akkor
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Ez pedig éppen azt jelenti, hogy a lemméban szereplé bazisok valoban egész bazist
alkotnak Q( {/m)-ben. O

Ennek kévetkezményeként kapjuk a periodikus egész bazis tulajdonsagot.

3.5. Kovetkezmény. A kordbbi jelolések mellett, a Q(/m) testek egész bdzisa
periodikusan ismétlédik modulo p*t!.

Bizonyitas.  Mivel p**' | m — r, ezért v,(mP — m) < k + 1 esetén
vp(mP —m) = vp(r? —r), és vp(mP —m) > k+1 esetén vp(r? —r) > k+ 1. Ebbdl
kovetkezik, hogy a 3.4 Lemméban szerepl§ egész bazisok alakja kizarolag r-t6l,
azaz m-nek a pFtl-el valo osztasi maradéekatol fiigg. Ez éppen azt jelenti, hogy a
Q(/m) testek egész bazisa periodikusan ismétlédik modulo p*+!. O

A kivetkezd dbrakon szemléltetésképp felvazoltuk az X 27 —m polinom ¢-Newton

poligonjat vz(m? — m)-t6l fiiggden.
3100 00 00 00 20 00 00 00 0 3100 00 00 00 00 00 00 00 0
2 [ ] [ ] L] [ ] [ ] L]
14 [ ] L]
0 T -
0 5 10 13 20 25
v3(m® —m) =1 v3(m? —m) =
31900 00 00 00 90 00 00 00 00 59

3 ® 00 00 00 00 0% 00 o0 00

b
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Minden oldal esetén vagy az x vagy az y koordinadta mentén valtozik 1-et a kezdd
és a végpont koordindtaja, igy egyértelmii, hogy nem tartalmazhatnak mésik
egész koordinataju pontot, vagyis a fokuk minden esetben 1. A Newton poligonok
alatt elhelyezkedd egész koordinatdju pontokat pedig az y-koordinataik szerint
csoportositva konnyti 6sszeszamolni.

A kovetkezs 1épés két, egymashoz relativ prim foka gyokbovités egész bazisanak
Osszeftizése. Ehhez el6szor vizsgaljuk meg, hogyan viselkednek a megfelel§ indexek
a kompozit test képzésekor.

3.6. Lemma. Legyen m # 0,11 négyzetmentes egész, 2 < ny,no relativ prim
egészek és n =nq - no. Ekkor

I(3/m) = I(ym)™ - 1(3/m)™.
Bizonyitas. Legyen

K=Q(¥/m), Ki=Q("¥m), Ky=Q("%¥/m),

és jelolje Dg, Dk, és Dg, a megfelel§ testek diszkriminansait. Az allitas igazo-
lasahoz felhasznaljuk a jol ismert Osszefiiggést testbévitéslancok diszkriminanséra
vonatkozoan (1d. [53] Chapter IV., Proposition 4.15). Tetsz6leges K/L/Q testbo-
vitéslanc esetén
Dic = Nijo(Diyi) - D,

ahol Dg /1, a K test relativ diszkriminansa L folétt. Ebbdl a képletbsl szamunkra
az lesz a lényeges informécio, hogy a K test diszkriminansat osztja az L diszkrimi-
nansanak [K : L]-edik hatvanya. Ezt fogjuk most alkalmazni a

K/K,/Q és a K/K,/Q

testbovitéslancokra. Az els6 esetben azt kapjuk, hogy D}?l | Dk, a masodik eset-

ben pedig D}, | Dr. Ezekbél adodik, hogy
Ikkt (D, )", (Dk,)™) | Dic. (3.1)

Most hasznaljuk a test diszkriminansanak kifejezését a generalé elem diszkriminan-
sdnak, és az indexének segitségével,

n(n—1)

DK = D(W) _ (—1)T ~n"-m"—17

I(y/m)° 1(3/m)?

.n .
DK = = 5

1

-DK2 = =
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A 3.2 Allitas alapjan tudjuk, hogy ha Inko(ny,ns) = 1, akkor
Inko (I ("/m),I("¥/m)) =1,

valamint I( {/m), I( “/m) és I( "¢/m) mindegyike relativ prim m-hez. Mindezeket
Osszevetve, (3.1)-bol kapjuk, hogy

lkkt<< n?l 2) 27( ngz 2) 1) | n 2
I("m) I(g/m) I(/m)

n" n"

(rCymy?)™ - (10ym)®)™ | 1)

amibdl

1

adodik, és igy

I(/m) | I(m)™ - 1(%/m)" . (3.2)
A masik iranyhoz elegendé megmutatni, hogy K-ban van olyan algebrai egész ele-
mekbdl allo bazis, amelynek a diszkriminansa osztja D3’ - D -et. Ehhez legyen
(Y1,%2,...,n,) a K1 egy egész bazisa, (w1, wa,...,wn,) a Ko egy egész bazisa, és
tekintsiik az altaluk generélt

(wlwla 1/)2("}17 ) wnlwla
¢10J2, ¢2W2» ceey 1/1n1<~’2a
wlwn27 1/)2("]7127 sy wﬂqwnz)

kompozit bazist. Ez Inko(ni,n) = 1 miatt valoban n darab linearisan fiiggetlen
elem Q f6l6tt, igy bazist alkotnak. Tovabba a bazis mindegyik eleme algebrai egész,
és a diszkriminansa pont D32 - D! . Ez azt jelenti, hogy

no ni
Dy | D2 - D},

igy

n n

(1Com)?)

n

1(4/m)” ' (1)

n
)

ny o

ahonnan pedig
L(/m)™ I (¢/m)"™ | 1 (/m)
adodik. Ez (3.2)-vel egyiitt éppen a bizonyitando allitast adja. O
Ezt a lemmat felhasznalva most mar 6ssze tudjuk fiizni a két kisebb test egész

bézisat a nagyobb test egy egész bazisava. Ha megvizsgaljuk az indexek kozti 6ssze-
fliggést, akkor lathatjuk, hogy az el6z6 bizonyitasban szerepls bazis diszkriminansa
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csupan az m egy hatvanyaval tér el a test diszkriminansatol. Egészen pontosan
annak az m("l_l)(”2_1)—szerese, ezt szeretnénk most kijavitani. Az egyszertisités
kedvéért a korabbiak mellé még bevezetjiik az alabbi jeloléseket:

a= ¥Ym, o = Wm, as = "¥/m.

Legyen
(wladj?? o awTLl)

a K, test,

(wl,wg, . ,wn2)
pedig a Ky test egy egész bazisa. Mivel Inko(ny,ny) = 1 miatt o foka K; f6-
16tt ng, Ko folott pedig ny, ezért (1,q,...,a" 1) bazisa K-nak K; folott, és
(1,a,...,a™~1) bazisa K-nak K, folétt. Most képezziik a K, egész bazisanak és
a K/K; relativ bazisanak kompoziciojat,

(wla 1/)104 ey 1Z)1CV712717
wQa ¢2a7 R w2ayl2_1a
Vnis Uy, ooy p a7,

Ugyanigy, K>-bdl az alabbi bazist kapjuk,

(wla w14, SERE) o‘}1an1_17
W, WoQ, ..., wgpa™ Tl
ni—1
Wy WnoQly  ovy  Wpoa™M ),
Az egyszertiség kedvéért jeloljiik az els§ bazis elemeit (Uq, Uy, ..., ¥, )-el, a maso-

dik bazis elemeit pedig (21, Qa, ..., Q,)-el. Mivel a (1,19, ..., 1y, ) bazis diszkri-
minansa
‘DKl /Q(al)
I(ay)?

az (w1,wsa, ..., wn,) bazisé pedig

Dy, jq(az2)
I(as)?

ezért a konstrukeio alapjan a (¥q, Usy, ..., ¥, ) bazis diszkriminansa

D (@)
(I(e1)?)™”
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az (Q1,Qa,...,9Q,) bazis diszkriminansa pedig

DK/Q(OL)
(I(a2)?)™

Lathato, hogy ezekben az m kitevje pontosan annyi, amennyit szeretnénk, vagyis
n — 1. Erdemes tehat ezeket a bézisokat Gsszeilleszteniink, tgy, hogy egy olyan
bézist kapjunk, aminek a diszkriminénsa

D g(@)
(I(e1)?)™ - (I(a2)?)™’

vagyis a 3.6 Lemma alapjan éppen a K test diszkriminénsa.

Az Gsszeillesztéshez legyen Ry a (Uq,Wa,...,U,) altal generalt, Ry pedig az
(1,90, ...,Q,) altal generalt modulus K-ban, és legyen (1,72, ...,7n) 8z R1+Ra
modulus egy bazisa. FErre a bazisra teljesiil, hogy az altala generalt modulus a
legsztikebb, ami tartalmazza a (Uq,Usy,...,U,) és az (Q1,Q9,...,Q,) altal gene-
ralt modulusokat, és igy a diszkriminansa osztja mindkét bazis diszkriminansat.
Tovabba, mivel algebrai egész elemekbdl 4ll6 modulusok Gsszege szintén algebrai
egészekbdl all, ezért v1,7a, . .., € Zx. lgy tehat a (y1,72, - .., 7,) algebrai egész
elemekbd] all6 bazis D., diszkriminénsara teljesiil, hogy

D ‘ lnko< Dgjgla)  Dgjgla) ) _ Di/g(e)
! (I(a1)?)"" (I(a2)?)™ (I(01)?)" - (I(a2)?)
ennélfogva (1,72, .- .,vn) €gész bazist alkot K-ban.
Az (U, Ty,...,T,) és az (Q1,Qa,...,Q,) bazisok ismeretében az R; + Ra
modulus a-hoz tartoz6 Hermite normal alakt bazisat konnyen meg tudjuk
hatarozni.

1 :DK,

Ezt most bemutatom egy egyszerti példan keresztiill. Legyen ny = 2, no
valamint m # 0, %1 olyan négyzetmentes egész, melyre m = 1 (mod 4) és m =

(mod 9) teljesiil. Ekkor
( 1+ Oél>
L,
2

(EREEy

egész bazis Ko-ben. Tovabba, a (U1, Uy, U3, Uy, U5, Ug) kompozit bazis

Lo o 1+ 1—|—0¢1.a 1+a1~042
) ) b 2 ) 2 b 2 b

I
— W

egész bazis Ki-ben, és

az (Q1,Q2, O3, 4, 5, Q) kompozit bazis pedig

l+as+a3 1+ ay+ o ~a)

1 .
< , O, Qig, Qg+ @, 3 ) 3
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Az R; modulus a-hoz tartozé Hermite normal alakja (2, M7), az Re modulus a-hoz
tartoz6 Hermite normal alakja pedig (3, M>), ahol

2 0 00 00 3000 00

02 0 0 0 O 03 0 0 0 O

00 2 0 0O 00 3 0 0 O
M1: ) M2:

1 0 01 00 000 3 00

01 0010 1 01 0 1 0

0 01 0 01 01 0 1 0 1

A (7v1,72,73, V4, V5, Y6) bazis meghatarozasahoz ki kell szamolni a 3M; és a 2Mo
maéatrixok kozos Hermite normal alakjat:

6 0 00 0 O 6 0 0 0 0O
06 0 0 0 O 0 6 00 0 O
00 6 0 0O 0 06 00O
3003 00 300 3 00 6 0 00 0 O
03 0 0 3 0 4 3 2 0 10 06 00 0 O
00 3 0 0 3 0 4 3 2 01 006 000
= =
6 0 00 0 O 000 0 0O 300 3 00
06 0 0 0 O 0 0 00 0 O 4 3 2 0 1 0
00 6 0 0 O 0 00 0 0O 0 4 3 2 01
00 0 6 0 O0 0 00 0 0O
2 0 2 0 2 0 0 0 00 0 O
02 0 2 0 2 0 000 0O

Igy az Ry + Ry modulus a-hoz tartozé Hermite normal alakja (2 -3, M), ahol

S =~ W O O o
= Ww O O o O
w N o o O O
N O W o o O
o = O O O Oo
— o o o o o
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Tehéat a K test a-hoz tartozé Hermite normal alaki egész bazisa

git 1 1
Y2 «Q «Q
2 2
Y3 1 « «
= — . M . =
6 3 1+a®
Y4 o 3
4 4+43a+2a%+a
V5 (e 6
5 4a+3a’+2a%+a°
Ve 0 T —

ok

Tekintettel arra, hogy p* primhatvany kitevs esetén a Q( »y/m) testek egész ba-
zisa periodikusan ismétlédik modulo pF*1, és a kompozit testek képzésekor a meg-
konstrualt (v1,72,-..,7n) egész bazis csak a résztestek egész bazisainak alakjatol
fiigg, ezért primtényezdk szerinti teljes indukcioval adodik a 3.1 Tétel bizonyitésa.

Az utolsé 1épésben megmutatjuk, hogy a tételben elsirt ng a legkisebb megfeleld
peribdushossz. Legyen tehat

f k;
ﬂzp’fl .pgz.'”_pjy
alaku, és tegyiik fel, hogy valamely kisebb
no |p11c1+1 _p1§2+1 . .p;cJJrl

periédushossz is megfelels. Ekkor ng-ban valamely p; primnek a kitevGje kisebb
lenne, mint k; + 1. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy p, egy
ilyen primtényezd, ekkor specilisan

ko+1 X

_ k1 ks+1 kj+1
Np =P1 " Pa 3 i j

p D

szintén egy megfelels periddushossz lenne. Vilagos, hogy ha a K = Q(/m) testek
egész bazisa periodikusan ismétlddik modulo n,, akkor az {/m indexe is periodiku-
san ismétlédik modulo n,. Ez azt jelenti, hogy ha m; és ms olyan négyzetmentes
egészek, amelyekre m; = mo (mod n,,), akkor I({/my) = I(/m3). A 3.4 Lemma
bizonyitasabol adodoan a p* foka gyckbovitések esetén az »\/m elem p-indexe az

alabbi alakban irhato,
E_ ot

Pk p- =D
UP(I( \/E)): p—1"~
ahol t = max{k — v,(m? —m) + 1,0}. Tovabba a 3.6 Lemma szerint, ha n; = p**

és ng = %, akkor

I(3/m) = (I(/m))"™ - (I("%/m))™" |

ahonnan

vp, (1( Ym)) = Up, ((I( n%))n2> + Up, ((I( n%))m) :
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Mivel py { ng, ezért a 3.2 Allités alapjan v,, ((I( ¢/m))"") =0, igy

e /2y _ Py —pf
(L)) = vy, (1)) = - 2B

ahol t1 = max{k — vp, (m"* — m) + 1,0}. Az el6z8eket Osszevetve tehat, ha a
K = Q(%/m) testek egész bazisa periodikusan ismétlsdik modulo ng, akkor #;
is periodikusan ismétlédik modulo ng. A 3.4 Lemma alapjan t; periodikusan is-
métlgdik modulo plflﬂ, most megmutatjuk, hogy t; nem ismétlédik periodikusan
modulo p’f . Ehhez tekintsiink olyan négyzetmentes my és mo egészeket, amelyekre

k?1+1)

m; =1 (mod pj Ratl)

és my=1+pi  (mod pf
teljesiil. Ekkor értelemszertien m; = my (mod p’fl), tovabba konnyen kiszamitha-
t6, hogy

1

Vp, (MYt —my) > k+1 és Up, (Mh' —ma) =k,

amibdl

k1 _ 0 k1 a1
ny - B TPL o (I(y/mn)) # vy, (I( /) = o - L1,
p1—1 p1—1

kovetkezik. Ez pontosan azt jelenti, hogy t; nem ismétlddhet periodikusan modulo
p’f 1. Mivel t; periodikusan ismétlgdik modulo p’f1+1, és a feltevésiink szerint perio-
dikusan ismétlédik modulo n,, ezért a két periddushossz legnagyobb kozds osztoja
szerint is periodikusan ismétlédik, ami pedig plfl. Ez ellentmond a korabbiaknak,
igy ezzel igazoltuk, hogy

ki1+1 .

_ ko+1
nog = pj Dy

k)j+1

valoban a legkisebb megfelel6 periédushossz.

Gyakorlatban ezt a kovetkez6 modon fogjuk hasznalni.  Minden r €
{0,1,2...,n9— 1} esetén, amelyre Inko(r, ng) négyzetmentes, legyen ¢, olyan egész
szam, amelyre m, = ng - t,, + r négyzetmentes. Tetsz6leges algoritmust hasznalva
kiszamitjuk a Q({/m,) testekben a maximélis rendek {/m,-hez tartozo6 (d.,M,)
Hermite normél alakjait. Ezutan tetszéleges négyzetmentes m paraméter esetén,
amelyre m = r (mod ng), a K = Q({/m) test {/m-hez tartoz6 Hermite normaél
alakil egész bazisat az alabbi moédon kapjuk

Y1, 1
V2 1 Y/m
= — - M,’.

n

Yn mmn 1
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Erdemes megjegyezni, hogy a (d,., M,.) parok nem minden r esetén kiilonboznek.
Meg lehet mutatni, hogy p* kitevs esetén 1+ (p—1) -k kiilénboz6 ilyen par adodik,
és mivel ezekbdl a rakjuk Gssze n kitevs esetén a megfelel§ parokat, ezért ilyenkor

H(1 +(pi — 1) - ki)

i=1

darab par keletkezik.

A periodikus egész bézis tulajdonsag megjelenését eddig olyan m-edfokd po-
linomcsaladok esetében tapasztaltuk, amelyek felbontéasi teste m-edfoku ciklikus
bévitése valamely masik szamtestnek. Ez a gyokbévitések esetén természetesen
teljestil, hiszen X™ —m felbontasi teste Q(/m,e,,), ami ciklikus n-edfoku bévitése
Q(en)-nek, ahol ¢, egy n-edik primitiv egységgyok. Hasonlo tulajdonsaggal ren-
delkeznek az tgynevezett legegyszertibb polinomok egy bizonyos altalanositasaként
kaphato polinomcsaladok is. Ezeket targyaljuk a kovetkezs fejezetben.
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3.2. Legegyszertibb testek Aaltalanositasai és egész
bazisai

Ebben a fejezetben a legegyszertibb polinomok, és az altaluk generalt legegyszertibb
szamtestek egy bizonyos altalanositasainak egész bazisairol lesz sz6. A fejezethez
kapcsolodo eredmények a [28] és [59] cikkben jelentek meg.

Legyen a,b,c,d € Q és 0 : C+— C a kévetkezd mdédon adott

az+b

o(z) = cz+d

Legyen f(X) € Z[X] olyan polinom, melynek gyokei valosak, és azokat o tranziti-
ven permutéilja. Ekkor ha o az f(X) egy gyoke, akkor a Q(«) egy teljesen valos
ciklikus szamtest. Ahhoz, hogy ez teljesiiljon, az

a b
M= € PGLy(Q)
c d

métrix rendje véges kell, hogy legyen. Ez a rend lesz az f(X) polinom fokszama.
Konnyen megmutathato, hogy PGL2(Q) torzios csoportjaban az elemek rendje
1,2,3,4 vagy 6 lehet.

D. Shanks [60], A. J. Lazarus [50], G. Lettl, A. Peths és P. Voutier [51] és A.
Hoshi [41] alapjan a 3,4, illetve 6 rendekhez tartozo

X)) =X —mX?—(m+3)X -1,

= X* —mX3 - 6X24+mX +1,
FOX) = X® —2mX® — 5(m + 3)X* — 20X3 4+ 5mX? 4 2(m + 3)X + 1

polinomokat 3,4 illetve 6-foki legegyszeriibb polinomoknak nevezziik. Ezen polino-
mok gyoke altal generélt teljesen valos, ciklikus 3,4 és 6 foka szamtesteket legegy-
szeriibb szamtesteknek hivjuk, melyeknek a specialis tulajdonsagaikbol adédoan
kiterjedt irodalma van.

A harmadfoku esetet els6ként H. Cohn [9] és D. Shanks [60] vizsgaltak. Ezeknek
a szamtesteknek viszonylag nagy, de relative konnyen kiszdmolhatéd idealosztaly
szamuk van, és legelGszor emiatt keriiltek az érdekl§dés kézéppontjaba.

Késsbb M. N. Gras [34], [35], V. Ennola [13], [14] és A. J. Lazarus [50] a leg-
egyszeriibb testek egységeinek csoportjat vizsgaltak, és K. Foster [18] megmutatta,
hogy ezek a szamtestek egyértelmtien addédnak egy ciklikus bévitések egységeire fel-
irt specialis azonossagbol. Ez is mutatja, hogy ezek a szdmtestek tébb szempontbol
is egyediilalloak.

A. Hoshi [42] olyan altalanositasat adta a legegyszertibb szamtesteknek, ami
azok legtobb tulajdonsagat megérzi. Ugy definialt egy 12-fokt polinomcsaladot,
hogy azoknak a gyoOkeit szintén a fenti alakii o Mobius transzformécié permutéalja
ciklikusan, azzal a kiterjesztéssel, hogy az a, b, ¢, d egylitthatok mar a Q(\/g) testbol
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keriilhetnek ki. Mivel a PG Ly(Q(+/3)) csoportban mar van 12 rendii elem, ezért ezt
felhasznalva méar lehet 12 foka polinomcsaladokat is generédlni. Ez az altalanositas
motivalta a mi megkdozelitéseinket is.

Két esetet fogunk vizsgélni, az els6 a legegyszertibb harmad-, illetve hatodfoki,
és a Hoshi-féle 12 foku csaladokat foglalja magéba, a masodik pedig a legegyszertibb
negyedfoki polinomokat. A fejezet tovabbi részében t racionalis paraméter.

Legyenek g,h : N — Q az aldbbi modon értelmezett fiiggvények

1, hai=0 (mod 6), 0, hai=0 (mod 6),

—t, hai=1 (mod 6), -1, hai=1 (mod 6),

—t—1, hai=2 (mod 6), ) -1, hai=2 (mod 6),
g(i) := és h(i) :=

-1, hai=3 (mod 6), 0, hai=3 (mod 6),

t, hai=4 (mod 6), 1, hai=4 (mod 6),

t+1, hai=5 (mod 6), 1, hai=5 (mod 6).

Legyen n > 0 esetén

10 =3 () Ko=) i)

és legyen r(”)(X ) ennek a t valtozo szerinti derivaltja, azaz
m(x) =S (") X" -hn-i) ezx].
00 =3 (7) X he - ez

Ezeknek a polinomoknak sok érdekes tulajdonsiga van, ezek koziill mutatok
most be néhanyat, amelyekre sziikségiink lesz.

3.7. Lemma. Minden n > 0 estén
(X)) = (X =) fX) + (B +t+1) (X)), (3.3)

” D (X) = (X 4t 4+1) - O(X) — £ (X). (3.4

Bizonyitas. Szamitsuk ki X* egyiitthatojat (3.3) bal illetve jobb oldalan.
t("+1)(X)—ben XF egyiitthatoja definicio szerint

(nzl) gn+1-k),

a jobb oldalon pedig

(kil).g(nkJrl)t.(Z) -g(nk)+(t2+t+1)'(z>'h(nk).
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Konnyt ellendrizni, hogy n — k tetszbleges 6-os maradéka esetén a fenti két
kifejezés megegyezik. Ugyanigy igazolhat6 (3.4) is. O

Egyszert Osszefiiggést fedezhetiink fel a polinomok derivaltjainak kiszamolasa-
kor is.

(t(n+1))/(X) _ ni:l(n{r1>.l‘.)(il.g(n+li)

- 1
1=1
n+1 n )
= (n+1))] (zl) X g(n+1—i) =
i=1

(n+1)- £ (X)

és hasonléan ,
(4059 (39 = 1700
A kovetkezo tétel lesz a kulcs annak igazolasahoz, hogy az t(") (X)) polinomok
gyokeit egy megfelel6 Mobius transzformacié tranzitiven permutéalja.

3.8. Tétel. Tetszileges f € C ésn > 1 esetén
X -1
X8+ 1, <X+B+1>
= £ F(X) = (@ 1+ 1) V() (X)) (35)

Bizonyitas. A tételt n szerinti teljes indukcioval fogjuk igazolni. Az eljaras sok
szamolassal jar, de semmilyen egyéb Gtletet nem igényel.

Mivel f(X) =X —t és r(D(X) = —1, ezért
ﬁ _
X+p+1

miatt az allitds igaz n = 1 esetén. Most tegyiik fel, hogy igaz valamely n € N
esetén, és legyen

_ RV V0 — (Pt 1) () ()
B (X + B+ 1)+t '

s ) =60 (X == (@414 1)- (1) (1)

FMY(X)

Meg fogjuk mutatni, hogy
X -1
FHD () _ plntD) B .
Ehhez el6szor igazoljuk, hogy a derivaltjaik megegyeznek, majd pedig megmutat-
juk, hogy a kiilonbségiik ekkor csak O lehet.
(n+1) (A7) 7 (X) = (2 + 41) -1+ (8) -1 (X))
(X +/+ 1)+ -
(n+ 1) (£ (8) - TV 4 (2 4 14 1) - 14D (B) 1) (X))
- (X +B+1)m+2 '

(F) (x) =
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A 3.7 Lemma alapjan végezziik el az alabbi helyettesitéseket

rt(X) = (X 4+t 41)-rM(X) — fM(X),
X)) = (x -1 f<”>< X)+ (4 t41) - (X),
rD() = (B4t+1) - r™(8) — £7(B),
FB) = B0 B (24 1) - r(B).

Egyszertsités utan a kévetkezs kifejezést kapjuk

(n+1)- (B2 +8+1)- (£700 - £7(B) = (@2 +1+1) - 1(X) -1 (8))
(F0) () =
' (X + B+ 1)+ '

Felhasznalva, hogy az &llitas igaz n esetén,

(R () = (0 + 1) (454D X +p+ 1" 17 (7))
t (X+B+1)n+2

(1) (8 + 5+ 1) £ ()
(X +B+1) ’

/
Mivel ( f"“)) (X) = (n+1) - f™(X), ezért

i\ [ BX -1\ (DB a1 £ (E5h)
(ft )(X+6+1>_ (X+8+1)2 ’

igy tehat
(Ft(n+1))/(X) _ ( t(n+1 ) (m> :

n BX —1
Frp1(X) = t( = <X+5+1 +c

adodik. Most megmutatjuk, hogy ¢ = 0. Ehhez szorozzuk be a fenti egyenlgség
mindkét oldalat (X +8+1)"*1-el. Igy mindkeét oldalon egy polinom fog szerepelni:

ahonnan

ft(n+1)(ﬂ) ) t(n+1)(X) . (t2 +t+1) .,r(n-&-l)(ﬁ) . r(n-i-l)(X) =

_ n1 [ gty [ BX—1
= (X +B+1)"" (t (X+ﬂ+1)+c>.

Szamitsuk ki a fGegyiitthatot az egyenlet két oldalan. A bal oldalon

(D (8) . g(0) — (2 + ¢ + 1) - v D(B) - h(0) = £7V(B),
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a jobb oldalon pedig
S 8) + .

Mivel ezeknek meg kell egyezni, ezért sziikségképpen ¢ = 0, tehat

X -1
Fooy(X) = £ B
+1( ) t X + ﬂ +1 ;
igy az allitas igaz n + 1-re is, és ennélfogva igaz minden n € N esetén. O

Bevezetjiik az ft(") (X) &s (™ (X) polinomok egy masik felirasat, amikkel késébb
sokkal konnyebb lesz dolgozni.

3.9. Lemma. Minden n > 1 esetén

fmpy = Kzt (=), (t + ;) M (X),

2
és /3
n V3 n n
rM(X) = 3 ((X—€3) (X —€3) )7
ahol
I — V3
ST
primitiv harmadik eqységqyok.
Bizonyitas. A 3.7 Lemma szerint
X)) [x-t 2t =1 (x)
() (X) -1 X+t+1 r(=1(X)

Legyenek a fenti matrix sajatértékei A = X —e3 és p = X — £3, ekkor a matrix
k-adik hatvanya

k
X—t t2+t+1
1 X+4t+1
A+ ph iV (ttg) O — ) LB+ (W — b
_ 2 3 3
V3N — p¥) A pE i3 (m+ ) V=)
3 2 3
Igy .

X)) [x-t 24t (0(x)
() (X) -1 X+t+1 rO(X)

alapjan, ahol ft(o) (X) =1¢ésrO(X) =0, azonnal adodik az allités. O
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Ezeknek az 1j felirasoknak két lényeges kivetkezménye van.
3.10. Kovetkezmény. Minden n > 2 esetén az ™ (X) dsszes gyike

1—e3e,
€3 - )
1—¢,

alaki, ahol €, # 1 eqy n-edik egységgyok. Tovdbbd ft(")(X)-nek és ™ (X)-nek
nincs kozos gyoke.

Bizonyitas. A 3.9 Lemmaban szerepld képletbe helyettesitve konnyd ellenérizni,
hogy €, # 1 és ]! = 1 esetén
- 1— e3¢,
3 1—e,
valoban gyoke (™) (X )-nek. Tovabba, ha e, és @, két kiilonbzs n-edik egységgyok,
akkor az
1— e3¢, 1 —e30n,
53 . — 53 .
1 -,

1—e¢,
egyenlGséghdl e3 # 1 miatt azt kapjuk, hogy e, = ¢, vagyis az

1—e3e,

€3 ) 5221,5.”;&1

1—e,

szamok n — 1 darab kiilonboz6 gyoket adjak az n — 1-edfoka (™ (X) polinomnak,
azaz pontosan ezek a szamok a gyokei.
Most tegyiik fel, hogy 8 gyoke ft(n) (X)-nek és 7™ (X)-nek is. Ez azt jelenti,
hogy
i3
3

r0() = 2 (8- e = (5-1)") =0,

és

) =

(B—e3)"+ (B—¢e3)" +(

LN g —
5 t+> r"(8) = 0.

2
Ezekbdl pedig azt kapjuk, hogy egy ilyen (8 szamra teljesiil, hogy
(B—es)"+ (B—e8)" =08 (B—ex)" — (B—e5)" =0,

amibd] kovetkezGen 3 = e3. Azonban €5 nem lehet gydke (™) (X)-nek, hiszen nem
létezik olyan n-edik egységgyck, amellyel

e 1—e3e,
3 — <3 1_ £n )
igy tehat ft(n)(X )-nek és (" (X)-nek nincs kozos gyoke. O

Most mar minden készen all ahhoz, hogy megadjuk azt a Mdbius transzformé-
ciot, amely tranzitiven permutalja az ft(n)(X ) gyokeit.
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3.11. Tétel. Legyen n > 2 egész szam. Ekkor ha o az ft(n) (X), B pedig az (™ (X)

polinom gydke, akkor
Ba—1

a+pB+1

szintén gyoke ft(") (X)-nek.

Bizonyitas. A 3.8 Tétel alapjan,

Ba—1

n n)

) = fMB)- 17 (@) — (2 +t+1) 7™ (B) -1V (a).

Az egyenlet jobb oldala nullaval egyenld, hiszen (™) (3) = ft(")(a) = 0. Megmutat-
juk, hogy a4+ 8 4 1 nem lehet nulla, amibsl

(n) < Ba—1 ) —0
) )=
a+pB+1
koévetkezik, amit igazolni szeretnénk. Ehhez vegyiik észre, hogy

—e3—1=¢3 & —e5—1=¢3

miatt a 3.9 Lemmabdl
n Z\/g n n n— n
P (X 1) = 5 ((—X+s§) (—X te3) ) = (—1)" 1. () (X)
adodik, azaz ha § gyoke (™ (X)-nek, akkor —f3 — 1 is gyoke. Igy a 3.10 Ko-
vetkezmény alapjan ha o az ft(") (X) gyoke, és —f3 — 1 az r(™(X) gyoke, akkor
a # —f — 1, amibdl adodik az allitas. O

Adott n > 2 esetén vizsgaljuk meg a tételben szerepld

Bz—1
z+B8+1

o(z) =

Mébius transzformaciot, ahol 3 az (™ (X) gycke. A transzformaciohoz tartozo
matrix

s -1

1 g+1

Jeloljlink tovabbra is e3-al az elsé primitiv harmadik egységgyokot, ekkor az M
sajatértekei A = 3 —e3 és pu = B — €3, tovabba

M =

ANt V3R — ) iV3(AF — p¥)
MF = 2 6 3
iV3(AF — ) A b i3 — k)

3 2 6
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Ez alapjan, ha o (a) = a teljesiil valamilyen o € C és k € N esetén, akkor

(Ak;ru’“ " i\/§(>\g*uk)> ca+ Ai\/g(A?’:*#’“)

. | . = O[,
_ (zﬁu;—m) Lo Atk /BOR—ph)

azaz atrendezve

Tehat ha a nem harmadik egységgyok, akkor ez pontosan akkor teljesiilhet, ha

i3

(B2 - (8-)") =0,

ami a 3.9 Lemma alapjan azt jelenti, hogy 3 gyoke r®)(X)-nek. Mivel 7™ (X)
gyokei

alakuak, ahol ¢, n-edik egységgyok, ezért ha ¢, egy primitiv n-edik egységgyok,
és
. 1- €3Pn

B =es3
1_§0n

)

akkor a legkisebb k természetes szdm, amelyre § gyoke r(k)(X )-nek, éppen n, és
igy a fenti o Mobius transzformacié rendje pontosan n.

Ezekbdl kovetkezik az ft") (X) polinomok felbontasi testére vonatkozo alabbi
tulajdonsag, amely sejtéseink szerint Osszefligg az egész béazisok periodicitaséval.

3.12. Tétel. Legyen n > 2 természetes szam,

1—e3e,
1—e¢,

ﬂ =E&3 5

ahol €3 primitiv harmadik eqységqyok, €, pedig primitiv n-edik egqységgyok. Legyen
o az ft(n)(X) gyoke, ekkor az ft(n)(X) polinom felbontdsi teste Q(«, 8), ami ciklikus
bovitése Q(B)-nak. Specidlisan, hat € Q olyan paraméter, hogy az ft(n) (X) polinom
irreducibilis, akkor ft(n) (X) felbontdsi teste ciklikus n-edfokd bévitése Q(B)-nak.

Bizonyitas. A feltételek alapjan a

Bz —1

o(z):z+ﬁ+1

Méobius transzformacio rendje PGLy(Q(8))-ban n, és a 3.11 Tétel szerint, ha «
gyoke ft(") (X)-nek, akkor o(a) is gyoke, azaz, ha a nem harmadik egységgyok,
akkor ftn) (X) 6sszes kiilonbozs gyoke {a, o(a),...,0"  (a)}. A o alakja miatt a
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Q(«, B) test tartalmazza az ft(n) (X) Osszes gyokét. Masrészt az ft(n)(X ) felbontasi
teste tartalmazza a-t és o(«)-t, igy tartalmazza az
a?+a+1

a—o(a) o-1

szamot is, ami éppen (. Ez az el6zdvel egyiitt azt jelenti, hogy ft(n) (X) felbontasi
teste Q(a, 8). Mivel a o altal generalt hatéds az ft(n) (X) gyokein egy n hosszt
ciklus, igy ha f™(X) irreducibilis, akkor Q(a, 8)/Q(B) egy ciklikus n-edfokt
bévités. O

A kovetkezdkben megmutatjuk, hogy ha t olyan racionalis paraméter, amellyel
az t(”) (X) irreducibilis és egész egyiitthatos, valamint 2 + ¢ + 1 négyzetmentes,
akkor a polinomcsalad gyokei altal generélt testek egész bazisa periodikusan ismét-
16dik modulo ng, ahol ng alegnagyobb olyan egész, amelyre

na ‘ <3¥ n")n .
Ehhez el6szor meg kell hataroznunk az t(") (X) diszkriminansat. Legyen
AX)=a, X"+ an 1 X" '+ a1 X +ap=a,- ﬁ(X - %),
i=1
B(X) = by X™ 4 by 1 X" 401X by = by - ﬁ(X —5;).
i=1
Ekkor definici6 szerint az A(X) és B(X) polinomok rezultansa

_5
&
=
5

I

o
s3
=
=
s
2

I
&

|

=)

S 3
=

B(yi) = (=)™ b, - [ AG).
=1

i=1j=1 i=1

A szamitasokhoz két polinom rezultansanak alabbi tulajdonsagait fogjuk hasznalni
(Id. [57], Chapter 2.3.3).

e Han >m és @, R olyan polinomok, hogy A = QB + R teljesiil, akkor
res(A, B) = b " -res(R, B), (3.6)
ahol r az R polinom foka.
o Tetszbleges 1 fGegyiitthatos @ polinom esetén
res(AQ, B) = res(A, B) - res(Q, B). (3.7)
o Tetszbleges A € C esetén
res(AA, B) = A" - res(4, B), (3.8)

és
res(A,AB) = \" - res(A, B). (3.9)
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Ezeket és a 3.9 Lemmaét hasznalva mar kénnyen ki tudjuk szamolni az ft(") (X)
diszkriminénsat.

3.13. Allitas. Han > 2, akkor ft(n) (X) diszkrimindnsa

(n=1)(n-2)

D,n =3 2 ~nn~(t2+t+l)n71.

Bizonyitas. Mivel
n(n—1) n )\’
Do = (05 s (1700, (47) ()

li
és ( f’”) (X) =n- f"V(X), ezért (3.9) miatt

n(n—1)
2

Dy = ()75 - res(£(X), £ ().

Most hasznalva a (3.3) Osszefliggést ft(n)(X )-re, D
kapjuk:

pmTe a kovetkezs kifejezést
t

n(n—1)
2

(=155 e eves (X =) [0 + (8 + 4+ 1) r 70X, V().
Ekkor Q = X —t, B = ft("_l)(X) és R= (t? +t+ 1) - r(®"D(X) helyettesitéssel
(3.6) alapjan kapjuk, hogy

n(n—1)

Dy = (=)™ nres (2 4 £+ 1) - r 70 (X), [0,

amibdl (3.8) miatt

n(n—1)

D = (1) 5t (2 1) ves (D (X), V(X))

adodik. Ez utobbi rezultanst pedig meg is tudjuk hatérozni, mivel ismerjiik
r(n=1(X) bsszes gyokét. A jelolések egyszertisitése miatt inkabb n kitevore sza-
moljuk ki ezt a rezultanst, majd a kapott képletbe n helyére n— 1-et helyettesitiink.
Mivel 7" (X) féegyiitthatoja () - h(1) = —n és a gySkei

1 — e3¢,

175%7 j=1...,n—-1,

€3

ahol ¢, primitiv n-edik egységgyok, ezért

n—1

res (10, £700) = (- [T 7 (- L5258 )

_
i=1 1—en
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Az 3.9 Lemmabol

1— 636v n 1—636j 2 n
; —_—n - —_—n
1 —e3¢), (53 1=, 53) N (53 1=, 53)
f €3 j = +
1—¢} 2

1 1 — e3¢l
t4+=).r@ Rk O I
“(rg) ()

A masodik tag itt értelemszertien eltiinik, hiszen r(”)(X )-be pont egy gyokét
helyettesitjiik, igy

. £a - 175353; —c n + (eq- 1— 535 52 n

f (E 1- 836%) 3 1—¢}, 3 37 C el 3

3 . 0 = .
1—¢l, 2

Ezt egyszertibb alakra hozva,

. 83—8§ n j n 63—&‘?’ "
e (B55) 6"+ (555) 1
s (53~ s3§n> _\1-4, . 1-ed, _ (z\/g)"

1—¢l (1— 5%)71
Igy
res (T(")(X),ft(")(X)) = H (iv/3)" (1 - ) =
j=1 —&n
n—1 n
n(n—1) n(n—1) n 1

— (1) o T ()
i 1—en

=1,...,n — 1 szdmok pont az

(X —1)" - X"

polinom osszes gyokei. Ennek a polinomnak a konstans tagja (—1)", a fGegyiittha-

(

tdéja —n, igy a gyokeinek szorzata . Ezek alapjan

n n nn-1) ,n(n-1) n —nm\" 3n2-n  _n(n-1)
res (r(M (), £V (X)) = (-0 3T (- (D) = (st

Felhasznalva, hogy 2n(n — 1) oszthaté 4-el, azaz 3n? —n = n? +n (mod 4), adodik,
hogy

3n2—n n(nt1)
=)= =)=,
vagyis
n(n+1) n(n—1)
2 -3 2.

ves (1 (x), £ (X)) = (-1)
Ez alapjan

n(n—1) (n—=1)(n—2)

res (r("_l)(X),ft("fl)(X)) =(-1)"=z -3 =
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amit visszahelyettesitve a diszkriminansba, kapjuk, hogy

Dy = (D)™ 0m (224t +1)" - res (r(”’”(X)a t("_”(X)> =
(n=1)(n=2)

= 3 = " (BHt+1)"h

O

A kovetkezd lépésben megmutatjuk, hogy ha létezik olyan p prim, amelyre
vp(t2 +t+1) = 1, akkor f{"(X) irreducibilis.

3.14. Lemma. Ha p # 3 olyan prim, amelyre v,(t> +t+1) =1, és s € Z olyan,
hogy v, (s —t) =1, akkor v, (ftn)(s)) =1 teljesiil minden n > 1 esetén.

Bizonyitas. A 3.9 Lemma alapjan konnyen ellenérizhets, hogy n > 2 esetén
FP0 = 2X +1) - "7V (X) = (X + X 1) - £ (X),
Ehhez legyen A = (X —¢e3) és B = (X — ¢2), ekkor

" A" + B" 1\ V3
(X)) = LEE <t+) : L[-(A"—B”).
2 2 3
Fbbal A B Ar—1 4 pn—l An—2 4 pn—2
n4 B" n—-1l_4 pBn— n—2 4 pn—
R R S—
és

A" —B"=(A+B)-(A"'-B" ) —A-B-(A"*-B"?),

valamint A+ B =2X +1és A- B = X2+ X + 1 miatt adodik a fenti dsszefiiggés.

Most legyen s olyan racionalis egész, melyre teljesiil, hogy v,(s —t) = 1. Ilyen
s egész szam minden olyan ¢ € Q paraméter és p prim esetén létezik, melyre
vp(t? +t + 1) = 1. Ilyenkor ugyanis v,(t) = 0, azaz t = u/q alakban irhat6, ahol
u,q € 7 & vp(u) = vp(q) = 0. Igy azok az s egész szdmok, melyekre s = u - ¢~}
(mod p), és s Zu-q ! (mod p?) megfelel6ek lesznek.

A fenti Gsszefiiggés szerint, ha n > 2, akkor

()= @s+ 1) £V () = (P s+ 1) £ ).
Ebbdl, a p-adikus rend tulajdonsagai alapjan, ha n > 2, akkor
™ (5)) > mi 25+ 1) fi" Y 2 1) f" % 3.10
op(fy 7 (s)) 2 min{vp((2s +1) - f;7 (), op((s” + s+ 1) - f7 7 ()}, (3.10)
kovetkezik, ahol egyenl@ség all fenn, ha a (25+1)~ftn_1) (s) és az (52+s+1)~fs(n_2) (s)
kifejezések p-adikus rendje kiilonbozik. A v,(t2 +t+1) = 1 és vp(s —t) = 1
Osszefiiggésekbdl kovetkezGen

vp(s? +s+1)=1,esv,((s —t)* — (> +t+1)) = 1.
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Tovabba, mivel 4(s*> + s+ 1) — (25 +1)2 =3 és p # 3, ezért ha v,(s? + s+ 1) =1,
akkor v,(2s + 1) = 0, azaz (3.10) egyenlSséggel teljesiil, ha

vp(F V() # vp (£ P () + 1.
Mivel most
up(fV(8)) = vp(s — ) = 1,
és
(£ (5) = vp(s? — 25t —t = 1) =1,

ezért innent6l min{0 + 1,1 4 1} = 1 miatt n-szerinti teljes indukcioval adodik az
allitas. O

3.15. Tétel. Ha p # 3 olyan prim, amelyre v,(t> +t + 1) = 1, akkor t(") (X)
wrreducibilis. Tovdbbd, ha o az ft(") (X) gydke, ahol a t paraméterre a fentieken til
még az 1s teljestil, hogy az ft(n) (X) polinom egész egyiitthatds, akkor a Q(«) testben
az a indexe nem oszthatd p-vel, vagyis v,(I(a)) = 0.

Bizonyitas. Legyen s € Z ismét olyan egész, melyre teljesiil, hogy v,(s —t) = L.
Az allitas els6 feléhez tekintsiik az ftn)(X ) polinom s-koriili Taylor-sorat:

@\
ft”)(X) :Z(ft)() (X —s)

n
i!
=0

/
Mivel ( t(n)) (X)=n- t(n_l)(X), ezért

és igy
n n—i i
i) =3 () ST (X =),
i=0
amib6l X = X + s helyettesitéssel,

FPX 5= (”) ST X
=0

Jeloljiik a;-vel az X' egyiitthatojat az ft(n) (X + s) polinomban. A 3.14 Lemma

alapjan 0 < i < n — 2 esetén vp(a;) = 1, tovabba a,—1 = ft(l)(s) = 0 miatt

vp(an—1) = oo, végil a, = ft(o) (s) = 1 miatt vy(a,) = 0. Tehat Gsszességében

teljesiil az, hogy vy(a,) =0, vp(a;) >0, ha 0 < i <n—1és v,(ag) = 1, vagyis az
t(") (X + s) polinom p-Eisenstein és igy irreducibilis, amib&l kovetkez&en ft(n) (X)

is irreducibilis.
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Az allitas masodik részéhez vegyiik észre, hogy a t-re vonatkozo feltételek miatt
« algebrai egész, amely a K = Q(a) testben nyilvanvaléan primitiv, és igy lehet
értelmezni az indexét. Az index definicioja szerint

ahol D(«) az a hatvanyai altal generalt bazis diszkriminénsa, Dg pedig a Q(«)
test diszkriminansa. A D(«) megegyezik az ft(”) (X) diszkriminansaval, ami pedig
eltolas invarians, azaz D(«) = D(a — s). Az o — s szintén primitiv algebrai egész
a K testben, igy annak is értelmezhetd az indexe, amibdl

D(«) _ D(a—s)

I(a)? =

= I(O[— 5)27

azaz
vp(I(@)) = vp(I(er = 5))

adodik. Az el6z6ek miatt f(n)( + s), azaz az o — s definialé fGpolinomja p-
Eisenstein, igy a 2.2 Allitas miatt v,(I(a — s)) = 0, amibél kovetkezik, hogy
(I(

(L)) =
O

Innentsl kezdve legyen ¢ olyan racionélis paraméter, amellyel az ft(") (X) poli-
nom egész egyiitthatos. Ez gyakorlatban azt jelenti, hogy
_m
- 31}3(71) ?

ahol m € Z. A definicié alapjan koénnyt ellenérizni, hogy (") (X) minden egyiitt-
hatoja oszthato 3v3(M-el. Ez vs(n) = 0 esetén trivialis. Ha wvz(n) > 1, akkor a
h : N — N definicija alapjan az

n
P (X) = (”) X' h(n—i
=3 (n—i)
polinom egyiitthatoi 3 | i esetén a 0-val egyenlSek, 3 1 i esetén pedig =+(77)-vel.
Kummer tétele szerint (1d. [47]), vs ((7})) megegyezik az n — i és az i szdmok 3-as
szamrendszerbeli 6sszeadasakor szitkséges atvitelek szamaval. Mivel most 3 1 4, igy
az i utolso szamjegye 3-as szamrendszerben nem 0, viszont n utolsé vs(n) szamjegye
0, igy mikor dsszeadjuk n —i-t és i-t, legalabb v3(n) darab atvitelt végziink, vagyis

ekkor .
()20

Végiil, mivel f(")( X)= fén) (X) +t-r™(X), ahol fén)(X) definici6 alapjan egész
egyiitthatos, a ¢ - r(™ (X) pedig az el6z6ek miatt lesz egész egyiitthatds, ezért a
fenti helyettesitéssel ft(n)(X ) valoéban egész egytitthatos lesz.
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A tovabbiakban ft(n) (X) helyett az f,ﬁ,ff ) (X) jelolést fogjuk hasznalni, ami a fenti
helyettesitésre utal. Itt megjegyezziik, hogy n = 3 és n = 6 esetén fr(,? )(X ) meg-
egyezik a legegyszertibb harmad- és hatodfoki polinomokkal, igy ez a megkozelités
valéban azok altalanositasanak tekinthet§. Tovabba n = 12 esetén a Hoshi-féle
12-edfoku polinomcesaladot kapjuk speciélis esetként.

Az 4j paraméterezéssel, a polinom diszkriminansara vonatkozo eredményiink a
kovetkezGképpen modosul,

n—1
(n=D(n=2) m \2 m
Dy =3"2""-n" <(3U3(")> t 3um +1> :

A 3.15 Tétel alapjan, ha o az () (X) gydke, p # 3 prim, és m € Z olyan egész

szam, amelyre
m \?2 m 1) =1
Up (3v3<n>) Toum TH) =

teljesiil, akkor v,(I(a)) = 0. Ennek segitségével adott n fokszam esetén felss
becslést tudunk adni a o indexére.

Az allitasaink egyszertibb megfogalmazasa érdekében azt mondjuk, hogy az
m € 7Z paraméter megfeleld, ha tetszbleges p # 3 prim esetén teljestil, hogy

2
oo ( (g ) + gy +1) <1,
3vs(n) 3vs(n)

azaz t?> + t 4+ 1-nek a 3-mentes része négyzetmentes. Megjegyezziik, hogy mivel
t? +t + 1 irreducibilis polinom Q[t]-ben, ezért T. Nagell [54] eredményei alapjan
végtelen sok megfelel§ m paraméter 1étezik.

3.16. Tétel. Legyen m € Z megfeleld paraméter, és o az f,(T?)(X) gyoke. Ekkor
Ia)? | 35 an,
Bizonyitas. Mivel ()2 | D i, és T(a)-nak ((5:25)7 + =2 + 1)-cl csak a 3
y . i € I(a)na Fo5 () Fo5 () el csak a
lehet ko6z6s primosztoja, ezért

—1)(n=2) m )\, m
%“n_”“((m) +m+1) n

I(a)* | 3 n

Most megmutatjuk, hogy tetszdleges t € Q esetén v3(t2 +t+1) < 1. Ha vz(t) # 0,
akkor v3(t?),v3(t) és v3(1) kiilonbozd szamok, igy

v3(t? +t 4+ 1) = min{vz(t?), v3(t), v3(1)} < 0.

Ha pedig v3(t) = 0, akkor ¢t = 2, ahol p és ¢ harommal nem oszthaté relativ prim

q’
egészek. Legyen r a ¢ inverze modulo 9, és tegyiik fel, hogy v3(t? +t + 1) > 2.
Ekkor a

(p-r)>+(p-r)+1=0 (mod9)



95

kongruencianak lenne megoldasa, azonban kézzel kénnyen ellenérizhets, hogy ez
semmilyen p-r € {1,2,4,5,7,8} maradékosztély esetén sem teljesiil, igy ellentmon-
das kaptunk, amibél az kovetkezik, hogy v3(t? + ¢ + 1) < 1. A fenti képletben

tehat )
m m
v ((3va(n>) HETOR 1) =1

(n—1)(n—2) . n(n—1)
I(a)? ’3 2 TDlopn — 375 g,

matt azt kapjuk, hogy

O

Mivel I(a) - Zx C Zla], ezért ebbél a 2.4 Allits alapjan mar kovetkezik a
periodikus egész bazis tulajdonség, valamint fels6 korlatot is kapunk a periddus
hosszara.

3.17. Kb6vetkezmény. Legyen m € Z megfeleld paraméter, és o az fy(,f) (X) gyoke.
Ekkor a K = Q(«) testek egész bdzisa periodikusan ismétlédik modulo ng, ahol ng
a legnagyobb olyan egész szdm, amelyre teljesil, hogy

n(n-1) n
0] ()

Ez a periédushossz mar kis fokszamok esetén is kifejezetten nagy, azonban a du-
alis bazis modszerrel adott n fokszamok esetén javithatunk a becsléseken. Példaul
n = 4 esetén, ha a az ft(4)(X) polinom gydke, akkor az (1, ,a?, a?)-hdz tartozo
dualis bazis

8t2 + 3t + 12 —4t? 4+ 7t + 18 —8t2+10t N 2t —3 3
Ca o 7Y L a
12082 +t+1) 122 +t+1) 1282 +t+1) 122 +t+1) ’
—4t2+ Tt +18  40t% + 92t + 62 32t +46t+5 —8t—11 3
Ae% e’ +—"—-a",
12082+t +1) 12082+t +1) 12082+t +1) 12082+t +1)
—8t% + 10t 32t + 46t + 5 322 +8t+1 —8t—1 3

RE+i+) TREevi+rn Y Therir) Y toersn @

2% — 3 e L N et BEOY S 2 5
R +t+1) 1202 4+t+1) 1262+t +1) 1202+t +1)

Ebbdl azonnal adédik, hogy megfelel6 m paraméterek esetén
12- (m*+m+1) - Zg C Zla],
ami azzal egylitt, hogy

n(n—1)
—_—— n
2 n-,

I(a)? ‘ 3

azt eredményezi, hogy 123 - Zi C Z[a].
Ezeket a vizsgalatokat n = 2,3,...,12 fokszamok esetén végeztiik el, és az
alabbi eredményeket kaptuk.
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3.18. Allitas. Legyen m € Z megfeleld paraméter, és a az fﬁf)(X) gyoke. Ekkor
az (1,a,...,a" 1) bdzishoz tartozo dudlis bdzis meghatdrozdsdval, majd alkalmazva

a
m 2 m
v ((3U3<n)> HETION 1) =1

becslést, n = 2,3,...,12 esetén azt kapjuk, hogy Cy, - Zx C Z[c], ahol

al2ls] o | s 6| 7] s o] w| n| w
C, 6\27‘32~4‘34.5‘35.6‘35~7‘3°‘~8‘37.9‘36.10‘310.11\310.12'

Ezeket a C), szamokat felhasznalva, a 2.4 Allitas segitségével sokkal jobb korla-
tokat kaptunk az egész bazisok periddusanak hosszara. Ezek a kisebb ng korlatok
bizonyos kis fokszamok esetén méar lehetGséget adtak arra, hogy minden megfelelé
no-maradékosztélyba es§ paraméterre egyenként meghatarozzuk a a-hoz tartozo
Hermite normal alakt egész bazist, majd ranézésre megallapitsuk a tényleges leg-
kisebb periddushosszt. Ezt a vizsgalatot n = 2,3,4,5,6,8,9 és 12 esetén végeztiik
el, azzal a tovabbi megkotéssel, hogy most vg(m? + 3%3(Mm 4 9vs(™)) < 1 is telje-
siiljon, azaz m? + 3U3(Mm + 9v3(") legyen négyzetmentes. Ez a plusz feltétel egy 3
hatvannyal csokkenti a peribdushosszt, viszont igy a késGbbiekben kénnyebb lesz
hasznélni az eredményt.

3.19. K6vetkezmény. Legyen m € 7Z olyan paraméter, amelyre teljesil, hogy
m? + 3v(Mm 4 9v () négyzetmentes, és legyen o az féf) (X) gyoke. Ekkor n =
2,3,4,5,6,8,9,12 esetén a K = Q(«) testek egész bdzisa periodikusan ismétlddik
modulo ng, ahol
sl afsfo)s o
1

n 4
\ \24\75\36‘432\243\1944'

2
o H4

Ezek az esetek tartalmazzak a harom koréabban vizsgélt nevezetes polinomcsaléadot.

e Legegyszertibb harmadfoki polinomok
F(X) = X% —mX? — (m+3)X — 1.
e Legegyszertibb hatodfokiu polinomok
O(X) = X0 — 2mX° — 5(m + 3)X* — 20X + 5mX2 4+ 2(m + 3)X + 1.
e Hoshi-féle 12-edfoka polinomok

OD(X) = X2 —4mXM —22(m + 3)X10 — 220X° + 165m X8 + 264(m + 3) X"+
+924 X6 — 264mX° — 165(m + 3) X* — 220X3 + 22mX2 + 4(m + 3)X + 1.
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Most kovetkezik a masik altalanositdas, ami a legegyszertibb negyedfoku
polinomokat foglalja magéaba. Mivel az allitasok bizonyitasa értelemszerti modosi-
tasokkal, pontosan ugyantgy torténik, mint az el6z6 altalanositas esetében, ezért
azokat nem fogom tjra levezetni.

Legyenek g, h : N — Q az alabbi modon értelmezett fliggvények

1, hai=0 (mod 4), 0, hai=0 (mod 4),

) —t, ha:i=1 (mod 4), . -1, hai=1 (mod4),
g(i) :== és h(i) :=

—1, hai=2 (mod4), 0, hai=2 (mod 4),

t, hai=3 (mod 4). 1, hai=3 (mod 4).

Legyen n > 0 esetén

=3 (1) K g g

=0

.

és legyen r(™(X) ennek a t valtozo szerinti derivaltja, azaz

P (X) Zi(D X" h(n — 1) € Z[X].

i=0
3.20. Lemma. Minden n > 0 estén
00 = (X =) £ (X) + (2 4 1) (X),
és
P = (X +) (X0 = £ (0,
3.21. Tétel. Tetszdleges f € C ésn > 1 esetén
n n BX - 1 n n n n
cerar 0 — 1B FX) — (B +1) -1 (8) -1 (X).
X+p
3.22. Lemma. Minden n > 1 esetén
(X +0)"+ (X —4)"

5 +t-rM(X),

) =

és )

rM(X) = - (X +4)" — (X —)").

N | =

3.23. Kovetkezmény. Minden n > 2 esetén az "™ (X) dsszes gyoke
1+1-€ep
1—¢,

)

alaki, ahol €, # 1 egy n-edik egqységgyok. Tovdbbd ft(") (X)-nek és r™(X)-nek
nincs kozos gyoke.
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3.24. Tétel. Legyen n > 2 egész szam. Ekkor ha o az ft(n) (X), B pedig az (™ (X)

polinom gydke, akkor
Ba—1

a+p

szintén gyoke ft(n) (X)-nek.
Adott n > 2 esetén vizsgaljuk meg a tételben szerepld

:,6’2'—1

o0 = 2

Mébius transzformaciot, ahol 8 az 7™ (X) gydke. A transzformaciohoz tartozo
matrix

8 -1

1 B
M sajatértékei A = 8+ i és u = 8 — 1, tovabba

M =

Mk iR = )

MF = 2 2
_i()\k _ 'uk) /\k +#k
2 2

Ennek alapjan, ha o (a) = a teljesiil valamilyen o € C és k € N esetén, akkor

k| K JONE Lk
()\;H)'Oé—‘r (>\2/)

_ iR —pk) ek

)

azaz Atrendezve . .
Ak _
—%-(Oﬂ—i—l)zo.

Tehéat ha o nem negyedik egységgydk, akkor ez pontosan akkor teljesiilhet, ha

(X F ) = (X =)
2

:O’

ami azt jelenti, hogy § gydke 7(F)(X)-nek. Igy, mivel (™ (X) gyokei
14+1-ep
1—-e¢,
alakuak, ahol €,, n-edik egységgyok, ezért ha ¢, primitiv n-edik egységgyok, és
1+1: @n

ﬂ: 1_()071

)

akkor a fenti ¢ Mdébius transzformécio rendje pontosan n.
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3.25. Tétel. Legyen n > 2 természetes szam,

141 @

B= T

ahol €, primitiv n-edik egységgydk. Legyen o az ft(") (X) gyoke, ekkor az ft(") (X)
polinom felbontdsi teste Q(«, ), ami ciklikus bovitése Q(B)-nak. Specidlisan, hat €

Q olyan paraméter, hogy az ft(n) (X) polinom irreducibilis, akkor ft(n)(X) felbontasi
teste ciklikus n-edfoku bovitése Q(B)-nak.

3.26. Allitas. Han > 2, akkor ftn) (X) diszkrimindnsa

th(n) — 2(n—1)(n—2) nm. (t2 + 1)11—1.

3.27. Lemma. Ha p # 2 olyan prim, amelyre v,(t*+1) = 1, és s € Z olyan, hogy
vp(s —t) =1, akkor v, ( t(n)(s)) =1 teljesiil minden n > 1 esetén.

3.28. Tétel. Ha p # 2 olyan prim, amelyre v,(t> + 1) = 1, akkor ft(n) (X) irredu-
cibilis. Tovdbbd, ha o az ft(") (X) gyoke, ahol a t paraméterre a fentieknek til még

az 1s teljestil, hogy az ft(n)(X ) polinom egész egyiitthatds, akkor a Q(«) testben az
« indexe nem oszthats p-vel, vagyis v,(I(a)) = 0.

Innentdl kezdve legyen ¢ olyan racionélis paraméter, amellyel az ft(") (X) poli-
nom egész egyiitthatos. Ez gyakorlatban azt jelenti, hogy

m

= Qv2 (n)?
ahol m € Z. A tovabbiakban ft(n) (X) helyett az {n )(X ) jelolest fogjuk hasznalni,
ami a fenti helyettesitésre utal. Itt megjegyezziik, hogy n = 4 esetén fﬁf )(X ) meg-
egyezik a legegyszeriibb negyedfokii polinomokkal, igy ez a megkozelités valoban
azok altalanositasanak tekinthetd.

Az 4j paraméterezéssel, a polinom diszkriminansara vonatkozo eredményiink a
kovetkezGképpen modosul,

n—1
_ o(n-1)(n=2) . L)Z
Dy =2 " ((gvz(n) +1 :

Ha « az f,(T?)(X) gyoke, p # 2 prim, és m € Z olyan egész szam, amelyre

(g1 -

teljesiil, akkor v,(I(a)) = 0.
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Az allitasaink egyszeriibb megfogalmazasa érdekében azt mondjuk, hogy m € Z
megfeleld paraméter, ha tetszbleges p # 2 esetén teljesiil, hogy

() ) <1

Itt is megjegyezziik, hogy a t?+1 € Q[t] polinom irreducibilitasa miatt T. Nagell
[54] eredményeibdl ebben az esetben is kovetkezik, hogy végtelen sok megfelels m
paraméter létezik.

3.29. Tétel. Legyen m € Z megfeleld paraméter, és a az féf) (X) gyoke. Ekkor

I(a)? ‘ 2(n=1)* .

3.30. Kovetkezmény. Legyen m € Z megfeleld paraméter, és a az fé?) (X) gyoke.
Ekkor a K = Q(«) testek egész bazisa periodikusan ismétlédik modulo ng, ahol ng
a legnagyobb olyan egész szdm, amelyre teljesiil, hogy

n(Q) ‘ (2(n—1)2 .nn)n

3.31. Allitas. Legyen m € Z megfeleld paraméter, és a az f,(,iq)(X) gyoke. Ekkor
az (1,a,...,a" 1) bdzishoz tartozo dudlis bdzis meghatdrozdsdval és a

S(EORE

becslés alkalmazdsdval, n = 2,3,...,12 esetén azt kapjuk, hogy C,, - Zx C Z[a],
ahol
ol s [ a5 6|7 s o |w]|u]|oun

Cn 4‘22.3‘24.4‘25.5‘2&6‘29-7‘2“.8‘2”-9‘216~10‘217.11‘219.12'

Ezek koziil n = 2,3,4,5,6,8,9 és 12 esetén hataroztuk meg a legkisebb peri6-
dushosszt.

3.32. K6vetkezmény. Legyen m € Z megfeleld paraméter, és o az fr(,?) (X) gyoke.
Ekkor n = 2,3,4,5,6,8,9,12 esetén a K = Q(«) testek egész bdzisa periodikusan
ismétlddik modulo ng, ahol

n

IE
no H4

s 4|5 [o]s] o | 1

‘18‘8‘100‘72‘16‘1728‘4608.

Specialisan n = 4 esetén a legegyszertibb negyedfoki polinomok
D = x4 —mX3 - 6X2 +mX +1

gyokei altal generalt testek egész bazisa periodikusan ismétldik modulo 8, ami
6sszhangban van J. H. Lee [49] eredményeivel.
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3.3. Kompozitum testek egész bazisai

Ebben a fejezetben a korabban felmeriil6 nevezetes szamtestcsalddok kompozicio-
jaként kapott szamtestekben vizsgéiljuk az egész bézisokat. Meg fogjuk mutatni,
hogy megfelels feltételek mellett a résztestek periodikus egész bazis tulajdonsé-
ga bizonyos értelemben 6roklédik a kompozit testre is. A fejezet végén talalhato
konkrét példakhoz kapesolodd eredmények a [29] cikkben jelentek meg.

Az elv ugyanaz lesz, mint amit a 3.6 Lemma bizonyitasaban hasznalunk. Legyen
K=L M azL=Q(«)és az M = Q(5) szamtestek kompozituma, és tegyiik fel,
hogy LN M = Q. Legyen tovabba (11,%s2,...,%n,) az L, (w1,ws,...,ws,) pedig
az M egy egész bazisa. A méar korabban is hasznélt Osszefliggés alapjan

DI Dy es DM Dy

teljesiil, azaz
ikt (DY, DI | Dy,

Masteldl, a (1,%9,...,10p,) és (w1,wa,...,w,,) egész bazisok kompozicidjaként
kapott
(Yrwr,  owr, oo, p,wi,
Prwa,  Powz, ..., Yn,we,
1/11wn2, ¢2wn27 ceey wnlwnz)

algebrai egész szamok LN M = Q miatt bazist alkotnak K-ban Q-felett, és ennek a
bazisnak a diszkriminansa D[LK:L] ~DE\I/I(:M]. Mivel a test diszkriminénsa osztja a test
tetszéleges algebrai egészekbdl 4llo bazisanak a diszkriminansat, ezért az el6zével

egyiitt azt kapjuk, hogy
Ikkt (D[LK:L]7DE\I4(:JVI]) ‘ Dy | D[LK:L] 'DE\?:M]‘

Ha tehat sikeriil olyan feltételeket talalnunk, amelyek esetén a

D[K:L] . D[KM] ) )
LM —Inko (DM, DY)
Ikt (DY, D)

hényados a paramétereinktsl fiiggetlen szam, akkor K egy egész bazisat véges sok
lépésben meg tudjuk hatarozni a fenti kompozit bazis 2.1.1 Fejezetben részletezett
redukciojaval és a 2.4 Allitas egy megfelels altalanositasanak segitségével.

Tekintsiink egy egyszerti konkrét példat. Legyen a az X2 —myq, és B az X3 —ma
gyoke, ahol my és mo négyzetmentes egészek, melyek legnagyobb kozos osztoja
osztja a 6-ot. Legyen tovabba L = Q(«), M = Q(8) és K = L - M. Ekkor a
3.1 Tétel szerint L egész bazisa periodikusan ismétlédik modulo 4, M egész bazisa
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pedig modulo 9. Nézziik elszor azt az esetet, amikor my = 1 (mod 4) és my =1
(mod 9). Ekkor az L test a-hoz tartozé Hermite normal alaka egész bazisa

1+«
]_7
(:5%)-

az M test 8-hoz tartozé Hermite normaél alakn egész bazisa pedig

(1.5, 58252

Ez alapjan a (v1,72, 73, V4,75, V6) kompozit béazis, amibsl kiindulunk az alabbi,

<1 1+a 3 (1+a)f 1+ 6+ B2 (1+a)(1+5+62)>
g g 3 ’ 6 ’

Mivel Dy, = mq, és Dy = 3m§7 ezért
Ikkt(m?3,9-m3) | Di | 9-m3 - m3.

Két lehetGséget killonboztetiink meg, 3 | my vagy 3 t mi. Az els6 esetben
lkkt(m$,9 - m3) = m$ - m3, a masodikban pedig lkkt(m3,9-m3) =9-m3 - m3. Ez
azt jelenti, hogy a mésodik esetben a fenti bazis val6jaban egész bézis K-ban, az
elsé esetben pedig az altaluk generalt modulus indexe a Zf{ modulusban osztja
9-et. Ekkor a 2.1.1 Fejezetben leirt algoritmussal tudunk meghatérozni egy egész
bazist, és mivel a kiindulasi bézis altal generalt modulus indexe a 9 osztdja, ezért
csak a 3 primmel kell elvégezni a vizsgélatot, és azt is legfeljebb 1-szer, hiszen egy
csere mar 9-ed részére csokkenti a diszkriminanst. Legyen tehat m; =1 (mod 4),
my =0 (mod 3), azaz my = 12l; + 9 valamilyen [; € Z-vel, és legyen my = 915+ 1,
ahol [y € Z. Legyenek 0 < A\; <2, (1 =1,...,06) tetszoleges egészek, és tekintsiik a

_ Ayt Aove F Asys A+ Aava + Asys + Aeve

)
3

algebrai szamot. A 2.4 Allitas bizonyitasaval analog modon lathato, hogy a 36
algebrai egész definiald polinomja

X6 4 Ps(ly, 1) - X5 4 ...+ Pi(ly,12) - X + Po(ly, 12)

alakt, ahol P; € Z[X,Y], (i = 0,...,5). Most ahelyett, hogy minden I; =
0,...,30 =1 és iy =0,...,3° — 1 maradékosztélyra végignéznék, hogy mikor lesz
3" Pi(I1,15) oszthatoé 3%-al, inkabb szimultan megoldjuk a

{35 Ps=0;3"P,=0;3-P»=0;,3-P=0;,3-P,=0; Py =0}

kongruencisdkat modulo 3%. Ez latszolag ugyanaz a procediira, de a matematikai
programcsomagok az utobbit lényegesen gyorsabban kiszamoljak, mint a 3'2 da-
rab behelyettesitést. Fzeket a szamitasokat elvégezve minden lehetséges A1, ..., Ag
értékek esetén, azt tapasztaljuk, hogy

(>\17 )\Qu )\37 )‘47 )\57 )‘6) = (27 27 17 17 070)7
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illetve

(A1, A2, Az, Mg, As, A6) = (1, 1,2,2,0,0),
és tetszOleges ly,lo esetén 0 algebrai egész lesz. Ez egy érdekes jelenség, hogy
minden [, l5 esetén ugyanazokkal a \; értékekkel kapunk algebrai egészt, de a leg-
t6bb esetben ugyanez fordul els. A (2,2,1,1,0,0) értékeket valasztva, a kiindulasi
bazisban kicseréljiik a 4 elemet a

2+ (a+1)+ 4+ 2P 6120 438+a8
3 - 3 - 3
elemmel, és igy olyan algebrai egészekbdl allo bazist kapunk, aminek a diszkrimi-
nénsa 9-ed része a kiindulasi bézis diszkriminansanak, és igy az alsé becslés miatt
ez szitkségképpen egész bazis. Tehat my; =9 (mod 12) és mo =1 (mod 9) esetén

< l4+a . 6+2a+38+aB 14+ 8+32 (1+a)(1+B+52)>

sont2etrstoe

1, 2 By 3 ’ 3 ’ 6
egész bazis K-ban.

Ugyanezt elvégezve minden m; = 1,2,3 (mod 4) és mo = 1,2...,8 (mod 9)
maradékosztalyok esetén, azt kapjuk, hogy az egész bazis alakja csak mi-nek a
12-es és mo-nek a 18-as maradékatol fiigg. Precizebben fogalmazva, Zg-nak az
(1,a, B,af, B2, aB?)-hez tartozdé Hermite normal alakja csak mi-nek a 12-es és
me-nek a 18-as maradékatol fiigg, vagyis a K = Q(«, 3) testek egész bazisai peri-
odikusan ismétlédnek mi-ben modulo 12 és mo-ben modulo 18.

Nagyjabol ugyanazt az elvet latjuk kirajzolodni, amit az egyparaméteres szam-
testek esetén, ugyanis a fenti érvelésben a 9 nem més, mint a két résztest egész
bézisainak kompozicioja altal generalt modulus indexének fels6 becslése a Z mo-
dulusban. Az, hogy ebbdl kovetkezik egy periodikus egész bazis tulajdonsag, a 2.4
Allitashoz hasonlo Gsszefiiggésre utal.

3.33. Allitas. Legyen fr, (X) € Z[m1][X] egy ni-edfoki és frn,(X) € Z[ma][X]
eqy ne-edfoki 1 féegyiitthatds polinom, ahol myi,mo € Z egész paraméterek. Legyen

a az fm, (X), B pedig az fm,(X) egy gydke és legyen L = Q(or), M = Q(B). Tegyiik
fel, hogy LN M = Q, és legyen K = LM = Q(«, 8). Ha létezik olyan C € Z szdam,

hogy
C-Zk C Z[Ol7 ﬁ]

teljestil minden my,mo € Z esetén, akkor a K testek egész bdzisa periodikusan
ismétlddik mindkét paraméterben modulo C™ ™2,

Bizonyitas. Az 6tlet ugyanaz lesz, mint a 2.4 Allitas esetében. Legyen n = nq-na,
és jeloljik (1,72, --.,7n)-€l az « és a B hatvanyai altal generalt

ni—1
(1, o, o a™~1

Ba Oé'ﬁ, RN anl_l'ﬁa

/8”2717 a.ﬂngfl, e O[n171 '/Bngfl)
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kompozit bazist. Legyen

s _am Tty o+ 2T
mi,ma O I

ekkor léteznek olyan P; € Z[X,Y], (i = 0,...,n — 1) polinomok, hogy C' - 0., m,
definial6é polinomja

X" +Pn,1(m1,m2) L xnl +...—|—P1(m1,m2) ~X+P0(m1,m2).

Legyenek s1, $2,t1,t2 olyan egészek, hogy C™ | s1 — t; és C™ | sy — ta. Ekkor
P, € Z[X,Y], miatt C™ | P;(s1,$2) — Pi(t1,t2) teljesiil minden i = 0,...,n — 1
esetén. Ez azt jelenti, hogy ds, s, pontosan akkor algebrai egész, ha dy, 1, is az. Igy
(dsy 59y My 55) = (diy .45, My, 1), vagyis a K egész béazisa periodikusan ismétlédik
mindkét paraméterben modulo C™. O

Ezt az allitast megfelels feltételek mellett, konnyen tudjuk alkalmazni olyan
kompozit szamtesteknél, amiknek a résztestei az el6z6 fejezetben szerepls szam-
testcsaladok koziil valok. Ha Cp,, Cy olyan egészek, hogy

CL'ZLCZ[Q], és CM'Z]V[CZ[ﬂ},

akkor az L és az M egész bazisainak kompozicidja altal generalt Zp, ps K-beli
modulusra teljestil, hogy

Cr-Cuy 'ZL,M C Z[Oz,ﬁ].

Ez egészen egyszertien onnan latszik, hogy a kompozit bazis elemei olyan -y algebrai
egészek, amelyek ¢ - € alakban frhatoak, ahol 6 € Zy, és € € Zys. Igy Cp, - € Zo]

és Cy - € € Z[B] miatt Cp - Cpr -0 - € € Z]o, B]. Mivel a Zy, pr egy Z-béazisanak

diszkriminansa DELK:L] . DE\I;:M] és

DK | D[LK:L] . DE\Z(:M],
ezért ha sikeriilne megmutatni, hogy megfeleld feltételek mellett a

K:L K:M
. Dpt- D™

C’%( = (Z} : Zla, B1T) D

szam a paraméterektdl fliggetlentl feliilrél becsiilhetd, akkor a
Ck -2k CZpm

Osszefiiggésbol
Cr-Cun-Ck - Zg C Z[o,

kovetkezne, tehat a 3.33 Allitas értelmében a K testek egész bazisai periodikusan
ismétlgdnének.
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Mindhéarom vizsgélt szamtestcsalad esetén lathattuk, hogy megfelels feltételek
mellett 1éteznek ilyen Cp, és Cy; egészek, igy a feladatunk most mar csak a

K:L K:M
UL pli:

Dy

hanyados paraméterektsl fliggetlen fels6 becslése. Mivel
Ikkt (D[LK:L]7DE\I4(:M]) | Dre | D[LK:L] 'DE\I;:M]v

ezért
[K:L] [K:M)]
D; - Dy, ’ Inko (D[[{(:LLDE\I;:M]) .
Dg
Tovabba Dy, | D(«) és Dy | D(B) miatt
Inko (D[LK:L],DE\I/I(:M]) ‘ Inko (D(a)[K:L],D(ﬁ)[K:MO .

Innentdl kezdve tehat azon fogunk dolgozni, hogy olyan feltételeket szabjunk a
paramétereinkre, amelyekkel

Inko ((D(a) <5, D(g)!K:M)
a paraméterektdl fliggetlentl feliilrsl becsiilhets, ami pedig azzal ekvivalens, hogy
Inko (D(«), D(8))
a paraméterektdl fliggetlentl feliilrsl becsiilhetd.

Osszefoglalasképpen a harom polinomesalad, a paraméterekre kirott feltételek
és a diszkriminansaik a kovetkezdek.

I. Gyokbdsvitések.
fgl)(X) = X" —m,
ahol m # 0,+1 négyzetmentes egész.
n(n—1)

Df(n) = (—1) T ..t

II. Legegyszertibb harmadfoki polinomok altalanositasai.

) =3 (7):x*gtn .

=0
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ahol
L hai=0 (mod 6),
EETIOR hai=1 (mod 6),
sy | e i oo,
-1, hai=3 (mod 6),
Tos0 hai=4 (mod 6),
Ty T 1 hai=5 (mod 6),

és tetszoleges p # 3 prim esetén vy, (m? + 3v3(Wm 4 9vs()) < 1.

n—1
(n-D(n=2) m \2 m
D 7(:) = 3 2 -n - <<3’U3(n)> + 3'U3(TL) + 1> .

ITI. Legegyszertibb negyedfoku polinomok altaldnositasai.

e =3 (1) ¥t

i=0
ahol
1, hai=0 (mod 4),
g(z) — 7%, hai=1 (mod 4),
-1, hai=2 (mod 4),
PTADR hai=3 (mod 4),

és tetszGleges p # 2 prim esetén vy, (m2 + 4”2(”)) <1.

2 n
_ on=1)(n-2)  n m )
Dim =2 " <<2vz(n) + 1)

A kovetkezo tablazatban Osszefoglalom, hogy a fenti harom polinomcsalad al-
tal definialt szamtestcsaladokbol képzett kompozit testek paramétereire a korabbi
feltételek mellett még mit koveteliink meg, ahhoz, hogy

-1

Inko (D(a), D(B))

a paraméterektsl fliggetleniil feliilrsl becsiilhetd legyen. Legyen az L test foka nq,
a paramétere my, az M test foka no, a paramétere pedig mo, és legyenek

s(m,n) = m? 4 3 .y 4 gvs(®)

t(m,n) = m? 4 4v2("),



67

Ekkor a paraméterekre vonatkozo feltételek a kovetkezdk.

L M Feltétel

1. 1. Inko(my,ma) | nq-n2
I II. Inko (my1, s(ma,n2)) | n1-na
I. |II1. Inko (mq,t(ma,n2)) | n1-no
II. | II. | Inko(s(mi,mn1),s(me,n2)) | ny-no
IT. | I11. | Inko (s(mq,n1),t(ma2,n2)) | ny-no
III. | III. | lnko (t(m1,n1),t(ma,n2)) | n1-n2

Ezen megkotések esetén egyszerd szamolassal adodik a paraméterekts] fliggetlen
fels6 becslés Inko (D(«), D(fB))-ra.

Tekintsiik példaul a harmadik esetet, ahol L = Q(«) gyokbsvites, M = Q(f)
pedig egy legegyszertibb negyedfoku testek altalanositédsaval kapott szamtest. Ek-

kor

nq(ng—1) n
RANENCH Samid 4 1 ny—1
2 cNy My N

D(a) = (-1)

—1)(n2— n m 2 "

Tudjuk, hogy m; négyzetmentes és m3 +4v2(72) 5 2 primtényez6tsl eltekintve négy-
zetmentes. Igy ha ki az ni, ko pedig az no primtényezdinek szorzata, valamint
ks = Inko(mq,t(ma,n2)), akkor azok a primek, amik osztjdk mi-et és D(S)-t is,
osztjak ko - ks-at. Hasonlban, a 2-t6l eltekintve, azok a primek, melyek osztjak
m3 4 4v2(M_t s D(a)-t is, osztjak ki - ksz-at. Tovabba

-1

2
va(m2 4 472M) = 2. v9(n) + v <m2 + 1) < 2-v9(n) +1,

42 (n)
igy Inko (D(«), D(B)) osztja a
Inko (n?l“bl . (k2 . k3)n1—172(n2—1)(n2—2) .ngz . (22U2(n)+1 ke - kg)nzl)
kifejezést. Ez pedig k3 | 2 - k1 - ko miatt osztja a
na—1
Inko (n;ll (kg - kl)nrl, 9(n2—1)(n2-2) 2. (22vz(n)+2 Ky - k2) >
legnagyobb kozos osztét, ami méar fiiggetlen mq, mo-tél.

Ugyanigy lehet a tobbi esetet is becsiilni, amibél az alabbi kévetkezményt kap-
juk.
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3.34. Kovetkezmény. A fenti tabldzat feltételei mellett a K = LM kompozit tes-
tek egész bazisai periodikusan ismétlddnek.

A kiilonbo6z6 esetekben

Inko ((D(a) K], D(g)<:M))

értekének felsé becsléseivel, és a 3.33 Allitas segitségével explicite megadhato egy
fels6 becslés a periddus hosszara is, de ezek a becslések messze nem optimalisak.
Néhany kis fokszami esetben azonban meg tudtuk hatarozni a legkisebb periédus-
hosszt. A kiovetkezSkben ezeket az eseteket foglalom Gssze.

A tablazat els6 oszlopaban az L = Q(«) testet, a masodik oszlopaban pedig az
M = Q(p) testet generald elem definialé polinomja talalhato. A harmadik illet-
ve negyedik oszlopban pedig a paraméterekhez tartozé periddushosszak, amelyek
szerint a K = Q(a, ) egész bazisai ismétlgdni fognak.

L M mi | M2
X2 —my | X3—maX?—(ma+3)X -1 4 1
X2 —m X3 —my 12 | 18
X2 —my | X*—meX?—6X2+meX+1| 8 16
X2 —my X4 —my 8 8
X?+3 X6 —my —— | 36

Lathato, hogy a masodfoku és a hatodfoku gyokboévitések kompozicidja esetén
a masodfokn résztest fixen a hatodik egységgyokoket tartalmazo test. Ennek az
az oka, hogy mivel a kompozit test 12 foku, igy a bazis redukcidja sordn minden
lépésben 2'2 vagy 3'2 darab algebrai szamroél kell parametrikusan eldonteni, hogy
algebrai egész-e, ami egy paraméter esetén még kivitelezhets, de két paraméter
esetén mar tul idigényes a szamitas. Igy csak egy konkrét esetet volt kapacitasunk
vizsgalni, amihez az m; = —3 valasztas azért célszertd, mert ebben az esetben a
kompozit bévités Q-nak normalis b&vitése, ami a monogenitas szempontjabol majd
kiilonosen jol kezelhetd lesz. A szintén normalis Q(iv/3, /M) testek monogenitasat
M.-L. Chang [6] vizsgalta, a Q(i, /mz) testekkel kapcsolatos eredményeink pedig
a [27] cikkben jelentek meg, melyeket a [29] cikkben egészitettiink ki.

A legegyszeriibb és a kompozit szamtestekben a megfelelg ng periédushosszak
igazolasahoz n-edfokd szamtest esetén, minden vizsgaland6 p primre ng - p” darab
szamtest egy egész bazisat kellett meghataroznunk. 24 o6ra alatt atlagosan 106
ilyen szamitast képes elvégezni a szamitogép. Ez az oka annak, hogy a vizsgalatok
soran bizonyos eseteket kihagyunk. Példaul 12-ed foku esetben a legegyszeriibb
polinomok esetén, és a fenti normalis kompozit bévitésnél is a nagysigrendileg 3'2
szamitast még elvégeztiik, de példaul 7-ed foki esetben a p = 7 primmel a kozel
kétszer annyi, 77 darab vizsgalatot mar nem. Ugyanezen ok miatt maradt ki a
kompozit testeknél a mésodfokiu és otodfoku testek kompozituma is, hiszen ott
mar az 5 primmel is ~ 5'° darab szamitast kellene elvégezni.



4. fejezet

Végtelen parametrikus
szamtestek monogenitasa

Ebben a fejezetben a kordbban vizsgéalt parametrikus szamtestek, illetve azok

[26], [27], [28] és [29] cikkekben jelentek meg.

Egy K n-edfoki algebrai szamtestet monogénnek neveziink, ha egészeinek a Z i
gytrije elall a Z egyszeri gytiriib&vitéseként,

ZK = Z[Cv]
Ertelemszertien ekkor I(a) = 1, és (1,a,a2,...,a" ") egész bazis K-ban. Ha
(w1 = Lywa,...,wy,) egész bazis K-ban, és a = x1 + Zows + ...w;, egy primitiv

algebrai egész K-ban, akkor
I(o) = |I(z2,23,...,2n)|,

ahol I(Xo,...,X,) € Z[Xa,...,X,] az (w1, ws,...,w,) egész bazishoz tartozd in-
dexforma. Az 1 indexi elemek keresését tehat visszavezethetjiik az

I(Xa, ..., Xn) = +1

indexforma egyenlet megoldasara.

A periodikus egész bazis tulajdonsagnak koszonhetSen, az indexforméat fel tud-
juk irni paraméteresen, és ez a felirds csak az egész bazis Hermite normal alakjatol
flige. Ebbdl adédoan, a periodikus esetben csak véges sok kiilonb6zé paraméteres
indexforma egyenletet kell vizsgalni. A paraméterezés miatt, keriilni fogjuk az in-
dexforma egyenlet explicit megoldésat. Ehelyett inkabb arra toéreksziink, hogy ha
a testet generdld elem nem general hatvany egész bazist, akkor belassuk, hogy az
indexforma egyenletnek nincs megoldasa.

Ehhez két modszert fogunk hasznélni. Az elsd, hogy ha lehetséges, megmu-
tatjuk, hogy valamilyen p prim estén az indexforma egyenletnek nincs megoldasa
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modulo p. Ez leginkadbb akkor fordul el§, ha a testindex nem 1, vagyis létezik
olyan p prim, hogy tetszGleges algebrai egész indexe oszthaté p-vel, azaz az in-
dexforma tetszGleges helyettesités esetén p-vel oszthato értéket ad, specidlisan nem
lehet +1. Ebben az esetben mindhérom szamtestcsaladnal csak véges sok primet
kell kiprébalnunk, hiszen mindegyiknél adtunk fels6 korlatot a testet generalo elem
indexére.

Ez a megkozelités ekvivalens azzal, mint amit Dedekind [11] alkalmazott, amikor
els6ként adott példat egy nem monogén testre. Az ¢ példaja az

f(X)=X%-X?-2X -8

polinom egy gyoke altal generalt K szamtest volt, a médszere pedig az, hogy meg-
hatarozta a 2 - Zg primideal faktorizaciojat

27 = p1-p2-P3,

ahol a p1,po, ps kiilénb6z6 primidedlok maradékosztaly-foka egyarant 1. Ebbél ko-
vetkez&en, ha lenne olyan a € Zx algebrai egész, amelynek az indexe nem oszthato
2-vel, akkor « definialé polinomja modulo 2 nézve, harom kiilonb6z6 elséfoki po-
linom szorzata lenne. Azonban nincs 3 kiilonb6zs elséfoki polinom Fa[X]-ben, igy
ellentmondést kapunk, azaz minden algebrai egész indexe oszthato 2-vel.

Az indexforma fel6l megkozelitve ez a kévetkez6képpen nézne ki. Legyen o az
X% — X% - 2X — 8 egy gydke, ekkor a K = Q(a) egy egész bazisa

2
(17a7a+a )7
2

az ehhez tartozo indexforma pedig

I(X5, X3) = 2X35 +5X2X3 + 3Xo X2 — 2X3.
Tekintve az indexforméat modulo 2, az az alabbi alakban irhato
I(XQ,Xg,) EXQXg(XQ —|—X3) (mod 2)

Ez pedig tetsz6leges Xo = 0,1, X3 = 0, 1 helyettesités esetén 0 maradékot ad 2-vel
osztva, tehat az I(Xa, X3) = £1 indexforma egyenletnek nincs megoldasa modulo
2, és igy az egész szamok korében sincs.

Dedekind altalanos eredménye azt mondja ki, hogy egy K algebrai szamtestben
a testindex pontosan akkor oszthaté egy p primmel, ha létezik olyan f egész szém,
hogy a p - Zk primideal faktorizacidjaban az olyan primidealok szama, melyeknek
a maradékosztaly-foka f, nagyobb, mint a kiilonb6z6 f-edfokd irreducibilis
polinomok szama az IF,[X]| polinomgytrtiben. A fenti érvelés alapjan ez pontosan
akkor teljesiil, ha az indexforma tetszéleges helyettesités esetén p-vel oszthatd
értéket vesz fel, ami specialis esete annak, hogy az indexforma egyenletnek nincs
megoldasa modulo p.
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A masik megkozelités az indexforma faktorai kézotti kapcesolatra épiil, és azok-
ban az esetekben latszik hatékonynak, amikor K-nak van valodi részteste. A va-
lodi résztest létezése maga utédn vonja, hogy az indexforma szorzatté alakithato
Z[Xa,...,Xp)-ben (1d. Gaal Istvan [22], Chapter 7.3 és 7.5), de ez visszafelé nem
feltétleniil igaz. Azokban az esetekben, amikor az indexforma reducibilis, de nincs
valodi résztest, eddig még nem sikeriilt ténylegesen hatékony Osszefiiggéseket talal-
nunk a faktorok kozott.

A koévetkezSkben egy egyszerd példan bemutatom, hogy hogyan miikédik ez a
modszer. Legyen o az X* — m egy gydke, ahol m # 0,1 négyzetmentes egész.
Legyen K = Q(a), és tekintsiik az (1,a,a?, o) bazishoz tartozé L(X) linearis
forma, diszkriminansat,

Drjo(Lx) = [[ (L9 -L9x)’
1<i<j<4

Ekkor - -
gl _ (@) = (@)
k al) — i)
jeldleéssel, az (1, a, o2, &) bazishoz tartozé indexforma
106G, X0, X0) =[] (%o + X807 + X,807)) =
1<i<j<4
=m3XS + m2XEX{ — 8m2Xo X3 X5 +4m?X3X: — mXiX; +8mX3 X3 X, — 4mX3 X5 — X§.

Mivel Q(a?) a K valodi részteste, ezért a fenti indexforma szorzatta alakithato
Z[Xo, X3, X4)-ben. Valoban, ha G az X* — m Galois csoportja, akkor G' hatasa
szerint az

{(@®,aV),1<i#j <4
halmaz 2 orbitra esik szét. Legyen o a G egy 4-edrendi eleme, és legyenek
oM =a, o =g(a), a® =02(a), a¥ =5’(a).
Ekkor a 2 orbit

S = {(@W,a®), (@@, a®), (a® aM) (¥, o)},
- {(a(l), a(Z)), (a(2)’ a(3))’ (a(3), O[(4))7 (a(4), a(l)),
(a(2)7 o), (a(3), a(2)), (a(4), a(B))7 (a(l)’ a(4))}.

Ezek alapjan

%7 IR 9
he [T (e xas™ + xup™) = (mx; - X3)°,
(i,j):(a(i),a(]))esl
Jo = H (X2 +X3B£i,j) +X4ﬁ§i,j)) _

(4,5):(a(®) ,ali)) €S,

= (m2X}+2mX3X3 — 8mX, X2X, + A4mXE + X2)°
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az I(X2, X3, X4)? két faktora. Valoban, kénnyen ellendrizhetjiik, hogy
Fy=mX} — X3
és
Fy = m2X} +2mX2X3 — 8mXo X2 X, +4mX;5 + X5

valasztéassal
1(X5,X35,X4) = Fy - Fs.

Ezek utan konnyen észrevehetjiik, hogy Fy — F2-bél kiemelhets m, azaz egészen
pontosan
Fy — F} = 4m(Xo X4 — X32)2

Ez azt jelenti, hogy ha v = 21 + xoa + w302 + x40 hatvanyai bazisat alkotjak az
(1,a,a?, a?) altal generalt modulusnak, akkor I(z2,23,74) = £1, amibél Fy = +1
és Fy = +1. Igy a fenti oszthatosaghol az kovetkezik, hogy 4m osztja (£1) — (£1)2-
t. Ez els6 ranézésre nem egy tul nagy megszoritas m-re, hiszen Fy = 1 esetén a
fenti kifejezés értéke 0. Ebben az esetben nem is varhatnank mast, mivel zo =
1,23 = 0,24 = 0 valasztassal a v = « hatvanyai m-t6l fliggetleniil bazist alkotnak
a fenti modulusban. Ha viszont m olyan paraméter, hogy (1, , a?,a3) nem egész
béazis K-ban, akkor F} és Fy értéke méar nem feltétleniil +1 lesz, és igy mar valodi
megszoritast kaphatunk m értékére nézve. Legyen példaul m = 5 (mod 8), azaz
m = 8k + 5 valamilyen k € Z-vel. Ekkor K egész bazisa

14+a? a+a?
by

alaki, azaz, ha

1 0 0 O
01 0 O
M= 1 1 ’
2 030
0+ 0 1
akkor a fenti egész béazishoz tartdzé indexforma
1 . iy
(X2, X3, X,) = (v + vapl™ + vapi),
(X2, X3,X4) det(3D) H 2+ Y385 4+ Yy
1<i<j<4

ahol
(xi X X X)) M=(vi » v vi).
Ezzel, és az m = 8k + 5 helyettesitéssel,
Fi = mY?-Y}=2kX? - X7 XX, + X}
Fy = m*Y] 4 2mYPEYE — 8mYoYEY, + 4mYy + Yy =
= 4k*X{+6kX] + %Xjf + 4k XZX3 + AkX3 Xo +4X2X3 + 3X5 X + X5~

5 5
—8kX3 X4 Xy — 4k XEX? — 5X2X, Xy — 5ngf +2kX5 + ZXg +2X3X,.
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Ez alapjan ebben az esetben, az indexforma egész egyiitthatos faktorizacidja f, =
Fy és fo = 4F, valasztassal.

I(XZaX37X4) = fl : f2~

Igy ha most egy
+ a? a+a?
Ty - 9
elem hatvany egész bazist general Zg-ban, akkor Xo = x4, X3 = x3 és Xy = x4
helyettesités esetén f; = +1 és fo = £1. Tovabba

Y=xo O+ X3 -

Fy — F} = 4m(YLY, — Y)?
miatt
fo—4fE = 4F, — AF? = 16m(YaYs — Y$)? = (8k 4 5)(2X2 X4 — X2 + X3)2.

Mivel fo — 4f2 értéke —3 vagy —5, ezért ebbdl adodik, hogy m = 8k + 5 osztja
—3-at vagy —5-6t. Tovabba, mivel a fenti kifejezésben az m = 8k + 5 mellett a
masik tényezd teljes négyzet, és ez szintén osztja —3-at vagy —b5-0t, ezért annak
az értéke csak 1 lehet. Igy adodik, hogy a fenti egyenlGség csak m = —3 esetén
teljesiilhet. Ez azt jelenti, hogy m = 5 (mod 8) esetén K = Q(+/m) csak akkor
lehet monogén, ha m = —3. Végiil pedig K = Q(+v/—3) esetén konnyti megtaldlni
egy megoldasat az indexforma egyenletnek, pl (22, z3,24) = (1,1, 0) valasztassal

_ 14 2a+a?
B 2

hatvany egész bazist general K-ban.

Hasonl6 Osszefiiggéseket kapunk a legtobb esetben, amit ebben a fejezetben
vizsgalunk. Lathatjuk, hogy ez a megkdzelités akkor ad tényleges megszoritast a
paraméterre nézve, ha Fj-be és Fy-be az 0j valtozokat helyettesitve, azoknak kii-
16nb6z6 lesz a nevezéje. Ezeket a nevezdket az W tényezével potoljuk, hogy
egész egylitthatos faktorizaciot kapjunk, viszont az Fy és Fs kozott fennallo Gssze-
fiiggés az 4j f1 és fo faktorokra mar olyan egyiitthatokkal teljesiil, amelyekkel a
kifejezés értéke mar nem lehet 0, és igy az korlatozza m lehetséges értékeit. Mivel
az 0j faktorok lényegében csak az M matrixtol fliggnek, azaz az egész bazis a-hoz
tartoz6 Hermite normaél alakjatol, ezért periodikus esetben konnyedén végig lehet
vizsgélni az Gsszes lehetGséget.

Azokban az esetekben, amelyekben egyik modszer sem vezet eredményre, csu-
pan sejtéseket tudunk megfogalmazni. A kévetkezSben sorra veszem a részletesen

vizsgalt testeket, és a hozzajuk tartoz6 eredményeket.
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4.1. Gyokbdévitések monogenitasa

Ebben az fejezetben azn = 2,3,4,5,6,7,8 és 9 foka gydokbsvitések monogenitasaval
kapcsolatos eredményeket részletezem, melyek részben a [26] cikkben jelentek meg.
Harmadfoku gyokbdvitések

Legyen m # 0, =1 négyzetmentes egész, a az X3 —m gydke és K = Q(a). Ekkor az
indexforma egyenlet egy harmadfokd Thue egyenlet, amelynek bizonyos esetekben
van megoldasa, maskor pedig nincs. Az a-hoz tartoz6 Hermite normal alak egész
bézis alakja csak m-nek a 9-es maradékatol fiigg, és 3 kiilonbozé esetet eredményez.

1. Har =2,3,4,5,6 vagy 7 és m = r + 9k négyzetmentes, akkor
(1,0, 0?)
egész bazis K-ban és a hozza tartozé indexforma
(X3, X3) = X3 —mX3.

Ekkor K természetesen monogén, hiszen o hatvany egész bazist general, vagy-
is (1,0) megoldasa az indexforma egyenletnek.

2. Ha m = 1 + 9k négyzetmentes, akkor

( 1+a—|—a2)
1’0{’?

egész bazis K-ban, a hozza tartozo indexforma

(X5, X3) =3 (Y3 —mYy),

ahol
1 0 O
(Yl Y, Y3)2<X1 X5 Xg)' 01 0,
11 1
3 3 3
azaz

(3Xs + X3)3 — ng

I(X2, X3) = 3X5 +3X3X3 + Xo X2 — kX3 = 5

Az indexforma egyenletnek végtelen sok négyzetmentes m = 149k paraméter
esetén van megoldéasa. Tekintsiik példaul azokat a m szamokat, amelyek els-
allnak a P(X) = 27X3+27X2+9X +10 polinom egész helyeken vett helyette-
sitési értékeként. Ilyen négyzetmentes m szamokbol Erdgs Pal [15] eredménye
alapjan végtelen sok van, tovdbba ezek nyilvanvaléan 1 + 9k alakuak, és ha
m = P(z), akkor (z,1) megoldasa az indexforma egyenletnek. Mindemellett
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azonban azt sejtjiik, hogy végtelen sok olyan négyzetmentes m = 149k alaki
paraméter is létezik, amellyel a K test nem monogén. Elhagyva a négyzet-
mentességre vonatkozo feltételt, M. Hall [38] példaul megmutatta, hogy a
harmadfokt gyokbd&vitésekben a minimélis index tetszélegesen nagy lehet.

3. Ha m = 8 4+ 9k négyzetmentes, akkor

< 1+a+a2)
13047#

egész bazis K-ban, a hozza tartozd indexforma (az el6z8hoz hasonloan
koénnyedén megkaphatjuk az elss esetbdl valtozo helyettesitéssel)

(3X2 + 2X3)3 - ng
9 .

(X2, X3) = 3X5 +6X5X3 +4Xo X3 — kX =

Az el6z6 esethez hasonloan, most is lehet konstrualni végtelen sok paramé-
tert, amellyel a kompozit test monogén. Ezek példaul a P(X) = 27X3 +
54X2 + 36X + 17 polinom egész helyeken felvett négyzetmentes értékei. To-
vabba ismét csak sejtjlik, hogy végtelen sok olyan paraméter van, amellyel a
kompozit test nem monogén.

Az eset egyszertiisége egyben a nehézsége is. Nincs résztest, az indexforma nem
faktorizalodik, és a fokszam is tul alacsony ahhoz, hogy a 3Zg faktorizacidjaval
ellentmondast kapjunk, azaz, ahogy azt konkrétan lathatjuk is, az indexformak
mindig megoldhatéak modulo 3.

Negyedfoku gyokbdvitések

Legyen m # 0, 1 négyzetmentes egész, a az X* —m gydke és K = Q(a). Az a-hoz
tartoz6 Hermite normal alaku egész bazis alakja csak m-nek a 8-as maradékatol
fiigg, és 3 kiilonb6z6 esetet eredményez.

1. Har =2,3,6,7 és m = r 4+ 8k négyzetmentes, akkor
(1,002, 0%)
egész bazis K-ban, a hozza tartozé indexforma
I(X2, X3, Xy) = (mX2 — X3) - (m2X$ + 2mX2X7 — 8mXo X2 Xy + 4mX4 + X4).

Ekkor K természetesen monogén, hiszen « hatvany egész bazist general, vagy-
is (1,0, 0) megoldéasa az indexforma egyenletnek.

2. Ha m = 5 4+ 8k négyzetmentes, akkor

14?2 a+a?
1,0[, 2 b 2
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egész bazis K-ban, a hozza tartozod indexformét a korabbi érvelésben mar
részleteztem. Az indexforma két faktorra bomlik,

I(X2, X3, X4) = f1- fo,

amelyekre teljesiil, hogy fo—4f2-bol kiemelhets m. Igy ha K monogén, akkor
m | —3 vagy m | —=5. Ez m = 5 + 8k miatt csak m = —3 vagy m = 5 esetén
teljesiilhet, melyek koziil az utobbi esetet a faktorok kozotti osszefliggésekbsl
elgjelvizsgalattal ki lehet zarni. Végiil a K = Q(+v/—3) test valéban monogén,
példaul (1, 1,0) megoldasa az indexforma egyenletnek.

3. Ha m = 1 + 8k négyzetmentes, akkor

) 1+ 1+a+a?+a?
) ) 2 ) 4

egész bazis K-ban, a hozza tartozo indexforma pedig az el6z6bdl értelemsze-
1t helyettesitéssel konnyedén meghatarozhato. Erdekessége ennek az esetnek,
hogy a vizsgalataink soran tovabb bonthaté két lényegesen kiilénbo6z6 ered-
ményeket mutato osztalyra. Ha m = 1 4 16k, akkor az indexforma egyenlet-
nek nincs megoldasa modulo 2, vagyis a testindex oszthaté 2-vel. Ha pedig
m = 9+ 16k, akkor Arnoczki Timea és Nyul Gabor [1] megmutattak, hogy
ha igaz az ABC-sejtés, akkor végtelen sok olyan négyzetmentes paraméter
létezik, amellyel a K test monogén. Ebbdl kovetkez6en nem is kaphattunk
volna az indexforma faktorai kozott fennallo Gsszefiiggésekbdl az el6zd esthez
hasonl6 megszoritast a paraméterekre vonatkozdan.

Osszefoglalva, ha m = r + 16k négyzetmentes, akkor a K = Q(/m) test r =
2,3,6,7,10,11,14, 15 esetén monogén, r = 1,5, 13 esetén csak akkor monogén, ha
m = —3, és végiil r = 9 esetén, ha igaz az ABC-sejtés, akkor Arnoczki Timea és
Nyul Gabor [1] eredményei alapjan, ilyen paraméterekkel végtelen sok monogén és
végtelen sok nem monogén testet is kaphatunk.

Otodfoka gyokbovitések

Az 6todfoku eset sokban hasonlit a harmadfokira. Az indexforma irreducibilis, és a
testindex semelyik esetben sem oszthato 5-el, igy ha a testet general6 elem indexe
nem 1, akkor nem tudunk altalanos eredményt megfogalmazni a monogenitéassal
kapcsolatban.

Legyen m # 0,+1 négyzetmentes egész, a az X° — m gyoke és K = Q(«).
Az a-hoz tartoz6 Hermite norméal alakt egész béazis alakja csak m-nek a 25-0s
maradékatol fligg, és 5 kiilonbozs esetet eredményez.

1. Ha r = 2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 17, 19, 20, 21, 22, 23 valamint
m = r + 25k négyzetmentes, azaz roviden vs(m® —m) < 2 és m négyzet-

mentes, akkor

3

(17a,a27a 7044)
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egész bazis K-ban. Ezekben az esetekben tehat K monogén. Az indexforma
maér tulsdgosan sok tagbol all, ahhoz, hogy megérje feltiintetni, de a megszo-
kott médon kiszamithato, és ebbdl az esetbdl a megfelels helyettesitésekkel
adodik a tobbi egész bazishoz tartozé indexforma is.

2. Ha m = 1 + 25k négyzetmentes, akkor

(1 0ol o 1+a+a2+a3+a4>
) ) ) ) 5

egész bazis K-ban.

3. Ha m = 7 + 25k négyzetmentes, akkor

< 5 3 1—|—3a+4a2—|—2a3—|—a4)
1’a7a ’a7 5

egész bazis K-ban.

4. Ha m = 18 + 25k négyzetmentes, akkor

< 5 3 1+2a+4a2+3a3+a4)
1,0[,0[ ,Oé, 5

egész, bazis K-ban.

5. Ha m = 24 4 25k négyzetmentes, akkor

( 9 31+4a+a2+4a3+a4>
]‘7a7a 7a7 5

egész bazis K-ban.

A 2., 3., 4. és 5. esetekben azt sejtjiik, hogy a megadott maradékosztalyokba
esé paraméterekkel végtelen sok monogén és végtelen sok nem monogén testet is
kaphatunk.

Hatodfoku gyokbévitések

Mind koziil ez a legjobban kezelhets eset. Most két valodi résztest is van, igy az
indexformanak méar 3 faktora lesz, melyek kozott tobb megfelels Gsszefliggést is
talalhatunk.

Legyen m # 0, £1 négyzetmentes egész, a az X6 —m gyoke és K = Q(a). Ha
o az X% —m Galois csoportjanak 6-odrendii eleme, és

2) _

o) = q, o =o(a), al®)

= o*(a),

o = 3(a), a® = o*(a), o = 5°(a),
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akkor a Galois csoport hatéasa szerint az
{(@,aV),1<i#j <6}

halmaz 3 orbitja:

S = {(@W,a®), (a?®,a®), (o a®), (a®), a(l)), (a® a®) (a©® o3},

Sy = {(a(1)7a(3))’(a(2)’a(4))7(a(3)7a(5))7(a(4) o )),(a(i’)) a(l))’(a(ﬁ) a(2))7
(a(g),a(l)),(a(4),a(2)),(a("),a(3)),(a(6) a(4)),(a(1) o )),(a(2) a(ﬁ))}’

Sy = {(aW,a?), (a?,a®), (a®, a®), (a® a®), (a® a9) (a©® D),
(a(Q), o), (a(3), a(2)), (a(4), a(B))’ (a(5), a(4)), (a(6)7 a®), (a(l), a(ﬁ))}

Ez alapjan az (1, a,a?, o, a?, ) bazishoz tartozo indexforma az alabbi médon
faktorizalhato
I(Xo, X3, Xy, X5, Xe,) = F1 - Fy - I3,

ahol
Py = [T (%+ X80 + X + Xa{ + X)),
(3,5):(a(® ,a(i))e S,
B = [T (%t X80 + X0 + Xa + X)),
(3,5):(a(®) ,a())e S,
B o= [T (e Xl + X + X565 4+ Xop )

(4,4):(a(,a))eS;

(@) — (@)
a® — a0)

g =

Konnyen ellendrizhetjiik, hogy F3— F2-bol kiemelhets 9m, és F3— Fy-b6l kiemelhetd
4m. Ezeket fogjuk majd felhasznalni a monogenitasi vizsgalatokhoz. Emellett tobb
esetben is el6fordul majd, hogy a testindex nagyobb, mint 1, és igy az indexforma
egyenletnek nem lesz megoldasa modulo p, valamilyen alkalmas p primmel.

Az a-hoz tartozé Hermite normal alaki egész bazis alakja csak m-nek a 36-os
maradékatol fiigg, és 6 kiilonbozs esetet eredményez.

1. Ha r = 2,3,6,7,11,14,15,22,23,30,31,34 és m = r + 36k négyzetmentes,
akkor
(1,a,a2,a3,a4,a5)

egész bazis K-ban, tehat ezekben az esetekben K monogén.

2. Ha r = 5,13,21,25,29,33 és m = r + 36k négyzetmentes, akkor

(104042 1+a3 a+a* a +a>

2 72 72
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egész bazis K-ban. Ez az eset egyszerre két iranybol is tamadhato. Egyfelsl
az indexforma egyenletnek nincs megoldésa modulo 2, azaz tetsz6leges algeb-
rai egész indexe oszthatd 2-vel. Maésrészt pedig a megfelel6 helyettesitések
elvégzése utan az indexforma faktorainak kiillonb6zé lesz a nevezéje. Ezeket
a nevezoket az I(«)-val potoljuk, hogy egész egylitthatos faktorizaciot kap-
junk. Legyen f, az F-hez, fo az F5-hoz, és f3 az F3-hoz tartozo faktor, ekkor
64f3 — f2-bol kiemelhets 9m. Ez azt jelenti, hogy ha K monogén, akkor 9m
osztja 63-at vagy 65-6t, amibdl nyilvanvaléan csak az elsd teljesiilhet, és igy
m osztja T-et. Az m-re vald megszoritasunkat is figyelembe véve, ez azt je-
lenti, hogy csak a K = Q(+/—7) lehetne monogén, ami viszont természetesen
nem monogén, hiszen a testindexe a korabbiak alapjin oszthatd 2-vel.

. Ha r =10,19 és m = r 4 36k négyzetmentes, akkor

9 3 1+a?+a* a+a+ad
17 a? « ) « ) )
3 3
egész bazis K-ban. A testindex ebben az esetben 3-mal lesz oszthato, mivel
az indexforma egyenletnek nincs megoldasa modulo 3. Tovabbé 9 f3 — f2-bdl
kiemelhet§ 4m. Fz azt eredményezi, hogy monogén esetben m osztja 2-t,
ami a feltételek alapjan nem lehetséges. Tehat ebben az esetben sem lehet
semmilyen paraméter mellet monogén a K = Q(/m).

. Ha r = 26,35 és m = r 4+ 36k négyzetmentes, akkor

5 3 1+2a%+at a+2a®+a°
17 a7 o b « ) )
3 3
egész bazis K-ban. Most a testindex ugyan nem oszthat6é 3-mal, de tovabbra
is fennall az az Gsszefiiggés, hogy 4m kiemelhets 9 f3 — fo-bdl, tehat monogén
esetben az m ismét a 2 osztdja kell legyen. Ez a feltételek alapjan csak
m = —1 esetén teljesiilhetne, amit viszont az elején kizartunk, hiszen ekkor
az X% — m nem lenne irreducibilis. Igy ekkor sem lehet monogén a K.

. Ha r =17 és m = r + 36k négyzetmentes, akkor

(1 0 o 1+a3 44 3a+2a%+at 4a+3a2+2a3+a5)
) ) ) 2 ) 6 b 6

egész bazis K-ban. Ebben az esetben az indexforma egyenletnek nincs megol-
déasa modulo 2, vagyis nem lehetnek monogének a testek. A masik modszerrel
pedig azt lathatjuk, hogy 64f3 — f2-b6l és 9f3 — fo-b6l egyarant kiemelhetd
m. Azaz ha a K monogén lenne, akkor m osztja 65-6t vagy 63-at és m osztja
8-at vagy 10-et. Ezek egyszerre csak m = 5 esetén teljestilnének, ami nem
17-et ad maradékul 36-al osztva, tehat innen is lathatjuk, hogy ezek a testek
nem monogének.
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6. Ha r =1 és m = r + 36k négyzetmentes, akkor
(1 o 1+a® 44 3a+4a”+ ot 3+4a+3a2+a3+a5>
,a7a b

2 7 6 ’ 6
egész bazis K-ban. Ekkor a testindex oszthatoé 6-al, tehat az indexforma
egyenletnek sem modulo 2, sem pedig modulo 3 nincs megoldasa. Tovabbra
is teljesiil, hogy 64f3 — f2-bol és 9f3 — fo-b6l egyarant kiemelhets m, ami
monogén esetben csak m = 5-el teljesiilhet, ami ugyantugy nem felel meg a
feltételeinknek, mint az el6z6 esetben.

Osszefoglalva tehat ha r = 2,3,6,7,11,14,15,22, 23,30, 31,34 és m = r + 36k
négyzetmentes, akkor Q(/m) monogén, a tobbi esetben pedig nem monogén. Ez
azt jelenti, hogy a négyzetmentes paraméterekhez tartozé hatodfoku gyokbsvitések
monogenitasa csupan a paraméter 36-os maradékatol fligg.

A hetedfoku eset teljesen hasonl6 a harmadfoku és 6tédfoku esethez. A Hermite
normal alaka egész bazis alakja m-nek a 49-es maradékatol fiigg, és 7 kiilonb6z6
esetet eredményez. Az esetek tobbségében (amikor v;(m” —m) < 2 teljesiil), ¥/m
hatvany egész bazist general, a t&bbi esetben viszont nincs altalanos eredményiink,
ezért ezt az esetet nem részletezem.

Nyolcadfoka gyokbdévitések

Ez az eset is majdnem olyan j6l megfoghato, mint a hatodfokd. Most is két valodi
résztest van, azonban ezek koziil most az egyik a masik részteste. Ett6l fiiggetleniil
az indexformanak 3 faktora van, amelyek k6zott most is fennallnak a megfelels
Osszefiiggések.

Legyen m # 0,1 négyzetmentes egész, a az X® —m gyoke és K = Q(a). Legyen
o az az X® — m polinom Galois csoportjanak 8-adrendii eleme, és legyenek

o) = q, o = o(a), a®) = 62(a), oW = o3(a),
a® — o(a), a®) — o (a), oD = o%(a), a® = o’ (a).
Ekkor a Galois csoport hatésa szerint az
{(a,aW) 1<i#j<8)
halmaz orbitjai:

$1 = {(a,a9) [ (i-j) e{-4,4},

{
$: = {@,a") | (i) € {~6,~2,2,6}],
Sy = {(a@),a(j)) | (i — j) € {~7, -5, —3,—1,1,3,5,7}}.

igy az (17a7 a27a3’

faktorizacioja

4.a%,a5 a") bazishoz tartozé indexforma egész egyiitthatos

I(Xs,...,Xs) = F, - Fy - F3,
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mo= 11 (X2 + X380+ 4+ Xe ),
(3,5): (@ o)) €S,

F22 = H (X2 +X35£i’j) +.. +X8ﬁ§i,j)> ’
(i,j):(a(i)’a(j))esz

= 11 (%2 + X385 .+ XeB),

(4,9):((D,a(9)) €83

(a(i))k _ (a(j))k'

(id) _
K a® — o)

A 3 kiilonboz6 résztest tartalmazas miatt 3 Osszefiiggést is kapunk a faktorok ko-
zott. Az F3—F{-bél és F3— F2-b6l kiemelhets 8m, valamint Fy — F2-bdl kiemelhetd
16m. Ezek mellett, tobb esetben is elgfordul majd, hogy a testindex oszthatd 2-vel.

Az a-hoz tartozo Hermite normal alakt egész bazis alakja csak m-nek a 16-os
maradékatol fiigg, és 4 kiillonb6z6 esetet eredményez.

1.

Ha r=2,3,6,7,10,11,14,15 és m = r + 16k négyzetmentes, akkor
(1,a,a2,a3,a47a5,a6,a7)
egész bazis K-ban, tehat ezekben az esetekben K monogén.

Ha m =1+ 16k négyzetmentes, akkor

(1 bt o Lot ata® 1+a?+altal 1+a+a2+a3+a4+a5+a6+a7)
A A 4 ’ 8

egész bazis K-ban. Ebben az esetben sem az indexforma faktorai segitségével
sem pedig modulo 2 nem jutunk ellentmondasra. Ha azonban feltessziik, hogy
m =1 (mod 32), akkor az indexforma egyeneletnek mar nem lesz megoldasa
modulo 2. Ezt pontosan ugyanaz a jelenség okozza, ami a negyedfoku esetben
az m = 14+ 16k paraméter esetén azt eredményezte, hogy a testindex oszthatd
2-vel. A 2 - Zy faktorizacidjakor azt kapjuk, hogy

2Lk =Pp1-P2- P3Pl

ahol mindegyik primidedl maradékosztaly foka 1. Mivel nincs 4 darab kiilon-
b6z elséfoki polinom Fo[X]-ben, ezért nincs olyan elem, aminek az indexe
nem oszthato 2-vel.

Ez az észrevétel konnyen altaldnosithato, ugyanis Ore modszerével paramé-
teresen is ki lehet szamolni a fenti primideél faktorizaciot. Altalanossagban
azt mondhatjuk, hogy ha [ > 2, akkor K = Q( 3/m)-ben a 2 - Zy primideal
faktorizaciojaban, ve(m? —m) < [+ 1 esetén pontosan va(m? —m) — 2 da-
rab, és va(m? —m) > [ + 1 esetén pontosan [ + 1 darab kiilénbdz6 primideal
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van, amelynek a maradékosztaly foka 1. Paratlan primek esetén még egysze-
riibb az allitas. Ha p paratlan prim, [ > p, akkor K = Q( &/m)-ben a p - Zg
primideal faktorizaci6jaban pontosan min{wv,(m? —m),l+1} darab primideal
van, amelynek a maradékosztaly foka 1. FEzek a megfelel6 Newton poligonok
oldalaival allnak kapcsolatban.

3. Ha r = 5,13 és m = r 4+ 16k négyzetmentes, akkor

( s 3 1+a* at+a® a?+af a3+a7>
17 a? « ) (6% 9, ) ) )

2 2 2 2
egész bazis K-ban. Ebben az esetben az indexforma fi, fo és fs faktoraira
teljesiil hogy m kiemelhets f3 — 16f¢-bsl. Ha tehat K monogén, akkor m
osztja 15-6t vagy 17-et, ami a fenti feltételek mellett csak m = 5 vagy m = —3
esetén teljesiilhet. Ezek koziil K = Q(+/—3) monogén, példaul 0‘2‘3‘5 hatvany
egész bazist general, a K = Q(\S/g) esetében viszont azt sejtjiik, hogy nem
monogeén.

4. Ha m = 9 4 16k négyzetmentes, akkor

2 3 1+a* a+a® 1+a?2+a*+a% a+a®+a®+a”
1? a7 « ) « ) ) ) )
2 2 4 4
egész bazis K-ban. Ebben az esetben az indexforma faktorai fi, fo és f3,
melyekre teljesiil, hogy m kiemelhets f3 — 16f}-bél és fo —4f2-bél is. Igy ha
K monogén, akkor m osztja a 3-at vagy az 5-6t, ami a fenti feltételek mellett
semmilyen m egészre sem teljesiil, vagyis ilyenkor K nem lehet monogén.

Osszefoglalva, ha m = r + 32k négyzetmentes, akkor a K = Q(¥/m) test
r = 2,3,6,7,10,11, 14, 15, 18, 19, 22, 23, 26, 27, 30, 31, illetve m = —3 esetén mo-
nogén, m # —3,5 és r = 1,5,9,13,21,25,29 esetén nem monogén. A kimaradt
maradékosztaly az m = 17 (mod 32), mely esetben azt sejtjiik, hogy végtelen sok
olyan paraméter 1étezik, amellyel a test monogén, és végtelen sok olyan is, amellyel
nem monogeén.

Kilencedfoku gyokbdvitések

Ez az eset sokban hasonlit a negyedfoki esethez, mivel itt is egy primnek a négyzete
a fokszam. Egy résztest van, az indexforméanak két faktora van, egy 9-ed foku Fi, és
egy 27-ed foki F, faktora, amelyekre teljesiil, hogy Fy — F-bél kiemelhets m. Az
indexforma kiszamitasa ebben az esetben mar kifejezetten szamitasigényes feladat.

Legyen m # 0,41 négyzetmentes egész, o az X — m gydke és K = Q(«).
Az a-hoz tartoz6 Hermite norméal alakt egész bézis alakja csak m-nek a 27-es
maradékatol fiigg, és 5 kiillonbozs esetet eredményez.
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1. Har =2,3,4,5,6,7,11,12,13, 14,15, 16, 20, 21, 22, 23,24, 25 és m = r + 27k
négyzetmentes, akkor

(1, a,aQ, ag, oz4, a5,a6, a7, ag)

egész béazis K-ban, tehat a szokasos modon, ezekben az esetekben K mono-
gén.

2. Ha m =1+ 27k négyzetmentes, akkor

9 3 4 sl+at+a® at+at+a” 1+a+a?+ad+at+a®+ab+a” +ab
17(}7(1 7a 7@ 7a7 3 ) 3 ’ 9

egész bazis K-ban.

3. Ha r = 8,17 és m = r + 27k négyzetmentes, akkor

9 3 4 5 1422 +a% a+2a*+a” a®+2a®+ab
17a7a 7a’a 7a7 3 ) 3 ) 3

egész bazis K-ban. Ezekben az esetekben az indexforma f; és fo faktorira
teljesiil, hogy m kiemelhets 27f, — f{-bol. Igy monogén esetben m osztja
26-ot vagy 28-at, ami a fenti feltételekkel semmilyen m-re nem teljesiilhet,
vagyis ezek a testek nem monogének.

4. Ha r = 10,19 és m = r + 27k négyzetmentes, akkor

(17a,a27a3,a4,a5, 1+o§+a6,a+a;+a77a2+25+a8>

egész bazis K-ban. Hasonléan az el6z6 esethez, itt is kiemelhetd m a 27 fo— f3-
bdl. Igy a fenti feltételek mellett lathato, hogy K ebben az esetben sem lehet
monogén.

5. Ha m = 26 + 27k négyzetmentes, akkor

2 3 4 5 14208 +05 a+20'+a7 1420+ a?+803+ 70! +8a° +a + 207 + o
La,0%a” a0’ 3 ; 3 , 9

egész bazis K-ban.

Osszefoglalva, az elsé esetben K monogén, a harmadik és negyedik esetben
nem monogén, a masodik és 6todik esetben pedig a szokdsos modon azt sejtjiik,
hogy végtelen sok monogén és végtelen sok nem monogén test 1étezik.

Nagyjabol itt latszik a hatar, ameddig gyokbovitések esetén a jelenlegi szé-
mitastechnikai eszkozokkel érdemes elmenni. To6bb résztesttel rendelkezs testek
esetén (pl. K = Q( ¥m)) még van esély az indexforma explicit kiszadmitasara, de
a fokszam és a valtozok szama miatt innentdl kezdve ez az irany nem latszik haté-
konynak. A felsorolt esetekben az indexforma kiszamitasa atlagos szamitogépen (4
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mag, 3,4GHz, 16Gb RAM) csupan néhany percet vagy mésodpercet vesz igénybe.
A legtobb id6 a kilencedfoku gyckbévitések esetén a 27-ed foku faktor kiszamité-
sahoz kellett, kb 5 perc. Erdekességképpen, a 11-ed fokiu gyokbévitések esetén az
indexforma kiszdmitasakor a program kb 4 6ra futds utan memoriahiany miatt all
le, ami érthetd is, hiszen a 10 valtozods, 55-6d foku, és nagyjabol 200 000 tagbol allo
polinom meghatarozasahoz egy 10°° tagi algebrai egész egyiitthatés polinomot kell
egyszerisiteni.
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4.2. Legegyszeriibb testek monogenitasa

A legegyszertibb testek altalanositasai a monogenitasi vizsgilatok szempontjabol
teljesen hasonléan viselkednek, mint a gyokbgvitések. Csak a nevezetes legegysze-
riibb 3, 4 és 6-od foku testeket fogom részletezni. A legegyszeriibb harmadfoka
testek monogenitasat mar D. Shanks [60] is leirta, hiszen az m? + 3m + 9 négy-
zetmentessége esetén a polinom gyoke hatvany egész bézist generdl. Ezt dgy is
szoktak mondani, hogy a polinom monogén. A legegyszeriibb negyedfoku testek
esetén Gaal Istvan és Petranyi Gabor [25] a monogenitas mellett még a minimalis
indexii elemeket is vizsgaltak. A legegyszertibb hatodfoku szamtestek monogenité-
saval kapcsolatos eredményeink a [28] cikkben jelentek meg.

Legegyszertibb harmadfoku testek

Ahogy azt méar megelSlegeztem, ez a legegyszertibb eset mind koziil. Ezek a testek
az

f(X)=X3-—mX?—(m+3)X -1

ciklikus polinom egy tetszéleges a gyoke altal generalt teljesen valos testek. Ha
m olyan paraméter, hogy m? + 3m + 9 négyzetmentes, akkor o hatviny egész
bazist general a K = Q(«) legegyszertibb harmadfoku testben, tehét ezek a testek
monogének.

Legegyszertibb negyedfoku testek

Legyen a az
f(X)=X*—mX®-6X2+mX +1

polinom egy tetsz6leges gyoke, ahol m # 0,43. Ekkor a K = Q(«) testeket leg-
egyszertibb negyedfoku testeknek nevezziik. Most tegyiik fel, hogy m megfelelé
paraméter, azaz tetszdleges p # 2 prim esetén v,(m? + 16) < 2, azaz m? + 16
nem oszthaté semmilyen paratlan prim négyzetével. Az ilyen paraméterkehez tar-
tozo testeknek a monogenitésat, és minimalis indexd elemeit Gaél Istvan és Pet-
ranyi Gabor [25]-ben mar vizsgaltak a Gaal Istvan, Peths Attila és M. Pohst [24]
cikkében kidolgozott modszer segitségével, amivel egy negyedfoka szédmtestben az
indexforma egyenletet vissza lehet vezetni harmad- és negyedfokd Thue egyenle-
tek megoldasara. Most megvizsgaljuk, hogy a mi modszereinkkel a kordbbiakhoz
képest meddig lehet elmenni.
Legyen o : C — C az alabbi modon értelmezett Mobius transzformacio

z—1
z+1

o(z) =
Ekkor o tranzitiven permutélja f(X) gyokeit. Igy

oM =a, o= o(a), a® = o*(a), a = o’ (a)
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az « konjugaltjai. A Galois csoport hatasa szerint az {(a(i),a(j)), 1<i#£j<4}
halmaz orbitjai:

$1 = {@,a") |G —j) e {-22}},
$: = {(@,a9)|(i-j)e{-3,-1,1,3}}.
Az (1,a, a2, a®) bazishoz tartozo indexforma egész egyiitthatos faktorizacioja

I(X2, X3,Xy) = Fy - F,

Ff = I1 (%2 + X380 + Xu87),
(4,5):(a(®) ()€ S,
= JI (%Xl + xasf).

(3,9):(a(®) ,ali))e S,

A faktorok kozott most tébb érdekes és hasznos dsszefiiggés is fennall. Az m? + 16
kiemelhetd az alabbiakbol
F, — F},

16F, +m?F2,
(m? 4 25)2Fy — (m?* + 7)?F}.

A 3.32 kovetkezmény alapjan ezeknek a testeknek az a-hoz tartozé Hermite normal
alaku egész bézisa csak m-nek a 8-as maradékatol fiigg. Ez alapjan 4 kiilonbozé
esetet kapunk.

1. Har=1,3,5,7, m = r + 8k és m? + 16 négyzetmentes, akkor

1+a?
1 2
< 7a’a b 2 )

egész bazis K-ban. Ekkor az indexforma egyenletnek nincs megoldasa mo-
dulo 2, vagyis a testindex oszthat6 2-vel. A 2Zy primideal faktorizaciojaban
most két kiillénbo6z6 primideal van, melyeknek a maradékosztaly foka 2, de az
egyetlen méasodfok irreducibilis polinom Fy[X]-ben az X2+ X +1, igy adodik
az eredmény. A masik oldalrél megkozelitve a problémét, lathatjuk, hogy az
indexforma f; és fo faktoraira teljesiil, hogy m? + 16 kiemelhets 4 fo — f2-b6l,
és igy monogén esetben m? + 16 osztja a 3-at vagy az 5-6t. Ez semmilyen m
paraméter esetén nem teljesiilhet, igy ezek a testek nem monogének.

2. Har =2,6, m =1+ 8k és (m? + 16)/4 négyzetmentes, akkor

14?2 a+a?
]"Oé3 2 b) 2
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egész bazis K-ban. Az indexforma f; és fo faktoraira teljesiil, hogy @

kiemelhet6 4 fo — f2-b6l, és igy monogén esetben m? +16 osztja a 12-t vagy az
20-at. Ez csupan m = +2 esetén teljesiilhet, és ezekben az esetben K = Q(«)
monogén is, példaul # hatvany egész bézist general. Val6jaban m és
—m paraméterek esetén ugyanazt a legegyszertibb negyedfoku testet kapjuk,
hiszen ha m esetén a polinomnak « gyoke, akkor —m esetén —a lesz gydke,
igy elegendd lenne csak a pozitiv paraméterekre elvégezni a vizsgalatainkat,
de ez az eredményen nem valtoztat.

. Ha m =4+ 8k és (m? + 16)/32 négyzetmentes, akkor

1 14?2 1+a+a?®+a?
(ot tensgten
egész bazis K-ban. Ebben az esetben az indexforma faktorai kozott az az
sszefiiggés lesz szamunkra hasznos, hogy 4(m?+16) kiemelhetd 16 fo +m? f2-
bsl. Ez monogén esetben azt jelentené, hogy 4(m? + 16) osztja m? + 16-ot
vagy m? — 16-ot. Mivel 4(m? + 16) tetszoleges m esetén nagyobb, mint
m? 4+ 16, ezért ez az oszthatosidg csak akkor teljesiilhet, ha m = +4, és igy
m? — 16 = 0. Ezekben az esetekben pedig a K valéban monogén, példaul
(2,2, —1) megoldasa az indexforma egyenletnek.

. Ha m = 8k és (m? + 16)/16 négyzetmentes, akkor

<1 34+ 2a+ a? 2+3a+a3)
9 9 4 b 4

egész bazis K-ban. Ekkor 7”217#6 kiemelhetS fo — 16f2-bsl, ami monogén
esetben azt jelenti, hogy m?+16 osztja 240-et vagy 272-t. Ez a fenti feltételek
mellett csak m = 48 és m = +16 esetén teljesiilhet, mivel m = 0 esetén a
polinom nem irreducibilis, és igy ezt az elején kizartuk. Tehéat ebben az
esetben csak m = 8 és m = +16 paraméterek mellett lehet monogén a
K. Ezekben az esetekben a mi moddszereink nem vezetnek ellentmondasra,
azonban [25] Lemma 2. alapjan ezek a testek nem monogének.

Osszefoglalva tehat az altalunk alkalmazott modszerek segitségével megallapit-

hatjuk, hogy a legegyszertibb negyedfoku testek csak m = +2, +4, £8,+16 para-
méterek esetén lehetnek monogének.

Legegyszertibb hatodfoki testek

Ugyanigy, mint a gyokbdévitéseknél, itt is a hatodfoku eset lesz a legjobban kezelhe-
t8. Az egész bazissal és a monogenitassal kapcsolatos eredményeink a [28] cikkben
jelentek meg.

Legyen m € Z\ {—8,—3,0,5} és « az

f(X)=X°—2mX® —5(m+3)X"* —20X® + 5mX? +2(m +3)X + 1
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polinom egy tetszsleges gyoke. Ekkor a K = Q(a) testeket legegyszertibb ha-
todfoku testeknek nevezziik. Most tegyiik fel, hogy m megfelels paraméter, azaz
m? + 3m + 9 négyzetmentes. Legyen o : C — C az alabbi médon értelmezett
Mobius transzformécio

z—1
o(z) = L
Ekkor ¢ tranzitiven permutalja f(X) gyokeit. Igy
oM = q, a? = o(a), a® = o%(a),
oW = (a), a® = ot(a), o = o%(a),

az o konjugaltjai. A Galois csoport hatasa szerint az {(a(?,a)),1 < i # j < 6}
orbitjai:
S = ) 1G—3) € {-3,3}},

{ta®

Sy = {a(’) oz(]) ) | z—j)e{—4,—2,2,4}},
{
)

Sy = {(@®,aD)|(@—j)e {5 —1,1,5}} .
Igy, az (1,0, 02, 02, a*, a®) béazishoz tartozo indexforma egész egyiitthatos faktori-
zacidja
I(X27X37X47X57X6) = Fl : F2 . F37
ahol
F? = II (%2 + X385 + Xap5 4 Xa B + X)),
(,5):(a® ,alD)eS;
= II (% Xl + Xl + Xa0 + X80,
(3,5):(a(® ,al@))e S,
F?? = H (X2 + X3ﬁ2i’j) + X46§i7j) + X5ﬁy’j) + XGﬂE-()iJ)) .

(3,5):(a(®) ,al))eSs

A faktorok kozott most is tobb érdekes Osszefiiggés is fennall, azonban ezek
koziil csak arra lesz sziikségiink, hogy m? + 3m + 9 kiemelhets Fy — Fy-b6l. A
3.19 kovetkezmény alapjan ezeknek a testeknek az a-hoz tartozé6 Hermite normaél
alaku egész bazisa csak m-nek a 36-os maradékatol fiigg. Ez alapjan 19 kiilonbozé
esetet kapunk. Az egyes eseteket most nem sorolom fel (konnyen meghatarozha-
tdéak minden maradékosztalybol egy megfelel6 paraméterre kiszamitva a Hermite
normél alaka egész bazist), mivel mindegyiknél pontosan ugyanaz az Osszefiiggés
szolgaltatja az ellentmondast. Ha a megfelel6 egész bazisokhoz tartozé indexforma
faktorai fi, fa, és f3, akkor m? + 3m + 9 minden esetben kiemelhetd 27 f3 — fo-b6l.
Ebbél pedig az kovetkezik, hogy monogén esetben m? + 3m + 9 osztja 26-ot vagy
28-at, ami csak m = —4, -2, —1,1 esetén teljesiilhet. Ezekhez a paraméterekhez
tartozo testek pedig valoban monogének, az Osszes hatvany egész bazist generald
elem pedig fel van sorolva Gaal Istvan [20] cikkében.
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4.3. Kompozitum szadmtestek monogenitasa

Ebben a fejezetben az el6z6 fejezetek eredményeit 6sszedolgozva, kompozit szam-
testek monogenitasat fogom vizsgalni. A kompozit szamtest K = LM alaka lesz,
ahol az L = Q(«) és M = Q(S) testeket generald elemek definialoé polinomjai az
alabbi tablazatbol keriilnek ki

L M
X2 —my | X2 —moX?—(mpy+3)X —1
X2 —m X3 —mgy
X2 —my | X*—maX3—6X24+maX +1
X2 —m X% —my
X243 X6 —my

A 3.3 fejezet eredményei alapjan ezeknek a testeknek az egész bazisa mindkét
paraméterben periodikusan ismétlgdik. A Hermite normal alakt egész bazist az
« és a 8 hatvanyai altal generélt bazisra vonatkozoan fogjuk megadni. A fejezet
eredményei a [29] cikkben jelentek meg.

Mivel most a K testnek elve van két valodi részteste, ezért az indexformanak
minden esetben lesz legalabb 3 faktora. Azt is latni fogjuk, hogy a korédbbiakhoz
hasonléan ezek kozott is fennéllnak majd bizonyos osszefiiggések, amik segitik a
monogenités vizsgalatat.

Legyenek |L : Q| = ny, |M : Q| = ng, az « konjugaltjai

oM =qa,a® .. o™

a [ konjugaltjai pedig
8O = 0,63, 5.

Legyen L(X) az « és a 8 hatvanyai altal generalt kompozit bazishoz tartozo linearis

forma, azaz
ni na

L(X) _ ZZX]C,Z . ak—l . ﬁl_l.

k=11=1
Jelsljiik L) (X)-el az L(X) relativ konjugaltjait, ahol i az a, j pedig a 3 megfelel6
konjugéltjara utal, vagyis
. ni na ) k'—l ) l—l
L) =303 K- (o) ()
k=11=1
Mivel

(1) (K) — [(@:32) (l)

I
fa
—
Q/\
N
T
—
7N
—
=
§~
N
|
|
—
=
[
nN
~—
|
—
~_
|
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ahol - 1
o _ (89— (5
-1 ﬁ(jl) — B(jz) ’
és hasonlbéan
ni na —
L0 (X)) — [l (X) = ( (i) _ o) ) SOS Xy AP (ﬁm)l '
k=11=1
ahol - -
4lni2) _ ()" — (™))
k-1 a(il) — a(i2) ’
ezért a

ﬁ H (L(z}]&)(&) _ L(i’jz)(x))Q _
1=11<51<j2<n2
n1 niy n2 b1 o 2
=D(B)™ - H H (z ZXI“ . (a(i)) . Bl(j—llﬂz)>

i=11<j1<ja<ns \k=11=1

és a

H ﬁ (L(ilvj)(g) _ L(t’z,ﬂ')(&))z —
1<iy<ig<ng j=1
na [ N1 N2 o \i-1 2
= D(a)™ - H H (ZZX’W .A](;i’ll?) . (ﬁ(])) )

1<iy<ig<ng j=1 \k=1 (=1

kifejezések a szimmetrikus polinomok alaptétele miatt az L(X) diszkriminansédnak
egész egylitthatos faktorai. Tovabba mivel az « és a (8 altal generalt kompozit bazis
diszkriminansa D(a)™ - D(8)™, ezért a hozza tartozé I(X) indexforméanak Fy, Fy
és I3 egész egyiitthatos faktorai, ahol

ni ny n2 3 o
R=11 I (ZZXM : (a(i)>k t Bl(ill,h)) 7

i=11<51<ja<ny \k=1[=1

Fy = H H (ZZXk’l .A/(Ciifz) . (5(j))l—1> 7

1<ir<iz<ni j=1 \k=1 I=1
Fy = H H (L(ilvjl)(i) _ L(th)(K)) .
1<igi#i2a<ny 1<j1<j2<n2

Ha az « és a  hatvanyai altal generalt kompozit bazis helyett a résztestek egy-
egy algebrai egészekbdl 4ll6 béazisdnak kompozicidjaként kapott bazishoz tartozéd
indexforma faktorizacidjara vagyunk kivancsiak, akkor azt a fentibdl a megfelel



91

valtozo transzformécioval kaphatjuk. Ez a feliras pontosan megfelel a Gaal Istvan
[22] k6nyvének 1.10 Lemméajaban szerepls felbontassal.

Az altalunk vizsgalt Osszes esetben olyan Osszefiiggés all majd fenn ezen faktorok
kozott, ami monogén esetben az egyik paramétert korlatozza a maéasikkal. Ez azt
fogja jelenteni, hogy ha az egyik paramétert rogzitjiik, akkor a masiknak csak véges
sok olyan értéke lehet, amellyel a kompozit test monogén. Ezek a faktorok a legtobb
esetben még tovabb bomlanak majd, és az Gj faktorok tovabbi feltételeket szabnak
a monogén testek paramétereire. A vizsgalt esetekben azt tapasztaltuk, hogy a
testindex 1, igy az indexforma vizsgalata modulo egy primszam most nem jelent
segitséget.

Masodfoku és a legegyszertibb harmadfoka testek kompozi-
tuma

Legyen o az X2 — m; egy gyoke, ahol m; # 1 négyzetmentes, és legyen B az
X3 —myX?—(ma+3)X —1 egy gydke, ahol m3 + 3mz + 9 négyzetmentes, valamint
Inko(my, m3 + 3msa + 9) = 1. Legyen K = Q(«, ), ekkor az (1, a, 3, a3, 32, af?)-
hez tartoz6 Hermite normal alaki egész bazis csak mq-nek a 4-es maradékatol fligg,
és 2 esetet eredményez.

1. Ha r = 2,3 és m; = r + 4k négyzetmentes, akkor

(17aaﬂ7aﬁaﬁ27a62)

egész bazis K-ban. Mivel ez pont az « és a [ altal generalt kompozit bazis,
ezért az ehhez tartozo indexformanak a faktorai pontosan a korabbi Fy, Fy, F3
kifejezések. Ezekre teljesiil, hogy 4m; kiemelhets Fz — (m3 +3ma +9)% Fy-bol,
és m3+3ma+9 kiemelhets F3 —64m? F2-b6l. Ez monogén esetben azt jelenti,
hogy 4m; osztja m3+3ma+10-et vagy m3+3mo+8-at, valamint m3+3ma+9
osztja 64m? + 1-et vagy 64m3 — l-et. Igy valamelyik paramétert rogzitve, a
maésik paraméter csak véges sok értéket vehet fel gy, hogy a kompozit test
monogén legyen.

2. Ha mq; = 1 + 4k négyzetmentes, akkor

l+a _ B+aB _, B2+aB?
(17 2 ’IB’ 2 7/8’ 2 )

egész bazis K-ban. A megfelel6 helyettesitéseket elvégezve, Fy, Fy, F3-
boél megkapjuk a fenti egész bazishoz tartozé indexforma fi, fo, f3 faktorait.
Ezekre most az teljesiil, hogy m; kiemelhets F3 — (m3 + 3ma + 9)%Fy-bol, és
m3 + 3mg + 9 kiemelhet§ F3 — m? FZ-b6l, ami monogén esetben azt jelenti,
hogy m1 osztja m3+3ms+ 10-et vagy m32 -+ 3mso +8-at, valamint m3 +3mso+9
osztja m3 + l-et vagy m3 — l-et. Igy tehat ismét teljesiil az, hogy valamelyik
paramétert rogzitve, a masik paraméter csak véges sok értéket vehet fel ugy,
hogy a kompozit test monogén legyen.
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Masodfoka és harmadfoki gyokbdvitések kompozituma

Legyen o az X2 —my és 8 az X2 —my gyoke, ahol mq # 0,1 és mo # 0, £1 olyan
négyzetmentes paraméterek, hogy lnko(mq,m2) | 6. Legyen K = Q(a, ), ekkor
az (1, , 8, af3, B2, af3?)-hez tartozé Hermite normél alaki egész bazis periodikusan
ismétlédik m1-ben modulo 12 és mo-ben modulo 18.

Az (1,a,8,a8, B%,aB?)-hez tartozd indexforma faktorai kozott most az az
Osszefiiggés 4ll fenn, hogy 4m; kiemelhets Fs —27m3Fy-bdl, illetve 9my kiemelhetd
F3—64m3 F2-b6l. Mivel I(a, B) osztja Inko(D(a)?, D(8)?)-t, ami pedig a feltételek
alapjan mq-t6l és mo-t6l fiiggetleniil korlatos, ezért a megfelel6 egész béazisokhoz
tartozé indexforma fy, fo és f3 faktoraira fennallo Osszefiiggések csak konstans
szorzoban térnek el az Fy, Fy és Fs-ra vonatkozd OsszefiiggésektSl. Monognén
esetben az indexforma egyenlet egy megoldasat helyettesitve fi, fo, f3-ba, azok
értéke +1 kell legyen, igy oszthatosagi Osszefiiggéseket nyeriink a paraméterek
kozott. Ezeket a paraméterek megfelel6 maradékai szerint az alabbi tablazat
tartalmazza. Az oszthatosagoknal a =+ jel azt jelenti, hogy az vagy + vagy —

elGjellel kell teljesiiljon.

my  (mod 12) | my (mod 18) | 4my | F3 — 2Tm3F, | 9my | F3 — 64m3 F2
1,5 1,8,10,17 my | 3m3 + 1 my | mi £1
1,5 21’2?’1%))’75;’4(?’175’7112 my | 27m3 +1 Img | m$ £ 1
2,7,10,11 1,17 dmy | 3m3 +1 my | 64m3 £ 1
2,7,10,11 3,5,7,11,13,15 | 4my | 27Tm3 + 1 Imy | 64m3 £ 1
2,7,10,11 2,4,6,12,14,16 | 4my | Zfm3 +£2 Imy | 16m3 £ 2
2,7,10,11 8,10 dmy | 3m3 +2 Imy | 16m3 £ 2
3,6 1,17 amy | md+£3 3mg | Stmi £3
3,6 3,5,7,11,13,15 | 4my | 9m3 +3 Img | Smi £3
3,6 8,10 3mi| sm3£6 3mg | Lmi +6
3,6 2,4,6,12,14,16 | 4m; | Jm3 +£6 Img | Lmi +6
9 1,10 tmy | m3+3 3mg | gmf£3
9 8,17 tmy | m3+3 ma | $m$ +3
9 21231‘;51 4?’175”11165’ my | 9m2 +3 Imy | gm? +£3
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A tablazat alapjan vilagos, hogy ha m, # 41 és m; # +3, akkor a tablazat
harmadik és negyedik oszlopaban az osztanddok nem lehetnek egyenlek 0-val, igy
az egyik paraméter rogzitése utédn, a masik paraméternek csak véges sok olyan
értéke lehet, amellyel a kompozit test monogén. A feltételeket is figyelembe véve,
lathatjuk hogy az m; = +1 csak m; = 1,5 (mod 12) mellett okoz fennakadast,
azaz csak az m; = 1 marad, mint problémas érték, amit viszont az elején kizartunk,
mert az X2 — 1 nem irreducibilis. Tehat marad az m; = +3 lehetSség, amivel a
Q(iv/3, ¢/mz) normalis testeket kapjuk. Ezekrsl M.-L. Chang [6] megmutatta, hogy
csak mo = 2 esetén lehetnek monogének. Ezzel tehat az Osszes paraméter parra
teljesiil, hogy az egyiket rogzitve, csak véges sok monogén testet kaphatunk.

Masodfoku és legegyszeriibb negyedfoku testek kompozituma

Legyen o az X2 — my egy gyoke, ahol m; # 1 négyzetmentes, és legyen 3 az
X4 —myX?3 — 6X2% 4+ maX + 1 polinom egy gyoke, ahol my # 0,43 és m3 + 16
négyzetmentes, valamint Inko(m,m3 + 16) | 2. Legyen K = Q(a, 3), ekkor az
(1,0, B, a8, 2, a2, B3, af?) béazishoz tartozé Hermite normal alakii egész bazis
periodikusan ismétlédik mi-ben modulo 8 és ma-ben modulo 16.

z—1

Legyen o : C — C a 0(z) = 277 médon adott Mdbius transzforméci6. Ekkor

az a konjugaltjai o) = o, a® = —a, és  konjugaltjai

s =5, @ =0(p), Y =0p), BY =)

A legegyszeriibb negyedfoktu testnek van masodfokd részteste, ezért a fenti
kompozit bazishoz tartoz6 indexforménak 5 faktora lesz, mivel a kompozit tes-
teknél altalanosan megjelend F; és F3 faktorok tovabb bomlanak még 2-2 ténye-
zére. Ha tehat Sy és So a legegyszertibb negyedfoku testeknél definialt két halmaz
(értelemszertien « helyett 8-t frva, hiszen most S-val jeloltem a legegyszertibb ne-
gyedfoki polinom gyokét), akkor a kompozit bazishoz tartozo indexforma faktorai
Fi1, Fig, Fy, F3q, F39, ahol

I I (S fa) )

=1 (j§1,52):(BU1),U2))eS; \k=11=1

2 n . _
e T T (3w () e

i=1 (j;,42):(8U1),8U2))eSy \k=11=1

4 ny MNo o , _
B, = H H (ZZXW . Al(fli,llz) . (5(1))1 1)

1<iy<ia<2j=1 \k=1 I=1

o= 1 11 (L) = L) (X))

1<i1 #1252 (jy,52):(841), BU2))ES,

o= 11 11 (L (x) = 262 (X))

1<ii 702 <2 (jy,j2):(BU1),8U2)) €S,

2
Fll
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Erdekesség, hogy az Fy; faktorbol kiemelhetd a 4, azaz a bazis altal generalt mo-
dulusban tetszéleges elem indexe oszthatd 4-el, bar ez az algebrai egészek indexére
nincs kiilonosebb hatassal. A faktorok kozott 6 lényegesen kiilonbozd Osszefiiggést
talaltunk. El&szor is mi kiemelhets az F31 — (m% +16)F11—b61 és F32 — (m% + 16)F12—
bél, valamint m32 + 16 kiemelhets az alabbi 4 kifejezésbol:

F12 - }?1217 F32 - F??l’ F31 - 167’77‘%}—‘27 F32 - 256m‘11F22

Ezek segitségével monogén esetben a legtobb paramétert ki lehet zarni. A fentiek
koziil, a faktoroknak azok a linearis kombinacioi, amelyekben az egyiitthatok nem
fligenek a paraméterektsl, globalisan korlatozzak a monogén testekhez kapcsolo-
d6 paramétereket. Megmutattuk, hogy monogén testek esetén az m; = 1,3,5,7
(mod 8) és mga =4,12 (mod 16) paraméterektdl eltekintve,

|ma| < 64, és |my| < 4m3 + 192

teljesiil. A fennmarado m; = 1,3,5,7 (mod 8) és my = 4,12 (mod 16) esetekben
pedig ha my # —1, akkor a szokésos modon, az egyik paramétert rogzitve, a masik
csak véges sok értéket vehet fel, ugy, hogy a kompozit test monogén legyen. Az
mp = —1 eset a fejezetben kissé kilog a sorbél, ilyenkor ugyanis az altalunk alkal-
mazott modszerekkel nem tudtuk igazolni, hogy csak véges sok olyan mo paraméter
létezik, amellyel a kompozit test monogén.

Masodfoku és negyedfoki gyokbdévitések kompozituma

Legyen o az X2 — m; egy gyoke, ahol m; # 0,1 négyzetmentes, és legyen 3
az X* — my egy gydke, ahol my # 0,1 négyzetmentes, valamint m; # ms és
Inko(mi,ma) | 2. Legyen K = Q(«,f3), ekkor az (1,«, 3,af, 3%, aB?, 32, afB®)-
hoz tartozd Hermite normal alakt egész bazis periodikusan ismétlédik mq-ben és
ma-ben modulo 8. Legyenek o)) = o, a® = —q az a, és

p=p,  pP=ip  pYV=-p pY=-ip

a [ konjugaltjai. Az el6z6 példahoz hasonldéan, most is van méasodfoku részteste a
negyedfoki gy6kbgvitéseknek, igy megint 5 faktora van a fenti kompozit bazishoz
tartozo indexforméanak. Ezeket pontosan ugyanazok a szorzatok szolgaltatjak, mint
az el6z6 esetben, és lényegében ugyanazok az Osszefiiggések teljestilnek rajuk érte-
lemszert modositasokkal. Az m; kiemelhets F3y — 16mgFy1-b6l és Fo — 16m3 Fyo-
bél, valamint mo kiemelhet6 az alabbi 4 kifejezésbdl:

F12 — F121, Fgg — F321, F31 — 16m%F2, F32 — 256m‘11F22

Végigvizsgéalva az egyes maradékosztalyokhoz tartozo indexformak faktorai ko-
zOtti kapcsolatokat, azt talaltuk, hogy ha

e m; =1 (mod 4) és me =5 (mod 8) vagy

e my =2 (mod 4) vagy
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e m; =3 (mod 4) és mg =1 (mod 2),

akkor a K csak olyan paraméterekkel lehet monogén, amelyekre teljesiil, hogy
|ma| < 130 és |mq| < 32|ma| + 32. Az sszes tobbi esetben, ha my # —1, akkor az
egyik paraméter rogzitése utan, a masik paraméternek csak véges sok értéke lehet,
gy, hogy a K monogén legyen.

Maradt az m; = —1 eset. Ez azért kiilondsen érdekes, mert ekkor a kompozit
test K = Q(i, {/mz) normalis bovitése Q-nak. Ez azt eredményezi, hogy a nyol-
cadfoka F3s tovabb bomlik két negyedfoku tényezére, F3o = Fj - F5. Az tjabb
faktorok megjelenése tovabbi Gsszefliggéseket is szolgaltat, amelyek lényegesen ha-
tékonyabbak a korabbiaknél. Az mgy paraméter 4-es maradékatol fiiggGen az aldbbi
Osszefiiggéseket nyerjiik.

e Ha my =1 (mod 4), akkor ms kiemelhets 4o + f4-b8l
e Ha my =3 (mod 4), akkor ms kiemelhets fo + 4 f4-b6l

e Ha my = 2 (mod 4), akkor mgy kiemelhet§ fo — f4-b6l és 4 osztja fo + f4
Osszes egylitthatojat.

Monogén testek esetén az elsé és masodik esetbdl kapjuk az mo = =+3,+£5
lehetdségeket, a harmadikbol pedig az ms = +2 értékeket. A harmadik eset
a korabbiakhoz képest kissé kiilonleges, hiszen hasznalunk egy paramétertél
fliggetlen oszthatosagot. Ezt a kovetkezSképpen lehet jol kihasznalni. Mivel 4
osztja fo + f4 Osszes egylitthatojat, ezért monogén esetben az 1 indexii elem
egyiitthatoit helyettesitve fo + fi-be, a kapott szam 4-el oszthaté lesz. Tovabba
fo és fy értéke +1 kell legyen, igy sziikségképpen fo + f4 = 0. Ebbgl viszont
fo — fa = £2 kovetkezik, amit oszt az me, és igy adodik az my = +2 megszori-
tasunk a paraméterre. Vildgos, hogy mos = £1 esetén nem kapnank nyolcadfoku
kompozit testet, ezt a lehetGséget az mo # 1 és my # mo feltételekkel eleve ki is
zartuk. Az mg = £2, ma = 3 és mg = —5 esetekrdl a [27] cikkben megmutattuk,
hogy nem monogének, és a kimaradt két esetrsl is ugyanezt sejtjiik kb. 10 darab
kis egyiitthatoja elem indexének kiszamitésa alapjan.

Ahogy azt lattuk az el6zé fejezetekben, a Q(iv/3, &/m) és a Q(i, \/m) norma-
lis bévitések kiilon részletesebb vizsgalatok targyat képezték, igy teljessé téve ezt
az iranyt, a kovetkezékben a Q(iv/3, /m) testek monogenitasat fogjuk vizsgalni.
Ezzel véges sok paramétertsl eltekintve, az 0sszes méasodfoki test feletti normalis
gyokbévités monogenitasa le lesz irva.

A Q(iV3, ¥/m) testek monogenitasa

Legyen w harmadik primitiv egységgyok, 8 pedig az X% — m polinom gydke, ahol
m # +1, —3 négyzetmentes egész. Legyen K = Q(w, ), ekkor az

(17w757wﬁﬂ/827w/827ﬂ37wﬂ37547wﬁ47557w55)
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kompozit bézishoz tartoz6 Hermite normél alaki egész bazis periodikusan is-
métlédik m-ben modulo 36. Az indexformanak ezuttal 9 faktora van, az Fj
tovabbi 3, az F3 pedig 5 tényezére esik szét. Ha Sp,5: és S3 a 4.1 fejezetben
definialt orbitok értelemszertien « helyett (-t irva, akkor az indexforméanak
F11,F12, F13, FQ, Fgl, F32,F33 egész egyﬁtthat()s faktorai, ahol

2 n oz N o
BT T (3w () e

=1 (4§1,52):(BU1) ,U2))eS; \k=11=1

2 ni na ) k—1 . .
S VS | I D) SRR D B A

1=1 (j1,52):(BU1),B12))eSy \k=1I=1

2 n oz N A
BT T (S5 () e

=1 (4§1,52):(BU1),0U2))cS; \k=11=1

ni na ) 1—1

e T (S (0))
1<i1<i2<2 j=1 \k=11=1

| 11 (£l (x) — p6292) (X))
1<i1#12<2 (51,52): (801 ,8U2)) €S,

F322 — H H (L(ilajl)(x) _ L(th)(&))
1< #i2<2 (jy,j2):(801),8U2) )€ 85

o= 11 11 (L (x) = 262 (x))

1<iy #i2<2 (j1,42):(BU1),BU2))eS;

Ezek kozil pedig F3o és Fs3 esik még szét két faktorra. Egy igazan hatékony
Osszefiiggést talaltunk, a faktorok koézott, mégpedig, hogy m kiemelhets Fi31 — Fio-
bol. Amikor attériink a megfelels egész béazishoz tartozo indexforméra, akkor annak
f31 és f3o faktoraira az alabbiak teljesiilnek

ham = 1,5 (mod 12), akkor m | f31 — 9fs2,

e ham=2,7,10,11 (mod 12), akkor 4m | f31 — 9fs2,
e ham=3,6 (mod 12), akkor 22 | f3; — 93,

e ham =9 (mod 12), akkor % | f31 — 9fs0.

Ha a test monogén, akkor f3; = £1 és f3o = £1, igy a fentiekkel egyiitt a lehetséges
paraméterek m = —15, —6, —3,—2,1,2,3,5,6. Ezek koziil az 1 és a —3 eleve ki volt
zérva, igy azt kaptuk, hogy m # —15,—6,—2,2,3,5,6 esetén a K = Q(iv/3, ¢/m)
testek nem monogének. A kimaradé esetekrdl a kordbbiakhoz hasonldéan gy sejt-
jik, hogy nem monogének.



Osszefoglalo

Az értekezés kozponti téméja az algebrai szamtestek egész bazisai. Adott szamtest
esetén az egész bazis meghatarozasara hatékony algoritmusok léteznek. A legtobb
ilyen algoritmus esetén bemeneti adatként az algebrai szamtestet egy primitiv «
elemének definialé polinomjat szokas megadni. A kimenetként kapott egész béazis
elemei altaldban ennek az o elemnek a polinomjaiként vannak megadva. KEgé-
szen pontosan, egy n-edfoku algebrai szamtest esetén olyan legfeljebb n — 1-edfoku
ho,h1,...,hn—1 € Q[X] polinomokat hataroznak meg az eljarasok, amelyekre tel-
jesiil, hogy
(ho(a), hi(a), ..., hp_1(c))

egész bazist alkot Q(a)-ban.

Bizonyos végtelen parametrikus polinomcsaladok gyokei altal generalt szam-
testcsalddok egész bazisainak vizsgélata soran kideriilt, hogy a paraméterek egy
alkalmas megszoritasa esetén a fenti h;(X) polinomok csak a paraméternek egy
alkalmas ng periddushossz szerint vett osztasi maradékatol fliggnek. Ilyenkor azt
mondjuk, hogy a végtelen parametrikus szamtestcsalad egész bazisai periodikusan
ismétlédnek modulo ng.

A legegyszertibb példa az f,,(X) = X% —m végtelen parametrikus polinomcsa-
lad gyoke altal generalt méasodfokiu szamtestek, ahol m # 1 négyzetmentes egész.
Ezen testek esetén jol ismert tény, hogy ha m = 2,3 (mod 4), akkor (1,1/m), ha

pedig m = 1 (mod 4), akkor (1, Hg/ﬁ) egész bazist alkot Q(yv/m)-ben. A fenti

megkozelitést tekintve ezt Ggy is mondhatjuk, hogy (ho(1/m), h1(v/m)) egész bazist
alkot Q(y/m)-ben, ahol a hg, b1 € Q[X] polinomok csak m-nek a 4-el val6 osztéasi
maradékatol fiiggnek,

ho(X) =1, hi(X) =X, ham=2,3 (mod 4),
1 1
ho(X) =1, hl(X):§—|—§~X, ham=1 (mod 4).

Ez a jelenség a mésodfoki testeken kiviil eddig csak kevés szamtestben volt ismert
(pl. harmadfoku [12] és negyedfoku gyokbovitések [19], legegyszertibb negyedfoki
testek [49]).

A 3. fejezetben harom végtelen parametrikus polinomcsalad gyokei éaltal ge-
neralt szamtestcsalad esetén igazoljuk ezt a periodikus egész bazis tulajdonsagot.
A polinomcsaladokat értelemszert modon kiterjesztjiik tetszéleges fokszamokra, és
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meghatarozunk olyan, kizarélag a fokszamtol fiiggé konstansokat, amelyek szerint
a végtelen parametrikus szamtestek egész bazisa periodikusan ismétlgdni fog. A
kapcsolodo eredmenyek a [26], [28], [58] és [59] cikkekben jelentek meg.

A vizsgalt polinomcsaladok a kovetkezsek:

I. Gyokbévitések.

ahol m # +1 négyzetmentes egész.
II. Legegyszertibb harmadfoku polinomok altalanositasai.
n . n i .
@00 =3 (1)t
i=0

ahol

L,

_ m
3vz(n)

hai=0
hai=1

mod 6),
mod 6),

mod 6),
mod 6),
mod 6),
mod 6),

—Svgnﬁ—jh hai=2
-1, ha:=3
m g—
T3y ) hai=14

hai=5

<)
—~
~
~
I
~ o~ o~ o~ o~

31/?7(47:.) + 17
és tetszoleges p # 3 prim esetén v, (m2 + 3vs(Mm 4 9”3(")) <1.

ITI. Legegyszertibb negyedfoku polinomok &ltaldnositasai.

[0 =3 (”) X g(n— 1),

7

i=0
ahol
1, hai=0 (mod 4),
o) = —5utm, hai=1 (mod 4),
-1, hai=2 (mod 4),
Soaty hai=3 (mod 4),

és tetszéleges p # 2 prim esetén vy, (m2 + 4”2(”)) <1.

A 3.1 fejezetben foglalkozunk a gyckbdvitésekkel. Megmutatjuk, hogy ha

_ k1 ke k;
n=pi Py -...-p;’,
és
_ kil | katl ki+1
no=py Pt e py
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akkor a K = Q({/m) testek egész bazisa periodikusan ismétlédik modulo ng. A
Newton poligonok, és (. Ore [56] modszerét felhasznalva elGszor igazoljuk, hogy
a fenti allitas teljesiil n = pF primhatvany kitevék esetén, majd megmutatjuk,
hogy hogyan lehet két relativ prim foka gyokbévités egész bazisabol meghatérozni
a két test kompozitumanak egy egész bazisat. Végiil ebbsl a modszerbsl adodik a
peribdushossz altaldnos kitev6k esetén is.

A 3.2 fejezetben targyaljuk a legegyszertibb polinomok altalanositasait. Ezek
esetében elGszor igazoljuk, hogy az n-edfoku esetben a felbontasi testiik ciklikus
n-edfokt bévitése egy résztestének. Ez a tulajdonsag gyokbovitések esetén nyil-
vanvaldan teljesiil, és sejtéseink szerint szoros kapcsolatban all a periodikus egész
bézis tulajdonsaggal, valamint a monogenitas vizsgalata soran hasznalt indexfor-
ma faktorai k6zott fennallo Osszefiiggésekkel. Ezutan meghatarozzuk a polinomok
diszkriminénsat a kitevé és a paraméter fiiggvényében, és megmutatjuk, hogy a
megfelel6 megszoritasoknak eleget tevd paraméterek esetén a polinomok irreduci-
bilisek. Ezek a megszoritdsok a paraméter masodfokt polinomjanak négyzetmentes
értékeivel allnak kapcsolatban, igy T. Nagell [54| eredményei alapjan ténylegesen
végtelen sok paraméter marad, amelyekre az eredményeink vonatkoznak. A megfe-
lel6 paraméterek esetén igazoljuk a periodikus egész bazis tulajdonsagot, a kitevs
fliggvényében fels6 korlatot adunk periodushosszra, valamint n = 2,3,4,5,6,8,9,12
esetén meghatarozzuk a legkisebb periddushosszt. Vizsgélatainkat elGszor a legegy-
szertibb harmadfoku testek, majd ugyanazon séma szerint a legegyszeriibb negyed-
foku testek altalanositasai esetén végeztiik el. Mivel a bizonyitasok a két esetben
teljesen analég modon végezhetSek el, ezért az utdbbi esetben azokat nem részle-
tezzik.

A 3.3 fejezetben altalanositjuk a periodikus egész bézis tulajdonsagot kompo-
zit testekre, majd megmutatjuk, hogy a megfelel§ feltételek mellett az el6z6 két
részben targyalt szamtestcsaladok kompoziciojaként kapott testek egész bazisai is
periodikusan ismétl6dnek. Néhany alacsonyabb foka kompozit bévités esetén meg-
hataroztuk a paraméterekhez tartozé legkisebb periddushosszt, amely szerint az
egész bazisok ismétlddnek. Ezeket az eseteket az alabbi tablazat tartalmazza.

L M mi | me
X2 —my | X2 —moX?—(may+3)X —1 4 1
X2 —my X3 —my 12 | 18
X2 —my | X' —maX3—6X24+meX +1| 8 | 16
X2 —m X% —my 8 8
X243 X6 —my —— | 36

Algebrai szamtestek egész bazisai kozott kitiintetett szerepet toltenek be az
(1,q,...,a" 1) alakt hatvany egész bazisok. Ha az n-edfokti K algebrai szdmtest-
ben létezik ilyen « algebrai egész, amelynek a hatvanyai egész bazist generalnak,

akkor a egészek gytridjét Z felett egyetlen elem generdlja, Zx = Z|o], azaz Zgi
mono-generalt, mas néven monogén gytrt. Egy testben a hatvany egész béazis
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generatorok meghatarozasa ekvivalens egy Diofantikus egyenlet, az ugynevezett
indexforma egyenlet megoldaséaval.

A disszertacio 4. fejezetében az korabbi eredményeket felhasznalva néhany ala-
csonyabb fokid nevezetes szamtestcsalad esetében vizsgaljuk a monogenitast. Ezek
a legfeljebb kilencedfoku gyokbovitések, a legegyszertibb harmad-, negyed-, illet-
ve hatodfoku szamtestek. Szamitasaink sordn nem célunk meghatarozni az Gsszes
hatvany egész bézis generatort, csupan azt igyeksziink eldénteni, hogy mely para-
méterek esetén lehet monogén a test. Arra toreksziink, hogy ha egy adott paramé-
ter esetén a parametrikus polinomcsalad gydke nem general hatvany egész bazist,
akkor megmutassuk, hogy a test nem monogén, vagyis az indexforma egyenletnek
nincs megoldasa.

Ehhez két kiilonb6z6 megkozelitést hasznalunk. Az els§ szorosan kapcsolodik
R. Dedekind [12] modszeréhez, amely racionélis primek primideél faktorizaciojat
hasznélja fel a nem-monogenités igazolasahoz. Ez akkor mikddik, ha a testindex
nem 1, vagyis létezik olyan p prim, amely tetszSleges algebrai egész indexét osztja.
Ekkor az indexforma egyenletnek értelemszertien nem lesz megoldasa modulo p,
és igy az egészek korében sem. Az indexforma kiszamitdsa utdn meghatarozzuk
a lehetséges p primeket, melyekbdl a fenti polinomcsaladok esetén csak véges sok
van, hiszen fels6 becsléseket adtunk az indexekre, és ezen primekre megvizsgaljuk,
hogy az indexforma egyenletnek van-e megoldasa modulo p.

A maésodik megkozelités az indexforma faktoral kozotti Osszefiiggéseket hasz-
nalja fel. Ehhez persze sziikséges, hogy az indexformanak legyen egynél tobb egész
egyiitthatos faktora, de amennyiben ez teljesiil, szinte mindegyik esetben taldlunk
olyan 0Osszefiliggéseket, amelyekbdl nemtrivialis feltételeket nyeriink a monogén tes-
tek paramétereire. Ezek az Osszefliggések sejtéseink szerint kapcsolatban allnak a
vizsgalt polinomok felbontasi testének egy specialis tulajdonsagaval, nevezetesen,
hogy a felbontasi test ciklikus n-edfoki bévitése egy résztestének. Az Osszefiiggése-
ket minden esetben a faktorok megfelel6 hatvanyaibol képzett linearis kombinéciok
egyiitthatoinak oszthatosagi vizsgélataval sikeriilt megtalalnunk.

A fejezeteben szerepls legtobb szamtestcsaladban néhany maradékosztalytol el-
tekintve, minden paraméterre el tudjuk donteni, hogy az ahhoz tartozé szamtest
monogén vagy sem. A legaltalanosabb eredményeket a hatodfoku gyokbévitések és
a legegyszertibb hatodfoku szdmtestek esetén nyertiik. Az el6bbi esetben megmu-
tattuk, hogy ha m négyzetmentes, akkor a Q(/m) test monogenitésa, csak m-nek
a 36-os maradékatol fiigg, az utébbiban pedig azt igazoltuk, hogy ha m? +3m + 9
négyzetmentes, akkor csak m = —4, -2, —1,1 paraméterek esetén lesz monogén a
legegyszertibb hatodfoki szamtest.

Végiil a 4.3 fejezetben, a korabbi tablazatban szereplé kompozit bévitések esetén
vizsgaljuk a monogenitast. Minden esetben olyan feltételeket kapunk a kompozit
testek paramétereire, hogy az egyik rogzitése utdn a masik paraméternek csak véges
sok olyan értéke lehet, amellyel a kompozit test monogén. S&t, néhédny maradék-
osztaly esetén univerzalis fels§ korlatot is kapunk a monogén testekhez kapcsolédd
paraméterekre. Specialis esetként kapjuk, hogy az M.-L. Chang [6] altal vizsgalt
X3 — m polinomhoz hasonléan, néhany meghatarozott paramétertél eltekintve az
X* —m és az X5 — m polinomok felbontasi testei sem lehetnek monogének.



Summary

The main topic of the dissertation is the integral bases of the algebraic number
fields. Efficient algorithms exsist for calculating an integral basis of a given number
field. The input of most of these algorithms is the defining polynomial f(X) of
a primitive element « of the field. Let n be the degree of the algebraic number
field over Q, that is the degree of f(X), then the integral bases calculated by the
algorithms are usually of the form

(ho(a), h1(a), ey hn_l(a)) y

where hg, hy,...,h,—1 € Q[X] are polynomials of degree n — 1 at most.

During the investigation of certain infinite parametric families of number fields
generated by a root of an infinite parametric family of polynomials we found that
with some appropriate restrictions on the parameters, the h;(X) polynomials above
depend only on the remainder of the parameter modulo a suitable integer ng. In
such cases we say that the integral bases of the fields are repeating periodically
modulo ng.

The simplest example having this property is the infinite parametric family of
the quadratic number fields generated by a root of f(X) = X2—m, where m # lisa
square-free integer. It is well known that if m = 2,3 (mod 4), then (1,/m), other-

wise (1, Hﬁ) is an integral basis of Q(y/m). In other words, (ho(y/m), h1(yv/m))

form an integral basis of Q(v/m), where the polynomials hg, h; € Q[X] depend
only on the remainder of m modulo 4,

ho(X) = 1, h(X) = X, ifm=23 (mod4),
1 1
ho(X) =1, hl(X):§+§~X, ifm=1 (mod4).

Similar phenomena occurs in some other parametric families of number fields (e.g.
pure cubic [12] and pure quartic fields [19], simplest quartic fields [49]).

In the dissertation we proved this so-called periodic integral basis property
for three infinite parametric families of number fields. We implicitly expanded
our results for arbitrary degrees, and determined integers ng depending only on
the degree of the field, such that the integral bases of the fields are repeating
periodically modulo ng. The related results appeared in the papers [26], [28], [58]
and [59].
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The investigated number fields are the following:

I. Pure number fields.
fgl)(X) = X"~ m,

where m # +1 is a square free integer.

IT. Generalization of simplest cubic fields.
0 =32 (7) K atn =),

where
1, ifi=0
-1, ifi =3

m e
TAGK ifi=4

SHs 41, ifi=5
and v, (m2 + 3vs(Mpy 4 9”3(”)) < 1 for any prime p # 3.

ITI. Generalization of simplest quartic fields.

n

5000 =3 (1) -gtn o)

where
1, ifi=0 (mod4),
-1, ifi=2 (mod 4),
TR ifi=3 (mod 4),

and v, (m2 + 4”2(")) < 1 for any prime p # 2.

In the case of pure number fields, we show in section 3.1, that if

ki k k;
n=p; Py’ -...-p;,
and
_ kil kol kj+1
no=pi " Pt e p

then the integral bases of the fields K = Q({/m) are repeating periodically mo-
dulo ng. By using the theory of Newton polygons and the method developed by
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@. Ore [56], we first prove, that the statement above is true for prime power deg-
rees n = p*, and then we describe a method to construct an integral basis of a
composite field of two pure fields of coprime degrees by combining their integral
bases. This method implies that the statement is true for any degree n.

The generalizations of the simplest polynomials are investigated in section 3.2.
We first prove that the splitting fields of these polynomials are cyclic extensions
of degree n of an appropriate algebraic number field. This property is obviously
true for the pure number fields and we conjecture that this is in connection with
the periodic integral basis property, and with the coherence of the factors of the
index form. Furthermore, we determined the discriminants of these polynomials
as functions of their degrees and parameters, and we showed that under some as-
sumptions, these polynomials are irreducible. These assumptions are in connection
with the square-free values of irreducible quadratic polynomials of the parameters,
so by the results of T. Nagell [54], there exist infinitely many appropriate para-
meters. With these appropriate parameters, we prove the periodic integral basis
property, and we give an upper bound for the period length as a function of the
degree. Moreover, for degrees n = 2,3,4,5,6,8,9,12, we determine the shortest
period length. We first investigated the generalizations of the simplest cubic fields,
and then, in the same scheme, the generalizations of the simplest quartic fields.
Since the proofs are the same in the two cases, we did not gone into details in the
second case.

In section 3.3 we generalize the periodic integral basis property to composite
fields, and we show that under certain assumptions, the composition of two families
of number fields investigated in the previous sections inherits the periodic integral
basis property from its subfields. We determined the smallest period length in some
composite fields of smaller degrees. These fields are contained in the following table.

L M mp | M2
X2—my | X3 —moX?—(ma+3)X—1| 4 | 1
X2 —my X3 —my 12 | 18
X2 —my | X*—meX3—6X24+maX+1]| 8 16
X2 —my X4 —mgy 8 8
X?+3 X6 —my —— | 36
The integral bases of the form (1,q,...,a""!), called power integral bases,

have an important role among the integral bases. If there exists an algebraic intger
«a € Zk, such that o generates power integral basis, then the Z g ring of integers of
K, is generated by a single element over Z, Zx = Z[a], i.e. Z is mono-generated,
in other words, it is a monogenic ring. In order to find all of the generators of
power integral bases, one has to solve a Diophantine equation, the so-called index
form equation.

In Chapter 4, by using the periodic integral bases, we investigated the mono-
genity of some infinite parametric families of number fields of small degree from
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the previous chapter. These fields are the pure fields of degrees at most 9, and the
simplest cubic, quartic and sextic fields. Our aim was just to decide whether these
fields are monogenic or not for certain parameters, we did not want to calculate
all of the generators of power integral bases. In fact, we intended to show that if a
root of a polynomial does not generate a power integral basis for a given parameter,
then the field is not monogenic, i.e. there is no solution of the index form equation.

We used two different approaches for these investigations. The first is strongly
related to the method of R. Dedekind [12], which uses the ramification of rational
primes to prove the non-monogenity. This method is effective if and only if the
field index is not equal to 1, that is there exists a prime number p such that p
divides the index of any algebraic integer. In this case there is no solution of the
index from equation modulo p, thus there is no integer solution. We first computed
the index form, then we determined all of the possible prime divisors of the index
of an algebraic integer (there are only finitely many such primes, since we gave an
upper bound for the indices in these fields), and we solved the index form equations
modulo these primes.

The second approach uses the coherence between the factors of the index forms.
This requires reducible index forms, but if there are at least two factors, then
in almost all cases we obtained some non-trivial restrictions on the parameters
belonging to monogenic fields. We conjecture that these coherences between the
factors are in connection with the fact that the splitting field of the polynomial is
a cyclic extension of degree n of an appropriate algebraic number field. We found
these coherences by investigating the factorization of certain linear combinations
of the appropriate powers of the factors of the index form.

Excepting some residue classes, in most of the examples we could decide that
the number belonging to the chosen parameter is monogenic or not. We obtained
the most general results in the case of the pure sextic and the simplest sextic fields.
In the foregoing case we proved that if m is square-free, then the monogenity of the
fields Q(/m) depends only on the remainder of m modulo 36. In the latter case
we proved that if m? 4+ 3m + 9 is square-free, then these fields can be monogenic
only if m = —4,-2,—1, 1.

Finally, in section 4.3, we investigated the monogenity of the composite fields
contained in the table above. In all of the cases, we obtained that by fixing one
of the parameters, the other can have only finitely many values for which the
composite field can be monogenic. Moreover, for some residue classes we got a
universal upper bound for the parameters belonging to monogenic fields. As a
special case, we proved that similarly to the splitting field of X3 — m investigated
by M.-L. Chang [6], the splitting field of X*—m and X% —m can not be monogenic,
except for some specific parameters.
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