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������
��� ����������� - ���� )*., �� /������� 0�������� )1*, ��
������
� �� � ����!
��������� ���������� ������������ ��������� ����� )2, �%�� �������� ������ ������� ��������
� 3������� � �������� �� � ��������	 ������
�� ����% �������� ������� ���
��������
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���	 ������ ��������� ��
������� ���������� � ��������
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� ���� �� )*, 
����
 ��������� �������� � ������ 4��������� �� 0�
�� )5,
�������� � ������
���
�� ������
��������� 6�� �� ��
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������� ����� ������ ��
�'������ ���������� �9 ���������� �������� � ������� ���	 ����� �������� ����% �����!
��� ������� �����������
�� ��������������� ���������� #������ � �������� �� � ��������	
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�� 2� �������� ������ 4��������� �� 0�
�� )5, ������
��
�� ������
�������!
��� ������������ "��
 ������
� �����
� � ������' �����% ���	��
�% �9 ���������� ��!
���� ��
�� ��'�� �!���������� ��
����� ��
����
 
������� ��������;� /����
 ξ(t) =
ξ1(t) + iξ2(t)� t � 0� ������' �����% ���
��
��� � � ������������ ��������� ������� �
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��������� ����	
������
� �������	����������� �� ����

dξ(t) = −γξ(t)dt + dw(t)�

�
�� w(t) = w1(t) + iw2(t)� t � 0 ��������� ������� ���������������� ����� w1(t) ���
w2(t) ���������� ��������� ��� � !��!�" �����������������# !� γ = λ−iω� λ > 0� ω ∈ R

����!�$

%�������� � ��������� ���������������

s2
ξ(t) =

∫ t

0

|ξ(u)|2 du� rξ(t) =

∫ t

0

|ξ(u)|2 dθ(u)�

�
�� θ(t)� t � 0 � ���������
ξ(t) = |ξ(t)| eiθ(t)$

&������ 
��� �� ω ���� �
� �����
��������
��� '�	��!���

ω̂ξ(t) =
rξ(t)

s2
ξ(t)

�

����''�
sξ(t) (ω̂ξ(t) − ω)

D
= N (0, 1) ������ t � 0 ����!��

�
��
D
= (����� �� ���������� �����������$

)''�� �� �����!��'�� �� � �������� 
��� ��� �����������
� �
��(������� � ���
�� � 
���� �� ���������� ������� '�	��!� ������ ���������� �$ *� �����!��� �������
*��� � +��������� !� ,���� -./ ���������� ���� !� ���������� � 0��� �������!���
���������� ��������!�!��$ )�
��� ��''�� '�����1������� 2������ -34/� 5������ !�
,
������� -36/$ *��� -4/�'�� ����� �� �����!���� 7(� �������" '�����1���� 2������
� �����!��� ���1��!�!���$

0��������
� �� �� ���1���� X(t)� t � 0 �!�������� �� ��� � !��!�" *8 �����������(
dX1(t)
dX2(t)

)
=

( −λ −ω
ω −λ

)(
X1(t)dt
X2(t)dt

)
+

(
dW1(t)
dW2(t)

)
, �6#

�
�� W (t)� t � 0� � ��������� �!�������� � ��������� !� λ � 0� ω ∈ R$ )���� �
��������� ������������ � ������������

s2
X(t) =

∫ t

0

(X2
1 (u) + X2

2 (u)) du, rX(t) =

∫ t

0

(X1(u) dX2(u) − X2(u) dX1(u)).

*� ω ���� �
� �����
��������
��� '�	��!��

ω̂X(t) =
rX(t)

s2
X(t)

,

!�
sX(t) (ω̂X(t) − ω)

D
= N (0, 1) ������ t > 0$
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��� ��������� � d������	��� X(t)� t � 0

���������� ������ � �������	
 �	������	����� ������������������� �� ��� 

dX(t) = AX(t)dt + dW (t)� t � 0�

���� W (t)� t � 0 � ��������� d������	��� !������
������� �� A ��� d×d �����"� #���
A��� �� X(0) ��	���� ������� ���� 
��������� ������ ���$����� ���� �	 A �����" %�	�����
��������� ���������� ������� ��"��������������� %������� &������� �������� ����	�
���'�

(�& )*+, �� -�	���� )./, �������� ����� �&������� ��%%�����	��� 
������������ #�$�
(�& �� ��� 0��$��� )*1, ����� ��%%�����	��� ���������2����� 3 ����	�������%�� ������
���$��� ���� )*1, 
��������� �����2����
�� �	 ���2��� ���	 ����� � 
��������� ��� ���	����
��������� ���� ���

��������� � �������	
 ��%%�����	��� 
��������� 

dX(t) =

(
−λId +

m∑
i=1

ωiCi

)
X(t)dt + dW (t), X(0) = 0, 4*5

���� Id � d × d�� �����������" �� λ, ω1, . . . , ωm ∈ R �	 ���������� &�����������
����%%� C1, . . . , Cm ���	2���� 
������	���������� �����"��� ����� ω = (ω1, . . . , ωm)�

��"��������������� %������� � �������	
 

ω̂X(t) = σ−1
X (t)rX(t)�

���� σX(t) m × m��� �����"

σX(t) =

(∫ t

0

〈CiX(s), CjX(s)〉ds

)
1�i,j�m

�

�� rX(t) m������	��� ��	��&������

rX(t) =

(∫ t

0

〈CiX(s), dX(s)〉
)�

1�i�m

�

(�& �� ��� 0��$��� )*1,�%�� %�	���2������� ����

σ
1/2
X (t)(ω̂X(t) − ω)

D
= N (0, Im) ������ t > 0, 465

�� � (C1) − (C3) 
��������� ���$�������� ����

47.5 C�
i = −Ci, i = 1, . . . , m

47*5 (CiCj + CjCi)Ck = Ck(CiCj + CjCi), i, j, k = 1, . . . , m
4765 (CiCj + CjCi)(CkCl + ClCk) ∈ L(CuCv, 1 � u, v � m)� i, j, k, l = 1, . . . , m

���� L(CuCv, 1 � u, v � m) $����� � CuCv, 1 � u, v � m� ����' �����"�� �������� ����$���

3 ����	������� ���
 ������%�� %����$��� ���� (C3) 
������� 
��������� 

����� ���� ������ X(t)� t � 0 ��� 	
��
 
������� ��
��
��� ������ ��
� ���� (C1) ��
(C2) ��
����
�� ��
����
���� ����� ��� ��
����
�

/
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� ���������	�
 ���
���� ����������� ����� ��������� ����� ������ �� �������� �� ������
����� ���������� � �����������
� �� ���������� ��
!��"��
 �������� ������������
������
��"����� #������!� � d��������
� �������������
� �������${

Xk = QXk−1 + εk, k = 1, 2, . . . ,

X0 = 0,

�"�� εk d��������
� ���
� ������ ������ � k ��%�������� �������� ����� �� Q d×d�� �������
����
 � ������ ��
�� ���������� ���������� � ������ �%���"��% ������� ����������
���� ��� �� ������ ���������� � & ������� ���% �������� � ������� ���� �����������
�� ��
!��"��
 ������ ��	�������� ����������� ���	����� �������� ������ '������ �(Q)
� Q ������ ���������������� ���� � ������������ ������������������ ��������� (�
�(Q) < 1� ����� � ������� ����������� ���
 ��������������� ���	����������� ������
�!� )��� �� ������� ����� � Q ��������� ���
����� ��	����� ��������������� ��������
*���� +,-� +..-/� �������� "��
 εk �!�������� ������ ��������0� Eεk = 0� Eεkε

�
k = Σ 

(� �(Q) = 1� � ������� ������������ "� �(Q) > 1 ����������� "����� 1� �� ������
�
���� �!������% ����������2 ���
�������� �!����� ��$ � �������� ���
������ 	��������

������2��� �� �������� ���
������ ���
�����"�� "�����
��� �� �������� ���
������ � ����
���
�����
� ���
������ �!�������!� ������������2�� ����������� �� �������� ������
�� ��
��� ��%� �������2 ����!�
�� ������������ ��������� ������ ������ ������ ���� �
���3�
������ ������� �%������ ����!�
� ��������� ��������� �������� 

��� �� �����	
 ��
�����
 ���
��
� ����� ���������

� ���
���� ������� ���% �������� ����� �������� ������ ��������� ���������� � �����
�������� ������������� ��
!��"��
� ���"��������� ������� �������� ��
 ����� ��������
������ ��
!��"��
��"��${

X
(n)
k = α(n)X

(n)
k−1 + ε

(n)
k , k = 1, 2, . . . ,

X
(n)
0 = 0,

*&/

�"��

α(n) = 1 − γ(n)

n
, γ(n) → γ ∈ R.

�� ������ ������� ������������ �%������ ������ ������� ������������� ��������� ���
�
����� ��	������ ����������$

Z
(n)
k := X

(n)
k + m(n)h

(n)
k , k = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . ,

�"�� m(n) ∈ R �� ���������� ���������� �� h
(n)
k � k = 1, . . . , n� n = 1, 2, . . . ������ ����

������� '������ m̂
(n)
T1,T2

�� m(n) ��������� ���
����� ��	������{Z(n)
k : [T1n] � k � [T2n]}

���3�
������ �������� �"�� 0 � T1 < T2 
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�� m̂
(n)
T1,T2

�������	
���
�� ���

����� n → ∞ �
����� �	����� �

����

�
� ����
����

m̂
(n)
T1,T2

�
 �� m̂T1,T2 ���������������		� ���
��
 ������� ����� � ��
������ �	���	�	

����� �	���� Z(t) := Y (t) + mh(t)� {Z(t) : t ∈ [T1, T2]} m ���	��
 ������������

����	���! "����	��#�	����� �	
� m̂
(n)
T1,T2

������ �	���� �# �
 �
���� �
��� �	����
��
�	�����
� �� � �	����
����� 
���

�
� 
	���� ��
��� � ����� ��
����� �
�����! � 
���
��	�����
 �
���� ���

���� ��� ��������� �	
� m̂

(n)
T1,T2

��� ����� �
��� �	����
�� �	��

����
� �� γ(n) → 0!

� ���� ����	
�� 
���� ���	���� �� ������

$�����
�� � {Z(t) : t � 0} ���% ���#��
& '��
�����(�������� �	�������	�)⎧⎪⎨⎪⎩
dY (t) = −γY (t) dt + dW (t), t � 0,

Y (0) = 0,

Z(t) = Y (t) + mh(t), t � 0,

��	� γ ∈ R �
����  ��������� h : [0,∞) → R �
���� ��

����� �
 m ∈ R �� �
��������
 ��������!

*�
��� 0 � T1 < T2! +��	� "����� ,� �
 ��� -������ ./0 ���	��#�	���� m �����
�����������		� ���
��
���� � ����������! 1������ PZ �
 PY � Z �
 Y �	������	� �����
C([T1, T2] → R)�� 
������� ��������! 2� h ���
��� �	���	�	
�� ��3�����������% �

h(0) = 0� ���	� PZ �
 PY �������� ���������
�� �
 m ���������������		� ���
��
�
{Z(t) : t ∈ [T1, T2]} ��
4
����
�� ��� ��� � ���������)

m̂T1,T2 =
ζ̂T1,T2

ÂT1,T2

,

��	�

ÂT1,T2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ coth(γT1)h(T1)
2 + γh(T2)

2 +

∫ T2

T1

(
γ2h(t)2 + h′(t)2

)
dt,

�� γ �= 0� T1 �= 0�

h(T1)
2

T1

+

∫ T2

T1

h′(t)2 dt, �� γ = 0� T1 �= 0�

γh(T2)
2 +

∫ T2

0

(
γ2h(t)2 + h′(t)2

)
dt, �� T1 = 0�

5



ζ̂T1,T2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
γ coth(γT1)h(T1) − h′(T1)

)
Z(T1) +

(
γh(T2) + h′(T2)

)
Z(T2)

+

∫ T2

T1

(
γ2h(t) − h′′(t)

)
Z(t) dt, �� γ �= 0� T1 �= 0�

h(T1)Z(T1)

T1

+ h′(T2)Z(T2) − h′(T1)Z(T1)

− ∫ T2

T1
h′′(t)Z(t) dt, �� γ = 0 T1 �= 0�

(
γh(T2) + h′(T2)

)
Z(T2) +

∫ T2

0

(
γ2h(t) − h′′(t)

)
Z(t) dt, �� T1 = 0�

�������� m̂T1,T2 	�
����
 ���
���
� m ��
���� �
������ �
 1/ÂT1,T2 
��
�

��� ����
���������� ���� � h(0) = 0 �������� 
���
���
� ����� h(0) �= 0 �
 m �= 0 �
���	 � PZ �

PY ��
����� 
��	����
�
��� Y (0) = 0 �
 Z(0) = mh(0) �= 0 ������

����	�
�� ��
� �� ������ �� !" ��#��� 
�
������$⎧⎪⎨⎪⎩
X

(n)
k = α(n)X

(n)
k−1 + ε

(n)
k , k = 1, 2, . . . ,

X
(n)
0 = 0,

Z
(n)
k = X

(n)
k + m(n)h

(n)
k , k = 0, 1, 2, . . . ,

���� n = 1, 2, . . . �
 {α(n) : n = 1, 2, . . .} �
��
� �
 {h(n)
k : n = 1, 2, . . . ; k = 0, 1, 2, . . .}

�
��
����	 %�
�����
��� &���
 m(n) �����
��� 	�������
 ��'
��
� m̂
(n)
T1,T2

� {Z(n)
k :

[T1n] � k � [T2n]}� 0 � T1 < T2� ���(�����
�� ���%��	 � �)������*$

m̂
(n)
T1,T2

=
ζ̂

(n)
T1,T2

Â
(n)
T1,T2

,

����

Â
(n)
T1,T2

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
1 − (α(n)

)2)(
h

(n)
[T1n]

)2

1 − (α(n))
2[T1n]

+

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(∆h
(n)
j )2,

�� |α(n)| �= 1� T1 �= 0�

(
h

(n)
[T1n]

)2

[T1n]
+

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(∆h
(n)
j )2 �� |α(n)| = 1� T1 �= 0�

[T2n]∑
j=1

(∆h
(n)
j )2 �� T1 = 0�

+



ζ̂
(n)
T1,T2

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
1 − (α(n)

)2)
h

(n)
[T1n]Z

(n)
[T1n]

1 − (α(n))
2[T1n]

+

[T2n]∑
j=[T1n]+1

∆h
(n)
j ∆Z

(n)
j ,

�� |α(n)| �= 1� T1 �= 0�

h
(n)
[T1n]Z

(n)
[T1n]

[T1n]
+

[T2n]∑
j=[T1n]+1

∆h
(n)
j ∆Z

(n)
j , �� |α(n)| = 1� T1 �= 0�

[T2n]∑
j=1

∆h
(n)
j ∆Z

(n)
j , �� T1 = 0�

�������
∆h

(n)
j := h

(n)
j − α(n)h

(n)
j−1, ∆Z

(n)
j := Z

(n)
j − α(n)Z

(n)
j−1.

�	
�	
�	

��� ��
� m̂
(n)
T1,T2

m(n) ������� ������ �� 1/Â
(n)
T1,T2

�
������

� ����
	������ ������� ���	�	 �	��	�
� m̂
(n)
T1,T2

��
���������� ���	��	������ �� � ���
� 
��� �� � ������!�� ��	�� ���	�� �"
"��� ������������

����� ���� ������ ���� 	
�� h
(n)
k = h

(
k
n

)
� n = 1, 2, . . .� k = 0, 1, 2, . . . ����
�� ��������

h : [0,∞) → R� h(0) = 0 �
����� �
���
�
��� �����������	��� �����
����� ������ ���

�
������ 	
�� {ε(n)
j : j = 1, . . . , n} ������ n��� ���������� ��
�
� ��
������ ����� ���	���


��
���� 
� 1 ����������

#�$ �� n(1 − α(n)) → γ ∈ R� ���
�

m̂
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

D−→ m̂T1,T2 − m
D
= N

(
0,

1

ÂT1,T2

)
.

#��$ �� n(1 − α(n)) → ±∞� ���
�

√
n(1 − α(n))(m̂

(n)
T1,T2

− m(n))
D−→ N

(
0,

1∫ T2

T1
h(t)2 dt

)
.

%"�	��	
��!�	�&

#�$ '� α(n) = 1 − γ(n)

n
�
�� ��
� γ(n) → γ ∈ R� �����

m̂
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

D−→ m̂T1,T2 − m
D
= N

(
0,

1

ÂT1,T2

)
.

(



���� �� α(n) = 1 − γ(n)

n
���� 	
�� γ(n) → ±∞� ���
�

√
n(1 − α(n))(m̂

(n)
T1,T2

− m(n))
D−→ N

(
0,

1∫ T2

T1
h(t)2 dt

)
.

����� �� α(n) → α �= 1� ���
�

√
n(m̂

(n)
T1,T2

− m(n))
D−→ N

(
0,

1

(1 − α)2
∫ T2

T1
h(t)2 dt

)
.


������������ 	
�� m(n) �
�
����� ��� ���� ��������� ��������� ������ �����������
����� �� �������� ����
� α(n) ������	��� ��������� ��������� ��������� �����������

� ��������	�
� ��
�� �������� �� ������

 �����
������  !�"� �#$�
� � �%������$ �������� ������� �����
������ ���
�#���

X̃k = αX̃k−1 + εk, k ∈ Z,

�	
� ���������&&�� |α| < 1� '�������� �
�� �� ���
�� �����
������  !�"� �
#��� �
�
��(
�
� {

X̃
(n)
k = α(n)X̃

(n)
k−1 + ε

(n)
k , k ∈ Z,

Z̃
(n)
k = X̃

(n)
k + m(n)h

(n)
k , k ∈ Z,

�	
� n = 1, 2, . . .� �� |α(n)| < 1� n = 1, 2, . . . �
����� h
(n)
k � n = 1, 2, . . .� k ∈ Z ������

�� m(n)� n = 1, 2, . . . ���������� &����������� '����� ���� 	
�� {ε(n)
j : j ∈ Z} ���#��

n(�� ���������� ��
�
� ��
������� ����� ���	��� �����) �� 1 ��������
*��
�

EX̃
(n)
k = 0, D2X̃

(n)
k =

1

1 − (α(n))
2 , ���#�� k ∈ Z�

 � m(n) &�������� ��������� ��������� �������� m̃(n)� ����� {Z̃(n)
k : [T1n] � k � [T2n]}

���+���������� ���&����� T1 < T2 ������ � �%������$,

m̃
(n)
T1,T2

=
ζ̃

(n)
T1,T2

Ã
(n)
T1,T2

,

�	
�

Ã
(n)
T1,T2

=
(
1 − (α(n)

)2)(
h

(n)
[T1n]

)2

+

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(h
(n)
j − α(n)h

(n)
j−1)

2,

ζ̃
(n)
T1,T2

=
(
1 − (α(n)

)2)
h

(n)
[T1n]Z

(n)
[T1n] +

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(h
(n)
j − α(n)h

(n)
j−1)(Z̃

(n)
j − α(n)Z̃

(n)
j−1).

-



��������� �	�� 
 ��
��	��
��� �
���������������� �	��
�
�	�� {Ỹ (t) : t ∈ R}���

���� 
 ��������� �������� ��
��	��
��� ���	����


dỸ (t) = −γỸ (t) dt + dW (t), t ∈ R,


�	� γ > 0�

�� ��� ����
 ��
�
� !
�!�" #
�����	��
�
�� 
����
�

EỸ (t1)Ỹ (t2) =
e−γ|t2−t1|

2γ
.

��������� 
� ���	�� �
���������������� �	��
�
�	�� {Z̃(t) : t ∈ R}��� 
���� 

���������$ {

dỸ (t) = −γỸ (t) dt + dW (t), t ∈ R,

Z̃(t) = Ỹ (t) + mh(t), t ∈ R,


�	� γ > 0 ����
� %


�!��
� h : R → R ����
� �����!��� !� m ∈ R 
� ����
�����
%


�!��
�

& ��������� �
���!��� ���	��'�	���� (


�� )
% !� �
� *��+��� ,-.���� 
� m �
/��

�����������		� �����!�!
��� 0����+� P
eZ !� P

eY 
� Z̃ !� Ỹ �	��
�
�	� ���
� C([T1, T2] →
R)�� ����
��� �!
�!������ 1
 h �!����
 �	���	�	�
� ��2�
�������
� � 
��	
 P

eZ !� P
eY

�����
������ !� m �
/������������		� �����!��� ���� {Z̃(t) : t ∈ [T1, T2]} ���3����
���!��� 
�
%���� 
 ���������$

m̃T1,T2 =
ζ̃T1,T2

ÃT1,T2

,


�	�

ÃT1,T2 = γh(T1)
2 + γh(T2)

2 +

∫ T2

T1

(
γ2h(t)2 + h′(t)2

)
dt,

ζ̃T1,T2 = γh(T1)Z̃(T1) + γh(T2)Z̃(T2) + h′(T2)Z̃(T2) − h′(T1)Z̃(T1)

+

∫ T2

T1

(
γ2h(t) − h′′(t)

)
Z̃(t) dt.

�	������ m̃T1,T2 �	
����� ��	�����4 m ��
�
� !
�!���� !� 1/ÃT1,T2 �� 
���
�� & ������
�
���� ��������� �!���� 
 �!
 ���'���4 ������� �
�	�� �
���!��� �

�
��
� 
 ��
�
��	��
��� ��������

����� ���� ������ ���� 	
�� h
(n)
k = h

(
k
n

)
��
��
 n = 1, 2, . . .� k ∈ Z �����
� ���

h : R → R ������� �
���


��
 ������
����	��� ������
���� ������ ��� �
������ 	
��

{ε(n)
j : j ∈ Z} ��
��
 n��� ��������
� ��


� ��
������ 
���� ���	��� �������� �� 1

����������
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��� �� n(1 − α(n)) → γ ∈ (0,∞) �����

m̃
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

D−→ m̃T1,T2 − m
D
= N

(
0,

1

ÃT1,T2

)
.

���� �� n(1 − α(n)) → ∞ �����

√
n(1 − α(n))(m̃

(n)
T1,T2

− m(n))
D−→ N

(
0,

1∫ T2

T1
h(t)2 dt

)
.

����� �����	 n(1 − α(n)) → 0 
� ε
(n)
k ∼ N (0, 1)�


�� �� h(t) = c ��	��	 t ∈ R���� �������� c ∈ R ����
	� �����√
1 − α(n)

(
m̃

(n)
T1,T2

− m(n)
) D−→ N

(
0,

1

2c2

)
.


�� ���
��
	��

m̃
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

D−→ N
(

0,
1∫ T2

T1
h′(t)2 dt

)
.

��� �������	
���
 ���	� �

����� �� ����������

� �������	 
�����
 ������	 �������� 	���� ���
����� 	���������
�	� 
������
�	�
 �����
�����	� �����	��� �� ����

 �
! ��
��� "���������	��� ���# � ����
��
�	 ��	�������
������
 ���	����� ������
�� ��$�������	  �
�����������
 ���������	# %�����&
��	�  ���
�  �
���������� $��	 � 
������
 �
���!� d����	 	���������
'� 
���#

(� � ���������
��� ������ ���$������ ������� ���	����
� �������
�!� ���	���  ����
��� � ���������� ����
��
�	 �����	�������	 ��������
�#

)�����	����	 
������ � ����	��
 �� � ���
����' 
���
���� ����� ������ ����
��
�	
������
�����	 ����������	��� ��� ��$�������	 	��$����
����# *��������	 
��� "���
�������		 ���
���� �� � ��$���� �����	�����
#

���	� �

����� �� ���	�� �����
������ 	������������

+�	��
��	 � d��������!�� 	���������
�	� ��
����������!� 
������
�
,{
Xk = J(λ, d)Xk−1 + εk, 	-.�/�# # # ,

X0 = 0,

..



���� λ ∈ C �� d ∈ N� J(λ, d) ��	 d × d
�� ���
��
����� ������ λ ��������������

J(λ, d) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ 0 · · · 0
1 λ 0 ·
0 1 λ 0 ·
· · · · ·
· · λ 0
0 · · 0 1 λ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�� λ � ��
��� ���������� ����������� �� �� εk �������� ������	���� ��	 ���������
��� ��� ���� ����������� ���� ������� ����� �����	 ����!� ���	 � ���������� ����������
������� ��"������ λ̂n �	����� ��������� ��	 ���"����� d

������!� #�������
$������"�
���	���� �%��"�����������

nd(λ̂n − λn)
D−→ e(d−1)θi

∫ 1

0
Yd(t) dWd(t)∫ 1

0
|Yd(t)|2 dt

,

���� �� Y (t)� t ∈ [0, 1] ���	������ �

dY (t) = AY (t)dt + ΣdW (t) Y (0) = 0,

��	����� �
��� ��	 ������������� A ������
���� �� W (t)� t ∈ [0, 1] ����
��
� �������

�����&� d

������!� �� '�����
���	��������

(����	 ��%� ��� ��� ���	 �� ��	
������!� ������� � 
������� �
��& ��
��� ����

��������� ��������� ���	����� ��"����� ��������� � ��������� ���	����� �
��& ��
���
��	)�����!����� �����%�
���������
 ��"��������� ��	�� *�����)���� ���	��� 
����

��!��� ��� ������)��

+��	�� C
d � d

������!� ������� �������� ����� ���*���

〈x, y〉 := x�y, x, y ∈ C
d ������

� C
d
���� �������� ���������� �� ���	�� y �� y ������� ����%������� ,���� x ∈ C

d ������
� ��������

‖x‖ :=
√

〈x, x〉.
����� ���� - λ ��������� ��������� ���	����� ��"����� �� X1, . . . , Xn ���.�	������
�������

λ̂ :=

∑n
k=1

∑d
j=1〈Xk,j − Xk−1,j−1, Xk−1,j〉∑n

k=1

∑d
j=1 |Xk−1,j|2

,

���� Xk = (Xk,1, . . . , Xk,d)
� �� Xk,0 := 0�

/������)� n = 1, 2, . . . ������ � d

������!�� �������
�����& -0 ��
��� ����������{
X

(n)
k = J(λn)X

(n)
k−1 + ε

(n)
k , k = 1, 2, . . . , n,

X
(n)
0 = 0,
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���� {ε(n)
k } C

d����� �	��
��� ���
�
����� ���� 
��� 	� λn = ehn/n+iθ� ���� hn ∈ C�
hn → h ∈ C 	� θ ∈ (−π, π]� ����
� ������������� J(λn) → J(eiθ)� ����� λn → eiθ�
����� ����
������ ���� � ������ ��
���
 ����� ���
����� ����� �(J(eiθ)) = 1�

�����
��� ���
 � ���
� ����� ���
���� ������ λn ��
��	
�
	��� ��������� �	����
��
�����	�	
� �� � ���
� ����� ���� �� � ����
����!

λ̂n =

∑n
k=1

∑d
j=1〈X(n)

k,j − X
(n)
k−1,j−1, X

(n)
k−1,j〉∑n

k=1

∑d
j=1 |X(n)

k−1,j|2
,

���� X
(n)
k,0 := 0� ������ � ����
���� ���
��	�
 �� {ε(n)

k } �	��
��� �� ��
���

�!

��� "����� ε
(n)
k � k = 1, . . . , n� n � 1� C

d����� �	����
���� ��
��
����
� ��

�����

��#�
������ ��
������ 
������
� �� (F (n)
k )k=0,1,...,n;n � 1 $�

����
� �	���� %���

���� ������ t ∈ [0, 1] ���
	�

1

nt

[nt]∑
k=1

E

(
η

(n)
k

(
η

(n)
k

)�∣∣∣∣F (n)
k−1

)
P−→ 1

2
I2d �� n → ∞,

���� η
(n)
k := (&� (ζ

(n)
k ), '� (ζ

(n)
k ))� 	�

∀α > 0
1

n

[nt]∑
k=1

E(‖ε(n)
k ‖2χ{‖ε(n)

k ‖>α
√

n}|F
(n)
k−1)

P−→ 0 �� n → ∞.

����
 � ����
���� 
	
�� 
�� ����!

����� �	
	 ������ ���� 	
�� ε
(n)
k � k = 1, . . . , n� n � 1 ��
��� �������� � ��� ���������

���
�

nd(λ̂n − λn)
D−→ e(d−1)θi

∫ 1

0
Yd(t) dWd(t)∫ 1

0
|Yd(t)|2 dt

, ()*

�	
� �� Y (t)� t ∈ [0, 1] �
���
��
�

dY (t) = AY (t)dt + ΣdW (t), Y (0) = 0,

���� �� W (t)� t ∈ [0, 1] ������ ��������� �

����� d���
������ ��������
���
���

�
 !��! Σ := ���� (1, 0, 0, . . . , 0)� �� A �� ��!��� "
���������# 
!���� h ���!���������$

A :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
h 0 · · · 0
1 h 0 ·
0 1 h 0 ·
· · · · ·
· · h 0
0 · · 0 1 h

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

+,



� ��������� �	
�� 
�	
�� 
�������������� ����
�����


��������� � d	
������
�� �������	������ ��������	��������� ����������� ������� �
��������� ������������ � 
�!������"� �#������ ��#��
"������ �����������$

dY (t) = AY (t) dt + Σ dW (t), Y (0) = 0,

���� {W (t), t ∈ [0, 1]} � ����
��
� C
d	���� ������ %�����	��������& '�����(�� � �

������� %�����	���������� {W (t), t ∈ [0, 1]}	�� � R
2d	���� ����
��
 %�����	��������	

��� {W̃ (t), t ∈ [0, 1]}	��� ����
W̃ (t) := ()�W1(t), *�W1(t),)�W2(t), *�W2(t), . . . ,)�Wd(t), *�Wd(t)).

'�����(�� � �� {Y (t), t ∈ [0, 1]} ������� ���������� �� R
2d	���� ������

Ỹ (t) := ()�Y1(t), *�Y1(t),)�Y2(t), *�Y2(t), . . . ,)�Yd(t), *�Yd(t))

�����������& +���� � ����� ������� ������������ � 
�!������"��#������ ���������� �
��������� ���
� 
�!������"��#���������$

Ỹ (t) = ÃỸ (t) dt + Σ̃ dW̃ (t), Ỹ (0) = 0,

���� Ã	� �� Σ̃	� �� ��"������� �����������$

Ã :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
K 0 · 0
I2 K 0 ·
0 I2 K
· · ·
0 0 I2 K

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Σ̃ :=

⎛⎜⎜⎝
I2 0 · 0
0 0 ·
· ·
0 0

⎞⎟⎟⎠ = 
��# (1, 1, 0, 0, . . .),

K :=

(
)�h −*�h
*�h )�h

)
, I2 :=

(
1 0
0 1

)
.

,Ã �� Σ̃ ���
� 2d×2d �"������&- ��������� � W̃ �� Ỹ ���������� "���� C([0, 1] → R
2d)	

� #����"�� P
fW �� P

eY ����������& .��� �� ���������� P
eY ������/� ��������� P

fW 	�� �����
�� � )�
��	0���
�� 
����"��1 � �� ��"��� ����/$

dP
eY

dP
fW

(Ỹ ) = exp

{∫ 1

0

〈Σ̃�ÃỸ (u), dỸ (u)〉 − 1

2

∫ 1

0

〈ÃỸ (u), Σ̃�ÃỸ (u)〉du

}
, ,2-

���� Σ̃� 1����� Σ̃ �"���� ���� 
��������� ,�"�
 '���
 345-& 6������ �"����
� ��#� ���

Σ̃� = Σ̃& 7�#�� h .8	��������$

ĥ =

∫ 1

0
Y1(t) dY1(t)∫ 1

0
|Y1(t)|2 dt

,

9:



���� Y1 �� Y ������	 
������� ��
� ��������
�� ��� h ��	��������������� ���
��
�
�
�� Y ��
� ��������
���� 
����

������������ ���� ���� d = 1 �
���� �� ����� ����� ������
� 
�� ���

n(λ̂n − λn)
D−→
∫ 1

0
Y1(t) dW1(t)∫ 1

0
|Y1(t)|2 dt

,

�
 �� !���
� ���� �������

ĥ =

∫ 1

0
Y1(t) dY1(t)∫ 1

0
|Y1(t)|2 dt

= h +

∫ 1

0
Y1(t) dW1(t)∫ 1

0
|Y1(t)|2 dt

,

��� n(λn − λ) → h �
����

n(λ̂n − λn)
D−→ ĥ,

�"#�������� ���� � ��
�� �� ����$ ������ ���������%����� �����
��� ��������
 ���
��
�
� ���
����� 
�������
 ����$ ������ ���������%����� ��	��������������� ���
��
����
���#� ���� &'�
� ��� ()*+�,

-� d � 2 ��
���% ������
 ��� �����
��� ��#�� � ��
�� �� ����$ ������ ���������%�����
�����
��� ��������
 ���
��
� �
�� � ������	 � ���$ Y 
������� ����
% ��������
����

����

� ���������	�
� �
 ���������� ������
 ���������

��������

. ��

�� ����% "�"��� 
���������� �"���������%
 ���� �� �

��%
 
��������� #� ���%
� ������� ���
��
�#�� 
������������ . ��% (/+ �� ������ #��%
� �
 ������	�� ���$ .0&1,

��������� �
�� ����� #� ���% � ������� 
����
������ #��
��������

2����� �� � ���������� ������ #�#� �"���������%��� �� �

�� � #� ���% � ��� ���
�
��
�� �� % ������
3 �
 
������� ��
 
��������� �
����� ������������ ���� � ���
��

�����
����
� �� � 
������� �� �%��
 ������$ ��������
���� �� ������ ������� �� �
���
������
 ������$ ��������
��� �� ����� � �� ����� � ���� �� ��� �����
��� 4�����	�
� ���$ .0&1, �
����� ���� � 
������� #�
������
� �� �%����
� � #� ���% � ��� �%� ���
�
������� .0&), 
������� �
����� ���� ������� �% ��������
��3 ���
��
� �� � �� �����
 �
�����
 �������� ��"��� ������	���

������� �����	
���
� �� �	������	� �����


5�����
�� � d��������%
 
������� ��
 .0 
���������� {Ỹ (t) : t ∈ R}��� ����� �
�"#������ �������� ������� 
������� ��
 �������
�6

dỸ (t) = −AỸ (t) dt + Σ dW (t), t ∈ R, &7,
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���� A �� Σ d× d�� ��	
���
 ���� ���� A ������ ����	�
	�
���
 ����	�� � ����� 
����
�� {W (t) : t ∈ R} � d���������� �	����
� �����
��������	� ���� {W (t) : t � 0} ��
{W (−t) : t � 0} �����	��� d���������� �����
��������	�
�

�� {Ỹ (t) : t ∈ R} ��
� ��
��	� �
	�
 !�"����������	� ����
�

#�� (Ỹ (t), Ỹ (s)) = EỸ (t)Ỹ (s)� = e−(t−s)AB(0), s � t ���	���

���� � d × d�� B(0) ��	
�� � 
$��	
��% ��	
�� �������	 ����
	��� ���������&

AB(0) + B(0)A� = ΣΣ�. '()

*�
��	��
 ���	 �� ��	��	 �	�+����
�"� �, �������	�	� {Z̃(t) : t ∈ R}�	&

Z̃(t) = Ỹ (t) + Hm, t ∈ R,

���� H ��� ����
	 d × d�� ��	
�� �� m ∈ R
d �� ����
�	��� ��
���	�
 ��
	�
�

� ������
	�+��-�� -������	�"
 �� ���--� 	�	��	&

����� ���� ������ [T1, T2] ⊂ R� �� �	
���
 H−1 �

�� m ����������
������� �����

�	�� {Z̃(t) : t ∈ [T1, T2]} ��������	��
 ��������

m̃ = U−1V
eZ , './)

����

U = H�B(0)−1H + (T2 − T1)H
�A� (ΣΣ�)� AH, '..)

V
eZ = H�B(0)−1Z̃(T1) + H�A� (ΣΣ�)�(Z̃(T2) − Z̃(T2) + A

∫ T2

T1

Z̃(t) dt

)
. '.0)

�������

m̃ ∼ Nd(m, U−1). '.1)

������� ���� 	
��
��� �� �������
�� ���
�


*�
��	��
 � d���������� ��
� ����	��� �, �������	�	�{
dY (t) = −AY (t) dt + Σ dW (t), t � 0,

Y (0) = 0,
'.2)

���� A �� Σ 	�	��%����� d × d ��	
���
�

3

�
 �� {Y (t) : t � 0} �������	 ��
� ��
��	� �
	�
 !�"����������	� ����
�

#�� (Y (t), Y (s)) = EY (t)Y (s)� = e−(t−s)AB(0, s), 0 � s � t ���	���

.4



���� � B(0, s) d × d�� ���	
� �� ���


 ���	
� �������� ����	����� ����������

AB(0, s) + B(0, s)A� = ΣΣ� − e−sAΣΣ�e−sA�
.

���
����� ���� �� ������ ����
���	
�� �� ����������� {Z(t) : t � 0}���

Z(t) = Y (t) + m, t � 0,

���� m ∈ R
d �� 
���	����� ��	�����	  ����	!

"

�� �� ����
�� 
� 
��� �� ��#�#�$� 
��� ������% �����!

����� ���� ������ 0 < T1 < T2� �� m �	
	��
�
 {Z(t) : t ∈ [T1, T2]} �����

���������� 	�	���� �	���������������� ��������

m̃ = U−1VZ ,

	���

U = B(0, T1)
−1 + (T2 − T1)A

� (ΣΣ�)� A,

VZ = B(0, T1)
−1Z̃(T1) + A� (ΣΣ�)�(Z̃(T2) − Z̃(T1)) + A

∫ T2

T1

Z̃(t) dt

)
.

�������

m̃ ∼ Nd(m, U−1) 
����� ��

&'
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 �
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�	�� ����
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�	������� �� �� ����� 	
 	
� 
�
�� 	� ��� ����	� ��� �
� ����� 
�
���
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����� �
 	������� 	� ��� ������� �
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���
� � ������ 	� ��� ������� 	� ��� �������
��� ���	
� ���
��� �
������ ��� 
������
�� �������� !��
��� �� � �
� " �	
���
 ���
����	�#� ��������

$��	���������� ��	������� �	���� ���� ����� ������� �
� �

���� �
 ��� ���� ��������
��� ����	
 �� ��� �	��	��
�% ��� ����� 	� ��
��� �	���� �� ���� �
	��� �	 �������� ��
 
��
	���
� ��
������ ���� ������ �
� ��
 �� ��
���� ���� ������������� � �
 ������	
�
���	���������� �	���� ��� 
��������� 
�����	
�	��� �

��� ���� ����� 	� ��� ������� ��� ����
 � &	' �
� (�
)�
� ��*�� ���	�������
������� ��
 �� �	�
� �
 +����� ��"� �
� ,�
����� -��� � �� ����� $���.#� �		) ��� �� �
������ 	� ��� �	
�� �����
� ����
��	
 �	 ��� �	

����	
 ������
 ��� �������� �
�
��� ������� �	
��
�	�� ���� �	�����

��� ����������	
 ������ ����� ��/���
� � 
�� 	� �	����� �
 !��
��� �� ����� �� �����
	
 ���� �� ������� ��� ��
�����0���	
 	� ��� ��������� ������ 	� $���.� 1	��	�	�	� �
�
-�
� �2�� 3�
 �
� ��
 4�����
 ��5� ���� � ���������
��	
�� ��
�����0���	
 	� ������ 	

��� �	�
��' 
�	����� 6� ����
 	�� ��� ����� 	� �	���� �	� ����� ��� ������ �	��� � 
��	��
� ���� 	
� 	� ����� �	
����	
� �� ��
��7�	���

�
 !��
��� �� ����� ����� 	
 ��� �
� ���� �� ���� ���� 
���� �
������� 
���� ������
�
� �'
�	���� $8 �	����� �
 ��� ���� 
��� 	� ���� ���
��� �� �
��������� ��� �����
������	�� 	� ��� ����� 
�������� 	� ��� �������� ���� �	��� �
� ���� ��� �	

����	

������
 �������� �
� �	
��
�	�� ���� 
�	������� �
 ��� ���	
� 
��� 	� ���� ���
���

���� �
������ ���������
��	
�� $8 �	���� ��� �������� 6� ������� ���� ������ �����
��� �	�9���
� �������� ��� �
 (	���
 
	���� �	���

�
 !��
��� "� ����� �� ����� 	
 ���� �� ���� ��� ��������	
 	� ��� ���
 	� ���:
��������� $8 
�	������� ��� ����� ������	�� 	� ��� �������	� �
� ��� ;�����	
 	�
�	
�����
� �� ����������


 ����
���� ���	
��	�� �	�� ����� �	���	���	�� ���

����	���	��� �� ���������

�
 !��
��� � �� ����� ��� ��
�����0���	
 	� ��� ������ 	� $���.� 1	��	�	�	�� -�
� �2�
	
 ��� �'��� ����������	
 	� ��� ��'���� ��)����		� �������� <=,>? 	� ��� 
���	� 	�
��� �	�
��':������ �����	
�� ���� 	���� ���	���������� 
�	�����

��� �	�
��':������ �����	
�� ���	���������� 
�	���� ξ(t) = ξ1(t) + iξ2(t)� t � 0�

�@



��� �� ����� �� 	
� �	��
��	�� 
������	��� ����	��� �����

dξ(t) = −γξ(t)dt + dw(t)�

�
��� w(t) = w1(t) + iw2(t)� t � 0 �� � �	��
��
 ������� ������ ������� � ��� w1(t)
��
 w2(t) ��� ��
����
��	 �	��
��
 ���� �����
 ������ ���������� ��
 γ = λ− iω ��	

λ > 0� ω ∈ R�

�����
�� 	
� �	�	��	���

s2
ξ(t) =

∫ t

0

|ξ(u)|2 du� rξ(t) =

∫ t

0

|ξ(u)|2 dθ(u)�

�
��� θ(t)� t � 0 �� 
� ��
 ��

ξ(t) = |ξ(t)| eiθ(t)�

!	 �� "���� 	
�	 	
� ������� ��"���
��
 ��	���	� �#$�� �% 	
� �����
 ω ��

ω̂ξ(t) =
rξ(t)

s2
ξ(t)

�

��

sξ(t) (ω̂ξ(t) − ω)

D
= N (0, 1) %�� ��� t � 0�

�
���
D
= 
���	�� ������	� �� 
��	����	���� ������������� �� 
��� �� ����	 
��	����	����

��	 ���� �� �����	�	�� ������	�� &
�� �����	 ���  ��	 %������	�
 ��
 ������
 �� ��'
	������ �� (��	)� *���������� ����� +,-� ��������	�
 ����%� ��� �� %���
 �� .���"��
+/0-� $��	��� ��
 �
������� +/1-� 2����	�� (��	) +0- ���� �� ������	 ��� ����% �����
.���"��3� ��	
�
�

&
� �	�	����	 ��� �� ��%������	�
 ���� �� 	
� %�������� ���� $�	 �� �����
�� 	
�
	��'
���������� ����'�����
 �	�	������ ��	����������� ������� X(t)� t � 0� ����� �� 	
�
��� (

dX1(t)
dX2(t)

)
=

( −λ −ω
ω −λ

)(
X1(t)dt
X2(t)dt

)
+

(
dW1(t)
dW2(t)

)
, �14�

�
��� W (t)� t � 0� �� � �	��
��
 	��'
���������� ������ �������� ��
 λ � 0� ω ∈ R�
�����
�� 	
� �	�	��	���

s2
X(t) =

∫ t

0

(X2
1 (u) + X2

2 (u)) du, rX(t) =

∫ t

0

(X1(u) dX2(u) − X2(u) dX1(u)).

&
� ������� ��"���
��
 ��	���	� �% 	
� �����
 ω ��

ω̂X(t) =
rX(t)

s2
X(t)

,

��

sX(t) (ω̂X(t) − ω)

D
= N (0, 1) %�� ��� t > 0�

15



��� ��������	 �
��

� �������� �
� �� ��
���
���� �������
 ��� d����������
�
�
����� X(t)� t � 0� 	���� �� ��� ���

dX(t) = AX(t)dt + dW (t)� t � 0�

���
� W (t)� t � 0 �� 
 ��
��

� d����������
� �����
 �
����� 
�� A �� 
 d× d �
�
���
����� ���������� ������ �� ������� �� ��� �
�
�� A 
�� �� ��� ����
������� �� ���
�����
� �
��� X(0) �� �
��
 ��
� ��� ����
��� ��
�
�����  !� �� ���� �� ��� ���
��� ����
�
�� ��
���� 
 ��
�
� ����
�������" ���� �
����� �� ��� ����
���� #
�������$�������%
�
����� 
�� �������
�� 
� 
 	���

��&
���� �� �����
 �
��������

'
� ()*+ 
�� ,
&�%
� (-.+ ����� ���� ��
����� ��
 ��
����

� ��������������
�
#
�������$�������% �
������� ����� �
�� ��� 
���� �
���
��� '
� 
�� �
� /��0���
	
�� 
 ��������������
� 	���

��&
����� �� ����� ��
%�� ��� ��������� �� '
� 
��
�
� /��0��� �� ������	 ��
� 
 �

� �� ��� ���������� �� ����
1���� �� ()2+�

�������
 ��� ��������	 ��������������
� �
�����3

dX(t) =

(
−λId +

m∑
i=1

ωiCi

)
X(t)dt + dW (t), X(0) = 0, 4-56

���
� Id �� ��� d × d ���� �
�
��� λ, ω1, . . . , ωm ∈ R 

� ��%��� �


����
� 
��
C1, . . . , Cm 

� 7��� �%���������
�� �
�
�����

���  !� �� ω = (ω1, . . . , ωm)� �� 	���� ��

ω̂X(t) = σ−1
X (t)rX(t)�

���
� σX(t) �� ��� m × m �
�
��

σX(t) =

(∫ t

0

〈CiX(s), CjX(s)〉ds

)
1�i,j�m

�


�� rX(t) �� ��� m����������
� ������ �����


rX(t) =

(∫ t

0

〈CiX(s), dX(s)〉
)�

1�i�m

�

8� ()2+ �� �� �
���� ��
�

σ
1/2
X (t)(ω̂X(t) − ω)

D
= N (0, Im) ��
 
�� t > 0, 4-26

�� ���������� (C1) − (C3) 

� �
���7��� ���
�
4�-6 C�

i = −Ci, i = 1, . . . , m
4�)6 (CiCj + CjCi)Ck = Ck(CiCj + CjCi), i, j, k = 1, . . . , m
4�96 (CiCj + CjCi)(CkCl + ClCk) ∈ L(CuCv, 1 � u, v � m)� i, j, k, l = 1, . . . , m
���
� L(CuCv, 1 � u, v � m) ������� ��� ����

 ���� �� ��� �
�
���� CuCv, 1 � u, v � m�

8� ��
 7
�� ����
�� �� ������ ��
� ��������� (C3) �� ����
1�����

):



������� ���� ��� X(t)� t � 0� �� ��� ���	�

 ��
�� �� ����� ��� �
 
����
� ���� ���
	��������
 (C1) ��� (C2) ��� 
���
���� ���� ���� ����
�

� ������ ��	
���� �
 �����	

�� ������� 	
 ������ 
�������
 ������ ������ ��� ��������� �� ������ ��� ��
����� �
�
�������������� �� ����� ��� �� ������������� �� ��� ���� �� ��� ��������� �������
�������� ��� d������������ �
������������ �����{

Xk = QXk−1 + εk, k = 1, 2, . . . ,

X0 = 0,

����� ��� d������������ ��������
�� ������ ������ εk �������� ��� ������ ����� ��
���� k
 ��� ��� d × d ������ Q �� ��� 
� ���� ��������� �� ��� ������ !�� �(Q)
������ ��� �������� ����
� �� ��� ������ Q
 ����
 ��� �����
� �� ��� �����
�� ���
��
�� ��� ��������
�� �� ��� ������ Q� "��� �(Q) < 1
 ��� ����� �� ���� �� �� ������ ��
�������������� ����������� �� �� ����� ��� ���� 
���� ��� ���
������ ���� ��� εk#� ���
������ ���� Eεk = 0
 Eεkε

�
k = Σ
 ��� ����� �$
���� �������� %!&'( �� Q �� ��������������

������ %��� )*+
 ),,+(� "��� �(Q) = 1
 ��� ����� �� ���� �� �� 
������� �� 
�����������

���� �(Q) > 1 ��� ����� �� ���������� -�� 
������� ����� �� ���� ������ 
��� ���� ����
��� ���� ���� ��� �
�.��� �� �
�� ������ ��������� �� ��� ������������ �������
��� ��
����
 ���� �� ����
�� ��� 
��� ���� ���������� �� �� ������������ �������� �� ������������

��� ���� ���� ���� ���� /������� ��� ��������� ��� ��� ����� �� ��� � ���� �������
�
� ���� ���� ��������� ���� �������

��� ��� ����	�
 ��
�� �������

�� ��� /��� ���� �� ������� 	 �� ��
�� � ��$
���� �� ������ 
������� �� ������0{
X

(n)
k = α(n)X

(n)
k−1 + ε

(n)
k , k = 1, 2, . . . ,

X
(n)
0 = 0,

%*1(

�����

α(n) = 1 − γ(n)

n
, γ(n) → γ ∈ R.

"� ����
�� ��� $
������� ���������� ��� !&' �� ��� ��������������� m(n) �� ��� �����

Z
(n)
k := X

(n)
k + m(n)h

(n)
k , k = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . ,

����� m(n) ∈ R �� �� 
� ���� ��������� ��� h
(n)
k 
 k = 1, . . . , n
 n = 1, 2, . . . ���

 ���� ������������

!�� m̂
(n)
T1,T2

�� ��� !&' �� m(n) ����� �� ��� ������������ {Z(n)
k : [T1n] � k � [T2n]}


����� 0 � T1 < T2� 2
� �
����� �� �� ����������� ��� ����� �������
� �� m̂
(n)
T1,T2

��

,*



n → ∞� ��� ��� �������	�� 
������ m̂
(n)
T1,T2

��� ��� �
� m̂T1,T2 �� m 
���� ��
��� �
������	��� {Z(t) : t ∈ [T1, T2]}� ����� Z(t) := Y (t) + mh(t) 	� ��� ��	����
������	�������
��� ������� �	�� ���� �������	��� �����	�� h� �� �	����� ����� �����
�	��� �������	�� ������ ���
��� ������ �����
�� ��� ������ � ����	�� ������� �� ����� !�
����� ��� ���� m̂

(n)
T1,T2

	� ������ ��������	����� ������� 
�� ��� ����� �� �����������
	� ���� ���� 	� ��� ������ �����
�� ����� "�� ����	����� ���� �	�� 
� ���� �������� ����
m̂

(n)
T1,T2

�	��� ��� 
� ��������	����� ������ 	� γ(n) → 0�

���� �� ���� �	��	 
� ��
��

#	���� ����	��� � ��	���� $��� ����� ������	�������
��� ������� {Z(t) : t � 0} �	���

� ⎧⎪⎨⎪⎩

dY (t) = −γY (t) dt + dW (t), t � 0,

Y (0) = 0,

Z(t) = Y (t) + mh(t), t � 0,

����� γ ∈ R 	� � ����� ���������� h : [0,∞) → R 	� � ����� �����	�� ��� m ∈ R

	� �� ������� ����������


�� 0 � T1 < T2� %����� &�� ��� '�	(��� )*+ ������ ��� ������	�� ������ �� ���
�
� �� m� ,����� 
� PZ ��� PY ��� �������� ��������� �� C([T1, T2] → R) 
�
��� ��������� Z ��� Y � �������	�����

!� h 	� ��	�� ����	������� �	-�����	�
�� �	�� h(0) = 0� ���� ��� �������� PZ ���
PY ��� ���	������ ��� ��� �
� �� m 
���� �� ��� �
������	��� {Z(t) : t ∈ [T1, T2]}
��� ��� ����

m̂T1,T2 =
ζ̂T1,T2

ÂT1,T2

,

�����

ÂT1,T2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ coth(γT1)h(T1)
2 + γh(T2)

2 +

∫ T2

T1

(
γ2h(t)2 + h′(t)2

)
dt,

	� γ �= 0� T1 �= 0�

h(T1)
2

T1

+

∫ T2

T1

h′(t)2 dt, 	� γ = 0� T1 �= 0�

γh(T2)
2 +

∫ T2

0

(
γ2h(t)2 + h′(t)2

)
dt, 	� T1 = 0�

..



ζ̂T1,T2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
γ coth(γT1)h(T1) − h′(T1)

)
Z(T1) +

(
γh(T2) + h′(T2)

)
Z(T2)

+

∫ T2

T1

(
γ2h(t) − h′′(t)

)
Z(t) dt, �� γ �= 0� T1 �= 0�

h(T1)Z(T1)

T1

+ h′(T2)Z(T2) − h′(T1)Z(T1)

− ∫ T2

T1
h′′(t)Z(t) dt, �� γ = 0 T1 �= 0�

(
γh(T2) + h′(T2)

)
Z(T2) +

∫ T2

0

(
γ2h(t) − h′′(t)

)
Z(t) dt, �� T1 = 0�

��������� m̂T1,T2 �	 
����

� ��	�������� ���� ���
 m �
� �����
�� 1/ÂT1,T2 �
�� 
��� ���� ��� �		������
 h(0) = 0 �	 
����� �����	� �� h(0) �= 0 �
� m �= 0�
���
 ��� ���	���	 PZ �
� PY ��� 	�
��
�� ���� ��	���� �� ���� ������ 	�
�� Y (0) = 0
�
� Z(0) = mh(0) �= 0�

����� ��
	���� � 	����
�� �� 	������ ���� 	���� ��� ! ����
	⎧⎪⎨⎪⎩
X

(n)
k = α(n)X

(n)
k−1 + ε

(n)
k , k = 1, 2, . . . ,

X
(n)
0 = 0,

Z
(n)
k = X

(n)
k + m(n)h

(n)
k , k = 0, 1, 2, . . . ,

��� n = 1, 2, . . .� ����� {α(n) : n = 1, 2, . . .} �
� {h(n)
k : n = 1, 2, . . . ; k = 0, 1, 2, . . .}

��� "
��
 �
� {m(n) : n = 1, 2, . . .} ��� �
"
��
 ���������	�

#�� $%& m̂
(n)
T1,T2

�� ��� ��������� m(n) ��	�� �
 ��� ��	�������
	 {Z(n)
k :

[T1n] � k � [T2n]}� ����� 0 � T1 < T2 �	

m̂
(n)
T1,T2

=
ζ̂

(n)
T1,T2

Â
(n)
T1,T2

,

�����

Â
(n)
T1,T2

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
1 − (α(n)

)2)(
h

(n)
[T1n]

)2

1 − (α(n))
2[T1n]

+

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(∆h
(n)
j )2,

�� |α(n)| �= 1� T1 �= 0�

(
h

(n)
[T1n]

)2

[T1n]
+

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(∆h
(n)
j )2 �� |α(n)| = 1� T1 �= 0�

[T2n]∑
j=1

(∆h
(n)
j )2 �� T1 = 0�

'(



ζ̂
(n)
T1,T2

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
1 − (α(n)

)2)
h

(n)
[T1n]Z

(n)
[T1n]

1 − (α(n))
2[T1n]

+

[T2n]∑
j=[T1n]+1

∆h
(n)
j ∆Z

(n)
j ,

�� |α(n)| �= 1� T1 �= 0�

h
(n)
[T1n]Z

(n)
[T1n]

[T1n]
+

[T2n]∑
j=[T1n]+1

∆h
(n)
j ∆Z

(n)
j , �� |α(n)| = 1� T1 �= 0�

[T2n]∑
j=1

∆h
(n)
j ∆Z

(n)
j , �� T1 = 0�

���� ��� ���	����

∆h
(n)
j := h

(n)
j − α(n)h

(n)
j−1, ∆Z

(n)
j := Z

(n)
j − α(n)Z

(n)
j−1.


� ���	�
 ��	� m̂
(n)
T1,T2

�	� ��	� m(n) 	�� �	��	��� 1/Â
(n)
T1,T2

�

��� ���� ��	������ ��������� ��� 	��������� ���	����� �� m̂
(n)
T1,T2

	�� ��� �������
���� ������� �������� 	�� ���������� ���� �������

������� ���� ������� ���� h
(n)
k = h

(
k
n

)
	�
 n = 1, 2, . . .� k = 0, 1, 2, . . . �
�� ����

��
�� ����
������� �
��
���
���� 	����
�� h : [0,∞) → R �
�� h(0) = 0� �������

���� 	�
 ��� n� {ε(n)
j : j = 1, . . . , n} �
� 
�
���� ���� ��
� ��� ��

���� ��

��� �	 n(1 − α(n)) → γ ∈ R� ����

m̂
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

D−→ m̂T1,T2 − m
D
= N

(
0,

1

ÂT1,T2

)
.

���� �	 n(1 − α(n)) → ±∞� ����

√
n(1 − α(n))(m̂

(n)
T1,T2

− m(n))
D−→ N

(
0,

1∫ T2

T1
h(t)2 dt

)
.

	���

��� ��
� ��� �	 α(n) = 1 − γ(n)

n
�
�� γ(n) → γ ∈ R� ����

m̂
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

D−→ m̂T1,T2 − m
D
= N

(
0,

1

ÂT1,T2

)
.

���� �	 α(n) = 1 − γ(n)

n
�
�� γ(n) → ±∞� ����

√
n(1 − α(n))(m̂

(n)
T1,T2

− m(n))
D−→ N

(
0,

1∫ T2

T1
h(t)2 dt

)
.

��



����� �� α(n) → α �= 1� ����

√
n(m̂

(n)
T1,T2

− m(n))
D−→ N

(
0,

1

(1 − α)2
∫ T2

T1
h(t)2 dt

)
.

������ ���� �� ���� ��	� �� 	

��
���� �
 ������ ���������� ��� 
������� m(n)�

n = 1, 2, . . .� ������ �� �	
� �� ��� ��� �� ��� ��������� α(n)�

���� �� ������	�
� ���

� �	����
� �� ����


� ��������	
 ����� ��
� ��	��� �� ��� �����
 ��������	
 �������� ��

X̃k = αX̃k−1 + εk, k ∈ Z,

���	� �������	��
 |α| < 1�

�������	 � �������� �� ������� ��������	
 ����� 
�����{
X̃

(n)
k = α(n)X̃

(n)
k−1 + ε

(n)
k , k ∈ Z,

Z̃
(n)
k = X̃

(n)
k + m(n)h

(n)
k , k ∈ Z,

��	 n = 1, 2, . . .� ���	� |α(n)| < 1� n = 1, 2, . . . ��� h
(n)
k � n = 1, 2, . . .� k ∈ Z �	�

����� ��� m(n)� n = 1, 2, . . . �	� ������� ��	�
���	�� ������� ����� ���� ��	 ���
n� {ε(n)

j : j ∈ Z} �	� ������� 
��� ��	� ��� ��	����� ��

 ����

EX̃
(n)
k = 0, D2X̃

(n)
k =

1

1 − (α(n))
2 , ��	 k ∈ Z�

 �� !�" m̃(n) �� ��� ��	�
���	 m(n) #���� �� ��� �#��	������� {Z̃(n)
k :

[T1n] � k � [T2n]}� ���	� T1 < T2 ��

m̃
(n)
T1,T2

=
ζ̃

(n)
T1,T2

Ã
(n)
T1,T2

,

���	�

Ã
(n)
T1,T2

=
(
1 − (α(n)

)2)(
h

(n)
[T1n]

)2

+

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(h
(n)
j − α(n)h

(n)
j−1)

2,

ζ̃
(n)
T1,T2

=
(
1 − (α(n)

)2)
h

(n)
[T1n]Z

(n)
[T1n] +

[T2n]∑
j=[T1n]+1

(h
(n)
j − α(n)h

(n)
j−1)(Z̃

(n)
j − α(n)Z̃

(n)
j−1).

$%



����� ����	
�� � ����	����
 ������	����������� ������� {Ỹ (t) : t ∈ R}� ��	�� 	�
��� ����	����
 �����	�� ��

dỸ (t) = −γỸ (t) dt + dW (t), t ∈ R,

����� γ > 0 ��������	�
�

�� 	� � ���� ���� �����	�� ������� �	��

EỸ (t1)Ỹ (t2) =
e−γ|t2−t1|

2γ
.

����	
�� � ��	���
 ����	����
 ������	����������� ������� {Z̃(t) : t ∈ R}� �	 �� �
{
dỸ (t) = −γỸ (t) dt + dW (t), t ∈ R,

Z̃(t) = Ỹ (t) + mh(t), t ∈ R,

����� γ > 0 	� � ����� ���������� h : R → R 	� � ����� �����	�� ��
 m ∈ R 	�
�� ������� ����������

�� !"# ��� ������	�� ������ 	� ��� �
 �� ��� $%& �� m� '����� �
 P
eZ ��
 P

eY ���

�������� ��������
 �� C([T1, T2] → R) �
 ��� ��������� Z̃ ��
 Ỹ � �������	 ��
� ��
h 	� ��	�� ����	������
 
	(�����	����� ���� ��� �������� P

eZ ��
 P
eY ��� �)�	 �����

��
 ��� $%& �� m ����
 �� ��� ����� ��	��� {Z̃(t) : t ∈ [T1, T2]} ��� ��� ����

m̃T1,T2 =
ζ̃T1,T2

ÃT1,T2

,

�����

ÃT1,T2 = γh(T1)
2 + γh(T2)

2 +

∫ T2

T1

(
γ2h(t)2 + h′(t)2

)
dt,

ζ̃T1,T2 = γh(T1)Z̃(T1) + γh(T2)Z̃(T2) + h′(T2)Z̃(T2) − h′(T1)Z̃(T1)

+

∫ T2

T1

(
γ2h(t) − h′′(t)

)
Z̃(t) dt.

$���� ��� m̃T1,T2 	� �������
 
	���	����
 �	�� ���� m ��
  ��	���� 1/ÃT1,T2 �

������� ���� ������� ���� h
(n)
k = h

(
k
n

)
	�
 n = 1, 2, . . .� k ∈ Z �
�� ���� ��
��

����
������� �
��
���
���� 	����
�� h : R → R� ������� ���� 	�
 ��� n� {ε(n)
j : j ∈ Z}

�
� 
�
���� ���� ��
� ��� ��

���� ��

*	+ �	 n(1 − α(n)) → γ ∈ (0,∞) ����

m̃
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

D−→ m̃T1,T2 − m
D
= N

(
0,

1

ÃT1,T2

)
.

,-



���� �� n(1 − α(n)) → ∞ ����

√
n(1 − α(n))(m̃

(n)
T1,T2

− m(n))
D−→ N

(
0,

1∫ T2

T1
h(t)2 dt

)
.

����� ��� n(1 − α(n)) → 0 ��� ε
(n)
k ∼ N (0, 1)	


�� �� h(t) = c ��
 ��� t ∈ R ���� ���� c ∈ R� ����√
1 − α(n)

(
m̃

(n)
T1,T2

− m(n)
) D−→ N

(
0,

1

2c2

)
.


�� ����
�����

m̃
(n)
T1,T2

− m(n)

√
n

D−→ N
(

0,
1∫ T2

T1
h′(t)2 dt

)
.
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��� 	
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���� �
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�� �� �
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��
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� ��� ����
��� �
��
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���# �� ���� ���� 
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����� ����������
� ������� 
��� 
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��� d��� 	
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���� 
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	���#

$��� ���� 
� �
���� �� �
���� ���	�
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����� ��
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 ��
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��� 
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���� ������ �
 ��������
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��
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���#
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��
��� �� ���� ��� �
����� ��'����

� �����
�
� �( "� 
� ��� ������
�
��� 
� ��� 	
��	���� �
���� 
� ��� ���
��� 	
�����
�� ���� �
���# �� �� �����������
�
 �
�� ��
� ��� ( " 
� ��� ������
��� �� ��� ���
��� 	
�����
�� ���� �
��� �������

��� 
� ��� )��� 	

����
�� 
� ��� ��
	���# (
���	�� 	
�������� 
� ��
 
� �
�� �
��
�
��
	'� ���� 
��
 �������#

������ 	
���
�� �� ������ ���� �������
� �������� �
 �����


������ ����

�
������ ��� d��������
�
� 	
�������
���� 
��
���������� �
���{
Xk = J(λ, d)Xk−1 + εk, '*+�,�# # # ,

X0 = 0,

,-



����� λ ∈ C ��� d ∈ N� J(λ, d) �	 � d × d 
����� �� 
����� ���
�� ���
� ����
���������� λ�

J(λ, d) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ 0 · · · 0
1 λ 0 ·
0 1 λ 0 ·
· · · · ·
· · λ 0
0 · · 0 1 λ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
��� λ �	 ��� ������� ����
���� �� ��� 
�����

�� ��� �����
 ����������	 εk 	���	�� � �	���� ������ ������� ���������� ���� �� �����

���� ��� 	������� ���
���	�� ��� �� ��� ���������� λ̂n ��������	 ������ �� � ����������

�� � 	������ d���
��	�����  ��	�����!�������� �����		�

nd(λ̂n − λn)
D−→ e(d−1)θi

∫ 1

0
Yd(t) dWd(t)∫ 1

0
|Yd(t)|2 dt

,

����� ��� �����		 Y (t)� t ∈ [0, 1] �	 ����� ��

dY (t) = AY (t)dt + ΣdW (t) Y (0) = 0,

���� � ������� 
����� A� ��� W (t)� t ∈ [0, 1] �	 � 	������� ��
���� d"��
��	�����
#����� �����		�

#� ��	� ����� ���� �� ��� ������
��	����� 
���� ��� ��� �� ��� ��	����� ��
�


����	 ��������	 �� ��� $�� �� ��� ���%����� �� ��� �����	������� ���������	 ��
�


�����

�� d � 2 ���� 	��� ��������	��� ���	 ��� �����

��� C
d �� ��� 	���� �� ��� d"��
��	����� ��
���� ����
� ������	� ��� �	

��������� ��� ������ �	�� ��������

〈x, y〉 := x�y ��� x, y ∈ C
d

��� ��� 	����� ������� �� C
d� ����� y ������	 ��� ��
���� ���&����� �� y� #�

��������� ��� ���
 �� x ∈ C
d ��

‖x‖ :=
√
〈x, x〉.

�� �� ���� ���� ���	��������� ��� 	������ ���
 �� ��� ���%����� 
����� ���� �� ���

��������� ��� ��� �� λ �	 ������	�

����� ���� '�� ��� �� λ� ��	�� �� ��� ��	��������	 X1, . . . , Xn �	 ����� ��

λ̂ :=

∑n
k=1

∑d
j=1〈Xk,j − Xk−1,j−1, Xk−1,j〉∑n

k=1

∑d
j=1 |Xk−1,j|2

,

����� Xk = (Xk,1, . . . , Xk,d)
� ��� Xk,0 := 0�

()



��� n = 1, 2, . . . �������� 	
� �������� �
 d������������ �������������� ��
������� {

X
(n)
k = J(λn)X

(n)
k−1 + ε

(n)
k , k = 1, 2, . . . , n,

X
(n)
0 = 0,

����

�
��� {ε(n)
k } �� �� ����� �
 ������ ���	��� �� C

d ��� λn = ehn/n+iθ ��	
 hn ∈ C�
hn → h ∈ C ��� θ ∈ (−π, π]�  ������ J(λn) → J(eiθ) ����� λn → eiθ� !	 �� ����
	� ��� 	
�	 	
� ����� �� ������ ���	�"��� ����� �(J(eiθ)) = 1�

 ������� 	
� d������������ �������������� ������ ���	�"�� �� ������� #�����	��
��������# 	� 	
� ��
��� ����� $� ��� ��	����	�� �� 	
� ����	 "�
������ �
 	
� %&' �

λn �
��
 
�� 	
� 
�������# 
��� ��������# 	� %���� �(�)���

λ̂n =

∑n
k=1

∑d
j=1〈X(n)

k,j − X
(n)
k−1,j−1, X

(n)
k−1,j〉∑n

k=1

∑d
j=1 |X(n)

k−1,j|2
,

�
��� X
(n)
k,0 := 0�

%�	 �� ��	 	
� 
�������# �����	��� �� 	
� ������ ���	��"����� {ε(n)
k }�

��� ε
(n)
k � k = 1, . . . , n� n � 1� �� � 	����#���� ����� �
 ������ ��	�#��"�� ���	��#���

��*������� �� C
d ��	
 ������	 	� 	
� +�	��	���� (F (n)

k )k=0,1,...,n;n � 1 ���
 	
�	

�� ��� t ∈ [0, 1]

1

nt

[nt]∑
k=1

E

(
η

(n)
k

(
η

(n)
k

)�∣∣∣∣F (n)
k−1

)
P−→ 1

2
I2d �� n → ∞,

�
��� η
(n)
k := (�� (ζ

(n)
k ), !� (ζ

(n)
k ))� ���

∀α > 0
1

n

[nt]∑
k=1

E(‖ε(n)
k ‖2χ{‖ε(n)

k ‖>α
√

n}|F
(n)
k−1)

P−→ 0 �� n → ∞.

������� 	
�
 ������� ���� �		�
 ε
(n)
k k = 1, . . . , n� n � 1 �����
�� ��� ���������

���� ����

nd(λ̂n − λn)
D−→ e(d−1)θi

∫ 1

0
Yd(t) dWd(t)∫ 1

0
|Yd(t)|2 dt

, �,-�

���	� ��� �	����� Y (t)� t ∈ [0, 1] �� ����� �


dY (t) = AY (t)dt + ΣdW (t), Y (0) = 0,

��� W (t)� t ∈ [0, 1] �� � ������	� ������� d������������ �����	 �	������ ���	�

,�



Σ := ���� (1, 0, 0, . . . , 0)� ��� A �� ��� 	
���� �����
 ���� ���������� h�

A :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
h 0 · · · 0
1 h 0 ·
0 1 h 0 ·
· · · · ·
· · h 0
0 · · 0 1 h

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

��� �� ��� ���	
���� �� ��� 
������ ���������� ���� �����

�������	 
�� d���
�������� ��
����������� �	��
������������� �	����� ������ ��


�� ����
��� �� 
�� �
�����
�� ����	��
��� ����
���

dY (t) = AY (t) dt + Σ dW (t), Y (0) = 0,

���	� {W (t), t ∈ [0, 1]} �� � �
����	� �����	 �	����� ��
� ������ �� C
d� ��
 ��

����
�� 
�� ��
���� �	����� {W (t), t ∈ [0, 1]} ��
� 
�� �
����	� �����	 �	�����

{W̃ (t), t ∈ [0, 1]} �� R
2d! ���	�

W̃ (t) := ("�W1(t), #
W1(t),"�W2(t), #
W2(t), . . . ,"�Wd(t), #
Wd(t)).

��
 �� ����
�� 
�� ��
���� �	����� {Y (t), t ∈ [0, 1]} ��
� 
�� �	�����

Ỹ (t) := ("�Y1(t), #
Y1(t),"�Y2(t), #
Y2(t), . . . ,"�Yd(t), #
Yd(t))

��
� ������ �� R
2d�

$��� 
�� ����� ��
���� �
�����
�� ����	��
��� ����
��� �� ���������
 ��
� 
�� ���%

������ 	��� �
�����
�� ����	��
��� ����
���&

Ỹ (t) = ÃỸ (t) dt + Σ̃ dW̃ (t), Ỹ (0) = 0,

���	� Ã ��� Σ̃ �	� ������ �� 
�� ��������� ������ �� 
�
	����&

Ã :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
K 0 · 0
I2 K 0 ·
0 I2 K
· · ·
0 0 I2 K

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Σ̃ :=

⎛⎜⎜⎝
I2 0 · 0
0 0 ·
· ·
0 0

⎞⎟⎟⎠ = ���� (1, 1, 0, 0, . . .),

'(



�����

K :=

(
��h −��h
��h ��h

)
, I2 :=

(
1 0
0 1

)
.

�Ã �	
 Σ̃ ��� ���� 2d × 2d ����
�����

��	�

�� ��� �������� P
fW �	
 P

eY �	 C([0, 1] → R
2d) ��	�����
 �� ��� ����

��������� W̃ �	
 Ỹ � �������
����� �� 
� �	��	 ���� P
eY 
� ��������� ��	�
	���� �
��

������� �� ��� ������� P
fW �	
 ��� ��
����
��
�� 
��
���
�� ��� ��� ����

dP
eY

dP
fW

(Ỹ ) = exp

{∫ 1

0

〈Σ̃�ÃỸ (u), dỸ (u)〉 − 1

2

∫ 1

0

〈ÃỸ (u), Σ̃�ÃỸ (u)〉du

}
, �� �

����� Σ̃� 
�	���� ��� ����
� 
	����� ��� ��	����
!�
 
	������ �� ��� ����
" Σ̃ ����

#���$ %&'�� �� ��	 �� ���
�� ���
(�
 ���� Σ̃� = Σ̃�

)
	���� �� ����
	

ĥ =

∫ 1

0
Y1(t) dY1(t)∫ 1

0
|Y1(t)|2 dt

,

����� Y1 
� ��� (��� �����	�	� �� ��� ������" ������� Y � *� ��� +,- �� h 
���	
�
�	�� �	 ��� (��� �����	�	� �� Y �

.� ������ ���� 
	 ��� ���� d = 1 /������ �&�0�� ���� ����

n(λ̂n − λn)
D−→
∫ 1

0
Y1(t) dW1(t)∫ 1

0
|Y1(t)|2 dt

,

�	
 ��� ��12� ������� �
���

ĥ =

∫ 1

0
Y1(t) dY1(t)∫ 1

0
|Y1(t)|2 dt

= h +

∫ 1

0
Y1(t) dW1(t)∫ 1

0
|Y1(t)|2 dt

,

��	�� n(λn − λ) → h 
���
��

n(λ̂n − λn)
D−→ ĥ,

���� 
�� ��� ,*- �� ��� ���3�
�	� �� ��� 

������ �
�� ��
��� ��	������ �� ��� +,- ��
��� ���3�
�	� �� ��� ��������	

	� ��	�
	���� �
�� ��
��� �*�� ���� %�4'��

�� d � 2 ���	 ���� � �����
�	��
� 
��� 	�� ���
� ������� ��� �
�
� 

���
���
�	 ��
��� ,*- �� ��� ���3�
�	� �� ��� 

������ �
�� ��
��� 
���	
� �	 ��� ���� �����	�	�
�� ��� ������" ������� Y �

�� 
� ���� 
	������
	� �� ��	�
�	 ���� ��� ������" ������� Y 
� 
�
��	� 
	 ����� �	��
�� ��� (��� �����	�	� W1 �� ��� .
�	�� ������� W � �	
 ��� �
�
� 

���
���
�	 ��
��� ,*- ��	��
	� ��� ���� �����	�	� Wd� ��
�� 
�� �� 
�(	
�
�	� 
	
���	
�	� �� ���
(��� �����	�	� W1 �
� d � 2��

& 



� ���������� �	 �
� ���� �	 �
���������� �� ����

������

�� ������� 	 
� ����� ��� ����
����� �� ��� 
��� �� 
����������� �� ���������� ��
��� ���� �� ����� ��� ��� ����
����� �� ��� �����
� 
��� �� ����� ��� ��
�����������
�� !" ��������� �� ���������� #�� ��
 
�� �� �������$��� ��� ������
 �� ����
�����
�� ��� 
��� ��� ���������% ��� &��� ����� 
������
�������� ������$������� ����������
'� ���
 ���� ��� ������$������� ��������� ��� ����
����� �� ��� 
��� ��� ���������� ��
��� ��
������ �� ��� ������� �� (����������() ��� �� �� ��� ��� ���� �� ��� ��
������ ��
� (��
���$( ���� �� ��� ������
�������� �� !" ����) ��� 
��� ������ �� ����
����

���� �� ��� ��
���� �� !") 
���� ��� ������� ������� �����������%) ��� 
��� ��� ��
����
���� 
���� *�� �� �� +" �������) ��� 
��� ��� �� ����
���� 
���) �� ��� ����� ��
��� �������������� �,������ ��� ��
�����

���� �� ������	�
� �
 �
�����

�������� � d-��
�������� ���������% �� ������� {Ỹ (t) : t ∈ R}) 
���� �� ��� 
����%
���������% �������� ��

dỸ (t) = −AỸ (t) dt + Σ dW (t), t ∈ R,  ++"


���� A ��� Σ ��� d× d 
������� ���� ���� ��� ��$�������� �� A ���� ����������%
�������� ���� ����) ��� {W (t) : t ∈ R} �� � d-��
�������� �������� '����� �������)
����) {W (t) : t � 0} ��� {W (−t) : t � 0} ��� ����������� d-��
�������� ��������
'����� ����������

.�� ������� {Ỹ (t) : t ∈ R} �� � &��� 
��� /������� ������� 
���

��� (Ỹ (t), Ỹ (s)) = EỸ (t)Ỹ (s)� = e−(t−s)AB(0), ��� s � t)


���� ��� d × d 
����� B(0) �� ��� ���% �������� �� ��� 
����� �,������

AB(0) + B(0)A� = ΣΣ�.  +�"

0�
) �������� � ������� ���������% �� ������� {Z̃(t) : t ∈ R}) $���� �%

Z̃(t) = Ỹ (t) + Hm, t ∈ R,


���� H �� � ���
� d×d ���������� 
����� ��� m ∈ R
d �� �� �����
� ����
����

�������

������� ���� ��� [T1, T2] ⊂ R� �� H−1 ������ �	�
 �	� �����
� ������	���

��������� �� m ����� �
 �	� ����������
 �� {Z̃(t) : t ∈ [T1, T2]} �� ����
 ��

m̃ = U−1V
eZ ,  +1"

�+



�����

U = H�B(0)−1H + (T2 − T1)H
�A� (ΣΣ�)� AH, ����

V
eZ = H�B(0)−1Z̃(T1) + H�A� (ΣΣ�)�(Z̃(T2) − Z̃(T2) + A

∫ T2

T1

Z̃(t) dt

)
. ����

���������

m̃ ∼ Nd(m, U−1). ����

���� �� ���� �	��	 
� ���
���

���	
��
 � d��
���	
���� ��
� 	��
� �� �
���		{
dY (t) = −AY (t) dt + Σ dW (t), t � 0,

Y (0) = 0,
����

���
� A ��� Σ �
� �
�
�
�
� d× d ���

��	� ��� �
���		 {Y (t) : t � 0} 
	 � ��
�
���� �� 		
�� �
���		 �
��

��! (Y (t), Y (s)) = EY (t)Y (s)� = e−(t−s)AB(0, s), "�
 0 � s � t#

���
� ��� d × d ���

$ B(0, s) 
	 ��� ���� 	�� �
�� �" ��� ���

$ �% ��
��

AB(0, s) + B(0, s)A� = ΣΣ� − e−sAΣΣ�e−sA�
.

&��# ���	
��
 � 	�
"��� 	���
���
� �� �
���		 {Z(t) : t � 0}# '
!�� ��

Z(t) = Y (t) + m, t � 0,

���
� m ∈ R
d 
	 ��  �(���� ��
�����
 !����
�

������� ���� ��	 0 < T1 < T2
 ��� �
����� ���������� ��	��
	�� �� m �
���

�� 	�� ������
	��� �� {Z(t) : t ∈ [T1, T2]} �� ����� ��

m̃ = U−1VZ ,

�����

U = B(0, T1)
−1 + (T2 − T1)A

� (ΣΣ�)� A,

VZ = B(0, T1)
−1Z̃(T1) + A� (ΣΣ�)�(Z̃(T2) − Z̃(T1)) + A

∫ T2

T1

Z̃(t) dt

)
.

���������

m̃ ∼ Nd(m, U−1).

	��
�� ���� �� T1 = 0 	��� Z(0) = Y (0) + m = m ����� 	�� ������� �
��� �� 	��

�
�
��	�� m
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