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1 Bevezetés

Az értekezés a szerzd négy cikkén alapszik, melybdl harmat térsszerzékkel kozdsen,
egyet onalloan irt. A disszertacio ot fejezetbdl all: az elsé fejezet 6sszefoglalja a targyalt
kérdéseket és roviden ismerteti az eredményeket. A masodik az elméleti elgzményeket
foglalja 6ssze. A harmadik, negyedik és 6todik fejezet tartalmazza a szerzé altal elért
eredményeket.

Az autoregresszios modelleket évtizedek 6ta széles korben tanulményozzak, és alkal-
mazzak. Ennek oka a kovetkezd: a linearis modellek elég altalanosak ahhoz, hogy nagy
pontossaggal irjanak le fontos, a gyakorlatban el6fordulé idGsorokat. Tovabbi elényiik
abban rejlik, hogy matematikai szempontbol konnyen kezelhetGek.

A témakort attekintG elsé mi Box és Jenkins [10] nevéhez fiiz6dik. Fontos elméleti
eredmények taldlhatoak Fuller [15] és Lipster, Shiryayev [21]| konyveiben. Az autore-
gresszios folyamatok statisztikai kérdéseit Arato [3] miive foglalja 6ssze, tovabba felhivja
a figyelmet a diszkrét és a megfelel§ folytonos idejii modellek kozotti kapesolatra.

A disszertacié harom kiilonb6z6 modell paraméter becsléseit vizsgalja. A harmadik
fejezetben, mely az [1]| cikken alapszik, targyaljuk Arato, Kolmogorov és Sinay [6]
klasszikus eredményeinek altalanositasat. Pap és van Zuijlen [27| az eredeti eredményt
a komplex folyamat periédus paraméterének pontos eloszlasarol tobb dimenziora al-
talanositotta. A fejezetben targyalt eredmény kibgviti azon folyamatok osztalyat,
melyre az eredmény igaz, azaltal, hogy megmutatja: [27]-ben az egyik feltétel felesleges.

A negyedik fejezet, amely a [2] és a |3] cikken alapszik, kozel instabil, kozel stabil és
exploziv folyamatok AR modelleket vizsgdl. A fejezet elsd része diszkrét idejid model-
lek eltolds paramétereinek hatareloszlasat vizsgalja. Tovabba a diszkrét és a megfelelg
folytonos idejii modell paraméter becslései kozotti kapcsolatot ismerteti. A fejezet
méasodik részében kozel instabil modellek egyilitthatdo matrixanak becslését vizsgélja,
abban a specialis esetben, amikor a matrix Jordan-alakban van.

Az 6t6dik fejezet, amely a [4] cikken alapszik, tobbdimenzios AR folyamatok var-
hato értékének becslését targyalja: vizsgalja a becslés hatareloszlasat és a konzisztencia
kérdését.

2 Tobbdimenzios AR folyamatok paraméter becslé-
sének pontos eloszlasa

A disszertécio 3. fejezete Arat6, Kolmogorov és Sinay [6] eredményének altalanositasa-
val foglalkozik. Ezen eredmény szerint a komplex értéki elsérendi AR folyamatok pe-
riodusdnak maximum-likelihood becslése pontosan normalis eloszlasi. Legyen £(t) =
&1(t) + i€ (t), t >0, komplex értékii stacionarius autoregressziv folyamat, amelyet a



kovetkez6 sztochasztikus differencidlegyenlet ad meg:

de(t) = —&(t)dt + du(t),

ahol w(t) = wy(t) + twe(t), t > 0 standard, komplex Wiener-folyamat, (azaz w,(t) and
wy(t) fiiggetlen, standard, valos értékid Wiener-folyamatok) és v = A—iw, A > 0, w € R
esetén.

Tekintsiik a kovetkez§ statisztikdkat:

(1) = / )Py, ret) = / ()2 B (),

ahol 6(t), t > 0 a kdvetkezo .
E(t) = |€(t)] €.

Ismert, hogy az w periddus maximum-likelihood becslése:

we(1) re(t)

- s(t)
tovabba
se(t) (We(t) — w) 2 N(0,1) minden ¢>0 esetén,
ahol 2 jeloli az eloszlasok azonossagat.

Ebben az eredményben az a meglepd, hogy nem aszimptotikus tulajdonsagrol van
sz0, hanem az alkalmasan normalt becslés pontos eloszlasarol. Az eredményt elGszor
Arat6, Kolmogorov és Sinay [6] fogalmazta meg, és alkalmazta a Fold tengelyének
mozgasanak modellezésére. Ezutan tobben bizonyitottak: Novikov [24], Liptser és
Shiryayev [21|. Arat6 [4]-ben adott az eredményre 1j, egyszerii bizonyitast Novikov
modszerének segitségével.

Fogalmazzuk at az allitast X (¢), ¢ > 0 kétdimenzios, valos értékd AR folyamatra:

ahol W (t), t>0, a standard, kétdimenziés folyamat, és A >0, w € R. Ekkor a
megfeleld statisztikdk a kovetkezdek:

2(t) = / (X2(u) + X3(u) du,  rx(t) = / (5 () dX(1r) — Xo(us) dX, ().

Az w periodus maximum-likelihood becslése

és
sx(t) (Wx(t) —w) 2N(0,1)  minden ¢ > 0.
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Ekkor a kovetkezs kézenfekvs kérdés meriil fel. Tekintsiik a d-dimenzios X (t), t >0
folyamatot, melyet a kovetkezd sztochasztikus differencidlegyenlet ad meg:

dX(t) = AX(t)dt +dW(t), >0,

ahol W (t), t > 0 a standard, d-dimenziés Wiener-folyamat és A egy d x d matrix. Mely
A-ra és X (0) kezdeti értékre tett feltételek esetén teljesiil, hogy az A méatrix bizonyos
elemeinek alkalmasan normalt maximum-likelihood becslése pontosan normélis elosz-
last.

Pap [25] és Fazekas [14] talaltak ilyen specialis tobbdimenzios folyamatokat. Majd
Pap és van Zuijlen [27] adtak t6bbdimenzios altalanositast. A disszertacioban megmu-
tatjuk, hogy [27] feltételei gyengithetsk, az allitas igaz marad a feltételek egy részének
elhagyasa utan is.

Tekintsiik a kovetkez6 tobbdimenzios folyamatot:

dX(t) = (—)\Id + Z%C’i) X (t)dt + dW (t), X(0)=0, (2)

i=1
ahol I; a d x d-s egységmétrix és A\, wi,...,w,, € R az ismeretlen paraméterek,
tovabba (1, ..., C,, rogzitett ferdénszimmetrikus matrixok. Ekkor w = (w1, ... ,wm)T

maximum-likelihood becslése a kovetkezd:
wx(t) = ox' (t)rx(t),

ahol ox(t) m X m-es matrix

oxi = ([ex.cxena)

IV

és rx (t) m-dimenziods oszlopvektor

t T
(o) = ( [ (exeaxe)
0 1<i<m
Pap és van Zuijlen [27]-ben bizonyitottak, hogy
o 2(t)(@x(t) —w) 2N(0,1,,)  minden t > 0, (3)

ha a (C1) — (C3) feltételek teljesiilnek, ahol

(C1) O =-C;, i=1,...,m

(Cg) (CZC] + C]CZ>(CkCl + Cle) € ‘C(Cuova 1 < u,v < m); iaja kvl = 17 sy
ahol L(C,C,,1 < u,v<m) jeloli a C,C,, 1 <u,v < m, alaki matrixok linearis halojat.

A disszertacio elsé tételében belatjuk, hogy (C3) feltétel felesleges:

Tétel 2.1. Legyen X(t), t >0 (2) dltal megadott folyamat. Tegyiik fel, hogy (C1) és
(C2) feltételek teljesiilnek, ekkor (3) teljesiil.



3 Kozel instabil AR modellek

A disszertacié negyedik fejezetében kozel instabil, kdzel stabil és exploziv AR model-
leket vizsgalunk. A tobbdimenziés AR modelleket egyiitthaté méatrixuk segitségével
osztalyozhatjuk. Tekintsiik a d-dimenzios autoregresszios modellt:

Xk :QXk—1+5k7 k= 1,2,...,

XO = 0,
ahol g5, d-dimenzios valos vektor jeldli a k idGpontbeli véletlen zajt, és @) d X d-s matrix,
amely a modell egyik ismeretlen paramétere. A modell bévithets eltolds paraméter-
rel, ezt az esetet vizsgaljuk a 4. fejezet elsG részében. A masodik rész tartalmazza
az egyiitthatd matrix becslésének vizsgalatat specidlis matrixok esetén. Jelolje o(Q)
a () matrix spektrilsugarat, azaz a sajatértékei abszolutértékeinek maximuméat. Ha
0(Q) < 1, akkor a modellt stabilisnek vagy aszimptotikusan stacionariusnak nevez-
ziik. Mint az ismert, ekkor a ) legkisebb négyzetes becslése aszimptotikusan normalis
(lasd [1], [22]), feltéve, hogy e fiiggetlen, azonos eloszlasi, Fgj, = 0, Fegrel = 2.
Ha o(Q) = 1, a modellt instabilnak, ha o(Q) > 1 explozivnak hivjuk. Ez az oszta-
lyozas kiilonbo6z6 viselkedésti folyamatokat kiilonit el: a stabilis folyamatok csillapodo
jellegiiek, az instabil folyamatok bolyongashoz hasonléak, az exploziv folyamatok a zaj-
folyamattol lényegében fiiggetleniil robbanasszertien novekszenek. Az instabil modell

az utobbi id6k népszerid pénziigyi, kozgazdasigi modellje, tobbek kozott azért, mert a
megfigyelések szerint tézsdei, pénziigyi adatsorok leirdsara alkalmas.

3.1 Az eltolas paraméter becslése AR(1) modellben

A negyedik fejezet els§ részében kozel instabil modell sorozatot vizsgalunk. A kozel
instabil modellsorozat egyiitthatoi meghatarozott rendben tartanak egy adott instabil
modell egyiitthatojahoz:

{ XMW =amx p e k=12, (4)

x5 =0,
ahol
o™ =1-"1— M — 5 eR.

Az alabbi eltolas paraméterrel bévitett modell eltolds paraméterének legkisebb négy-
zetes becslését vizsgaltuk:

ZM = X" 4 m™Em k=12 n=12 ...,
ahol m™ € R az ismeretlen parameéter, és h,gn), k=1,...,n, n=1,2,... ismert kon-

stansok. Jelolje fﬁ% ?TQ az m™ legkisebb négyzetes becslését{Z,in) D [Tin] < k< [Ton)}
megfigyelések alapjan, ahol 0 < T < Ts.



Az fﬁ% ?Tz hatareloszlasat vizsgaltuk n — oo esetén, tovabbé Gsszefiiggést kerestiink
fﬁ% )7T2 és az mp 7, maximum-likelihood becslés kozott, amely a megfelels folytonos
idejii modell Z(t) := Y(t) + mh(t), {Z(t) : t € [T1,Tz]} m eltolasparaméteréhez
tartozik. Bebizonyitottuk, hogy 771(}: ?TQ minden modell tipus esetén aszimptotikusan
normalis, de a konvergencia sebessége sokkal kisebb a kozel instabil esetben. A sta-
cionarius esetet vizsgalva azt talaltuk, hogy m;’j )7T2 nem marad aszimptotikusan nor-

malis, ha ™ — 0.

A zér6 inditast kozel instabil AR modell
Tekintsiik a {Z(t) : t > 0} zér6 inditast Ornstein-Uhlenbeck folyamamtot:

dY (£) = =Y (t) dt + dW (1), >0,
Y (0) =0,
Z(t) = Y (t) + mh(t), >0,

ahol v € R ismert paraméter, h : [0,00) — R ismert fiiggvény, és m € R az ismeretlen
parameéter.

Legyen 0 < Ty < Ty. Ekkor Baran, Pap és van Zuijlen [7| bizonyitottak m maxi-
mum-likelihood becslésérsl a kovetkezot. Jelolje Py és Py a Z és Y folyamatok altal
C([Ty,Tz] — R)-n generalt mértéket. Ha h kétszer folytonosan differencidlhatd és
h(0) = 0, akkor P, és Py mértékek ekvivalensek és m maximum-likelihood becslése
{Z(t) : t € [T\, T»]} megfigyelések alapjan a kovetkezd:

~ CTl,TQ
mrm 1, = =< >

11,15

ahol

(

v coth(yTy)h(T1)* + vh(Ty)* + / (V?R(t)* + 1/ (t)?) dt,
T
if Y 7é 07 Tl 7& O:

A\Tl,T = h(T. 2 T>
: () +/ R'(t)*dt, if y=0, T} #0,
Tl T1

T
Yh(Ty)? +/ (V?h(t)* + 1'(t)%) dt, if Ty =0,
0

\



'bm?thOMTO—h%EDZUU+%dMﬂﬂ+h%BDZUD
+/ (V’h(t) = h'(t)) Z(t)dt, if v#0, Ty #0,

T

G = § ) () - ) 2n)

— [p2 R OZ()dt, i y=0 Ty #0,

(Vh(T3) + W(T»)) Z(T») + /T2 (v*R(t) =K' (t)) Zz(t)dt, if Ty =0.

\

Tovabba, my, r, normalis eloszlast m varhato értékkel és 1/ zzl\ThT2 szorassal. Meg-
jegyezziik, hogy a h(0) = 0 feltétel sziikséges, mivel h(0) # 0 és m # 0 esetén a Py és
Py mértékek szingularisak, Y (0) =0 és Z(0) = mh(0) # 0 miatt.

Tekintsiik most az eltolt AR (1) modell sorozatot:

*

XM =amX e, k=12,
x\m=o,
2 = X" +mOY, k=012,

aholn =1,2,...¢s {a™: n=1,2,.. }ismert és {h\" : n=1,2,...:k=0,1,2,...}
ismeretlen paraméterek. Ekkor m(™ legkisebb négyzetes becslése mi™.. a {Z,in)

11,12
[Tin] < k < [Ten]}, 0 < Ty < Ty, megfigyelések alapjan a kovetkezs:
~(n CTn,T
m(Tl),Tz = A(;) -
T1,T
ahol
( 9 2
(1 — (™) ) (hf;) 1) SENG
n ~ 1 (n)\2
1 (n)\2[T17] + Z (Ahj ) )
— (alm) j=[Tin]+1
if |a™]#1, Ty #0,
Aln)
ATI,T2 = (hg ]>2 [Tan]
" 2 i ()| —
+ Z if o' =1, Ty #0,
Timl
(Ten]
> (A2 it Ty =0,
( =1




( (1 - (a<”))2) R (T2n)

[Tin] ™ [Tin] 7 () K

(W& ()
ARAZY,

if |a™|#1, Ty #0,

j=[Tin]+1

Chi

T, T — h(”) (n) [T2n] o o
—[Tl[;l n[]“] + > ARAZM, i o™ =1, Ty #£0,
! j=[Tin)+1
(Ten]
STARTAZ, it T =0,
(=1
tovabbéa

Zh§”) = plM a(”)hyi)p ZZ](-n) =z _ o0 g0

J J Jj—1

Megjegyezziik, hogy fﬁg)’TQ m™ varhato értéki és 1/11%?:,,2 SzOrast.

A disszertacio masodik tétele jellemzi m% )T2 aszimptotikus viselkedését, és a diszk-

rét és a folytonos idejii modell kézotti kapcesolatot.

Tétel 3.1. Tegyiik fel, hogy h,(gn) =h (%), n=12,..., k=0,1,2,... esetén, valamely
h:[0,00) — R, h(0) =0 kétszer folytonosan differencidlhato fiiggvényre. Tegyiik fel
tovabba, hogy {55-”) : 7 =1,...,n} minden n-re fiiggetlen, azonos eloszldsi nulla varhatd

értékkel és 1 szordssal.

(i) Ha n(1—a™) — v €R, akkor
~(n)

_ )
My 'p, — M D D 1
—=2 S -—m=N|0,——].
vn Ay,

(ii) Ha n(1 —a'™) — +oo, akkor

1
Vil = a®) @ ey 2oar (0 ).

Kovetkezmények:

(i) Ha o™ =1— % gy, hogy 7™ — v € R, akkor

~(n)

_ n(n)
Mo — M D D 1
—2 s —m=N|[0,——|.
vn A 1y



(ii) Ha o™ =1 — % gy, hogy ™ — 400, akkor

n(1 —a™ m() —mm)y 2, __t .
VAL = at) (@, — m™) N( Tzh(t)sz

T

(iii) Ha o™ — a # 1, akkor

i —m™) 2 A {0 ! .
Vi =) (7(1—04)2]1? h(t)2dt>

Megjegyezziik, hogy m(™ sorozatra nem kell semmilyen feltevést tenni, ellentétben
azzal az esettel, amikor o™ egyiitthato legkisebb négyzetes becslését vizsgaljuk.

A stacionarius kozel instabil AR modell

A stacionarius AR(1) iddsor a kovetkezs egyenlet gyengén stacionarius megoldasa
)N(k :Oéjzk_l—f—Ek, ke Z,

ahol sziikségképpen |a| < 1. Tekintsiik most az eltolt stacionarius AR(1) modell soroza-
tot

XM =amx™ 4+ pez,

ZM =X 4 m< >h,§”’, keZ,

ahol n=1,2,...,és || <1, n=1,2,... tovabba h;"), n=1,2,..., k€ Zismert
6s m™, n =12, ...1ismeretlen paraméterek. Tegyiik fel, hogy {€§n) : J € Z} minden
n-re fiiggetlen, azonos eloszlast, nulla varhato értékd és 1 szorési.

Ekkor
1

1— (am)?’

Az m™ paraméter legkisebb négyzetes becslése m™, amely {Z,g") :[Tin] <k < [Tyn]}
megfigyeléseken alapszik, 17 < T, esetén a kiévetkezo:

EX™ =0, DX\ = minden k € Z.

~ (n Gy
mg’l),Tg = ~(;) : )
T1,T%
ahol
~ 5 [T%2n]
Ap = (1 — (a™) ) ( Tm) £ - ™A,
Jj=[Tin]+1
9 [T2n] N N
G = (1= @) ) MR Zitly + 30 () = a®)(Z — 7).
j=[T1n]+1



Tekintsiik most a stacionarius Ornstein-Uhlenbeck folyamatot, {Y(t) : ¢ € R}-t,
amely a kovetkezd egyenlet staciondrius megoldésa

dY (t) = —yY (t) dt +dW (),  teR,

ahol v > 0.

Ez egy nulla varhato értékd Gauss-folyamat, amelyre

~ ~ e lt2—t]

EY (1)F (1) = “—

Tekintsiik az eltolt Ornstein-Uhlenbeck folyamatot, {Z(¢) : t € R}-t, amely a
kovetkezo:

dY (t) = =AY (¢)dt +dW(t), t e R,
Z(t) = Y (t) + mh(?), teR,

ahol v > 0 ismert paraméter, h : R — R ismert fiiggvény, és m € R az ismeretlen
parameéter.

A kovetkezs eredményt bizonyitottak Baran, Pap és van Zuijlen [7]-ben az m maxi-
mum-likelihood becslésérsl. Jelolje Pz és Py az Z ¢s'Y folyamatok altal C([Ty, Ty] —
R)-n generalt mértékeket. Ha h kétszer folytonosan differencialhato, akkor P és Py
ekvivalensek és m maximum-likelihood becslése, mely {Z(t) : ¢ € [T}, T3]} megfigye-
leséken alapszik a kovetkezd:

. Cry /1
mn, = = s

11,15

ahol

T

Az, 3, = Yh(T1)? +vh(Ty)* + / (Y?R(t)* + 1'(t)?) dt,

T

Crimy = YD) Z(T1) + yW(T2) Z(T3) + W (To) Z(Ty) — I(T1) Z(T1)

+/2WMw4ﬂme@

T

Tovabba, my, 1, normalis eloszlast m varhato értékkel és 1/ Ap, 1, szorassal. A disszer-
tacio kovetkezd tétele a zérd inditast esethez hasonlé eredményt tartalmaz a sta-
cionérius esetben.

Tétel 3.2. Tegyiik fel, hogy h,(cn) = h(%) minden n = 1,2,..., k € Z esetén, eqy
h : R — R kétszer folytonosan differencidlhato figguényre. Tegyiik fel tovdbbd, hogy
{6571) . j € Z} minden n-re figgetlen, azonos eloszlasi nulla varhato értékkel és 1
szordassal.
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(i) Ha n(1—a™) — v € (0,00) akkor

~(n) __(n)

m m 5 1

LLmThB_mgN 0, '
vn Ary 1,

(ii) Ha n(1 —a™) — oo akkor

1
Vil = oM@ —mey 2z (0, ——— .

(iii) Legyen n(1—a™) —0 és ™ ~N(0,1).

(a) Ha h(t) =c minden t € R-re, valamely c € R esetén, akkor

T e, ) 2 (0.5

" 2c2

(b) Egyébként,
~(n)  (n)
m m 1
VAl () ——
vn TR (t)2 dt
1

3.2 Tobbdimenzids kozel instabil AR folyamatok

A negyedik fejezet mésodik részében kozel instabil, komplex-értékd folyamatokat vizs-
galunk, melyekben az egyiitthat6 matrix Jordan-alakban van. A sajatérték alkalmasan
normalt legkisebb négyzetes becslésének hatareloszlasat vizsgéaljuk. Bizonyitjuk, hogy

a hatareloszlas csak a folyamat utolso, d-edik komponensétdl fiigg.

Ez a modellosztaly eléggé specidlis, azonban gyakorlati szempontbdél gyakran hasz-

nos a legnagyobb sajatérték viselkedésének vizsgélata.

Foglalkozunk tovabba a diszkrét és a megfelel6 folytonos idejd modell sajatérték
paraméterének maximum-likelihood becslésének kapcsolataval. Vizsgaljuk tobb Jor-

dan-blokk esetében is a becslés viselkedését.

Kozel instabil AR modell Jordan-alaku egyiitthatoval
Tekintsiik a d-dimenzids, komplex-értékd autoregresszids folyamatot:

Xk = J()\,d)Xk_l + €k, k:1,2,. “ey
XO = O)
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ahol A € C és d € N, J(\,d) egy d x d-s, Jordan-alaki matrix A\ sajatértékkel:
0

O = >
_ > O
> o -
=)

. A0
o - - 01 A
és A a modell ismeretlen paramétere. Ha az ¢, véletlen zajfolyamat egy szokasos,
nem tul ers feltételnek tesz eleget, akkor bizonyithato, hogy a sajatérték alkalmasan
normalt becslése, A\, gyengén konvergél egy specidlis d-dimenziés Ornstein-Uhlenbeck
folyamat funkcionéljdhoz:

| —
D, (d-1)6i fo Ya(t) dWu(?)

nd(/)\\n - )\n> 1 )
Jo Ya(®)? di

ahol az Y (t), t € [0, 1] folyamatot a

dY (t) = AY (t)dt + XdW (t) Y (0) =0,
egyenlet adja, egy meghatéarozott A matrix-szal és W (t), t € [0, 1] standard, komplex-
értékd, d-dimenzios és Wiener-folyamattal.

Bizonyitjuk azt is, hogy az egydimenziés esetben a diszkrét ideji modell para-
méterének legkisebb négyzetes becslése konvergal a megfelel§ folytonos idejii modell
egyiitthatojanak maximum-likelihood becsléséhez, ilyen Osszefiiggés nagyobb dimen-
ziokra nem teljesiil.

Legyen C?* a d-dimenzios komplex vektorok tere. Jelolje
(z,y) = z'7, z,y € C? esetén

a C-beli skalaris szorzatot, és legyen 7 az y komplex konjugaltja. Ekkor = € C¢ esetén

X normaja:
2]} = v/, z).

Lemma 3.3. A )\ paraméter legkisebb négyzetes becslése az X, ..., X,, megfigyelések
alapjan
n d
ke 2t (K = Xy Xang)
o n d 2 )
Drmt 2t [ Kbl

ahol Xk = (ijl, ce ,Xk,d)—r és X;%O = 0.

A

Tekintsiik n = 1,2, ... esetén a d-dimenziés, komplex-értékd AR modell sorozatot:

{Xé") = JOWX + e, k=120, 5

x\M=o,
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ahol {\™} C%beli véletlen vektorokbol allé témb és X, = e™/"® ahol h, € C,
h, — h € Cés 0 € (—n,7]. Ekkor, nyilvanvaloan J()\,) — J(e¥), mivel \, — e%.
Ebbél kovetkezik, hogy a modell sorozat kozel instabil, mivel o(J(e?)) = 1.

Tekintsiik most a fenti kozel instabil modell A\, paraméterénak legkisebb négyzetes
becslését. Ez a fenti lemma alapjan a kévetkezd:

n d n n n
Zk:l Zj:1<Xlg,j) - Xlg—)l,j—lv XIE;—)LJ')
n d (n
S S X 12

A =

9

ahol X ,86) := 0. Tegyiik a kovetkezs feltevést az {5,(:)} véletlen zajsorozatra:

(C) Legyen 81(:), k=1,...,n, n>1, Chbeli négyzetesen integralhaté martingal
differencidk haromszog rendszere az (F,E"))kzo 1..mm >1 fltraciora nézve, ugy,
hogy minden ¢ € [0, 1] esetén

1 [nt]

nt
k=1

n 1
E(nl(c)<77k ’fk 1)£’2[2d ha n — oo,

ahol 7{™ := (Re (¢™), Im (¢")N7 6s

|
P
Va > 0 Z]E |€k I& X{|\6(")H>a\f}|fk 1) — 0 ha n— oo.

=
Ekkor a kévetkez tétel teljesiil:

Tétel 3.4. Tegyiik fel, hogy 5,(:), k=1,....,n, n>1 témbre teljesil a (C) feltétel.
Ekkor

()\ _/\) eld— 16f0Yd de()

NG R

ahol az Y (t), t € [0, 1] folyamatot
dY (1) = AY (D)dt + SdW (),  Y(0) =0,

adja és W (t), t € [0,1] esetén standard, komplezr, d-dimenzios Wiener-folyamat,
tovabbd 3 := diag (1,0,0,...,0), és A az aldbbi Jordan-alaki mdtriz h sajatértékkel:

h 0 0
1 h O
s 01 h O o
- h O
0 01 h
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A folytonos ideji modell egyiitthat6janak ML-becslése

Tekintsiik a d-dimenzios, komplex-értéki Ornstein-Uhlenbeck folyamatot, amelyet a
kovetkez6 sztochasztikus differencial egyenlet megoldasaként értelmeziink:

dY (1) = AY (t)dt + SdW(t), Y (0) =0,

ahol {W(t),t € [0,1]} a standard, C%beli értéki Wiener-folyamat. Azonositsuk a
komplex Wiener-folyamatot {WW(t),t € [0,1]}-t, a R*-beli standard Wiener-folyamat-

tal {W(t),t € [0,1]}-al, ahol
W (t) := (Re Wy (t),Im Wi (t), Re Wa(t), Im Wa(t), . .., Re Wy(t), Im Wy(t)).
Azonositsuk az {Y(¢),t € [0, 1]} komplex folyamatot az R*-beli értékii
Y (t) := (Re Yy(t), Im Yy (£), Re Ya(t), Im Y (t), . .., Re Yy(t), Im Yy(t))

folyamattal. Ekkor a fenti komplex sztochasztikus differencidlegyenlet ekvivalens a
kovetkezo valos differencidlegyenlettel:

Y(t) =AY (t)dt + SdW (),  Y(0)=0,

ahol A-t és -t az alabbiként értelmezziik:

K 0 - 0
I, K 0
A= 0 [2 K s

Y= : = diag (1,1,0,0,...),
0 0

Reh —Imh 10
K= (Imh Reh)’ I = (0 1)'
(A és 3 valos 2d x 2d matrixok.) Tekintsiik a W és Y folyamatok 4ltal C([0,1] — R*)-

n generalt Pj; és Py mértékeket. Mint az ismeretes, Py abszolat folytonos Pp-re nézve
és a Radom-Nikodym derivaltjuk az alabbi alaku:

G =o{ [EAT@.a7w) - 5 [T, @

ahol 2° jelsli ¥ métrix pszeudoinverzét (lasd Arato [3]). Kénnyen lathato, hogy itt
YO = ¥. Végiil h ML-becslése:

1=

Jo Ya(t) dvi(t)
Sy m)zdt

ﬁ:
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ahol Y; az Y komplex folyamat elsé komponense. Igy h maximum-likelihood becslése
csak Y els6 komponensétdl fiigg.

Megjegyezziik azt, hogy d = 1 esetén az el6z§ tétel allitasa szerint

~ P R ACKUA0

n(A, — ) : ,
Jo i) dt
és az Ito-formula alapjan
s_h i) B dne)
Jo Ya(t)[? dt Jo a2 dt

igy n(A, — A) — h esetén
n(n — An) — h,
kovetkezik, azaz a diszkrét ideji modell egyiitthatdjanak legkisebb négyzetes becslése
a megfelel§ folytonos ideji modell egyiitthatojanak maximum-likelihood becsléséhez
konvergal. (Lasd még [20].)
Ha d > 2 hasonl¢ allitas nem teljesiil. mivel a diszkrét ideji modell egyiitthatojanak

legkisebb négyzetes becslése csak a komplex értéki Y folyamat utols6 komponensétsl
fiigg.

4 Tobbdimenziés AR folyamatok varhaté értékének
becslése

A disszertacio otodik fejezetében tobbdimenzids autoregresszios folyamatok varhato
értékének becslésével foglalkozunk. Arato [3] targyalja valos- és komplex-értékid AR(1)
folyamatok ismeretlen varhato értékének statisztikai vizsgéalatat.

Ezeket az eredményeket alapul véve tobbdimenzidban keressiik a varhato érték becs-
lését zérd inditasu és stacionérius folyamatok esetén. Megmutatjuk, hogy a becslés
konzisztens, ha a folyamat peridédus jellegii komponenséhez tartozik, azonban ha csil-
lapitas jellegi komponenshez tartozik a paraméter, akkor ez nem teljesiil. Komplex-
értékid AR(1) esetén, ahol a folyamat viselkedése periodikus, a varhato érték jol be-
csiilhets. AR(2) folyamat esetén, akkor létezik jo tulajdonsagu becslés, ha a karakte-
risztikus egyenlet gyokei komplexek.

Becslés stacionarius AR folyamatok esetén

Tekintsiik a d-dimenziés staciondrius AR folyamatot, {Y(t) : ¢ € R}-t, amely a
kovetkez§ egyenlet gyengén stacionarius megoldésa:

dY (t) = —AY () dt + 2dW (),  teR, (8)
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ahol A és ¥ d x d-s métrixok tgy, hogy A minden sajatértékének pozitiv a valos része
és {W(t) : t € R} a d-dimenziés standard Wiener-folyamat, azaz {W(t) : t >0} és
{W(—t) : t > 0} fiiggetlen d-dimenzios Wiener-folyamatok.

Az {Y(t) : t € R} zér6 varhato értékii Gauss-folyamat, melyre
Cov (Y (1),Y(s)) =EY ()Y (s)T = e 94B(0), s<t esetén,
ahol a d x d-s B(0) méatrix a kovetkez6 matrix egyenlet egyértelmi megoldésa:
AB(0) + B(0)AT =x%T. (9)

Tekintsiik most az eltolt stacionarius AR folyamatot, {Z(t) : t € R}-t:

Z(t)=Y(t)+ Hm, teR,

ahol H egy ismert d x d-s matrix és m € R? az ismeretlen paraméter vektor.

A disszertacioban bizonyitjuk az alabbi tételt:

Tétel 4.1. Legyen [T1,Ty] C R. Ha létezik H™' akkor m mazimum-likelihood becs-
léese {Z(t) :t € [T\, T]} megfigyelések alapjdn:

m=U""V3 (10)
ahol

U=H"BO0)'"H+(T,-T)H A" (zx7)° AH, (11)

Vy=H B(0)'Z(Ty) + H' AT (2x7)° (Z(Tz) — Z(Ty) + A/T2 Z(t) dt) . (12)

T

Tovdabba

m ~ Ng(m,U™1). (13)
Becslés zéré inditasti AR folyamatok esetén
Tekintsiik a d-dimenziés zér6 inditasa AR folyamatot.

{dy(t) = —AY (t)dt + S dW(t), t=>0, (14)

Y (0) =0,

ahol A és Y tetszGleges d x d matrixok.

Ekkor az {Y(¢) : t > 0} folyamat zérd varhato értékid Gauss-folyamat, melyre
Cov (Y (1),Y(s)) =EY ()Y (s)T = e "1B(0,s), 0<s<tesetén,
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ahol a B(0,s) d x d-s matrix az alabbi matrix egyenlet egyértelmii megoldasa:

AB(0,s) + B(0,5)AT = 55T —e4nnTeA4"

Tekintsiik most az eltolt stacionarius AR folyamatot, {Z(t) : ¢ > 0}-t:

ahol m € R? az ismeretlen paraméter vektor.

Ebben az esetben is igaz az el6z6hoz igen hasonlo tétel.

Tétel 4.2. Legyen 0 < Ty < Ty. Az m paraméter {Z(t) : t € [11,T5]} megfi-
gyeléseken alapulo mazimum-likelihood becslése

m=U"'Vy,
ahol
U=B0,T)" + (T, - T)AT (27)7 4,
Ty _
Vy = B(0,T) ' Z(T) + AT (5x7)° (Z(T2) - Z(T)) + A/ Z(t) dt) .
T
Tovdbbd

m ~ Ng(m,U™Y)  teljesiil.
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1 Introduction

This dissertation deals with parameter estimation in discrete and continuous time
autoregressive processes. It is based on one paper of the author 2] and three papers
of the author with coauthors [1], [3], [4]. It contains five chapters. The first chapter
gives an overview of the subject and contains a summary of the results of the thesis.
The second chapter includes the preliminary results. Chapter 3, 4 and 5 contain the
author’s results.

Autoregressive stochastic models were widely studied and applied in the last decades.
The reason is the following: the class of linear models is wide enough to describe many
important empirical time series and can be handled well mathematically. In addition,
autoregressive models use parameters parsimoniously.

The first survey of the subject was given by Box and Jenkins [10]. Theoretical
results can be found in Fuller [15] and Lipster, Shiryayev [21]. Arato’s book [3] is a
summary of the topic drawing attention to the connection between the discrete and
the related continuous time models.

The dissertation treats three different types of models. In Chapter 3, which is based
on [1], we discuss the generalization of the classical result of Arato, Kolmogorov and
Sinay |6]. Pap and van Zuijlen [27| gave a multidimensional generalization of result on
the complex process. We widen out the class of models for which the result holds by
showing that one of their conditions is superfluous.

In Chapter 4, which based on |2| and [3|, we deal with nearly unstable, nearly stable
and explosive AR models. In the first part of this chapter we investigate the limit
behaviour of the shift parameter of the discrete time model and study the connection
between discrete and continuous time processes. In the second part of this chapter
nearly unstable multidimensional AR models are treated. We discuss time series where
the coefficient matrices are in Jordan normal form.

In Chapter 5, which is based on [4], we study the estimation of the mean of mul-
tivariate AR processes. The limit behaviour of the estimator and the question of
consistency is discussed.

2 Parameter Estimation with Exact Distribution for
Multivariate AR Processes

In Chapter 3 we treat the generalization of the result of Arato, Kolmogorov, Sinay [6]
on the exact distribution of the maximum likelihood estimate (MLE) of the period of
the complex-valued stationary first order autoregressive process.

The complex-valued stationary autoregressive process &(t) = & (t) + i&a(t), t =0,
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can be given by the stochastic differential equation (SDE)

dg(t) = —€(t)dt + dw(t),

where w(t) = wy(t) + iwq(t), t >0 is a standard complex Wiener process ( ie. ws(t)
and ws(t) are independent standard real valued Wiener processes) and v = A\ —iw with
A>0,wekR.

Consider the statistics

$2(t) = / ) Pdu,  re(t) = / ()2 dB (),
where 6(t), t > 0 is defined by
£(t) = [€(t)] 0.

It is known that the maximum likelihood estimate (MLE) of the period w is

and
se(t) (@e(t) —w) 2N (0,1) forall >0,

where 2 denotes equality in distribution. Surprisingly, we have an exact distribution,
not only an asymptotic property. This result was first formulated and applied in as-
tronomy in Arato, Kolmogorov, Sinay [6]. Complicated proofs can be found in Novikov
|24|, Liptser and Shiryayev |21]. Recently Arato [4] gave an elegant new proof using
Novikov’s method.

The statement can be reformulated also in the following way. Let us consider the
two-dimensional real-valued stationary autoregressive process X (t), t > 0, given by the

dXs(t) ) w = Xo(t)dt dWs(t) )’
where W(t), t >0, is a standard two-dimensional Wiener process, and A >0, w € R.
Consider the statistics

(1) = / (X2(u) + X2(w) du,  rx(t) = / (5 (u) dXo () — Xo(us) dX (u)).

The maximum likelihood estimate of the period w is

A rx(t)
0=

and
sx(t) (@x(t) —w) Z2N(0,1)  forall ¢ > 0.
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The following natural question can be formulated. Consider the d-dimensional
process X (t), t > 0, given by the SDE

dX (1) = AX(t)dt +dW(t),  t>0,

where W (t), t > 0 is a standard d-dimensional Wiener process and A is a d x d matrix.
Which conditions should be imposed on the matrix A and on the distribution of the
initial value X (0) in order that the suitably normalised MLE of some of its entries will
have exactly a normal distribution? This process is the so-called Ornstein-Uhlenbeck
process and considered as a generalization of Wiener processes.

Pap [25] and Fazekas [14| found some examples for stationary multidimensional
Ornstein-Uhlenbeck processes which have the above property. Pap and van Zuijlen
gave a multidimensional generalization. We could weaken the condition of Pap and
van Zuijlen by showing that a part of the conditions is superfluous in [27].

Consider the following multidimensional process:

dX(t) = (—)\Id + Z%@) X(t)dt +dW(t), X(0)=0, (16)
i=1
where [; is the d X d unit matrix, A\, wq,...,w,, € R are unkown parameters and
Ci,...,C,, are fixed skew-symmetric matrices.

The MLE of w = (w1, ... ,wy,) is given by
Ox(t) = ox' (t)rx(2),
where ox (t) is the m x m matrix
t
o (t) = ( / (CiX (s), CjX(s)>ds> |
0 1<i,jsm

and rx(t) is the m-dimensional column vector

T

et = [ (Cxeaxe)

1<i<m
In [27] it is proved that
o2t (@x(t) —w) EN(0,1,)  forallt >0, (17)

if conditions (C1) — (C3) are satisfied, where

(C1) C =-¢; i=1,...,m

(02) (CZCJ + CJCI)C]C = Ok(OZO] + OjCZ‘), i,j, k= 1, oo,

(03) (CZC] + O]CI)(CkCl + Cle) S E(C’UCU, 1 < u,v < m), i,j, k‘,l = 1, Lo,
where L(C,C,, 1 < u,v <m) denotes the linear hull of the matrixes C,C,, 1 < u,v < m.

In our first theorem we showed that condition (C3) is superfluous.
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Theorem 2.1. Let X (t), t >0, be the process given by (16). Let us suppose that the
conditions (C1) and (C2) are satisfied. Then (17) holds.

3 Nearly Unstable AR Models

In Chapter 4, nearly unstable, nearly stable and explosive AR models are studied. A
multidimensional AR model can be characterized by the help of its coefficient matrix.
Consider the d-dimensional autoregressive model

Xk:Qkal—i—gk? k:172>"'7
X0:07

where the d-dimensional real-valued random vector e, contains the random noise at
time k, and the d X d matrix @ is the unknown parameter of the model. Let o(Q)
denote the spectral radius of the matrix @), i.e., the maximum of the absolute values
of the eigenvalues of the matrix . When o(Q) < 1, the model is said to be stable or
asymptotically stationary. It is well-know that under the assumption that the ¢,’s are
iid. with Fe, =0, Ferel = X, the least squares estimate (LSE) of @ is asymptotically
normal (see [1], [22]). When o(Q) = 1, the model is said to be unstable or unstationary,
when o(Q) > 1 the model is explosive. The unstable model is also called unit root case
and have been the subject of much recent attention in the econometrics literature. In
part, this is because the unit root hypothesis is of considerable interest in applications,
not only with data from financial and commodity markets where it has a long history
but also with aggregate time series.

3.1 The Shifted AR(1) Process

In the first part of Chapter 4 we study a sequence of nearly unstable AR models:

X;in) = a<")X;Si)1 + 51(:)7 k=12,...,
X = (18)
0 - b
where (n)
n

We discuss the questions concerning the LSE of the shift-parameter m(™ of the model

ZM = X" 4 m™p" k=12 n=12 ...,
where m(™ € R is an unknown parameter and h,ﬁ"), k=1,....n, n=1,2,... are

known constraints.
Let m%)ﬂ be the LSE of m(™ based on the observations {Z,(Cn) [Tin] <k < [Tyn]},

where 0< 77 < T,. Our purpose is to investigate the limit behaviour of 7/7\1% ),Tz as
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n — oo, and the connection between m% )T2 and the MLE Mg, 1, of m based on

the observations {Z(t) : t € [T1,T5]}, where Z(t) == Y(t) + mh(t) is the shifted
Ornstein-Uhlenbeck process with some appropriate function h. We discuss these ques-
tions concerning nearly stable, nearly unstable and nearly explosive models, as well. It
turns out that fh%b )7T2 is always asymptotically normal, but the speed of convergence
is much less in the nearly unstable case. The stationary case will be also treated, when

ﬁl% ?TQ might not be asymptotically normal if ™ — 0.

Case of Zero Start AR Model

First, consider a shifted zero start Ornstein-Uhlenbeck process {Z(t) : t >0} given

by
dY (t) = =Y (t)dt + dW(t), t>0,
Y (0) =0,
Z(t) = Y (t) + mh(t), >0,

where 7 € R is a known parameter, h:[0,00) — R is a known function and m € R
is an unknown parameter.

Let 0<7T; < Ty. Baran, Pap and Zuijlen [7] proved the following result on the
MLE of m. Denote by Pz and Py the measures generated on C([T1, T3] — R) by
the processes Z and Y, respectively.

If h is twice continuously differentiable with h(0) = 0, then the measures P, and
Py are equivalent and the MLE of m based on the observations {Z(t) : t € [11, T3]}
has the form

. Cy 1
mnm, = = s
11,1

where

;

fwmmynman2+wm5f+/ﬁ(fmw?+ﬁ@ﬂcm
T
if 7%07 T17é07

A\T T — T, 2 Ts
v M1)+/ WA, if =0, Ti 0,
T, "

Ty

Yh(Ty)? +/ (V’h(t)> +1'()%) dt, if Ty =0,
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'bm?thOMTO—h%EDZUU+%dMﬂﬂ+h%BDZUD
+/ (V’h(t) = h'(t)) Z(t)dt, if v#0, Ty #0,

T

G = § ) () - ) 2n)

— [p2 R OZ()dt, i y=0 Ty #0,

(Vh(T3) + W(T»)) Z(T») + /T2 (v*R(t) =K' (t)) Zz(t)dt, if Ty =0.

\

Moreover, mq, 7, is normally distributed with mean m and variance 1 /ng,Tz-
We note that the assumption h(0) = 0 is needed because if h(0) # 0 and m # 0,
then the measures P, and Py are singular with respect to each other, since Y (0) =0
and Z(0) = mh(0) # 0.

Next, consider a sequence of shifted zero start AR(1) models

X]E;n) :Oé(n)X]E;Ti)1+5l(gn)7 k= 1727"‘7
x\M=o,
Z =XV +mWhY, k=0,1,2,...,

for n=1,2,..., where {a™ :n=1,2,...} and {h,(fn) :n=12...;k=0,1,2,...}
are known and {m™ :n =1,2,...} are unknown parameters.

The LSE T?L% ?Tz of the parameter m(™ based on the observations {Z,g") :
[Tln] <k< [Tgn]}, where 0< T} < Ty is

n)
~ (n) o CTl,Tg
My, = A\(n) )
T, T>

where

(1 (a2 (3™ )
- (a ) [Tin]
+

A,
1 — ()] > (Bn")

J=[Tin]+1
if |a™]#£1, T #0,

A\(Tn)T = ( ™ ) [Tyn)
T (b))
L ST @R o™ =1, Ty #£0,

[Tim] J=[Tin)+1
[T2n]
> (A2 it Ty =0,
{ 7=1
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( (1 - (a<”))2) R (T2n)

[Tin] ™ [Tin] 7 () K

(W& ()
ARAZY,

if |a™|#1, Ty #0,

j=[Tin]+1

Chi

T, T — h(”) (n) [T2n] o o
—[Tl[;l n[]“] + > ARAZM, i o™ =1, Ty #£0,
! j=[Tin]+1
(Ten]
STARTAZ, it T =0,
\ j=1

with the notation

J j—1

K20 1= 209 _ ol

J j—1-

We remark that ’I/?\”L% ?TQ has mean m( and variance 1/21\% ?TQ.

The next statement describes the asymptotic behaviour of 771% ?TQ and the connec-
tion between discrete and continuous time models.

Theorem 3.1. Suppose that h,(cn) =h (%) forn=1,2,..., k=0,1,2,... with some
twice continuously differentiable function h :[0,00) — R with h(0) = 0. Suppose
that for all n, {€§n) :j=1,...,n} arei.i.d., mean zero and variance 1.

i) If n(1 —a™) —~ R, then

~(n)

—m)
My p, — M D D N 1
f—wnﬁ@—m— 0,/\— .
n 71T

(i) If n(1 —a™) — Fo0, then

1
Vn(l —a™ mi . —my 2 N 0, 47— 1|.
( )( Tl,TQ ) T2 h(t)2 dt

T

Corollary 3.2. (i) If o™ =1— # with v™ — v € R, then

~(n)

_mm
My p, — M D D N 1
T—)m’fh’]&—m— O,A— .
n Ty,T

(ii) If o™ = — 2 with 7™ — o0, then

n

1
Vn(l —a™ i —my 2 N 0, 47— 1.
( )( Tl,TQ ) f:—[j;Q h(t)2 dt
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(iii) If a™ — a #1, then

S0y Poarl 1 '
Vil =) (’(1—a)2f£2h(t)2dt>

Remark 3.3. We note that no assumption is needed concerning the sequence m™,
n=1,2,..., unlike in case of the LSE of the coefficient ™.

Case of Stationary Nearly Unstable AR Model
A stationary AR(1) time series is the weakly stationary solution of
)?k :Ct)?k,1+€k, ke Z,

where necessarily |a| < 1.

Consider a sequence of shifted stationary AR(1) models

XM =amx™ 4+ ke,
ZM = X" 4 mmp" | kez,

for n=1,2,..., where |[a™| <1, n=1,2,... and hé,n), n=12..., k€Z are
known and m(, n =1,2,... are unknown parameters. Suppose again that for all
n, {6§-n) :j €Z} arei.id., mean zero and variance 1.
Then,
v (n v (n 1
EX™M =0, DX"=———  for keZ
1— (a™)

The LSE  m(™ of the parameter m(™ based on the observations {Z,gn) :
[Tln] < k < [TQTL]}, where T, < Ty is

*(n)
~ (n) o CTl Mp)

mr g%)’na
where
9 [Tan]
Ay, = (1= (0)) (ki) + D0 (A =R
j=[T1n]+1
Ton
Gn = (1= (a)7) Al Zizhy + S () — ORI - o)
j=[Tin]+1
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Next, consider a stationary Ornstein-Uhlenbeck process {Y (¢) : t € R}, which is
the stationary solution of

dY () = =AY (t)dt +dW (L),  teR,
where ~ > 0 necessarily.

It is a zero mean Gaussian process with

~ ~ e ta—t1]

EY ()Y (t2) =
(07 (6 =
Consider a shifted stationary Ornstein-Uhlenbeck process {Z(t):t € R}, given by

dY (t) = —yY () dt +dW (t), teR,
Z(t) = Y (t) + mh(t), teR,

where ~ > 0 is a known parameter, h:R — R is a known function and m € R is
an unknown parameter.

In [7] the following result is proved on the MLE of m. Denote by P and Py the

measures generated on C([T}, T3] — R) by the processes Z and Y, respectively. If
h is twice continuously differentiable, then the measures Pz and Py are equivalent

and the MLE of m based on the observations {Z(t) : t € [T}, T3]} has the form

~ o §T1,T2
mTl,TQ - ~ bl

T1,T>

where
T

Ap 1, = vh(T))? + vh(T)? + / (V’h(t)? + K (1)) dt,

T1
Cro iy = YT Z(Th) +yh(T2) Z(To) + B(To) Z(Ty) — (1) Z(Th)
T _
+/ (v*R(t) = K"(t)) Z(t) dt.
T
Moreover, my, 7, is normally distributed with mean m and variance 1/ XTI’TQ.

Theorem 3.4. Suppose that hgcn) =h (%) for n=1,2,..., k€7Z with some twice

continuously differentiable function h:R — R. Suppose that for all n, {6§-n) L jEZL}
are i.1.d., mean zero and variance 1.

(i) If n(1 —a™) —~ € (0,00) then

~ (n) (n)

m —-m 1
Ty, Ts D~ D
T e ’l’)’LThT2 —m = N 07 e~ .
n AT17T2
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(ii) If n(1 —a™) — oo then

Ny D v
Vin(l —a )y g, —m™) N’<07fT2h(t)2dt>'

T

(iii) Let n(1 —a™) —0 and 81(:) ~ N(0,1).

(a) If h(t)=c forall t € R with some c € R, then

Vo (A

" 2c2

(b) Otherwise,

ﬁl%),Tz B m(n)

> 1
2 N[0, .
Vn ( ij W(t)? dt)

3.2 Nearly Unstable Multidimensional AR Processes

In the second part of Chapter 4 we investigate nearly unstable complex-valued mod-
els, where the coefficient matrices are in Jordan normal form and we study the limit
behaviour of the suitable normalised LSE of the eigenvalue. It will turn out that the
limit distribution depends only on the last, d—th component of the process.

This type of models is rather special. However from a practical point of view it is
often useful to investigate the behaviour of the greatest eigenvalue.

We also compared it with the maximum likelihood estimator (MLE) of the eigen-
value of the coefficient matrix of the related continuous time model. It is interesting
to note that the MLE of the eigenvalue in the related continuous time model depends
only on the first coordinate of the process. Matrices consisting of two or more Jordan
blocks were also studied.

Nearly Unstable AR Models with Coefficient Matrices in Jordan
Normal Form

Consider the d-dimensional complex-valued autoregressive model

Xk = J(/\,d)Xk_l + &k, k:1,2,. cey
XO = 07
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where A € C and d € N, J(\ d) is a d x d matrix in Jordan normal form, with
eigenvalue A:

A0 0
1 A0
S [0 T A0

0 - - 01 A

and A is the unknown parameter of the model.

If the random innovations € satisfy a usual, rather general condition, then we found
that the suitably normalised LSE of the eigenvalue A, converges weakly to a functional
of a special d-dimensional Ornstein-Uhlenbeck process:

1 —_—
D, ld-1)pi Jo Yalt) dWa(?)

nd(/)\\n - >\n) 1 )
Jo Ya(@)[? dt

where the process Y (t), t € [0,1] is given by

dY (t) = AY (t)dt + ZdW (t) Y (0) =0,
with a certain matrix A, and W(t), t € [0,1] is a standard complex d-dimensional
Wiener process.

We also prove that in the one-dimensional model the LSE of the discrete time
models converges to the MLE of the coefficient of the corresponding continuous time
model.

If d > 2 then such relationship does not hold.

Let C? be the space of the d-dimensional complex column vectors. Let us
introduce the widely used notation

(x,y) =27y for x,y € C?

for the scalar product in C¢ where 7 denotes the complex conjugate of y. We
introduce the norm of z € C¢ by

ol := /(z,a).

If we take into consideration the special form of the coefficient matrix then we can
calculate the LSE of X\ as follows.

Lemma 3.5. The LSE of ), based on the observations Xji,..., X, is given by

n d
o D1 21X = X—1j-1, Xpm )
T n d
S hy 2 [ Xl

where Xk = (Xk71, ce 7Xk,d)T and Xk’g = 0.

?
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For n = 1,2,... consider the sequence of d-dimensional complex—valued AR
models: - o -
{Xk —JOXM ™ k=12, n, (19)

X5 =0,

where {61(:1)} is an array of random vectors in C% and )\, = e/ with h, € C,
h, — h€C and 0 € (—m,n]. Clearly J()\,) — J(e¥) since )\, — €. Tt is easy
to see that the model is nearly unstable, since o(J(e)) = 1.

Consider the d-dimensional complex—valued nearly unstable AR process generated
according to the scheme (19). We are interested in the limit behaviour of the LSE of
An which has the following form according to Lemma (3.5.):

n d n n n
_ Zk:l Zj:l <Xlg,j) - Xlgf)l,jfv Xlg—)l,j>

n d n
S X

>)

where X,gflo) = 0.

Let us put the following condition on the random disturbances {51(:)}-

(C) €k"), k=1,...,n, n>1, is a triangular array of square integrable martingale
differences in C* with respect to the filtrations (]:,gn))k:()’lmmn >, such that
for all ¢ € 0,1]

1 n P 1

where 7" = (Re (¢™),Im (¢!™))T and

[nt]

P
Va >0 ZE |8k |12 X{||s(“>|\>af}|“fk 1) — 0 as n— oo.

Theorem 3.6. Suppose that array 5,(9”) k=1,...,n, n>1 satisfies the condition

(C). Then
pld—1 ezfo Yd () dWa(t)

<)\ _)\) 3
Jo [Ya(t)dt

(20)
where the process Y (t), t € [0,1] s given by
dY (t) = AY (t)dt + XdW (t), Y (0) =0,

and W(t), t € [0,1] is a standard complex d—dimensional Wiener process, where
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Y :=diag(1,0,0,...,0), and A is the Jordan matriz with eigenvalue h:

h 0 0
1 h O

. h 0O
0 01 h

MLE of the Coefficient of the Related Continuous Time Model

Consider the d—dimensional complex—valued Ornstein—Uhlenbeck process defined as
the solution of the stochastic differential equation

dY (1) = AY (t)dt + SdW(t), Y (0) =0,

where {W(t),t € [0,1]} is a standard Wiener process with values in C%. Let us
identify the complex process {W(t),t € [0,1]} with the standard Wiener process

{W(t),t €[0,1]} in R* where
W(t) := (Re Wi (t), Im Wy (£), Re Wa(t), Im Wa(t), ..., Re Wy(t), Im W(t)).
Let us identify the complex process {Y'(¢),t € [0,1]} with the process
Y (t) := (Re Yy(t), Im Yy (t), Re Ya(t), Im Y (t), . .., Re Yy(t), Im Yy(t))

with values in R??.

Then the above complex stochastic differential equation is equivalent with the fol-
lowing real stochastic differential equation:

Y(t) =AY (t)dt + SdW (),  Y(0) =0,
where A and ¥ are defined as the following blocks of matrices:

K 0 - 0
I, K 0

Y= : = diag (1,1,0,0,...),
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where . .
Reh —Im 10
K= (Imh Reh)’ b= (0 1)'
(A and ¥ are real 2d x 2d matrices.)

Consider the measures Pi; and Py on C([0,1] — R??) generated by the real

processes W and }7, respectively. It is known that Py is absolutly continuous with
respect to the measure Py and the Radom-Nikodym derivative has the form

T e { [ AT T W) - § [T 5 @), )

where X° denotes the pseudo inverse (or generalized inverse) of the matrix X (see
Arat6 [3]). It can be easily verified that $© = 3.

Finally we obtain
Jo Yi(®) dvi(t)
TP d

where Y] is the first component of the complex process Y. So the MLE of h depends
only on the first component of Y.

ﬁ:

We remark that in the case d =1 Theorem (3.6.) says that

o) 2 D50 ﬂw%
INMAGIRE

and the It6’s formula gives

IIT()le()_HflT()dWl()

/l\l = - ’
fo Y1 (t)|2dt fo [Y1(t)2dt

hence n(\, — ) — h implies

n(An = ) = I,
that is, the LSE of the coefficient of the discrete time models converges to the MLE of
the coefficient of the corresponding continuous time model. (See also [20].)

If d>2 then such a relationship does not hold, because the limit distribution of
the LSE of the coefficient of the discrete time models depends on the last component
of the complex process Y.

It is also interesting to mention that the complex process Y is driven, in fact, only
by the first component W; of the Wiener process W, and the limit distribution of
the LSE contains the last component Wy, which is, by definition, independent of the
first component W; (if d > 2).
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4 Estimation of the Mean of Multivariate AR Pro-
cesses

In Chapter 5 we treat the estimation of the mean of multivariate AR processes. In
the book of Arato [3] the estimation of the unknown mean of real- and complex-valued
AR(1) processes is discussed. Our aim was to investigate the problem of estimation
of the mean for stationary and zero start multidimensional autoregressive processes.
We show that for autoregressive processes the estimators of the mean are consistent if
the component of the process is 'periodical’, and it is not the case if the component is
a 'damping’ one. In the one-dimensional AR(1) case, the mean cannot be estimated
well. In the complex AR(1), where the process behaves periodically, the mean can be
estimated well. For an AR(2) process, the mean can be estimated well, if the roots of
the charasteristic equation are complex.

Case of Stationary AR Process

Consider a d-dimensional stationary AR process {Y (t):¢ € R}, which is the weakly
stationary solution of

dY (t) = —AY (t) dt + 2dW (), teR, (22)

where A and X are d x d matrices such that all eigenvalues of A have necessarily
positive real part, and {W(t):¢ € R} is a d-dimensional standard Wiener process,
ie., {W(t):t>0} and {W(—t):t>0} are independent d-dimensional standard
Wiener processes.

The process {Y (t):t € R} is a zero mean Gaussian process with
Cov(Y(1),Y(s)) =EY ()Y (s)T =e 4B(0),  for s<t,
where the d x d matrix B(0) is the only solution of the matrix equation

AB(0) + B(0)AT =xxT. (23)

Now, consider a shifted stationary AR process {g(t) :t € R}, given by

Z(t)=Y(t)+ Hm, tcR,

where H isa known dxd constraint matrix and m € R? is an unknown parameter
vector.

Theorem 4.1. Let [T},Ty] C R. If H™' exists then the mazimum likelihood
estimator of m based on the observation of {Z(t) :t € [T1, T3]} is given by

m=U""Vz, (24)
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where

U=H"BO0)'"H+(T,-T)H AT (zx7)° AH, (25)

Vy=H B(0)'Z(Ty) + H AT (2x7)° (Z(Tz) —Z(T) + A / " Z(t) dt) . (26)

T

Moreover,

m ~ Ng(m,U™H). (27)

Case of Zero Start AR Process

Consider a d—dimensional zero start AR process

{dy(t) — —AY (1) dt + SdW(t), t>0, (28)

Y (0) =0,

where A and X are arbitrary d x d matrices. The process {Y(t):¢ >0} is a zero
mean Gaussian process with

Cov (Y(1),Y(s) = EY (#)Y(s)" = e =94B(0, 5), for 0<s<t,
where the d x d matrix B(0,s) is the only solution of the matrix equation
AB(0,s) + B(0,5)AT = £xT —e4xnTe4"
Now, consider a shifted stationary AR process {Z(t):t >0}, given by
Z(t)=Y(t) +m, t>0,
where m € R? is an unknown parameter vector.

Theorem 4.2. Let 0 < T} <T,. The mazimum likelihood estimator of m based
on the observation of {Z(t):t € [I1,Ty]} is given by

m=U""Vy,
where
U=B(0,T)" + (T, - T)AT (5x7)7 4,
~ ~ ~ T2 ~
Vy=B(0,T) ' Z(T) + AT (527)° (Z(TQ) - Z(T)) + A/ Z(t) dt) :
T
Moreover,

m ~ Ng(m, U_l).

Remark 4.3. If T, =0 then Z(0) =Y (0)+m =m gives the precise value of the
parameter m.
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