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Eloszo

A kédoszelmélet alig 30 éves multra tekinthet vissza, mégis gyokereiben felforgatta a vilagrol
alkotott képiinket. Jelen dolgozat f6szerepldi a fraktdlok. Bar a dolgozat f6 témdjat a fraktal ala-
pu képtomorités képezi, szerettem volna egy atfogébb képet adni a teriilet mai allasardl, és foleg
a kiilonboz6 alkalmazasokrol. Az elso fejezet a kdosz fogalmaval, a kaotikus rendszerek alap-
vetd tulajdonsdgaival igyekszik megismertetni az olvasét, a méasodik a fraktdloknak nevezett
kiilonleges alakzatokkal, ezekenek a kaotikus rendszerekkel valé szévevényes kapcsolataval

foglalkozik, mig a harmadik egy lehetséges alkalmazdsi médot mutat be részletesebben.

Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretnék kdszonetet mondani Dr. Fazekas Gabornak, Dr. Gdspar Vilmosnak, Bétfai
Norbertnak, Varga Katalinnak, és Seller Péter Andrdsnak a dolgozat elkészitésében nyujtott

segitségiikért.



1. fejezet

Kaoszelmélet

1.1. Bevezetés

A kdosz sz6 eredetileg tokéletes iirességet, titongo drt jelentett, a vildg kezdeti allapotét,
amibdl a Kozmosz, a mindenség szdrmazik. A piithagoreusok mar masképp gondoltak a ka-
oszra, Ok ugy vélték, a kdosz dsszevisszasdgot jelent, szerintiilk a Kozmosz minden dsszetevdje
jelen volt méar a Kdosz korszakdban is, csak ezek a teljes rendezetlenség allapotdban voltak.
A szénak ezen jelentése a mai napig fennmaradt, a mai koznyelv is a (térbeli) rendezetlenség,
Osszevisszasag szinonimdjaként haszndlja. A *70-es évek 6ta azonban egy kifejezetten tudoma-
nyos jelentéssel is bir, mely jelentGsen eltér az el6bb emlitettektdl. James Yorke, a Marylandi
Egyetem Fizikatudomanyi és Miiszaki Intézetének vezetdje egy akkoriban sziilet6 4j tudomény-
agat nevezett el réla. Az elnevezés egyszerre zsenidlis €s félrevezets. Egyesek szerint a névva-

lasztas az oka a rengeteg félreértésnek, ami ezt a teriiletet jellemzi.

1.2. Mi a kaosz?

Egészen a 20. szdzadig a tudésok ugy gondoltak, a determinisztikus rendszerek viselkedése
elére megjésolhatd. Mindannyian ismerjiik Pierre-Simon Laplace hiresé valt kijelentését:
"A vildgmindenség jelen dllapotit a megel6z6 dllapot hatdsaként, és a rakdvetkezd allapot oka-
ként kell értelmezniink. Ha adott volna egy értelem, mely képes felfogni a természetet irdnyitd
erbket €s az alkotéelemek pillanatnyi, egyméshoz viszonyitott helyzetét - egy olyan értelem,
mely ezt az adattomeget képes feldolgozni és analizdlni -, ez az értelem ugyanazon torvények
szerint vizsgdlnd a leghatalmasabb testek és a legkisebb atomok mozgdsat, akkor nem volna
szdmdra bizonytalansig, a jov6t és multat egyardnt tisztdn latnd."
Ezt a bizonyos felsdbb értelmet szokds Laplace-démonként emlegetni. A sok szabadsagi fokkal
rendelkezd rendszerekrdl tudvalevd, hogy véletlenszer( viselkedét mutatnak, ez a sok 6sszetevd

bonyolult egymdsra hatdsanak az eredménye. Altaldnos volt viszont a nézet, hogy az egyszeriien
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leirhat6 rendszerek csakis egyszerli modon viselkedhetnek. Nem kis meglepetést okozott hét,
mikor Edward Lorenz olyan, néhany nemlinedris egyenletbdl 4116 modellt taldlt, amely bizonyos
paraméterek mellett teljességel elSrejelezhetetlen id6beli viselkedést produkalt. Uj paradigma

sziiletett.

A kdoszra killonbozs definiciok sziilettek:

e Egyfajta periodikussag nélkiili rend.

o Litszolag véletlenszertien ismétl6dd viselkedés egy egyszert, determinisztikus rend-

szeren beliil.
o Az egyszerl, beépitett véletlenszerli vonasok nélkiili modellek azon képessége,
hogy nagyon szabdlytalan viselkedést tandsitsanak. /Ian Stewart/
A Kkaotikus mozgas harom alapveto jellemzdje:
e [dbben szabdlytalan viselkedés, mely nem allithato el6 periodikus mozgasok dsszegeként.
o A hosszii tavii eldrejelezhetetlenség, amely a kezd6feltételekre valé érzékenységbdl fakad.

o A fazistérbeli bonyolult fraktdlszerkezet, melynek dimenzidja tipikusan alacsony.

Mi nem kaosz?

e Nem jelent térbeli rendezetlenséget annak ellenére, hogy a koznyelv altaldban épp ilyen

értelemben haszndlja.
e Nem szabdlyos mozgés, hiszen elore nem jelezhetd.

e Nem zaj. A zajos mozgés a sok Osszetevdbdl dll6 rendszerek adott komponensének vélet-
lenszer( viselkedése, mely a tobbi komponenssel valé bonyolult kdlcsonhatds, nem pedig

(kizarolag) a belsd dinamika eredménye.

e Nem egyszeri instabilitds. A kdosz maga az dllandésult instabilitds. Csakis akkor beszél-
hetiink kaotikus viselkedésrdl, ha a mozgas egyre djabb és tijabb instabil dllapotokat ko-

zelit meg.

e Nem turbulencia. A turbulencia a nagy szabadséagi foku viselkedés szélsGséges példdja,

mely id6ben €s térben teljesen szabdlytalan.
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1.2.1. Klasszikus kaotikus modellek
1.2.1.1. Logisztikus modell

A logisztikus modellt egy Robert May nevii bioldgus tette kdzismertté, az egyik legegysze-
ribb — igy a leggyakrabban idézett — példa arra, hogyan képes egy végteleniil egyszerti nemli-
nedris dinamikai egyenlet komplex, kaotikus viselkedésre. Matematikai alakja:

Tpp1 = 12,(1 — )

ahol z,, 0 és 1 kozotti valos szdm, €és valamilyen értelemben az n. évi populdciét reprezentdlja.
Ennek megfeleléen z( a kezdeti populacionak megfeleld érték. Az r pozitiv valds szam, amely
értékétdl a rendszer viselkedése erGsen fiigg. Az r értékét a [0, 4] intervallumon végigfuttatva a

kovetkezd figyelhetd meg:

e 0 és 1 kozotti r értékekre a populdcié biztosan haldlra van itélve, a kezdeti populacid

mértékétdl teljesen fiiggetleniil.
o 1 és 2 kozotti értékek esetén a populdcié mérete gyorsan megéllapodik az ’“;—1 értéken.

o 2 ¢és 3 kozott hasonl6 figyelheté meg, dm az 7’;—1 fixpont instabilla valik, megjelenik az
oszcillécio.

e 3és1++/6 (= 3.45) kozott a populdcid 2 (r-tl fiiggd) érték kozott oszcillal (perid-

7 7z

duskett6zddés, bifurkacio).
o ~ 3.45 és ~ 3.54 kozott a populécio 4 kiilonbozd érték kozott oszcilldl.

o r = 3.54 folott 8, 16,32, ... periddusu oszcilliciok jelennek meg. A peridduskettdzd-
dés liteme egyenletesen novekszik, barmely két, egymast kovetd bifurkacidhoz tartozéd

intervallum ardnya § = 4.669, az un. Feigenbaum konstans.

o r = 3.57 Félbeszakad a peridduskettézddések sorozata, feliiti fejét a kdosz. Semmilyen
periodicitds nem figyelhetd meg, a kezdeti populacio kis megvaltoztatdsa dramai mérték-

ben véltoztatja meg a populdcidszam iddbeli alakuldsat.

e 7 = 3.82 koriil haromperiédusu oszcillacio jelenik meg. Ezt 6,12, . . . periddusu oszcilla-

ciok kovetik.

e r = 4 A kaotikus tartomdny vége, az értékek elhagyjdk a [0, 1] intervallumot.
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1.1. dbra. Bifurkaciés diagram

1.2.1.2. A Lorenz-modell

A folytonos idejl kaotikus rendszerek mintapélddja, nevét Edward Lorenz amerikai mete-
orologusrol kapta, aki 1963-ban egy egyszerii id6jardsi modell feléllitdsdval probalkozott. Az

alabbi egyenletrendszert vizsgélta:

i:U(y—ZL‘),
Yy=rr—y—zxz,
z=—bz+2xy

Eszrevette, hogy = 28, o = 10, b = 8 /3 paraméterek mellett kis kezdeti feltételek-
beli kiilonbség esetén is igen eltérd id6fejlédés tapasztalhato(1.2-es dbra). Amikor a rendszer
viselkedését fazistérben abrdzolta, egy igen furcsa attraktor képe bontakozott ki a szemei elott
(1.3.4bra). Ez a réla Lorenz-attraktornak elnevezett kiilonos dbra azota a kdosz egyik jelképévé

7z 2

valt. Tulajdonsdgainak vizsgalatdra kés6bb még visszatériink.
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1.2. abra. A kezdeti értékekre val6 érzékenység mintapélddja

1.3. abra. A hires Lorenz-attraktor



2. fejezet

Fraktalok

2.1. Mi az a fraktal?

A fraktalok tortdimenzids alakzatok. De mit is jelent ez? Minden ember rendelkezik valami-
féle naiv dimenziéfogalommal. Tudjuk, hogy egy pontnak nincs semmilyen irdnyu kiterjedése,
igy dimenzidja 0. Egy szakasz pontosan egy iranyba terjed ki, ezért dimenzidja csakis 1 lehet.
Hasonl6 logikdval beldthatd, egy sikidom 2, egy test 3 dimenzidval rendelkezik. Mivel kiter-
jedések darabszamardl van sz6, természetes kikotésnek tlinik, hogy egy objektum dimenzidja
csakis egész szam lehet. De vajon mit kezdjiink egy olyan gorbével (vagyis elvileg egydimen-
z10s matematikai objektummal), amely képes egy (kétdimenzids) sikot kitolteni? Vagy vessiink
Ujra egy pillantast az 1.3.4brara! Vajon hany dimenzids ez az alakzat? Egyetlen kanyargé vo-
nalbdl all, de mégis mintha valamiféle sikidom lenne, s6t egy kicsit a harmadik dimenzidba is
behatol. Mintha dimenzidja valahol 2 €s 3 kozott lenne, csakhogy 2 és 3 kozott nincs egyetlen
egész szam sem. Naiv dimenziéfogalmunk megfeleld dltalanositasara, a valdés szadmokra valo
kiterjesztésére lenne sziikségiink. De el6tte ismerkedjiink meg a topoldgiai dimenzié fogalméa-

val.

Definicié (Topoldgiai dimenzié): Egy csupa izolalt pontbdl all6 halmaz topoldgiai dimenzidja
0. Egy F' halmaz topoldgiai dimenzidja n, ha F' minden pontjanak tetszdlegesen kicsi szom-

szédjai hataranak topoldgiai dimenzidja n — 1.

A topoldgiai dimenzié mindig egész szam. Példdul tetszOleges hosszisdgu intervallum topo-
16giai dimenzidja 1, mivel minden egyes pontjdhoz taldlhatunk egy szomszédos intervallumot,
melynek hatdrai izolalt pontok, igy topoldgiai dimenzidjuk 0. De hogyan terjesziik ki a dimenzi6
fogalmat valos szamokra? Tobbféle lehetdség kindlkozik, a legnépszer(ibb un. fraktdldimenzi-

ok a Hausdorff- és a boxdimenzi6. Ezek koziil a gyakorlatban leginkdbb a masodikat hasznaljik.

10
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Hausdorff-dimenzi6: Induljunk ki egy szakaszbdl. Ha az erdeti szakaszt az N-ed részére zsu-
goritjuk (idegen széval skdlazzuk), akkor ebbdl az dj szakaszbdl pontosan N (vagyis N') da-
rabra van sziikség, ha le akarjuk fedni veliik az eredeti szakaszt. Ha egy négyzetet zsugoritunk
ossze az N-ed részére, akkor pontosan N? darab, kocka esetén N? darab kicsinyitett mdsra van
sziikségiink. Konnyen észre vehetjiik, hogy a kitevében 1év6 szam az objektum euklideszi (vagy
topoldgiai) dimenzidjdval egyezik meg. Miért ne lehetne a kitevd értéke valds szam? Hisz valds
kitevdj hatvanyokat ,,gond nélkiil” tuduk kezelni a matematikdban. Tehat csak arra kell tigyel-
niink, hogy az adott objektum lefedhet6 legyen a sajét kicsinyitett masaival, més széval legyen

onhasonld. Igy tetszGleges Gnhasonlé alakzat dimenziéja kiszdmithat6 az aldbbi médon:

log N
D = tim 28 V(9
«—0 log <

ahol N (e) darab e méretdi alakzatra (az eredeti objektum skaldzott véltozataira) van sziikség a
teljes, eredeti objektum letakardsahoz. A fent emlitett Lorenz-attraktor Hausdorff-dimenzidja
példaul 2.06

A boxdimenzié: A boxdimenzié meghatarozasidhoz egy négyzetracsot (magasabb dimenzidban
kockaricsot, stb.) kell a vizsgélt alakzatra helyezniink. Ezutdn meghatdrozzuk azon celldk mini-
malis szamat, amelyek segitségével az alakzatunk lefedhetd. Ha ezzel megvagyunk, finomitsuk
a racsot, hasznaljunk példdul fele akkora cellaméretet, mint kezdetben. A lefedéshez sziikséges
cellak szdma igy nyilvdnvaléan megnd, szdmunkra most az az érdekes, hogy mennyivel. Egy
egyenes szakas esetében a fele akkora cellakbdl kétszer annyira, mig sikidomok esetén négyszer
annyira lenne sziikség. Jeloljiik N-nel egy adott alakzat lefedéséhez sziikséges cellak szamat és

jelolje r az alkalmazott cellaméretet. Ekkor a kovetkezd 0sszefiiggés érvényes:
N =rDs

ahol a kitevSben szerpld Dp-t az alakzat boxdimenzidjanak nevezziik. Rendezve a fenti egyen-

letet a kovetkezot kapjuk:
_ logN

B log%

Dg

Eldnye, hogy nem sziikséges egzakt 6nhasonldsdg a haszndlatdhoz, igy akdr tn. 6naffin alakza-
tok dimenzidjanak mérésére is felhasznalhatd. A boxdimenziot Minkowski-Bouligand dimen-
ziénak is nevezik.

Ezek ismeretében azt mondhatjuk, hogy fraktdlnak neveziink minden olyan 6nhasonlé alak-
zatot, amelynek Hausdorff-dimenzidja nagyobb, mint a topoldgiai dimenzidja. Ezt elfogadhat-
nank akdr definiciénak is, de sajnos nem minden fraktdl (pl. az dn. térkitoltd gorbék) esetén

teljesiil ez a kitétel. Sajnos ezidedig nem sikeriil pontos, egzakt definiciét taldlni arra, hogy mit
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neveziink fraktdlnak, igy aztdn illik tisztdzni, hogy adott helyzetben mit értiink alatta. Ha pon-
tos definici6 nem is létezik, dltaldban elég konnyen el tudjuk donteni egy alakzatrdl, hogy az
fraktdl-e vagy sem. A legtobb fraktal a kovetkezd tulajdonsdgokkal (vagy legaldbbis majdnem
mindegyikkel) rendelkezik:

e Haussdorft-dimenziéjuk nagyobb, mint a topoldgiai dimenzidjuk.
e Skaldzassal szemben invaridnsak, legaldbbis néhdny mérettartoményban.

e Kevés adattal (rovid formulaval) leirhatéak.

2.2. Fraktalok a természetben

Ha az el6z6 matematikai okfejtés alapjan valaki azt gondolnd, hogy a fraktalok elborult
matematikai alakzatok, és semmi koziik a valésdghoz, hatalmasat tévedne, a fraktdlok megdob-
bentd mennyiségben vesznek minket koriil. Benois Mandelbrot szavaival élve: ,,A felh6k nem
gdmbok, a hegyek nem kupok. A villim nem egyenes utat kovet. ,, Csak néhany kiragadott

példa fraktdlstruktiraval biré természeti képzddményre:
e Felhdk
e Bolygok, holdak felszine
e Partvonalak, torésvonalak
e Fik, novények(2.1.4bra)
e Villamok
e Hegyvonulatok
e Folyok
e Tengeri é161ények kiilsd vaza
e Hopelyhek

E lista lattan felmeriil az emberben, hogy egyéltalan van-e olyan természeti képzddmény, amely
bir fraktal tulajdonsdgokkal (a fraktdlok eme tobzddédsara a harmadik fejezetben targyalt gya-
korlati alkalmazds erGsen épiteni fog). Am nem csak a minket koriilvevd természet épitkezik

fraktdlokbdl, hanem mi magunk is, néhdny példa, szintén a teljesség igénye nélkiil:
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2.1. dbra. Egy természetes fraktal: a karfiol

Erhalézat

e A tid6

Az agy felszinének mintdzata

A vesék szlir6i

2.3. Torténeti attekintés

Benois Mandelbrot
Mandelbrot nevéhez fliz6dik a fraktél kifejezés (mint gyiijtéfogalom) megteremtése. A sz6 a
latin fractus (jelentése: toredezett) sz6bol ered. Mandelbrot az IBM-nél dolgozott, ahol adat-
atviteli problémdk megolddsaval foglalkozott, konjrétan azzal, hogy hogyan lehetne informa-
cidveszteség nélkiil minél hatékonyabban kisz{irni az adatétviteli csatornabdl a zajt. Azt taldlta,
hogy a zaj egy nagyon kiilonos elrendez6dést mutat (lasd Cantor-halmaz). Egy masik munké-
jaban a kovetkez6 kérdést tette fel: ,,Milyen hosszid Nagy-Britannia partvonala? ,, Els6re taldn
nem tlinik érdekesnek vagy kiilondsebben nehéznek a kérdés, de ha figyelembe vessziik, hogy
Afrika teriilete Iényegesen nagyobb, mint Eur6paé, mégis Eurdpa partvonala a hosszabb (a part-

vonal toredezettsége miatt. Fel meriirt Mandelbrotban a kérdés, hogy egyaltaldn lehet-e véges
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nm nmn mm un nmn nmn nmn nn

2.2. ébra. A Cantor halmaz képzésének folyamata

egy ilyen partvonal. Hiszen minél pontosabb mérdmiiszert hasznalunk, anndl tobb bemélyedés
és kiszogellés hossza adddik hozza az 6sszeghez. A partvolnal tehét tipikus példa arra, hogy ho-
gyan zarhat korbe véges teriiletet egy elvileg végtelen hosszu vonal. J6l 1athatd, hogy a frakta-
lok kiilonleges tulajdonsdgai egészen eltéré tudomdnyteriileteken is felbukkannak, Manedelbrot

volt az, aki el6szor foglalta mindezt egységes rendszerbe.

2.4. Klaszikus fraktalok

2.4.1. Cantor halmaz

A konstrukcid lépései: Induljunk ki a [0, 1] (zart) intervallumb6l. Most tavolitsuk el az (3, 2)

nyilt intervallumot (vagyis vegyiik a kezdeti és ezen intervallum kiilonbségét). Ennek eredmé-
5
is a fenti miiveletet, azaz tavolisuk el a kozépsé harmadukat. gy mar négy, egyenként é hosszu-

nyeképpen az eredeti halmazunk 2 részhalmazra esik szét: [0, 5], [2, 1]. Ismételjiik meg ezekre
sdgu részintervallumunk lesz, ezeket tovabb alakitva, a fentieket a végtelenségig ismételve az
eredményiil kapott halmazt nevezziik Cantor-halmaznak (2.2-es 4bra).

A Cantor halmaznak van egy nagyon érdekes tulajdonsaga, tudniillik ha kiszamoljuk az elta-
volitott intervallumok 6sszhosszat, az éppen megyezik a kiindulasi szakasz hosszdval. Rdadasul
ezen szakaszok eltdvolitdsa utdn még mindig végtelensok pontja maradt az alakzatnak. Mivel a
Cantor halmazban egy adott méretii szakaszt harmaddra kicsinyitett masabol pontosan kettdvel

7 z

lehet lefedni, ezért a Cantor halmaz fraktdldimenzidéjara a kovetkez értéket kapjuk:
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2.3. abra. Koch-gorbe

ami koriilbeliil 0.6309-nak felel meg, ez nyilvanvaléan nagyobb, mint a topolégiai dimenzid

értéke (jelen esetben 0), ezért a Cantor halmaz is természetesen fraktal.

2.4.2. Koch-gorbe

A Cantor halmaz konstrukcidjandl minden szakasz k6zéps6é harmadat tdvolitottuk el. Ado-
dik a kérdés, hogy mi torténik, ha nem eltdvolitunk egy harmadot, hanem hozzétesziink egyet.
Igy jutunk az Gn. Koch-gérbéhez (2.3). Nevét Helge von Koch svéd matematikusrél kapta, aki
1904-ben megjelent irdsdban példaként hozza fel olyan gorbére, amelynek semelyik pontjdba
nem huzhat6 érintd. Szdmoljuk ki a gorbe dimenzidjat. Sejtésiink szerint ez egy 1 és 2 kozotti

érték kell, hogy legyen, és valoban,

2.4.3. Sierpinski-haromszog

Lehetséges elddllitasi modok:

1. Vegyiink egy tetszGleges méretii szabdlyos haromszoget. Rajzoljuk be a kozépvonalait.
Ezek a szakaszok 4 kisebb (egybevdgd) haromszogre osztjak fel az eredetit. Ezek ko-
ziil tavolitsuk el a kozépsbt. A maradék harommal ismételjiik meg a fentieket. Végtelen

iteracids 1épés utan az eredmény a Sierpinski-hdromszog (2.4.4bra).

2. Mint kés6bb latni fogjuk, a Lindenmayer-Rendszer vonalas (gorbeszer(i) fraktalok le-
frasara alkalmas. Talan meglepd, de a Sierpinski-hdaromszog ilyen médon is leirhatd. A
pontos algoritmus a 22.oldalon keriil bemutatdsra. Noha kevés szdmu iteracié utdn még
nem "kitoltottek" a haromszogek, végtelen szdmu ismétléssel ez a probléma orvosolhatd,

igy az eredmény ismét a Sierpinski-haromszog lesz.
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3. "Kdoszjaték". Vegyiink fel harom pontot a sikon, igy hogy azok egy egyenld szari ha-
romszog csucsait hatarozzak meg. Cimkézziik fel ezeket a pontokat az 1,2,3 szamokkal.
Ezeket bazisoknak fogjuk hivni. Ezutdn kezdetét veszi a jaték. Vegyiink fel egy tetszd-
legesen kivélasztott pontot a hdrom béazispont dltal meghatirozott haromszogon beliil.
Ezt jatékpontnak fogjuk nevezni. Majd djabb és Gjabb pontokat vesziik fel, a kovetke-
z0 szabdly szerint. Sorsoljunk véletlenszertien egy 1 és 3 kozotti szdmot. Ezt konnyedén
megtehetjiik akar egy hatoldali dobdkocka segitségével is, ha példaul az egyes és négyes,
a kettes és 0t0s, illetve a harmas és hatos értékli dobds kozott nem tesziink kiilonbséget.
Tegyiik fel, hogy a kisorsolt szdm az x volt. Ekkor kossiik 6ssze képzeletben a jatékpon-
tunkat az x cimkéjd bazisponttal, és vegyiik fel 4j jatékpontként az igy kapott szakasz
felez6pontjat. Mivel a bazisokat minden djabb pont felvételekor véletlenszertien valaszt-
juk, igy azt varhatnank, hogy a jatékot néhanyszor megismételve mindig mas és mas abrat
kapunk végeredményiil. Ha elegend&en sok pontot vettiink fel, akkor tisztan felismerhetd

lesz a Sierpinski-hdromszog jellegzetes alakja.

4. Az elsé esetben sikidomokbol, a mdsodikban vonalakbdl, a harmadikban pedig pontokbol
"épitkeztiink". Most egy bizonyos értelemben szamokkal tessziik ugyanezt. Induljunk ki a
Pascal-hdromszogbdl. Cseréljiik le a paratlan szamokat adott méretd, fekete szinli egyenld
szari haromszogekere, a pdratlan szdmokat ugyanekkora, "fejiik tetejére dllitott" fehér

haromszogekre. Az igy kapott alakzat egy Sierpinski-haromszog lesz.

2.4.4. Sierpinski-szonyeg

A Sierpinski-szOnyeg (2.5.4abra) a Cantor halmaz egyik lehetséges két dimenzids altalanosi-
tdsa (a masik a Cantor-por). Univerzdlis gbrbe, ami azt jelenti, hogy tetszoleges egydimenzids
gorbe sikra vetitett képe homomorf a Sierpinski-szOnyeg egy részhalmazdval. Mivel a harma-

dakkora részekbdl nyolcat hagyunk meg, ezért a sz6nyeg dimenzidjara

azaz 1.8928 koriili értéket kapunk.

2.4.5. Menger-szivacs

A Menger-szivacs (2.6.abra) esetén egy (3 dimenzids) kockabol indulunk ki, tehdt bizonyos
értelemben ez a Cantor halmaz 3 dimenziés megfeleldje. Rettenetesen érdekes tulajdonsagok-
kal rendelkezik: Végtelen nagy a felszine, 0 nagysagu a térfogata, emellett Gin. univerzdis gorbe
is, hiszen topoldgiai dimenzidja 1 és barmilyen gorbe homomorf a Menger-szivacs egy részhal-

mazaval.
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2.4. abra. A Sierpinsi-hdromsszog

2.5. ébra. Sierpinski-sz6nyeg

2.4.6. Julia halmazok

A Julia halmazok Gaston Julia (1893-1978) francia matematikusrdl kaptak a neviiket, aki

1918-ban megjelent munkdjaban ismertette Sket. Legyen adott a kovetkezd fiiggvény:

f:Cw— C,f(z) =2+
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2.6. dbra. Menger-szivacs

ahol ¢ € C adott paraméter. Iterdljuk f-et a kovetkezé mddon:
fz) =z
fiz) = f(fr N 2)m > 1

Lathat6, hogy egy adott z € C értékkel inditva az iteraciét két dolog torténhet z-vel, han — oo.
Vagy elszokik a végtelenbe, vagy egy véges teriileten marad. Vezessiik be a szokési halmaz fo-

galmat:

Definicio(Szokési halmaz) : Legyen ¢ € C adott paraméter. Ekkor azon pontok halmazat, ame-

lyek a végtelenbe szoknek az iteracio sordn, szokési halmaznak nevezziik, azaz:
E.= {z eC: lim |f"(2)| = —|—oo}
Most mar definidlhatjuk a Julia halmaz fogalmat.

Definicié(Julia halmaz) : Legyen ¢ € C. Az E,. szokési halmaz hatarat Julia halmaznak ne-

vezzilk, és J.-vel jeloljiik.
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2.4.7. Madelbrot halmaz

Definicié(Mandelbrot halmaz) : Azon ¢ komplex szdmok halmaza, amelyekre a z — 22 + c

Julia halmaza 6sszefliggd, Mandelbrot halmaznak nevezziik, azaz:
M = { ce C: J. osszefiiggd }

Megadhat6 egy alternativ definicio is:

Definicié(Mandelbrot halmaz, 2.véltozat) :

M:{CE(C: lim fC"(O)<oo}

n—oo

Mitsuhiro Shishikura 1991-ben bizonyitotta, hogy a Mandelbrot-halmaz hatdranak Hausdorff-
dimenzidja 2, mig a topoldgikus dimenzidja 1, vagyis definicié szerint a Mandelbrot-halmaz
hatdra fraktdl. Ezt az allitast egyébként néhdny évvel kordbban Mandelbrot és Milnor is meg-
sejtette. Korabban Elenbogen és Kaeding fizikusok 1989-ben azt éllitottdk, hogy Milnor sejtése

hamis, de a bizonyitdsuk minden bizonnyal hibds volt. A bizonyitds részletei [9]-ben

2.5. A fraktalok formalis leirasanak médjai

A fraktélok végteleniil 6sszetett matematikai alakzatok, amelyek minden (de legaldbbis na-
gyon sok) mérettartomanyban rendelkeznek részletekkel, igy a puszta lerajzoldsukndl sokkal
precizebb leirdsra van sziikségiink, ha egzakt matematikai objektumokként akarjuk kezelni dket.
Tobbféle leirasi modszer keriilt kidolgozasra, am univerzalis leird eszkozt (legaldbbis ezidedig)
nem sikeriilt megadni. Ezért a fraktdlokat az alapjan is osztdlyozhatjuk, hogy mely leiré rend-
szer segitségével jellemezhet6ek (akar annak ellenére is, hogy vannak olyan fraktdlok, amelye-
ket egyszerre tobb osztdlyab is besorolhatunk, ilyen példdul a Sierpinski-hdromszog). A f6bb

osztalyok:
e [-System fraktalok
e [FS fraktdlok
e Komplex fraktdlok

e Kiilonos attraktorok
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2.7. dbra. A Mandelbrot halmaz és néhany pontjdhoz tartoz6 Julia halmaz

20
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2.5.1. L-System fraktalok

1968-ban Aristid Lindenmayer, magyar szarmazasu elméleti biol6gus és botanikus alkotta
meg a réla Lindenmayer-rendszernek, roviden L-Systemnek nevezett formadlis leirdsi mddszert.
Kiilonboz6 novények novekedését vizsgalva rajott, hogy koziiliik igen sok leirhaté néhany egy-

szer( formélis szabdllyal. Ehhez csak egy megfeleld generativ nyelvtant kell rogziteni.

A generativ grammatika:

G=<V,Sw, P>, ahol
e V :abécé, valtozdk halmaza (nemterminalisok)
e S : konstansok (terminalisok) halmaza
e w : mondatszimbSlum

e P :levezetési szabdlyok halmaza

Példak:

Cantor-halmaz

e valtozdk : A B
e konstans : nincs

e mondatszimbdlum : A szabdlyok : (A — ABA), (B — BBB)

Az A (egyenes irdnyu, el6re haladd) rajzolast, a B rajz nélkiili haladést jelent.

Koch gorbe

valtozok : F

konstansok : + -

mondatszimbdlum : F

szabalyok : (F — F+F-F-F+F)

Az F rajzolést, a + jel kilencven fokkal balra, a - jel pedig kilencven fokkal jobbra torténd for-

dulést jelent.

Sierpinski haromszog
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valtozok : A B

konstansok : + -

mondatszimbdlum : A

szabdlyok : (A — B-A-B),(B — A+B+A)

fordulasi szog: 60°

Az A és B is rajzolast jelent, a + jel balra, a - jel jobbra fordulést az adott forduldsi szoggel. A

sz0g minden iterdcio soran eldjelet valt.

Fraktal novény

valtozok : X F

konstansok : + -

e mondatszimbolum : X

szabélyok : (X — F-[[X]+X]+F[+FX]-X),(F — FF)

forduldsi szog: 25°

Az el6z6ekhez hasonldéan az F rajzolast, a - jel adott szoggel balra, a + jel jobbra forduldst
jelent. Az X-hez semmilyen rajzolasi miivelet nem kapcsolddik, az 6 szerepe a kiilonleges forma
kialakitdsdban van. Az ’[’ jel menti az aktudlis pozicid és szog értékeket, amelyek az ’]” jellel

visszatOlthetok.

2.5.2. IFS fraktalok

Az IFS az Iterated Function System (Iterdlt fliggvényrendszer) kifejezés roviditése. Egy IFS
nem mds, mint kontraktiv, R? — R? alakd transzformaciok kollekcidja, mely szintén egy leké-
pezés. Az ilyen tipusu leképezéseknek mindig van egy egyedi fixpontja, digitalis képekre alkal-
mazva ez a fixpont dltaldban egy fraktalkép. IFS-sel eldallithat6 példaul a fent emlitett fraktdlok
nagy része, pl: Cantor halmaz, Sierpinski haromszog, és -szonyeg, Koch-gorbe. Az IFS-ekr6l
bdvebben a 3.fejezetben lesz sz9, ahol a széleskorii alkalmazasi lehetdségiik egy tjabb példajat

mutatom be.

2.5.3. Komplex fraktalok

Mint ahogy a neviik is mutatja, a komplex szdmsikon értelmezett fraktalokrdl van sz6. Pél-

daként emlithetjiik a kordbban méar bemutatésra keriilt Julia halmazokat és a Mandelbrot hal-
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mazt, vagy az ugynevezet Méagnes-fraktalt.

2.5.4. Kiilonos attraktorok

Kiilonos attraktorra is 1attunk mér példat, de szdmos tovébbi is 1étezik, pl: Rossler-attraktor.

2.6. Kaosz és fraktalok kiilonb6zo tudomanyteriileteken

A kdoszelmélet igazi transzdiszciplindris targy, nem kothetd kizdrélagosan egyetlen tudo-

manyteriilethez sem, de taldn nincs olyan teriilet, amelyet ne érintene. Ime néhdny példa.

2.6.1. Orvostudomany

A testiinkon beliil is j6 néhdny példat taldlunk kaotikus folyamatokra, s6t dgy tlinik, ez a jel-
lemz6. fgy aztdn gyakran az okoz problémdt, hogy ez a kaotikus viselkedés megsziinik, ilyenkor
az orvosok feladata a kdosz visszadllitdsa. J6 példa erre az epilepszia, ahol az agy normalis ka-
otikus miikodésére valo visszaallitds a cél. Az emberi test egyébként zsufolasig tdltve van frak-
talokkal. Az €16 szervezetekben a természetes szelekcid kényszere dltal meglehetésen energia-
és helytakarékos megolddsok sziilettek. A legjellemzdbb a térkitoltd fraktdlok jelenléte. Egy

atlagos emberi tiido felszine példaul kb. fél teniszpdlya nagysagud, mégis elfér a mellkasunkban.

2.6.2. Populaciédinamika

A populdciédinamika él6lények id6beli egyedszamvaltozdsat vizsgdlja egy adott él6helyre
vonatkozdan. Jellemz&en nemlinedris egyenletekkel irhat6 le, hogy mekkora lesz a populédcié
egyedszdma egy késdbbi id6pontban, és ezek a nemlinedris egyenletek gyakran mutatnak kaoti-
kus viselkedést. Bizonyos rovarpopulécidk esetében ezt laboratériumi kisérletek is alatdmaszt-
jak. Az é16lények versengésének dinamikdja, valamint taplaléklancok és hdl6zatok viselkedése

is hasonlé kaotikus viselkedést mutathat.

2.6.3. Genetika, posztgenetika:

A modern genetika tudomanya alig 100 éves multra tekinthet vissza, mégis ilyen rovid id6
alatt is hihetetlen eredményeket volt képes felmutatni. Am, ahogy azt a neve is mutatja, az Srok-
16dési informacidkat tarol6 DNS-nek csak egy kizardlagos részével foglalkozik, nevezetesen a
génekkel. A természet a DNS-szekvencidnak csak egy kis darabjat hasznélja a gének kédolasa-
ra, a fennmarado rész — a tobbség — funkcidjat a mai napig nem sikeriilt tisztdzni. Sok szakember

gondolta (és gondolja) ugy, hogy a DNS ezen darabjai semmit sem kddolnak, igy aztdn maguk
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kozt csak ,,szemétnek” (angol terminoldgidval junk DNA-nek) nevezték Sket. Nemrég kideriilt
viszont, hogy nem csak a gének, hanem az eddig feleslegesnek tartott DNS-részletek is fon-
tos informacidkat kédolnak, csakhogy ezeket mas mdédon lehet kiolvasni, a linedris feldolgozas
ebben az esetben mit sem ér. Az elismert magyar informatikus, Pellionisz Andrds és munka-
tarsai fraktdl algoritmusok segitségével fraktal-strutirdt mutatd, ismétl6dd, onhasonld részeket
taldltak a DNS szekvencidban. A fraktdl-alakzatok haszndlata kitinG médszer az informacié
tomoritésére, igy nem csoda, ha az 6rokl6dd informécid taroldsaért felels genom szintén ilyen
tipusi elrendezédést kovet.[3] Igy aztan az sem til megleps, hogy az igazi 4ttorést egy infor-

matikus munkdja hozta meg.

2.6.4. Informacioelmélet

A kdosz informéciot teremt..... Figyeljilk meg a kovetkezd szdmsort: 0,0, ... Az sorozat
az elsd elem utdn semmilyen Uj informdciéval nem szolgdl. A kovetkezd sorozat egy fokkal
jobb: 0,1,0,1,..., hiszen a sorozat els6 eleme utdn nem allithajuk, hogy ismerjiik a sorozat
osszes elemét, a masodik utdn viszont mar igen (legaldbbis bizonyos értelemben). Es most ve-
gylink egy kaotikusan valtozé szamsort. Nyilvanvald, hogy eme szdmsor informécidtartalma
végtelen, hiszen a sorozat barmennyi eleme ismeretében sem tudjuk megjdésolni, hogy mi lesz
a kovetkez6 elem. Vajon lehetséges, hogy amikor egy rendszer kaotikus allapotba keriil, ak-
kor informécié keletkezik? Norman Packard szavait idézve: ,,A bonyolult dinamika csicsédn a
bioldgiai evolicid vagy a tudat folyamatai dllnak. Intuitive vildgos feltételezésnek tiinik, hogy
ezek a végletesen bonyolult rendszerek informaciét allitanak eld. Milliard évekkel ezeldtt csak
protoplazmacseppek 1éteztek, s most, millidrd évek elteltével mar mi is jelen vagyunk. Egyszo6-
val az informécié a struktdrankban keletkezett és tarolodott. Ahogyan tehdt a gyermekkortdl
kezdve fejlédik az ember tudata, nemcsak kész informécié halmozddik fel benne, hanem 4j is

keletkezik, éspedig kordbban nem létezett kapcsolatok révén.”

2.6.5. Matematika

Ahogy azt pl. a Koch-gorbe estében is lattuk, az elsd fraktalokat, mint extrém tulajdonsagu
objektumoknak, ellenpélddknak, matematikai ,,szornyetegeknek™ tekintették. Kés6bb kideriilt,
hogy bizonyos értelemben ezek az alakzatok, sokkal természetesebbek, mint a matematikdban
addigra széleskorben elterjedt tarsaik. Mivel a természetben sokkal gyakrabban fordulnak el6
fraktalszer(i gorbék, viszont hagyomdnyos eszkozokkel elég nehezen irhatdak le, 4j médszrek
kidolgozdsara volt sziikség. Kideriilt, hogy az olyan ,,hagyomdnyos” gorbék is, mint a Bézier-

gorbék, kezelhetSk fraktalként. (Egy igazan jo 4ttekintése a témdnak [7]-ben olvashatd.)

Egy masik alkalmazdsi méd a kordbban targyalt IFS-eken alapul. A harmadik fejezetben ar-
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ra lathatunk majd példat, hogy hogyan lehet iterdlt fiiggvényrendszerek segitségével digitélis
képeket tomoriteni. Ha jobban meggondoljuk, ez a felhasznédl4dsi mod nem is annyira tjszerd, a
matematikusok mér elég régen rdjottek, hogyan lehet végtelen mennyiségii informéciot néhany
bdjtba striteni (legaldbbis bizonyos értelemben). Vegyiik példaként a 2 négyzetgyokét! Mivel
/2 irraciondlis szdm, ezért végtelensok szamjegyre van sziikségiink, hogy egészen pontosan
megadjuk az értékét. Vagy valaszthatunk egy joval egyszeriibb (€s helytakarékosabb), modszert

— keresiink egy iteralt fiiggvényt, amelynek fixpontja épp a lefrni kivant v/2:

1 2
NoEE xn+1:—<Xn—|——>, 70> 0
2 Ty

Erre az iterdlt fliggvényre ugy is tekinthetiink, mint egy végtelen kapacitdsu informéacié-tarold

berendezésre, amelybdl bizonyos sebességgel a v/2 szdmjegyei szekvencidlisan kiolvashaték.

Egyébként a tisztdn matematikai fogalmak korében is taldlunk példat 6nhasonldsagra.
Példaként 4lljon itt a mértani sor skdldzédssal szembeni invariancidja:

Induljunk ki a mindeki altal ismert mértani sorb6l:

[e.9]

F=l+q+¢+3+. ..

k=0

Skalazzuk ezt a sort ¢ faktorral:

o0
0> =g+ ¢+t
k=0

Igy aztan:

Yot =1+q) ¢

k

00
=0 k=0

Vagyis ugy kaphatjuk meg a mértani sor 6sszegét, hogy 1-hez hozzdadjuk az eredeti sor skala-

zott valtozatat.

2.6.6. Informatika
2.6.6.1. Alapveto adatszerkezetek

Az informatikaban két legaltalanosabban hasznalt homogén adatszerkezet minden bizonnyal
a lancolt lista és a bindris (vagy tobbagu) fa. Konnyti belatni, hogy ezek szintén fraktdlstruktd-
raval rendelkeznek. A fa adatszerkezet esetében ez nyilvdnval¢ is, hiszen éppen a természetben

el6fordulé novények alakjanak kellemes tulajdonsagait szerették volna az informatikusok at-
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iltetni mesterséges kornyezetbe (kiilon tudoményédg foglalkozik a természet ,,masoldsdval”, a
neve bionika). Az dnhasonlosdgot hasznéljuk ki rekurziv algoritmusok hasznalatakor is, gon-
doljunk csak a bindris fak kiilonboz6 rekurziv bejardsi moédjaira, ahol egy bindris fa két 4gat

mint két bindris fat dolgozunk fel.

2.6.6.2. Szamitogépes szimulaciok

Mivel a természeti képz6dmények tobbsége fraktdljellegd, trividlisnak tiinik, hogy virtudlis
vildgok létrehozdsakor a modellezés eszkozéiil fraktdlokat hasznédljunk. A legijabb szamito-
gépes jatékok tobbsége ki is haszndlja az egyszer(, rovid formuldval megadhatd, természetes
hatast kelt6 fraktdlszerd alakzatok altal kinalt lehet6ségeket. Hogy az ily mddon eléallitott ké-
pek mennyire természetes hatdst keltenek, jol tiikkrozi a 2.8. dbra is, amely egy ilyen technikaval

elkészitett tajképet mutat be.

2.8. abra. Fotorealisztikus fraktal-tajkép
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2.6.6.3. Alvéletlenszam generalas

A kaotikus rendszerek alapvetd tulajdonsdga, hogy hosszi tava idébeli viselkedésiik elore
gyakorlatilag nem jésolhaté meg, masrészt a kezdeti feltételek igen csekély eltérése is nagyon
kiilonb6z6 id6beli viselkedést (dinamikét) okoz. Ezen tulajdonsdgaikat akar az el6nylinkre is
fordithatjuk. Egy élvéletlenszdm generator anndl jobb, minél hosszabb periddust szdmsort tud

7 2z

elallitani. Am id6vel az ismétlédés elkeriilhetetlen. A kaotikus viselkedést a periodicitds tel-
jes hidnya jellemzi, ezért alkalmas lehet véletlen szamsorok el6allitasdra. Erre a célra akar az
1.2.1.1. fejezetben targyalt logisztikus leképezés bizonyos dltalanositasait is felhaszndlhatjuk

(az un. B-expnencidlis leképezéseket, [8]).

2.6.6.4. Kriptografia

P ad

A kaotikus rendszerek el6z6 pontban ecsetelt tulajdonsagait tizenetek titkositdsi médszere-
inek javitdsara is felhaszndlhatjuk. Megtehetjiik példaul, hogy a tovédbbitandé jelhez egy kaoti-
kus jelet adunk hozz4. Egy ilyen elven m{ik6d6 kdd feltorése igen nehéz feladat, hiszen még ha
ismerjiik is a kaotikus jelet 1étrehoz6 dinamikai rendszert, a kaotikus jelet 1étrehoz6 kezddfelté-

telek pontos ismeretének hidnydban az eredeti iizenetet nem lennénk képesek visszafejteni.

2.6.6.5. Szteganografia

Az adatrejtés, idegen szdval szteganogrifia alapfeladata, hogy tigy rejtsen el informéciét va-
lamilyen hordozo rétegbe (pl. kép, hang, szdveg, stb.), hogy egy illetéktelen szamara mar a titok
puszta 1étezésének ténye se legyen nyilvanvald. A képekbe torténd informdciorejtés tobbféle
modja ismert, altaldnos megoldas, hogy a kép egyes pixeleit sorban érintve azok valamilyen
paraméterét kismértékben megvaltoztatjdk. Ilyen esetekben célravezet&bb lehet egy térkitoltd
gorbe dltal definidlt képbejarasi algoritmus. Az ilyen médon megvaltoztatott képpontok folt-
szerlien helyezkednek el, amely sokkal kevésbé feltlin valtozast okoz, mint a hagyomanyos,

szekvencialis elrendezé€s.

2.6.6.6. Digitalis képfeldolgozas

A térkitoltd gorbék el6bb emlitett kellemes tulajdonsdga miatt célszer(ibb lehet egy képet
egy térkitoltd gorbe mentén bejarni, igy pl. tobb azonos pixelérték keriilhet egymds mellé a
bejéras sordn, ami (kiillonosen egyes tomoritési modszerek estén) elényosebb lehet. A fraktalok

hasonl¢ jellegli egyéb felhaszndlasi modjaival egy kiilon fejezet foglalkozik.



3. fejezet
Fraktal alapu képtomorités

Egy sz6 tobbet mond ezer sz6ndl, szoktuk gyakran mondani. Nos, dltaldban joval tobb helyet
is foglal, egy 1024 x 768-as felbontdst, 32 bites szinmélységli tomoritetlen kép mérete kozel 3
megabidijt tarhelyet foglal el. gy aztan manapsag, amikor mér a legolcséb mobiltelefonokban is
beépitet megapixeles kamerdt talalunk, fontos, hogy mind djabb, nagyobb hatdsfoku adattomo-
ritési (elssorban kép- és hangtomoritési) modszereket alkossunk. Jobb tomoritési arany érhetd
el, ha a tomorités sordn eldallt képtdl nem vérjuk el, hogy pontos mésa legyen az eredetinek.
Egészen kis eltérésekrdl van sz6, akdr olyanokrdl is, amelyek az emberi szem szdmadra latha-
tatlanok maradnak. Az ilyen elven miikodé mdédszereket veszteséges tomoritdknek nevezziik.
Jelenleg harom technoldgia uralkodik a veszteséges tomorités teriiletén : a vektor kvantilasnak
nevezett mddszer, a diszkrét koszinusz transzformécié (DCT), és a fraktél alapti képtomorités.
Az elsé médszer esetén a képet kisebb részekre osztjak, és egy un. kodkonyvbdl (codebook)
vdlasztanak hozza megfeleld reprezentdnst. A diszkrét koszinusz transzformécié a képeket egy
masik térbe (az un. frekvenciatérbe) konvertélja, majd az igy kapott értékeket megfelelé6 mdédon
kvantdlja. A harmadik esetben a természetben el6fordulé alakzatok (bizonyos mértkii) nhason-
16sdgat haszndlja ki. 1988 Barnsley kidolgozott egy mddszert, amely digitalis képek jo hatds-
foku tomoritését tette lehetdvé IFS-ek felhasznélasdval. A mddszert sokan tovabbfejlesztették,
jelenleg is igen sok véltozata ismert. A technika még csak gyerekcipdben jar, a lehet6ségek
majdhogynem beldthatatlanok. Barnsley alapgondolata az volt, hogy ha néhany nagyon egy-
szer( transzformdci6 segitségével bonyolult, a természetben is el6forduléd alakzatok sokasdga
allithato eld, akkor ez felhasznalhat6 az ilyen alakzatokat dbrazol6 képek tomoritésére, hiszen
a képpontok helyett elegendd a képet eldallité transzformaciokat eltarolni, ami drasztikusan
lecsokkenti a sziikséges tarhely méretét. Azt is észrevette, hogy az egyes iterdciok fixpontja
semmilyen médon nem fiigg a kezdeti képtdl, igy az iterdcid tetsz6leges kiinduldsi képpel el-
indithaté. A kérdés csak az, hogy tetszbleges kép eldallithat-e IFS-ek segitségével, vagy meg
kell elégedniink bizonyos képek nagyaranyu tomoritésének lehetdségével. Sajnos a vdlasz nem-

leges, vagyis a képek tobbségéhez nem adhat6 olyan IFS, amelynek fixpontja maga a kép lenne.

28
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Ez logikus is, hiszen pl. egy emberi arc egyaltalan nem 6nhaonld, tehat a szerkezete nem frak-
talszerti. Marpedig az IFS-ek segitségével leginkabb fraktilokat lehet eldallitani (vagy csakis
azokat, ennek eldontéséhez pontosan kellene definidlnunk a fraktal fogalmat — pl. fraktdl-e egy
négyzet?). Szerencsére van megoldas: osszuk fel a képet egyforma méret kisebb tartomanyok-
ra, és ezen tartomanyokat probaljuk meg 0sszevetni egymassal. Ezt a technikat Arnaud Jacquin
dolgozta ki, és az ehhez felhasznalt specidlis iterdlt fiiggvényrendszereket PIFS-nek (Partiti-
oned Iterated Function System) nevezik. A mddszerek jol kidolgozott matematikai alpokkal

rendelkeznek, tekintsiik most at ezeket.

3.1. Matematikai alapok

3.1.1. Fraktalok

A tovédbbiakban egy F halmazt akkor neveziink fraktdlnak, ha teljesiti az aldbbi feltételek

(majdnem) mindegyikét:
(1) F minden mérettartomdnyban rendelkezik részletekkel.
(2) F (pontosan, nagyjabdl vagy statisztikusan) dnhasonlo.
(3) F fraktadldimenzidja nagyobb, mint a topoldgiai dimenzidja.

(4) Létezik egy igen egyszer(, rovid algoritmus, mely F-et elééllitja/jellemzi.

3.1.2. Iteralt fiiggvényrendszerek

Definicié(Iteralt fiiggvényrendszer): Legyen X teljes metrikus tér. Kontraktiv transzformaciok

egyw: X — X (1 =1,...,n) kollekciojat iteralt fiiggvényrendszernek nevezziik.
Iteralt fiiggvényrendszerek megadasakor un. affin-transzformacidkat hasznalunk.
Definicio(Két dimenzids affin-transzformacio): Az
X a; bl Xz €;
Wi =
Yy ¢ d; Y fi

alaku transzformaciodkat affin transzformacidknak nevezziik, ahol az a;, b;, ¢;, d;, e;, f; konstanst

jelol.

A képekre mint metrikus terek részhalmazaira fogunk tekinteni, ezért tekintsiik at az ide vo-

natkoz6 fogalmakat.
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3.1.3. Teljes metrikus terek

Definicié(metrikus tér): Egy X halmazt metrikus térnek neveziink, ha adottegy d : X x X — R

valés értékd fliggvény, mely rendelkezik az akabbi négy tulajdonsdggal:
1. d(a,b) > 0 minden a,b € X-re
2. d(a,b) = 0 akkor és csak akkor, ha a« = b minden a,b € X-re
3. d(a,b) = d(b,a) minden a,b € X-re
4. d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) minden a, b, c € X-re (hdromszog-egyenlGtlenség)

A d figgvényt metrikdnak nevezziik.
Hausdorff metrika

Két kép kozotti tavolsag mérésére az un. Hausdorff-metrikat fogjuk hasznélni. Legyen az A
és B egy metrikus tér két részhalmaza (azaz legyen kép), ekkor a h(A, B)-vel jelolt Hausdorft-
tavolsagot a kovetkez6 modon szamolhatjuk ki: Minden x € A pontra keressiik meg az 6sszes
y € B pontal vett tdvolsdgok minimumat (itt pontok kozotti tdvolsélsag alatt a ,,hagyoméanyos”
euklideszi tavolsagot értjiik). Szamoljuk ki ezeket a minimadlis tavolsagokat mind az A, mind
a B halmazbdl kiindulva, és vegyiik ezek maximumat. Ez lesz az A és B halmaz Hausdorff-

tdvolsaga.

Definicié (Cauchy-sorozat): Egy metrikus térben értelmezett a,, pontsorozatot Cauchy-sorozatnak
neveziink, ha barmaly € > 0 esetén létezik egy ng kiiszobszdm, melyre d(a,,, a,) < e teljesiil

Vn, m > ng indexre.

Definicié (Teljes metrikus tér): Egy (X, d) metrikus teret teljesnek neveziink, ha benne min-

den Cauchy-sorozat konvergens.
Definicié (Kompakt metrikus tér): Egy metrikus tér kompakt, ha zart és korlatos.

Ezek utdn megadhatjuk azt a teret, amelyben dolgozni szeretnénk. Legyen
H(X)={S C X |S kompakt}.

Tehat a H(X) halmaz az X Osszes lehetséges kompakt részhalmazainak halmaza. Jelolje tet-

sz6leges A € H(X) esetén Ay(€) az A halmaz pontjaitdl legfeljebb e tdvolsdgra levé pontok
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halmazat, azaz legyen A,(¢) = {z|d(z,y) < €,y € A}. Ezutdn az A, B C H(X') halmazok

Hausdorftf-tadvolsdgan a kovetkezdt értjiik:
ha(A, B) = max{inf{e|B C Aq4(€)},inf{e|A C Ba(e)}}

Vegyiik észre, hogy h, értéke fiigg a d metrikatdl. A gyakorlatban gyakran elhagyjdk a d inde-

xet, ha a szovegkornyezetbdl vildgosan kideriil, hogy melyik metrikardl van szé.

Tétel: Legyen X teljes metrikus tér d metrikdval. Ekkor H (X)) is teljes metrikus tér lesz hy

metrikaval.

3.1.4. Kontraktiv leképezések és IFS-ek

A célunk az, hogy tetsz6leges kezdeti képbdl kiindulva bizonyos szamu iteracids 1épés utan
egy egyértelmiien meghatarozott fixponthoz érkezziink, és ez a fixpont maga a kédolandé kép
legyen. Az un. kontraktiv leképezések fixpont tétele garantdlja nekiink az egyértelmi fixpont
létezését, csakhogy valdsziniitlen, hogy ez a fixpont egybeessen az eredeti képpel, hiszen eh-
hez az eredeti képnek tokéletesen onhasonlonak kellene lennie, ami a gyakorlatban igen ritkdn
teljesiil, az S kédolandé kép helyett a fixpont S’ lesz, ahol az S’-t8] csak azt varhatjuk, hogy
elegendben kozel legyen S-hez (vagyis a két kép tdvolsdga egy bizonyos hibaérték alatt legyen).
Emiatt lesz a tomorités veszteséges. De az un. kolldzs-tétel ilyen esetekben is biztosit minket
arr6l, hogy minél jobban illeszkedik az eredeti .S képre a megfeleld transzformécidkkal Ossze-

allitott W (5),.kollazs”, anndl kozelebb lesz az z,, attraktor S-hez. A matematiai megalapozas:

Definicié (Lipschitz-leképezés): Legyen (X, d) metrikus tér. Egy w : X — X leképezést s
Lipschitz faktord Lipschitz-leképezésnek nevezeziink, ha 1étezik olyan pozitiv valds s érték,
hogy:

d(w(z), w(y)) < sd(z,y)

minden z,y € Xesetén. Ha s < 1, akkor a w leképezést s kontraktivitdsi kontraktiv leképezés-

nek nevezziik.
Lemma: Ha a w : X — X leképezés Lipschitz-féle, akkor w folytonos.

Tétel: Ha w; : R — Rs; kontraktivitasd kontraktiv leképezés (i = 1...n), akkor a

W = LnJ w; : H(R?) — H(R?)
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1S § = max;—;. n{s,) kontraktivitdsi kontraktiv leképezés a Hausdorff-metrikdra nézve.

Tétel(Kontraktiv leképezések fixpont tétele): Legyen X teljes metrikus tér és f: X — X egy
kontraktiv leképezés. Ekkor létezik egy egyértelmii z; € X pont, melyre igaz, hogy minden

r € Xesetén
zy = f(zy) = lim f"(z).

n—0o0o

Az x ¢ pontot az f leképezés fixpontjdnak vagy attraktordnak nevezziik.

e

Tétel(Kollazs-tétel): Az el6z6 tétel jeloléseit megtartva érvényes a kovetkezo:

d(z,xy) >

d(z, f(x))

1—s

Tehat a kodolds menete a kovetkezd: Adott egy f kép, amit kédolni szeretnénk. Osszuk fel
a képet értelmezési tartomanyokra és értékkészletekre. Ezt tobbféle mdédon megtehetjiik, vagy
fix méretd blokkokat haszndlunk, vagy megadhatjuk a képnek az un. 4-fa reprezentdciojat. En-
nek elénye, hogy véltoz6 méretd blokkokat haszndl, ezzel is novelve az illeszkedés valészin(i-
ségét (hiszen lehet, hogy a két képrészlet kiillonbozé mérettartomanyban ugyan, de nagyjabol
ugyanazt dbrazolja). Ekkor keressiik meg minden értékkészlethez azt az értelmezési tartomanyt
és transzformdciot, amelyere a transzformacid eredménye és az értékkészlet kozott az eltérés
minimalis, és egy bizonyos kiiszob alatt van. Ha a masodik feltétel nem teljesiil, a akkor 4-fa
felbontast alkalmaz6 valtozatban az értékkészletet tovabb bontjuk, és tjra prébaljuk lefedni va-
lamely értelmezési tartomany és transzformdcio segitségével. Ha tovdbb nem tudjuk bontani, és
még mindig hibakiiszob felett vagyunk, akkor kénytelenek lesziink a minimaélis hibat erdemé-
nyez0 transzformaciot elfogadni. Ha sikeriilt minden értékkészletet a megfeleld transzformaci-
ok segitségével lefedni, akkor az eltarolt transzformacidk reprezentaljdk a kddolni kivéant képet.
A dekddolds ennél sokkal egyszetibb, induljunk ki egy tetsz6leges képbdl, iterdljuk a PIFS-t,
amig el nem jutottunk a fixponthoz, azaz amig x; = W (z;) nem teljesiil. Ez az x; fixpont lesz
a dekodolt kép.

3.2. Az algoritmus javitasai, egyéb valtozatai

A PIFS eszkozrendszert haszndl6 fraktdl alapu képtomorités egyetlen nagy hatranya, hogy
borzasztéan nagy a kodolds szamitési igénye (a dekddoldsndl ilyen probléma mér nem jelent-
kezik, tehat ilyen tekintetben felveszi a versenyt az egyéb megvaldsitasokkal). Ennek oka, hogy

minden egyes értékkészlet esetén elképesztden sok értelmezési tartomdny jeloltet kell megvizs-
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gdlni, hogy megtalédljuk a szimunkra legmegfelel6bbet. Ezen ugy segithetiink, hogy vagy vala-
milyen heurisztikdt hasznalunk, vagy a kiilonboz6 6sszehasonlitdsokat parhuzamosan végezziik

el. Kiillonb6z6 javitott megoldasok sziilettek, ezek koziil mutatok be néhanyat:

3.2.1. Klasszifikacio

Az egyik lehetOség a sziikséges Osszehasonlitdsok szamanak dramai csokkentésére a lehet-
séges értelmezési tartomanyok osztalyokba soroldsa. Kédoldskor minden egyes értékkészletet
csak a vele egy osztdlyba tartozé értelmezési tartomanyokkal hasonlitunk 6ssze. Szamos mdd-
szer létezik az osztdlyozds megvalOsitdsara, egy viszonylag egyszeri megoldads a kovetkezd.
Minden (négyzet alaki) értelmezési tartomanyt négy egyforma részre osztunk, és az egyes ré-
szekhez indexeket rendeliink, ugy, hogy a bal felsd négyzet az egyes, a jobb fels a kettes, a bal
alsé a harmas, a jobb also6 pedig a négyes index értéket kapja. Ezek utdn minden negyedhez hoz-
zarendeliink egy szamértéket az alabbi mddon. Jeloljiik az i. negyedben az egyes pixelértékeket
Dit,---Din -nel (i = 1...4), ekkor legyen A; = Z;‘:l pij tovabba: Masik képlet Figyelem-
be véve, hogy kodolaskor az értelmezési tartomayok elforgathatéak 90° tobbszoroseivel, az Ai

értékekek harom kiilonb6z6 csokkend sorrendje fordulhat eld:

1. alaposztaly : A1 > A2 > A3 > A4
2. alaposztdly : A1 > A2 > A4 > A3

3. alaposztaly : A1 > A4 > A2 > A3

Mivel az egyes V; értékek Osszes lehetséges sorrendjeinek szama 4! azaz 24, ezért mindhdrom

alaposztalyhoz tovdbbi 24 alosztaly tartozik, igy az osztalyok szdma Osszesen 72 lesz.

3.2.2. Archetipusok

Ebben az esetben is sziikség van osztilyozasra. Egy archetipus nem mas, mint egy adott osz-
taly azon eleme, amellyel a legjobban lefedhet6 az osztalyban 1év6 6sszes tobbi elem. Az arche-
tipusok meghatdrozdsa nagyon hasonlit a vektor kvantdldson alapuld képtomorités codebook-
jdnak meghatdrozasahoz, az alapétlet legalabbis ugyanaz. Az eredmények azt mutatjdk, hogy

ezzel a technikdval (is) jelent6snek mondhaté gyorsulds érhetd el.

3.2.3. PIFS és neuralis halok

A neurdlis halok elénye, hogy hasznalatukkal nagyfoki parhuzamossag érhet6 el. Ez kii-
Iondsen hasznos olyan szdmitasigényes feladatoknal, mint a PIFS alapu képtomorités. Az elv

a kovetkezd. Minden egyes pixelhez egy neuront rendeliink hozzad oly médon, hogy az adott
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pixel intenzitasértékét a neki megfeleld neuron dllapota hatdrozza meg. Az eljards sordn a ko-
dolni kivant képrdl masolatot készitiink, majd mindkét példanyt tartomdyokra - az egyiket ér-
telmezési tartomanyokra, a masikat értékkészletekre - osztjuk fel. Ezutan minden értelmezési
tartomdanybeli pixelhez egy input és minden értékkészletbelihez egy output neuront rendeliink.
Minden j output neuronhoz 4 input neuron kapcsolodik, legyenek ezek 7,7 + 1,7 4+ 2 és 7 + 3.
A j output neuron z; kimeneti értéke a Z; , Zi11 , Ziyo , Zit3 €rtékekbdl, az ezekhez tarto-
26 Wi, Wiig1, Wjisa, Wiits sulyokbdl, és a 0; kiiszobértékbdl szamithaté ki. Két kiillonbdzo

aktivacios fliggvény haszndlatos, ez alapjan beszélhetiink linedris és nemlinearis modellrdl:

i+3
, — . . J— .
z; = 0 E Wik X 2 — 0;
k=i

Linearis modell esetén:

Nemlinearis modell esetén:

AR
k=i
Ahol B a maximadlis lehetséges intenzitdsérték (leggyakrabban 255).

Altaldnosan elmondhat6, hogy a nemlinearis modell sokkal robosztusabb, flexibilisebb, jobb
képmindséget eredményez, a linedris modell viszont egyszerlisége folytdn kevésbé szamitas-

igényes.

Az eljaras lépései a kovetkezok:
(1) Viélasszunk egy e, hiba-kiiszobértéket és egy r,,, minimélis méretet az értékkészletekhez.

(2) Osszuk fel a képet egymdst nem atfedd részekre. Ezek lesznek az kiindulési értékkészle-

tek. A kiinduldsi méretet legyen 32 x 32 pixel.

(3) Minden : értékkészlethez keressiink egy olyan (ndla négyszer nagyobb méretii) j értelme-
z€si tartomdnyt, amelynél a az ¢ és a j kozti hiba legfeljebb e. nagysdgi. Adjuk meg az
i-hez tartoz6 transzformdécios fiiggvényt (lasd fent), és frissitsiik a w;; sulyokat minden
1 és j-beli pixelre, hasznaljuk a delta tanulasi szabdlyt a transzformécids fliggvényben

szerepld kontraszt és fényességérték kiszamitasahoz, igy a hiba minimaélis lesz.

(4) Ha adott értékkészlethez nem taldlunk értelmezési tartomdnyt (vagyis nem taldlunk olyan
tartomanyt, amelyhez tartozé hibaérték legfeljebb e.), akkor osszuk fel az értékkészletet
4 egyforma nagysagu részre, amelyek mérete még nem kisebb r,,,-nél, és a (3)-as pontnak

megfelelen adjuk meg ezen résztartomédnyok transzformacios fiiggvényeit.
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(5) Ha az értékkészletet nem tudjuk tovabbi részekre osztani igy, hogy azok mérete legaldbb
T, nagysdgu legyen, akkor a legkisebb hibét produkal$ értelmezési tartomanyt kell vé-

lasztanunk még akkor is, ha a hiba mérete meghaladja az eldirt e, kiiszobértéket.

3.2.4. PIFS és genetikus algoritmusok(GA)

Az un. lagy szamitdsi mészerek egy masik népszeri csoportjat a genetikus algoritmusok
alkotjak. Elonyiik, hogy robosztusak, flexibilisek, bizonytalan és pontatlan informécids kornye-
zetben is eredményesen hasznalhatdak, €s a parhuzamos tobbpontos keresésnek koszonhetden
képesek kozel optimélis megoldést taldlni akkor is, ha a lehetséges értékek tere hatalmas, és st-
rlin tartalmaz lokélis optimumokat. Mindezen tulajdonsédgai teszik kiilonosen alkalmassé a frak-
tal alapu képtomoritésben vald haszndlatra ([1],[2]). A genetikus algoritmusok harom alapvetd
operatora a szelekcid, a muticid és a keresztezés. Ennek megfelel6en egy altaldnos genetikus
algoritmus felépitését a 3.1. folyamatdbra mutatja be.

A genetikus algoritmusok teriiletén kiemelt fontossagui a szkématétel. A szkémak egyszer(
karakterldncok (sztringek), amelyekben 3-féle karakter fordulhat el6: 0, 1, és #. A # jel felfogha-
t6 un. Joker-karakternek, egyarant jelenthet 1-est vagy O-t. Minden szkéma egy-egy hipersikot

jelol ki a keresési térben.

Tétel(szkématétel) : Egy az atlagosndl jobb koltséggel rendelkezd rovid szkéma exponencidli-
san gyakrabban fordul el6 a kdvetkezd generdcidban, egy atlagosndl rosszabb koltségli szkéma
pedig exponenciédlisan ritkabban.

Ezt kihasznalva a megfelel6 blokkok kivalasztasat gyorsan és hatékonyan tudjuk megtenni.

A moédszer alapelemei:

(1) Kromoszomdk: Minden kromoszéma 19 bitbdl 4ll, 8-8-3-as felosztasban, az elsé tizenhat
biten az adott értelmezési tartomény abszolut pozicidjat, a maradékon a transzformaciot

meghatdrozé informaciot taroljuk.

(2) Fitnesz-fiiggvény: Mivel a tartomdnyok kozti tdvolsag mérésére a legkisebb négyzetes

hibat hasznaljuk, ezért fitnesz-értéknek tokéletesen megfelel ennek reciproka.
(3) Kezdeti populdcio: A kromoszémdkat véletlenszerlen éllitjuk 6ssze.
(4) Szelekcio: A josdg mértéke alapjan szelektalunk.

(5) Keresztezés: A populdciot a kiszdmitott fitnesz-értékek alapjan két csoportra bontjuk. Az
Sy jeltiben a jobb, az S,,-ben a rosszabb fitnesz-értékkel rendelkezd kromoszémak kapnak

helyet. Mivel az S, halmazban taldlhat6 kromoszémdk mind j6 génekkel rendelkeznek,
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ezért érdemes ezeket egymdssal keresztezni. Mivel az S,,-beli kromoszémdknak imma-
ron nem sok hasznat vessziik (hisz kicsi a valdszintisége, hogy kozvetlen kornyezetiikben
alkalmas kromoszémakat taldlunk), nyugodtan lecserélhetjiik 6ket az Sp-beli kromosz6-
mak keresztezése sordn 1étrejovo Uj generacidra. A P, valdszinliség hatdrozza meg, hogy

adott helyzetben torténjen-e keresztezés.

(6) Mutdcio: A természetes képek alapvetd tulajdonsdgait figyelembe véve két mutacids stra-

tégia haszndlatos. A S, halmaz barmely kromoszomadja esélyes a végsd gydzelemre. Eb-
bdl viszont az kozetkezik, hogy az 6 kozeli szomszédaik szintén esélyesnek szdmitanak,
igy az értelmezési tartomdnyok abszolut koordinatdinak felsd bitjei j6 hatdsfoku séméa-
kat hatarozhatnak meg. Belathato, hogy ugyanahhoz a sémdhoz tartoz6 kromoszémak
bizonyos fokig ugyanazt az informaciét tartalmazzak, ezért egy j6 séma minden kromo-
szomdja jo fitnesz-értékkel bir, igy ezt a tulajdonsdgot meg6rzendd az értelmezési tarto-
many koordinatdinak alsé biteit egy eldre rogzitett valoszintiséggel mutédlni fogjuk. Az
igy kapott leszarmazottakat viszont a koordinatak felsé bitjein és a transzformaciét meg-
hatdrozo6 biteken érdemes mutdlni, hiszen csak igy tudjuk garantdlni, hogy az algoritmus

a teljes keresési teret bejarja..

(7) Megalldsi feltétel: Befejezziik a keresést, ha elértiink egy elGre rogzitett iteraciészam-

kiiszobot, vagy ha ugyanaz a kromoszéma tobb alkalommal is a legjobbnak bizonyult.

Ezek utan a kédolas folyamata a kovetkezo :

1.

Kezdeti 1épésként vdlasszunk egy populdcioméretet, egy keresztezési maszkot, egy P.

keresztezési ardnyt, egy mutdcios maszkot, és a P, ; és P, ,, mutdcids ratakat.

. Generdljunk véletlenszertien egy kiindulédsi kromoszéma-populéciét.
. Szamoljuk ki ezen kromoszomdk fitnesz-értékeit.
. Osztdlyozzuk a kromoszémadkat a fitnesz-értékeiknek megfelelSen.

. Ha elértiink egy eldére meghatarozott iterdciészam-kiiszobot, vagy ha ugyanaz a kromo-

szOma egymas utan tobbszor is legjobbnak bizonyul, akkor jegyezziik fel a neki megfeleld
fraktdlkodot, €s stop. Egyébként folytassuk a kovetkezd pontban.

A jésdguk alapjan soroljuk be a kromoszémédkat az Sy, €s .S, halmazokba.

. Alkalmazzunk egy egyenletes keresztezést az Sy-beli elemekre, majd az igy kapott le-

szarmazottakkal irjuk feliil S,, elemeit.

. Alkalmazzunk mutaciot az Sy-beli kromoszomakra és azok (immaron S,,-beli) leszarma-

zottaira.
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9. Szamoljuk ki az 0j genericio fitnesz-értékeit, majd ugorjunk a 4-es pontra.

3.3. Egyéb felhasznalasi teriiletek

3.3.1. Képatméretezés

3.3.2. Képindexelés

3.2. dbra. Mddositott Sierpinski-hdromszog

CF a b c d e f
wl 0.5 0 0 0.4 1 150
w2 0.5 0 0 0.6 -80
w3 0.5 0 0 0.6 80

3.1. tablazat. A médositott Sierpinski hdromszog IFS-kédja

CF a b c d e f
wl 0.5 0 0 0.5 1 150
w2 0.5 0 0 0.5 -80
w3 0.5 0 0 0.5 80

3.2. tabldzat. Az eredeti Sierpinski haromszog IFS-kédja

Hasonl6 képekhez tarozo IFS is hasonld, mint ahogy az a médositott €s az eredeti Sierpinski-

haromszog IFS-kédjdnak Ssszevetésébdl is jol lathaté. Eppen ezért az IFS-kéd j61 hasznalhaté
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képek globdlis tulajdonsdgainak Osszevetésére, st egyfajta kategorizaldsra is lehetGséget ad.

panys

Bizonyos értelemben tartalom alapu keresesést tesz lehetové képeket tartalmaz6 adatbazisokban

([5D.

3.3.3. Vizjelezés

A demokratikus média (Internet) népszertisodésével egyre nehezebb feladat a szerzdi jo-
gok érvényre juttatdsa, hiszen példaul egy digitdlis képrdl nagyon nehéz bizonyitani, hogy
adott személy készitette. A vizjelezés 1ényege, hogy olyan (bindris) informécidkat rejtiink el
a képben/képen, amelyek hagyomanyos eszkozokkel nem tordlhetSek, ellendlnak kiillonb6zo
geometriai transzformdacioknak, €és a veszteséges tomorités sem tesz kiilondsebb kért benniik.
Tobbféle modszer 1étezik, az egyik a fraktdl alapd képtomorités tulajdonsagait haszndlja ki. A
moddszer 1ényege, hogy a képhez tartoz6 IFS-t dgy véltoztatjuk meg, hogy a kédolds mindsége
ne valtozzon. Igen valdsziniitlen, hogy egy természetes képen barmely értelmezési tartomany
tokéletesen megegyezzen a hozza tartozo értékkészlettel. Ezt kihasznédlva néhany R értékkész-
letet lecseréliink a hozzdjuk tartozo értelmezési tartomanyok pontos mésolataira. Ezek a pontos
mdsolatok reprezentdljak (egy rogzitett protokoll alapjan) az elhelyezni kivént vizjelet. A leg-
nehezebb feladatot a megfeleld értelmezési tartomanyok kivédlasztdsa jelenti, hiszen ezeket ugy
kell megvalasztani, hogy robosztusak legyenek az alulaterszt6 sziirokkel (ilyeneket hasznal-
nak a tomorité algoritmusok), a forgatassal és az eltoldssal szemben. A blokkok kivélasztdsa
az alacsony frekvencids 0sszetevoik alapjén is torténhet, az algoritmus DCT-alapu véltozata ez
alapjan rangsorol. A gyakorlat azt mutatja, hogy a DCT alapu vizjelezési mddszer sokkal ro-
bosztusabb, mint a képtér-alapu. Egy ilyen alapon miikodd protokoll részletes leirasat talaljuk
[6]-ban
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