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BEVEZETES

Az 1980-as évek kozepétdl tobb tanulmany is sziiletett a geometria tanulasaval, illetve
tanitasaval kapcsolatban (Crowley, 1987; Gutierrez, Jaime, & Fortuny, 1991; Mason, 1997).
Ennek oka az, hogy a geometriatanulds sordn a didkok szdmos nehézségbe iitkdznek. A
kutatasok azt igazoltak, hogy a tanulok geometria terén nytjtott gyengébb teljesitményének 6
oka az iskolai tanitdsban keresendd (Gutierrez, Jaime, & Fortuny, 1991; Halat, 2006; Halat,
2007). Sajat tapasztalataim teljes 0sszhangban vannak ezekkel az eredményekkel. Tobb mint
tizenot éve kozépiskolai matematikatanarként dolgozom Magyarorszagon, €s évek 6ta specialis
matematika tagozatos képzésben részt vevo tanulokkal foglalkozom.

Magyarorszagon 1962 6ta van specidlis matematika tagozatos képzés, amely nemcsak a magyar
matematikatanitds, hanem az egész kozépiskolai oktatas egyik €kkove. A tanuldk hetente
atlagosan hat-nyolc tandraban tanuljadk a matematikat, tanul6i csoportonként altalaban két
szaktanarral. Ahogy azt Surdnyi (2012) részletesen kifejti, a specialis matematika tagozat
bevezetése voltaképpen a korabeli, idejétmult magyar matematikaoktatds megreformalasat
célozta meg. Egyrészt igyekeztek jol felépitett, ,,igényes” matematikai tananyagot 6sszedllitani,
masrészt alapelvként fogalmaztdk meg a didkok 6nallé gondolkodasra nevelését. A specialis
matematika tagozat tananyaga bizonyos témakorokben joval tilmutat a normal gimnaziumi
képzés tananyagan ¢és igy az érettségi kovetelményeken is (pl. komplex szamok, harmadfoku
egyenletek, matrixok, Euler—Fermat-tétel). Ugyanakkor fontos hangstlyozni, hogy a didkok
versenyfelkészitése nem célja a képzésnek. A kutatasunkban nem ragadtuk meg ezt a témat,
nem tettiink kiilonbséget versenyzd és nem versenyzo didkok kozott.

Bar didkjaim jellemzOen matematikabol tehetséges tanulok, naluk is a legtobb gondot a
geometriafeladatok megoldasa soran tapasztaltam. Eppen ezért kiemelt fontossaga a didkok
geometriai gondolkodasa fejlodésének a vizsgilata, s az eredmények megismertetése a
matematikatanarokkal, annak beépitése a tanitas folyamataba.

Dolgozatomban elsésorban specialis matematika tagozatos kozépiskolai tanuldk geometriai
gondolkodasmodjardl, valamint az ezzel szoros kapcsolatban allo bizonyitasi képességiik
vizsgalatarol, illetve ez utobbi fejlesztésérdl lesz szo. Az érvelési képesség azon til, hogy a
matematikan beliil kulcsfontossagu, az élet egyéb teriiletein is fontos szereppel bir.

A specialis matematika tagozat kerettantervének (Kerettanterv a specialis matematika
képzéshez) bevezetd részében nagyon vilagosan kiolvashatok a bizonyitasi képességgel kap-
csolatos célkitlizések:

- ,,A specialis matematika tagozaton — a f6 célok megvalositasa érdekében — elengedhetetlen
a definiciok pontos ismerete, a tételek bizonyitasa, az ehhez sziikséges modszerek elsajatit-
tatasa.”

- ,,A matematikatanitas célja az alkoté gondolkodasra nevelés. El kell érni, hogy a didkok
meg tudjdk fogalmazni kérdéseiket, a felvetédott problémakra adott valaszaikat, képesek
legyenek gondolataikbdl és a tanult ismeretekbdl tiszta, pontos logikai lancot alkotva bizo-
nyitani, cafolni, Gj problémakat felvetni.”

Nem véletlen tehat, hogy vizsgalatainkban a specidlis matematika tagozatos didkokra fokuszal-
tunk.



Kutatasaink mozgatoérugoja a geometriai bizonyitasi képesség vizsgalata volt. A dolgozat az
alabbi kutatasi kérdésre keresi a valaszt:

K: Hogyan fejlesztheté a specialis matematika tagozatos diakok geometriai bizonyitasi
képessége?

A dolgozat szerkezeti felépitése a kovetkezo:

Az elso fejezetben megalapozzuk kutatasunk elméleti hatterét a szakirodalom tanulmanyozasa
révén.

A masodik fejezetben a 2015-ben elkezdett és masfél évig tartd, kozépiskolai diakok geomet-
riai gondolkodasmodjanak a vizsgalataval foglalkozunk. Tessziik ezt azért, mert a geometriai
bizonyitasi képesség vizsgalata, illetve annak a fejlesztése feltételezi a didkok megfeleld geo-
metriai gondolkodasi szintjét. Kutatdsunknak ebben az elso fazisaban foként a kovetkezd kér-
dést kivantuk megvalaszolni:

K1: A kozépiskolai tanulok geometriai gondolkodasanak szintje megfelel6-e néhany 1épé-
ses bizonyitasok megértéséhez és kivitelezéséhez?

A harmadik fejezet a kutatas masodik fazisat irja le, amiben érettségi el6tt allo, specialis ma-
tematika tagozatos diakok geometriai bizonyitasi képességét vizsgaljuk egy ugynevezett bizo-
nyitas-teszt segitségével. A kutatés elsd fazisanak eredményei és az elmélet alapjan feltételez-
ziik, hogy a tanuldk birtokdban vannak a bizonyitdsokhoz alkalmas geometriai gondolkodas-
modnak.

A mérést 2018-ban hajtottuk végre, és amely soran a 6 kérdésiink az alabbi volt:

K2: Mi jellemzi a végzés elétt allo specialis matematika tagozatos diakok geometriai bizo-
nyitasi képességét?
Az itt kapott eredményeket egy egész tanévet feloleld fejlesztd tanitasi kisérlet megtervezésé-

hez hasznaltuk fel, mely a kutatas harmadik és egyben legfontosabb fazisat jelenti. Errdl szol a
kovetkezd fejezet.

A negyedik fejezet a 2018/2019-es tanévben végrehajtott fejleszto tanitasi kisérlet folyamatat
¢s eredményeit mutatja be. A kutatas ezen fazisanak alanyai kilencedikes, specialis matematika
tagozatos didkok voltak. Ebben a fazisban harom kutatasi kérdést tettiink fel:

K3: Mi jellemzi a specialis matematika tagozatot kezdé 9. évfolyamos diakok bizonyitasi
képességét?

K4: Milyen szempontok szerint épitheto fel a 9. évfolyamon a bizonyitasi képességet fej-
leszté tanitasi program?

K5: Eredményes volt-e a 9. évfolyamra kidolgozott fejleszté tanitasi program?

Ez a kutatasi egység két kisebb részre tagolodik. Az elsd részben egy eldteszt és harom videdval
rogzitett tanora segitségével feltérképeztiik a tanuloknak az allitdsok szerkezetének a vizsgalata
¢€s a geometriai bizonyitasok terén szerzett ismereteit. A masodik fazisban az els részben szer-
zett tapasztalatokra is alapozva egy fejlesztd tanitasi kisérletet hajtottunk végre, ami célzottan
a tanulok geometriai bizonyitasi képességét volt hivatott magasabb szintre emelni.



1. ELMELETI HATTER

A dolgozat — és igy az elméleti fejezet is — két nagy részre tagolhatd. Az egyik a didkok geo-
metriai gondolkoddsmaddjanak a fejlodésére fokuszal, amelynek a leirdsara a van Hiele-elméle-
tet vettiik alapul. Ennek az elméletnek a torténetérdl, valamint a Iényegérdl az 1.1 fejezetben
fogunk szolni részletesebben. Tematikailag a masik nagy témakdr a bizonyitasok vizsgalata.
Arrol, hogy mit is értiink bizonyitason, milyen tipusait kiilonbozteti meg a szakirodalom, az 1.3
fejezetben igyeksziink betekintést nyujtani.

1.1. A van Hiele-elmélet

A geometriai gondolkodasmod kialakulasa egy hossza és nem minden akadalytol mentes fo-
lyamat. Egészen az alakzatok felismerésétél — kozépiskolaban — a bizonyitasok végrehajtasaig,
illetve specialis fels6fokt tanulmanyok esetén az axiomatikus gondolkodasig tart. A geometriai
gondolkod4smod leirdsanak egyik széles korben elfogadott elmélete a van Hiele-elmélet, me-
lyet az 1950-es években Dina van Hiele-Geldof és Pierre van Hiele holland hazaspar kezdett
kidolgozni didkjaik vizsgalata soran. Arra voltak kivancsiak, hogy a didkoknak miért akadnak
nehézségeik a gondolkodési folyamatokban, ezen beliil is kiemelt modon a bizonyitasok terén.
Megfigyeléseikre alapozva elemezték és leirtak a geometriai gondolkodas fejlédését. Ennek
lényege, hogy ez a folyamat szintekre tagolodik az alakzatok globalis felismerésétdl indulva
egészen a formalis geometriai bizonyitasokig haladva (Usiskin, 1982). A szintek hierarchikusan
¢épiilnek egymasra, és egy adott szint elérése feltételezi az sszes korabbi szint elérését. Minden
szintnek megvan a maga matematikai nyelvezete, és a sikeres tanitasi folyamat megkoveteli,
hogy a tanar az adott szintnek megfeleloen kommunikaljon a didkokkal, semmiképpen se egy
magasabb szint nyelvezetén. A vizsgalataik kezdetén azt feltételezték, hogy éppen az az oka a
didkok matematikéban elszenvedett sikertelenségeinek, hogy nem a nekik megfeleld van Hiele-
szinten torténik meg az oktatasuk. Maga az elmélet 1957-ben jelent meg a hazaspar doktori
értekezéseiben, és mivel Dina van Hiele-Geldof nem sokkal késdbb elhunyt, igy az elmélet
tovabbi kifejtését a férje végezte el. Munkdjuk eleinte nem kapott kellé figyelmet Nyugaton,
viszont a Szovjetunidban tekintetbe vették a tananyag megirdsa soran. Késobb az elmélet [zaak
Wirszup! tudomasara jutott, és végiil az 1970-es évek kdzepén 6 tette ismertté azt az Amerikai
Egyesiilt Allamokban.

Az elmélet szerint a geometriai gondolkodas fejléddésének az alabbi 6t szakasza van.

1. szint (globalis felismerés szintje)

Ebben a fejlédési szakaszban a tanulok felismerik, megnevezik az egyes geometriai alak-
zatokat, am azokat egységes egészként kezelik. Ekkor még nem észlelik az alakzatok alko-
toelemeit, azok tulajdonsagait nem érzékelik. Azon tul, hogy az alakzatokat képesek egy-
mastol elkiiloniteni, azok k6zott 6sszefliggéseket még nem latnak. Felismerik példaul a for-
majuk alapjan a téglalapokat, &m a négyzetet nem soroljak kozéjiik. A didkok az indoklasa-
ikban az észlelésre tdmaszkodnak.

2. szint (elemzés szintje)

Ezen a szinten a tanuldk elkiilonitik az alakzatok alkotorészeit egymastol €s az egésztol. Az
egyes alakzatok kiilonb6zd tulajdonsagait észlelik, és ez alapjan mar tudjak 6ket csoporto-
sitani. Egy adott alakzat kiilonb6z0 tulajdonsagai, illetve kiilonb6z6 alakzatok tulajdonsagai

! |zaak Wirszup (1915-2008): Lengyelorszagbol az Amerikai Egyesiilt Allamokba emigralt matematikus.



kozott még nem tudnak kapcsolatot teremteni. Tovabba nem képesek sem definialasra, sem
pedig ok-okozati Gsszefliggések megfogalmazasara. A négyzeteket ezen a szinten sem so-
roljék a téglalapok kozé, &m az példaul mar tudatosul benniik, hogy egy rombusz minden
oldala egyenl6 hosszusagu.

3. szint (informalis dedukcio szintje)

Ezen a szinten a tanulok a tulajdonsagokat rendszerezik, és az alakzatokat ezek alapjan kap-
csolatba tudjak hozni egymassal. Az egyes tulajdonsagok kozott dsszefiiggéseket latnak
meg (példaul egy haromszogben nagyobb oldallal szemkdzt nagyobb szog van), s képessé
valnak a fogalmak kozotti hierarchia megértésére. Ekkor a tanulok példaul a négyzeteket
tudatosan soroljak a téglalapok kozé. Itt mar helye van a pontos a definicidonak, és a didkok
képesek ok-okozati dsszefliggéseket megfogalmazni, illetve kdvetni tényekre tdmaszkodd
kovetkeztetési lancolatokat.

4. szint (formalis dedukci6 szintje)

Ebben a szakaszban értik meg igazan a tanulok a dedukcio értelmét. Kiilonbséget tudnak
tenni definicio, allitas, segédallitas és kovetkezmény kozott. Kialakul benniik az allitasok
bizonyitasa iranti igény. Képesek 6nalldan a tanult euklideszi axiomarendszerben kdvet-
keztetéseket levonni, egyszerlibb bizonyitasokat konstrudlni. Ismernek és hasznalnak kii-
16nb6z6 bizonyitasi technikakat (pl. indirekt bizonyitas, teljes indukcio), tisztaban vannak
az axiomak és a nemdefinialt fogalmak jelentségével. Ertik, hogy mit jelentenek a sziiksé-
ges ¢€s elégséges feltételek mint fogalmak. Teljes mértékli axiomatikus bizonyitdsra még
nem képesek, a bizonyitds soran tényként kezelnek esetlegesen bizonyitasra szorul6 ,,nyil-
vanval6d” kijelentéseket.

5. szint (formalis logika szintje)

Ezen a szinten a tanulok konkrét geometriai interpretaciéd nélkiil is képesek formalis kovet-
keztetések megértésére, végrehajtasara. A didkok nem csak az euklideszi axiomarendszer-
ben tudnak kovetkeztetéseket levonni, tovabba parhuzamot képesek vonni kiilonb6z6 axio-
marendszerek kozott.

A van Hiele-hazaspar elméletének igazolasara tobb tanulmany is késziilt az 1980-as években
(Usiskin, 1982; Mayberry, 1983; Burger & Shaughnessy, 1986; Fuys, Geddes, & Tischler,
1988). A kutatok korében megegyezés van abban, hogy a van Hiele-szintek jol jellemzik a geo-
metriai gondolkodas fejlettségét. Egyediil az 6tds szint megitélésével kapcsolatban voltak és
vannak ellenvetések; tobb kutatd ugy véli, hogy ez a szint nem mérhetd egzakt modon, sét,
egyaltalan nem is létezik (Usiskin, 1982; Haviger & Vojktvkova, 2013). A geometriai gondol-
kodas fejlettségi szintjének meghatarozasara tobb mérdeszkozt is kidolgoztak (Usiskin, 1982;
Mayberry, 1983), de a kapcsoldédo tanulmanyok nem vizsgaltak a kiemelten tehetséges diakok
gondolkodasat, nekiink pedig éppen ez volt a célunk.

1.2. Kozépiskolai tanulok geometriai gondolkodasanak vizsgalata

Sok szempontbol inspiralta munkankat a Zalman Usiskin és Sharon Senk altal a Chicagoi Egye-
temen létrehozott CDASSG (Cognitive Development and Achievement in Secondary School
Geometry - A kognitiv fejlesztés és teljesitmény a kdzépiskolai geometridban) projekt keretén
beliil elért eredmények, illetve kifejlesztett mérdeszkdzok. A projektrdl teljesen kimeritd érte-
kezést talalhatunk a Chicagoi Egyetem honlapjan (Usiskin, 1982). Néhany gondolat erejéig be-
mutatjuk magat a projektet, valamint a szdmunkra leglényegesebb elemeit.



A CDASSG projekt alapvetden a van Hiele-elmélettel kapcsolatban megfogalmazott kérdése-
ket volt hivatott megvalaszolni. Ilyen kérdések voltak példaul:

1. Milyen eloszlast mutat a diakok van Hiele-szintje egy egyéves geometriakurzus kezdetén,
illetve végén?

2. Milyen 0sszefliggés mutathato ki a van Hiele-szintek és a geometria-tananyag kapcsan mér-
hetd teljesitmény kozott?

3. Avan Hiele-szintek értéke milyen mértékben képes eldrejelezni a késébbi geometriai telje-
sitményt?

4. Mennyire felel meg a tanitott geometria-tananyag a diakok van Hiele-szintjének?

Maga a CDASSG projekt harom éven keresztiil kereste a valaszt a feltett kérdésekre
(1979-1982), amibdl a mérések elvégzése és kiértékelése egy-egy tanévet vett igénybe. A Vizs-
galatokba az Amerikai Egyesiilt Allamok tizenhadrom, bizonyos tarsadalmi-gazdasagi kritériu-
mok alapjan kivalogatott kdzépiskoldjanak 2699 tanuldjat vontak be. Igyekeztek reprezentativ
képet kapni az orszdg matematikaoktatasarol, igy még arra is gondot forditottak, hogy a felmé-
résben részt vevo tanulok kozott a nemek aranya nagymértékben kozelitse a 14-17 éves kdzép-
iskolai korosztalyban fennall6 aranyt.

A projekt keretein beliil a tanév soran kiillonbozo tesztek segitségével mérték a didkok geomet-
riai teljesitményét, valamint van Hiele-szintjét. Az ottani oktatasi rendszerbdl kifolyolag a geo-
metriat a tizedik évfolyamon tanultdk a didkok, de nemcsak ezzel a korosztallyal végezték el a
méréseket, hanem hetediktdl tizenkettedikig minden évfolyamon.

A tanév kezdetekor egyrészt mérték a didkok geometriai tudasat (Entering Geometry Test, ro-
viden: EG-teszt), masrészt feltérképezték a van Hiele-szintjiiket (van Hiele Level Test, roviden:
VH-teszt). A tanév vége eldtt néhany héttel ismét mérték a tanulok van Hiele-szintjét (ugyan-
azzal a teszttel, mint amit a tanév elején is hasznaltak), de ezen tilmenden vizsgaltdk még a
bizonyitasi képességiiket a bizonyitas-teszt (Proof Test) segitségével (azokban az osztalyokban,
ahol tanultak a diakok bizonyitasokat). Mindezek mellett kitoltettek veliik egy atfogd értékelést
ado geometriai tesztet (Comprehensive Assessment Program Geometry Test, roviden: CAP-
teszt), mely a tanulok aktualis geometriatudasat volt hivatott mérni, teljesen fliggetleniil a van
Hiele-szintek mérésétél. A bizonyitas-teszt tulajdonképpen a didkoknak a bizonyitasleird ké-
pességének a mértékét kivanta vizsgdlni. Ebbdl harom verzidt is elkészitettek Sharon Senk
iranymutatasaval. A f6 tartalmi elemek ezekben a tesztekben a haromszogek egybevagdsaga,
hasonldsaga, a parhuzamossag és a négyszogek voltak. Az EG-, a VH- és a CAP-teszt felelet-
valasztos, a bizonyitas-teszt ugyanakkor kifejtés teszt volt.

A tesztek kitoltetése soran tigyeltek arra, hogy minden helyszinen ugyanazok legyenek a kortil-
mények. Ennek érdekében a tesztet iratd tanaron kiviil mindenhol jelent volt a projekt egyik
tagja is. A bizonyitas-teszt értékelését, tekintettel a kifejtds kérdésekre, kozépiskolai matema-
tikatanarok végezték el egy elére megadott egységes megolddkulcs alapjan. Ezek utdn az 6sszes
teszt esetén kapott eredményt a Statistical Analysis System (SAS) segitségével értékelték ki.

Azt talaltak, hogy a didkok van Hiele-szintje és az éppen aktualis geometriatudasa kdzott szoros
kapcsolat all fenn (ez utobbiakat az EG- és a CAP-teszttel mérték), valamint hasonlé korrelacio
van a van Hiele-szintek és a bizonyitasi képességek kozott. Tovabba arra a megallapitasra ju-
tottak, hogy ez utobbi kapcsolat valosziniileg még szorosabb lehet, csak ezt a tesztek jellege
miatt nem lehet kimutatni. Feltételezésiik szerint a feleletvalasztos tesztek kozott (mint amilye-
nek a vH-, az EG- és a CAP-teszt) magasabb korrelacio mérhetd, mint egy feleletvalasztos és
egy kifejtds teszt kozott (mint amilyen a bizonyitas-teszt).



Megvizsgaltak tovabba azt is, hogy vajon a tanév eleji VH- és EG-teszt koziil melyik mutat
magasabb korrelaciot a tanév vége fel¢ elvégzett CAP-teszttel. Azt talaltak, hogy az EG-teszt
szorosabb kapcsolatban all a CAP-teszttel, ami azt jelenti, hogy a tanév végi geometriatudast a
tanév eleji geometriatudas jobban elérevetiti, mint a van Hiele-szintek kezdeti értéke. Arra az
eredmeényre jutottak mindezeken tulmenden, hogy a sikeres bizonyitas feltétele a legalabb har-
mas van Hiele-szint megléte. Akiknek a van Hiele-szintje a tanév kezdetén még az 1-et sem érte
el, annak 0,5-nél tobb, akinek 1 volt, annak pedig nagyjabol 0,4 a valdsziniisége, hogy nem lesz
képes a tanév folyaman bizonyitas végrehajtasara.

Kiilon statisztikakat készitettek egy-egy feladat kapcsan. Igy példaul azt talaltdk, hogy a tanév
eleji van Hiele-tesztek soran a vizsgalt diakoknak a 10%-a gondolja egy tetszéleges téglalaprol,
hogy az egy négyzet, és a kétharmaduk nem sorolja a négyzetet a téglalapok kozé. A helyzet
javult a tanév végére, akkor a didkoknak mar csak a kétotode vélte igy, hogy a négyzetek nem
téglalapok. Ezt a fejlodést Usiskin egyébként nagyon kevésnek, konkrétan elkeseritonek tar-
totta. A haromszogek témakorében sem kaptak jobb eredményt. A tanév elején a tanulok egy-
harmada nem ismert fel minden haromszoget az egyik tesztfeladat soran. Ugyanez az adat a
tanév végén egyotodre modosult.

Az 6t6s van Hiele-szintet mér6 feladatok mindségével kapcsolatban a projekten beliil sem volt
teljes az egyetértés. Ez 0sszhangban van azzal, amit késébbi munkaiban maga van Hiele is
felvetett, nevezetesen, hogy az 6tos szint lIétezik-e egyaltalan. Mindenesetre azt talaltak, hogy
ha elfogadjuk az 6t0s szint 1étezését, akkor a tesztben betoltott szerepe nem egyezik meg az
elméletben betdltott szerepével, ugyanis sok esetben az 6tds szint feladatai konnyebben meg-
oldhatonak adodtak, mint a négyes szint feladatai, s6t néha ez a harmas szintre is igaz volt.

A bizonyitas-teszt elemzése azt mutatta, hogy a didkoknak mintegy a 70%-a képes belatni olyan
allitast, amely csak egyetlen kovetkeztetési 1épést igényel. Az is erdsen kirajzolodott, hogy a
hosszabb érvelési lancot igényld bizonyitasok jelentésen gyengébben mentek a didkoknak.

A tanulmanyban Usiskin tizennégy pontban fogalmazta meg a kovetkeztetéseit. Ezek koziil itt
csak a dolgozat szempontjabol relevansakat emlitjitk meg.

- A van Hiele-elméletben szerepld szintek az 6tds szint kivételével mind tesztelhetok. Ez
utdbbi szint esetében komolyan felmeriilt a gondolat, hogy ez a fejlettségi szint vagy nem
is létezik, vagy ha igen, akkor nem tesztelheto.

- A tanév elején egy adott van Hiele-szinten 1év6 didkok tanév végén mért szintje meglehe-
tésen nagy valtozatossagot mutatott. A tanulok egyharmadanal csokkenést vagy stagnalast
tapasztaltak a van Hiele-szintek tekintetében, egyharmaduknal eggyel, mig a maradék egy-
harmadnal legalabb kettével emelkedett a van Hiele-szint. Mindez azt mutatta, hogy a geo-
metriai megértés folyamataban a van Hiele-szinteken kiviil egyéb tényezdk is kozrejatsza-
nak.

- Avan Hiele-szint nagyon jol elérejelezte az adott diak aktualis geometriatudasat méré CAP-
teszt sikerességét, valamint a bizonyitas-teszten elért eredményt. Ugyanakkor az is elmond-
hatd, hogy a CAP-teszt eredménye magasabb korrelaciot mutatott a bizonyitasok kivitele-
zésének a mindségével, mint a van Hiele-szintekkel.

- A tanév elején mért van Hiele-szintek jol eldrejelezték a tanév végén varhatd geometriai
teljesitményt, de ez utobbival még nagyobb korrelacidt mutatott a bejové geometriai tudas
mértéke.

- A bizonyitasi képességek felmérése azt mutatta, hogy a geometria elsajatitdsa szempontja-
bol nincs kiilonbség a nemek kozott.



Usiskin megjegyzi még tovabba, hogy a mérések azt igazoltak, hogy azon didkoknak a fele,
akik kimondottan bizonyitasokra fokuszalo kurzuson vettek részt, nagyon kissé vagy egyaltalan
nem boldogult a tanév végén sem a bizonyitasokkal. A lehetséges f6 oknak Usiskin ezen tanu-
16knak a bejové geometriai hidnyossagait jelolte meg. Eppen ezért a sikeres kozépiskolai geo-
metriaoktatas véleménye szerint megkivanja, hogy a kordbbi tanulmanyok soran sokkal terv-
szerlibben folyjon a geometria tanitasa.

Osszesen négy tesztet hasznaltak tehat, melyek koziil mi céliranyosan kett6t elemeztiink és al-
kalmaztunk a kutatasaink soran: a van Hiele-tesztet, valamint a bizonyitas-tesztet.

A tanulmanyban szerepld tesztek ugyan barki szdmara elérhetok az interneten, &m a felhaszna-
lasuk engedélyhez kotott. Ezt az engedélyt mi megkaptuk Usiskintdl, €s téle tudjuk azt is, hogy
2012-ig tobb mint hetven esetben sziiletett olyan publikacio, amely a jovahagyasaval felhasz-
nalta a projekt szamara kidolgozott teszteket. Vagyis a kutatas ugyan 1982-es, am a benne sze-
replé méréeszkozoket jelenleg is alkalmazzak a kutatok.

Fontos kiemelni még, hogy a CDASSG projekt keretén beliik nem matematikabdl tehetséges
didkokat vizsgaltak, mint azt mi tettiik a felméréseinkben.

1.3. Ervelés és bizonyitas

A bizonyitasoknak haromféle tipusaval taldlkozhatunk a mindennapi életben: filozéfiai, mate-
matikai és jogi (Csikos, 2000). A tovabbiakban bizonyitas alatt matematikai bizonyitasokat fo-
gunk érteni, aminek a fogalma hosszua fejlédésen ment keresztiil az évszazadok alatt.

A bizonyitasok a matematika minden agat athatjak, hiszen a matematika alappillérei az allita-
sok. Egy allitast vagy bizonyitas nélkiili alapigazsagként kezeliink, azaz axiomanak tekintiink,
vagy pedig bizonyitassal probalunk alatamasztani. Ez utdbbi esetben bizonyitas hijan az adott
allitast sejtésnek nevezziik, 4am miutan sikeriilt a bizonyitast megtalalni, akkor mar igazolt tény-
nek, tételnek tekintjiik. Megjegyezziik, hogy egyes szerzok csak az altaluk fajstlyosabb mon-
danivaloval rendelkez6 allitast nevezik tételnek, egyébként allitasként hivatkoznak az adott
tényre. A kozépiskolai matematika-tankdnyvekben bizonyitott allitasként f0képpen nevesitett
tételeket talalunk. Fontos megemliteni, hogy a kézépiskolai bizonyitasok nem pusztan az adott
allitasok igazsagat hivatottak igazolni, hanem nagyban eldsegitik a fogalmak, korabbi tételek
¢s azok kozotti kapcsolatok megértését (Csikos, 2000).

Mit is tekintiink tulajdonképpen matematikai bizonyitasnak? ,,A bizonyitas a matematikaban
azt jelenti, hogy megmutatjuk (demonstraljuk) az allitas deduktiv médon valé levezethetdségét”
(Csikos, 2000). Egy olyan logikai kovetkeztetésekbdl allo lancolatot értiink tehat bizonyitas
alatt, amelyben korabban igazolt allitasokra, valamint axiomakra, fogalmakra tamaszkodunk.
Az, hogy mit tartunk elfogadhato logikai 1épésnek, mindig az adott elmélet donti el, amibe az
illetd bizonyitas illeszkedik. Ezaltal csak az adott elmélet alapjan alkothatunk véleményt az
illetd bizonyitas helyességérdl. Természetesen még a felsobb matematikai leirasokban is keve-
redik a szigorli matematikai szimbolumrendszer €s az alapul vett természetes nyelv. A kozép-
iskolai matematikaban pedig voltaképpen a természetes nyelv eszkozeivel fogalmazzuk meg
logikai érveléseinket, és ezt egészitjiik ki a matematika szimbolumaival. A formalis matemati-
kai leirds egyre jobban teret nyer az évfolyamok emelkedésével, de természetesen az adott cso-
port matematikai érettségével, affinitasaval is szoros kapcsolatban all.



A nemzetkdzi szakirodalmat tekintve altalanossdgban elmondhato, hogy a bizonyitasok terén
harom kategoria kiilonitheto el:

- argumentaci6 (argumentation),
- érvelés (reasoning),
- bizonyitas (proof).

Ezen kifejezések hasznalata nem teljesen egységes, hiszen a kozottiik 1évo éles hatarvonal nem
definialt kell6képpen. Azt lehet mondani, hogy a legtagabb értelemben az érvelés fogalma hasz-
nalatos. Az érvelést és a bizonyitast egyarant emlitd, matematikatanitassal foglalkozé szakiro-
dalmak koziil tobb nem is valasztja szét a két fogalmat, hanem egészen egyszerlien egyként
kezeli Oket: ,,érvelés és bizonyitds”. G. Hanna az érvelést olyan mentalis tevékenységként em-
liti, amely kovetkeztetések levonasat teszi lehetévé az egyén szamara (Hanna, 2020). Kiemeli
tovabba, hogy ezen tilmenden meg kell kiilonbdztetiink a matematikai érvelést €s a mindennapi
¢letben hasznalt érvelést. Ez utdbbi esetben ugyanis olyan allitdsokat is felhasznalhatunk, ame-
lyeket voltaképpen bizonyitas nélkiil fogadunk el. Ennek tobb oka is lehet. Egyrészt eléfordul-
hatnak olyan allitasok, amelyeket magatol értetédonek tekintiink, masrészt elképzelhetd, hogy
ugyan nem tartjuk evidensnek az allitast, de intuitiv moédon mégis igaznak tekintjiik, mert pl.
hihetdbbnek tlinik, mint a tagadéasa. Ez a kategoria 6sszhangban all a Balacheffnél késobbiek-
ben targyalasra keriil6 ,,magyarazat”-tal. Természetesen a matematikai bizonyitasok szempont-
jabol az ilyen tipust érvelést legalabbis hianyosnak tekintjiik. A teljessé tételhez mindenképpen
sziikkség van arra, hogy az érvelésben logikailag helyes kovetkeztetései szabalyokat hasznal-
junk.

Sok kutat6 a bizonyitasokkal kapcsolatban az argumentacio kifejezést is hasznalja, amit talan
meggy0zésnek fordithatnank. Ez magaban foglalja az indoklasok széles spektrumat, mint pél-
daul a heurisztikus, az induktiv, valamint az abrakon torténd érvelést. Tulajdonképpen sza-
mukra az argumentdcio minden eszkdzt magaban foglal, amelynek segitségével érvelhetiink
bizonyos tények mellett vagy ellen, vagyis ebben a felfogasban az érvelések legtagabb értelem-
ben vett fogalmat jelenti. gy specialisan a bizonyitasok is az argumentacio részét képezik. A
kutatasok legujabb tendenciai ugyanakkor némileg felboritjak ezt az argumentacio-fogalmat,
ugyanis egyre tobben a ,,még nem bizonyitas” esetén alkalmazzak ezt a terminust, megkiilon-
boztetve a bizonyitasoktdl, amik szamukra a matematikai bizonyitasokat jelentik. Mindezekbdl
is latszik, hogy mennyire nem egységes a matematikai didaktikai kutatasokkal foglalkozok ko-
rében sem a szohasznalat, illetve maguknak a fogalmaknak a jelentése sem. Winter szerint
egyébként — hasonldan az 0j vonulathoz — az argumentacidok nem tartoznak a szigoruan vett
bizonyitasok koz¢, hanem annal sokkal szélesebb spektrumot fednek le, példaul magukba fog-
laljak tobbek k6zott az egyes allitasok specialis eseteken torténd kiprobalasat, valamint a hamis
bizonyitasok leleplezését is (Winter (1978), idézi Ambrus (1995)).

Balacheff (2017) a bizonyitasoknak harom — egymasra épiilé — kategoriajat kiilonbozteti meg.
Ezek a kovetkezok:

- Magyarazatrdl akkor beszéliink, amikor egy személy igyekszik meggydzni allitasa
helyességérdl egy masik felet. Itt az egyes érvelési Iépések elfogadasa az adott személyeken
mulik.

- A bizonyitas olyan magyardzat, amit egy adott iddpontban mar egy egész kdzosség elfogad.
Itt még megengedhetdk olyan Iépések, amiket intuitiv mdédon elfogadunk, &m amiknek az
indoklasat a felsébb matematika mindenképpen igényelné.

- A matematikai bizonyitas pedig olyan bizonyitas, amit mar a matematikusok is elfogadnak.



A kozépiskoldban altalanosan elfogadott bizonyitas alatt a Balacheff altal leirt masodik
kategoriat értjiik, hiszen itt az érvelések 1épéseinek az adott €letkornak megfeleld elvarasoknak
kell megfelelniiik, vagyis egy adott korosztaly szamara elfogadott kovetelményeknek.

Osszefoglalva tehat, a nemzetkozi szakirodalom a bizonyitidsoknak tobbféle megkdzelitését
targyalja, am egy-egy kifejezésnek nem egységes a jelentése. Az argumentaciok és a
magyardazatok nem tartoznak a matematikai értelemben vett bizonyitdsok kozé. A
bizonyitasokat ¢és az érveléseket altalaban nem kiilonboztetik meg egymastol. Mivel ebbe a
kategoriaba sorolhatjuk a kozépiskolai matematikaoktatiban elfogadott bizonyitasokat is,
kutatdsunkban erre fogunk 0sszpontositani. Végezetiil, a legszigorubb eldirdsoknak megfeleld
bizonyitasokat matematikai bizonyitasoknak nevezziik.

Tovabb arnyalja a képet, hogy Stein a matematikai bizonyitasoknak négy szintjét kiilonbozteti
meg (idézi Ambrus (1995)). Ezek koziil az elsé a matematikai-logikai elmélet szintje, mely a
teljes mértékben formalizalt matematikai vilagot jelenti, amelyben minden matematikai szim-
bolumokkal van leirva, és minden tény explicit modon ki van fejtve. A masodik a matematikai
elmélet szintje, amely a felsdoktatasban szereplé matematikai bizonyitasokat takarja. Ezen a
szinten is a formalizmus van el6térben, de itt mar megengedett, hogy a matematikus tdrsadalom
altal ,,nyilvanvalonak™ tartott matematikai tények explicit moédon ne legyenek kifejtve, akar
hivatkozva sem. Ezen felosztas harmadik 1épcséfokat a lokalisan rendezett elmélet szintje je-
lenti, amelyen a kozépiskolai bizonyitasok elhelyezkednek. Itt mar a formalizmus nem domi-
néans, a nyelvezet a matematikaira épiild természetes nyelv. Ezen a szinten nem adnak meg
példaul axiomakat, mint azt teszik a matematikai elmélet szintjén. Emiatt irtuk azt korabban,
hogy itt helyezkednek el a kdzépiskolai bizonyitasok, amit — ahogy azt lattuk — Balacheff bizo-
nyitasoknak nevez. Végezetiil az utolso kategoria a mindennapi okoskoddsok szintje, amelyek
természetes nyelven megfogalmazott érvelési lancok, pusztan annyi megkotéssel, hogy csak
azok az indoklasi 1épések elfogadottak, amelyek az adott feladat feltételeinek nem mondanak
ellent.

A kutatasunk {6 részét alkoto fejlesztd kisérlet mozgatorugoja az volt, hogy a didkok érvelési
képességét a mindennapi okoskodasok szintjérél minél inkabb elmozditsuk a kozépiskolai
diakoktol elvart bizonyitasok szintje felé. Ellenben nem volt célunk a bizonyitasoknak a
fentiekben elhangzott alapos kategorizalasa. Mi voltaképpen két kifejezést fogunk haszndlni,
az érvelést és a bizonyitast, de nem fogunk kiilonbséget tenni kozottiik, szinonim fogalmakként
fogjuk hasznalni Oket. Tessziik ezt azért, mivel pusztan matematikai allitdsok igazsag-
tartalmanak eldontésérdl lesz sz6 a kutatdsunkban, nem pedig az élet egyéb teriileteirdl
szarmaz6 megfigyelések, tények alatamasztasarol, esetleg megcafolasar6l. Ha ez lenne a
helyzet, akkor természetesen ¢éles kiilonbséget tennénk a két fogalom kozott (és bovitenénk a
szOtart az argumentacioval).

1.4. A bizonyitasi képesség és annak fejlesztése kozépiskolaban

A bizonyitasi képesség alapvetd matematikai képesség, a matematikai miiveltség része. Csikos
(2000) szerint ,,A kognitiv kompetencianak azt a rész-komponensrendszerét, amely lehetové
teszi allitasok igazsagértékének igazolasat, és ezzel Osszefliggésben bizonyitasok megértését,
értelmezését, bizonyitasi képességnek nevezziik.”

A tanulok matematikai ismereteinek fejlédése szamos 1épcséfokon keresztiil vezet el egészen a
bizonyitasokig, melyek a kozépiskolaban ennek az épitkezésnek a végsd fazisat jelentik. Kez-
detben a fogalmak, tények megértése a cél, majd ezek késobb kiegésziilnek bizonyitasi techni-
kak megismerésével, adott allitdsok bizonyitasi 1épéseinek megértésével, 6nalld bizonyitasok
megkonstrualasaval, esetleg sejtések megfogalmazasaval. A sejtések kapcsan nagyon fontos az



IS, hogy a tanulok képesek legyenek a sejtések igazolasan tul adott esetben meg is cafolni azo-
kat. A bizonyitasok és cafolatok elve egyik kézponti mozgatorugdja nemcsak a matematika
oktatdsanak, hanem magéanak a matematika fejlodésének is (Lakatos, 1976).

Mivel formalis miiveletek elvégzésére Piaget szerint a diakok altalaban 12-13 éves korukra ér-
nek meg, igy a matematika-tananyagban eldszor 6-7. osztalyban fordulnak eld explicite bizo-
nyitasok. Ekkor térnek at a tanulok fokozatosan a konkrét miiveletekrdl a formalis miiveletekre,
de a szemléltetésnek még mindig nagy szerepe van. Természetesen nem minden diak jut el
addigra arra a megfelel6 szintre, hogy a bizonyitasokkal megismerkedjen, van, aki hamarabb,
de van olyan is, aki kés6bb ér el ebbe a fazisba. Ambrus (1995) kiemeli, hogy eleinte nagy
szerepe van a tanuldk életében az tigynevezett prematematikai bizonyitasoknak, ami nagyban
épit a konkrét fizikai cselekvésekre; gondolunk itt példaul konkrét objektumokkal térténé ma-
nipulacidkra, vagy az abrak alapjan torténd érvelésre.

A didkok a matematika tanuldsa kozben fokozatosan értik meg a feltétel, a kovetkezmény, az
ellenpélda, a tétel, a sejtés, az axidma fogalmat és szerepét. Ez a kognitiv érési folyamat még
nincs teljes egészében feltérképezve, nincs elfogadott recept a hatékony tanitasra, vagyis a bi-
zonyitasi képesség fejlesztése a kozépiskolai matematikaoktatasnak az egyik nagyon fontos
eleme. Jelentésége tobbek kozott az alabbiakban rejlik:

- A diakok szamara ekkor valik vilagossa, hogy az észrevételeinket csakis akkor fogadhatjuk
el teljes bizonyossaggal, ha azt érvekkel alatdmasztjuk.

- A bizonyitasok targyalasa mélyiti az adott témakorbe tartozo fogalmak, eljarasok, Gssze-
fliggések megértését.

- A bizonyitasok soran a tanulok szamos problémamegoldasi 6tlettel ismerkednek meg, ami
képessé teszi Oket arra, hogy a késobbiekben 6nalldan is meg tudjanak birkdzni a kiilonbdzoé
problémdk megoldasaval.

- Az egyes allitasok bizonyitasa nagymértékben fejleszti a tanuldk kreativitasat, hiszen sok
esetben nincs egyértelmiien kijeldlve a megoldashoz vezetd ut, ahhoz mindenképpen 6nallo
észrevételek sziikségesek.

- A bizonyito tevékenység ravezetheti a didkokat 0 Osszefliggések felismerésére, valamint
hipotézisek, sejtések felallitasara.

- A bizonyitasi képesség fejlesztése kivaldoan alkalmas arra, hogy a matematika — esetleg lat-
szolag egymastol messze esd — kiilonbozo teriileteit 6sszekapcsolja.

A fentiek miatt a bizonyitasi képesség fejlesztése vilagszerte fontos szereppel bir a kdzépiskolai
tananyagban. Ugyanakkor ezzel kapcsolatban Balacheff (2017) tgy fogalmaz, hogy a
matematikai bizonyitdsok tanitasa altalaban kudarcra van itélve a kozépiskoldkban. A téma
fontossaga, aktualitasa miatt nem véletlen, hogy szamos tanulmany sziiletett a tanulok érvelési-
bizonyitasi képességének vizsgalataval kapcsolatban (Stylianides, 2008; Hanna & de Villiers,
2008; Balacheft, 2017; Hong & Choi, 2018). A kovetkezOkben az emlitett tanulmanyokat is
alapul véve attekintjiik a bizonyitasi képesség fejlesztésének a problémakorét.

Ma is aktudlisak Lakatos negyvenot évvel ezel6tt megfogalmazott sorai: ,,Még nem tudatosult
eléggé, hogy a mai matematikai és természettudomanyos oktatés a tekintélyelv fenntartdsanak
melegagya, az 6nalld és kritikus gondolkodas legadazabb ellensége.” (Lakatos, 1976). Az
egyik f6 nehézsége a bizonyitasi képesség fejlesztésének az, hogy a didkok zome a bizonyitasok

2 Eredeti megfogalmazasban: ,,It has not yet been sufficiently realised that present mathematical and scientific
education is a hotbed of authoritarianism and is the worst enemy of independent and critical thought.” (Lakatos,
1976, p. 152).
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végrehajtasat pusztan a tandr altal eldirt sziikséges nytigként éli meg. A tanuldk akkor értik meg
voltaképpen a bizonyitasok jelentdségét, amikor azok mar bels6 igényként jelennek meg. Ennek
a folyamatnak egyik nagy gatja az, hogy a tanulok egy része a matematikai eredmények koziil
tobbet is alapigazsagnak tekint. A tanitasi folyamat velejardja, hogy a matematikatanarok
sokszor kénytelenek kimondani és hasznalni olyan allitasokat, amiket bizonyitds nélkiili
tényként kezelnek, hiszen a didkok fogalomkészlete, gondolkodéasa sokszor még nem all készen
egy-egy bizonyitas egészen preciz végrehajtdsdra. A gondolkodas megfeleld fejlesztéséhez
clengedhetetlen ezeknek az igynevezett ,,iskolai axiomdknak™ a hasznalata (Szendrei, 2005).
Fontos megjegyezni, hogy ezen szituaciokban a bizonyitasok hidnya nem okoz semmiféle
problémat a didkok fejlédése szempontjabol (Csikos, 2000). Természetesen azt, hogy a tanuld
mit tekint iskolai axioménak, nagyban befolyasolja, hogy az adott szaktanir a korabbi
tanorakon mely allitdsokat hasznalt bizonyitas nélkiil.

Nagyon lényeges az is, hogy a didkok a bizonyitdsokat a valo életben valo érvényesiilés egyik
hatékony 0sszetevdjének tekintsék. Ré kell vilagitani arra, hogy a matematikadran megszerzett
tudas, kifejlodott érvelési képesség a ,,matematikan kiviili vilagban” is kivaloan hasznosithato.
Ennek eléréséhez a tanarnak a didkjait 6nallo, kritikus gondolkodasra kell nevelnie.

Az el6z0kbdl kittinik, hogy a bizonyitasi képesség fejlesztése nagyon dsszetett pedagogiai fo-
lyamat. Stylianides az érvelési-bizonyitasi tevékenységek harom dsszetevdjét kiilonbozteti meg
(matematikai, pszichologiai, valamint pedagdgiai), ezeket egy analitikus keretrendszerben fog-
lalja 6ssze. (1. tablazat). Ezen tevékenységformakon keresztiil fejleszthetd a bizonyitasi képes-
ség.

Ervelési-bizonyitasi tevékenység

Matematikai megfigyelések altalano- | Matematikai allitasok alatamasz-
sitasa tasa
. , Bizonyitéssal
Minta, szabalysze- | ¢ s« folallitasa | Bizonyitas | nem Rlérs
riség felismerése .
okoskodas
Matematikai e Bizonyitas
Osszetevo e Definialt minta altalanosit- | e Tapasztalati
haté példa- érvelés
e Plauzibilis Sejtés val
vagy nem defi- e Vizlatos in-
nialt minta e Altalénos bi- doklas
zonyitas

Pszichologiai | Mi az egyén felfogasa egy minta, egy sejtés, egy bizonyitas vagy egy bizo-
Osszetevo nyitassal nem feléré okoskodas matematikai értelmezésével kapcsolatban?

Mennyire ismeri a feladatmegoldd egy minta, egy sejtés, egy bizonyitas vagy
egy bizonyitassal nem feléré okoskodas matematikai természetét?

Pedagogiai

0sszetevo Egy minta, egy sejtés, egy bizonyitas vagy egy bizonyitassal nem felérd
okoskodas matematikai természete hogyan valik vildgossd az egyén sza-
mara?

1. tablazat: Analitikus keretrendszer (Stylianides)

Itt megjegyezziik, hogy Stylianides az érvelést €s bizonyitast egy fogalomként kezeli (,,reaso-
ning-and-proving”), ezért hivatkoztunk ra mi is igy.
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A matematikai komponens, mely természetesen matematikai szemszogbdl irja le az érvelés-
bizonyitas tevékenységformajat, két nagy 0sszetevobol all. Az egyik a didkoknak azt a képes-
ségét ragadja meg, amely segitségével bizonyos mintakat, szabalyszeriiségeket megfigyelve
matematikai allitasokat, sejtéseket fogalmaznak meg, a masik pedig az allitasok bizonyitasara
fokuszal. Mindkét komponens tovabbi két 0sszetevore bomlik, melyek dsszességében jorészt
felolelik az érvelés-bizonyitas tevékenységforma egészét. Mivel a dolgozatban kizarolag a ma-
tematikai allitdsok bizonyitasaval foglalkozunk, igy a késdbbiekben a keretrendszernek csak az
ebben a kategoriaban szereplé fogalmait vilagitjuk meg egy-egy konkrét példaval. A tobbirél
képet kaphatunk Stylianides An Analytic Framework of Reasoning-and-Proving cimii munka-
jabol (Stylianides, 2008).

Stylianides bizonyitds alatt egy matematikai allitas igazoldsara vagy megcafolasara szolgalod
olyan érvelést ért, mely elfogadott igazsdgokon alapszik. Az elfogadott igazsagok elsdsorban
az axiomakat, a mar bizonyitott tételeket és a definiciokat jelentik, az érvelés pedig logikai
szabalyok szerint egymashoz kapcsolt allitasok sorozatat. Stylianides, csaktgy, mint Szendrei,
kiemeli, hogy az elfogadott igazsagok fogalma nem adhaté meg egzakt modon. A legtobb eset-
ben ugyanis nincsenek egyértelmii szabalyok arra nézve, hogy mik azok az allitasok, amik min-
denféle indoklas nélkiil felhasznalhatok egy-egy bizonyitas soran, és mik azok, amik esetén
elvaras a korrekt hivatkozés (azaz eldbb ezeket bizonyitsuk). A kozépiskolai tanulok szaméara
ez Ujabb nehézséget jelent, amit kizardlag a feladatmegoldoi rutin és megfeleld tanari magya-
razat révén képesek lekiizdeni. Ezen ismeretek megszerzése nem feltétleniil a diak matematikai
képességével fligg Gssze.

Az analitikus keretrendszer kétfajta bizonyitasi mddot kiilonboztet meg, az altalanosithato pél-
daval torténd bizonyitasokat, illetve az altalanos bizonyitasokat.

Bizonyitds dltalanosithato példaval:. Ezt a bizonyitasi modot jol megvilagitja példaul az az al-
talanos iskolaban mar tanult tétel, amely szerint egy egész szam pontosan akkor oszthaté ki-
lenccel, ha a szdmjegyeinek az dsszege oszthatd kilenccel. Ennek a tételnek az altalanos bizo-
nyitasa a formalizmus miatt még kozépiskolaban is nehézséget okozhat a tanuloknak. Ezt athi-
dalhatjuk azzal, hogy egy konkrét szamot felhasznalva latjuk be az allitast, majd utalunk arra,
hogy a gondolatmenet analog modon atvihet6 az altalanos esetre, azaz a valasztott példahoz
kapcsolodo logikai levezetés altalanosithato.

Altalanos bizonyitds: A bizonyitisok ezen masik kategoridja a konkrét esetektdl teljesen fiig-
getlen érveléseket foglalja magaban. Az éltalanos bizonyitas lehetséges modszerei tobbek ko-
z0Ott az ellenpélda keresése, az indirekt bizonyités, a teljes indukcid, vagy éppen a kimerités,
amikor minden lehetséges esetet egyesével végigvizsgalunk. Tehat ez az a bizonyitési tipus,
amely soran teljes altalanossagban fogjuk meg az allitast, €s konkrét specialis esettdl fliggetle-
niil latjuk be annak igaz, vagy éppen hamis voltat.

Végezetiil a Stylianides-féle keretrendszer utolsé matematikai dsszetevdjérdl, a bizonyitassal
nem feléré okoskodasrol szoluk par szot. Ennek a kategdrianak az egyik tipusa az tigynevezett
tapasztalati érvelés:

Errdl a moédszerrdl akkor beszéliink, ha egy allitdsnak egy-egy specidlis esetben torténd meg-
vizsgalasat kovetden altalanos kovetkeztetést vonunk le. Ez nyilvan nem jelent matematikai
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értelemben elfogadhato bizonyitast, arrdl nem is beszélve, hogy néhany megvizsgalt eset alap-
jan akar téves kovetkeztetésre is juthatunk, gondoljunk csak —hogy egy torténelmileg is nagyon
nevezetes esetet emlitsiink — a Fermat-primek esetére®.

A nem bizonyitd erejlii okoskodas masik tipusa az tigynevezett vazlatos indoklas:

Ebbe a csoportba soroljuk azokat az érveléseket, amelyek helyesek ugyan, de nem hivatkoznak
explicit médon minden olyan felhasznalt tényre, amely a bizonyitas szempontjabol Iényeges.
Pontosan emiatt ez az érvelési mod nem tekinthetd teljes értéki bizonyitasnak.

Kutatasunkban nem volt célunk az érvelés-bizonyitas pszichologiai, illetve pedagogiai aspek-
tusainak részletes vizsgalata (bar nagyon fontosnak tartjuk), igy csak roviden utalunk erre a két
komponensre. A pszicholdgiai 6sszetevé voltaképpen arra utal, hogy a feladatot megoldo tanuld
mit tekint bizonyitasnak. Ugyanis konnyen elképzelhetd, hogy a diak egy feladatra adott meg-
oldasaval kapcsolatban teljes mértékben meg van gy6zdédve, hogy az teljes értékli bizonyitas,
mig a tanar Olvasataban az csupan tapasztalati érvelés, esetleg vazlatos indoklas. Sok esetben
az is a félreértés forrasa, hogy egy-egy érvelést a didk korabbi ¢életszakaszaban a kdzossége
bizonyitasként kezelt, ugyanakkor az éppen aktudlis évfolyam tananyagéanak ez mar nem felel
meg. Példaul a kozépiskolai gyakorlatban teljesen elfogadott halmazelméleti bizonyitasi mod-
szer a bizonyitand6 azonossag két oldalanak Venn-diagrammal torténd abrazolasan alapuld el-
jaras, a fels6oktatasban ugyanakkor ezt a modszer mar nem tekintik bizonyitasnak.

A keretrendszer pedagogiai komponense szorosan kapcsolodik a matematikai, illetve pszicho-
l16giai komponensekhez. Az érvelési-bizonyitasi tevékenység pedagogiai szempontbol két, egy-
massal 0sszefliggd kérdésre Osszpontosit. Egyrészt azt vizsgdlja, hogy milyen kapcsolat van
egy adott érvelés matematikai természete (matematikai komponens) és akdzott, hogy a tanulod
ezt az érvelést minek tekinti (pszichologiai komponens). Masrészt az esetleges eltérések felta-
rasa mellett értelemszertien torekednek arra is, hogy az ezekb6l adodo félreértéseket tisztazzak,
¢s a tanuldkban kialakul6 elképzelések fokozatosan 6sszhangba kertiljenek az adott objektumok
matematikai jelentésével. Ez nagyban segithet a tanitasi folyamat tervezésében, finomitasaban.

Az el6zbekben a Stylianides-félre keretrendszer segitségével megvilagitottuk, hogy a bizonyi-
tasi képesség fejlesztésének milyen, egymassal kapcsolatban allo matematikai, pszichologiai,
illetve pedagdgiai aspektusai vannak. Stylianides felhivja a figyelmet arra is, hogy a keretrend-
szer nem fedi le az érvelés-bizonyitas teljes spektrumat, mivel példaul az analdgia mentén tor-
ténd bizonyitas nem illeszthet6 bele. Tovabba a keretrendszer dsszes eleme nem feltétleniil je-
lenik meg a kozépiskolai matematikaoktatasban. Erre jo példa a sejtések konstrualasa, amire az
oktatasi folyamat nem tud kell6 hangsulyt fektetni. Mindezeket is figyelembe véve, kutatasunk-
ban nagymértékben tdmaszkodunk Stylianides munkéjara.

A bizonyitasi képesség fejlesztésének gyakorlati vonatkozasaival kapcsolatban Hanna (2020)
felhivja a figyelmet arra, hogy tobb tanulmany is azt tamasztja ala, hogy azon diakok, akiket
matematikaordkon a kezdetektdl fogva arra batoritottak, hogy érveljenek heurisztikusan, azok
a késébbiekben sokkal sikeresebbek voltak a matematikai bizonyitasok terén. Lényeges dolog
a bizonyitasi képesség fejlesztése szempontjabol, hogy a tanulok minél inkédbb 6nalléan pro-
baljak megoldani az adott problémat. Nagyon fontos az is, hogy az adott szituacioban a tanulok
ismerjék azokat a le nem fektetett hallgatolagos szabalyokat, amiket a tanar elvar t6liik, és amit
mar korabban kialakitott az adott csoportban a tanitasi folyamat soran. Brousseau (1998) ezt a

3 Fermat azt a sejtést fogalmazta meg, hogy az F, = 22" + 1 (n € N) alak( ugynevezett Fermat-szdmok mind
primek. Tette ezt azért, mert n = 0, 1, 2, 3, 4 esetén valoban egy-egy primet kapott. Késobb Euler belatta, hogy Fs
mar nem prim, s6t azota egyetlen Gjabb Fermat-primet sem talaltak.
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szabalyrendszert a didaktikai szituaciok elméletével foglalkoz6 munkajaban didaktikai szerzo-
désnek nevezi.

A bizonyitasi mddszerekkel kapcsolatban fontos megemliteni, hogy a kdzépiskolai matemati-
kaoktatasban a direkt, az indirekt, valamint a teljes indukcion alapuld bizonyitasokat alkalmaz-
zak. Specidlis matematika tagozaton a didkok megismerkednek a végtelen leszallas (descente
infinie) elvével is mint specialis indirekt bizonyitasi modszerrel. Szamunkra a dolgozat szem-
pontjabol elsésorban a direkt, masodsorban pedig az indirekt bizonyitasok jatszanak majd
kulcsszerepet.

Altalanos az a felfogas, hogy a geometria az egyik legalkalmasabb teriilet a bizonyitasokkal
valo ismerkedéshez (Csikos, 2000). A geometriai bizonyitasokban az abraknak sokszor fontos
szerep jut, ezért végezetiil a geometriai abrak szerepérdl szolunk. Az abrakat sok esetben a
feladat szovegéhez mellékelik, de gyakran a diakoknak kell elkésziteniiik. Ez utobbi esetben a
tanuloknak a feladatban hasznalt fogalmakat 6nalloan kell reprezentalniuk, ami mar eleve buk-
tatoja lehet a feladat megoldasanak. Gyakori hiba, hogy a didk ugyan helyesen el tudja mondani
Amennyiben a feladat eleve tartalmaz abrat, ugy elképzelhetd, hogy az alapjan megalapozatlan,
esetleg téves kovetkeztetést von le a tanuld (Dvora & Dreyfus, 2004). A kutatasaink soran nem
volt célunk ezeket az aspektusokat mélyen vizsgalni, de a hamis tényt sugall6 abrakra ki fogunk
térni. Szorosan idekapcsolodik a dinamikus geometriai szoftvereknek a matematikatanitasban
jatszott szerepének a vizsgalata, ami természetes modon az utdbbi idében elétérbe kertilt.
Mindez azonban szintén nem képezte kutatasunk részét.

Ebben a fejezetben érzékeltettiik, hogy a bizonyitasok kdzépiskolai tanitdsa egy igen nagy ki-
hivast jelentd feladat mind a didkok, mind pedig a tanarok szempontjabol. Sok elmélet foglal-
kozik ugyan a téméaval, de nincs egy minden tanul6 szamara jarhat6 t, ami garantalja a sikeres
bizonyitasi képesség kifejlodését. Mi a dolgozatban csakis a néhany (legfeljebb harom-négy)
kovetkeztetési 1épésbdl allo geometriai bizonyitasokra fokuszalunk. A felhasznalt épések nem
kovetelnek meg mélyebb ismereteket, az elemi geometria egyszeriibb kozépiskolai fogalmain
és tényein alapulnak.

1.5. Akciokutatas
Kutatasunknak a fejlesztd tanitasi kisérletet feloleld fazisaban akcidkutatast hajtottunk végre.
Ennek alapelveit Koshy részletesen targyalja (Koshy, 2005). Ezek az alabbiak:

- A kisérletbe bevont didkoknak a tanitasi gyakorlathoz kapcsolodo vizsgalata, fejlesztése a
cél.

- A kutatast végz0 személy az adott tanuldcsoport egyik tanara.
- A kutatds nem rugaszkodik el a tantervtél, hanem abba beagyazva zajlik.

- Az akcio és a reflexio egységet alkot, azaz a kisérlet tapasztalatait menetkozben értékelve
folyamatos a visszacsatolas.

A kutatas sordn barmilyen forméaban 6sszegytijtott, késobbi feldolgozasra vard anyagokat 6sz-
szefoglald néven korpusznak nevezziik.

Az akciokutatasra els6sorban a kvalitativ paradigma a jellemzd (bar tartalmazhat kvantitativ
elemeket is). A kvalitativ tartalmakat tudomanyos objektivitassal, kell6 mélységben kell fel-
tarni és tanulmanyozni. Ezt a folyamatot a szakirodalom kvalitativ tartalomelemzésnek nevezi,
amely soran a korpuszt alkot6 adatok kddolasa torténik.
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A kodolas elso 1épéseként meg kell allapitani a kodolasi egységet (ez a szegmentalas folya-
mata). Kodolasi egység lehet tobbek kozott egy feladat tanuldi megoldéasa soran egy-egy gon-
dolati egység. Konkrétan: lehet egy kodolasi egység egy haromszog magassaganak a meghata-
rozasa ismert adatok alapjan. Ezutan egy masik kodolasi egység a haromszog teriiletének a
meghatarozasa, végiil egy harmadik kodolasi egység pedig egy olyan egyenes hasab térfogata-
nak a kiszamoléasa, amelynek ismerjiik a magassagat, tovabba az alapja az imént alapul vett
haromszog. Azt, hogy mik lesznek a kodolasi egységek, mindig az adott kutatasi kérdés donti
el.

A kodolas kialakitasa soran hasznalhato deduktiv és induktiv koédrendszer, illetve ezek kombi-
nacioja. A deduktiv kédolas esetén a kddok eldre rogzitve vannak, mondjuk a szakirodalom
altal. Az induktiv kodolas esetén ezzel szemben a korpuszt annak feldolgozasa kdzben tomori-

tik, majd ugyanigy haladva eldre iterativ modon ismét tOmoritést hajtanak végre, mikozben
kialakitjak a kodokat.

Fontos kritérium a kddok kialakitdséval kapcsolatban az, hogy az egyes vizsgalati szempontok
(Ggynevezett dimenziok) paronként diszjunktak legyenek, és egy dimenzidhoz egyetlen kod
tartozzon, tovabba a kodoknak relevansnak kell lenniiik a kutatasi kérdés szempontjabol. Ez-
utan jon a kapott eredmények interpretalasa, illetve az esetleges feltételezések felallitasa.

Az eldbbiekben targyalt kritériumok, szempontok betartdsaval végeztiink kutatdsunk kdzponti
fazisaban akciokutatast, amelynek konkrét részleteit a 4.1 fejezetben targyaljuk.
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2. KOZEPISKOLAI TANULOK GEOMETRIAI GONDOLKO-
DASANAK SZINTJEIVEL KAPCSOLATOS VIZSGALA-
TOK

A diakok bizonyitasi képességének vizsgalatara és fejlesztésére az egyik legalkalmasabb mate-
matikai teriilet — sokrétiisége és szemléletessége miatt — az elemi geometria. EQy néhany 1épés-
bl allo érvelési lanc mar a 6-7. évfolyamtdl kezdddden vizsgalhato és fejleszthetd teriilet, mi-
vel ennek megkonstrualasa nem kivan komolyabb absztrakciot a diakoktol. A van Hiele-elmélet
értelmében geometriai bizonyitasra a négyes van Hiele-szinten 16v6 tanulok képesek. Ugy gon-
doltuk tehat, hogy a bizonyitasi képesség elemzéséhez, illetve fejlesztéséhez elengedhetetlen,
hogy megvizsgaljuk a kdzépiskolai tanulok van Hiele-szintjét.

2.1. Kutatasi kérdések

A mérések soran az alabbi kérdésekre kerestik a valaszt:

K1. A kozépiskolai tanulok geometriai gondolkodasanak szintje megfelel6-e néhany 1épé-
ses bizonyitasok megértéséhez és kivitelezéséhez?

A 6 kérdésilinkhoz az alabbi alkérdéseket fogalmaztuk meg:

K1-1: Tetten érhet6-e a van Hiele-szintek emelkedése a didkok életkoranak el6rehaladtaval?

K1-2: Mutatkozik-e eltérés az ugyanolyan korosztalyu, de matematikabol eltéré képzésben
(specialis matematika tagozaton, normal gimnaziumi, illetve nem matematikai iranyultsag
szakgimnaziumi tanulmanyokban) részt vevo tanulok van Hiele-Szintje kozott?

K1-3: A specidlis matematika tagozaton tanul6 didkok van Hiele-szintje eléri-e a négyet?

A mérés eldtt az egyes kérdésekre a hipotéziseink rendre a kdvetkezok voltak:

1. A didkok atlagos van Hiele-szintje az évfolyamok emelkedésével nem csokken.

2. Az egyes évfolyamokon a specialis matematika tagozaton tanulé didkok atlagos van Hiele-
szintje a legmagasabb, ezt koveti a normal gimnazistak atlagos van Hiele-szintje, majd a
sort a szakkozépiskolasok van Hiele-szintje zarja.

3. A specialis matematika tagozaton tanulok atlagos van Hiele-szintje legkésobb a tizedik év-
folyamon a harmas szint f61¢ kertil, kozeliti a négyes szintet.

2.2. Kutatasmédszertan a K1-1, K1-2 és K1-3 kérdések megvalaszolasahoz

2015 juniusaban végeztiik el méréseinket, melynek soran kézépiskolai diakok van Hiele-szint-
jét vizsgaltuk Zalman Usiskin cikkében (1982) szerepld teszt segitségével.

A teszt 25 feleletvalasztos feladatbol all (A. melléklet). Minden feladat esetén pontosan egy
helyes megoldas 1étezik, melyet 6t lehetséges valasz koziil kell kivalasztani. Az 1-5. feladatok
mérik az elsé van Hiele-szint meglétét, a 6-10. feladatok a masodik van Hiele-szintét és igy
tovabb, egészen a 21-25. feladatokig.

A teszt kiértékelésének és megiratasanak koriilményei megegyeztek a fenti tanulmanyban leir-
takkal.
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Akkor mondjuk, hogy egy tanuldé geometriai gondolkodasanak szintje az n. szinten van (ahol
1<n<5)ha

- teljesitette az 1., 2., ...,(n — 1). szint mindegyikét;
- az n. szintet mér6 6t feladat koziil legalabb harmat megoldott helyesen;

- han <4, akkor az (n + 1). szintért felelés 6t feladat koziil legfeljebb kettdt oldott
meg helyesen.

Amennyiben az 1. szint kritériumait nem teljesiti egy diak, ugy az 6 van Hiele-szintjét O érté-
kiinek tekintjiik 6sszhangban az Usiskin altal vezetett projekt értékelési rendszerével (Usiskin,
1982, old.: 25; Senk, 1989, old.: 319).

Fontos hangsulyozni, hogy a tesztben szerepeltek ugyan az 6tos van Hiele-szinthez k6t6d6 fel-
adatok, de az ezzel a szinttel kapcsolatos dilemmak miatt (1asd 1.1 fejezet) a tanulok szintjének
vizsgalatat ennek a szintnek a figyelmen kiviil hagydsaval végeztiink el, azaz az 6tds szintet
teljesité tanulokat is a négyes szintiiek kozé soroltuk.

A mérblapokat papir alapon toltettiik ki, a kitoltésére szant munkaidé 35 perc volt. A kiértéke-
lésben a didkok a neviik helyett a sajat maguk altal kitalalt koddal szerepelnek.

A 2015 juniusédban végzett vizsgalatok egyazon vidéki nagyvaros harom kozoktatdsi intéz-
ményben folytak, két gimnaziumban és egy szakgimnaziumban, amikre rendre a Gimnazium 1,
Gimnazium_2, illetve Szakgimnazium elnevezést fogjuk hasznalni. Gimnazium_1-ben két el-
tér6 képzési program tanuloi csoportjait vizsgaltunk: az egyik specialis matematika tagozatos,
a masik normal gimnaziumi tanterv szerint halad6é. Gimnazium_2-ben szintén normal gimnazi-
umi tantervil tanulokkal végeztiik a méréseinket. Torekedtiink arra, hogy a felmérés az oktatas
széles palettajat olelje fel, igy nyolcadiktol tizenkettedikig minden évfolyamon végeztiink mé-
réseket. A vizsgalatokat 2015 szeptemberében folytattuk ugyanazokkal a didkokkal, akikkel
koréabban is, de ekkor mar csak Gimnazium_ 1 specialis matematika tagozatanak tanuloit vettiik
alapul. Ezen két mérési id6szak alatt 6sszesen 430 tesztet toltettiink ki, ebbdl 277-et Gimna-
zium_1-ben, 91-et Gimnazium_2-ben, illetve 62-t a Szakgimnaziumban.

2.3. Tapasztalatok és valaszok a K1-1, K1-2 és K1-3 kutatasi kérdések kap-
csan
A 2. tablazat a 2015 juniusaban végzett mérések eredményét mutatja, azaz az adott iskola meg-

feleld évfolyaman tanulok van Hiele-szintjeinek atlagat. Az egyes atlagértékek mellett zarojel-
ben tiintetjiik fel az adott csoport 1étszamat.

Gimnazium_1, | Gimndzium 1, | Gimnazium 2,
Evfolyam | specialis mate- | normal gimnazi- | normél gimnazi- | Szakgimnazium
matika tagozat | umi képzés umi képzés
9. 3,46 (37 16) 2,52 (33 16) 2,10 (30 16) 1,17 (18 £6)
10. 3,54 (26 16) 2,05 (18 16) 2,21 (39 16) 1,59 (17 £6)
11. 3,71 (24 16) 2,29 (7 £6) 2,15 (13 16) 1,13 (15 16)

2. tablazat: Kiilonboz6 oktatasi formaban részt vevo tanulok atlagos van Hiele-szintje (2015.

junius)
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A mérési eredmények és a hipotézisek dsszehasonlitasa:

1. Hipotézisiink, mely szerint az atlagos van Hiele-szint évrél évre nem csokken, csak részben
igazolddott be. Gimnazium_ 1 specialis matematika tagozatanak tanuloi esetében az évfo-
lyammal egyiitt emelkedik az atlagos van Hiele-szint. A tobbi esetben, a matematika irant
kevésbé érdeklddo, a tantargyat kisebb oraszamban tanuld csoportoknal szisztematikus fej-
16dés nem mutathato ki. (Ezen tapasztalatok okainak feltarasa nem képezi jelen kutatasaink
targyat.) Minthogy a specidlis matematika tagozat mint képzési forma az, amelyben a dia-
kok egyértelmu fejlodést mutattak, 6ket talaltuk alkalmasnak arra, hogy tovabbi vizsgélata-
ink fokuszaba keriiljenek.

2. A specialis matematika tagozaton tanul6 didkok atlagos van Hiele-szintje mindegyik évfo-
lyamon jelentésen magasabb, mint a tobbi képzési formaban részt vevd didkoké. Az ered-
ményekbdl az tlinik ki, hogy az atlagos van Hiele-szintek az el6z6 pontban leirtakhoz ha-
sonloan Osszefliggést mutatnak a tantargy iranti érdeklddésben €s a tananyagtartalomban
megnyilvanulo eltérésekkel.

3. A 2. tablazatnak a Gimnazium 1 specialis matematika tagozatos diakokra vonatkozé osz-
lopa értelmében a van Hiele-szintek atlaga 3,46-r6l 3,54-en keresztiil 3,69-ra emelkedett
kilencedik évfolyamtol a tizenegyedik évfolyamig. Ez azon elvardsainkat tdmasztja ala,
mely szerint a specialis matematika tagozaton tanulok atlagos van Hiele-szintje a tizedik
évfolyamon mar meghaladja a harmat, kozeliti a négyet.

Mivel az egyes van Hiele-szintek kozotti tavolsag nem definialt, igy a van Hiele-szintek atla-
gaira kapott eredmények (lasd 2. tablazat) csak durva kozelitést adhatnak az 6sszehasonlitésra.
Emiatt érdemes ennél finomabb elemzést is elvégezni. Ezt mar csak a specialis matematika
tagozatos diakok esetében végezziik el, tekintettel arra, hogy a késobbiekben csak ezt az okta-
tasi format fogjuk vizsgalni. A 3. tablazatban Gimnédzium 1 specidlis matematika tagozatos
didkjainak a van Hiele-szintek szerinti szazalékos ecloszlasat lathatjuk az évfolyamok el6re-
haladtdval.

Evfolyam 1. vH-szint 2. vH-szint 3. vH-szint 4. vH-szint
9. 5,4 % 0% 37,8 % 56,8 %
10. 3,9 % 0% 34,6 % 61,5 %
11. 0% 0% 29,2 % 70,8 %

3. tablazat: A specialis matematika szakos didkok van Hiele-szintek szerinti szazalékos
eloszlasa évfolyamonként (2015. junius)

Kiolvashato6 az adatokbdl, hogy az évfolyamok névekedésével az elsd és a harmadik van Hiele-
szinttel rendelkez6 diakok aranya fokozatosan csokken, ugyanakkor a négyes van Hiele-szinten
1évé didkoké pedig novekszik (masodik van Hiele-szinten egyik évfolyamon sem talalunk
egyetlen tanulot sem). Ezt azt jelenti, hogy az elmélet értelmében a tanuldk egyre nagyobb
hanyada lehet képes néhany 1épéses bizonyitasok kivitelezésére. Kilencedik évfolyamon mar a
didkoknak tobb mint a fele, mig tizenegyedikben kdzeliti a haromnegyedet a formalis dedukcid
szintjén 1évo tanulok aranya. A van Hiele-szintek atlagolasa segitségével a javulo tendenciara
tett megallapitasunkat a szazalékos eloszlas bemutatasaval sikerdiilt tehat alatamasztanunk, il-
letve finomitanunk.

Osszefoglalva, vizsgalataink azt mutatjik, hogy az egyes oktatasi forméaban tanulé diakok geo-
metriai gondolkoddsanak szintje nem feltétleniil elegendd egy néhany lépéses bizonyitas kivi-
telezéséhez. A K1 kutatasi kérdésre azt a valaszt adhatjuk, hogy a méréseinkben részt vevo

18



specialis matematika tagozatos diakok atlagos van Hiele-szintje a tizedik évfolyamon mar meg-
haladja a harmat, megkdozeliti a négyet, azaz 6k az elmélet szerint alkalmasak lehetnek egy
néhany 1épésbdl allo érvelés megkonstrualasara.

A specialis matematika tagozatos didkokkal tovabbi longitudinalis méréssorozatot végeztiink
el, amely alapjan ugy véljiik, hogy a geometriai gondolkodas fejlodéséért nagyrészben a geo-
metria-tananyag minésége és annak elrendezése a tanév folyaman a felelés (Gyéry & Konya,
2018).

A 2. és a 3. tablazatbol kiolvashato eredményeink korlatjat az jelenti, hogy méréseinket csak
egy-egy osztalyban végeztiik el. Tapasztalataink megerdsitésére érdemes lenne a van Hiele-
szintek véltozasat tanuloknak egy sokkal nagyobb mintajan is megvizsgalni.* Ezek a vizsgala-
tok azonban tilmutatnak a dolgozat keretein.

% Ehhez el is késziilt a teszt online médon kitdlthetd verzidja Robotka Istvan Adrian, volt didkom jovoltabol.
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3. VEGZES ELOTT ALLO SPECIALIS MATEMATIKA TA-
GOZATOS TANULOK BIZONYITASI KEPESSEGENEK
VIZSGALATA

A van Hiele-szintek mérésének tapasztalataibol kiindulva a bizonyitasi képességgel kapcsolatos
vizsgalatainkat a specialis matematika tagozatos didkok korében végeztiik, mert

- ugy talaltuk, hogy ebben a képzési formaban tanulok azok, akik jorészt birtokaban vannak
a bizonyitasi képesség szempontjabol relevans négyes van Hiele-szintnek;

- a specialis matematika tagozat kerettanterve és az emelt szintli kdvetelmények eldirjak a
bizonyitasi képesség meglétét;

- jomagam is ebben a programban tanitok.

3.1. Kutatasi kérdések

Kutatasunknak ebben a fazisaban az alabbi kérdésre kerestik a valaszt:

K2: Mi jellemzi a végzés elott allo specialis matematika tagozatos diakok geometriai bizo-
nyitasi képességét?

A 6 kutatasi kérdésiinket az alabbi alkérdésekkel finomitottuk:
K2-1: A diakok ki tudjak-e olvasni egy allitas szovegébdl a feltételt és a kovetkezményt?

K2-2: A tanulok helyesen értelmezik-e a feladathoz mellékelt geometriaabrat, illetve az alapjan
elfogadnak-e igazolas nélkiil olyan tényt, ami bizonyitast igényel?

K2-3: Képesek-e a tanulok egy néhany 1épésbdl all6 bizonyitast megfeleld matematikai nyelvet
hasznalva végrehajtani?

3.2. Kutatasmodszertan a K2-1, K2-2 és K2-3 kutatasi kérdésekhez
3.2.1 A kisérlet koriilményei

Két tanulocsoportot valasztottunk ki mélyebb vizsgalatra. Mindkét tanuldcsoport tagjai Gim-
nazium_1 specialis matematika tagozatos képzésében vettek részt. A két tanuldcsoport részét
képezte a korabbi, a van Hiele-szinteket felméré kutatasnak (2. fejezet). Az egyik csoport hat-
osztalyos, a masik pedig négyosztalyos képzési formaban vett részt. Az els6 2012-2018, mig a
masodik 2014-2018 kozott végezte kozépiskolai tanulmanyait, azaz a két csoport egyszerre tett
érettségi vizsgat matematikdbol. A vizsgalt tanulok l1étszama 27 volt. A csoportok 1étszdma
eredetileg tobb volt, de a longitudinalis vizsgalat miatt mi csak azoknak a tanuldknak a teljesit-
ményét vettiik figyelembe, akik mindegyik van Hiele-tesztet megirtak.

A két csoport van Hiele-szintjét mar kilencedikes korukban mértiik (2. fejezet), majd aztan ké-
sObbi idépontokban is (Gydry & Konya, 2018). A kapott eredmények azt mutattak, hogy a di-
akok tobbségének a geometriai gondolkodasa mar kilencedikes koraban kozelitdleg a formalis
dedukcid szintjén volt. A késébbi mérések soran is ehhez hasonld eredményeket kaptunk
(Gyéry & Koénya, 2018). Osszességében a 27 tanuld 59,3 %-a volt mar kilencedikes koraban a
négyes van Hiele-szinten.
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A bizonyitéasi képesség vizsgalatat 2018 aprilisaban végeztiik el, amikor mindkét csoport 12.
évfolyamos volt és az érettségi vizsga eldtt alltak néhany héttel. Usiskin és munkatarsai azt
kaptak, hogy a négyes van Hiele-szint elérése esetén a tanulok képesek egyszertibb bizonyita-
sok 0nall6 megvaldsitasara, mig alacsonyabb van Hiele-szintek esetén nem (Usiskin, 1982).
Kutatdsunk nem a van Hiele-szint €s a bizonyitasi képesség kozotti kapcsolat vizsgalatara ira-
nyult, mi az Usiskin altal vezetett csoport eredményei alapjan eleve feltételeztiik, hogy ezen a
szinten a vizsgalatba bevont didkok képesek néhany 1épéses bizonyitds végrehajtasara.

3.2.2 A méroeszkoz

A bizonyitasi képesség felméréséhez Zalman Usiskin harom bizonyitas-tesztjének egyikét te-
Kintettiik kiindulopontnak (lasd B. melléklet). Ez a teszt szintén abban a tanulmanyban lelhet6
fel, amelyben a korabban bemutatott van Hiele-szinteket méré teszt is talalhato (Usiskin, 1982).
A kutatasi kérdéseink szempontjabol a teszt 3. és 4 feladata nem relevans, tovabba a kiértéke-
1ésiik tovabbi vizsgalatok szlikségességét is felveti, igy ennek a két feladatnak az elemzése nem
képezi részét a dolgozatnak.

Lényeges kiemelni, hogy mi csak a feladatokat vettiik 4t az Usiskin altal vezetett kutatocsoport-
tol, az altaluk hasznalt kiértékelési rendszert nem. Nem vezettiink be a feladatok esetén ponto-
z4sos mindsitést, hanem feladatonként az akciokutatasokra jellemz0 kvalitativ elemzést végez-
tiink. Ezt a kicsi elemszamt minta miatt kimeritden meg tudtuk tenni. Alapvetéen két nagy
kategoriat kiilonboztettiink meg, aszerint, hogy az adott didk j6 megoldast adott vagy sem,
amivel képet kaphatunk a tanuldcsoportok didkjainak az érvelés-bizonyitas terén nytjtott sike-
rességér6l. Ennél sokkal 1ényegesebb, hogy ekdzben végig arra fokuszaltunk, hogy milyen

- tipikus tanul6i gondolatmenettel, bizonyitasi 6tletekkel talalkozunk;
- szisztematikus hibakat vétenek a diakok;
- ,,mindségben” irjak le a tanuldk a gondolataikat, vagyis milyen az irdsbeli kommunika-
ciojuk;
Nem volt tehat kimondott mérési célunk, minden olyan felbukkané mozzanatra kivancsiak vol-

tunk, ami elarul valamit a tanulok matematikai gondolkodasmodjardl. A kvalitativ elemzést
bizonyos esetekben alkalmas tanul6i munkakkal szemléltetjiik.

A kivalasztott feladatok tartalman nem moédositottunk, de a kitlizés modjan, a megfogalmaza-
son helyenként igen, hogy igazodjunk a magyar gyakorlathoz.

A teszt a magyarorszagi normal gimnazista tizedikes és az azt megel6zden tanult geometria-
tananyag ismeretét igényelte, konkrétan a kovetkezoket:

e nevezetes szogparok;

e haromszogek szogeire és oldalaira vonatkozé elemi tulajdonsagok;

e az egybevagosag fogalma, illetve haromszogek esetén ennek alapesetei;
e aparalelogrammak tulajdonsagai.

A megiratas sordn kovettiik az eredeti kutatas koriilményeit.
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3.3. A Kkutatasi kérdések és a feladatok kapcsolata

A 4. tablazat mutatja, hogy az adott kutatasi kérdésre melyik feladattal fokuszaltunk.

Kutatasi kérdés Feladat
K2-1 Felismeri az allitas szerkezetét? 2. feladat
A feladathoz csa- | Felhasznal minden informaciot, amit az ab- 1. feladat
K2-2 | tolt 4brét helye- | ranyujt? 5. feladat
sen alkalmazza? Elfogad-e hamis tényt, amit az abra sugall? 6. feladat
] ...haromlépéses (egyszeriibb) bizonyitast? 1. feladat
Végre tud-e haj-
K3 tani... négylépéses (Osszetettebb) bizonyitast? 5. feladat
~-neEyiep yast: 6. feladat

4. tablazat: A kutatasi kérdések és a feladatok kapcsolata

3.4. A bizonyitas-teszt tapasztalatai

A tesztet és a kapott eredményeket feladatonként mutatjuk be. El6szor ismertetjiik a feladatot,
annak egy megoldasat, majd pedig a mérés eredményét, ami mind kvantitativ, mind pedig kva-
litativ elemeket fog tartalmazni.

3.4.1 A bizonyitas-teszt elsé feladata

Az alabbi abrarol a kovetkezdket tudjuk:

A W-nél 1év6 szog annyi, mint a Z-nél 1év6 szog, valamint a WX szakasz hossza meg-
egyezik az YZ szakasz hosszaval.

W X Y Z
Bizonyitsd be, hogy az 1-gyel jeldlt sz0g nagysaga megegyezik a 3-mal jelolt szog nagy-
sagaval!
A feladat megoldasa

Mivel a W-nél 1év0 szog nagysaga megegyezik a Z-nél 1évo szog nagysagaval, igy VW = VZ,
vagyis a WZV haromszog egyenld szarq.
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Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy a WXV €s a ZYV haromszdgek egybevagok, hiszen meg-
egyezik két-két oldaluk hossza, és az altaluk kdzbezart szog nagysaga (WV = ZV, WX = ZY,
VWX&x = VZY ).

Mivel két egybevagd haromszog egymasnak megfeleld szogeinek nagysaga egyenld, igy az 1-
gyel jeldlt szog nagysaga megegyezik a 3-mal jelolt sz6g nagysagaval, amit éppen be akartunk
latni.

Ezzel a feladattal a K2-2 és a K2-3 kutatasi kérdésre fokuszaltunk.

Tapasztalatok

A feladat kapcsan a csoport eredményességét az 5. tablazat mutatja:

Jol oldotta meg | Nem oldotta meg jol
| Diakok szdma 9 18

5. tablazat: Bizonyitas végrehajtasa (1. feladat, bizonyitas-teszt)

Nem vart eredmény, hogy az érettségi elott allo specialis matematika tagozatos diakoknak csak
az egyharmada tudta megalkotni ezt a harom 1épésbdél allo érvelési lancot.

Azok koziil a tanulok koziil, akik jol oldottak meg a feladatot, csupan egy diak volt, aki a bizo-
nyitas harmadik 1épésében explicit mdédon mondta ki azt a tényt, hogy az ,,egymasnak megfe-
lel6 szogek” egyenldk egymassal. A tobbi tanuld ezt nem irta oda, igaz a tanitasi gyakorlatban
sem szoktuk ezt mindig megtenni.

A leggyakrabban el6fordul6é hiba, hogy a didkok egy része (9 tanulo) az XYV haromszogrol
indoklas nélkiil azt allitotta, hogy egyenld szari. Ez természetesen igaz, de éppen a belatando
tény kovetkezménye. Ezek a tanuldk ezt az észrevételiiket valoszinilisithetéen az dbra sugalla-
tara tették. Hasonl6 tipust hibat vétett egy tanuld, aki a WXV és a ZYV haromszogekrdl allitotta
mindenféle indoklas nélkiil, hogy egybevagok. A tobbi nyolc tanul6 a hibak valtozatos paletta-
jat vonultatta fel. Volt példaul kozottiik olyan, aki nem az allitasban szerepl6 szogek egyenl6-
ségét latta be (hanem azt, hogy WXV« = ZYV<); volt, aki a két ,,sz¢€1s6” haromszog hasonlo-
sagaig jutott el, de ebbdl nem vont le semmilyen kovetkeztetést; volt, aki el sem indult, és volt
olyan is, aki magabodl a bizonyitand6 ténybdl indult ki, és igy probalt meg valami eredmény
produkalni, sikerteleniil.

3.4.2 A bizonyitas-teszt masodik feladata

Allités: Ha megrajzoljuk egy egyenlé szara haromszog alapjahoz tartozo magassagat, akkor az
felezi a szérak altal bezart szoget.

a. Készits jelolésekkel ellatott abrat a fenti allitashoz!

b. frd le az abrad jeldléseit felhasznalva, hogy az allitdsban mi van feltételezve, és mit kell
benne bizonyitani!

Az allitast nem kell belatnod!
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A feladat megoldasa

a.

A T B
b. Feltétel: CA = CB és CT L AB.
Bizonyitand6: ACT<« = BCT<.

A feladattal a K2-1 kutatasi kérdésre kerestiik a valaszt.

Lathatjuk, hogy a masodik feladat ,,Ha... akkor...” formaban van megadva, igy a feltétel és a
bizonyitand¢ rész jol elkiiloniil egymastol.

Tapasztalatok

A feladat Gsszesitett statisztikajat a 6. tablazat mutatja.

Jol oldotta meg | Nem oldotta meg jol
| Diakok szama 7 20

6. tablazat: Mérési eredmények (2. feladat, bizonyitas-teszt)

Lathato, hogy a diakoknak alig tobb mint a harmada tudott csak helyesen valaszolni.
Az egyes részfeladatok eredményét a 7. tablazat mutatja.

Jol oldotta meg | Nem oldotta meg jol
Abrakészités, jeliilések bevezetése 97 0
(didkok szama)
Feltétel kiolvaséasa
(didkok széma) 10 17
A bizonyitand6 kiolvasasa a szovegbdl 18 9
(didkok szama)

7. tablazat: A részfeladatok eredményei (2. feladat, bizonyitas-teszt)
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A kovetkez0 megallapitasokat tehetjiik:
1. Az abrak elkészitésével és a jelolések bevezetésével nem volt gondja a tanuloknak.

2. A didkoknak koriilbeliil vagy alig tobb mint az egyharmada tudta a feltételt kiolvasni az
allitas szovegébdl. Tipikus hibat fedezhetiink fel: a rossz megoldast add didkok (tizenhét
6) koziil tizenketten nem tudtak szétvalasztani egymastol a feltételt, a bizonyitandot és ma-
gat az allitast, hatan a bizonyitandot, hatan a teljes allitast irtak le feltételként.

3. A bizonyitand6 kovetkezményt a tanulok kétharmada tudta kiolvasni az allitas szovegébdl.

A feladat kapcsan jellemz6 hibaként jegyezhetjiik fel tehat, hogy a diakok koziil sokan nincse-
nek tisztaban a feltétel, a bizonyitand6 és az allitds fogalméval. Ezt tdmasztja ald az alabbi
megoldas is (3-1. abra).

F}.:“CVéS; f.‘ir.a, “%'\3 é thau\(xj)rm C\ur\ L‘lc
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3-1. abra: A diak nincs tisztaban a feltétel, a bizonyitand6 és az allitas fogalmaval (2. feladat)

3.4.3 A bizonyitas-teszt 6todik feladata

Az alabbi abrarol a kovetkezdket tudjuk: AB = DC,AD = BC.M a DB szakasz felezOpontja.
M rajta van az EF szakaszon. Bizonyitsd be, hogy FM = ME!

D E &

A F B
A feladat egy lehetséges megoldasa

Az 5-tel és az 1-gyel jelolt szogek nagysaga megegyezik, mivel valtoszogek.
A 3-mal és a 4-gyel jelolt szogek nagysaga megegyezik, mivel csticsszogek.

A DME és a BMF haromszogek egybevagok, hiszen megegyezik egy-egy oldaluk hossza
(DM = MB), tovabba az ezen oldalakon nyugvoé szdgeik nagysaga.

A két egybevagd haromszog megfeleld oldalainak hossza is megegyezik, vagyis FM = ME.
Ezzel a feladattal a K2-2 és a K2-3 kutatasi kérdésre kerestiik a valaszt.
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Tapasztalatok

A bizonyitasok végrehajtasanak a statisztikajat a 8. tablazat mutatja.

Jol oldotta meg | Nem oldotta meg jol
| Diakok szama 7 20

8. tablazat: Bizonyitas végrehajtasa (5. feladat, bizonyitas-teszt)

Azt lehet mondani, hogy ezen két végzis specialis matematika tagozatos csoport tanuldinak a
java része nem birkozott meg egy négy, egyszerii 1épésbdl allod érvelés végrehajtasaval.

Azok koziil, akiknek sikeriilt a bizonyitast véghezvinniiik, egy tanuld valasztotta a kozéppontos
tikkrozésen alapul6 utat, a masik hat didk egybevagosagra vezette vissza a feladatot, nevezetes
szogparokat fedezvén fel az dbran. Még a jo megoldok kozott is érezhetd, hogy az irdsbeli kom-
munikacid nem a legtokéletesebb. Egy ilyenre mutat példat a 3-2. 4bra.

Bizonyitsd be, hogy FM = ME!

= ' C
\\\52‘- \ N
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Megoldas: \
: \\)
= 3 O

3-2. abra: Egy tipikusan ,,szell6s” megoldas

A diak egyrészt az dbraba jeldlte be az egymassal egyenld szogeket (indoklas nélkiil, de arra
igyelt, hogy megfeleléen azonositsa be az egymassal kongruens szogeket). Masrészt nem irta
oda, hogy az EM és az FM szakaszok egymasnak megfeleld oldalak az egybevagosag soran.

A feladatot helyesen megoldani nem képes diakok az elkdvethetd hibak széles spektrumat vo-
nultattak fel. Csak a gyakran el6fordul6 esetekrdl szolunk par szot.

Négy tanul6 egyaltalan nem kezdett bele a feladatba.

Ot diak volt, akit az 4bra megtévesztett. Két esetben az 4tlokrol az abra alapjan feltették, hogy
merdlegesen metszik egymast. Egy tanul6 az abra sugallatara a DE és az FB szakaszokrol alli-
totta, hogy egyenld hosszusaguak. Volt egy didk, aki az el6z6 két hibat egyszerre kovette el.
Végezetiil, egy tanul6 az abra alapjan azt tette fel, hogy a paralelogramma abran szerepl6 atloi
felezik a paralelogramma megfeleld szogeit.

Mas szisztematikusan eléforduld hibat nem fedeztiink fel. Volt, aki a bizonyitas soran keverte
az egybevagdsag €s a hasonlosag fogalmat, volt olyan, aki csak az egymassal megegyez6 nagy-
sagl szogekig, volt, aki hasonldsagig jutott el.
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3.4.4 A bizonyitas-teszt hatodik feladata

Az alabbi abrardl a kovetkezoket tudjuk: B az AC szakasz felez6pontja. AB = BD. Bizonyitsd
be, hogy a CDA sz6g derékszog!

C

A D
A feladat egy lehetséges megoldasa

A feltételek értelmében: AB = BD = BC.
Ez azt jelenti, hogy az ABD és a DCB haromszogek egyenld szartak.

Mivel egy egyenld szarii haromszogben az egyenld nagysagu oldalakkal szemben ugyanakkora
nagysagu szogek vannak, igy BADX = BDA<, illetve BDC< = BCD<.

Ebbdl az kovetkezik, hogy

CDAx =
2-BDA«+2-BDC& BAD<« + BDA< + BDC< + BCD«

= BDA4 + BDC4 = . - - _

_ CAD%+ ADC% + ACD< _ 180°

=90°,
2 2

ahol a = szimbolummal jelolt egyenléségnél felhasznaltuk, hogy egy haromszog belsd szogei-
nek az 6sszege 180°.

A feladattal a K2-2 és a K2-3 kutatasi kérdésre fokuszaltunk.

Tapasztalatok

Hogy sikertiilt a bizonyitas? (9. tablazat)

Jol oldotta meg | Nem oldotta meg jol
| Diakok szama 13 14

9. tablazat: Mérési eredmények (6. feladat, bizonyitas-teszt)

Osszességében mintegy a tanulok felének sikeriilt a bizonyitast végrehajtania. A kdvetkezteté-
sek levonasa érdekében kielemezziik a jo és a rossz megoldasokat.
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A j6 megoldasok statisztikaja (13 f6)

A megoldast hibatlanul irta le tiz tanul6. Fontos megjegyezni, hogy ezek koziil a diakok koziil
egyik sem hivatkozott arra, hogy ,,egyenlé hossziisagu oldalakkal szemben egyenld nagysagu
szogek vannak”. Itt felvet6dik az a dilemma, hogy mik azok a tények, amik explicit hivatkozast
igényelnek, és mik azok, amik nem.

A tizenharom tanul6 koziil egy meglehetésen szikaran irta le a bizonyitast (3-3. abra).

Bizonyitsd be, hogy a CDA sz0g derékszag!

Megoldas:

3-3. ébra: Egy nagyon tomor megoldas

Két didk volt, aki az dbraban dolgozott. Ez utdbbi egy tipikus példaja a tanuldi megoldasoknak.
A bizonyitas gondolatmenete ilyen esetekben nehezen kdvethetd, arrdl nem is beszélve, hogy
hibas érvelés esetén nehéz megallapitani, hogy hol tortént a tévedés.

A 3-4. abra az egyik olyan diak dolgozatat mutatja, aki az abraba beleirva végezte a bizonyitast,
de az érvelési lanca viszonylag konnyen nyomon kovethetd.

Bizonyitsd be, hogy a CD& s20g derékszog!
A
g o B i
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3-4. abra: Megoldas az abraba irva
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A tanulo 1épései a kovetkezok lehettek (t6bbszor felhasznalva azt a tényt, hogy egy haromszog
belsé szogeinek az 6sszege 180°):

1. Leirta a megadott tényt, hogy AB = BD = B(, majd ezt jelolvén. az abrara ezen szakaszok
mindegyikére rairt egy-egy x-et.
2. Az ABD<-et elnevezte -nak.
3. Mivel az ADB haromszog egyenld szart, igy az A-nal és D-nél 1év6 szogeinek nagysagara
180°— B
S
4. A B-nél 1év0 szogek mellékszogek, igy DBC« = 180° — p.
5. Mivel a DCB haromszog szintén egyenld szarq, igy a D-nél és a C-nél 1év6 szogeinek nagy-
, 180°-(180°-B) _ B
saga rendre ——— = .
6. Majd, miutan a D cstcsnal keletkezett két szog nagysagat mar meghatérozta, igy ezek 6sz-
180°-f | B _ 180°—f+f _ 180° o
—+-= = = 90°.
2 2 2 2
Bar ezzel mér igazolta az allitast, ezt nem irta oda explicite.

egyarant azt kapta, hogy

szege a kérdéses sz0g nagysaga:

A rossz megoldasok (14 fo)

A tizennégy tanuld koziil harom volt olyan, aki nem kezdte el a bizonyitast, a lapot iiresen
hagyta. Két tanuld esetében nem lehet kovetni a gondolatmenetet, a leirt érvelés kaotikus. Egy
didk volt, aki jol indult el, de egy bizonyos pont utan abbahagyta az érvelést. A tobbi nyolc
tanuld kapcsan viszont tipikus, ismétlédo hibat vehetiink észre. Ezek a didkok ugyanis az abra
alapjan hibas kovetkeztetést vontak le, bizonyos szogek egyenldségét allitottak igazolas nélkiil
(BDA« = BDC(C<). Nyilvanvalo, hogy itt a tévedést az okozta, hogy az abra azt sugallta, hogy
a BD szakasz felezi az ADC<-et. Egy ilyen megoldast szemléltet a 3-5. abra.

6. Az aldbbi abrardl a kivetkezdket tudjuk:
B az AC szakasz felezépontja
Al = BD

Bizanyitsd be, hogy a CDA szbg derékszog

3|
o

R
v 4
{" = Ad
-]’, P,
A P A
ADCx = Aol = I\

3-5. abra: Egy tipikusan rossz megoldas
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Nemcsak szisztematikus hibara akadtunk, hanem nagyon &tletes megoldasra is. Ezt lathatjuk a
3-6. abraan.

Bizonyitsd be, hogy a CDA sz6g derékszog!

Megoldas:
/r
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3-6. dbra: Egy meglepd megoldas

Itt a didk kiegészitette a meglévd abrat geometriai transzformacio segitségével, amit arra utal,
hogy a tanul6 az atlagosnal nagyobb kreativitassal rendelkezik. Majd ezutan azt hasznalta fel,
hogy egy konvex négyszog akkor és csakis akkor téglalap, ha az atloi egyenld hosszusagliak €s
kolesonosen felezik egymast.

3.4.5 Kszrevételek a bizonyitas-teszttel kapcsolatban

A feladatok részletes taglalasa utan kiemeljiik a bizonyitas-teszt néhany karakteres tulajdonsa-

gat.

- Anégy feladat koziil a masodik az egyetlen, amiben nem kell bizonyitast végrehajtani, nincs
hozza mellékelve abra. Tovabba az allitas megfogalmazasa eltér az dsszes tobbi feladatétol:
a feltétel és a bizonyitand6 nem két kiilon mondatban van megadva, hanem egyetlen, ,,Ha...
akkor...” tipusti mondat az allitds. Az Osszes tobbi feladatban van mellékelt dbra, és bizo-
nyitast is kell benniik végrehajtani.

- Az 6todik és a hatodik feladat esetén csatolt abrak bizonyos mértékben hamis informaciokat
sugalltak.

A tanuloink egyrészt minden geometriai ismeret birtokaban voltak ahhoz, hogy feladatokat si-
keresen megoldjak, méasrészt a feladatokkal nem talalkoztak a korabbi tanorakon. Eppen ezek
voltak a feladatsor kivalasztasanak a f6 szempontjai. Fontos hangsulyozni, hogy nem pusztan
az érdekelt benniinket, hogy a tanulok jol vagy rosszul oldottak meg egy-egy feladatot, hanem
az is, hogy milyen tipust hibat vétettek, voltak-e eredeti gondolataik, és igy tovabb.
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3.5. Tapasztalatok és kovetkeztetések a tanuldk bizonyitasi képességére vo-
natkozolag

Zalman Usiskin bizonyitas-tesztje segitségével két olyan tanuldcsoportot vizsgaltunk meg, me-
lyek van Hiele-szintjeinek valtozasat el6zdleg éveken keresztiil monitoroztuk.

A K2-1 kutatéasi kérdés kapcsan megallapitottuk, hogy a didkok egy jelentds része szamara
magyarazatra szorul a feltétel és a bizonyitando rész egymastol és magatdl az allitastol valod
szétvalasztasa. A bizonyitasi képesség fejlesztése soran nagy hangsulyt kell tehat fektetni arra,
hogy a didkok az allitasbol pontosan ki tudjak olvasni a feltételt és a bizonyitand6 tényt. Ennek
érdekében célszerli az aldbbi sorrendet kdvetni.

(1) Az allitasokat olyan formaban adja meg a tanar a tanuloknak, amiben a feltétel és a bizo-
nyitandé kiilon mondatban van megfogalmazva. Példaul: ,, Tekintsiink egy rombuszt. Bizo-
nyitsuk be, hogy az 4tldi merdlegesek egymasra.”

(2) Az allitasokat a tanar ,,Ha... akkor...” szerkezetben fogalmazza meg a diakok szamara, és
tisztazza, hol szerepel benne a feltétel, és hol a kovetkezmény rész. Erdemes az elsé 16pés-
ben megadott szerkezetli allitdsokat magukkal a tanuldkkal is atfogalmaztatni erre az alakra.
Az iménti példa ebben a formaban igy szélna: ,,Ha egy négyszog rombusz, akkor atloéi me-
rélegesek egymaésra.”

(3) Végezetiil kvantorok segitségével és egyéb modon megfogalmazott allitasok kovetkezhet-
nek (,,Barmely rombusz atloi merdlegesek egymasra.”; ,,Egy rombusz atloi merélegesek
egymasra.” stb.).

Az el6z6 eredmények 6sszhangban vannak Ambrus Andrds gondolataival: ,,Alapvetden fontos
a ,.feltétel” és a ,,.kovetkezmény” vilagos megkiilonboztetése. Ez kiilondsen akkor okoz gondot,
ha a tétel nem ,,Ha... akkor...” formaban van megfogalmazva.” (Ambrus, 1995).

A K2-2 kutatasi kérdéssel kapcsolatban a kovetkez6ket mondhatjuk el. Azt tapasztaltuk, hogy
a tanulok egy része az abra altal sugallt tényeket indoklas nélkiil fogadja el. Emiatt az abrakra
nagy figyelmet kell forditani a tanarnak a bizonyitasi képesség fejlesztése kapcsan (is). Vila-
gossa kell tenni a tanulok szamara, hogy jol attekinthetd, megfeleld jelolésekkel ellatott abrat
kell késziteniiik. Hangsulyt kell fektetnie a tandrnak arra, hogy a tanuldk ne fogadjanak el az
abra alapjan tényeket, csakis akkor, ha azok igazsagtartalmat ténylegesen belattak.

A K2-3 kutatasi kérdés esetén arra jutottunk, hogy a specidlis matematika tagozatos didkok egy
nagyon egyszer, két, legfeljebb harom 1épésbdl alld bizonyitast 6nalldan is végre tudnak haj-
tani, 6sszhangban a van Hiele-elmélettel. Viszont egy ennél kicsit Gsszetettebb bizonyitas ese-
tén mar tobben koziiliik akadalyokba tlitkoznek, igy ezeknek a didkoknak még tobb gyakorlasra
van sziikségiik. A tanulokra jellemz6 altalaban, hogy nem indokolnak kelléképpen, egyes bizo-
nyitasi Iépéseket tényként kezelnek, igy meg sem emlitik 6ket.

Egyik legnehezebb eleme a bizonyitasi képesség fejlesztésének az, hogy a tanar megértesse a
tanulokkal, mi az, ami egy bizonyitas soran indoklast igényel a kdzépiskolaban, és mi az, ami
nem. Ez természetesen egy hosszl folyamat, nagy feladatmegoldo rutint feltételez, amit csakis
sok-sok gyakorlassal érhetiink el.

A matematikai nyelvhasznalattal kapcsolatban megallapitottuk, hogy a didkok hajlamosak arra,
hogy csak az abraba beleirva hajtjak végre a bizonyitast, nem pedig megfeleld jeloléseket fel-
hasznalva kelld részletességgel fogalmazva irjak le az érvelésiiket.

A teszt kapcsan szerzett tapasztalatokbol kiindulva 2018 nyaran egy fejlesztd tanitasi kisérletet
terveztiink meg, melyet a 2018-2019-es tanév folyaman hajtottunk végre.
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4. SPECIALIS MATEMATIKA TAGOZATOS KEPZEST ,
KEZDO 9. EVFOLYAMOS TANULOK BI’ZONYiTASI KE-
PESSEGENEK FEJLESZTESE

A van Hiele-szintek tobb éven at tartd mérése, majd a bizonyitas-teszt alapjan kapott eredmé-
nyek mélyebb elemzése jo alapot szolgaltattak arra, hogy a geometriai bizonyitasi képesség
mértékét ne csak vizsgaljuk, hanem szisztematikus munkaval fejlessziik is. Ezt a 2018/2019-es
tanéven keresztiil tarto fejleszto kisérlet keretein beliil végeztiik el.

A kisérlet mozgatdérugoja a tanuldk bizonyitasi képességének a fejlesztése volt, illetve az, hogy
megallapitsuk, mik lehetnek azok a tényezok, amik ennek a képességnek a kialakulasat lassit-
jék, esetleg gatoljak. Az ezt vizsgald felmérésiink szerint a matematikai allitdsok igazoldsa még

a specialis matematika tagozatos didkoknak is nagyon nagy gondot okoz (Gydry & Konya,
2019).

Kutatdsunknak ebben a fazisdban az alabbi kérdésekre kerestiik a valaszt:

K3: Mi jellemzi a specialis matematika tagozatos képzést kezdo 9. évfolyamos diakok bi-
zonyitasi képességét?

K4: Milyen szempontok szerint épitheto fel a 9. évfolyamon a bizonyitasi képességet fej-
leszt6 tanitasi program?

K5: Eredményes Vvolt-e a 9. évfolyamra kidolgozott fejleszté tanitasi program?

4.1. Kutatasmodszertan a K3, K4 és K5 kutatasi kérdésekhez

A kisérlet soran akciokutatast végeztiink, betartva az ehhez tartozo alapelveket, amelyet Koshy
munkajaban részletesen targyal (Koshy, 2005). Egyrészt a kisérletbe bevont diakoknak a tani-
tasi gyakorlathoz kapcsolodo vizsgalata, fejlesztése volt a célunk. Masrészt a kutatast végzo
személy az adott tanulocsoport egyik tanara volt. En voltam ugyanis a csoport geometriatanara,
a kisérlet a tanitasi oraim keretében zajlott. Ez természetesen nagyban novelte a kisérlet haté-
konyséagat, hiszen a megfeleld munkahoz vald 1égkor mar kialakult a korabbiakban, illetve a
didkok bizalma is megvolt a tandrat tartd személy irdnyaban. A csoport masik matematikatana-
rat nem vontuk be a kisérletbe, mint ahogy egyetlen mas szakos kollégat sem. Tovabba azt az
alapelvet is szem el6tt tartottuk, hogy a kutatds sordn nem rugaszkodtunk el a tantervtdl, hanem
abba beagyazva végeztiik el a fejlesztd kisérletet. Mindemellett torekedtiink arra is, hogy az
akcio ¢és a reflexio egységet alkosson, azaz a kisérlet tapasztalatait menetkdzben értékelve fo-
lyamatos volt a visszacsatolas. A tanuloktol és a sziileiktol beleegyezést kértiink az adatgyij-
tésben valo részvételhez. Az eldirasnak megfelelden a dolgozatban minden tanuldra név nélkiil
fogunk utalni sorszam segitségével (Tanuld 1, Tanulo 2 stb.).

A fejlesztd tanitési kisérletben a kutatds alanyai ismételten Gimnazium_ 1 specialis matematika
tagozatos didkjai voltak. Olyan kilencedikes tanuldcsoportot valasztottunk ki, akik az adott tan-
évben (2018/2019) kezdték meg kozépiskolai tanulmanyaikat, vagyis Gigynevezett egycsopor-
tos kisérletet hajtottunk végre. Azért éppen kilencedikesek monitoroztunk, mert egyrészt tob-
ben koziiliik mar feltehetden alkalmasak voltak két-harom 1épésbol allo 6nalld bizonyitas vég-
rehajtasara, masrészt az évfolyamuk végett egy késobbi fejlesztésre is megfelelonek talaltuk
Oket. A csoport 22 fébal allt, 8 lany és 14 fit. A tanév folyaman nem tortént valtozas a csoport
Osszetételében, mindvégig ugyanazokkal a tanulokkal végezhettiik vizsgalatainkat.
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Az Usiskin-féle kutatocsoport altal kapott eredmények (Usiskin, 1982) és a mi korabbi kutata-
sainkbol lesziirt tapasztalatok mind azt mutattak, hogy a tanulok bizonyitasi képessége és a van
Hiele-szintje kozott kapcsolat all fenn. Els6 1épcséfokként tehat meghataroztuk a csoport atla-
gos van Hiele-szintjének érékét. Erre 2018. november 5-én kerilt sor. A felmérés soran az ere-
deti, Usiskintdl szarmaz6 tesztet hasznaltuk (Usiskin, 1982), mely alapjan a fokuszcsoport at-
lagos van Hiele-szintje (ismételten csak a vitatott 6t0s szint figyelembe vétele nélkiil) 3,59-nek
adodott, ugy, hogy egyetlen tanuld sem kapott harmasnal alacsonyabb van Hiele-szint értéket.
Konkrétan, 9 tanulo ért el harmas, 13 pedig négyes van Hiele-szintet, tehat a csoport a geomet-
riai gondolkodas fejlettségének a szempontjabol j6 kozelitéssel homogénnek volt mondhaté. Ez
azt jelenti, hogy az elmélet szerint a diakoknak nagyjabol a 60%-a volt képes arra, hogy egy
néhany 1épésbdl allo geometriai bizonyitast 6nalldéan hajtson végre. Ezek alapjan alkalmasnak
talaltuk Oket arra, hogy a bizonyitasi képességliket egyrészt vizsgaljuk, masrészt fejlessziik.

A fejleszt6 tanitasi kisérlet elemzése miatt érdemes tanulonként megemliteni a tanuldcsoport
van Hiele-szintek szerinti eloszlasat (10. tablazat).

Négyes van Hiele-szint Harmas van Hiele-szint
1,3,4,5,6,9,10, 15,16, 17, 18, 19,21 | 2,7, 8,11, 12, 13, 14, 20, 22

Diakok
sorszama

10. tablazat Az egyes tanulok van Hiele-szintjei

Az egyes tanulok altal elért van Hiele-szinteket a késébbiekben tobb helyen fel fogjuk tiintetni
az alabbi konvencid szerint: amennyiben Tanul6 x van Hiele-szintje y, akkor az adott didkra
innentdl kezdve a Tanul6_x_y azonosivéval fogunk hivatkozni. Fontos tehat hangstlyozni,
hogy az y értéke a késébbiekben az illet6 tanuldo bemeneti van Hiele-szintjét fogja jeldlni.

A van Hiele-szintek felmérése utan masodik 1épésként a vizsgalt tanulocsoporttal egy eldtesztet
irattunk, amely mar a didkok bizonyitasi képességét volt hivatott felmérni. A fejlesztd kisérlet
soran ezen tilmenden irattunk egy koztes tesztet, majd a végén pedig egy utotesztet. A koztes
teszt segitségével mérleget vontunk az addigi kutatdsi munka sikerességét illetden, és levontuk
a tanulsagokat. Az utdteszt elemzése soran gyézddtiink meg a fejlesztd tandrak hatasarol, miu-
tan Osszevetettilk az itt mért eredményeket az eldteszt esetében kapottakkal. Ezutan néhany
hoénapon keresztiil hagyomanyos mederben zajlottak a tanorak, a fejlesztésre kijelolt teriiletekre
szandékosan nem fokuszaltunk, tettlik ezt azért, mert ezek utan irattuk meg az utolsoé tesztet, az
ugynevezett késleltetett tesztet. Igazabol ez mérte a fejlesztd kisérlet eredményességét, ez mu-
tatta meg azt, hogy voltaképpen mennyire sikeriilt az elére megcélzott terliletek esetében a ta-
nulok képességeit fejleszteni.

A fejlesztd kisérelt soran a tanuldéi munkakat folyamatosan nyilvantartottuk. A dokumentalas
formai, vagyis az akcidkutatasunk korpusza az alabbiakbol allt:

- Minden tanitasi 6ra utan tanari feljegyzés késziilt az 6ran elhangzott, a kisérlet szempontja-
bol Iényeges mozzanatokrol.

- Tobb tanitasi orat videdval rogzitettiink.

- Atanulok tablai, illetve flizetben elkészitett irasbeli munkéjat tobbszor is fotoval orokitettiik
meg.

- A didkok minden dolgozatat beszkenneltiik.

- Sok esetben a tanorai, illetve hazi feladatként elkészitett tanuloi munkdkat 6sszegytjtottiik.
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Minden dolgozatot, tesztet megdriztiink. Kutatdsunk korpusza tehat a tanorai reflexiok, irasbeli
munkak, fotok, videofelvételek Gsszessége volt. Minden esetben sajat magunk altal készitett
feladatsort hasznaltunk, amit alapos tervezés €s vizsgalat eldzott meg.

Mivel az akcidkutatasra a kvalitativ paradigma a jellemzd, igy a tanuldi kozlések mogott meg-
huzo6do tartalmakat igyekeztiink tudomanyos objektivitassal, kellé6 mélységben feltarni, tanul-
manyozni. Ennek soran természetesen kvantitativ adatokhoz is jutottunk, hiszen bizonyos kva-
litativ jellemzOk mennyiségét az adott korpuszban ezekkel jol leirhattuk, szemléltethettiik, ab-
razolhattuk. A kodolési folyamatot én végeztem el, amit a témavezetom feliilvizsgalt, majd
konszenzusos egyeztetéseken keresztiil kialakitottunk egy egységes alldspontot a kodokat ille-
téen. A kapott eredmények interpretalasa utan kovetkeztetéseket vontunk le, esetleg feltétele-
zésekkel éltiink.

Lényeges megemliteni, hogy a tanitéasi kisérlet soran semmilyen modszert nem sulykoltunk, a
fejlesztd 1épéseket a tanorak normal menetébe agyaztuk be. Hetente négy tanitasi 6ran folyt a
fejleszté kisérlet, amit 2018 novemberében vette kezdetét. Ennek idébeli felépitését a 11.
tablazat mutatja.

gjﬁom Tanora 1d6- Lényeges geometriai Megjegyzés a tan- | Dokumentacio
. pontja tartalom orakhoz jellege
Szama
1. 2018.11.07. | Korabbi ismeretek Elteszt II;?)Sbeh feladat-
Ismétl6 rendsze-
rezés, desfelvétel
: a0t falo Videofelvétel;
2018.11. 08 — | .. Bizonyitasi fel o
2-10. 2018. 11. 26. Korabbi ismeretek ac}atok onallf)e%n, Tanari feljegy-
parmegbeszélés, | yégek
k6z06s megbeszé-
lés
11, 2018. 11. 28. Harqmszog-egyenlot- i T:anarl feljegy-
lenség zések
Egy tanoran a Pi- ]Ss[c.tfnk’ent' 1ras-
tagorasz-tétel kii- ell sn.oral
loqg |2018.11.30.—| . . o 16nboz6 angol | MU
©12018. 12. 14. £ nyelvll bizonyitad- | Videdfelvétel;
sainak 6nallo fel- e
, Tanari feljegy-
dolgozésa .
zések
19. 2018. 12. 17. Pitagorasz tétele D0|ngat,P|}ago_ Irdsbeli feladat-
rasz tételébol lap
Konvexités;
Konvex sokszogek;
20_ 32 2018. 12. 19. — | Haromszog koriilirt, il- i Tanari feljegy-
Haromszogek 7 - s terii-
letképlete
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A Thalész-tétel és Irés"fl? tandrai
Thalész tétele és annak | annak megfordita- munka,
2019. 01. 30. - . . . 1 , .
33 -42. 2019, 02. 18 alkalmazasai; Szerkesz- | sanak 6nallé meg- | Tablaképek
T tések fogalmazésa a ta- T
o Tanari feljegy-
nulok altal .
zések
43, 2019.02.19. | Korabbi ismeretek Koztes teszt E;Sbeh feladat-
2019.02. 20. — | . .., ; i Tanari feljegy-
44 — 54, 2019, 03. 11. Erinténégyszogek Jések
Pitagorasz-tétel; Tha- SR i
55. 2019.03.12. | lész-tétel; Erintdnégy- | Utbteszt II;aSbeh feladat
szogek P
Egybevagdsagi transz- - .
2019. 03. 13. - A i Tanari feljegy-
56 —91. 2019, 05. 29. f(’)rmacrlok ¢s azok osz- sések
talyozéasa
92. 2019. 06. 03. Korabbi ismeretek Késleltetett teszt II(;?)Sbeh feladat-

11. tablazat: A fejlesztd tanitasi kisérlet kronologija

A fejleszt6 tanitasi kisérletet két fazisra bontottuk. Az elsé periodusban a K3 és a K4 kutatasi
kérdésekre kerestiik a valaszt. Ez a fazis tiz tanitasi orat foglalt magaba, melynek Iényeges ele-
mei a tanulokkal megiratott eldteszt, valamint harom tanora, amelyet videoval rogzitettiink. A
masodik fazis negyvendt tanorat olelt fel, amely tartalmazta a fejleszt6 tanitasi orakat, valamint
a koztes tesztet és az utdtesztet. Ezutan a késleltetett teszt megiratasara harminchat tanitasi orat
kovetden keriilt sor. Ez a periddus a K5 kutatasi kérdésre kereste a valaszt.

4.2. A fejleszto tanitasi kisérlet elso fazisa

A fejleszt6 tandrak konkrét kivitelezéséhez feltérképeztiik a didkok bizonyitasi képességét. Ezt
két 1épésben tettilk meg:

1. A tanulokkal egy ugynevezett eldtesztet irattunk.

2. Harom egymads utan kovetkezd tanoran vizsgaltuk a didkokat a geometriai bizonyitasok ki-
vitelezésének a szempontjabol. Ezeken a tanitasi ordkon az eldteszt tapasztalataira épitet-
tiink.

A K3 kutatasi kérdést a kovetkez6 alkérdésekre bontottuk.
K3-1: A didkok ki tudjak-e olvasni az allitas szovegébdl a feltételt és a kovetkezményt? (Ez a

kérdés szintén szerepelt a 3. fejezetben (K2-1).)

K3-2: A tanulok helyesen értelmezik-e a feladathoz mellékelt geometriaabrat, illetve az alapjan
elfogadnak-e igazolas nélkiil olyan tényt, ami bizonyitast igényel? (Ez a kérdés szintén szere-
pelt a 3. fejezetben (K2-2).)

K3-3: Képesek-e a tanulok egy néhany 1épésbdl all6 bizonyitast megfeleld matematikai nyelvet
hasznalva végrehajtani? (Ez a kérdés szintén szerepelt a 3. fejezetben (K2-3).)
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K3-4: A diakok felismernek-e egy ,,nyilvanvaldéan” hamis allitast? Ennek kapcsan ismerik-e a
tanulok az ellenpélda fogalmat, és tudjak-e, hogy egy allitast egyetlen ellenpélda is megcafol,
amit szintén igazolni kell?

K3-5: A tanuloknak megfelelé-e az irasbeli kommunikacioja, azaz milyen részletességgel koz-
lik gondolatmenetiiket?

Az el6tesztet 2018. november 7-én irattuk meg (C. melléklet). A tanulok munkaideje 45 perc
volt. Fontos megjegyezni, hogy sem a korabban megiratott van Hiele-teszt, sem pedig az el6-
teszt esetén nem tortént semmiféle specialis elokésziilet a tandrakon, azokat el6zetes bejelentés
nélkdl irattuk meg a diakokkal.

Az érettségi el6tt allo diakok felmérése soran szerzett tapasztalatokat (3. fejezet) is felhasznalva
sajat tesztet készitettiink, hogy minél pontosabb képet kapjuk a csoportrol. A feladatok 6ssze-
allitdsa kdzben szem el6tt tartottuk tehat az alabbiakat:

- A tanuloknak nehézségeik vannak a feltétel és a bizonyitando6 résznek az allitas szovegébol
torténd kiolvasasaban.

- A didkoknak gondot okoz mar egy néhany Iépéses bizonyitas kivitelezése is.
- A tanulok egy része bizonyos érvelési 1épéseket nem indokol meg.
- A didkok hajlamosak az abra alapjan kovetkeztetést levonni anélkiil, hogy azokat belatnak.

- Atanuldk egy része az dbraba beirva hajtja végre a bizonyitast.
4.2.1 Az eloteszt tapasztalatai

Az eldteszt kiértékelése soran a kapott kvantitativ adatok alapjan kvalitativ elemzést végziink.
A feladatok soran szerzett tapasztalatokat a masodik feladat kihagyasaval mutatjuk be, mert ez
utdbbi a kutatési kérdéseinkre adott valaszainkban nem jatszik érdemi szerepet.

Az eloteszt elso feladata

Az elsé feladat igy szolt:
Tekintsiik a kovetkezo allitasokat:
(@) ,,Ha egy négyszog négyzet, akkor atloi merélegesek egymasra.”
Ebben az allitasban mit tettiink fel és mi a bizonyitando?
(b) ,,A rombusz atl6i merélegesek egymasra.”

Ebben az allitasban mit tettiink fel és mi a bizonyitando?
A feladat megoldasa

(@) Feltevés: Az adott négyszog négyzet.
Bizonyitando: A négyszdg atloi merdlegesek egymasra.
(b) Feltevés: Az adott sokszog rombusz.

Bizonyitandd: A sokszdg 4tloi merdlegesek egymasra.

Az els6 feladat soran a K3-1 kutatasi kérdésre kerestiik a valaszt.
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Tapasztalatok (1. feladat)

A feladat Osszesitett statisztikaja az alabbi volt (12. tablazat):

Jol oldotta meg | Mindkét helyre az allitast irta le | Egyéb
(a) feladat (didkok szama) 6 9 7
(b) feladat (didkok szdma) 2 11 9

12. tablazat: Osszesitett eredmények (1. feladat, eléteszt)

Jellemzd volt a csoportra, hogy nagyon sokan vagy a feltételnek, vagy a bizonyitandonak, vagy
mindkettonek az egész allitast irtak le. A feltétel kiolvasasa tobb gondot okozott a tanuldknak,
mint a bizonyitando tény levalasztasa az allitas szovegébdl. (13. tablazat)

Az allitast irta le feltételnek | Az allitast irta le bizonyitandonak
(a) feladat (didkok szama) 14 10
(b) feladat (didkok szama) 18 12

13. tablazat: Az egész allitas mint feltétel és mint bizonyitando (1. feladat, el6teszt)

Szandékosan keriiljik a feladat megoldasainak értékelésekor a hibas, illetve rossz megoldas
kifejezést. Ennek oka az, hogy ezen a ponton még nem volt megallapithatd, hogy vajon a tanu-
16k nagy tobbsége nem azért adott-e helytelen valaszt a kérdésekre, mert egészen egyszeriien
nem értette a kérdésben szerepld kifejezések jelentését, pedig voltaképpen képes az allitasok
szerkezetét elemezni.

Az eloteszt harmadik feladata

Igazold, hogy barmely paralelogramma szemkdzti szogei egyenld nagysaguak!

D C

AB||CD
AD|| BC

A B
A feladat egy lehetséges megoldasa (nevezetes szogparokkal)
A megfeleld oldalak parhuzamossaga miatt a paralelogramma A és C, valamint a B és D csu-
csanal 1évo szogei egyarant valtoszogek.
Mivel a valtoszogek egymassal megegyezd nagysaguak, igy kovetkezik az allitas.

Megjegyzések: A feladatnak mas megoldasa is lehetséges, egyrészt a paralelogramma kozép-
pontos szimmetridjara alapozva, masrészt arra utalva, hogy a paralelogramma trapéz. Tovabba
a feladathoz csatolt abran a paralelogramma oldalai egyenld hossziisagiinak latszanak ugyan,
de sem a szoveg, sem az dbra mellé irt jelolés nem utal arra, hogy rombuszrol lenne szo.

A feladattal a K3-2 és a K3-3 kutatasi kérdésre kerestiik a valaszt.

37



Tapasztalatok (3. feladat)

A bizonyitas sikeres végrehajtasa kevesebb mint a csoport negyedének sikeriilt (14. tablazat).

J6 megoldas | Rossz megoldas
| Diakok szama 5 17

14. tablazat: A bizonyitas végrehajtasa (3. feladat, eléteszt)
A helyes megoldéasok sordn volt olyan didk, aki egybevagosaggal, volt, aki kdzéppontos tiikro-
zéssel, €s volt, aki nevezetes szogparok segitségével indokolt.

Elemezve a rossz megoldasokat, a tizenhét tanulobol kilenc diak esetén tapasztaltuk azt, hogy
az abra alapjan téves informacidt hasznalt fel a bizonyitasa soran.

Egy ilyen tipikusan rossz megoldast lathatunk a 4-1. abraan.

3. Igazold, hogy barmely paralelogramma szemkozti sz6gei egyenlé nagysa-
guak!
9 ('v
5
/ &5/
/ v / \BCD
/ /
/ > AD|| BC
£ y
o) /
A B
Bizonyitas:
{ T 1)’ AR & R L\\/r‘ L5 3 Z;l’/
Ae kC Mgt L o o POV szogreazap.
Wy 0 1 2 ", i & ot ' Dodnd
_/!/ f‘r‘[ ANt C{/'f‘.’-‘i/ breaq  Kardmbegt i’://"'h"
, vof} “,-""
& » . 'y, TR T L | s i S
7 X Ly A Pl { é’/]j{:/‘f‘u,f(‘; v K/ 'u/;"/’ e & ;]7‘1‘ {/ WLt ‘/”7_%“/">' f
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4-1. abra: Egy tipikusan rossz megoldas (3. feladat; Tanulo 12_3)

Egyrészt a didk feltételezte, hogy a paralelogramma AC atloja felezi a paralelogramma megfe-
leld szogeit. Ez természetesen nem igaz, csakis akkor, hogy a paralelogramma egyben rombusz
iS. Masrészt azt is észrevehetjiik, hogy Tanuldé 12 3 valdszintileg nem volt tisztaban azzal,
hogy mi a bizonyitand6 tény. Mar eljutott arra a pontra, hogy lezarhatta volna a bizonyitast
(,,Mivel 2-2 szogiik egyenld, ezért a 3. is.”), ehelyett két haromszog egybevagosagaval zarta az
érvelését. Ezt persze okozhatta a tanulo figyelmetlensége is. A didk megoldasa a van Hiele-
szintjével 6sszhangban van.

A kilenc tanulébol, akiket az dbra megtévesztett, hatan voltak azok, akik — a 4-1. abraan latot-
takhoz hasonléan —az ABCD paralelogrammardl feltették, hogy az atloi egyben szogfelezok is.
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Az eléteszt negyedik feladata

Bizonyitsd be, hogy barmely téglalap atl6i merdlegesek egymasral!

A feladat megoldasa

Az éllitas nem igaz, hiszen egy olyan téglalap, amely nem négyzet, megcafolja.
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Ha a két atlo egymasra merdleges lenne, akkor az ABM és a BCM haromszogek egyenld szart
derékszogli haromszogek lennének, kovetkezésképpen egybevagok (felhasznaltuk, hogy az M
pont — vagyis az atlok metszéspontja — az ABCD téglalap mint paralelogramma szimmetria-
centruma). De ebbdl az kovetkezne, hogy AB = BC, hiszen az egybevagosagnal ezek az egy-
masnak megfeleld oldalak. Ez pedig ellentmond annak, hogy ABCD nem négyzet, vagyis az
atlok nem lehetnek merdlegesek egymasra.

A feladattal a K3-4 kutatasi kérdésre fokuszaltunk.

Tapasztalatok (4. feladat)

A kapott eredmények az alabbiak lettek (15. tablazat).

Be akarja R4j0n, hogy az allitds hamis Egyéb okok
latni a ha- Nem jol , miatt nem joO
mis allitast | "M9OKO | okl | Nemindokol | onvitas
| Diakok szdma 1 9 8 0 4

15. tablazat: Az ellenpélda megadasa (4. feladat, eléteszt)

Az eredmények azt mutatjak, hogy a didkokat 0sszességében nem tévesztette meg a feladatban
szerepld hamis allitas. Egyetlen diak volt, aki a hamis allitast probalta belatni.

A tizenhét diak koziil, akik rajottek, hogy az allitds hamis, mind ellenpéldat rajzoltak, de kozii-
likk csak kilenc volt az, aki meg is indokolta korrektiil, hogy miért cafolja az abraja az adott
allitast. Egy ilyen érvelést mutat a 4-2. abra egy olyan tanulotol, akinek a van Hiele-szinte har-
masnak adodott a kezdeti mérések soran.
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4. Bizonyitsd be, hogy barmely téglalap atléi merélegesek egymasra.
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4-2. abra: Az ellenpélda igazolasa (4. feladat; Tanulo 2_3)

A tanul6 annak ellenére, hogy a teszt alapjan harmas van Hiele-szintet produkalt, képes volt az
érvelését logikai lanc megkonstruédlasaval véghezvinni.

A tobbi nyolc tanuld megelégedett annak a kozlésével, hogy mikor lenne igaz az allitas. De
ennek semmiféle igazolasat nem adtak. Egy ilyen megoldast mutat a 4-3. dbra.

4. Bizonyitsd be, hogy barmely téglalap atléi merélegesek egymasra.

Bizonyitas:

2 LRGN WOu Wl
@% po SRR

4-3. abra: Tipikusan hianyos indoklas (4. feladat; Tanulo 22 _3)

Az athuzott mondatok alapjan Tanuloé 22_3 feltette, hogy az atlok merélegesek egymasra, ami-
bol levonta azt a kdvetkeztetést, hogy az atlok felezik a téglalap szogeit. Valosziniileg ekkor
jott ra, hogy az allitds hamis, hiszen az 4tlok csakis akkor lehetnek szdgfelezOk, amennyiben a
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téglalap négyzet. Lathato, hogy mind az érvelése, mint az irasbeli kommunikécioja fejlesztésre
szorul, ami a van Hiele-szintje alapjan varhato is volt.

A fenti tipikus hianyossag mellett egy diak volt az, akiben fel sem meriilt az érvelés igénye,
megelégedett a vizualisan nyujtott meggydzderdvel. Indoklasa prematematikai bizonyitasnak
tekinthet6. Ez ugyancsak megfelel a tanuld harmas van Hiele-szintjének. (4-4. abra)

4. Bizonyitsd be, hogy barmely téglalap atléi merdlegesek egymasra.

Bizonyitds: -

4-4. abra: ,,Latszik”, hogy jo (?) (4. feladat; Tanulé 20_3)

A 15. tablazat utolso oszlopaban szerepld négy diak koziil ketté nem kezdett hozza a feladathoz,
egy pusztan egy abrat készitett, egy pedig értékelhetetlen megallapitast tett.

Az eloteszt 6todik és hatodik feladata
Az 6todik és a hatodik feladat szoros kapcsolatban all egymassal. Az 6todik feladattal nem

vizsgaltuk a didkok bizonyitasi képességét, ez elsdsorban a hatodik feladatot alapozta meg.
Az 6todik feladat igy szolt:

Szamitsd ki az aldbbi abran jeldlt ¢ szoget! Ne csak a végeredmeényt ird le, a szamolas menetét
részletezd!

C

A feladat megoldasa (5. feladat)

Az AFC haromszogben: 40° + 90° 4+ 2¢ = 180°. ahonnan kapjuk, hogy € = 25°.

Az APC haromszogben: 40° + ¢ + € = 180°, amibdl a kérdéses szog nagysdganak értéke:
@ = 115°.

A hatodik feladat pedig az alabbi:

Tekintsiik az ABC egyenl6 szara haromszoget (CA = CB). Legyen az AB oldal felezépontja F,
az AF szakasz egy tetszOleges belsd pontja pedig P. Bizonyitsd be, hogy az APC<& tompaszog!
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A feladat megoldasa (6. feladat)

Eloszor is készitsuink abrat a feladathoz.

A P F B

Ismert tény, hogy egyenld szarG haromszog esetén a CF szakasz magassagvonal, vagyis
AFCx = 90°.

A kiils6szog-tétel értelmében a kérdéses APC<X nagysaga megegyezik a PFC< és a PCF< nagy-
aganak az Osszegével.

Mivel PFCx = AFCx = 90°, igy az el6z6ek miatt az APC< nagysaga biztosan tobb mint 90°,
kovetkezésképpen tompaszog.

(Természetesen, a kiils6szog-tétel ismerete nélkiil is konnyen adodik az allitas, ha példaul meg-
mutatjuk a CPF<-r6l, hogy hegyesszog.)

A két feladattal K3-5 kutatasi kérdésre kerestik a valaszt.

A K3-5 kutatasi kérdésen tulmenden az 6todik feladat kapcsan arrol is meggy6zddhetiink, hogy
a diakok képesek-e nagyon egyszerii szamolasi lancot végrehajtani egy konkrét adatokat tartal-
mazo0 abraval ellatott feladathoz. Tovabba azt is megfigyelhetjiik, hogy az 6todik €s a hatodik
feladat kapcsolata megmutatkozik-e az utobbi feladatra adott megoldasok sikerességében, hi-
szen a ,,ravezetd” otodik feladatbeli gondolatsor részben atvihetd az altalanosabb szituacidra.
Vilagos, hogy a hatodik feladat megoldasa joval Osszetettebb az 6todik feladaténal, de az elobbi
kapcsan arrdl is képet kaphatunk, hogy vajon lesz-e olyan tanulo, aki a P pont mozgatasaval,
annak az F pontba val6 helyezésével probalja igazolni az allitast, kozben hivatkozva a szemlé-
letre, azaz, hogy a kérdéses sz0g ,,rdnézésre” hogyan valtozik.

Tapasztalatok (5. és 6. feladat)

Egyik didknak sem akadt gondja azzal, hogy milyen szdmolasi gondolatmenet szerint hatdrozza
meg a keresett szoget (16. tablazat).

J6 megoldas | J6 gondolatmenet szamolési hibéval
| Diakok szdma 20 2

16. tablazat: A keresett szog meghatarozasa (5. feladat, elteszt)

A tanulok koziil egyetlen egy sem volt, aki pusztan az abraban jelolte volna az adott szogek
nagysagat. Ezzel szemben a didkoknak kevesebb mint a 20 %-a boldogult csak a hatodik fel-
adattal (17. tablazat).

Jo megoldds | Rossz megoldas
| Diakok szama 4 18

17. tablazat: A bizonyitas végrehajtasa (6. feladat, eldteszt)
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Lathato, hogy a paraméteresen megfogalmazott hatodik feladat sokkal nehezebbnek adodott,
holott maga az érvelési lanc Osszetettsége nem volt bonyolultabb, mint az 6todik feladat altal
megkovetelt szamolasi eljaras.

A huszonkét diakbol hatan voltak azok, akik az 6todik feladatban kiilon kimondtak a szamola-
suk alapjaul szolgald, a haromszogek belsd szdgeinek 0sszegére vonatkozo tételt, de a tobbi
tanuld szamolasaban is vilagosan kiolvashato volt az emlitett 6sszefliggés egyenlet formajaban,
anélkiil, hogy explicite hivatkoztak volna ra.

Az 6todik feladatban a didkok irdsbeli kommunikacioja megfeleld volt, zomében kell6 részle-
tességgel indokoltak. Egy teljes megoldast mutat a 4-5. abra.

5. Szamitsd ki az alabbi dbran jelolt ¢ szoget! Ne csak a végeredményt ird le, a
szamolas menetét részletezd!
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4-5. abra: Egy teljes megoldas (5. feladat; Tanulo 4 4)

Lathato, hogy Tanulé 4_4 azon tl, hogy hivatkozott a hdromszdgek bels6 szogeinek dsszegére
vonatkozot tételre, minden esetben kozolte, hogy melyik haromszdget vette alapul.
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A didkok egy részénél a leirds modja még nem érte el a kelld szintet. Egy ilyen megoldéast mutat
a 4-6. abra.

5. Szémitsd ki az alabbi abran jelalt @ szdget! Ne csak a végeredményt ird le, 2
szamolds menetét részletezd!
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4-6. abra: A megoldas leirasanak modja nem kifinomult (5. feladat; Tanuloé 13_3)

A diadk gondolatmenete rekonstrualhat6, de a megoldas leirasi modja vilagosan mutatja a tanulo
irasbeli kommunikacidjanak a fejletlenségét. Egyetlen alkalommal sem irta le explicite, hogy
melyik haromszoget vette alapul. Tanuldé 133 az abran szogrol szogre haladva szamolta ki
azok értékeit, az abra alatt voltaképpen a segédszamitasai lathatok.

Négy diak eleve félreértette a hatodik feladatot, rossz abrat készitett. Vagy a P, vagy az F pont
helyét vették fel rosszul.

A tovabbi megoldasok koziil hat didk volt, aki a szemléletre alapozva probalta meg belatni az
allitast. Egy ilyen megoldasi probalkozast lathatunk a 4-7. abraan.
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4-7. abra: Szemléletes megoldasi probalkozas (6. feladat; Tanuld 16_4)

Erzékelhetjiik, hogy a tanuld matematikai eszkozok hianyaban pusztan intuitiv moédon tudta
megragadni a feladatot. Tanulo _16_4 a CPF haromszoget nem vette fel, mely nagyon hasznos
volt az el6z0, 6todik feladatban. A didk négyes van Hiele-szinttel rendelkezett a fejlesztés kez-
detén, igy a megoldasi probalkozasa a feladat Gsszetettségét tdmasztja ala.

rrrrrr

Az eldteszt megiratdsa utan az oktatasi folyamatban megalapoztuk a fejlesztd tanitasi kisérlet
elinditasat, megadtuk a sziikséges matematikai eszk6zok matematika hatterét. Atismételtiik a
nevezetes szogparokat, a haromszdgek oldalaival és szogeivel kapcsolatos, altalanos iskolaban
tanult alaptulajdonsagokat, valamint a négyszdgek osztalyozasat. Ezutan, 2018 novemberének
végeén kezdetét vette a fejlesztd tanorak sorozata. Az eldteszt tapasztalatait kiegészitendo, a fej-
lesztd kisérlet elsd fazisa keretén beliil harom egymast kdvetd (de nem egy napon lezajlo) —
videdval rogzitett — tanoran vizsgaltuk a tanulokat.

Mindharom tanoéranak kozos céljai voltak, mégpedig az, hogy valaszt adjunk a K3-3 és K3-4
kutatasi kérdésekre. Tovabba az eldteszt soran megfogalmazott tapasztaltok alapjan a tanulok-
nak a geometriai bizonyitdsokhoz sziikséges hianyossagait probaltuk meg potolni. Ezen tilme-
nden jobban meg szerettiik volna ismerni a didkok bizonyitasrol alkotott elképzelését, és az
esetleges félreértéseket javitani kivantuk. A tanorakon a megszerzett tapasztalatokat beépitettiik
a késobbi fejlesztd tanordk megtervezésébe.

A harom tanorara 2018. november 21-én, 23-4n és 26-an keriilt sor.
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A tanorak menete

Az elsé tanodra elején minden diak kapott egy-egy feladatlapot, mindegyiken pontosan egy alli-
tassal (D. melléklet). Ugyeltiink arra, hogy az 4llitdsok minél tébbféle médon legyenek megfo-
galmazva, illetve szerepeltettiink olyan allitast is, amely hamis, vagyis cafolatot igényel. Osz-
szesen hat feladatlap volt, minddssze arra figyeltiink, hogy az egymas mellett tilok mas-mas
feladatlapot kapjanak. Az allitasok az alabbiak voltak:

e Barmely paralelogramma atléi nem egyenld hossztiak.

e A paralelogramma atloi felezik a paralelogramma megfelel6 szogeit.

e Egy trapéz egy szaron nyugvo szdgeinek osszege 180°.

o A téglalap atloi felezik egymast.

e Ha egy deltoid két nem szemkozti szoge derékszog, akkor a deltoid négyzet.

e A paralelogramma belsejében van olyan pont, amelyik egyenld tavolsagra van a csticsoktol.

Minden allitas esetén a kovetkezdk voltak a feladatok:

(a) Készits jelolésekkel ellatott abrat az allitashoz!

(b) Mi a feltétel, és mi a bizonyitand6 az allitasban? Hasznald az abrad jeldléseit!

(c) Fogalmazd meg az allitast ,,Ha... akkor...” tipusu mondat formajaban!

(d) Dontsd el az allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszodat részletesen indokold, mely soran
hasznald az abrad jeloléseit!

A feladatlapok kiosztasa utan minden diak 20 perc kidolgozasi id6t kapott. Ezen id6 alatt a

kovetkezdket vartuk el toliik.

- A két didk megegyezett abban, hogy ki milyen, egymastdl kiilonbozd szinii tollal dolgozik.

- Minden tanul¢ rairta a sajat és a padtarsa nevét a papirra.

- Atanuldk 6nalldan oldottak a sajat feladataikat.

- Miutén az egy padban iil6 mindkét didk elkésziilt, kicserélték egymas kozott a feladatsora-
ikat, majd el6szor az egyik, utana a masik diak magyarazta el a megoldasat a tarsanak, aki-
nek, ha barmilyen észrevétele is volt ekdzben, azt rairta a tarsa feladatlapjara a sajat sziné-
vel.

Ezt a kooperativ munkaformat think-pair-share modszernek nevezi a szakirodalom. Amikor
minden paros végzett a feladataval, kovetkezett a k6z6s megbeszélés fazisa, mely soran a fel-
adatokon sorban haladtunk végig. A feladatok megbeszélése Uigy zajlott, hogy az adott feladatot
kidolgozo didkok koziil valamelyik kijott a tdblahoz, és bemutatta a megoldasat. A tobbi tanuld
ekdzben aktiv részese volt a tanulasi folyamatnak. Ugyeltiink arra, hogy minden tanulé szamara
vilagos legyen a feladatok megoldasa, valamint a tanari magyarazatok is. Emiatt a tanari attit(i-
dot végig az jellemezte, hogy

- az elhangzott tények esetén megkovetelte a didktol azok indokldsat, ami tobb esetben
egyébként egy-egy 1Uj feladat kitlizését vonta maga utan;

- amennyiben a tanul¢ irasbeli kommunikaciojat nem tartotta megfelelének, a megoldas meg-
beszélése végeztével a tablara roviden, de kimeritd modon leirta a helyes megoldast;

- barmilyen hianyossagot, pontatlansagot észlelt, azt azonnal kiigazitotta, és elmagyarazta a
hiba forrasat.

A kovetkezdkben a feladatok k6zos megbeszélésének tanulsagos epizddjait emeljiik ki.
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Elso feladat

A feladatban szerepl? allitas igy szol:
,»Barmely paralelogramma atldi nem egyenld hossztak.”

Tanulo 1_4 jott ki a tablahoz, és megallapitotta, hogy az allitds hamis. Indoklasképpen rajzolt
a tablara egy téglalapot (megfeleld jelolésekkel ellatva), melyrdl kozolte, hogy ,,a téglalap is
paralelogramma, de tudjuk, hogy ennek az atloi egyenldk. Tehat ez az allitdas hamis volt.” A
diak helyesen sorolta be a téglalapokat a paralelogrammak osztalyaba, ami a harmas van Hiele-
szint birtoklasara utal. Arra a kérdésre, hogy mit is rajzolt a feladat szempontjabol voltaképpen,
Tanul61 azt valaszolta, hogy ,,Indirekt allitast.” A didk tudta, hogy az allitas tagaddsat adta meg
(valdsziniileg szamara iskolai axioma segitségével), és valaszabdl az is kideriilt, hogy az indi-
rekt bizonyitassal mar megismerkedett altalanos iskolai tanulmanyai alatt. Megbeszéltiik, hogy
Tanulo 1 4 ellenpéldaval cafolta meg a feladatban szerepl6 allitast.

Sokkal érdekesebb tapasztalat volt az, amit arra a kérdésre felelt, hogy fogalmazza at az allitast

a... akkor...” formaba. Ugyanis erre Tanul6_1_4 a kovetkez6t valaszolta: ,,Ha egy parale-
logramma atl6i nem egyenldk, akkor az adott négyszog olyan paralelogramma, amely nem tég-
lalap.”

Tehat Tanul6_1_4 voltaképpen az eredeti allitds megforditasabol indult ki, és egy igaz allitast
fogalmazott meg a kért alakban. Erdekesnek tartottuk megnézni, hogy mas didk, aki ugyanezt
a feladatot kapta, mit valaszolt erre a feladatrészre. Tanuld_13 3 volt még, aki szintén ezzel a
feladatlappal foglalkozott. Az 6 megoldasat mutatja a 4-8. abra.

(c) Fogalmazd meg az dllitast ,Ha ..., akkor ...” tipusi mondat forméjéban!

L, ODWOR - wn? RCYAB okl < 4

4-8. dbra: Egy hamis allitas hibas atfogalmazasa (elso feladat)

Vagyis Tanuld_13_3 is ugyanazt a hibat vétette, mint Tanul6_1_4: nem az eredeti, hamis alli-
tast fogalmazta at, hanem az allitasbol gyartott, de mar igaz logikai értékii allitast.

Tanuld 1_4 valaszdval tobb didk sem értett egyet, és Tanuld_3_4 elmondta helyesen az allitas
»Ha... akkor...” formaban megadott dtfogalmazasat. Megbesz¢ltiik, hogy egy allitas atfogal-
mazasanak pontosan ugyanazt kell jelentenie, mint amit az eredeti allitas is jelentett, fiiggetle-
niil az allitas logikai értékétdl. Ravilagitottunk, hogy Tanuld 1_4 olyan informdaciokat is bele-
tett az atfogalmazasba, ami az eredeti allitasban nem volt benne.

Ezutan ratértiink az allitas szerkezetének a vizsgalatara. Tanuldé_1 4 helyesen olvasta ki az al-
litds szovegébdl a feltételt, am bizonyitandd tényként megismételte magat az egész allitast. A
beszkennelt feladatlapja utélagos elemzése azt mutatta, hogy a feltételt eredetileg hibasan fo-
galmazta meg, de a padtarsa (Tanulé_16_4) meggy6zte 6t arrol, hogy mi a helyes megoldas. A
bizonyitandé tényt viszont egyikiik sem latta helyesen (4-9. abra).

(b) Mia feltetel ésmia blzonyltapdo Az aljltasban7 Hasznald az abrad jeloléseit!
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4-9. abra: A didk meggydzi a masikat a helyes megoldasrol (elsd feladat)
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Nagyon fontos dolognak tartjuk, hogy didkok egymast probaljak meg érvekkel meggydzni. Erre
szolgalt a feladatlapok kitoltésének ez az altalunk kitalalt modszere.

Ezek utan ravilagitottam arra, hogy a valasza azért helytelen, mert az allitasok szerkezete fel-
bonthato egy feltétel és egy bizonyitando részre:

En: ,,Az allitisnak van egy feltétel, és van egy bizonyitando része.”

Tanul6é 1_4: ,Jaaaaa.”

Tanul6_1 4 és a csoport reakcioja nyilvanvaldva tette, hogy a gondot szamukra nem az allitas
szerkezetének az elemzése okozta, hanem pusztan a kérdés feltevése. Valdsziniileg azért vala-
szolta Tanul6_1_4, illetve az el6teszt soran az osztaly zome a bizonyitanddra magat az egész
allitast, mert nem voltak tisztaban az allitas szerkezetének a fogalmaval, a ,,feltétel rész” és a
,,bizonyitando rész” kifejezések jelentésével, ugyanakkor tudtak, hogy mibdl mire kovetkezte-
tiink az allitas soran. Erre gyanakodtunk mar az eldteszt elemzése soran is.

Ezek utan a fogalmak elmélyitése és az érvelési képesség fejlesztése végett folytattuk a feladat
boncolgatasat.

En: , Egyébként 1étezik olyan paralelogramma, amelyre igaz az allitas?”
Tanuld_1 4:,Példdul a rombusz, amely nem négyzet.”

En: ,,Csak a téglalap ellenpélda? Csak ez cafolja meg az allitast?”
Tanul6é_1 4: A négyzet is.”

En: ,,Az mas ellenpélda?”

Tanulé_1 4:, Nem, mert a négyzet az téglalap.”

En: ,Miért?”

Tanulo 5_4: ,,Mert a téglalap minden tulajdonsagaval rendelkezik.”
En: ,,Es mi a téglalap minden tulajdonsaga?”

Tanulo 3 _4:,Minden szoge egyenld.”

En: ,,Az mér elég? Ha minden szdge derékszog, tudsz mast rajzolni, mint téglalap?”
Tanulé 6_4: Igen.”

En: ,,Gyere ki, és rajzold fel akkor!”

Tanulo 6_4:,Ja, nem tudok.”
Vilagosan latszik a beszélgetésbol, hogy a megszolalo tanulok magabiztosan birtokaban voltak
a harmas van Hiele-szintnek, leszamitva Tanul6 1_4 bizonytalankodésat a négyzettel kapcso-

latban. Tapasztalatom szerint a diakok gyakran kiilonboztetik meg a négyezetet és a téglalapot
reflexszerlien egymastol, majd korrigalnak.

A feladatot lezartuk azzal, hogy az allitas hamis, és hogy egy allitast egyetlen ellenpélda is
megcafolhat.
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Masodik feladat

A feladat allitasa az alabbi:
,»A paralelogramma atloi felezik a paralelogramma megfelel6 szogeit.”

Tanulo 7 _3 jott ki a tablahoz, aki hibatlan abrat készitett, mellette jelekkel leirta azt, hogy pa-
ralelogrammarol van sz6. A feltétel és a bizonyitand6 kiolvasasat, valamint az allitas atfogal-
mazasat is helyesen végezte el. (4-10. abra)

(a) Készits jelolésekkel elldtott abrat az allitashoz!

Abra:

(b) Mi a feltétel, és mi a bizonyitandd az allitasban? Hasznald az abrad jeldléseit!
Feltétel:

Bizonyitandé:

(c) Fogalmazd meg az allitast ,Ha ..., akkor ...” tipusi mondat formajaban!

4-10. dbra: A masodik feladatban szerepl6 allitas szerkezetének hibatlan elemzése
(Tanulo _7_3)

Tobbek kozott Tanuld 11_3 volt az, aki szintén ezt a feladatlapot kapta. Az 6 megoldasat latva
szintén tetten érhetd volt az, hogy a padtarsa (Tanuld 5_4) magyarazta el neki, hogy mi az
allitasban a feltétel. (4-11. abra)

(b) Mi a feltétel, és mi a bizonyitando az éllitdsban? Hasznald az dbrad jelsléseit!
Feltétel: 223 % (o (aoliordd® A2 g | L o0 poytLLeyr™”

Bizonyitandé: 4 = (3 N, o ALeh nelaf

AJA

4-11. 4bra: Tanuld 5_4 meggydzi Tanuld 11_3-at a helyes megoldasrol (masodik feladat)

A feladat ,,Ha... akkor...” formaba torténd atfogalmazasaval nem volt gondja a csoportnak.

Ezek utan egy érdekes tény kertilt felszinre.

En: , Egyaltalan igaz vagy hamis [az allitas]?”

Tanul6é_7_3: ,,Hamis, de nem minden esetben. Igaz, amennyiben a paralelogramma ol-
dalhosszusaga minden oldalanél egyenld.”

En az osztaly felé: , Lehetséges az, hogy egy allitas vagy ilyen, vagy olyan?”

Tanulé 8_3:,Nem.”

En: , Mikor lenne igaz egy allitas?”

Tanul6é_7_3: ,,Akkor, ha minden lehetséges esetben igaz lenne.”
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Ezek utan Tanuld 7_3 javitotta az eredeti mondandojat, és kijelentette, hogy az allitds hamis.
Egyébként eredetileg a feladatlapon azt valaszolta, hogy az allitas igaz. Ugy gondoljuk, hogy a
bizonytalansagot az jelenthette, hogy az allitds megfogalmazasabol elhagytuk a ,,barmely” szot.

Az allitas bizonyitasa kapcsan Tanuld 7 3 eldszor feltette, hogy a paralelogramma oldalai
egyenld hosszisaguak, és ennek megfeleléen felrajzolt a tdblara egy rombuszt. Majd Ta-
nuldé 4 4 és Tanuld 9 4 segitségével kozosen belattak, hogy ebben az esetben a paralelo-
gramma atloi felezik a megfeleld szogeket. Ezek utan Tanulo 7_3 felrajzolt egy nem rombusz
paralelogrammat, és elmondta, hogy az atlo ebben az esetben nem egyenlé szara haromszo-
gekre bontja a sikidomot, hogy az atléo nem felezi a szogeket, az €l6z6 érvelésre utalva.

Megbesz¢éltiik, hogy az allitds szempontjabol a rombusszal tortént vizsgalat nem sziikséges, a
lényegi elem az ezt kovetd gondolati egység volt, ahol tulajdonképpen az allitas cafolatat adta
meg a didk. Természetesen szandékosan hagytam, hogy a tanul6 ezzel a széls6helyzettel fog-
lalkozzon. A specialis matematika tagozat egyik 1ényeges vonasa, hogy a tanar hagyja érvelni
a diakot, még akkor is, ha esetleg nyilvanvaloan kudarcra van itélve a gondolatmenet. Ez egy
nagyon fontos, tanulsagos része volt a tanoranak, hiszen helyére keriiltek olyan fogalmak, amik
zavarosak voltak egyes tanulok szamdra, és amiknek a tisztdn latdsa a bizonyitasi képesség
fejlesztése szempontjabol elengedhetetlenek. Ez alatt az alabbiakat értjiik:

- egy allitas csak akkor igaz, amennyiben minden, a feltételeknek megfelel6 esetben igaz;

- nem lényeges elemei a bizonyitasnak azok a specidlis esetek, amikor az allitds kdvetkez-
mény része éppen teljesiil (ez legfeljebb megjegyzésként szerepelhet a megoldas soran).

A feladatlapok elemzése soran az is kideriilt szdmunkra, hogy ennél a feladatnal volt, aki
megelégedett egy ,,Latszik az dbrabdl.” tipusu ,,indokléassal”, jelezvén, hogy az adott diak (Ta-
nul6_17_4) nem érti, hogy az abraja csak szemléltetd jellegli, de nem bizonyitd ereji (4-12.
abra).

4-12. abra: ,,Latszik az abrabol” (masodik feladat)

Ugyan a didk van Hiele-szintje négyes volt, de a megoldasa azt mutatja, hogy az abra szerepét
a bizonyitasban még nem kezelte megfelelden.

Ezutan visszatértiink a masodik példara (,,A paralelogramma atloi felezik a paralelogramma
megfeleld szogeit.”). Tanuldo 7_3 megoldasa, amelyben megmutatta, hogy az allitas nem igaz,
amennyiben az alapul vett paralelogramma konkrétan rombusz, sziilte a kdvetkezé feladatot,
amellyel az ellenpélda egyértelmiiségét kivantuk a didkoknak megvilagitani.

Probléma 1: Adott egy paralelogramma, amirdl annyit tudunk, hogy atloi felezik a megfeleld
szogeket. Ekkor az alakzat sziikségképpen rombusz.

A didkok kordbban még nem tanultak matematika logikat, igy nem voltak tisztaban a ,,sziiksé-
ges és elégséges” terminologiaval.

Tanuld 9 4 arra a kérdésre, hogy mi jellemzi a paralelogrammat, azt felelte, hogy szemkdozti
oldalai egyenld hosszsagtiak. A paralelogramma definicidja a tanulményaik soran az volt,
hogy olyan négyszdg, melynek szemkozti oldalai parhuzamosak, igy felvetddott egy ijabb
probléma.
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Probléma 2: Egy adott négyszogrdl tudjuk, hogy szemkdzti oldalai egyenld hosszsaguak.
Mutassuk meg, hogy a négyszog paralelogramma.

Tanulo 7_3 jott ki a tdblahoz, és szerkesztéssel igyekezett érvelni:

- Felvette a tablan az AB szakaszt (ez a hosszsagl volt), majd az A pontbol korzott b hosz-
szusaggal.

- Ezen a koriven felvette a D pontot.

- Majd D-n keresztiil parhuzamost akart rajzolni az AB szakasszal. (4-13. abra)

4-13. abra: Szerkesztés mint ,,bizonyitas”

En: ,,.De miért parhuzamost?”
Tanulé 7_3: ,,Mert Gigy jon ki.”

Megbesz¢éltiik a csoporttal, hogy Tanuldé 7_3 mindenaron paralelogrammat szeretne kapni, &m
a parhuzamossagot egyeldre semmi sem tamasztja ald, épp azt szeretnénk belatni. Erre Ta-
nul6_10_4 azzal az étlettel allt el6, hogy korozziink D-bél a-val, B-bdl b-vel, a metszéspontjuk
legyen C, és igy ABCD paralelogramma lesz.

A zavart a tanulok fejében az okozhatta, hogy korabban, amikor paralelogrammat kellett szer-
keszteniiik a két oldal hosszanak ismeretében, akkor az el6bb emlitett algoritmus szerint végez-
tek el a szerkesztést, viszont a ,,Miért?” kérdésére nem feltétleniil kaptak magyarazatot. Meg-
elégedtek azzal, hogy ,,lathatdan” paralelogramma jott ki. Ez egy nagyon kritikus pontja volt a
tanéranak, hiszen vilagosan kideriilt, hogy a didkok egy részének a szerkesztési eljaras ebben
az esetben elfogadhatdo modszer egy bizonyitas végrehajtasara. Emiatt el6szor is illusztracio-
ként felrajzoltam a didk szerkesztési 1épéseit, de szemlatomast nem paralelogramma végered-
ménnyel 4-14. dbra.

4-14. abra: Szandékosan ,.,torz” abra
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Miutan hangsulyoztam, hogy éppen azt kellene belatni, hogy a két-két oldal parhuzamos, Ta-
nulé 20_3 kozbeszolt: ,,De ha parhuzamos, akkor egyértelmii, hogy lesz két ugyanolyan ol-
dala.” Tanulé 20_3 voltaképpen felcserélte a feltételt a bizonyitandoval, azaz megforditotta az
allitast.

Miutén Tanuldé 20_3 téves megallapitasat megtargyaltuk, Tanuld 9_4 az alabbi 6tlettel rukkolt
eld: ,,Ugy nem lehetne, hogy ha az a oldallal nem parhuzamost szerkesztiink, akkor nem tudjuk
ramérni a b oldalt?” Tanulo_9 4 tehat visszatért a korabbi gondolathoz, és indirekt feltevést

tett. A szerkesztési eljaras jart végig a fejiikben, de ezen a ponton megjelent az indirekt bizo-
nyitas gondolata is. Megbesz¢ltiik, hogy amit Tanuld 9 _4 allit, éppen azt kell belatni.

A csoport ezen a ponton kezdte megérteni, hogy a szerkesztési eljaras nem alkalmas a felada-
tunk bizonyitasra. Tanulo 8 3 fogalmazta meg nagyon helyesen, a bizonyitds soran minden
lehetséges esetet meg kell vizsgalni, mig a szerkesztés egyetlen vizualis valdsagot valosit meg
csak. Lehetséges, hogy ezekre a felvett szakaszhosszakra ,,szemre kijon” az allitas, de egyalta-
lan nincs garancia arra, hogy ez minden esetben igaz lesz.

Felhivtam a figyelmiiket, hogy nem célszerii olyan abrat késziteni, mely sugallja, hogy az adott
alakzat paralelogramma, hiszen az olyan megallapitasokat is sziilhet, melyek egyébként bizo-
nyitast igényelnének. Ennek szellemében készitettem el a feladathoz az aldbbi abrat (4-15.
abra).

4-15. abra: A végeredményt tudatosan nem tiikr6z0 abra

Heurisztikus stratégiat javasoltam: ,,A geometriaban az a nehéz, hogy sokszor még valamit be
kell rajzolni az abraba ahhoz, hogy el tudjak indulni. Addig csak nézegetem.” Ennek hatasara
Tanuldé 8 3 az ABCD sokszoget felbontotta két haromszogre az AC atldja segitségével (ABCA
¢s ADCA), majd Tanuld_11_3 megmutatta, hogy a két haromszog egybevago (ACDA= CABA),
majd ezutan azt, hogy AB || DC. Megbeszéltiik, hogy a masik két oldal (BC és AD) parhuza-
mossagat analog modon lehet belatni, amire alkalmas leirdsi mod a ,,Hasonldéan adodik...” ki-
fejezés. Ezzel tehat belattuk a masodik problémat, és ennek segitségével Tanulo 8 3 megmu-
tatta az elsd probléma allitasat.
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Ezek utan felvetettem egy még altalanosabb problémat.
Probléma 3: Ha egy négyszdg 4tloi felezik a megfelel6 szogeket, akkor a négyszdg rombusz.
Tanuld 2_3 készitett abrat a feladathoz (4-16. abra).

4-16. abra: Megfelel6 tanuloi abra (Tanuld 2_3)

Tanuld 5_4 jott ki a tablahoz, és szogek meghatarozasaval belatta az allitast. Kiegészitéskép-
pen megmutattuk az allitast annak segitségével is, hogy ha egy atlo felezi a megfelel6 szogeket,
akkor az adott négyszog deltoid. Fontosnak tartjuk a bizonyitasi képesség fejlesztése szempont-
Jabol, hogy ahol lehetséges, ott tobbféle bizonyitast is ldssanak a didkok, mert minden egyes
megoldast mas-mas lényeges pontra mutathat ra.

Harmadik feladat

A feladat allitdsa az alabbi:
,»EBgy trapéz egy szaron nyugvo szdgeinek dsszege 180°.”
Tanul6_3_4 a kovetkez6 abrat rajzolta fel (4-17. abra):

4-17. abra: Feltétel és bizonyitand6 jelekkel leirva (harmadik feladat, Tanulo _3_4)

A didk teljesen vilagosan latta az allitas szerkezetét, €s az abrajan bevezetett jelolések segitsé-
gével megfelelé6 mdédon irta le mind a feltételt, mind pedig a bizonyitand6 részt. Ezek utdn
Tanuld 10_4 helyesen atfogalmazta az allitast ,,Ha... akkor...” formaba. Mindezek azt tamasz-
tottak ala, hogy az allitasok szerkezetének elemzése €s atirasa a didkok szamara teljesen érthe-
tove valt.

Tanuld 3_4 folytatta a feladat megoldasat, és a bizonyitast elmondta a négyszog BC szarara,
valtoszogekre hivatkozva. Viszont még tanari kérésre sem tudta leirni a bizonyitasa Iépéseit,
négyes van Hiele-szintje ellenére sem. Ez egyébként egy jellemz6 momentuma a kozépiskolai
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matematikaordknak, vagyis az, hogy a didkok irasbeli kommunikacidja nem megfeleld, még
esetenként helyes gondolatmenetet sem képesek realizalni irdsban. Tandri segitséggel végiil si-
keriilt leirnia az érvelési lancot (4-18. abra).

4-18. abra: A harmadik feladat allitdsanak k6zos megoldasa

Itt ismételten felvetddott egy iskolai axioma. Nevezetesen az, hogy a 8 és a B’ szogek egyen-
16sége abbol kovetkezik, hogy az illeté szogek valtoszogek, amiknek a nagysaga megegyezik.
Ennek indoklasat nem vartuk el a tanuloktol a megoldas soran, de az erre valo hivatkozast igen.

Arra a kérdésre, hogy mi a teendé a trapéz AD szara esetén, A csoport egybehangzdan mondta,
hogy ,,Hasonloan adodik...”, jelezvén, hogy elsajatitottak ezt a terminologiat. Ez igen fontos
dolog, ugyanis nem elegendd belatni csak az egyik szarra az allitast. Ezt a hidnyossagot kovette
el Tanuld 18 _4, aki ezt leszamitva egyébként helyesen érvelt (4-19. abra).

Abra:

Igaz / Hamis (a megfelel6 szét huzd ald)

Indoklas: ; Am—

4-19. abra: Egy majdnem tokéletes megoldas (harmadik feladat, Tanuld 18_4)

Az el6z0 feladat kapcséan felvetettem az aldbbi problémat.

Probléma 3: Igaz-e¢ az, hogy ha egy négyszog egyik oldalan a két belsé szog Osszege 180°
akkor az a négyszog garantaltan trapéz?

54



A feladat atfogalmazasa ,,Ha... akkor...” formaba mar nem okozott gondot (Tanul6_5_4). Ta-
nulé 11_3 megoldasa a feladatra jol példazza a tehetséges didkok eredeti gondolkodasat. Az
ABCD négyszog AB oldalaval (melyen a két belsd szog 6sszege 180°) parhuzamosan felvett
egy olyan szakaszt, mely a négyszdg belsejében halad. Az A csticsnél 1év0 belsd szog nagysagat
B-val jelolve, a B cstcsnal 1évo belso szog nagysaga 180°—p. (4-20. abra)

Fed M “(Q{%
0 &
0

\

4-20. abra: Egy nem szokvanyos megoldas (Probléma 3, Tanulé 11_3)

Mivel a konstrukci6 miatt a kapott négyszog trapéz, igy a harmadik feladat eredményére utalva
(vagyis, hogy az egy szdron nyugvo belsd szogek 0sszege 180°) beirta a maradék két szogének
is a nagysagat. Majd arra hivatkozott, hogy a kapott négyszog szemkozti szogei egyenld nagy-
sagliak, amibdl levonta a helyes kovetkeztetést, hogy a négyszog paralelogramma. Es ha egy-
szer paralelogramma, akkor a masik két szemkozti oldala is parhuzamos, ami viszont igazolja
azt, hogy az eredeti négyszog trapéz. Felmertiilt benniink Tanuldé 11 3 gondolatmenetét latva,
hogy az a tény, hogy a diak harmas van Hiele-szintet teljesitett, valoszintileg a tanuld dekon-
centraltsagan mulhatott.

A bizonyitasi képesség fejlesztésének egyik 1épcséfoka mas érvelésének a megértése, és a bi-
zonyitasi 1épések sajat szavakkal torténd megismétlése. Ez utdbbit Tanuld 5_4 végezte el. Is-
mételten eldjott viszont az a hidnyossag, hogy a didkok nem képesek megfeleld modon leirni
az érvelési lancot, nem érzik, mely 1épés explicit rogzitése elvaras. Ezt végiil kdzosen tettiik
meg (4-21. abra).

Ffﬁ)“qlﬂ/;;
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4-21. 4bra: Probléma 3 bizonyitasanak megfeleld leirasa
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Negyedik feladat

A feladat allitasa az alabbi:

»A téglalap atloi felezik egymast.”
Erdemes megemliteni, hogy ezzel a feladattal a didkoktol egy szamukra korabban iskolai axi-
omakeént szerepl6 allitas bizonyitasat kértiik.
Az éllitas szovegének atfogalmazasa ,,Ha... akkor...” alakba ismét hibatlanul ment (Ta-
nulé_14_3), ami azt jelenti, hogy a didkok az allitasok szerkezetét megfelelden allapitottak
meg.
Kértem toliik, hogy fogalmazzak meg egyéb alakban is az allitas szovegét. Erre Tanulo 15 4
azt felelte, hogy ,,Egy téglalap atloi felezik egymast.”, majd Tanulé 8_3 pedig azt, hogy ,,Bar-
mely téglalap atloi felezik egymast.” A tanulok matematikai szokincsének, kifejezokészségé-
nek a fejlesztése végett tételesen Osszeszedtiik az allitas szovegének alkalmas alakjait:

1. Haegy négyszog téglalap, akkor atloi felezik egymadst.
A téglalap atloi felezik egymast.

Egy téglalap 4tloi felezik egymast.

Béarmely téglalap atloi felezik egymast.

a > wD

Minden téglalap 4tloi felezik egymast.

Ez a példa is azt igazolta, hogy bar a tanulok sokszor helyesen gondolkodnak, am az érvelési
lanc megfogalmazasa szamos buktatoval jarhat. Tanuld_5_4 els6 1épése az volt ugyanis, hogy
az abrajan bejelolte a bizonyitando tényt (4-22. abra)

4-22. abra: A kiindul6 abra eleve tartalmazza a bizonyitandé tényt (negyedik feladat,
Tanulo_5_4)

Felhivtam a csoport figyelmét arra, hogy ha valaki beleirja az dbrajaba az éppen belatasra szo-
rulo tényt, akkor nem kell6 koriiltekintés mellett konnyen felhasznalhatjuk azt, amivel a meg-
oldas onnantol kezdve értékelhetetlenné valik. Ezzel is igyekeztem az dbra bizonyitdsban be-
toltott szerepét tisztazni.
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Az atlok metszéspontjat P-vel jelolve Tanuld 5 4 egybevagosagra hivatkozva belatta, hogy az
ABP haromszog egyenld szara, vagyis x = y. Hasonléan adodik (ezt mar 6nmagatol alkal-
mazta), hogy a BCP haromszog is egyenld szart. Ezt végképp zavardé modon jeldlte az abrajan,
amivel az teljesen értelmezhetetlenné valt (4-23. abra).

4-23. abra: Ertelmezhetetlen abra (negyedik feladat)

Ez a megoldas tobb dologra is nagyon jol ravilagitott. Egyrészt a tanuld tulajdonképpen birto-
kaban volt a helyes érvelés képességének, am a nem kellden fejlett irdsbeli kommunikacidjanak
koszonhetden nem Volt képes a gondolatait érthetd formaban k6zolni. Masrészt a BAPX és az
ABP< egyenlGségét a téglalap definicidja alapjan indokolnia kellett volna.

Tanuldé 5_4 eredeti irdsbeli munkdja érdekes modon nem tartalmazta a tablanal latott zavaros
abrajat. Itt is megfeledkezett az ABP haromszog kapcsan az A, illetve a B csucsnal 1évé belsé
szogek egyenl6ségét megindokolni. Ervelése kozlésének a szinvonala lathato modon még nem
érte el az elvarhato szintet. (4-24. abra)

_lgaz / Hamis (a megfelel§ szét hizd ald)
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4-24. 4bra: A negyedik feladat egy nagyon szell6s megoldasa

57



Otodik feladat

A feladat allitasa a kovetkez6 volt:
,Ha egy deltoid két nem szemkozti szoge derékszog, akkor a deltoid négyzet.”

Tanul6 8 3 a tablai érvelése soran a deltoid szimmetria-tulajdonsagara nem hivatkozott, ami
az irasbeli munkajaban is tetten érhetd (4-25. abra). Ez ismételten felhivta a figyelmet arra,
hogy a megfeleld tényekre valo explicit hivatkozas a fejlesztendo teriiletek koz¢ tartozik.

(a) Készits jelolésekkel elldtott abrat az allitashoz!
! P B,

Igaz / Hamis (a megfeleld szt hizd ala)
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4-25. abra: Az 6todik feladat egy csaknem hibatlan bizonyitasa

Hatodik feladat

A feladat allitasa az alabbi volt:
,»A paralelogramma belsejében van olyan pont, amelyik egyenl6 tavolsagra van a csucsoktol.”

Tanulo 14 3 az atlok metszéspontjara helyezve a hangsulyt — némi tanari segitséggel — helye-
sen érvelve belatta az allitast. Tanuld 19_4 irasbeli munkdjat megvizsgalva megallapithatjuk,
hogy az irasbeli kommunikacidja neki sem megfeleld, nem érzi, milyen 1épések leirdsa teszi
teljessé a bizonyitast. Padtarsa (Tanuld_7_3) szintén érezte az irasbeli kommunikacié hianyos-
sagait, és igyekezett a bizonyitast teljessé tenni. (4-26. abra)

Igaz / Hamis (a megfeleld sz6t hiizd ald)
'y“ Qunr\
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Indoklas:

4-26. dbra: Az irasbeli kommunikacio fejletlensége a hatodik feladat kapcsan
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4.2.3 A K3 és K4 kutatasi kérdésekre adott valaszok, illetve kovetkeztetések

Kutatasunknak ebben a szakaszaban az eldteszt és a harom fejlesztd tanora segitségével a K3
¢és a K4 kutatasi kérdésekre kerestiik a valasz. A K3 kérdésre az egyes részkérdésekre adott
valaszokkal feleliink:

K3-1: A tanuldk szdmara az eldteszt soran a matematikai allitdsok szerkezete még nem volt
vildgos. Amennyiben az allitas ,,Ha... akkor...” forméban volt megadva, a didkoknak némileg
jobban sikeriilt kiolvasniuk az allitas szovegébdl a feltételt (13. tablazat), tehat érdemesebb ele-
inte a tanorakon az allitasokat ,,Ha... akkor...” megfogalmazasban targyalni, de a feltétel meg-
hatarozasanak a sikeressége szempontjabdl nem ez az egyetlen tényezdé. Ugyanez volt a tapasz-
talatunk az allitas kovetkezmény részével kapcsolatban is. A harom fejleszto tanitasi 6ra alatt
viszont a diakok szamara érthetévé valt az allitasok szerkezete, de ezt a teriiletet folyamatosan
fejleszteni, erésiteni kell.

K3-2: A didkok az el6teszt folyaman olyan tényeket is elfogadtak a feladathoz mellékelt dbra
alapjan, amik nem szerepeltek a feladat feltételei kozott, vagy nem kdvetkeztek beldle. A fej-
lesztd tanitasi 6rak hatasara a tanulok vilagosabban lattdk a geometriai abraknak a bizonyita-
sokban jatszott szerepét.

K3-3: A tanulok jelentés hanyada nem volt képes egy néhany 1€épésbdl alld bizonyitast megfe-
leld matematikai nyelvet hasznalva végrehajtani. A didkok egy része nem latta a kiilonbséget a
bizonyitas és a szemléleten alapulo intuitiv meggydzés kozott. Sokkal nagyobb bizonyitasi ru-
tint kell szerezniilik ahhoz, hogy megfelel6 modon érezzék az érvelés soran felbukkano egy-egy
matematikai tény esetén az azzal kapcsolatos indoklasi igényt.

K3-4: A diakok képesek voltak felismerni egy ,,nyilvanvaloan” hamis allitast. A tanuldk egy
jelentds része viszont az el6teszt tapasztalatai alapjan nem tudta, hogy a cafolatként megadott
ellenpélda helyességének a megmutatdsa a feladatra adott bizonyitas szerves részét képezi. Tob-
ben azt is vizsgaltak, hogy az altaluk adott ellenpélda mely eset(ek)ben nem ad cafolatot, azaz
az allitas milyen specidlis koriilmények kozott igaz. A fejlesztd tanorak soran ezek a problémak
megbeszélésre kertiltek, €s a tanulok jobban megértették az ellenpélda szerepét. Ez a probléma-
kor ugyanakkor felveti az indirekt gondolkodas fejlesztésének az igényét.

K3-5: A tanulok szobeli és irasbeli kommunikacidja nem volt megfeleld, jelentds fejlesztésre
szorul. Nem indokoltak kell6 részletességgel, nem érezték, mely tények igényelnek hivatkozast,
esetleg igazolast, és melyek nem. Tbben pusztan az abraban jelolve fejtették ki a gondolatme-
netiiket.

A megfigyelt gondolkodasi jellegzetességekre (esetlegesen hidnyossagokra) alapozva a bizo-
nyitod képesség fejlesztését tiizve ki célul a K4 kutatasi kérdésre az alabbiakban adjuk meg a
valaszt.

Tobb szempont is felmertilt, ami szerint felépithetd 9. évfolyamon a bizonyitési képességet fej-
lesztd tanitasi program. Ezek koziil az alabbi 6t teriiletre fokuszalva dolgoztuk ki a fejlesztd
kisérlet tovabbi szakaszat:

- allitasok szerkezetének vizsgalata;

- indirekt ton torténd bizonyitas képességének fejlesztése;

- mas érvelésének megértése €s feldolgozasa, valamint sajat gondolatmenet atadasa;
- megtévesztd abra alkalmazasa;

- folyamatabra hasznalata.
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4.3. A fejleszto tanitasi kisérlet masodik fazisa

Az ¢el6z6 fejezetben meghatarozott témakordket kiilon-kiilon targyaljuk, kielemezve, hogy a
kisérlet soran hogyan vetddtek fel, illetve hogyan épiiltek be a tanitas folyamataba. Nagyon
fontos megemliteni, hogy a fejlesztett terliletek vizsgalata nem csak a kimondottan az erre a
célra késziilt feladatlapok segitségével tortént, hanem a tanitasi folyamat természetes részét ké-
pezd, a tananyag elmélyiilésének mértékét mérd ,,hagyomanyos” dolgozatokkal is. Ezekbe a
szamonkérésekbe szandékosan kertiltek bele olyan feladatok, amelyek kimondottan a fejlesztd
kisérlet eredményességét voltak hivatottak felmérni.

4.3.1 Allitasok szerkezetének vizsgilata

Az allitasok sikeres bizonyitasanak eldfeltétele, hogy a diak vilagosan lassa az allitas szerkeze-
tét. Ez a kutatds sordn tobb alkalommal eldkeriilt, és amint lattuk, mar a fejlesztd kisérlet elsd
fazisaban nagyon nagy hangsulyt kapott mind az el6tesztben, mind pedig a harom, videdval
rogzitett tanitasi 6ran. AkKkor megbeszéltiik egyrészt az allitasok felépitését, masrészt atfogal-
mazasat, de ugy éreztiik, ezt a teriiletet érdemes id6érol idére feleleveniteni.

Egy-egy allitas kapcsan gyakran felszinre bukkant ez az ismeret a tanitasi 6rdkon. Igy volt ez a
tizenkilencedik tanitasi oran is, amikor Pitagorasz tételébol, annak alkalmazasaibol irtak dol-
gozatot a didkok (G. melléklet). A szamonkérést egy tanulo kivételével az egész csoport meg-
irta. A feladatsorban az els6 feladat (b) és (c¢) része az alabbi volt:
Tekintsiik az alabbi allitast: ,,Minden négyzet trapéz.”
(b) Mi a feltétel, és mi a bizonyitandé az allitasban? Hasznald az abrad jeloléseit!
(c) Fogalmazd meg az allitast ,,Ha... akkor...” tipusu mondat formajaban!

A feltétel kiolvasasanak statisztikaja az alabbiak szerint alakult (18. tablazat).

Helvesen ol- A bizonyitand6-
y . , Az egész allitast | val ekvivalens ,
vasta ki a felté- , , Nem valaszolt
telt irta le tényt fogalma-
zott meg
Diakok 17 1 2 1
szama

18. tablazat: A feltétel kiolvasasa az allitas szovegébdl (dolgozat Pitagorasz tételébol)

A tanuldknak nagyjabol a 80%-a birkozott meg sikerrel a feladattal. Ami korabban tomeges
jelenség volt, nevezetesen, hogy a didkok magat az allitast fogalmaztak meg feltételként, mar
csak egy esetben fordult eld. Két tanul6 esetében pedig a bizonyitand6 tény bukkant fel implicit
modon (4-27. abra).

(b) \"Ii a feltétel, és mi a bizonyitand¢ az éllitasban? Haszndld az abrad jeldléseit!

eltétel: ’Py M_’ /\ /4 -\ (u\ lo. ok /\ pl s rl~'r},~.{v:u‘ VYIS P . W \{

4-27. abra: Egy ekvivalens megfogalmazas a feltételre (Tanulo_13_3)
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Nézziik ezek utan a bizonyitand6 kiolvasasat az allitas szovegébdl (19. tablazat).

A bizonyitando-
val ekvivalens
tényt fogalmazott

Helyesen adta
meg a bizonyi-
tandot

Az egész allitast
irta le

Mas Osszefiig-
gést fogalmazott
meg

meg
12 6 2 1

Diakok
szama

19. tablazat: A bizonyitando6 kiolvasésa az allitas szovegébdl (dolgozat Pitagorasz tételébol)

Tulajdonképpen tizennyolc diak volt, aki ki tudta emelni a bizonyitandd tényt az allitas
szOvegébol, és valamilyen formdaban le is irta azt (vagy magara a trapézra hivatkozott, vagy
pedig parhuzamos oldalparokat emlitett). Mar csak két tanuld volt (Tanulo 13 3 ¢és
Tanulo 19 _4), aki az egész allitast fogalmazta meg bizonyitandé tényként. Ez szintén nagy
elérehaladast jelent az el6teszt eredményéhez képest. Egyetlen didk (Tanulo 10_4) volt, aki
teriiletek segitségével probalta meg megfogalmazni a gondolatait (4-28. abra).

Bizonyitando: e ——gen

Mo LB L D)

i 7*.__’:4 Fayy
‘l’ //
J

4-28. abra: A bizonyitando leirasa teriiletek segitségével (Tanulo 10_4)

Végezetiil nézziik az allitas atfogalmazasat ,,Ha... akkor...” formaba (20. tablazat).

Helyesen fogalmazta blzonyltan(,io resz ¢ A trapéz definiciojat
, ckvivalens modon at- .
at irta le
fogalmazta
| Diakok szdma 18 1 2

20. tablazat: Az allitas atfogalmazésa ,,Ha... akkor...” alakba (dolgozat Pitagorasz tételébol)

Két tanuldt (Tanuld 13_3 és Tanuld 21_4) leszamitva a didkok sikeresen irtak le az allitas
atfogalmazasat. Koziilikk az egyik (Tanulé 20_3) a bizonyitando6 részhez a parhuzamos oldal-
parok sziikségességét irta le, mint azt tette egyébként a (b) részfeladatban is (4-29. abra).

(b) Mi a feltétel, és mi a bizonyitandé az allitasban? P{zlSZI]&il(l az abrad jeldléseit!

— ’ A AV IV Mo Wiy o} We'\CA A X = ) i @ X
Feltétel: o NOFPYO O\ O ROX D LA T
Bizonyitandd: (s L ACHY M otan Oy udt /f":m B
(¢) Fogalmazd meg az allitast ,,Ha ..., akkor ...” tipusi mondat formajaban!
b . o NR A Ut N -
Ao < WOy DTG gy YA ner - A
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4-29. dbra: A bizonyitandoval megfogalmazasa a trapéz definicidja segitségével
(Tanuldé 20 3)

Az allitasok, tételek szerkezetére a fejlesztd kisérlet soran végig hangsilyt fektettiink, kiegé-
szitve az eddigieket az allitasok, tételek megforditasaval. Az alabbiakban egy jellemzd epizddot
emeliink ki, ami a Thalesz-tétellel kapcsolatos.
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A harmincnegyedik tandéran a tananyag a Thalész-tétel bevezetése, annak bizonyitasa, majd a
tétel megforditdsanak a kimondasa volt. Most csupan a tétel €s a megforditasanak a probléma-
javal foglalkozunk.

A célcsoport matematikakonyvében az aldbbiakat olvashatjuk (Kosztolanyi, Kovacs, Pintér,
Urban, & Vincze, 2015, old.: 153):

,» Thalész-tétel: Ha egy kor valamely atmérdjének két végpontjat 6sszekatjiik a kor barmely mas
pontjaval, akkor olyan derékszdgli haromszoget kapunk, amelynek atfogdja a kor atmérdje.”

Majd pér sorral lejjebb a tétel mas formaban is meg van fogalmazva:

,»LTétel: Ha egy haromszog koriilirt korének kdzéppontja az egyik oldal felezOpontja, akkor a
haromszog derékszdgl, €s a koriilirt kor kdzéppontja az atfogd felezépontja.”

A tétel megforditasa pedig az alabbi alakban szerepel:
»létel: A derékszogl haromszog koré irt kor kdzéppontja az atfogo felezdpontja.”

Korabbi tanitasi gyakorlatom szerint a tétel els6 alakja alapjan a didkok koziil szinte senki sem
képes a tétel megforditasat 6nalldban megfogalmazni. Azaz a tanulok ebben a megfogalmazas-
ban nem tudjak a tétel szerkezetét kelloképpen analizalni. A Thalész-tétel és megforditasanak
a tanitasa tehat egyaltaldn nem magatol értetddd, foképp, ha ezt felfedeztetve szeretnénk meg-
tenni. Nem véletlen, hogy Ambrus (1995, old.: 84-85) kiilon kitér ezen tétel targyalasanak a
problematikajara. O az alabbi médokon fogalmazza meg a tételt:

1. alak: ,,Egy kor barmely atmérdjéhez tartozé minden kertileti szog derékszog.”

2. alak: ,,Ha egy szog kertileti sz0g egy korben ¢€s szérai a kor valamely atmérdjének vég-
pontjaira illeszkednek, akkor ez a szog derékszog (90°-0s).”

Ambrus kifejti, hogy amennyiben a tétel szerkezetét (F; A F,) = K alakunak tekintjiik (ahol:
F;: Egy szog keriileti szog egy korben. F,: Az illetd szog szarai a kor valamely atmérdjének
végpontjaira illeszkednek. K: Az adott szog derékszog.), igy a tételnek haromféle megforditasa
is lehetséges. Ugyanakkor felhivja a figyelmet arra, hogy az oktatasi gyakorlatban valdjaban a
tétel egyfeltételes, ugyanis a tétel alaphalmazanak egy korhoz tartozo kertileti szogek halmazat
szokas tekinteni: ,,Ha egy korhoz tartozo keriileti szog szarai illeszkednek a kor valamely at-
mérdjének végpontjaira, akkor a sz6g derékszog.” Ezzel a problémaval a 4.4.1. fejezetben is
talalkozni fogunk.

Magat az alapszituaciot a kovetkezd modon vetettiik fel a tanuloknak:

Adott egy kor, amelybe haromszogeket rajzolunk (a kor tehat a haromszogek kortilirt kore),
Mely esetekben esik a kor kozéppontja a haromszogon beliilre, kiviilre, illetve magara a
haromszogre? Tobb abra alapjan fogalmazzatok meg sejtéseket!

Két ok miatt valasztottuk ezt az utat. Egyrészt a specialis matematika tagozaton bevalt gyakorlat
ez a modszer, azaz, hogy igyeksziink minél tobb mindent a didkokkal 6nalloan folfedeztetni,
megfogalmaztatni. Tovabba arra is kivancsiak voltunk, hogy ha a készen kapott sokféle meg-
fogalmazas helyett a tanulok a sajat szavaikat hasznélva, de az 4llitas szerkezetét tudatositva
fogalmaznak, akkor vajon konnyebben megértik-e a megforditas 1ényegét.

A diadkok tobbsége a fiizetében tortént néhany szerkesztés utan rovid 1do alatt rajott, hogy abban
az esetben, amikor a hdromszog egyik oldala tartalmazza a kor kdzéppontjat, az ezzel az oldallal
szemkozti szog derékszog. Mieldtt megfogalmaztuk volna precizen a tételt, arra kértem Oket,
hogy probaljak meg belatni a megfigyelt dsszefiiggést. Azt gondoltam, hogy a tétel igazolasa
utan még inkabb tisztaban lesznek a didkok a tétel szerkezetével, mélyebb értelmével. Legha-
marabb Tanulé 11_3 végezte el a bizonyitast (amely megegyezett a tankonyvi bizonyitassal),
tanari segitség nélkiil, amit a tablanal meg is mutatott a csoportnak. Korabban utaltunk ra, hogy

62



Tanuldé 11_3 van Hiele-tesztje valdsziniileg csak a diak dekoncentraltsaga miatt mutatott har-
mas van Hiele-szintet, amit ez az (ijabb megoldas szintén alatamasztott. Ezek utan pedig arra
kértem 6ket, hogy 6nalldan szovegezzek meg a tételt. Ezek koziil lathatunk egyet Tanulé 21 4
megfogalmazasaban (4-30. abra).

p. V-9 o A Lgns, Aol Auvande op-Kle M f o b eapyd
otdodo. | okeuo¥ e on Sdoliad. ol 80° - » /mé%.m_

4-30. abra: Thalész tétele Tanuld 21_4 6nallé megfogalmazasadban

A tétel kozos kimondasa utan az volt a didkok feladata, hogy fogalmazzak meg 6nalloan a tétel
megforditasat, amivel a csoport jol boldogult. Tanuld6 21 4 megoldasa az alabbi volt (4-31.
abra).

Mo 24 D mlunoczq‘ oluo O ohm&n’*-cqua.k VAN TN Amd
ddafo. o o oskkoge{o- OB japrd AvtiokS e W
o}w«oy.,

4-31. abra: Thalész tételének megforditasa Tanuld 21 4 6nalld6 megfogalmazasdban

Lathatd, hogy Tanul6 21_4 teljes mértékben képes volt egyediil értelmezni az allitas szerkeze-
tét, azaz tisztan latta a feltételt és a kdvetkezményt.

A tételt és annak megforditasat felfedeztettiik tehat a diakokkal. A fenti modszernek a segitsé-
gével a tanulok képesek voltak

- elemezni a tétel szerkezetét;
- kimondani a tételt;
- megfogalmazni a tétel megforditasat.

A Thalész-tétel ilyen modon torténd bevezetése alkalmas volt tovabba arra, hogy a raépiild
feladatmegoldasok is sikeresek legyenek. A tétel megforditasanak igazolasat indirekt titon vé-
geztiik el, amirdl a kovetkezd fejezetben lesz szo részletesebben.

Az éllitasok szerkezetének megfeleld értelmezésével kapcsolatos tapasztalataink azt mutatjak,
hogy ez a tanitasi gyakorlatban nem akkora hangsulyt kapo, viszont konnyen fejleszthetd prob-
lémakor kiemelten kezelendo, mert

- egyrészt meglepd nehézségeket okoz a tanuldknak;

- masrészt nagyban segiti a tételek pontos megértését, atfogalmazasat, valamint a megfordi-
tasanak a kimondasat;

- harmadrészt a sikeres bizonyitadsok elengedhetetlen elofeltétele.

4.3.2 Az indirekt aton torténé bizonyitasi képesség fejlesztése

A kozépiskolai matematikatanitasban nagyon fontos szerepet jatszanak az indirekt uton torténd
bizonyitasok, melyek a Stylianides-féle keretrendszerben az altalanos bizonyitasok kategoria-
janak képezik részét. A fejleszt6 tanitasi kisérlet els6 harom, videoval rogzitett tandraja szerint
a diakoknak az altalanos iskolai tanulmanyaik alapjan van képiik az indirekt bizonyitas mod-
szerérél, ismerik a kifejezést, am annak pontos végrehajtasa mindenképpen segitségre szorul.
Az iskolai tananyagnak is részét képezi ez a bizonyitasi modszer, esetiinkben a Pitagorasz- és
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a Thalész-tétel megforditasanal fordult eld. Erre a két , . kotelezd” esetre nem fogunk fokuszalni,
az indirekt modszer spontanabb felbukkanasaira hegyezziik ki mondanivaloinkat.

A tizenharmadik tanoran szdoba kertilt a modszer az alabbi feladat kapcsan:
,Mutassuk meg, hogy egy haromszogben nem lehet két tompaszog.”

Tanulo_4_4 indirekt médon probalt meg érvelni, de az nem hangzott el a megoldasa soran egy-
szer sem, hogy barhol is ezt a modszert alkalmazza. K6zolte, hogy a = x +90°, =y + 90°,
majd felhasznalva a haromszogek belsé szogeinek Gsszegére vonatkozo tételt, azt kapta, hogy
x +y +y = 0° amirdl kijelentette, hogy nem igaz. Tanuld 4 4 eldszor is nem emlitette meg,
hogy az altala felirt kiindulohelyzet az allitasnak a tagadésa, vagyis azt tette fel, hogy a harom-
szognek van két tompa szoge. Az sem hangzott el téle, hogy az elvégzett miiveletek ekvivalens
atalakitasok voltak, igy, mivel a végén hamis allitast kaptunk, a feltevése szintén hamis volt,
amibdl pedig az kovetkezik, hogy maga az eredeti allitds igazolast nyert. Tanuld 4_4 érvelése
tehat nagyon hianyos volt, ennek ellenére 6 ugy vélte, hogy a bizonyitasa teljes (itt tetten érhetd
a bizonyitasi képesség fejlesztésének Styliniades-féle pszichologiai komponense). A kérdéseim
(,,kotozkodéseim”) kovetkezményeképpen Tanuld 22 3 mondta ki a gondolatmenet Iényegét:
»amit felirt a tdblara, az allitassal ellenkezd dolog, ami nem igaz, vagyis az allitas igaz”.

Ezek utan kozosen rogzitettiik az indirekt bizonyitdsi modszer sziikséges 1€péseit, és igy az
Osztondsen érzett gondolatmenet bizonyitasi modszerré valt.

M¢g ezen a tanitasi 6rdn eldkeriilt két allitas, melyet ugyan nem indirekt uton igazoltunk, de
elokészitették azt a feladatot, amelynél ismét ezt a modszert alkalmaztuk. Ezek az alabbiak
voltak:

1. Mutassuk meg, hogy egy pontot egy rd nem illeszkedd egyenes pontjaival 6sszekotd szaka-
szok koziil az egyenesre merdleges szakasz a legrovidebb.

2. Adott egy egyenes ¢és egy ra nem illeszked6 pont. Igazoljuk, hogy van olyan pont az egye-
nesen, melyet az adott ponttal 6sszekotve a kapott szakasz merdleges lesz az egyenesre.

Ez alapjan kapta a csoport az alabbi hazi feladatot, amelyet a tizennegyedik fejleszt6 tandran
targyaltunk meg:

Adott egy egyenes és egy ra nem illeszkedd P pont. Igazoljuk, hogy az egyenesnek pontosan
egy olyan pontja van, melyet P-vel 6sszekotve az egyenesre merdleges szakaszt kapunk.

A problémak egymast sziilték, és amellett, hogy a bizonyitasi képesség fejlesztését szolgaltak,
arra is megfelelonek bizonyultak, hogy a didkokat kételkedésre 6sztondzzEék. Tovabba a tanulok
megismerkedtek a 1étezés és az egyértelmiiség fogalmaval. Korabbrol mar ismerték azt az alap-
vetd tényt, hogy egy pontbol egy rd nem illeszkedd egyenesre bocsatott merdleges szakasz a
lehet6 legrovidebb (tehat szamukra ez iskolai axioma volt). Az els6 feladat megkivanta ennek
a belatasat, a masodik feladat kapcsan még meglep6bb dolog keriilt szoba: ,,Vajon a merbleges
szakasz mindig létezik?”

Ezen el6zmények utan Tanuldo 2 3 oldotta meg a hazi feladatot a tablanal. A kdvetkezo 1€pé-
seket tette:

- Felvett egy e egyenest és rajta kiviil egy P pontot.

- A P pontbol merdleges bocsatott az egyenesre (ilyen létezik az eldz6 feladat értelmében),
amelynek talppontjat M-mel jelolte.

- Felvett egy ujabb pontot e-n (Q), melyet 6sszekotott P-vel (= PQM haromszog).
fgy az alabbi abrahoz jutott:
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Q
4-32. abra: Tanuloi indirekt bizonyitas (Tanulo 2_3)

Ekkor Tanuldé 2_3 a kovetkez6t mondta: ,,Ha PQ mer6leges lenne az egyenesre, akkor P-nél
0° képzddne, mivel a haromszog belsd szogeinek Osszege 180°. De az lehetetlen.” Teljesen
vilagos, hogy az allitast direkt uton is konnytszerrel be lehet latni, de Tanuld 2_3 érvelésébol
az indirekt okoskodas gondolata tort felszinre.

Ezek utan a didkok kaptak egy két feladatbol allo feladatlapot, amelyet 6ndlloan kellett megol-
daniuk, és még a tanoran be kellett adniuk. Mindkét feladat az indirekt Gton valo érvelést volt
hivatott elmélyiteni, am mint kideriilt, az egy tovabbihianyossagra (a definicidé pontos ismere-
tére) hivta fel a figyelmet.

Az elso feladatban a didkok a 4-33. abraat kaptak.
D c

B A
4-33. 4bra: Feladat az indirekt bizonyitashoz

A tanuldknak azt kellett belatniuk, hogy feltéve, hogy ABC& = BCD<, AB parhuzamos CD-
vel. Tovabba meg kellett nevezniiik, hogy az ABC és BCD szogek milyen nevezetes szogpart
jelentenek.

A masodik feladatban pedig azt kellett megmutatni, hogy egy négyszogben nem lehet négy
hegyesszog.

A masodik feladatban sokkal jobban €rz6dott, hogy az indirekt modszert jol elsajatitottak a
tanulok, ezért az elemzést ezzel kezdjiikk. Mind a hiisz didknak sikeriilt a bizonyitast kiviteleznie
(errdl a tandrarol ketten hianyoztak), és 6sszesen ketten voltak koziiliik, akiknél az alapgondolat
megvolt, de a leiras médja nem volt kielégit6. Tanuldo_9_4 ugyanis nem hangsulyozta, hogy az
érvelése indirekt Gton torténik, és hianyzott a végkovetkeztetés is (4-34. abra).
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f)

4-34. abra: Egy sziikszavi indirekt bizonyitas (Tanulo 9_4)

Tanuldé 20_3 altalanosithato példaval bizonyitott (1asd a Stylianides-féle keretrendszert) (4-35.
abra).
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4-35. abra: Altalanosithaté példa (Tanulo 20 _3)
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Tanuld 20_3 a tandran elhangzott mddszert ugyan elsajatitotta, viszont az érvelése soran az
altalanos fogalmakat még objektumokhoz koti. Egyrészt a hegyesszoget valamilyen értékkel
parositja, masrészt az indoklasaban specialis négyszdget emlit.

Ratérve az els6 feladat megoldasara, megallapithatd, hogy minden tanuld helyesen nevezte
meg, hogy a jelolt két szog valtoszogpart alkot. A feladat nehézsége abban rejlett, hogy a dia-

koknak a valtoszogek definicidjat vilagosan Kkellett ismerni. Ezt nagyon jol példazza Ta-
nul6_9_4 megoldasa (4-36. abra).

Bizonyitas:

4-36. abra: A valtoszog fogalmanak zavara (Tanuldé 9 4)

Tanuldé 9 4 érvelési lanca szerint mivel a két szog egyenld nagysagl, valamint egy-egy szog-
szaruk parhuzamos ¢€s ellentétes iranyu, igy a két szog valtoszog, azaz AB || CD.

Azonban nem a valtoszog tényének megléte vonja maga utan az adott szogszarak parhuzamos-
sagat, hanem pont forditva. Eppen azt kellett volna belatni, hogy az illetd szogszarak parhuza-
mosak, ami maga utan vonta volna, hogy az illetd szogek valtoszogek. A didk a feltételt és a
kovetkezményt felcserélte egymassal, valoszintileg azért, mert benne az, hogy két szog valto-
szogpart alkot, els6sorban azzal kapcsolodott 6ssze, hogy a két szog egyenld nagysagu. Ezt a
gondolatmenetet Tanulé 9 4-en kiviil még 6t diak alkalmazta.

Tanul6 8 3 nem tamasztotta ala semmilyen érvvel a kovetkeztetését (4-37. abra).
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4-37. bra: ,Ervelés” érvek nélkiil (Tanuld 8_3)

Tanulé 7_3 ugyanakkor helyesen bizonyitott, a pont koriili forgatasnak az altalanos iskolaban
megismert szogtarto tulajdonsagat felhasznalva (4-38. abra).
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Tudjuk, hogy ABC« = BCD4.

Mutasd meg, hogy ekkor AB parhuzamos CD-vel, azaz az ABC és BCD szogek
.. (ird ide, hogy milyen szogek)!

Bizonyitas:

4-38. abra: Megoldas forgatassal (Tanulo_7_3)

Ez a bizonyitas Tanuld_7_3 érett matematikai gondolkodésara utal, mivel jol példazza, hogy a
diak képes volt elszakadni a tandran €ppen tanult bizonyitasi modszertdl, és a korabbi ismere-
teire alapozva megfelel6 modon tudta kivéalasztani a sikeres érveléshez vezetd utat.
Kordbban emlitettiik, a tanmenet altal eldirt dolgozatokat is ugy terveztiik meg, hogy azok be-
illeszkedjenek a fejleszté tanitasi kisérletbe. Az el6z6ekben mar targyalt, a Pitagorasz-tétel té-
makorét lezaro, a tizenkilencedik tanoran megiratott dolgozat tartalmazott indirekt aton meg-
oldhat¢ feladatot is. Nevezetesen a harmadik példat, mely az alabbi volt.
Mutasd meg, hogy a 3, 2n, 5n szamok nem lehetnek egy haromszog oldalainak mérdsza-
mai, ahol n tetszéleges pozitiv egész szam!
A bizonyitas a haromszog-egyenldtlenségen mulik, amire egyetlen didkot leszdmitva minden
tanulo rajott. Hat tanulonak sikeriilt végrehajtania az érvelést, de koziiliik egyetlen diak (Ta-
nul6_7_3) volt csupan, aki explicite odairta, hogy indirekt médon okoskodott (4-39. abra).

3. Mutasd meg, hogy a 3,2n, 5n szdmok nem lehetnek egy haromszdg oldalainak mérészdmai, ahol n
tetsz6leges pozitiv egész szam! A 8
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4-39. abra: Indirekt bizonyitas és haromszog-egyenlétlenség (Tanulo_7_3)
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Tobb hidnyos megoldas sziiletett, amelyek kozott egy adott probléma 6t didk esetében is fellé-
pett. Nevezetesen az, hogy a tanulok belattak ,,Kicsi” n-ekre (n =1, 2) az allitast, de azt nem
indokoltak kelléképpen, hogy az n névekedésével a feladat allitasa ugyantigy érvényben marad.

crey

1ést jelentett. EQy ilyen indoklast lathatunk Tanulé 8 3 esetében (4-40. abra).

3. Mutasd meg, hogy a 3,2n,5n szamok nem lehetnek egy haromszog oldalainak mérészamai, ahol n
tetszoleges pozitiv egész szam!
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4-40. abra: Egy tipikus hianyos indoklas (Tanulo 8 _3)

A diak érezte ugyan a helyes érvelés iranyat, de azzal még nem volt tisztaban, hogy az altala
hivatkozott analogia nem allja meg a helyét; ahogy 6 fogalmazott, ,,nagyobb n-eknél” az alkal-
mazott érvelése modositasra szorul.

A feladat nehézségét fokozta, hogy a didkok kordbban még nem taldlkoztak a teljes indukcio
modszerével, igy a végtelen sok esetre megfogalmazott feladat kiilondsen szokatlan lehetett
szamukra. Ez a példa tehat természetes modon felvetette egy tijabb bizonyitasi mddszer csirajat,
a teljes indukcidét, ami azonban nem képezi a kilencedikes tananyag részét.

Nemcsak a tanorakon, hanem a matematikaversenyeken is gyakran kell a diakoknak megmu-
tatniuk, hogy a sik bizonyos pontjai adott specialis mértani helyzetlieck. Ebben az esetben egy-
részt be kell 1atni, hogy az adott pontok valoban a megadott mértani hely elemei, de azt is iga-
zolni kell, hogy a tobbi sikbeli pont nem az illeté mértani helyen van. Ez utobbinak a megmu-
tatdsa torténhet indirekt okoskodassal. Gyakori hianyossag, hogy a bizonyitas masodik részérdl
megfeledkeznek a tanulok. Ezzel a problémaval talalkoztak a diakok a huszonhetedik, illetve a
harmincadik tanitasi 6ran, amikor a szakaszfelez6-merdlegest, illetve a szogfelezot targyaltuk.

A szakaszfelez6-merdleges definicidja magyarazatra szorult, mivel a diakok ezt azzal parosi-
tottak, hogy azon pontok halmaza a sikon, amelyek egyenlé tavolsagra vannak az alapul vett
szakasz végpontjaitol. Az egyik 6todikeseknek késziilt tankdnyvben a szakaszfelez6-merdleges
az alabbi mddon kertil szoba (Czeglédy, Czeglédy, Hajdu, & Zanko, 2001, old.: 164): ,,Az A és
a B ponttol egyenld tavolsagra 1évd pontok halmaza a sikban az AB szakasz felezdmerdlegese.”
Megbesz¢ltiik, hogy ez a szakaszfelezd-merdlegesnek nem a definicidja, hanem a karakteres
tulajdonsaga, igy bizonyitast igényel.

Azt, hogy a szakaszfelez6-mer6leges minden pontja egyenld tavolsagra van a tekintett szakasz
végpontjaitol, a didkok kétféleképpen is belattak, el6szor haromszdgek egybevagosagara, ma-
sodszor pedig Pitagorasz tételére hivatkozva. Sokkal fontosabb momentumnak értékeljiik ezen
feladat kapcséan, hogy a didkok szembesiiltek azzal, hogy egy szdmukra eddig iskolai axiéma-
nak tartott ténybdl bizonyitandé probléma lett. Az pedig, hogy azt is meg kell mutatni, hogy a
szakaszfelezon kiviili pontok nem teljesitik az adott feltételt, csak tanari ravezetés utan alakult
ki a didkokban, ami érthetd, hiszen korabban még nem talalkoztak hasonld mértani helyes prob-
Iémaval. Viszont ezek utan az indirekt bizonyitds mint modszer mar magétol adddott a tanulok
szamara, Tanulo 3 _4 feltette, hogy egy a szakaszfelez6-mer6legesen kiviili tetszleges pont is
egyenld tavolsagra van a szakasz végpontjaitdl, majd ellentmondésra jutott.
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A didkok szamara vildgos volt, hogy voltaképpen két allitast lattunk be. Egyrészt megmutattuk,
hogy a szakaszfelez6-merdleges pontjai egyenld tavolsadgra vannak a szakasz végpontjaitol,
masrészt a sik tobbi pontjara ez nem teljesiil. A geometriai gondolkodas fejlesztése végett arra
kértem Oket, hogy a két allitast fogalmazzak meg egyetlen allitas formajaban. Ezt k6zosen meg
is tették: ,,A szakasz végpontjaitdl csakis a szakaszfelezd-mer6leges pontjai vannak egyenld
tavolsagra.”

A harmincadik tanitasi éran a szogfelezé kapcsan mar szinte automatikusan jottek a fent leirt
gondolatok, kdszonhetden annak, hogy a szakaszfelezd-merdleges esetét elég hosszasan és
részletesen targyaltuk. Ez a tanuldk analdgian alapuld gondolkodasat mutatja.

Az indirekt bizonyitasi modszer kapcsan elmondhatjuk a tapasztalataink alapjan, hogy érdemes
egyszerl feladatokon keresztiil bevezetni, és fontos, hogy idérdl idére a tanorék része legyen.
Ugy gondoljuk, tovabba, hogy nem szerencsés, ha a diakok csak egy-egy tankonyvi nevesitett
tétel megforditasa kapcsan talalkoznak ezzel a bizonyitasi moéddal. Nem véletlen, hogy Ambrus
(1995) is kiemelt moédon foglalkozik az indirekt bizonyitasok problémakérével. Mindezeken
tul, itt is nyomatékosan el6jott az allitasok szerkezetének pontos értelmezése.

4.3.3 Mas érvelésének megértése és feldolgozasa, valamint sajat gondolatmenet atadasa

Természetesen minden tandran az az egyik f6 célkitlizés, hogy a tanuldk értsék meg a tanar,
valamint a tobbi diak gondolatmenetét. EImondhatjuk, hogy ez a szempont minden fejleszté
tandran jelen volt. A most kovetkez6kben olyan feladatokrol lesz szo, melyek esetében célzot-
tan figyeltiink erre.

Ugy véljiik, hogy a diakok bizonyitasi képességének a fejlesztésére szolgal, ha egyrészt
- atarsaik altal elmondott bizonyitast nemcsak megértik, hanem megprobaljak azt sajat ma-
guk is reprodukalni, masrészt

- teljesen O6ndlloan dolgoznak fel irott forméaban 1évd, masok altal adott bizonyitasokat, amik
akar harom 1épésnél is tobb érvelési 1épésbdl allnak.
Az elébbi gyakori eleme volt a fejleszté tandraknak, ahogy azt lattuk a fejleszto kisérlet els6
fazisa harmadik (vide6s) tanérajan is. A masodik modszerre céliranyosan a tizen6todik és a
tizenhatodik tanoran keriilt sor. A tanorak elézménye a Pitagorasz-tétel algebral, illetve geo-
metriai alakja volt, tovabba megbeszélésre keriilt a tétel ,,szokasos” tankonyvi bizonyitasa
(Kosztolanyi, Kovéacs, Pintér, Urban, & Vincze, 2015, old.: 136).
A tizen6todik tanoran a csoportot négy négyfos és egy haromf6s kisebb csoportra osztottuk (a
csoport huszonkét tanuldjabol tizenkilenc volt jelen). Mindegyik kapott egy-egy angol nyelvii
bizonyitast a Pitagorasz-tételre (minden csoport mas-mas bizonyitast), amit 6nalléan kellett fel-
dolgozniuk (F. melléklet). Az esetleges nyelvi nehézségek lekiizdésére tanari segitséget adtam,
tovabba hasznalhattak internetes szotarat.
A feladatok a Pitagorasz-tételnek szazegy bizonyitasat targyalo internetes forrasbol szarmaz-
tak.> Csak olyan bizonyitas feldolgozasat kértiik a didkoktdl, amelynek megértéséhez minden
eszkoznek a birtokéban voltak.
Miutan megbeszélték egymassal a csoportok tagjai a megoldasokat, feladatonként haladva a
csoport egy-egy tagja a tablanal prezentalta a bizonyitast. A kiilonb6z6 bizonyitasok elemzése
azon tul, hogy megkdvetelte a didkoktdl minden egyes 1épés alapos végiggondolasat, arra is

5> Alexander Bogomolny: Pythagorean Theorem (URL: http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/, utols6 letdltés:
2020. 09. 05.)
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kivaloan alkalmas volt, hogy ) megoldasi otleteket tanuljanak (forgatés, darabolés). Ezt elmé-
lyitendd, a kovetkezo tanitasi 6rara minden didknak el kellett készitenie a végleges valtozatat
annak a bizonyitdsnak, amit eredetileg feladatul kapott. Ezaltal a teriiletdaraboldssal torténd
bizonyitas is vilagossa valt szamukra, ami a tandéran még gondot okozott (F. melléklet, 4. bizo-
nyitas). A 4-41. abraanTanulé 3_4 munkajat lathatjuk. Az érvelés minden részletre kitéro, 1¢-
pései vilagosak, atgondoltak.
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4-41. abra: A Pitagorasz-tétel egy bizonyitasa angol nyelvii szakirodalom alapjan
(Tanulé_3_4)

Ugy gondoljuk, hogy a mas altal adott bizonyitasok onallé feldolgozasa, valamint az érvelési
lancok prezentalasa hasznos eszkdz a bizonyitasi képesség fejlesztése terén. Egyrészt uj eljara-
sokat sajatithat el kozben a tanuld, masrészt, mikozben megosztja masokkal a gondolatait,
kénytelen az érvelés minden 1épését alaposan atgondolni, ezéaltal a matematikai nyelvhaszna-
lata, valamint a szébeli kommunikécioja is fejlodik.
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4.3.4 Megtéveszto abra alkalmazasa

Az eldteszt harmadik feladata kapcsan mar lathattuk, hogy a didkok egy jo része (kilencen)
olyan informadciot is felhasznalt a megoldasa soran, melyet pusztan az dbra sugallt a szdmara.
A tizenkilencedik tanitasi 6ran megirt Pitagorasz-tételes dolgozat alkalmas volt arra, hogy ismét
megvizsgaljuk ezt a jelenséget. Igy szolt ugyanis az 6todik feladat:

Az &bran lathat6 legnagyobb kor sugara R, a két kicsi¢ ennek harmada. A két kis kor kozép-
pontjat 6sszekotd egyenes atmegy a legnagyobb kor kozéppontjan. Bizonyitsd be, hogy a ko-

o L R
z¢&psO kor sugara 5!

Az esetleges félreértést nyilvan az okozhatta, hogy amennyiben 6sszekotjiik a két legkisebb kor
kozéppontjat, akkor a szakasz érinteni fogja a k6zéps6 kort, vagyis ez utobbi kor athalad a nagy
kor kozéppontjan. Csakhogy ez ekvivalens a bizonyitand6 ténnyel, vagyis az érvelés soran nem
hasznalhato fel. A huszonegy diak koziil tizenhét esett ebbe a hibaba (4-42. abra).

P
P2 ’ // \ \\’-.\
SR % N R

4-42. dbra: Egy tipikus megoldas, mely felhasznalja a bizonyitand6 tényt (Tanulé 6_4)
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Mindossze két diak (Tanuld 44 és Tanuld_10_4) volt az, akiket az abra nem befolyasolt (4-43.
abra).

4-43. abra: Tanul6_4_4-et nem tévesztette meg az dbra

A tapasztalataink azt mutatjak, hogy a megtéveszté abra szerepe kiemelt fontossaghi a geomet-
riai bizonyitasok terén, érdemes a tanérakon id6t szanni ra, hiszen — mint lattuk — az altalunk
vizsgalt célcsoport tanuldinak tobbsége éppen az dbra nem megfeleld értelmezése miatt volt
képtelen helyesen érvelni. A példank esetén éppen a bizonyitandd tény volt az, amit a didkok
az abra sugallatara felhasznaltak a megoldasaik soran. Ebben a szituacioban ismét felvetodott
tehat az allitdsok szerkezetének helyes értelmezése.

4.3.5 Folyamatibra alkalmazasa

Tapasztalataink szerint a diakok sok esetben birtokaban vannak az érvelési lanc 1épéseinek,
csak nem tudjak azt megfelelé sorrendben felfiizni, leirni a gondolatmenetet, teljessé téve a
bizonyitast. A fejlesztd tanitasi kisérlet soran is eldjott ez a jelenség, példaul az elsd fazis vide-
6val rogzitett tanitasi orainak harmadik feladata kapcsan (4-18. abra). Ennek fejlesztése érdek-
ében hasznosnak véltiik, hogy a fejlesztd kisérlet részeként egy-egy bizonyitas szerkezetét un.
folyamatdbraval szemléltessiik, ami voltaképpen egy irdnyitott grafot jelent az aldbbiak szerint:

- azegyes tények — legyenek azok feltételek, alapigazsagok, vagy a bizonyitds soran igazolast
nyert megallapitasok — alkotjak a graf pontjait;

- agraf iranyitott élei szemléltetik az egyes tények kozotti implikaciot.

Ennek a modszernek az elsé alkalommal torténé hasznalatara a huszonegyedik tanitasi oran
keriilt sor. Ezen a tanoran az el6z6leg megirt, és a mar korabban elemzett, szamonkérés felada-
tainak a megoldésait besz¢ltilk meg. A folyamatabrat az alabbi feladat kapcsan alkalmaztuk:

Igazold, hogy a rombusz atl6i merdlegesek egymasra!
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El6szor is alapul vettiink egy ABCD rombuszt:

D C

A B

Ezutan pedig Tanul6 14 3 tablai munkaja alapjan elkészitettiik a bizonyitast szemléltetd fo-
lyamatabrat (4-44. abra).

CABA egyenlszdni (1) ABCA =~ CDAA (SSS alapeset) (2)

\

Hasonléan (1) — hez és (2) — hoz

Ze - N

A B
4o + 403 = 360° /

C

’%Q\

A

u+/3—90

\

ACJ_BD

4-44. abra: Folyamatabra

Azon til, hogy a gondolatmenet szerkezete igy vildgossa valt a tanulok szamara, ravilagitott
azokra a tényekre is, melyek végiil nem képezték a végleges bizonyitas részét. Tanulo 14_3
ugyanis egyrészt hivatkozott arra, hogy a rombusz atloi az oldalakkal valtoszogparokat képez-
nek, masrészt pedig belatta, hogy a rombuszt az atloja két egybevagd haromszogre bontja. E16-
szOor mindkét tényt jeloltiik a folyamatabran, majd Tanuldo 11_3 jelezte, hogy a valtoszogek
ténye kozvetleniil adodik abbodl, hogy a megfeleld haromszogek egybevagok, vagyis elhagyhato
a bizonyitasbol. Igy ezt toroltiik a folyamatabrabol. Miutdn minden 1épés tisztan kirajzolodott
a didkok szamara, kdzosen megbeszélve megadtuk a bizonyitast a szokott szoveges formaban
is.

A negyvenegyedik tanitasi oran szintén elokeriilt a folyamatabra modszere a kovetkezo feladat
kapcsan:

Mutassuk meg, hogy egy haromszog oldalfelezd pontjai, valamint az egyik magassagtalp-
pontja hurtrapézt hataroz meg, ha ez a pont négy kiilonb6z6 pont.

Tanul6 3_4 oldotta meg a feladatot a tablanal (4-45. abra).
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4-45, abra: Tanuldé 3_4 tablai munkaja

Tanuldé_3_4 gondolatmenete az alabbi volt:

Belatta, hogy az F.F,, T, F, négyszdg trapéz, felhasznalva, hogy egy haromszog kozépvonala
parhuzamos a haromszog megfelel6 oldalaval.

Megmutatta, hogy F, F, = %, hivatkozvan az ABC és az Fj, F, C haromszogek hasonlosagara.
Igazolta, hogy F.T, = % hiszen a T, pont eleme az AB szakasz Thalész-korének.

Levonta a kovetkeztetést, hogy F,.F, T, F, szimmetrikus trapéz, hiszen az atloi egyenl6 hosz-
szusaguak. Ez pedig éppen a bizonyitando allitast jelenti.

Ezek utan a csoporttal kézosen elkészitettiik Tanuld 3 4 bizonyitasanak a folyamatabrajat
(4-46. abra).

4-46. dbra: Tanuld_3_4 bizonyitasanak folyamatabraja

A folyamatéabra alkalmazasanak Gjabb elénye nyilvanult meg akkor, amikor az iranyitott éleket
rajzoltuk, és még egyszer alaposan atgondoltuk az adott 1épések helyességét. Talaltunk ugyanis
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egy nem teljes vilagos kovetkeztetést: ha egy trapéz atloi egyenld hosszisaguak, akkor a trapéz
szimmetrikus (az abran kérdéjellel van jelezve). Ezt még haromszogek egybevagosagaval iga-
zoltuk kozosen, teljessé téve ezzel a bizonyitast.
A tanitési kisérlet folyamdn még tobb alkalommal alkalmaztuk a modszert, hol hazi feladat
formajaban, hol pedig magan a tandran. A negyvenotodik tanitasi oran Kimondottan ezt az esz-
kozt céloztuk meg az alabbi feladaton keresztiil:
Egy kor valamely hurjanak egyik végpontjat 6sszekotottiik a kor kdzéppontjaval. Bizo-
nyitsd be, hogy az igy kapott sugar Thalész-kore felezi a hurt!
Minden tanuldnak el kellett készitenie a bizonyitas logikai vazat folyamatabra segitségével,
majd ez alapjan kellett leirniuk a gondolatmenetiiket. Az 6ra hasonldan zajlott, mint az els6
fejlesztd tanora, vagyis a diakok 6nalloan dolgoztak, a padtarsak mas-mas szinii tollal. Miutan
mindketten befejezték a feladatot, megbeszEélték egymassal a megoldasaikat.

A feladat nem okozott gondot a tanul6knak. Néhany didk indirekt iton bizonyitott, de a tobbség
a direkt modszert valasztotta (4-47. abra).

Megoldas:

4-47. abra: Tanulé 17_4 folyamatabraja
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Tanuldé 17_4-nek nemcsak a folyamatabraja volt hibatlan, hanem ez alapjan a bizonyitas szo-
veges leirasa is (4-48. abra).

4-48. abra: Bizonyitas leirasa folyamatabra alapjan (Tanulo _17_4)

A tapasztalataink azt mutatjak, hogy a folyamatabra alkalmazasa a bizonyitasi képesség fejlesz-
tése terén segitségiinkre lehet, hiszen jol kiemeli az adott allitashoz kapcsolodo feltétel(eke)t,
tovabba tigy véljiik, hogy segitségével a didkok vildgosabban latjak egy-egy bizonyitas szerke-
zetét, felépitését. Mindezeken til nagyon jol ravilagit az érvelésnek egy-egy olyan 1épésére,
amely esetleg igaz ugyan, de nincs alatamasztva kelldképpen.

4.4. A fejleszto tanitasi kisérlet eredményességének a vizsgalata

Ebben az alfejezetben az alabbi kutatasi kérdésre kerestiik a valaszt:
K5: Eredményes Volt-e a 9. évfolyamra kidolgozott fejleszté tanitasi program?

A 16 kutatasi kérdést a fejlesztd tanorak tiikrében az aldbbiak szerint finomitottuk:

K5-1: Mennyire volt eredményes a fejlesztés az allitasok szerkezetének elemzése tekintetében?
K5-2: Mennyire volt eredményes a fejlesztés a megtévesztd abrakkal kapcsolatban?

K5-3: Mennyire volt eredményes a fejlesztés a bizonyitasok konstrualasara vonatkozdan?
K5-4: Mennyire volt eredményes a fejlesztés az irasbeli kommunikacio terén?

A feltett kérdésekre a valaszokat harom teszt, a koztes teszt, az utdteszt és a késleltetett teszt
elemzése révén kerestiik.

4.4.1 Koztes teszt

A fejleszt6 kisérlet masodik tesztjét, a koztes tesztet 2019. februar 19-én, a negyvenharmadik
tanitasi oran irtak meg a diakok (I. melléklet). Arra voltunk kivancsiak, hogy az eddigi fejlesz-
tések tiikkrében mit valaszolhatunk a K5-1, K5-3 és K5-4 kutatasi kérdésekre.

A koztes teszt egyetlen allitast tartalmazott, illetve ehhez kapcsolddoan 6t feladatot:

,Egy egyenld szarti haromszdg egyik szdra mint a&tmérd folé kort irunk. Bizonyitsd be, hogy a
kapott kor felezi a haromszdg alapjat!

(a) Készits jelolésekkel ellatott abrat!

(b) ird le a jeldléseiddel, hogy mi a feltevés és mi a bizonyitando!

(c) Fogalmazd meg az allitast ,,Ha... akkor...” alakban!

(d) Végezd el a bizonyitast! Részletesen indokolj!

(e) ird le az allitas megforditasat! Ezt nem kell bizonyitanod, pusztan kimondanod.”

Nézziik sorban az egyes részfeladatok eredményét.
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Az allitas szerkezetének megallapitasa

Két megoldas is elfogadhato.
1. megoldas:
Feltétel: Adott egy egyenld szari haromszog.

Bizonyitando: A haromszdg egyik szarara (mint atmérd f61é) rajzolt kor felezi a haromszog
alapjat.

2. megoldas:

Feltétel: Adott egy egyenld szarti haromszog, valamint az egyik szarara (mint &tméro f6l¢)
rajzolt kor.

Bizonyitando: A kor felezi a haromszog alapjat.

Nézziik el6szor a feltétel kiolvasasanak a statisztikajat (21. tablazat).

Aprobb pontatlansagtol eltekintve jol
adta meg a feltételt
‘ Didkok szdma 17 3)

21. tablazat: A feltétel kiolvasasa (koztes teszt)

Helyesen adta meg a feltételt

Az aprobb pontatlansagot elkdvetd ot didk koziil

- harman nem tettek emlitést arr6l, hogy az alapul vett haromszog egyenld szara;

- ketten nem mondtak ki explicite, hogy felvettiink egy kort (a bizonyitando részben sem).
Ezeket apro hianyossagnak értékeljiik, hiszen az elkészitett abrakkal egyiitt az adott diakok a
feltételt 6sszességében helyesen adtak meg.

A bizonyitand6 kiolvasasa még ennél is jobban sikeriilt (22. tablazat).

Helyesen oldotta meg | Nem oldotta meg helyesen
| Diakok szama 22 0

22. tablazat: A bizonyitando kiolvasasa (koztes teszt)

Emlékeztetdiil, az eldtesztben az elsd feladat volt az, amelyben az allitasok szerkezetének a
vizsgalatat mértiik. Erdemes az ott kapott eredményekkel 6sszevetni a koztes teszt esetén kapott
adatokat (23. tablazat).

Helyesen oldotta meg | Nem oldotta meg helyesen

El6teszt elso
al