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1. Bevezetés

Az elmilt években diszkrét idejti hataridés kamatlabmodell
paraméterbecslésének statisztikai vizsgalataval foglalkoztam. A
PhD disszertaciomban a kapott eredményeket mutattam be, s
ezen tézisfiizet a disszertacio legfébb eredményeinek Gsszefogla-
l6ja. Az alapvetd kutatési problémak az aldbbiak voltak: statisz-
tikai kisérlet paraméterének maximum likelihood (ML) becslé-
sének erds konzisztenciajara elégséges feltétel adéasa fiiggd minta
esetén, a kamatlabmodellben az autoregresszidés paraméter ML
becslésének erGs konzisztencidjanak vizsgalata kiilonbozs ese-
tekben, a kamatldbmodellhez kapcsolédé statisztikai kisérletso-
rozat lokalisan aszimptotikus normalitdsdnak vizsgalata.

Ezen doktori értekezésben talalhato eredmények alapjat az [1],
[2], [3] és [4] munkaim jelentik. Ezek, az [1] munka kivételével,
k6z6s publikaciok témavezetémmel, Pap Gyula (Szegedi Tudo-
manyegyetem) professzorral.

A kovetkezékben R, Z, N és Z, rendre a valds, az egész, a
pozitiv egész, illetve a nemnegativ egész szamok halmazat jeldli.

2. El6zmények

Diszkrét idejid Heath-Jarrow-Morton (HJM) tipust hatar-
id6s kamatlabmodelleket vizsgaltunk, melyeket Gall, Pap és Zu-
ijlen [6] javasolt. A modellek legfébb tulajdonsaga, hogy a hatar-
id6s kamatlabakat véletlen folyamat helyett egy véletlen mezs
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hajtja meg.

Jelolje a &k id6épontban az /¢ lejaratig hatralévs id6hoz
(k,£ €Z4) tartozo hataridés kamatlabat fr . A javasolt mo-
dellek az

frot1.6 = froe+are+ Bre(Sk+1,0— Ske)

dinamikat kovetik, ahol Sy, egy sztochasztikus mez6, oy ¢
és ﬁk,g valoszintiségi valtozok, tovabba {Sk,g,ak’@ﬂk,g}keZJr
adaptalt egy adott {Fi}rez, sziréshez, minden (€ Z, ese-
tén. A fenti modell azon specialis esetét vizsgaljuk, amikor a
hataridés kamatlabakat egy térbeli autoregresszios tipust Gauss
véletlen mez6 hajtja meg:

Sk =Sk—1,6+0Sk0—1—0Sk—1,0—-1+ Mk 05
keN, [(eZ,,

Sk,—1 =50, = S0,—1:= 0,

ahol p€R autoregresszios paraméter, 7, ; ~N(0,1) fiiggetlen
valdsziniségi valtozok minden 4,j € Z4 esetén.

Mivel f6 célunk a o autoregressziés paraméter vizsgilata
volt, a szamitasok egyszertsitése végett feltettiik, hogy a vola-
tilitas determinisztikus, sem az id6tél sem a lejaratig hatralevs
id6tol nem figg, azaz Br;:=p8 (k,l€Zy).

Gall, Pap és Zuijlen olyan elégséges feltételeket is levezetett
[5], amelyek mellett a piacok kizarjak az arbitrazs lehetGségét.
Eszerint az altalunk tanulmanyozott { f,g?é) ck,0€Zy} véletlen
Gauss mez6 altal meghajtott, arbitrazsmentes, diszkrét idejd



hataridés kamatlabmodell minden g € R esetén:

& — 12— o F D~ D) ) = B+ B2Gie(o), k. LEN,

O 9 = Bimo+BGolo), keN,
ahol
1 20 ‘
Gi(o) :520@]’ 0€R,
=

és az { fé’i) : £ €N} kezdeti értékek adott valos szamok.

Az {f,gge) :k,£eN} térbeli autoregresszios mezével meghaj-
tott kamatlabfolyamatot stabilnak, instabilnak vagy felrobband-
nak nevezzilk, ha |o| <1, |o| =1, vagy |o| > 1.

3. Konzisztencia

Az el6bb bevezetett hataridés kamatlab modellben az auto-
regresszios paraméter ML becslésének erds konzisztenciajat sze-
rettiik volna bizonyitani. A nehézséget az okozta, hogy a likeliho-
od fiiggvény alakja miatt nem lehet explicit alakban megadni a
o maximum likelihood (ML) becslését, tovabba a mintank fiig-
g6 valtozokbol all. Heijmans és Magnus [7] munkijukban gyen-
ge konzisztenciara adtak feltételeket fiiggé minta esetén, illetve
megfogalmaztak bizonyitas nélkiil egy elégséges feltételt az erés
konzisztenciara. Ennek alapjan kidolgoztunk egy feltételrend-
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szert a ML becslés erés konzisztenciajara szintén fiiggsé mintéara,
és ezt kés6bb a kamatldbmodelliink esetén alkalmaztuk is.

Legyen (2, A,P) valoszintiségi mezs, (dp)neny poOzitiv
egészek sorozata, és minden n €N és 0 € O esetén legyen
7(19) :Q — R egy véletlen vektor tgy, hogy a Pn,o elosz-
lasa abszolut folytonos a Lebesgue-mértékre vonatkozolag az
(R, B(R%)) mérhet6 téren. Ekkor (Ré, B(R%),{P, 4:6 €
€ @})n cn €8y statisztikai kisérletsorozat. Jeldlje tovabba a 555))
stirtiségfiiggvényét (likelihood fiiggvényét) L, : Ré — [0, 00),
x> Ly(x;0), és Ay(x;0) :=1log L, (x;0) € [—00,00) a loglike-
lihood fiiggvényt, ahol log0 := —ooc.

Ha a paramétertér kompakt és a likelihood fiiggvény foly-
tonos a paramétertéren, akkor minden n € N esetén létezik
a paraméternek egy 9\” :R% — © mérhets ML becslése az
(R¥, B(R%"),{P,,0:0 € ©}) statisztikai kisérletben. (Lasd pl.
Jennrich [8, Lemma 2].)

A meérhet6 ML becslés létezését garantalo feltételek megko-
vetelése mellett az alabbi erGs konzisztencidra vonatkozo felté-
telrendszert dolgoztuk ki és bizonyitottuk. Ennek (i4) = (iii)
része tartalmazza a korabban emlitett, Heijmans és Magnus al-
tal bizonyitas nélkiil kimondott &llitést.

3.1. Tétel (Filop, Pap [3], Theorem 1.4). Tegyiik fel, hogy a
© C R? paramétertér kompakt, és minden neN és x € R*
esetén a 0— L, (x;0) likelihood fiigguény folytonos ©-n. Legyen
0y € ©. Tekintsiik a kovetkezd dllitdsokat :



(i) létezik pozitiv valds szamoknak egy (kn)nen sorozata,
melyre hmlnfk >0, ésminden 0€O\{0y} esetén léte-

zik a 0- nak N(9 0o) kérnyezete, és 1(0,0p) mennyiség
ugy, hogy infye no,00) 1(0,00) >0, és

1
sup [ (An(EY9); ) — An (€99 00)) + (0, 600)| — 0
¢ EN(6,60)

ha n— oo P-m.b.,

(i) minden 6 € ©\ {6y} esetén létezik a O-nak N(6,00)
kérnyezete, melyre

limsup  sup  (An (€5 9)— A, (€1 60)) <O P-m.b.,
n—oo ¢ e N(6,00)

(i1i) a 6y € © mérhetd mazimum likelihood becsléseinek min-
den (0,)nen Ssorozata erdsen konzisztens, azaz

lim 0, =60,  P-m.b.;

n—oo

(iv) a 6y minden N kirnyezete esetén

lim sup mA@W@wwaw)
n—oo | $€O\N b

P-m.b.
Ekkor (i) = (ii) = (iii) = (iv).
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Az (i) feltétel szerint a A (5(90) 0o) — A ( (o), @) kifejezés
egy alkalmasan kicsi kérnyezetben alkalmasan skalézva egyenle-
tesen konvergal az informaciés mennyiséghez. Nevezetesen

A (€09 00) — A (£0°); ¢) = I(6, 00)kn +0(kn) ~ P-m.b.

ha n — oo, ¢ € N(6,0p)-ban egyenletesen .

4. Erés konzisztencia a HIJM-tipusiti mo-
dellben

Ebben a fejezetben a korabban bemutatott diszkrét ideji
HJM-tipust véletlen autoregresszids mezével meghajtott hatar-
id6s kamatlabfolyamat p € R autoregressziés paraméter ML
becslésének vizsgaljuk az erés konzisztencidjat. Az fi , hatar-
id6s kamatlab fligg a k& megfigyelési id6tol és az £ lejaratig hat-
ralevs id6t6l. Kétféle mintaelemszam novekedésnél vizsgaltuk a
fenti kérdést. Elsg vizsgalataink alkalméval mindkét id6tényezs-
vel tartottunk a végtelenbe. Késébb azonban a lejaratig hatrale-
v6 id6 felss korlatjat lerdgzitettiik, hisz természetesen felmeriils
akadaly, hogy nem é&llnak rendelkezésiinkre adatok tetszdlege-
sen hosszu lejaratig hatralevs idével. Azaz a mésodik esetben
minden megfigyelési id6pontban a hatéridgs kamatlabak ugyan-
olyan lejaratig hatralevs id6kkel rendelkeznek.

Legyenek K,L és {K,,L,: n €N} pozitiv egészek. Az
altalunk tanulméanyozott esetek



nn
és L, =nL+o(n) ha n— oo,

(i) £12) = {f{%) : 1<k<K,,0<l<Ly}, ahol K, =nkK +o(n)

(ii) £ :={f9 :1<k<K,,0<l<L}, ahol K,=nkK +o(n) ha
n— oo, L fix.

Az er6s konzisztencia igazolasdhoz az el6z6 fejezetben ismer-
tetett fiiggd mintara kidolgozott (i) elégséges feltételt ellendriz-
tik és az f,(ﬁl) minta esetén stabil és mindkét instabil esetben,
o=1 Iilletve p= —1 esetén, sikeriilt bizonyitanunk az er6s
konzisztenciat. Azaz megadtunk olyan 1, ,, skaldz6 tényezd-
ket és I(p,00) informéciés mennyiségeket, melyekkel teljesiil
a 3.1. Tétel (i) feltétele. Mivel a bizonyitasi modszer nem fiigg a
volatilitastol, a szamitasok egyszertsitése végett feltettiik, hogy

B:=1.

4.1. Tétel. (Fiilop, Pap [4, Theorem 1]) Legyenek K,L € N
és legyenek {K,,L, € N:neN}, ahol K, =nK+o(n) és
L,=nL+o0(n), ha n—oo. Legyen oo €[—1,+1], és vilasszuk
ugy az a,bER konstansokat, hogy —1<a<b<+1 és pg€O,
ahol

[-1,b], ha go=—1,

©:=1q[a,b], ha |oo| <1,
[aa+1]a ha QO:+1

Minden n €N esetén legyen 0, az igazi oo paraméternek

00) . 0 Sy . »
eqy, az £12 = é,;))1<k<Kn,0<l<Ln mintdn alapuld, tetszdle-
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ges mérhetd ML becslése. Ekkor a (0n)nen sorozat egy erdsen
konzisztens becslése og-nak.

A mésodik vizsgalt esetben, azaz az f,(lg) minta esetén, a
fenti elégséges feltétel ellendrzésével csak a stabil és a o= +1
instabil esetben tudtunk erés konzisztencidt igazolni.

4.2. Tétel. (Filop [1, Theorem 4.1.]) Legyenek K,L € N és
legyenek {K,eN:neN}, ahol K,=nK+o(n) ha n—oo. Le-
gyen oo€(—1,41], és vilasszunk igy az a,bER konstansokat,
hogy —1<a<b<+1 és pg €O, ahol

O .= [avb]v ha |QO|<1’
[a,+1], ha 0o=+1.

Minden n €N esetén legyen 0, az igazi oo paraméternek
eqy, az £ .= (f;g?;))lgkgKn,ogegL mintdn alapuld, tetszéle-
ges mérhetd ML becslése. Ekkor a (0n)nen SoTOZAL €gy erdsen
konzisztens becslése pg-nak.

Meglep6 médon a két vizsgalt minta esetén az 7, ,, skalazo
tényezok megegyeznek (a bizonyitott esetekben), pedig a min-
taelemszam els§ esetben n2-tel, masodik esetben pedig n-nel
arédnyosnak tekinthetd.

Tovabba ebben a fejezetben foglaltuk ssze az R [10] sta-
tisztikai programcsomaggal végzett szimulacioés eredményeinket
is. Becsléseink az 1%
kusabb eset), melyet az arbitrazsmentes modell alapjan gene-

mintan alapultak (mivel ez a realiszti-



raltunk adott [ volatilitas és {fo: ¢ € Zy} kezdeti érté-
kek mellett. Az elméleti eredményekkel 6sszhangban a szimulé-
ci6s eredmények aldtdmasztjak az erGs konzisztenciat stabil és
o =+1 instabil esetben, s6t a szimulacié a még nem bizonyitott
o= —1 instabil esetben is erds konzisztenciara enged kovetkez-
tetni. Az ML becslés aszimptotikus normalitasat is vizsgaltunk,
ami |g| <1 és p=+1 esetben a szimuléci6 alapjan teljesiil. A
o= —1 esetben viszont elvetettiik a normalitast a Shapiro-Wilk
proba alapjan.

5. Lokalis aszimptotikus normalitas

Ezen fejezetben a kamatlabmodellhez kapcsolodo statisztikai
kisérletsorozat lokalis aszimptotikus normalitasat (LAN) vizs-
galtuk Le Cam féle értelemben [9] (lasd tovabbé van der Vaart
[11]). Sikeriilt igazolnunk a LAN-t stabil és mindkét instabil

esetben is az f,(f;) minta esetén.

Legyenek K,L €N, legyenek {K,,L, € N:n €N}, ahol
K,=nK+o(n) és L,=nL+o(n), ha n—oo. Minden neN
és o€R esetén legyen P, , az f,(f;l) = ( lg,gé))lgkgKn,ogegLn
minta eloszldsa az (RE» (Lt B(REA(En+D))) merhets téren.
Mivel a bizonyitas menetét nem befolyasolja, a szamitasok egy-

szertsitése végett itt is feltettiik, hogy S =1.

5.1. Tétel. (Fiilop, Pap [2, Theorem 3.1.])
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Az (RK"(L"+1), B(RER(Lnt1)) IP, o€ R}) statisz-
neN
tikai kisérletsorozat minden o € [—1,1] esetén LAN.

A stabil és instabil eset meglehet&sen kiilonb6z6: tobbek ko-
zOtt kiemelendd, hogy a hdrom esetben kiilénb6z6 skalazo ténye-
76k mellett bizonyithatéak az aszimptotikus eredmények. Stabil
esetben a skalazo tényez6 mn, ami klasszikus abban az érte-
lemben, hogy a mintaméret négyzetgyokével ardnyos. Meglepd
mobdon az instabil esetben o= —1 és po=+1 esetén a skilazo
tényezok kiilonbozéek, nevezetesen n? és n3. Ezen skalazo té-
nyez6k a mintdbol szarmazéd Fischer informéaciés mennyiséggel
vannak dsszhangban.

Az 5.1. Tétel felhasznalasaval konstrudlhatunk egy aszimp-
totikusan optimalis probat [11, 15.4 Tétel]. Az allitas részletes
ismertetésétdl ezen tézisfiizetben eltekintiink.
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1 Introduction

My research activity in the past years was focused on sta-
tistical inference for discrete time forward rate models. In my
PhD thesis I presented the main results I obtained, and the
present work is an outline of these thesis. The basic research
problems were the following: to give a sufficient condition for
strong consistency of the maximum likelihood (ML) estimator
in statistical experiments in dependent case, to study strong
consistency of ML estimators for autoregressive parameter of
interest rate model in different cases, and to study local asymp-
totic normality of sequence of statistical experiments related to
the interest rate model.

The results summarised in the thesis are based on [1], [2], [3]
and [4]. Except for [1], these papers of mine are joint works with
my supervisor Prof. Gyula Pap (University of Szeged, Hun-
gary).

In this work R, Z, N and Z, will denote the sets of real
numbers, integers, positive integers and nonnegative integers,
respectively.

2 Background
We investigate Heath-Jarrow-Morton (HIJM) type forward

interest rate models introduced by Gall, Pap and Zuijlen [6].
The main feature of these models is that the forward rates are
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driven by a random field instead of a single driving process.

For k,le€Z, let fr, denote the forward interest rate at
time k with time to maturity date ¢. The proposed model is
assumed to follow the dynamics

Jrt1,0= fro+r e+ Bie(Skt1,e — Ske),

where Si, is a random field, «ar, and pJ;, are random
variables and {Sk.¢, ke, Bre}rez, are adapted to a given fil-
tration {Fi}rez, forall £€Z,. We study a special case of
above model, when the forward interest rates are driven by a
spatial autoregressive Gauss type random field:

Ske = Sk—1,6+05k,0-1— 0Sk—1,0-1+ Mk, ¢,
keN, (eZ.,,

Sk,—1 = S0, = So,—1:=0,

where o€ R is an autoregressive parameter and 1 ;, ¢,7 € Z4
are independent standard normally distributed random vari-
ables.

Our main aim was to study the autoregressive parameter p,
and to simplify our calculations we supposed that volatility is
deterministic, it does not depend on time neither on time to
maturity value, i.e. Bx;:=p (k,l €Zy).

Gall, Pap and Zuijlen derived sufficient conditions under
which there were no arbitrage opportunities on the market.
Namely, the no-arbitrage discrete time forward interest rate
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curve model {f,gge) 1k, 0 €Z,} given by

iigz) - flgéi)l,2+1 - Q(flg,gé)—l - lgg—)l,é) = Bik,e+58°Ge(0), k,LEN,
ko = Fi2 1 = Bro+5GCoo). keN,

where p € R,
L
Ge(@)1=§;Q]’ 0€ER,

and the initial values { fége) :£ € N} are given real numbers.

The forward rate process { f,gf’z) :k,0 € N} driven by spatial
autoregressive field is called stable, unstable, or explosive if |o| <
1, lo|=1, or |g|>1, respectively.

3 Consistency

In the discrete time forward interest rate curve model (in-
troduced before) we wanted to prove the strong consistency of
the ML estimator of the autoregressive parameter . The dif-
ficulty is that no explicit formula is available for ML estimators
of o due to complexity of likelihood function, furthermore the
sample consists of dependent random variables.

Heijmans and Magnus [7] gave conditions for weak consis-
tency in dependent case and mentioned without proof a suf-
ficient condition for strong consistency. According to this we
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worked out a condition system for strong consistency of ML es-
timators also in dependent case, and we applied it to our interest
rate model later.

Let (Q,.A,P) be a probability space, (d,)nen be a sequence
of positive integers, and for each n€N and €O let 57(19) :
Q0 —R% be a random vector such that its distribution Pne is
absolutely continuous on measurable space (Rd" , B(Rd")). We
call (R, B(R),{P,9:0¢€ 6})n€N a sequence of statistical
experiments. In addition let L, : R% — [0,00), @+ L,(x;0)
denote the density function (likelihood function) of &(Le)’ and
let Ay (z;0) :=1log Ly (x;60) € [—00,00) denote the loglikelihood
function, where we put log0:= —o0.

If the parameter parameter set © is compact and the log-
likelihood function is continuous on ©, then for all n€N there
exists a measurable ML estimator é\n :R% - © for the param-
eter in the statistical experiment (R4, B(R%"),{P,¢:6 € O})
(see, e.g. Jennrich [8, Lemma 2]).

By requiring existing measurable ML estimator we worked

out and proved a condition system for strong consistency. The
statement given by Heijmans and Magnus without proof, men-
tioned above, is contained in the following theorem as the im-
plication (i7) = (7).
Theorem 3.1 (Filop, Pap [3], Theorem 1.4). Assume that the
parameter set © C RP is compact, and for every n €N and
x € R the likelihood function 0+ L, (z;0) is continuous on
O. Let 0y € ©. Consider the following statements:
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(i) there exists a sequence (kn)nen of real numbers with
liminf k,, > 0, and for every 6 € ©\ {6y}, there exists

n—oo

a neighbourhood N(0,0y) of 0 and a quantity 1(6,0)
such that infy c n(g,00) 1(4,00) >0 and

1
sup | (An(€17):0) = An (7 60)) +1(6,60)| = 0,
® € N(0,00) | 'n
P-a.s. (almost surely) if n— oo,

(ii) for every 0cO\{0y}, there exists a neighbourhood N (0,6y)
of 0 such that

limsup  sup  (An (675 0) —An(€9560)) <0 P-aus.,
n—o0 ¢ € N(0,00)

~

(iii) every sequence (0,)nen of measurable mazimum likeli-
hood estimators is a strongly consistent estimator of the
true value 0y € ©, that is

lim 0, =60, P-a.s.,
n— o0

(iv) for every meighbourhood N of 6y we have

limsup | sup An(E7);¢)— sup A, (€75 0)| <0
n—oo ¢ € O\N peEN

P-a.s.
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Then (i) = (ii) = (iii) = (iv).

The assumption (7) means that An(f,(f‘]);t%) — A, (o), )
in a suitable small neighbourhood suitably scaled tends to the
information quantity uniformly in ¢, namely,

A (€75 00) — A (€03 ¢) = 1(¢, 00)kn +0(ky)  P-as.

as n — oo uniformly in ¢ € N(6,6y).

4 Strong consistency in a HJM-type
model

In this section we study the strong consistency of the ML
estimator of the autoregressive parameter o € R of the earlier
introduced discrete time HJM-type forward interest rate model
driven by an autoregressive random field. The forward interest
rate fj, depends on observation time %k and time to maturity
date £. We study the above mentioned question in two cases of
increasing size of sample. First, we tend to infinity by both time
factor. Second, we consider another realistic model when the
time to maturity date is constant, that is we supposed that we
could observe only forward rates until a fixed time to maturity
date. So in second case the observations of the forward rates are
given for the same time to maturity values at each time point.

Let K,L and {K,,L,: n€N} are positive integers. Cases
studied by us:
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(i) £ :={f{%) :1<k<K,,0<0<Ly,}, where K, =nk +o(n)
and L, =nL+o(n) as n— oo,

(ii) £29 = {f% : 1<k<[,,0<(<L}, where K, =nkK +o(n)
as n—oo and L is fixed.

To check the sufficient condition (i) for dependent sample
of Theorem 3.1 we succeeded in proving strong consistency for
sample f,g%) in the stable and in both unstable cases. Namely,
we gave such scaling factors r, ,, and information quantities
I(p, 00) which satisfy condition (i) of Theorem 3.1. Because the
method of the proof does not depend on value of the volatility,
for the shake of simplicity we fixed §:=1.

Theorem 4.1. (Fiilop, Pap [4, Theorem 1]) Let K,LEeN and
let {K,,L,eN:neN} be such that K, =nK-+o(n) and
L,=nL+o(n) as n—oo. Let gg€[-1,+1], and choose
a,beR such that —1<a<b<+1 and gy €O, where

[717b]7 Zf o0o=-1,
0:= [avb]a Zf |AQO| < 1;
[a’7 +1]7 Zf 00 = +1.

For each n €N, let g, be an arbitrary measurable mazimum
likelihood estimator of the true value oo of the parameter based
on a sample £ :=( ;g?zo))KkgKmKKLn- Then the sequence
(On)nen is a strongly consistent estimator of op.
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Provided that the sample is f,(f), by checking the above
mentioned sufficient condition, we were able to prove strong
consistency in the stable case and in the unstable case o=+1.

Theorem 4.2. (Filop [1, Theorem 4.1.]) Let K,LeN and let
{K,eN:neN} be such that K,=nK+o(n) as n—oo. Let
00 € (=1,+1], and choose a,b€R such that —1<a<b<+1
and 09 € ©, where

Q= [avb]v if |QO| <1,
[aa+1]v Zf Q0:+1

For each neN, let p, be an arbitrary measurable mazimum
likelihood estimator of the true value oo of the parameter based
on a sample 32" = ég;))lgkgKmogegL. Then the sequence

(On)nen is a strongly consistent estimator of 0.

Surprisingly in the two studied cases the scaling factors r, g,
are the same (in proved cases) even though the size of sample in
first case is proportional to n? but in second case proportional
to n.

In addition, we summarised in this section the results of
the simulations with the R statistical software environment [10]
too. Our estimations were based on samples f,(LQO) (because it
is more realistic case), which are generated according to our
no-arbitrage model given the volatility /S and initial values
{fo,e:¢€Z, }. Simulations suggest that ML estimator is strongly
consistent in the stable and in both unstable cases (however
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o=—1 caseis not proved yet). We studied asymptotic normality
too. It seems that the ML estimator is asymptotically normal
in cases |g| <1 and p=+41 in contrast to the case o= —1,
where Shapiro-Wilk test rejected normality.

5 Local asymptotic normality

In this section we studied local asymptotic normality (LAN)
of the sequence of statistical experiments related to the interest
rate model in the sense of Le Cam [9], see also van der Vaart
[11]. We succeeded in proving LAN in the stable and in both of
unstable cases based on the type of sample f,(f;).

Let K,Le€N andlet {K,,L,€N:neN} be such that
K,=nK+o(n) and L,=nL+o(n) as n—oo. For each neN
and g€R let P, , be the distribution of the sample £9 on
measurable space  (RE»(En+D) B(RE(La+1)))  Because the
method of the proof does not depend on value of the volatility,
for the shake of simplicity we fixed [:=1 again.

Theorem 5.1. (Fiilop, Pap [2, Theorem 3.1.])
The sequence (RK”(L"‘H), B(RER(Lnt1)) IP, o€ R})
of statistical experiments is LAN at each point o€ [—1,1].

neN

The stable and unstable cases are very different: among oth-
ers we emphasize that the asymptotic results can be proved us-
ing different scaling factors. In the stable case the scaling factor
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is n, which is classical in the sense that it is proportional to
the square root of the sample size. Surprisingly, in the unstable
cases o= —1 and p =41, the scaling factors are different,

namely, n? and n?

, respectively. These scaling factors are
in connection with Fisher information quantity contained in the
sample.

Using Theorem 5.1 one can construct asymptotically optimal
tests, see [11, Theorem 15.4]. We omit to give the detailed

statements here.
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