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Bevezetés

Az vilag alkotoeleme ... a mennyiség, s az emberi szellem (e vilagban vilagfolotti) semmit

sem fog fel olyan jol, mint éppen a mennyiséget, minek felismerésére nyilvanvaloan

teremtetett.” Johannes Kepler

A szamelmélet a matematika egyik legrégibb aga. Régészeti leletek bizonyitjak, hogy
az ember mar az Oskorban is hasznalt szamokat. A kiilonb6z6 szdmok jelképes jelentést
nyertek, igy alakult ki a szdmmisztika.

A Bibliaban, kiilonosen az Oszovetségben a 7-es szam jatszott specialis szerepet, a
hindu mitoldgidban a 10-nek volt jelentdsége. Az dOkori matematikusok, akik elsdsorban
pozitiv egész szamokkal szamoltak észrevették e szamok érdekes tulajdonsagait. Kialakult a
négyzetszamok, haromszogszamok, primszamok, Osszetett szamok, tokéletes szamok,
baratsdgos szamok fogalma. A szamokkal valo jatékbol mara az egyik legérdekesebb, és a

gyakorlatban is jol hasznalhat6 tudomanyag fejlodott ki, ez a szamelmélet.

Kozépiskolaban a szamelmélet témakorében foglalkozni kell az alapmiiveletekkel,
azok tulajdonsédgaival (kommutativitds, asszociativitas, disztributivitds). Meg kell ismerkedni
a természetes szdmok halmazaval, azon beliil ismerni és tudni kell az oszthatosagi
alapfogalmakat (oszto6, tobbszords, primszam, Osszetett szam).

Tudni kell a 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9 szamokra vonatkozé oszthatosagi szabalyokat, tudni kell
oszthatosagi feledatokat megoldani.

A kozépiskolasnak ismernie kell a 10-es szamrendszeren kiviil mas szamrendszereket
is. Tudni kell atirni szdmokat 10-es alapi szamrendszerbdl mds alapu szdmrendszerbe és
viszont. Mivel az ismeret napjainkban kevés, ezért fontos, hogy alkalmazni és hasznalni is

tudja a diak a tanultakat gyakorlati feladatok megoldasaban.



Az egyetem elvégzése utan kozépiskolaban szeretnék tanitani. Ahhoz, hogy ott
eredményes legyek ismernem kell a kozépiskolai tananyagot, tisztdban kell lennem a
tantervvel, tudnom kell mi tartozik a kozépszintli, mi az emelt szintli kovetelményekhez.

A definiciok, tételek és bizonyitasok megtanulasa mellett sok-sok feladatot kell
megoldania egy kdzépiskoldsnak, hiszen amit megtanul, azt tudnia kell alkalmazni is. Ezért
szakdolgozatomban a szamelmélet témakort igyekeztem gy felépiteni, hogy az a tanitasban

segitségemre legyen.

Az elsé fejezetben az oszthatosagrol, egy szam Osszes osztdjardl, a szamelmélet
alaptételérdl, a primszamok szamossagar6l, annak brilidns bizonyitasarol és néhany
érdekességrol irok a tokéletes és baratsdgos szamok kapcsan. Megoldok néhany

oszthatdsaggal kapcsolatos feladatot is.

A masodik fejezetben a mar altalanos iskoldban is tanult legnagyobb kozos osztd,
legkisebb kozos tobbszords fogalmat tisztdzom. Helyet kap a primtényezds felbontas mellett
az euklideszi algoritmus is. Mivel kozépiskoldban az oktatas differencidlt, igy a jo képességii

tanulok szamara is kerestem néhany emelt szintli feladatot.

A harmadik fejezetben a szamrendszerek kialakuldsat  vizsgalom. Ide olyan
feladatokat valasztottam, amelyekkel megmutathatom hogyan végziink miveleteket
kiilonboz6 alapti szamrendszerekben, illetve hogyan irunk at szamokat egyik szdmrendszerbol

a masikba.

Az utols6 fejezetben néhany olyan diofantoszi egyenletet oldok meg, amelyeknek a
szovege a tanulok életkori sajatossagaihoz kozel all, felkelti érdeklodésiiket. Azért
valasztottam ezt a témakort, mert kimondottan jol fejleszti a gondolkodast, hiszen nincs
altalanos modszer ezen problémdk megoldasara. Szinte minden feladat megértése,

kidolgozasa mas-mas Otletet igényel.



1. Egy szam osztoi

1. 1. Torténeti attekintés

A szam elvont fogalom. Ezért érthetd, hogy kezdetben csak a sok, kevés, tobb stb.
fogalmak jelennek meg az emberi beszédben. A szdmnevek koziil az egy, a kettd, esetleg a
harom viszonylag koran felfedezhetd, és ezek segitségével képezték a tobbit. A kereskedelem
kialakuldsa meggyorsitotta a szamfogalom kialakulasat, kezdték a szdmokat csoportokba

foglalni.
Egyiptomban (i.e.2000 koriil) mar kialakul a tizes szamrendszer.
Mezopotamiaban ugyanebben az idében fejlett hatvanas szamrendszert taldlunk.

Gorogorszagban (i.e. VI. - V. szazadban) a piithagoreusok ugy vélték, hogy a szamok kozotti
valtozatlan torvények a vilag 6rok igazsagait rejtik, ezért a szamokat tanulmanyoztak. Hittek
abban, hogy egy Isten van, aki a vilagot a szamok kozotti kapcsolatoknak, torvényeknek
megfelelden teremtette. A pilithagoreusok szdmelméletét el szoktdk intézni azzal, hogy
misztifikaltak a szamokat. Ha misztikusan is, de tdliik szarmaznak a szdmelmélet fogalmai:
paros, paratlan, prim, tokéletes, Osszetett, baratsdgos szdmok. Az irraciondlis szamok

felfedezése (i.e. 450 koriil ) Hippaszosz nevéhez fizoédik.

Gorogorszagban (i.e. 300 koriil) Euklidesz ,,Elemek” cimii munkdjaban Osszefoglalja a
piithagoreusok altal hasznalt fogalmakat, de olvashatunk munkdjaban a legnagyobb kozos
osztorol, a legkisebb kozds tobbszordsrdl, az euklideszi algoritmusrol. Definialja a

primszdmot ¢és indirekt modon bizonyitja be, hogy végtelen sok primszdm van.



Eratoszthenész (i.e. 276-196) modszert is ad a primszamok megtalalasara. Ennek neve:
,,eratoszthenészi szita”.

Néhany ismert nagy primszam: 20972398 1 melyet 10-es szamrendszerben 2 098 960

szamjeggyel irhatunk le, 213466917y melyet négymillio szamjeggyel irhatunk le, valamint
23282557 1 “melyet 2006. szeptember 4-én taldltak, s melynek leirdsdra t6bb millié szamjegyre
van sziikség. 2008. augusztus 23-an fedezték fel az eddig ismert legnagyobb primet, ez a
24312009 1 o7 im, amely 12 978 189 szdmjegyii.

Rendszeres és tudatos szamelméleti kutatdsokrél csak Pierre Fermat (1601-1665) ota

beszélhetiink. Az 6 nevéhez flizddik a ,,nagy Fermat-tétel” mely szerint az egész kitevds

x" +y" = z"egyenletnek nincs megoldasa a természetes szamok korében ha n > 2.

A XIX. szazadi kutatasok Carl Fridrich Gauss nevéhez kotheték.1801-ben jelenik meg
,Disquisitiones arithmeticae” (Aritmetikai vizsgalatok) cimli miive, melyben 0sszegyljtotte a
szdmelmélet- ,,a matematika kirdlyndjének”- mar ismert eredményeit is. Ekkortol szokds a

modern szamelmélet kezdetét szamitani.

1. 2. Oszthatésag

A kozépiskoldban a tanulok altaldnos iskolabdl hozott ismereteire lehet és kell is
tamaszkodni, de nem art Gjra tisztazni a pontos definicidkat, tételeket, melyeket mar
ismernek, de nem mindig tudjak hibatlanul, ezért itt GOsszefoglalom az oszthatosagrol
tanultakat, ahogy a kozépiskoldban tanitjak. Ehhez a tantervet és kozépiskolai tankonyveket

hivtam segitségiil.

Két egész szam hanyadosa nem mindig egész szam.
Definicio: Az a és b egész szamok esetén akkor mondjuk, hogy az a szam osztéja b-

nek, ha van olyan ¢ egész szam, amelyre a-c =b. Jele: a | b.



Az oszthatosag tulajdonsdgai:

ala, hiszen a-1=a.

Tehat minden szam osztdja 6nmaganak.

Ha a | b, akkor a | bc.

A feltétel azt jelenti, hogy van egy olyan d pozitiv egész szam, hogy b=a-d, de
ekkor bc = a-(dc) vagyis a | bc.

Tehat ha a osztoja b-nek, akkor b tobbszoroseinek is osztoja.
Haa|bésb|cakkoral]c.

A két feltétel azt jelenti, hogy léteznek d és e pozitiv egész szamok, hogy b=a-d és
c=b-e,tehat c=b-e=a-(d-e) vagyisa| c.

Haa|bésa|cakkora|b+ec

A feltételek szerint vannak olyan d és e pozitiv egész szamok, hogy b=a-d és
c=a-e.lgy b+c=a(d +e), vagyisa|b=c.

Tehat ha egy szam osztéja két szamnak, akkor dsszegiiknek és kiilonbségiiknek is
osztdja.

Haa|b+césal|bakkoralc.

A feltételek szerint léteznek d és e egész szamok, hogy b+c=a-d és b=a-e. Igy
c=(b+c)-b=a-d—a-e=a(d—e), tehata| c.

Tehat ha egy szam osztoja egy osszegnek és az osszeg egyik tagjanak, akkor
osztdja a masik tagnak is.

Haa|bésatcakkorath+c.

Haa | b + c lenne, akkor el6z6 miatt a | ¢ lenne, ami nem teljestil.

Az a, b természetes szamokra a | b és b | a, akkor a = b.

Az els6 feltételbdl kovetkezik, hogy a < b, a masodik szerint b > a. Egyszerre Ggy
teljesiil mindkett6, ha a = b.

Barmely a egész szam esetén a | 0, hiszen 0-a=0.

A 0-nak minden természetes szam osztéja. Ez azt is jelenti, hogy a 0 paros szam. A

0-nak egyetlen tobbszdrdse van a 0, viszont a 0 barmely egész szamnak tobbszorose.

Példaul: 4|12a+(4a)® —16, ha a egész szam, mert minden tagnak osztdja a 4, de
g

4|24k + (4k)* —3 nem igaz, ha k egész szam, mert az elsd két tag oszthatd 4-gyel, de a

harmadik nem.



1. feladat
Bizonyitsuk be, hogy ha a és b egész szamok és 5| 2a + 3b, akkor 5|16a+9b.

Megoldas

Végezziik el a kovetkezo atalakitast:

16a+9b =6a+9b+10a=3(2a+3b)+10a.

A feltétel szerint a zardjelben levo 0sszeg oszthatd S-tel, és mivel 10a is oszthato 5-tel, ezért
az allitas igaz. (Végtelen sok a; b szampar van, amelyre igaz, hogy 5|2a+3b, pl. a=1;

b=1vagya=4;b=4 sth.)

Oszthatosagi szabalyok

Oszthatosagi szempontbdl a pozitiv és negativ szamok ugyanugy viselkednek, ezért az

oszthatdsag tulajdonségait a késObbiekben csak természetes szamokra fogjuk vizsgalni.

2. feladat

Melyek azok a tizes szamrendszerbeli szamok, amelyek oszthatok 2-vel, és melyek azok,
amelyek oszthatok 5-tel?

Megoldas

Minden tizes szamrendszerbeli szdm felirhato 10 hatvanyainak 0Osszegeként, példaul
23571=2-10" +3-10% +5-10* + 7-10" +1-10°. Az utolsé tag kivételével a felirt dsszegek
minden tagjaban eléfordul a 10, melynek osztdja a 2 és az 5. Az 0sszeg utolso tagja donti el,
hogy a szam oszthato-e 2-vel, illetve 5-tel.

Tehat egy tizes szamrendszerben felirt szam akkor és csak akkor oszthaté 2-vel, ha az
utolsé szamjegye oszthato 2-vel.

Egy tizes szamrendszerben felirt szam akkor és csak akkor oszthato S-tel, ha az utolso

szamjegye oszthato 5-tel.

3. feladat

Melyek azok a tizes szamrendszerbeli szamok, amelyek oszthatok 4-gyel?

Megoldas

Mivel a 100 oszthato 4-gyel, ezért a 10-nek minden ketténél nagyobb hatvanya is oszthat6 4-
gyel. Példaul a 23571=2-10" +3-10° +5-10° +7-10 +1 Osszeg esetén csak az utolsd két
tagot elég vizsgalnunk, a 71 nem oszthato 4-gyel, igy a 23751 sem oszthato 4-gyel.



Egy tizes szamrendszerben felirt szam akkor és csak akkor oszthatoé 4-gyel, ha az utolso

két jegybol képzett kétjegyii szam oszthato 4-gyel.

4. feladat

Mely tizes szamrendszerbeli szamok oszthatok 3-mal, illetve 9-cel?

Megoldas

A 10 hatvanyai felirhatok a kdvetkezé modon:

10=9+1,100=99+1,1000 =999 +1... sth.

Az Osszegek elsé tagjai oszthatok 3-mal és 9-cel, a masodik taggal (az 1-gyel) kell
megszoroznunk az illetd helyi ertéknek megfeleld helyen all6 szamot. Példaul:

23571=2-10" +3-10° +5-10* + 7-10 +1=(2-9999+2) +(3-999+3) +(5-99+5) + (7-9+7) +1.
Elég vizsgalnunk a szamjegyek Osszegét, a 2+3+5+7 +1=18 0Osszeget. Mivel ez oszthatd
3-mal és 9-cel, ezért az eredeti szam is oszthatd 3-mal és 9-cel.

Egy tizes szamrendszerbeli szam akkor és csak akkor oszthaté 3-mal, illetve 9-cel, ha a

szamjegyek osszege oszthato 3-mal, illetve 9-cel.

5. feladat
Melyek azok a tizes szamrendszerbeli szamok, amelyek oszthatok 11-gyel?
Megoldas
frjuk fel a 10 hatvanyait a 11 segitségével:
10=11-1
100=9-11+1
1000=1001-1=91-11-1
10000=9999+1=909-11+1
¢s igy tovabb. A felfedezhetd szabalyossag azt mutatja, hogy 11-gyel akkor és csak akkor
oszthaté egy szam, ha jegyeit valtakozo eldjellel 6sszeadva a kapott dsszeg oszthato 11-
gyel.
Példaul 11| 13618, hiszen 8 -1+ 6 —-3+1=11 oszthato 11-gyel.
Nem oszthato 11-gyel a 34285, mert 5-8+2—-4+3=-2.
A fenti modszerek alapjan nemcsak azt donthetjiik el, hogy egy szam oszthato-e 2-vel, 5-
tel, 4-gyel, 3-mal, 9-cel, hanem azt is, hogy mennyi az ezen szamokkal valé osztasi

maradék.



Példaul a 84137 szam 4-gyel osztva 1 maradékot ad a 37 miatt. Mivel 8+4+1+3+7 =23,

ezért 3-mal osztva a maradék 2 lesz, 9-cel osztva pedig 5.

6. feladat

Bizonyitsuk be, hogy 5|5324°°%° —2371%°%

Megoldas

Nézziik meg a 4-re végz6d6 szamok hatvanyait: 4° =16, 4° =64, 4* =256, 4° =1024 ...
Azt vessziik észre, hogy a szamok paros kitevO esetén 6-ra, pdratlan kitevd esetén 4-re
végzddnek.

Ezek szerint a 5324°°®hatvany 6-ra végzédik, 5-tel osztva 1 a maradéka.

Ha egy szdm utolsé jegye 1, akkor minden hatvanya 1-re végzdédik, tehat a 2371°°*hatvany 5-
tel osztva 1 maradékot ad.

Mivel mindkét szam 5-tel osztva 1 maradékot ad, ezért kiilonbségiik oszthato 5-tel.

Primszamok, osszetett szamok

Mieldtt tovabb haladnank az oszthatésag témakorében, ismerni kell a primszam
fogalmat, valamint néhany vele kapcsolatos szabalyt, tulajdonsagot. A szamelméletben
nagyon fontos szerepe van a primszamoknak. A legfontosabb ¢és legérdekesebb kérdések a
primszamokkal kapcsolatban meriilnek fel. Ezeknek a kérdéseknek a megvalaszoldsa nagyon

jol fejleszti a tanulok problémamegoldo és gondolkodasi készségét is.

Definicio: Azokat a természetes szamokat, melyeknek pontosan két osztojuk van,
primszamoknak vagy torzsszamoknak nevezziik.

Az els6 néhany primszam: 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; ...
A primszamok szinte mechanikus megkeresésére szolgdl az eratoszthenészi szita mddszere.
Ez azt jelenti, hogy felirjuk 2-t8l a-ig a természetes szdmokat, majd bekarikdzzuk az elsd
szamot: a 2-t, és kihtizzuk ennek a tobbszordseit (azaz minden masodikat). Ezutin a
megmaradd szamok kozilil bekarikdzzuk ismét az elsét: a 3-at, és kihuzzuk ennek

tobbszordseit (azaz minden harmadikat) s igy tovabb. Természetesen eléfordulhat, hogy egy

szamot nem csak egy alkalommal huzunk ki. Elegendd Ja -ig folytatni az eljarast. A

bekarikazott, illetve a ki nem huzott szdmok lesznek a-ig az dsszes primszamok.
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A primszamok eléggé szabalytalanul helyezkednek el a természetes szamok
sorozataban. A 2 kivételével valamennyien paratlanok, ezért a 2 primszamot leszamitva két
egymas utani primszam kozott a legkisebb kiilonbség 2 lehet. Ha két primszam kiilonbsége 2,
akkor azokat ikerprimszamoknak nevezziik. llyenek 3, 5; 5, 7; 11, 13; 17, 19; 29, 31, 41, 43;
59, 61, stb.

Tétel:

Végtelen sok primszam van.

Bizonyitas:

Indirekt médon tételezziik fel, hogy nem igaz a fenti allitas, vagyis a primszamok szama
véges. Legyenek ezek: pi, pz, ..., pn..

Képezziik a kdvetkezd szamot: a = pipz...pn+1.

Az a szamnak nem oszt6ja a felsorolt primek egyike sem. Tehat vagy a prim vagy van egy
olyan primosztdja, amely nem szerepelt a fentiek kozott. Mindkét esetben taldltunk egy uj
primszamot, ezért nem lehet igaz az, hogy véges sok primszam van. Ha pedig ez nem igaz,

akkor végtelen sok primszadm van.

Definici6: Azokat az 1-nél nagyobb természetes szamokat, amelyeknek kett6nél tobb
osztojuk van, osszetett szamoknak nevezziik. Ilyenek példaul: 4 (osztoi: 1; 2; 4); 6 (osztoi: 1;

2; 3; 6); 8 (osztdi: 1; 2; 4; 8) stb.

Tétel (szamelmélet alaptétele): Minden n > 1 egész szam  felirhatd

o

r
n=p=*-p,2-..p;" =i11 p alakban, ahol pi, pz .., pr killonb6zé pozitiv primek és

o; > 0egész. Ez a felirds a primhatvanytényezok sorrend;jétdl eltekintve egyértelmdi.

Egy szdm primtényezdinek megkeresése két iton is torténhet. Az elsd, ha két tényezd
szorzatara bontjuk a szamot, majd a tényezdoket is tovabb bontjuk addig, amig minden tényez6
prim. Ezt a modszert akkor alkalmazzuk, ha egy nagy szamot konnyen két tényezd szorzatara

tudunk bontani.
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Példaul:

16/160\
N\
2 8

PN

2 4

PN
2 2

10
ST
2 5

A masik modszer, hogy az adott szdmot elosztjuk egy primmel, ami meg van benne

maradék nélkiil, majd a hanyadossal ugyanigy jarunk el addig, mig a hanyados nem 1.

180
90
45
15

5
1

2

OrwwnN

180=2%-3%.5

Egvy szam pozitiv osztoinak a szama

Tétel: Ha egy Osszetett szam primtényezds felbontasa n= p/* - py? -...p/" akkor az n szam

osztoinak szama: (¢ +1)(r, +1)...(a, +1).

1. példa

Hany darab pozitiv osztoja van a 2700-nak?

Megoldas

A primtényezés felbontds: 2700=2%-3°.5° ebbdl kovetkezik, hogy az osztoinak

primtényez0s felbontasai csak a 2, 3 és 5 primeket tartalmazhatjak, mégpedig a 2-t legfeljebb

masodik, a 3-at legfeljebb harmadik, az 5-6t legfeljebb masodik hatvanyon, az is eléfordulhat,

hogy az oszt6 valamelyik primet nem tartalmazza.
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Primszamok
3 5
0 1 1
1 2 3 9)
2| 2 3 5°
Kitevé 3 3

Egy oszté pimtényezds felbontdsa ugy jon 1étre, hogy mindharom oszlopbdl valasztunk egy
szamot, ¢s az igy kivalasztott harom szamot Gsszerszorozzuk. Mivel az elsd és harmadik

oszlopbol 3-3-féleképpen valszthatunk és mindegyik valasztas esetén a kozépsd oszlopbol 4

lehetdségilink van egy hatvanyt valasztani, ezért 6sszesen 3 -4 -3 =36 darab osztdja van a

2700-nak.

2. példa

Hatéarozzuk meg a 252 000 paratlan osztoinak szamat.

Megoldas

Primtényezés felbontasa: 252000=2°-3?-5°.7. A 2-t nem tartalmazd osztok a 3°-5°.7
oszto1 koziil keriilhetnek ki, ezek szama (2+1)(3+1)(1+1) =24.

Tehat a 252 000-nek 24 darab paratlan osztdja van.

1. 3. Oszthatosagi feladatok

1. feladat
Bizonyitsuk be, hogy 15| 2" —1!

Megoldas: Mivel 2!® —1=2 —1% = (28 —(1f = (2° +1°). (2 —1°)= 257 . 255 =
=257-5-3-27=257-15-27 = oszthato

2. feladat

Bizonyitsuk be, hogy 2% +1 oszthaté 2** +2'° +1 szammal!
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Megoldas: 2% +1= (2% +1f —2.2°0 = (2% +1f — 22 = (2°* +1f — (2] =

= (231 +1+ 215) : (231 +1-— 216):> oszthatd

3. feladat

Mely egész n-ekre egész szam a kovetkezo kifejezés +6 ?

Megoldas: 2N+6_20=6+12 2(1=3)+12 _, 12 _ 3 naka 12 oszojanak kell
n-3 n-3 n-3 n-3

lennie. igy (n=3)=1, 2, 3, 4, 6,12,-1,—2,-3-4,—-6,—12 a lehetséges értékek;
n lehetséges értékei: 4,5 6,7,915 2,1 0,-1-3-9

2n+6

Ezekben az esetekben a 3 kifejezés értékei 14, 8, 6, 5, 4, 3-10,—4,-2,-1, 0, 1.

4. feladat
Bizonyitsa be, hogy 8|5" +2-3"" +1 (n pozitiv egész)!
Megoldas teljes indukcioval:
e Nézziik meg, hogy n=1- re teljesiil-e?
8|5+2+1, ez igaz.
e Tegyiik fel, hogy n=k - raigaz, vagyis 5 +2-3“* +1=8A (A pozitiv egész)
U
5=8A-2-3'-1
e Bizonyitando, hogy n =k +1- re 6roklddik, azaz B =5"" 423" +10szthato 8-cal.
B=5""+2.3*+1=5.5+2-3.-3“" +1 behelyettesitve a feltételt:
B=5-(8A-2-3“'-1)+2.3.3“" +1=5.8A-5.2.3*' -5.1+6-3" +1=
=40A-4-3“1 —4=40A-4-(3" +1)
U
Ha k pozitiv egész, akkor (3*") paratlan.

U
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A ())-ben paros szam all, ennek négyszerese oszthatod 8-
cal, az els6 tag a feltétel miatt oszthatd 8-cal, vagyis az

egész kifejezés is oszthato 8-cal. Tehat igaz az allitas.

1. 4. Tokéletes szamok

Az osztok keresésének gyakorlasara jol haszndlhatok és foleg érdekesek a tokéletes és

baratsagos szamok, ezért ezekrdl is szolok roviden.

Definicid: Tokéletes szamnak nevezziik azt a szamot, amely egyenlé az dnmaganal
kisebb osztoinak dsszegével.
Példaul: 6 mert 1+2+3=6 ahol 1, 2, 3 a 6 osztdi.

28mert 1+2+4+7+14=281,2,4,7, 14 a 28 0sztoi.

A tokéletes szdmok nagyon ritkak. Az okorban csak négyet ismertek koziilik: 6; 28; 496;
8128.

A tokeéletes szamok eldallitasara Euklidesz IX. konyvének 36. tétele ad itmutatést.
Tétel: Ha az egységtdl kezdve kétszeres ardnyban képziink mértani sorozatot, amig a
sordsszeg prim nem lesz, és az Osszeggel megszorozzuk az utols6 tagot, tokéletes szamot
kapunk.
Bizonyitas: Legyen tehat k olyan pozitiv egész szam, amelyre a k darab tagbol allo
1+2+2% +...+2"" = posszeg értéke primszam. Az n=p-2“"szamrol kell megmutatni,
hogy tokéletes. A fenti n szam n-nél kisebb pozitiv osztoi: 1,2, 2%,...22 2", tovibba
p, 2p, 2°p, ..2%p , ezek Osszegének egyik része 1+2+2°+ .. +21=2"-1=p ,

masik része 1p+2p+2°p+..2"%p= (2"*l —1)- p igy az osztok Osszege minddsszesen

P+ (Zk‘l —1)- p=2"". p=n azaz n tényleg tokéletes.

Definici6: Egy természetes szamot hianyosnak nevezziik, ha dnmagatél kisebb pozitiv

osztoinak 0sszege kisebb a szamnal.
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Példaul: 15 6nmagatol kisebb pozitiv osztoi 1, 3, 5. Ezek 6sszege 1+3+5=9<15=15
hianyos. Néhany hidnyos szam: 4; 8; 10; 14.

Definicio: Egy természetes szamot bévelkeddnek neveziink, ha dnmagatol kisebb
pozitiv osztoéinak 0sszege nagyobb a szamnal.
Példaul: 18 oOnmagatol kisebb pozitiv osztéi 1, 2, 3, 6, 9. Ezek 0Osszege:
1+2+3+6+9=21>18 =18 bovelkedd. Néhany bovelkedd szam: 20; 24; 30.

1. 5. Baratsagos szamok

A piithagoreusoknak kdszonhetjiik a baratsagos szamok fogalmat is.

Definicié: Az a és b természetes szamok baratsagos szampart alkotnak, ha az a
O6nmagatol kiillonbozo pozitiv osztoinak dsszege b, s b 6nmagatol kiilonb6zo pozitiv osztdinak
0sszege a.

Az ilyen szamparok egyik tagja bovelkedd, mig a masik hianyos. Az 6kori gorogok csak a
220 és 284 part ismerték.
220 osztoéinak Osszege: 1+2+4+5+10+11+20+22+44+55+110 =284

284 osztdinak Osszege: 1+2+4+71+142 =220

Az arab Szabit Ibn Kurra (836-901) fedezte fel az 1184 és 1210 barati szampart. Pierre
Fermattol valé 17296 és 18416, René Descartes adta meg a 9363584 és 9437056 barati
szampart. Euler tovabbi 61 ilyen part fedezett fel. Ezek koziil néhany: 2620 ¢és 2924; 5020 ¢és
5564; 6232 és 6368. Szabit Ibn Kurra fogalmazta meg és bizonyitotta az alabbi tételt a
baratsagos szamparokrol.

Tétel: Ha p=3-2""—1¢és q=3-2"—1 és r =9-2°"" —1 primszamok, akkor a=2"-p-q és
b=2"-r szamok baratsagos parok.

Erdekesség

Ez a tétel n<20000 esetén 3 esetben ad p - re, g - ra és r - re is primszamot.

n=2 p=5 q=11 r=71 a=220 b=284

16



n=4 p=23 q=47 r=1151 a=17296 b=18416
n=7 p=191 q=383 r=73727 a=9363584 b =9437056

Nyitott kérdés, hogy a baratsdgos szdmparok szdma véges vagy végtelen. Erdos Pal magyar
matematikus feltételezése szerint végtelen. Eddig olyan part sem talaltak, melynek egyik tagja

paros, a masik pedig paratlan.

2. Legnagyobb kozos oszto, legkisebb kozos tobbszoros

2. 1. Legnagyobb kozos oszto

1. példa
Egyszertisitsiik a 1020 tortet.
1224

Megoldas

Eljarhatnank ugy, hogy egy-egy szammal egyszerisitiink és megnézziik, hogy az 0j szamlalot
¢és nevezOt mivel lehet még egyszerlsiteni. Keressilk meg a legnagyobb szdmot, amellyel
egyszertisiteni tudunk.

Készitsiik el a szamok primtényezds felbontasat:

102012 12242
51012 6122
2555 1020=2%.3.5.17 3062
513 15313 1224 =2°%.3% .17.
17|17 51(3
1 17|17
1
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Lathatjuk, hogy a kozos primtényezOk miatt a két szamnak vannak ko6zos osztoi. A
legnagyobb kdzds osztot a kozds primtényezokbodl képezhetjiik: 2° -3-17 = 204.

1020 5
224 6

Ezzel egyszertsitve:

Definicio: Két pozitiv egész szam esetén a kdzos osztok koziil a legnagyobbat a két
szam legnagyobb kozos osztéjanak nevezzikk. Az a és b legnagyobb kozds osztdjanak
jele: (a;b) .

Példaul az elébbi esetben (1020;1224) = 204.

A legnagyobb kozos oszté a primtényezds felbontasbdl eldallithaté, ha a kozos

primtényezoket az el6fordulo legkisebb hatvanyon dsszeszorozzuk.

2. példa

Keressiik a kovetkezd szamparok legnagyobb kozos osztdjat:
a) (73125;7425); b) (4617;6800).
Megoldas

a) A szamok primtényezds felbontasa:

73125=3%.5".13 ; 7425=3°.5%11.

A legnagyobb kozos oszt6 tehat (73125;7425) = 3% -5° = 225,

b) A szamok primtényezds felbontasa:

4617=3°-19; 6800=2".5-17.

A két primtényezds felbontasban nincs kozos tényezd. Ez azt jelenti, hogy egyetlen k6zos

osztojuk van, az 1. Tehat (4617; 6800) =1.

Definicid: Azokat a pozitiv egész szdmokat, melyeknek a legnagyobb kozos osztoja 1,
relativ primeknek nevezziik.
Fontos latnunk, hogy ha két kiilonb6z6 szdm relativ prim, akkor nem feltétlentil kell primnek
lenniiik, de ha primszamok, akkor biztosan relativ primek is. Példaul (15;8) =1, (11;43) =1,
de (11;275) =11.
Nemcsak két szam esetén beszélhetiink legnagyobb kozds 0sztorol, hanem harom vagy tobb

szam esetén is.
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Példaul (7425;6800;73125) =5° = 25 az el6z6 primtényezds felbontasok alapjan.

2. 2. Legkisebb kozos tobbszoros

1. példa

1 . ,
+ —— Osszeadast.
1176 720

Végezziik el az

Megoldas

Ko6z6s nevezdnek vélaszthatnank a két nevezd szorzatat, de nagy szamok esetén nehéz lenne
megtalalnunk az egyszerisités lehetdségeit, ezért probaljuk a lehetd legkisebb kdzos nevezot
eléallitani.

A nevezdk primtényezés felbontasa: 1176 =2°-3 -7%; 720=2".3°.5.

Ha az Gsszes itt el6forduld primtényezot (a kozoseket a nagyobb hatvanyon) 0sszeszorozzuk,
akkor mindkét szam tobbszordse 4ll eld, mégpedig a legkisebb: 2¢-3%.5.7% =35280.

1 1 1 2 .3 .5+7° 79
+ =3 2T 04 a2 £ i o2 2~ .
1176 720 2°.3 .7 2°.3°-5 27.3°.5.7° 35280

Az Osszeadas:

Definicio: Két pozitiv egész szam esetén a kozos tobbszordsok koziil a legkisebb
pozitiv szamot a két szam legkisebb kozos tobbszorosének nevezziik.
Az a és b legkisebb k6zos tobbszorosének jele:[a; b].
Példaul az el6z6 esetben: [1176; 720] = 35280 .
A szamok primtényezos felbontasabol a legkisebb kozos tobbszoros eloallithato, ha

minden eléforduld primet 0sszeszorzunk az eléfordulo legnagyobb hatvanyon.

2. példa

Keressiik a 972, 8775 szamok legkisebb k6zos tobbszorosét.
Megoldas

A szamok primtényezds felbontasa: 972 =2°-3°, 8775=3%.5".13,

A legkisebb kozos tobbszords: [972; 8775] = 2° -3° -5° 13 = 315900.
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Eszrevehetjiik, hogy ha két szam relativ prim, akkor a legkisebb k6z0s tobbszoros a két szam

szorzata lesz.

2. 3. Euklideszi algoritmus

A Inko és a lkkt meghatdrozadsdhoz hasznalt primtényezds felbontds sajnos nagy
szamok esetén nem hatékony. Nem a kozos primtényezdk megtalalasa jelent gondot, hanem a
primtényezds felbontdsok. Ezért a legnagyobb kozds osztd keresésére maradékos osztast
alkalmazunk. Ennek neve euklideszi algoritmus.

Euklideszi algoritmus: Tegyiik fel hogy b=0.

a = bao+tro, O<ro<lbl,
b =roqy+ry, O<ry<rg
ro=ria2+ra, O<ra<ry

k-2 = rk-10k+rk,  O<rg<rg-1,

-2 =M-10ntm,  0<rp<rp.1,
M-1=rndn+1*0,  (azaz rn+1=0)

Tétel: Az euklideszi algoritmus utolsé6 nem nulla maradéka rp az a és b legnagyobb kozos
osztdja.

Bizonyitas: Mutassuk meg el6szor fentrdl lefelé haladva, hogy r,, -t o0sztja barmely d kozos
osztoja a-nak ill. b-nek. A fenti egyenletek koziil az elsébdl kdvetkezik, hogy d|rg, a
masodikbol d|rg és d|b miatt d|rq adodik, ... , az n-2 egyenletbdl, mivel d|rn-2 és d|rp-1
kovetkezik végiil, hogy d|rp.

Ha alulrol joviink felfelé, akkor azt lehet kdnnyen latni, hogy rp kozos osztdja a-nak ill. b-
nek. Valoban az utolsé egyenlet azt jelenti, hogy rp 0Sztja rp-1-t, az utolso el6ttibol rp|rp-t és
rnlrn-1-bol adodik, hogy rp 0sztja rp-2, és igy tovabb, végiil az elsé egyenletbdl kovetkezik,

rnl b és rp |ro miatt rp|a-t.
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2. 4. Feladatok

1. Legyenek A=2°.3*.5.7 B=2 -5".11
C=3"-11°-13 D=2-3*.11*-17

Szamitsuk ki az alabbi kifejezéseket!

a) (AD; BC) b) [AD; BC]

Megoldas

A-D=2%.3°.5.7-11* .17
B-C=2-3*.5".11°.13

a) (AD; BC)=3%-5-11°

b) [AD; BC]=2°.3°.5*.11%®.7.13.17

2. Egy kikotében 2008. januar 2-an egyiitt van négy hajo. Tudjuk, hogy az elsé hajé 4
hetenként, a masodik 8 hetenként, a harmadik 12 hetenként, a negyedik 16 hetenként tér
vissza a kikotébe. Taldlkoznak-e még 2008-ban mind a négyen ebben a kikdtdben?

Megoldés: [4; 8;12;16] =?

4=2? = [4,812;16]=2"-3=48

g=2° U

12=2%.3 48 hét mulva tehat Gjra taladlkoznak.
4=2° Tehat igen. (1 év 52 hét, januar 2-a 1. hét)

3. Milyen X-ekre teljesiilnek a kovetkezo egyenléségek?
a) (899;1147) =x
b) [x;16] =48
Megoldas: Euklideszi algoritmussal
a) (899;1147) =x
1147 =1-899 + 248
899 =3-248+155
248 =1-155+93
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155=1-93+62
93=1-62+31 = x=31.
62=2-31+0

b) [x;16] =48

48| 2
24
12
6
3
1

= 48=2*.3
48 osztdi: 1; 2; 3; 6; 12; 24; 48;

WNN DN

16
—16=2*
16 osztoi:l; 2; 4: 8; 16

NN DN

= N b~ 0o

U

X=3:6;12; 24; 48

4. Mivel egyenldé (3960; P) és [3960; P] ha P az alabbi keresztrejtvény négyzeteiben
szerepld szamjegyek szorzata?

: Vizszintes: 1. [(A; B); C] ahol A=72, B=108, C =18

5 3. A vizszintes 1. 21-szerese.

Fliggdleges 1. Harom olyan primszam, melyek egy

d =2 differenciaji szamtani sorozat

egymast koveto tagjai.

2. Negyedik hatvany.

Megoldas:
108] 2 18| 2
;g 3 5412 9|3 2.32
18] 2 93 .32 27| 3 2°.3° 33
9| 3 913 1
3l 3 3|3
1 1
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(A B)=2%.3
[(A;B);C]=2>-3*=36 36-21=756 = 3;5;7 aprimszamok

= Fiiggbleges 2. = 16=2*
U
P=3.6-5-1.7-5-6=3-5.6*-7=3%.2.5%.7

5 21

3960
1980
990
495
165
55
11

= 2%.32.5.11

P OTwwPMNdNDN

(3960; P) =2°-3%-5
[3960; P]=2°.3°.5%.7-11
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3. Szamrendszerek

3. 1. A szamrendszerek kialakulasa

Az emberré valas kora a csiszolatlan kékorszak idejére tehetd, ami kb. Kr. e. 500 000 -

tél Kr. e. 10000 -ig tartott. Ekkor jott r4 az ember a tliz hasznalatara, gylijtogetd majd
vadaszo életmoddot folytatott. Ekkor kezdddott meg a szam fogalménak kialakulasa is.
Az Oskorban a szamok leirasara jeleket hasznaltak. Ahol nagy szamokra volt sziikség, ott
ujabb jeleket vezettek be. A fejlett okori tarsadalmakban a nagy szamok leirasa mellett az
azokkal végzett miiveletek is sziikségessé valtak. A szdmokat csoportositottdk, és egy-egy
csoportra vezettek be Ujabb jeleket. Attol fiiggden, hogy hany szambol képeziink wjabb
csoportot, kiilonb6z6 szamrendszerekrol beszéliink.

Az Otos szamrendszer még ma is ¢l egyes dél-amerikai indian torzseknél. Igy
szamolnak: egy, kettd, harom, négy, kéz, kéz és egy, kéz és kettd stb.

A hatos szamrendszer egyes északnyugat-afrikai torzseknél hasznalatos, keverve a
tizenkettes szamrendszerrel. Ez utdbbira utald jelek az eurdpai kultirakban is felfedezhetok.
Elég, ha az év honapjaira vagy az 6ra beosztasara gondolunk.

A hutszas szamrendszert a majak és a keltdk hasznaltdk. Mexikoban és Kozép-
Amerikdban még ma is hasznaljék a csillagaszatban.

A babiloniak hatvanas szdmrendszerben szamoltak, innen ered az 6ra 60 perce, a perc
60 masodperce €s a szogmérésiink rendszere.

A rémai szamiras jegyei az 6t0s és tizes szamrendszer keveredését mutatjak. Ezeket a
jeleket Eurdpaban évszdzadokig hasznaltak, bar veliikk a miiveletek elvégzése meglehetdsen
komplikalt.

A szamlalas legegyszeriibb eszkoze a kéz az ujjakkal, ez a magyardzata annak, hogy a
tizes szdmrendszer valt legtdgabb korben hasznalhatova.

Az Okori hindu kultirdban taldljuk a helyi értékes szadmirds elsé jeleit. Itt a leirt

szamjegyek a szamrendszer alapjaul szolgal6 alapszam hatvanyainak tobbszordsét jelolik.
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3. 2. A tizes szamrendszer

A ma hasznalt szamrendszerek helyiértékes szamrendszerek. Minden miivelet irasbeli
elvégzésekor kihasznaljuk a helyiérték-rendszer adta lehetdségeket. A tizes szdmrendszer és a
helyiérték-rendszer Osszeolvadasa valoszinlileg Indidban tortént meg. Ekkor keletkezett a
zérus jele is. Az els6 tizes helyiérték-rendszerben leirt szamemlék a ,,346”, amely egy i.sz.
595-b6l fennmaradé hindu tablan egy datumot jelol. De vannak korabbi szdvegek is,
amelyekben eléfordul a nullat jelentd ,,szunja” sz6. A karavanutakon keresztiil jutott el a tizes
helyiérték-rendszer a Kozel-Keletre, Perzsidba, Egyiptomba majd az arabok kozvetitésével
Eurdpaba. Csak nagyon lassan terjedt el, példaul a Mediciek tizleti kdnyveiben csak 1494-t61
hasznaltak kizardlag arab szdmokat. A tizedes torteket 1585-ben Stevin vezette be a ,La
disme” (A tizedes egység) cimli konyvében. Magyarorszagon a XV. szazadban terjedt el az
arab szdmjegyek hasznélata. Az elsd ilyen irdsos emlék 1407-bdl valo.

A miveletek irasbeli elvégzése elott meg kell érteni hdrom fontos fogalmat: alaki
érték, helyiérték, valodi érték. A harom fogalmat egy egyszer(i példan szemléltetem:

Ha a szam: 346

alaki érték 3 4 6
helyiérték 100 10 1
valodi érték 300 40 6

A tizes szamrendszer helyiérték tablazatanak részlete:

a tizedesvesszotol balra:

Milliardok Milliok Ezresek Egyesek
10 10| 10°| 10%| 10”| 10| 10°| 10*| 10%| 10?| 10*| 10°

Szazmilliardos
Tizmilliardos

Milliardos
Szazmillios
Tizmillios
Millios
Szazezres
Tizezres
Szazas
Tizes
Egyes

Ezres
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a tizedesvessz6tdl jobbra:

Tizedes tortek
102| 102| 10®| 10*| 10°| 10

o
<)

Tized
Szazad
Ezred
Tizezred
Szazezred
Milliomod

A miveletek elvégzésére itt nem térek ki, mert ezt altalanos iskolaban megtanuljak ¢és

gyakoroljak is, de a més alapti szamrendszerekben a helyiérték ismerete fontos volt.

3. 3. Nem tizes alapu szamrendszerek

A nem tizes alapu szdmrendszerek tanitdsa bekeriilt a kozépiskolai tananyagba. Ez
igen fontos, hiszen a szamitdstechnika oktatisahoz elengedhetetlen a kettes szamrendszer
ismerete és annak megértése.

A tizes szamrendszerekhez hasonloan itt is készithetiink helyiérték tadblazatokat, de
ezekben a megfeleld alapszam hatvanyai szerepelnek. Nézziik néhany szamrendszer
helyiérték tablazatanak egy-egy részletét.

A vessz6tdl balra:

Kettes:

2°=32 [2%=16 |2°=8 22=4 21=2 20=1

Harmas:

3°=243 [3%=81 [3%=27 |3%=9 31=3 30=1

Otos:

5°=3125| 5%=625 | 5%=125 | 5%=25 | 5'=1 5%=1
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A vesszOtol jobbra, kettes:

2‘1:1 2‘2=1 2‘3_1 2—4_i 2—5=i
2 4 8 16 32
Harmas:
3*1:1 372 _1 3*3:i 3*4_i 3*5_i
3 9 27 81 243
Otos:
51— 1 52— i 53 = i 54 — i 5% = L
5 25 125 625 3125
A miiveleteket barmelyik szdmrendszerben ugyantgy végezziikk, mint a tizes

szamrendszerben. Miiveletek elvégzése elott hasznos lehet Osszeado- és szorzotablak

készitése. A miveletek barmelyik szdmrendszerben ugyanigy végezziik, mint a tizes

szdmrendszerben. Miiveletek elvégzése el6tt hasznos lehet Osszeadd- és szorzotablak
készitése:
Kettes:
+ 0 1 2 0 1
0 0 1 0 0
10
Harmas:
+ 5[ O 1 3] O 1
0 0 0 0 0
1 0 2 10 0 1 2
2 0 10 | 11 2 0 2 10
Otés:
+ 5[ O 1 2 4 s| O 1 2
0 0 1 2 4 0 0 0 0
1 1 2 3 4 10 1 0 1 2
2 2 3 4 10 | 11 2 0 2 4 11 | 13
3 3 4 10 | 11 | 12 3 0 3 11 | 14 | 22
4 4 10 11 12 13 4 0 4 13 22 | 31
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Ezekbdl a tablazatokbol sok érdekes és hasznos informacio leolvashatd. A kettes
szamrendszerben a paros szamok a 0-ra végz6dd szamok, mig az 6tdsben a végzddésrdl nem
lehet eldonteni, hogy paros-e vagy paratlan. A kettes szamrendszerben O-ra és 1-re is
végzddhetnek négyzetszamok, de az 6tésben csak 0-ra, 1-re és 4-re.

A gyakorlatban fontos a 16-os szamrendszer is, mert ezt hasznaljak a
szamitastechnikaban a kettes mellett. A 9 feletti szdmjegyekre betliket hasznalnak, igy a
szamjegyek: 1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D, E, F.

Néhany miivelet: A +B =15

216 '816 = 1016 C16 : 416 = 316
1011, 9BCy6 321025
+ 1, — 6DA; + 142135
1100, 2E215 1013205
32015- 325
20103 1115
11402 — 223
2124325 0123

3. 4. Atvaltas szamrendszerek kozott

Ebben a részben feladatokon keresztiil mutatom be az atvaltads modszerét.
1. Mennyit ér a tizes szamrendszerben 312312, ? (az index a szamrendszer alapszama)
Helyiérték tablazat segitségével konnyen meghatarozhatd a szamjegyek alaki értékéhez

tartozo valodi érték.

helyi érték 64 16 4 1 0,25| 10,0625
alaki érték 3 1 2 3 1 2
valddi érték 192 16 8 3 0,25 0,125

312312, =192 +16 +8+3+0,25+ 0,125 = 219,375
U

312312, = 219,375 (Tizes szamrendszernél nem jeldljiik az alapszdmot)
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Ha tetszbleges szdmrendszerbdl tizesbe szeretnénk valtani, akkor a szamjegyek alaki értékét

meg kell szorozni a helyi értékkel, majd a kapott eredményeket 6ssze kell adni.

2. Mennyit ér 3411 a hatos szamrendszerben?

Megoldas :

Képezziink 6-os csoportokat, azaz osszuk el a szamot 6-tal:
3411:6=568 maradék 3.

Az 568 db 6-0s csoportbol hozzunk létre ujabb 6-0s csoportokat:
568:6=94  maradék 4.

A 94 db 36-0s csoportbdl hozzunk 1étre Gijabb 6-0s csoportokat:
94:6=15 maradék 4.

A 15 db 216-os csoportbol alkossunk Gjabb 6-0S csoportokat:
15:6=2 maradék 3.

A 2-t osszuk el 6-tal:

2:6=0 maradé¢k 2.

Tehat 3411-bdl 1étrehoztunk:

2 db 1296-0s csoportot 4 db 6-os csoportot
3 db 216-0s csoportot 3 db 1-es csoportot.
4 db 36-0s csoportot Azaz 3411=23443;.

3. Tizes szamrendszerbdl tetszolegesbe valtdskor a szamok egész és tortrészét kiilon kell
valasztani. A tOrtrész atalakitasakor a tizes szamrendszerbeli alakot meg kell szorozni az uj
szamrendszer alapszamaval. Az eredmény egészrésze lesz a keresett szam kovetkezd
szamjegye, a tortrésszel pedig ugyanigy szamolunk tovabb.

Példa: 0,125, keressiik a 6-o0s szamrendszerbeli megfeleldjét!

01256

0,75

0,75-6

4,50

056

3,0

0-6 Az eredmény: 0,125=0,043,.
0
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4. Keressiik meg 73,73 hatos szamrendszerbeli megfeleljét.

Megoldas: 73,73 egész része 73.

Kezdjiik ezzel: 73:6=12 12:6=2 2:6=0
1 0 2

73=201,

Folytassuk a tortrésszel:

0,73-6
4,38
0,38-6
2,28
0.28-6
1,68
0,68-6
4,08
0,08-6
0,48
0.48-6
2,88
0.88-6
5,28
0.28-6
1,68
ismét megjelent a 0,28. Ez azt jelenti, hogy végtelen szakaszos tizedes tortet kaptunk.

0,73=0,4214025, fgy 73,73 =201,4214025.

3. 5. Feladatok kiilonb6z6 alapu szamrendszerekben

1. Milyen alapu szamrendszerben igazak a kdvetkezd egyenldségek?
a) 12, +13, =30,

b) 6, +6, =51,

Megoldas:

a)12 =1-x"+2-x"=x+2

13, =1-x' +3-x° =x+3
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30, =3-x"+0-x° =3x
(X+2)+(x+3)=3x

2X+5=3x
5=x
b) 6, =6-x"=6
51, =5-x +1 = 6:-6=5x+1
36=5x+1
35=5x
7=X

2. A 6-0s szamrendszerben mely szamok oszthatok 5-tel?

Megoldas

Tizes szdmrendszerben az ottel oszthatésagot az utols6 szamjegy hatdrozza meg.

Hatos szamrendszerben az utolsé jegy a 2-vel, 3-mal vagy 6-tal valo oszthatosagrol dont.
Mivel minden hatvanya 5-tel osztva 1-et ad maradékul, ezért csoportositsuk at a hatos
szdmrendszerben felirt szamot ugy, hogy abban elhagyjuk az 5 tobbszoroseit tartalmazo
tagokat.

fgy az 5-tel valo oszthatosag szempontjabol elég a szamjegyek dsszegét vizsgalnunk.

Tehat a 6-os szamrendszerben egy szam akkor és csak akkor oszthato 5-tel, ha a
szamjegyeinek Osszege oszthatd 5-tel.

Példaul a 201354, oszthato 5-tel, a 33420, 5-tel osztva 2 maradékot ad.

3. Melyik az a legkisebb pozitiv egész, ami a 8-as szamrendszerben felirva 3-ra, 9-es
szamrendszerben felirva pedig 4-re végzddik?

Megoldas

Olyan B szamot keresiink, ami 8-cal osztva 3, 9-cel osztva pedig 4 maradékot ad. Ekkor

viszont B+5 oszthato 8-cal és 9-cel is. A legkisebb ilyen pozitiv szam a 72. Ekkor B =67.

4. Bizonyitsuk be, hogy minden n > 3 egész szamra 1320, szdm 6-tal oszthato!
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Megoldas
1320, =1-n*+3-n*+2-n +0-n’=n*+3n*+2n=n(n*+3n+2)=n(n+)(n+2) , ami
harom szomszédos egész szam = mindig van koztiik 3-mal oszthatd és 2-vel oszthaté =

szorzatuk oszthato 6-tal.

5. Egy tizes szamrendszerben felirt pozitiv egész szam szamjegyeit forditott sorrendben is
felirjuk, és az igy kapott szdmot hozzaadjuk az eredetihez.

a) Kaphatunk-e igy csupa 9-esbél allo 1997 jegyii szamot?

b) Kaphatunk-e igy csupa 9-esbdl allo 1998 jegyli szamot?

Megoldas

a) Megmutatom, hogy ilyen 1997 jegyli szdm nincs. Ha a feladatban szerepld két szdm
Osszege 1997 jegyl, akkor kell, hogy az eredeti szdm is 1997 jegyl legyen. Tegyiik fel, hogy

az N egy tizes szdmrendszerben felirt 1997 jegyli szdm:

N = A8, ... A99¢ 997 -

A forditott szam: F=a,9996--- 3,8, .
Az Osszeg: N+F=99...99.

Az irasbeli 0sszeadas szabdlyai szerint N-et és F-et O0sszeadva az egymads alatti szamjegyek
0sszege nem lehet 10-nél nagyobb, mert akkor 19-nek kellene lennie, de két szamjegy Gsszege
legfeljebb 18 lehet.

Ezért N + F -ben a jegyek Osszege N és F jegyeinek az 6sszegével egyenld:
(a,+a,+...+8997) +(Agg; + Aygge+-.-+3) =2( +3, +...+8997)

tehat N + F jegyeinek az Osszege paros.

Viszont N + F jegyeinek feltételezett 6sszege: 9- 1997 paratlan, ezért ilyen N szdm nincs.

b) Viszont 1998 jegyti ilyen szdm van, pl.: a 999 darab 1-esbdl és 999 darab 8-asbdl allo
szam: 11...1188...88

4. Diofantoszi problémak, diofantoszi egyenletek
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4. 1. Bevezetés

A diofantoszi egyenletek torténete az dkorba nyulik vissza. A diofantoszi egyenletek
neviiket az Alexandraban €16 Diophantoszrol kaptak, aki Arithmetica cimi{i miivében szamos
ilyen jellegl feladattal foglalkozott. A tizenharom kotetes miibol a hat elsé maradt meg. A kor
matematikdjatol eltérden, a gordg geometrikus irdnyzatot megtagadva, kizarolag algebraval
foglalkozott. Els6- ¢és masodfoku egyenleteket oldott meg igen iligyesen, és hatdrozatlan
egyenleteket targyalt. Elészor hasznalt algebrai jeleket. Ot tekintjik az elsd kezdetleges

algebrai nyelv ¢és jelrendszer megteremtdjének.

Definici6: Diofantoszi (diofantikus) egyenletnek (egyenletrendszernek) nevezziik az
olyan egyenletet (egyenletrendszert), amelynek egyiitthatdi egész szamok, és a megoldasait is
az egész szamok korében keressiik.

Legegyszerlibb az elsdfokli  diofantoszi  egyenlet, amelynek altalanos alakja

ax +a,X, +...+a,X, =b; ennek akkor és csakis akkor van egész szamokbol all6 megoldasa,
ha az a,...a, egyiitthatok legnagyobb kozos osztdja b-nek is osztdja, s ebben az esetben a

megoldasok szama végtelen.
Mig az els6fokt diofantoszi egyenletek megoldasaira kiilonb6zo eljarasok ismeretesek, addig
a magasabbfoku diofantoszi egyenletek megoldéasaira alig ismeriink altalanos modszert.

Nevezetes magasabbfokt egyenletek szerepelnek a Fermat-sejtésben is.

4. 2. Feladatok
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1. feladat

Az Allatiskola Sarkanyosztalyaba 3, 4 és 5 fejii sarkanyok jarnak. Egy négyfejii sarkanynak
kétszer annyi négyfeji osztalytarsa van, mint otfejli, s a négyfejliek Osszes fejeinek a szama
1-gyel nagyobb, mint a haromfejliek Osszes fejeinek a szdma. Hany 3,4 és 5 fejli sarkany jar
ebbe az osztalyba, ha Osszes fejeik szama nem tobb mint 1327

Megoldas

Legyen n a négyfejliek, h a haromfejiiek, ¢ az otfejiick szama. A feltételek szerint
n—-1=206, 4n-1=3h, 3h+4n+56 <132

Innen 4n—1+4n +@ <132

8n—2+8n+5n-5<264
2In-7<264
21In<271

n§2—71 —=>n<12
21

Minden feltételt figyelembe véve: n=7, h=9, 6=3.

2. feladat
Oldjuk meg a pozitiv egész szamok halmazan az alabbi egyenleteket! (n = k)
a) kK*+7n=n*+7k

b) k*+9n® =n* +9k?

Megoldas
a) kK*+7n=n*>+7k

k®-n®=7k-7n
(k—n)(k® +kn+n?) =7(k —n), tehat (k> +kn+n?)=7
A feltételek miatt k=2 vagy k =1.FEls6 esetben n=1 addodik, a masik esetben pedig
n(n+1)=6, ahonnan n=2. Tehat n és k egyike 2, a masik 1.
b) k* +9n* =n* +9k*

k*—n*=9k*-9n?
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(k? —=n?)(k* +n?)=9(k? —n?) ahonnan (k*+n?)=9. Mivel a 9 nem bonthato fel két

négyzetszam Osszegére, igy ennek az egyenletnek nincs megoldasa.

3. feladat

Egy derékszogli haromszog oldalai egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy ekkor valamelyik
oldala oszthato 5-tel!

Megmutatjuk, hogy ha egyik befogd sem oszthato 5-tel, akkor az atfogd oszthatd 5-tel.

Ha egyik befogd sem oszthato 5-tel, akkor ezek négyzete 5-tel osztva csak 1vagy 4 maradékot
adhat. Ha mindketté 1 maradékot ad, akkor az atfogonk n® =5k +2 alaki négyzetszam, igy
n’ vagy 2-re, vagy 7-re végzdédik, ami lehetetlen. Ugyanigy ellentmondasra jutunk, ha
mindkét befogd négyzete 5-tel osztva 4 maradékot ad. fgy az egyik befogd négyzete 5-tel
osztva 1, a masik négyzete 4 maradékot ad, vagyis ezek dsszege — s igy az atfogd is — oszthatd

5-tel.

4. feladat

Hazunk el6tt haromszor annyi kerékpar és autd halad el egyiittesen, mint szekér. A
kerékpéarosok és kerekeik, valamint az autdk s kerekeik szdma egyiittesen szaz. Hany
kerékpar, auto és szekér haladt el a hazunk el6tt?

Megoldas

Jelolje a kerékparosok szamat x, az autok szamat y, a szekerek szamat z.

A feladat szerint

X+y=3z (1)

3x+5y =100 (2)

A fenti egyenletrendszernek keressiik a pozitiv egész megoldasait.

Az els6 egyenlet haromszorosat kivonva a masodik egyenletbdl kapjuk, hogy

2y=100-9z = mivel a baloldal paros, a jobboldalon a z is csak paros lehet.

Legyen z=2t>0

Ebbdl y=50-9t >0, azaz t<%.

Xx=3z—-y=6t—-50+9t=15t-50>0, azaz t>%
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A fentiek alapjan: 3% <t< 5%

vagyis: t=4 vagy t=5
Ha t=4 akkor x=10 y=14 z=8
Ha t =5 akkor x=25 y=52z=10

5. feladat

Egy tal siiteményt szeretnénk feldarabolni a téglalap alaku tepsi oldalaival parhuzamos
vagasokkal ugy, hogy szeletelés utan a tepsi szélével érintkezd (kicsit égett) siitemények
szdma egyenld legyen a tepsi szélével nem érintkezd siitemények szamaval. Hogyan tehetjiik
ezt meg?

Megoldas

Legyen a felszeletelt siiteményben n oszlop és k sor. Ekkor a siitemények szama n-k . A tepsi
sz¢lével nem érintkez0 siitemények szdma (n—2)(k —2).

A feltételek szerint: n-k =2- (n—2)(k—2), ahonnan nk—4n—-4k +8=0, azaz
(n—4)(k—-4)=8.

Innenn=>5, k=12vagyn=6, k =8. (Természetesen, ha a tepsit elforgatjuk

90° -kal, akkor n ¢és k szerepe felcserélodik.)
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Osszegzés

Az altalam valasztott témakor csak egy kis szelete a kozépiskolai tananyagnak. A
témakorhoz szorosan kapcsolddik példaul a kongruencia, de a maradékosztalyok nem
tartoznak a kozépiskolai tantervi kovetelményekhez, ezért dolgozatomban errél nem akartam
irni. Az algebrai szamelmélet témakorét is csak érintettem, hiszen ez a kdzépiskolaban

algebra néven kiilon fejezetté valt.

Az 1j érettségi kovetelményekhez hozzatartozik a matematika torténet is, ezért a

dolgozatomat rovid torténei attekintéssel kezdtem.

Az egyik legfontosabb a szamokkal végzett miiveletek koziil az osztas, az oszthatdsag,
ezért fontosnak tartottam, hogy ebben a fejezetben a kozépiskolaban tanult oszthatosagi
szabalyokat ismertessem. Nem adtam altalanos bizonyitast ezekre a tételekre, inkabb konkrét
feladatokbol vontam le kovetkeztetésként az allitdsokat. Ezeket a kdzépiskoldban kilencedi
osztalyban tanitjuk, ezért itt nem lenne szerencsés bonyolult formalizmussal még terhelni a
tanulokat. Cél, hogy tudjak és alkalmazzak ezeket a szabalyokat. Természetesen emelt szinten
késObb ezek a tételek precizen bizonyithatok. Az oszthatdsagra valasztott feladataim kozott
régi versenyfeladatok is talalhatok, s6t mutatok példat teljes indukcids bizonyitasra is. A
tokéletes, a baratsagos szamok azért keriiltek be a dolgozatomba, mert igen érdekesek és bar
tulmutatnak a kozépiskolai kotelezd tantervi anyagon, én ugy gondolom ezekrdl a didkoknak
hallani kell. Akiknek ez felkelti az érdeklddését €s kutatnak ezek utan szép és fontos

tulajdonsagokra bukkannak a szamokkal kapcsolatban.

A legnagyobb kozos 0szto és legkisebb kdzos tobbszords targyalasat is olyan
feladatokon keresztiil mutatom meg, melyeket a didkok konnyen megértenek, latjak azonnal a
gyakorlati hasznat, alkalmazésat, igy hasznosnak és fontosnak érzik majd. Ezek példaul az

egyszerlsités, tortek dsszeadasa és kivonasa. Természetesen a jobb képességli tanuldkra is
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gondoltam ezért az euklideszi algoritmust is ismertettem. A feladatokat itt valtozatosak és a

valds élethez szorosan kapcsolddnak.

A szamrendszerek fejezetben is talalhato rovid torténeti attekintés. Itt is konkrét
szamokkal és adott alapi szamrendszerekkel foglalkozom. Ugy vélem igy konnyebb

megtanitani az atvaltasokat egyik szamrendszerbdl a masikba.

A diofantoszi problémakat vettem be utolsoként a dolgozatomba. Itt kiilonosen
figyeltem arra, hogy olyan feladatokat valogassak, amelyek elsdsorban izgalmasak,
masodsorban jol fejlesztik a tanulok logikus gondolkodasat, problémamegoldd, problémalatéd

készségeét.

Ugy gondolom, hogy sikeriilt célkitlizéseimet megvaldsitanom, hiszen tanari munkam
soran fogom tudni hasznélni az itt leirtakat. Remélem dolgozatom megfeleld betekintést nyujt
a kozépiskolai szamelmélet vilagaba. Remélem érdekességként olyan részeket is sikertilt
beiktatni, melyek a tehetségesebb tanulokat is lekotik és segitik latas és gondolkodasmodjat

kiszélesiteni.
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