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Motivacié

Jelolje R, Q, Z és N a valds, raciondlis, egész és pozitiv egész szamok
halmazat. Tovabba RT jeldlje a pozitiv valds szdmok halmaz4t.

Definialjuk a koévetkezé halmazokat:

So = {(z,9) €R? |amaz™ + apm_12™ P+ Fax+ag =y},
meN a €R, 1=0,...,m, ay, #0, a9 #0,
Sy ={(z,y) eR*|2™ =y}, m€Z, |m|>2,

Sy = {(z,y) € R*|zy =1},

S3 = {(z,y) e R*|2? —y* =1},

Sy ={(z,y) e R*|z* +y* =1},
Ss={(z,y) eR? |2 >0 és logz =1y},
Se = {(z,y) e R?*|e” =y}

Az f: R — R flggvényt additiv fliggvénynek nevezziik, ha
barmely valés x,y esetén f(x +y) = f(x) + f(y) teljesil. Tudjuk,
hogy léteznek nem folytonos additiv fliggvények. Egy additiv f
fiiggvény akkor és csakis akkor folytonos, ha linedris, azaz f(z) = cx
alaku, ¢ valds szammal.

A kutatds motiviciojaként bizonyos additiv fiiggvényekre meg-
oldott problémék szolgaltak.

A probléma a kovetkezo:

Tegyiik fel, hogy f : R — R egy additiv fiiggvény. Ha f teljesiti
az xf(y) = yf(x) kiegészit6 egyenletet az (x,y) € S;, i =0,1,2,4
parok esetén, kovetkezik-e ebbdl az f folytonossdga (azaz f linedris-
e)? Ezekben az esetekben az additiv fiiggvény folytonossigét iga-
zoltak:
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(x,y) € So: a pozitiv vilasz megtaldlhaté a [12]-ben.

(z,y) € S1: 1968-ban A. Nishiyama és S. Horinouchi [35] bizonyitot-
tak, hogy minden f : R — R additiv leképezés, mely teljesiti az
xf(y) = yf(x) egyenletet barmely (x,y) € Sy esetén, f(z) = f(1)z
alaku, barmely = € R-re.

(z,y) € Sy : a problémat I. Halperin vetette fel 1963-ban (J. Aczél
[1] kozolte). Halperin kérdésére S. Kurepa [30] adta meg az igenld
valaszt egy olyan tétel bizonyitasiaval, amely dltalanosabb eredményt
tartalmaz és az f(x) = f(1)x -hez vezet. W. B. Jurkat [25] ugyanezt
az eredményt érte el, Halperintdl fiiggetlentl.

Ezt az eredményt tobb szerzd is kiterjesztette kiillonboz6 irdnyokba.
Szdmos tovébbi publikdcié kozott taldlunk dltaldnositdsokat a [29,
14.3.3 Tétel], [27] és [31]-ben.

(x,y) € Sy: a probléméat W. Benz [5] fogalmazta meg 1989-ben. Erre
a problémara, a derivacidkkal kapcsolatos hasonlé kérdéssel egytitt
Z. Boros és P. Erdei [6] adtak igenlé vélaszt.

B. Ebanks [12] 4ltaldnositotta a problémét egy f, g additiv
fliggvénypérra, melyek az yf(x) = xg(y) kiegészitd egyenletet tel-
jesitik egy adott gorbe minden (z,y) pontja esetén. Szdmos (de
nem mindenik) gérbetipus esetén azt az eredményt kapta, hogy a
feltételes egyenletet teljesito f és g fliggvények egyenléek és linedrisok
(beleértve S;, i = 0,4, 5, 6-0t).

El6zmények és célkitiizések

A kutatds céljanak ismertetése és a f6bb eredmények bemu-
tatdsa el6tt felidézziik ezeknek a megfogalmazasahoz sziikséges ter-
minolégia fontosabb elemeit.

Az F:R"™ - R (n € N) fliggvényt n-additiv fiiggvénynek nevezziik,
ha minden i € {1, 2, ..., n} és bdrmely x1,...,2,,y; € R esetén
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F (21,0 i1, T + Yiy Tig 150y Ty) =
=F (.271, ey Lj—1y Ly T4 1y +oey xn) =+ F (.131, ey Li—1,Yis Ti+41, ,Jﬁn) 5

azaz F minden z; (x; € R, i =1,...,n) véltozéjdban additiv. Az 1-
additiv fiiggvényeket egyszertien additivnak, a 2-additiv fliggvényeket
pedig biadditivnak hivjuk. Tovabba a konstans fiiggvényeket 0-addi-
tivnak nevezziik.

Adott F : R™ — R fliggvény esetén az F' diagonalizdltjanak nevezzik
azt az f : R — R fliggvényt, amelyet az F-bol kapunk az Osszes

(R-beli) valtoz6 egyenlévé tételével:
f(x)=F(z,...,z) (x €R).

Sajatos esetben, ha f az F' : R® — R n-additiv fliggvény diago-
nalizaltja, akkor azt mondjuk, hogy f dltaldnositott n -edfoki monom.
A harmadfoku altalanositott monomokat kobfiiggvényeknek nevez-
ziik, a kvadratikus fiiggvények a masodfoku altalanositott monomok.
Az additiv fiiggvények elséfoki dltalanositott monomok, a valés al-
landdk pedig 0-foku altaldnositott monomok.

Az f: R — R altaldnositott n -edfokd monom (n € N) akkor és csakis
akkor folytonos, ha

flx) =ca™ (r eR)

alaki, ¢ valds szammal.

A kvadratikus fiiggvényeket az

fle+y)+fl@e—y) =2f(z) +2f@y) (z,yeR) (1)

fliggvényegyenlet jellemzi, amely az ugynevezett norma-négyzet egyen-
let.
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Az f kvadratikus fliggvényt general6 biadditiv szimmetrikus F' fiigg-
vényt a kovetkez6 képlet adja:

Fle,y) = 31 +3) — f(&) ~ f(9)

barmely z,y € R esetén.

Az f: R — R fliggvény derivdcid, ha f additiv és teljesiti az f(zy) =
f@)y + xf(y) figgvényegyenletet barmely z,y € R esetén. Az
f: R — R derivaciok halmazit D(R)-rel jeloljik. A B:R xR - R
fiiggvényt bi-derivdcionak nevezzik, ha a t — B(t,x) és t — B(x,t)
(t € R) leképezések derivdciok minden z € R esetén. Minden n € N
esetén, egy f: R — R additiv leképezést n-edrendli derivacionak
neveziink, ha létezik B: R x R — R gy, hogy B egy (n — 1)-
edrendfi (szimmetrikus) bi-derivécié (vagyis B (n — 1)-edrendii de-
rivacié mindkét véltozdjdban) és f(xy) — zf(y) — f(x)y = B(x,y)
(z,y € R). Az azonosan nulla leképezés az egyetlen nulladrend(i de-

rivdcié. Az n-edrendii derivaciék halmazat D,, (R)-nel jeloljik.

A PhD értekezés célja olyan f,g: R — R altaldnositott n-
edfoki monom fliggvények tanulményozisa (n > 2), amelyek tel-
jesitik az y" f(x) = z™f(y) vagy y"f(z) = z"g(y) feltételes egyen-
letet egy adott gorbe sszes (z,y) pontjara: (z,y) € S;, i =0,...,6.
Kovetkezik-e ebbdl az f és g folytonossaga?

Legfontosabb eredményeinket négy fejezetben mutatjuk be,
gorbék szerint csoportositva.
Polinomfiiggvényeket tartalmazo6 feltételes egyenletek

A 3. fejezetben olyan altaldnositott monom fiiggvények foly-

tonossagat vizsgaljuk, amelyek nem nulla konstans taggal rendelkez6
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polinomfiiggvényeket tartalmazé feltételes egyenleteket teljesitenek.

Tétel. Tegyiik fel, hogy f: R — R és g: R — R dltaldnositott n-
edfokd monomok (n € N), amelyek teljesitik az y™f(x) = x"g(y)
kiegészité egyenletet az (x,y) € So pdrokra. Akkor f(x) = g(x) =

2" f(1) minden x € R esetén.

Megjegyzés. Ha a,, = am—1 = ... = a1 = 0, akkor y = a¢ konstans.
Ekkor a feltételes egyenlet

ag f () = 2"g (ao)

alaku, és igy

f@) =220 gy,

0

de a g fiiggvényrél nincs tovabbi informdciénk a g (ag) = af f(1)-en
kiviil.
Megjegyzés. Az m = 1, ap = 0 sajatos esetben, vagyis ha y = a1,
a feltételes egyenlet ayz™f (x) = 2"g(a1z) alakd, azaz g (a12z) =
o f (@)
Ha a; = 0, akkor ez az egyenlet nem nyujt informaciét, igy f és g
bérmilyen monom fiiggvény lehet.
Abban az esetben, ha a; # 0, legyen f barmilyen nem folytonos valés
monom fiiggvény. Akkor a feltételes egyenletbol adédik, hogy g sem
folytonos.

Ha a vizsgalatot egyetlen f: R — R monom fiiggvényre sziikit-

jik, akkor a fenti tétel azonnali kovetkezményeként kapjuk:

Kovetkezmény. (Z. Boros és E. Garda-Mdtyds [10]). Ha az f: R —
R n-edfoki (n € N) monom figgvény teljesiti az y™ f(x) = «" f(y)
kiegészité egyenletet az (x,y) € So pdrokra, akkor f(x) = z™f(1)
barmely x € R esetén.
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A fenti kévetkezményben nincs sziikség az a,,, # 0 korlatozasra.
Am = Qm_1 = ... = a1 = 0 esetén az allitas trividlisan igaz.
Megjegyzés. A fenti kovetkezményben m = 1, ag = 0 esetén az imp-
likdcié nem &all fenn. Ebben az esetben, ha példaul a; # 0, a feltételes

egyelet
afz" f (z) = 2" f (a17)

alaki, vagyis f (a1x) = a}f (x). Valéban, létezik f(z) = (h(z))"
(r € R) alaki nem folytonos példa, ahol h : R — R egy nem
folytonos additiv fliggvény, dgy, hogy a h homogenitasi teste tartal-
mazza ai-et.

Megjegyezziik, hogy az ag # 0 korlatozas, vagyis hogy a gérbe
nem halad 4t az origbén, fontos szerepet jatszik. Egyébként még
egyszeri esetben is sok komplikacié 1ép fel, ezt lathatjuk a kovetkezd

fejezetben.

A hatvanyfiiggvényt tartalmazé feltételes egyenletek

A 4. fejezet a hatvanyfliggvényt tartalmazé feltételes egyenle-
teket teljesité kvadratikus és kobfiiggvények eredményeit tartalmazza.
El6szor azt az esetet tanulmanyozzuk, amikor a kiegészité egyenlet-

ben csak egy kvadratikus fliggvény talalhaté.

Tétel. (Z. Boros és E. Garda-Mdtyds [9], E. Garda-Mdtyds [16]).
Ha2 < |m|, me€Z és az f: R — R kvadratikus figguény teljesiti az

fl@™) =a*m72 f(x)
egyenletet bdrmely x € R esetén, akkor létezik C' € R gy, hogy

flx)=C-2? (r€R).
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Megjegyezziik, hogy az m = 0 esetben ez a kovetkeztetés
trividlis, vagyis maga a kiegészit® egyenlet az f folytonossagat adja,
mig m = 1 esetén maga a feltétel trivialis azonossdga vélik, azaz
nem jelent semmilyen korldtozdst az f szdmdra (ezért f lehet nem
folytonos is).

Az m = 2 sajatos esetben, de a kiegészitd egyenlet médositott

valtozatdval nem folytonos megoldasokat talalunk.

Tétel. (Z. Boros és E. Garda-Mdtyds [9]). Legyen K € R. Ha egy
f: R — R kvadratikus fiigguény teljesiti az

fa?) = Ka* f(x) (2)

kiegészitd egyenletet bdrmely x € R esetén, akkor vagy f = 0, vagy
K e{1,2,4}. Ez utébbi esetekben f-nek a kévetkezd reprezentdcidi
vannak.

o Az f: R — R kvadratikus leképezés a K = 1 esetben akkor és
csak akkor tesz eleget a (2) feltételnek, ha

fl@)=f1)-2* (z€R).

e Az f: R — R kvadratikus leképezés a K = 2 esetben akkor és
csak akkor tesz eleget a (2) feltételnek, ha létezik ¢ € Da(R)

ugy, hogy
f(a) = dzp(z) — p(a®)  (z€R). 3)
e Ha B: R xR — R egy szimmetrikus bi-derivdcio, akkor
f(x) = B(z,x) (x €R)

a (2) egyenlet egy kvadratikus megolddsa K = 4 esetén.
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Megjegyzés. Ha ¢ € D(R), akkor a (3) egyenletbdl f(z) = ¢(x?)
(z € R) kovetkezik. Ez a megfigyelés biztositja a (2) egyenlet egy
nem nulla kvadratikus f megoldasdnak létezését K = 2 esetén. Az
ilyen megoldasok létezése K = 1 és K = 4 esetén az utolséd tétel

nyilvanval6 kovetkezménye.

Megjegyzés. Megfigyelhetjik, hogy K = 4 esetén ez a tétel csak
elégséges feltételt biztosit az f szdméra ahhoz, hogy teljesitse az (1)

és a (2) egyenleteket. Nyitott kérdés, hogy ez sziikséges feltétel-e.

Ebben az esetben azonban valamivel gyengébb sziikséges felté-
telt tudunk bizonyitani.

Tétel. Ha egy f: R — R kvadratikus fiiggguény teljesiti az
f (332) = 4x2f(x)

kiegészitd egyenletet barmely x € R esetén, akkor f egy mdsodfoki

szimmetrikus bi-derivdcio diagonalizdltja.

Az el6z6 eredmények jelent6ségét a kovetkezé tétel emeli ki,

ahol a kiegészit6é egyenletben két kvadratikus fiiggvény szerepel.

Tétel. Az f,g: R — R kvadratikus fligguények akkor és csakis
akkor teljesitik az y*f(x) = x2g(y) kiegészitd egyenletet az (z,y) €
S1 pdrokra m = 2 esetén, ha létezik eqgy p: R — R additiv fiigguény
és eqy h: R — R kvadratikus fiigguény, mely teljesiti a

h(x?) = 422h(z) (x € R)
egyenletet gy, hogy
Fl) = hia) +ola?) és g(x) = {hlx) + ()

minden x € R esetén.
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Es végiil, kobfliggvényekre kiterjesztve a vizsgalatot a kovetke-

76 eredményt kapjuk.

Tétel. (Z. Boros és E. Garda-Mdtyds [10]). Ha f: R — R egy
dltaldnositott harmadfoki monom, amely teljesiti az y> f(x) = 22 f(y)
kiegészitd egyenletet (x,y) € Sy feltétel mellett, akkor f(x) = x3f(1)
minden v € R esetén.

Egyenletek kipszeletek mentén

Az 5. fejezetben olyan additiv, kvadratikus és magasabb rendii
monom fliggvények folytonossagat vizsgaljuk, amelyek a hiperboldk
vagy az egységkor mentén teljesitenek kiegészité egyenleteket.
Negativ eredménnyel kezdiink az xy = 1 egyenlet altal adott hiper-
bola mentén. Ha f: R — R egy n-edfoku altalanositott monom

fiiggvény (2 < n € N), f eleget tesz az

fa) = (3) oo

kiegészito egyenletnek, konnyen belathato, hogy léteznek nem folyto-
nos megoldésok.
Példaul, ha d: R — R egy nem azonosan nulla derivéicié, akkor egy

nem folytonos f megoldas az
f(z) = 2" (d@)*  (zeR),

ahol ke {1,2,...,[n/2]}.

Habér tudjuk, hogy minden n > 2 esetén vannak nem folytonos
megolddsai az y™ f(z) = z™ f(y) kiegészit§ egyenletet teljesité monom
fiiggvényeknek az (x,y) € S feltétel mellett, folytatjuk a vizsgdlatain-
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kat kvadratikus fiiggvényekkel. Ebben az esetben a feltételes egyenlet

fa) = atf (i) (¥ 2 £0) (1)

alakd. Annak ellenére, hogy az f folytonossaga nem kovetkezik ebbél
a feltevésbdl, érdekes és fontos eredményeket kaphatunk az =z —
F(xz,1) és © — F(x,1/x) leképezésekre. Ezeket az eredményeket fel-
hasznalva a tovabbiakban igazoljuk a kvadratikus fiiggvények folyto-

nossagat tobb kapcsoldodo esetben.

Lemma. (E. Garda-Mdtyds [16]). Ha egy f: R — R kvadratikus
figguény teljesiti a (4) kiegészitd egyenletet, akkor

F(z,1) =z f(1)

minden x € R esetén.

Lemma. (E. Garda-Mdtyds [16]). Ha egy f: R — R kvadratikus
fiigguény teljesiti az y? f(x) = 22 f(y) kiegészitd egyenletet az (z,y) €
So pdrok esetén, akkor

f(2?) = 22'F <x i) + 622 f(x) — T2 f(1)

minden x € R\ {0} -ra.

Lemma. (E. Garda-Mdtyds [16]). Ha egy f: R — R kvadratikus
fiigguény eleget tesz az
1
(o) - 12
x x

feltételnek barmely x # 0 esetén, akkor f(x) = x2f(1) minden x €
R -re.
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Ezutén a kiegészitd egyenleteket az z2 — y? = 1 egyenletii
hiperbola mentén teljesité additiv és kvadratikus fiiggvények folyto-

nossagat vizsgaljuk. Elsé eredményiink az additiv esetre vonatkozik.

Tétel. Legyenek f,g: R — R additiv fliggvények. Ha f,g teljesitik
az yf(x) = xg(y) kiegészitd egyenletet az (x,y) € Ss pdrok esetén,
akkor f(x) = g(z) = xf(1) minden x € R -re.

A kovetkez6 eredményiink a kvadratikus esetre vonatkozik,
egyetlen kvadratikus fliggvénnyel.

Tétel. (E. Garda-Mdtyds [16]). Ha egy f: R — R kvadratikus
fiigguény eleget tesz az y*f(x) = 2%f(y) kiegészité egyenletnek az
(v,y) € Ss feltétel mellett, akkor f(x) = z2f(1) minden x € R
esetén.

Ezt az eredményt altalanositjuk egy masodik kvadratikus fligg-

vény hasznalataval.

Tétel. Legyenek f,g: R — R kvadratikus figgvények. Ha f,g tel-
jesitik az y*f(x) = 2%g(y) kiegészitd egyenletet az (w,y) € Ss pdrok
esetén, akkor f(z) = g(z) = 2% f(1) minden x € R -re.

A kiegészitd egyenleteket az egységkor mentén teljesitd kvadra-
tikus valds fliggvényekkel folytatjuk vizsgdlatainkat. Amikor a feltéte-
les egyenletben egyetlen kvadratikus fliggvény van, a kovetkezo6 ered-

ményt kapjuk.

Tétel. (E. Garda-Mdtyds [16]). Ha egy f: R — R kvadratikus
fiigguény eleget tesz az y*f(x) = 2%f(y) kiegészité egyenletnek az
(x,y) € Sy pdrok esetén, akkor f(x) = 22f(1) minden x € R-re.

Altaldnositva ezt az eredményt egy masodik kvadratikus fligg-
vény hasznélataval, a kovetkezo tételt kapjuk.
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Tétel. Ha f,g: R — R kvadratikus fiigguények teljesitik az y? f(x) =
22g(y) kiegészitd egyenletet az (x,y) € Sy pdrok esetén, akkor f(x) =
g(z) = 2% f(1) minden z € R -re.

Végil, figyelembe véve a fliggvényegyenletek irodalmanak to-
vabbi eszkozeit, amelyek nagyon friss eredményeket is tartalmaznak,
érdekes sziikséges feltételt kapunk a (4) kiegészité egyenletet teljesitd

kvadratikus fliggvényekre.

Tétel. Haegy f: R — R kvadratikus fiiggvény eleget tesz az y? f(z) =
22 f(y) kiegészitd egyenletnek az xy = 1 feltétel mellett, akkor létezik
eqy H harmadrendid szimmetrikus bi-derivdcio, amelyre

f@) = H(z,z) + 2° f(1).

Transzcendens fiiggvényeket tartalmazé feltételes

egyenletek

A 6. fejezetben olyan f,g: R — R kvadratikus és kobfiiggvé-
nyeket vizsgdlunk, amelyek logaritmus illetve exponencialis fiiggvé-
nyeket tartalmazo feltételes egyenleteket teljesitenek. Ezekben az es-
etben bebizonyitjuk az f, g kvadratikus és kobfiiggvények egyenloségét
és folytonossagat.

Tétel. Tegyik fel, hogy f,g: R — R n-edfoki monom fiigguények
(n € {2,3}) és f,g eleget tesznek az y™f(x) = x"g(y) kiegészitd
egyenletnek RY -on minden (z,y) € Ss esetén. Ekkor f(x) = g(z) =
2" f(1).

Megjegyzés. A fenti tétel eredményei atvihetOk az exponencidlis fiigg-
vény esetére, amikor (x,y) € Sg, mivel az azonos alapi exponencidlis

és logaritmus fiiggvények egymas inverzei.

Megjegyezziik, hogy mind a logaritmus, mind az exponencidlis
fliggvény alapja barmely pozitiv valés szam lehet, az 1-et kivéve.
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Introduction

Let R, Q, Z, and N denote the set of all real numbers, rationals,
integers and positive integers, respectively. Let RT denote the set of
positive real numbers.

We define the following sets:

SOZ{(xvy)€R2|amxm+am71$mil+"‘+a1$+a0:y}
with meN, a; R, i=0,...,m, ap, #0, a9 #0,

S1={(x,y) eR*|a™ =y} withmeZ, |m|>2,
So = {(z,y) € R*|zy = 1},

Sy ={(z,y) € R?|2? —y* = 1},

Sy ={(z,y) e R*|2® +y* =1},

S5 = {(z,y) €eR*|x >0 and logz =y},

S5 = {(2,y) € R? | = y}

We call a function f : R — R additive if f(x+y) = f(z)+ f(y) holds
for all z,y € R. It is well known, that there exist discontinuous
additive functions. A continuous additive function f is linear, i.e.,
has the form f(z) = cz, with some real number c.

The motivation for our investigations are some problems solved for
additive functions.

The problem is the following;:

Suppose that f : R — R is an additive function. If f satisfies the
additional equation zf(y) = yf(x) for the pairs (z,y) € S;, i =
0,1,2,4, does it imply that f is continuous (i.e., linear)? In these
cases the continuity of the additive function was proved.

Case (x,y) € Sp: the affirmative answer can be found in [12].
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Case (z,y) € S1: in 1968 A. Nishiyama and S. Horinouchi [35] proved
that every additive mapping f : R — R | which satisfies zf(y) =
yf(z) for all (z,y) € S1 is of the form f(z) = f(1)x for all z € R.
Case (z,y) € Sa: the problem was posed by I. Halperin in 1963
(communicated in J. Aczél [1]). To Halperin’s question S. Kurepa
[30] has given the answer in the affirmative by proving, among others,
a theorem which contains a more general result and leads to f(z) =
f(1)xz. W. B. Jurkat [25] has obtained independently the same result.
Several authors extended this result in various directions. Among
numerous further publications they provided generalizations in [29,
Theorem 14.3.3], [27], and [31].

Case (z,y) € S4: the problem was formulated by W. Benz [5] in
1989. This question, together with a similar one for derivations, was
answered in the affirmative by Z. Boros and P. Erdei [6].

B. Ebanks [12] generalizes the problem to a pair of additive
functions f, g related by the functional equation yf(x) = zg(y) for
all points (z,y) on a specified curve. He finds that for many (but
not all) types of curves this forces f and g to be equal and linear
(including S;, ¢ = 0,4, 5, 6).

Preliminaries

Before describing the purpose of the dissertation and present-
ing the main results, let us look at the necessary terminology.
A function F : R® — R (n € N) is called n—additive if, for every
1€{1,2,...,n} and for every x1,...,z,,y; € R,

F(£C17...,£L'i,1,.’£i +yi7xi+17~~71’n) =

= F(a:l,...,zi_l,xi,xi+1,...,xn)JrF(xl,...,xi_l,yi,xi+1,...,xn),
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i.e., F'is additive in each of its variables x; e R, =1,...,n. We call
1-additive functions simply additive, 2-additive functions biadditive.
Further, constant functions will be called 0-additive.

Given a function F' : R™ — R, by the diagonalization of F' we un-
derstand the function f : R — R arising from F' by putting all the
variables (from R) equal:

flx)=F(z,...,2) (x € R).

If, in particular, f is the diagonalization of an n—additive function
F :R™ - R, we say that f is a monomial function ( or generalized
monomial) of degree n. Generalized monomials of degree 3 are called
cubic functions, quadratic functions are generalized monomials of
degree 2. Further, additive functions are generalized monomials of
degree 1 and real constants are generalized monomials of degree 0.

A monomial function f: R — R of degree n € N is continuous if, and

only if, it can be given as
flx) =cz™ (r eR)

with some real number c.

Quadratic functions are characterized by the functional equation

fle+y) + fle—y) =2f(z)+2f@y)  (z,y €R), (1)

which is the so called norm square equation or parallelogram law.
The biadditive symmetric functional F' that generates the quadratic

function f is given by the formula

Fla,y) = 3 1f(z +y) — £(z) ~ f(9)
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for all z,y € R.

We say that f: R — R is a derivation if f is additive and satisfies the
functional equation f(xy) = f(x)y + xf(y) for every z,y € R. The
family of derivations f: R — R is denoted by D(R). A functional
B: R xR — R is called a bi-derivation if the mappings t — B(t, x)
and t — B(z,t) (t € R) are derivations for each € R. For each
n € N, an additive mapping f: R — R is called a derivation of order
n, if there exists B: R x R — R such that B is a (symmetric) bi-
derivation of order n — 1 (that is, B is a derivation of order n — 1 in
each variable) and f(zy) — xf(y) — f(x)y = B(z,y) (z,y € R). The
identically zero map is the only derivation of order zero. The set of
derivations of order n will be denoted by D, (R).

The aim of the dissertation is to study monomial functions
f,9: R — R of degree n € N, n > 2 which satisfy the conditional
equation y" f(z) = 2" f(y) or y" f(x) = z™g(y) for all points (x,y) €
S;, i =0,...,6. Does it imply that f and g are continuous?

Our main results are presented in four chapters, classified by

curves.

Conditional equations involving polynomial functions

In Chapter 3 we investigate the continuity of monomial func-
tions satisfying additional equations involving polynomial functions
whose graphs do not pass through the origin (Sp).

We get the following result.

Theorem. Suppose that f: R — R and g: R — R are general-

ized monomials of degree n € N that satisfy the additional equation
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y" f(x) = x™g(y) for the pairs (x,y) € So. Then f(x) = g(x) =
2" f(1) for allz € R.

Remark. If a,, = ap—1 = ... = a3 = 0 then y = a¢ is constant.
Therefore we have

ag f (z) = 2"g (ao)

and thus
£ (@) = o280 _gnpa),

n
)

but we have no further information about ¢ other than g(ag) =
ag f(1).

Remark. In the particular case y = a;z (ap = 0) the conditional
equation has the form

ayz"f (z) = a"g (arz),

ie., g(aix) = alf (). We note that, if a; = 0 then this equation
yields no information, so f and ¢g can be any monomial functions.
In the case a; # 0, let f be any discontinuous real monomial func-
tion. Then it follows from the conditional equation that g is also
discontinuous.

If we tighten the study to a single monomial function f: R —
R, we have an immediate consequence of the above theorem, without
the restriction a,, # 0:

Corollary. (Z. Boros and E. Garda-Mdtyds [10]). If a monomial
function f: R — R of degree n € N satisfies the additional equation
y"f(z) = ™ f(y) for the pairs (x,y) € So, then f(x) = 2™ f(1) for
allz €R.

Remark. In case m = 1, the implication in Corollary does not hold if
aop = 0. In this case, if, for instance, a; # 0, the conditional equation
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takes the form
ata" f (x) = 2" f (a12),

ie., f(a1z) = al f (z). Indeed, there exists a discontinuous example
of the form f(x) = (h(z))" (z € R), where h: R — R is a discontin-
uous additive function, such that the homogeneity field of h contains

aj.

Conditional equations involving the power function

Chapter 4 contains results for quadratic and cubic functions
satisfying conditional equations involving the power function (Si).
First we study the case when there is a single quadratic function in

the conditional equation.

Theorem. (Z. Boros and E. Garda-Mdtyds [9], E. Garda-Mdtyds
[16]). If 2 < |m|, m € Z and the quadratic function f : R — R
satisfies

fla™) =a* "2 f(x)

for every x € R, then there exists C € R such that
fx)=C-2* (x€R).

We note that in case m = 0 the same implication is triv-
ial, while in case m = 1 the additional equation becomes a trivial
identity that does not imply any restriction for f (hence f can be
discontinuous as well).

In the particular case m = 2, but with a modified version of

the additional equation, we find discontinuous solutions.

Theorem. (Z. Boros and E. Garda-Mdtyds [9]). Let K € R. If a
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quadratic function f : R — R satisfies the additional equation
f(a?) = Ka* f(x) (2)

for every x € R, then either f =0 or K € {1, 2,4}. In the latter

cases, we have the following representations for f.

e A quadratic mapping f: R — R fulfills (2) with K =1 if, and
only if,
fl@)=f(1)-2* (zeR).

o A quadratic mapping f: R — R fulfills (2) with K = 2 if, and
only if, there exists p € Da(R) such that

f(a) = dwp(x) - p(2®)  (z€R). 3)
o If B: R xR — R is a symmetric bi-derivation, then
f(z) = B(z,x) (v €R)

is a quadratic solution of the equation (2) with K = 4.

Remark. If ¢ € D(R), then equation (3) yields f(x) = p(2?) (v €
R). This observation ensures the existence of a non-zero quadrat-
ic solution f of (2) for K = 2. The existence of such solutions in
the cases K = 1 and K = 4 is an obvious consequence of the last

theorem.

Remark. We can observe that, in case K = 4, this theorem provides
only a sufficient condition for f to satisfy equations (1) and (2). It is

an open question whether this condition is necessary.

However, we can prove a somewhat weaker necessary condition
in that case.
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Theorem. If a quadratic function f: R — R satisfies the additional
equation

f (xQ) =4a% f(x)

for every x € R, then f is the trace of a symmetric bi-derivation of

order 2.

The significance of the previous results is highlighted by the

following theorem, where two quadratic functions are involved.

Theorem. The quadratic functions f,g: R — R satisfy the ad-
ditional equation y?f(x) = x%g(y) for the pairs (z,y) € S1 with
m = 2 if, and only if, there exist an additive function p: R — R
and a quadratic function h: R — R satisfying the condition

h(z?) = 42*h(x) (x € R)
such that

F(2) = h(z) + ¢(a?) and g(z) = Th(x) + rp(x)

forallz e R.

And finally, extending the study to cubic functions, we get the
following result.

Theorem. (Z. Boros and E. Garda-Mdtyds [10]). If f: R =R is a
generalized monomial of degree 8 that satisfies the additional equation
y3f(z) = 23 f(y) under the condition (x,y) € S1, then f(z) = 23 f(1)
forallz e R.

Equations along conic sections

In Chapter 5 we investigate the continuity of additive, quadratic

and higher order monomial functions that satisfy subsidiary equa-
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tions along hyperbolas or the unit circle (S, Ss3, Sy).
We start with a negative result along the hyperbola given by the
equation xy = 1. If f: R — R is a generalized monomial of degree

n € Nyn > 2, f satisfies the additional equation

fay=as (1), oo

it is easy to see, that there exist discontinuous solutions.
For example, if d: R — R is a not identically zero derivation, then a

discontinuous solution f is
f(x) = 2" (d@)*  (zeR),

where ke {1,2,...,[n/2]}.

Although we know that for all n > 2 there are discontinuous solutions
of monomial functions satisfying the additional equation y" f(z) =
2™ f(y) for all (z,y) € Sa, we continue our investigations for quadratic

functions. In this case, the conditional equation has the form

fo =o't (1), (aro (1)

Despite the fact that the continuity of f does not follow from this
assumption, we can obtain some interesting and important results for
the mappings © — F(x,1) and « — F(z,1/z). Using these results
hereinafter, we prove the continuity of quadratic functions in several
related cases.

Lemma. (E. Garda-Matyds [16]). If a quadratic function f: R — R
satisfies the additional equation (4) then

F(z,1) = 2f(1)
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forallz e R.

Lemma. (E. Garda-Mdtyds [16]). If a quadratic function f: R — R
satisfies the additional equation y? f(x) = % f(y) for the pairs (z,y) €
Ss, then

f (z%) =22*F <m, i) + 622 f(x) — T2 f(1)

for all x € R\ {0}.

Lemma. (E. Garda-Mdtyds [16]). If a quadratic function f: R — R

satisfies

for every x # 0, then f(x) = 22f(1) for allz € R.

Thereafter we investigate the continuity of additive and quad-
ratic functions satisfying additional equations along the hyperbola
given by the equation z2 — y? = 1. Our first result relates to the
additive case.

Theorem. Let f,g: R — R be additive functions. If f,g satisfy the
additional equation yf(x) = xzg(y) for the pairs (z,y) € Ss, then
flx)=g(z) =2f(1) forallxz € R.

Our next result applies to the quadratic case with a single
quadratic function.

Theorem. (E. Garda-Mdtyds [16]). If f: R — R is a quadratic
function that satisfies the conditional equation y*f(x) = 22f(y) for
all (x,y) € Sz, then f(x) = 2%f(1) for all x € R.

We generalize this result by using a second quadratic function.
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Theorem. Let f,g: R — R be quadratic functions. If f, g satisfy the
additional equation y*f(x) = x2g(y) for the pairs (x,y) € Sz, then
f(z) =g(x) =2%f(1) for allz € R.

We continue our investigations with quadratic real functions
that satisfy conditional equations along the unit circle. When the
conditional equation is with a single quadratic function, we have the

following result.

Theorem. (E. Garda-Mdtyds [16]). If a quadratic function f: R —
R satisfies y*f(x) = 2%f(y) for the pairs (x,y) € S4, then f(x) =
22f(1) for all x € R.

Generalizing this result by using a second quadratic function,

we obtain the following theorem.

Theorem. If f,g: R — R are quadratic functions that satisfy the
additional equation y*f(x) = x2g(y) for the pairs (z,y) € S4, then
f(x) =g(x) =22f(1) for allz € R.

Finally, considering further tools from the literature of func-
tional equations, which include very recent results as well, we get an
interesting necessary condition for quadratic functions that satisfy
the additional equation (4).

Theorem. If a quadratic function f: R — R satisfies the addi-
tional equation y?f(x) = x2f(y) under the condition xy = 1, then

there exists a symmetric bi-derivation H of order 3 for which f(x) =

H(x,z) +2%f(1).

Conditional equations involving transcendental functions

In Chapter 6 we investigate quadratic and cubic functions
f, g: R — R that satisfy conditional equations involving logarithmic
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and exponential functions (S5, Sg). In these cases, we prove the

equality and continuity of the quadratic and cubic functions f, g.

Theorem. Suppose f,g: R — R are monomial functions of degree
n € {2,3} and f,g satisfy the additional equation y™ f(x) = x"g(y)
on RT for the pairs (z,y) € S, then f(z) = g(z) = 2™ f(1).

Remark. The results of the above theorem can be transferred to the
case of exponential functions, that is (z,y) € Sg, since the exponen-
tial and logarithmic functions of the same basis are inverses of each

other.

We note that both the base of the logarithm, and the base of

the exponential can be any positive real number except 1.
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