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1. Introduction

Preserver problems appear in many parts of mathematics and their in-
vestigation forms an extensive research field. They have been studied sys-
tematically rather in matrix theory. The corresponding study concerns the
characterizations of all linear transformations on a given vector space of
matrices that preserve certain functions, subsets, relations, etc. which are
closely related to the space. Such problems are called linear preserver prob-
lems (LPPs). For surveys on these problems the reader can consult the pa-
pers [2, 3, 11]. Nowadays, the area of LPPs is investigated also in the infi-
nite dimensional setting, i.e. in the case where instead of matrices, bounded
linear operators on Hilbert or Banach spaces are considered. For a corre-
sponding survey we refer to, e.g. [1].

In the last few decades the investigation of preserver problems has been
extended to researches in which nonlinear structures of operators are in-
volved. In the mathematical formulation of quantum mechanics due to
John von Neumann several such structures of Hilbert space operators ap-
pear. These objects are usually called quantum structures. One of the most
important such structure is the collection of density operators. In the disser-
tation, there are several results about preserver problems on the set of these
operators.

Some words about the content of the thesis which is mainly based on
the papers [6, 7, 9, 10]. In the first chapter, we give a general overview
about preserver problems on algebraic structures of operators, then we col-
lect those preliminaries and terminology which are necessary for the ma-
terial of the dissertation. The second chapter is devoted to the description
of some bijections on the set of density operators with preserver properties
related to commutativity. In the third chapter relative entropy preserving
maps on the collection of density operators or of invertible density opera-
tors are investigated. Chapter 4 contains results concerning the structure of
the isometries of certain spaces of positive operators in the von Neumann
- Schatten classes with respect to metrics which are closely related to the
p-norms. Moreover, we present identification lemmas which form the key
part of the proof of some of these results. In the fifth chapter, we determine
the general form of the surjective isometries of the space of invertible pos-
itive operators acting on a 2-dimensional Hilbert space endowed with the
Thompson metric or the Hilbert projective metric.



2 Introduction

In what follows, we collect those notions, basic facts and notation which
are used throughout the dissertation. H denotes a complex Hilbert space
and the C*-algebra of all bounded linear operators acting on H is denoted
by B(H). We now present the notions of von Neumann - Schatten classes
and some related concepts which are used in several chapters of the thesis.
If A € B(H), then |A| = VA*A stands for its absolute value. Let p=>1be
a number. We denote by C,(H) the set of those elements of B(H) which
have the property that for every orthonormal basis (e;);c; of H the series
Yici{lAlPe;, e;) is convergent. This set is usually called the von Neumann
- Schatten p-class. We remark that in the case where dim H < oo one has
C,(H) = B(H). Before introducing the usual norm on C,(H), we define the
trace functional in the following way. If A € C(H), then

trA =) (Ae;, e,
i€l
where (e;);c; 1s an orthonormal basis in H. We remark that the trace tr A
of A is well-defined, since the latter sum is convergent and its value does
not depend on the special choice of the orthonormal basis (e;);e;. For each
A € C,(H) one defines the p-norm of A by the formula

1
IAll,= (tr A7) 7

It is well-known that the function ||.||,: C,(H) — R is a complete norm on
the linear space C,(H). As for the case p = oo, let ||.|| signify the operator
norm on B(H). We call a positive element of C{(H) a density operator if
it has unit trace. The set of the density operators acting on H is denoted
by S (H). By an antiunitary operator we mean a surjective conjugate-linear
isometry on H.
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2. Commutativity preserving maps on density operators

Chapter 2 is devoted to problems concerning bijective transformations
on density operators with invariance properties related to commutativity.
The corresponding results describe the general forms of those maps. Before
we formulate our theorem on the structure of commutativity preserving bi-
jections of S (H), we introduce a notation which is used in it. If A € B(H)
and A € 0,(A) is an eigenvalue of A, then denote by P4(1) the projection
on H whose range is the eigensubspace of A corresponding to 4. A more
restrictive version of the following result is the statement [9, Theorem 1.]
which contains a separability condition, too.

THEOREM. (Nagy)
Assume that dim H > 3. Moreover, suppose that ¢: S(H) — S(H) is a
bijection which preserves commutativity, i.e. satisfies

p(A)p(B) = ¢(B)$(A) — AB = BA

forany A,B € S(H). Then there is a unitary or an antiunitary operator U
on H, and for any A € S (H) there exists an injective function fa: o p(A) —
[0, 1] such that

pA)=U

fA(/l)PA(ﬂ)) U-.

Aea,(A)

The above statement shows that the form of the commutativity preserv-
ing bijections of S (H) is slightly irregular. To obtain a more regular form we
have to assume a bit more requirements concerning the transformations un-
der consideration. In the results of Chapter 2, we determine the structure of
those bijections on S (H) which preserve not only commutativity but also a
certain measure of it. We define this quantity as follows. For a fixed unitarily
invariant norm ||.||: C1(H) — R (i.e., a norm which satisfies ||[UT V|| = ||T||
for each T € C|(H) and unitary operators U,V on H) and any A, B € S(H)
the measure of commutativity between them is

[|AB — BA]|.

The below assertions describe the structure of the bijections on S (H) which
preserve the last displayed quantity. Those special cases of these statements
when ||.|| is a p-norm (1 < p < o0) have been appeared in the author’s paper
[9] as Theorems 2 and 3.
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THEOREM. (Nagy)
Suppose that dim H = oo and that ¢: S(H) — S(H) is a bijection which
satisfies

(2.1) p(A)¢(B) — $(B)p(A)l| = [[AB — BA|

for each pair A, B € S(H). Then we have a unitary or an antiunitary oper-
ator U on H such that ¢ can be written in the form

#(A) = UAU" (A € S(H)).
As for finite dimensional spaces we have the following statement.

THEOREM. (Nagy)
Suppose that 3 < dimH < oo and that ¢: S(H) — S(H) is a bijective
mapping with the property that (2.1) holds for every A,B € S(H). Then
there is a unitary or an antiunitary operator U on H such that for each
A € S(H) one has
#(A) = UAU”
or
A) = LI - UAU”

oA = dim H ’
where I denotes the identity operator on H.

In the last result of Chapter 2, we give the form of those bijective com-
mutativity preserving transformations on S (H) which leave the fidelity be-
tween commuting elements invariant. This quantity, which has a fundamen-
tal role in quantum information theory is defined in the following way. For
any A, B € S (H) the fidelity F(A, B) between them is

F(A,B) = tr \| VABVA.

The last theorem in the second chapter reads as follows.

TueorEM. (Nagy [9])
Assume that dim H > 3. Furthermore, suppose that ¢: S(H) — S(H) is a
bijection which preserves commutativity and has the property that

F(¢(A), #(B)) = F(A, B)
holds for each pair A, B € S (H) of commuting operators. Then there exists
a unitary or an antiunitary operator U on H such that ¢ can be written in

the form
#(A) = UAU" (A € S(H)).
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3. Relative entropy preserving maps on density operators

This chapter contains theorems on relative entropy preserving maps of
subsets of density operators. Throughout it we assume that H is finite di-
mensional. Relative entropy is a fundamental notion in quantum informa-
tion theory which has several versions. We recall the definitions of those
which are considered in the third chapter.

(i) Umegaki relative entropy: S(A||B) = trA(logA — log B) if suppA
supp B, and S (A]|B) = oo otherwise
(i) Belavkin-Staszewski relative entropy:
S 3(A|IB) = tr VAlog VAB~' VA if suppA cC supp B, and S (A||B)
oo otherwise
(iii) Tsallis relative entropy: S7(AllB) = 1/(1 — ¢)(1 — tr AB'~9)
(iv) Quadratic relative entropy: So(A||B) = trA"'(A — B)? if supp B
supp A, and S o(Al|B) = oo otherwise
(v) Jensen-Shannon divergence:
S(A|fAa+B))+5(B|3A+B)
2
In these definitions, A, B € S(H), the number 0 < g < 1 is fixed, supp
signifies the orthogonal complement of the kernel of a density operator and
log denotes the logarithm with base 2. Furthermore, the -1 power and the
logarithm of a positive operator on H are only taken on its range.

In [8], the authors have determined the structure of those transforma-
tions on S (H) which preserve the Umegaki relative entropy. Motivated by
their result, we have described the general form of all mappings of the set of
density operators on H which leave one of the quantities (ii)—(v) invariant.
We emphasize that in the corresponding statement there are no assumptions
on the transformation in question only that it should preserve the relative
entropy under consideration. However the conclusion is that such a map has
a very simple form. This is formulated in the first theorem of Chapter 3.

N

N

Dy (AllB) =

THEOREM. (Molndr, Nagy [7])
Let X(.||.) signify any of the quantities (i1))—(v). Assume that ¢: S(H) —
S (H) is a mapping with the property that

(3.1) X(#(A)ll¢(B)) = X(Al|B)

holds for all A,B € S(H). Then there exists a unitary or an antiunitary
operator U on H such that ¢ can be written in the form

#(A) = UAU" (A € S(H)).
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In the differential geometric aspects of quantum theory, instead of S (H)
they usually consider the set M(H) of invertible density operators on H.
The reason is that from differential geometric point of view M(H) is a much
richer structure, it is a manifold. In [5] Molndr has determined the general
form of those surjective transformations on M(H) which preserve the rela-
tive entropy (i) or (ii). We have extended the corresponding results to the
case of the quantities (iii),(iv) and obtained the second theorem in Chapter
3.

THEOREM. (Molndr, Nagy [7])

Let X(.||.) signify one of the relative entropies (iii),(iv). Assume that ¢ is a
surjective selfmap of M(H) with the property that (3.1) holds for each pair
A, B € M(H). Then there exists a unitary or an antiunitary operator U on
H such that ¢ can be written in the form

#(A) = UAU" (A € M(H)).
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4. Isometries of positive operators and identification lemmas

Chapter 4 is devoted to the investigation of isometries of spaces of pos-
itive operators and it also deals with some identification lemmas. Before
summarizing the results of this chapter, we present the main notation used in
it. Let 1 < p < co. The metric induced by the p-norm is denoted by d,, (this
concerns also the case p = o), the symbol C,(H)" stands for the set of all
positive operators in C,(H) and C,(H){ signifies the collection of those ele-
ments in C,(H)" which have unit p-norm. We remark that C1(H){ = S (H).

Now we can formulate the identification lemmas appearing in the fourth
chapter. It is an immediate consequence of them that, roughly speaking, in
finite dimension the elements of C,(H)7, respectively S (H) can be identified
by their distances to the members of P1(H) in the metric d,,, respectively de,.

Lemma. (Nagy [10])
Assume that H is finite dimensional and let 1 < p,y < oo be fixed numbers.
If A, B € Cp(H)| have the property that

dy(A,yP) = dy(B,yP)
is satisfied by each P € P1(H), then A = B.

Lemma. (Nagy)
Assume that H is finite dimensional and let A, B € S (H) be such that

dw(A, P) = d(B, P)
for each P € Py(H). Then A = B.

In the fourth chapter, there are several results concerning the isometries
of Cp(H)| and those of C,(H)* (1 < p < o). In the first theorem of Chapter
4, we determine the structure of the isometries of (S (H),d)) (1 < p < o).
This result appeared as part of [7, Theorem 1] under the additional condition
dim H < co. It reads as follows.

THeOREM. (Molnér, Nagy)

Let 1 < p < oo be a fixed number and assume that ¢ is an isometry of
(S(H),dp). Then we have a linear or a conjugate-linear isometry V of H
with the property that ¢ can be written in the form

#(A) = VAV* (A € S(H)).

The next result of Chapter 4 describes the structure of the isometries of
(S (H), d) under the condition dim H < oo.
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THeorREM. (Nagy [10])

Suppose that H is finite dimensional and that ¢ is an isometry of (S (H), d).
Then we have a unitary or an antiunitary operator U on H with the property
that ¢ can be written in the form

4.1) #(A) = UAU" (A € S(H)).

In what follows we formulate the third theorem of the fourth chapter
which describes the general form of the surjective isometries of C,(H)*
with respect to d, (1 < p < o0).

THEOREM. (Nagy)

Let 1 < p < oo and assume that ¢ is a surjective isometry of (C,(H)*,d,).
Then there exists a unitary or an antiunitary operator U on H which has the
property that ¢ can be written in the form

#(A) = UAU" (A € C,(H)").

As for finite dimensional spaces, we present the structure of the isometries
of the cone of complex positive semidefinite matrices with respect to d, in
the statement below (1 < p < 00).

THEOREM. (Nagy)

Assume that dimH < oo and let 1 < p < oo. Furthermore, suppose that
¢: C,(H)" — C,(H)" is an isometry with respect to d,. Then there is a
positive operator X € B(H) and there exists either a unitary or an antiuni-
tary operator U on H such that ¢ can be written in the form

#(A) =UAU" +X (AeCy(H)).

There is a statement in Chapter 4 concerning the description of the sur-
jective isometries of (C,(H){,dp) (1 < p < c0). It reads as follows.

TueoreM. (Nagy [10])

Let 1 < p < oo be a number and assume that ¢ is a surjective isometry of
(C,(H){,dp). Then there exists a unitary or an antiunitary operator U on
H which has the property that ¢ can be written in the form

#(A) = UAU* (A € C,(H))).

There is a corollary of this statement in Chapter 4. It concerns the struc-
ture of the isometries of (S (H), p),), where 1 < p < oo and p,, is the function
defined by

pp(A,B) = d, (A%,B%) (A, B € S(H)).
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These metrics are introduced in quantum information theory to measure the
distance between quantum states, the quantum mechanical objects repre-
sented by density operators. The mentioned corollary describes the general
form of the surjective isometries of (S (H), p,). It can be read below.

CoroLLARY. (Nagy)

Let 1 < p < oo and assume that ¢ is a surjective isometry of (S(H),pp).
Then there exists a unitary or an antiunitary operator U on H which has the
property that ¢ can be written in the form (4.1).
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5. Thompson isometries of positive operators

The results in Chapter 5 concern the structure of the surjective isome-
tries of the space of invertible positive operators on H equipped with the
Thompson metric or the Hilbert projective metric under the condition dim H
= 2. In what follows, we introduce the definitions of these metrics. Let X
be a real normed space and K # 0 be a closed convex cone in X with the
property that K N (—K) = {0}. We define a relation < on the space X in the
following way. For a given pair x,y € X of vectors x < y if and only if
y — x € K. An equivalence relation ~ is defined on K \ {0} by x~y if and
only if there exist numbers s, f > 0 with the property that sx < y < tx. The
equivalence classes of K \ {0} induced by ~ are called components. Let C be
a component and for each pair x, y € C define M(x/y) = inf{t > 0| x < ty}.
The Thompson metric dr is defined by

dr(x,y) = logmax{M(x/y), M(y/x)} (x,y € C)

on C, where log signifies the natural logarithm. One defines the Hilbert
projective metric dy by

dy(x,y) = log M(x/y)M(y/x) (x,y € C)

on C. We remark that dy is not in fact a metric, it is just a pseudo-metric.

It is well-known that the set B(H)" of all positive operators on H is a
nonempty closed convex cone in B(H) considered as a real normed space,
and B(H)" N (-B(H)*) = {0}. Moreover, the collection B(H)", of the in-
vertible elements in B(H)* is a component of B(H)* \ {0}. In [4] Molnar has
determined the general forms of the surjective isometries of B(H)*, with
respect to dr or dy under the condition dim H > 3. The results of the fifth
chapter extend the theorems in the cited paper to the 2-dimensional case.
They read as follows.

THEOREM. (Molnéar, Nagy [6])

Assume that H is 2-dimensional and that ¢ is a surjective isometry of B(H)*,
with respect to dr. Then we have a bijective linear or conjugate-linear
operator S on H with the property that ¢ can be written in the form

$(A) =SAS™ (A€ BH))

or in the form
$(A) = SA™'S* (A eBH)).
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THEOREM. (Molndr, Nagy [6])

Assume that H is 2-dimensional and that ¢ B(H)f1 - B(H)J_’1 is a sur-
Jjective isometry with respect to dy. Then we have a bijective linear or
conjugate-linear operator S on H and a function t: B(H)*, —]0, co[ with
the property that ¢ can be written in the form

#(A) = T(A)SAS™ (A € B(H)')).
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1. Bevezetés

A megdbrzési problémdk a matematika sok 4gdnak fontos részét képezik,
vizsgélatuk napjainkra kiterjedt kutat4si teriiletté valt. Ezen problémaék szisz-
tematikus tanulmédnyozdsdra nagyrészt a matrixelmélet keretei kozott keriilt
sor. A kapcsol6dé vizsgélatok valamely métrixokbdl all6 vektortér olyan
linedris transzformécidi karakterizdcidira vonatkoznak, melyek invaridnsan
hagynak bizonyos, az adott térre jellemzd fiiggvényt, részhalmazt, relaciot,
stb. A kapcsol6d6 problémakat linedris meg6rzési problémaknak nevezik
(LPP-k). Ezekkel kapcsolatos tanulmanyok olvashaték a [2, 3, 11] dolgo-
zatokban. Napjainkban az LPP-k teriiletén a végtelen dimenzids esetben is
folynak kutatdsok, azaz azon esetben, melyben matrixok helyett Hilbert-
vagy Banach-terek korlatos linedris operatorai szerepelnek. Egy ezekre
vonatkoz6 tanulméanyt tartalmaz példaul az [1] publikacio.

Az utébbi évtizedekben a megdrzési problémak teriilete olyan kérdések
vizsgalatara is kiterjedt, melyekben operatorok nemlinedris struktirai szere-
pelnek. A kvantummechanika Neuamnn Janos-féle matematikai leirasdban
tobb ilyen, Hilbert-terek operatorai alkotta struktiira jelenik meg. Ezeket 4l-
talaban kvantumstruktiraknak hivjak. Az egyik legfontosabb ilyen struktiira
a stiriségoperatorok tere. Eme dolgozat tobb olyan eredményt tartalmaz,
mely az emlitett operatorok halmaza megdrzési problémadira vonatkozik.

A kovetkez6kben a disszertacié tartalmanak néhdny mondatos 6ssze-
foglalgja taldlhaté. A dolgozat 4j eredményei tilnyomé tobbsége a [6, 7,
9, 10] cikkeken alapul. Az els6 fejezet attekintést ad operdtorok algebrai
struktirdi meg6rzési problémadirdl, ezt kvetden pedig dsszefoglaljuk azon
alapismereteket és azt a terminol6gidt, melyeket a dolgozatban haszndlunk.
A masodik fejezet a siirliségoperatorok halmazéan értelmezett, kommutati-
vitdssal kapcsolatos invariancia tulajdonsagokkal bird, bijektiv transzforma-
ciok struktirdja leirdsarol sz6l. A harmadik fejezetben a stirliségoperatorok,
illetve az invertalhaté stirliségoperitorok halmaza relativ entrépidt megdrz6
leképezései keriilnek ismertetésre. A kovetkezd fejezetben a Neumann-
Schatten-osztilyok pozitiv elemei olyan izometridi szerkezetével kapcso-
latos eredmények taldlhatok, melyek a p-normédkhoz szorosan kapcsol6dé
metrikdkra vonatkoznak. Tovdbb4d azonossdgi lemmdk is bemutatdsra keriil-
nek, melyek kulcsfontossdgu részét képezik az utébbi eredmények néme-
lyike bizonyitdsdnak. Az 6tddik fejezetben meghatdrozzuk a dimH = 2 e-
setben a H-n hat6 pozitiv invertdlhaté operdtorok tere Thompson-metrikdra
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illetve Hilbert projektiv metrikdra vonatkozé sziirjektiv izometridi dltaldnos
alakjat.

A kovetkezSkben ismertetjiik azokat a fogalmakat, eldismereteket és
jeloléseket, melyeket a disszertdcidban haszndlunk. H egy komplex Hilbert-
teret jelol, a H-n hatd korlatos linedris operatorok C*-algebrajanak jele pedig
B(H). Az aldbbiakban bevezetjiik a Neumann-Schatten-osztdlyokat és né-
hany kapcsol6d6 fogalmat, melyek a disszertacié tobb fejezetében elSfor-
dulnak. Ha A € B(H), akkor |A| = VA*A jeloli az abszolut értékét. Legyen
p > 1 egy szam. C,(H)-val jeloljik azon A € B(H) elemek halmazat,
melyekre a ) ;c;(|AlPe;, ;) sor minden {e;};c; C H ortonormalt bazis esetén
konvergens. Ezen halmazt 4ltaldban a Neumann-Schatten p-osztdlynak ne-
vezik. Megjegyezziik, hogy a dim H < oo esetben C,(H) = B(H). Miel6tt
megadjuk a szokdsos normét C,(H)-n, definidljuk a trace funkciondlt a ko-
vetkez6 modon. Ha A € C(H), akkor

trA = Z(Ae,-,ei),
iel
ahol (e;)ie; € H egy ortonormadlt bazis. Megjegyezziik, hogy a tr A meny-
nyiség jol definidlt, mivel az utébbi sor konvergens és értéke fliggetlen az
(ei)ies bazis megvilasztasatol. Adott A € C,(H) esetén az A operdtor p-
normdja az
1
1Allp= (tr|APP)
formuldval van definidlva. JOl ismert, hogy a ||.||,: C,(H) — R fliggvény
egy Banach-tér norma a C,(H) vektortéren. Ami a p = oo esetet illeti, a
konvencidknak megfeleléen ||.||-val jeloljiik az operatornormat. Egy A €
C1(H) pozitiv elemet sirliségoperdtornak mondunk, ha trA = 1. A H-n
hato stirliségoperatorok halmazanak jele S (H). Antiunitér operatoron H egy
sziirjektiv konjugalt-linedris izometriajat értjiik.
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2. Kommutalastarto leképezések siirtiségoperatorokon

A maésodik fejezet olyan problémdk vizsgalatat tartalmazza, melyekben
a slrliségoperatorok halmazéin értelmezett, kommutativitdssal kapcsolatos
invariancia tulajdonsdgokkal bird, bijektiv transzformaciok szerepelnek. A
kapcsolédé eredmények leirjak ezen leképezések altalanos alakjat. Mieldtt
megfogalmazzuk S (H) kommutéldstartd bijekcidi struktirdjardl szolo téte-
liilnket, bevezetiink egy benne szerepld jelolést. Ha A € B(H) egy opera-
tor, 1 € 0,(A) pedig egy sajatértéke A-nak, akkor jelolje P4(A) azon H-n
hat6 projekciét, mely értékkészlete az A operdtor A-hoz tartozd sajataltere.
Az aldbbi eredmény altaldnositdsa a [9, Theorem 1.] allitdsnak, mely egy
szeparabilitasi feltételt is tartalmaz.

TEteL. (Nagy)

Tegyiik fel, hogy dim H > 3. Tovdbbd legyen ¢: S(H) — S(H) egy olyan
bijekcio, mely tartja a kommutdldst, azaz teljesiil rd, hogy tetszoleges A, B €
S (H) esetén ¢(A)p(B) = ¢(B)P(A) akkor és csak akkor dll fenn, ha AB =
BA. Ekkor van olyan U unitér vagy antiunitér operdtor H-n, és bdrmely A €
S (H) esetén létezik olyan fa: o p(A) — [0, 1] injektiv fiiggvény, melyekre
U

pA)=U Ja()P4 ()

Aea,(A)

A fenti 4llitds mutatja, hogy S (H) kommutél4start6 bijekcidi alakja ke-
véssé reguldris. Ahhoz, hogy reguldrisabb alakot kapjunk, valamivel tobb
feltételt kell szabnunk a széban forgé transzformdicidkra. A mdsodik fe-
jezetben levd eredmények megadjdk S (H) azon bijekcidi struktirdjat, me-
lyek nemcsak a kommutdldst, hanem annak egyfajta mértékét is megorzik.
Ezen mennyiséget a kovetkez6képpen definidljuk. Tetszdlegesen rogzitett
|l.Il: C1(H) — R unitér invaridns norma (azaz olyan norma, mellyel [[UT V||
= ||IT|| teljesiil minden T € C{(H) operitorra és U,V € B(H) unitér ele-
mekre) és barmely A, B € S (H) esetén a kommutdldsuk mértékét az

|[AB — BA||

szamként értelmezziik. Az aldbbi allitdsok megadjak S (H) azon bijekcidi-
nak struktirdjat, melyek megbrzik az utébbi mennyiséget. Ezen eredmények
azon specidlis esetei, melyekben |.|| egy p-norma (1 < p < o0) a szerzd [9]
publikiciéjiban jelentek meg (1asd Theorem 2 és Theorem 3).

TEteL. (Nagy)
Tegyiik fel, hogy dim H = oo és, hogy ¢: S(H) — S (H) egy bijekcio, mely



Kommutalastarto leképezések stirtiségoperdtorokon 15

kielégiti a
2.1 llp(A)¢(B) — ¢(B)p(A)l = [IAB — BA||
egyenletet barmely A, B € S(H) pdr esetén. Ekkor létezik egy U unitér vagy
antiunitér operdtor H-n 1igy, hogy ¢ a
#(A) = UAU" (AeS(H))
alakba irhato.

Véges dimenzids alaptér esetén a kovetkezd eredmény érvényes. Ebben 1
jeloli H identikus operdtorét.

TEteL. (Nagy)
Tegyiik fel, hogy 3 < dim H < oo és, hogy ¢: S (H) — S(H) egy olyan bijek-
cio, mely kielégiti (2.1)-t barmely A, B € S (H) esetén. Ekkor van olyan U
unitér vagy antiunitér operdtor H-n, melyre minden egyes A € S (H) esetén
fenndll a
$(A) = UAU",

vagy a 5

#(A) = dimHI UAU
egyenldségek valamelyike.

A masodik fejezet utolsé eredményében megadjuk S(H) azon kom-
mutélastartd bijekcidi alakjit, melyek invaridnsan hagyjik a felcserélhetd
elemek kozotti fidelitdst. Ezen mennyiséget, melynek alapvetd szerepe van
a kvantum-informéciéelméletben, a kovetkez&képpen definidljuk. Tetszdle-
ges A, B € S(H) esetén az F (A, B) fidelitdsuk az

F(A,B) = tr \| VABVA

egyenldséggel van értelmezve. A masodik fejezet utolso tétele a kovetkezd-
képpen szdl.

TéteL. (Nagy [9])
Tegyiik fel, hogy dim H > 3. Tovdbbd legyen ¢: S(H) — S(H) egy olyan
bijekcio, mely megdrzi a kommutdldst és kielégiti az
F(¢(A), (B)) = F(A, B)
egyenletet minden olyan A, B € S (H) esetén, melyekre AB = BA. Ekkor van
olyan U unitér vagy antiunitér operdtor H-n, mellyel ¢ a
#(A) = UAU" (A € S(H))

alakba irhato.
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3. Relativ entropiat megorzo leképezések siiriiségoperatorokon

Eme fejezetben feltessziik, hogy H véges dimenzids. Jelen szakasz
sirliségoperatorok halmazai relativ entrépidt megdrz6 leképezéseivel kap-
csolatos eredményeket tartalmaz. A relativ entrépia egy alapvetd mennyiség
a kvantum-informaciéelméletben, melynek tobb véltozata van. Ezek koziil
a harmadik fejezetben tdrgyaltak definicidja:

(i) Umegaki relativ entrépia: S(A||B) = trA(logA — log B), ha suppA C
supp B és S (A||B) = oo egyébként

(ii) Belavkin-Staszewski relativ entrépia:
S 3(A||B) = tr VAlog VAB™' VA, ha supp A C supp B és S g(A||B) = oo
egyébként

(iii) Tsallis relativ entrépia: S7(AllB) = 1/(1 — ¢)(1 — tr AYB'~%)

(iv) Kvadratikus relativ entropia: S o(Al|B) = trA"'(A — B)?, ha supp B C
supp A és S o(Al|B) = oo egyébként

(v) Jensen-Shannon divergencia:

S(A|fAa+B))+5(B|3A+B)

2

Ezen definiciékban A, B € S(H) operatorok, 0 < g < 1 rogzitett szam és
supp jeloli a stiriségoperatorok magja ortogondlis komplementerét, illetve
log a 2-es alapt logaritmusfiiggvényt. Tovabba megallapodunk abban, hogy
egy H-n hato pozitiv operator -1 kitev6jl hatvanyat illetve logaritmusat csak
az operator értékkészletén képezziik.

A [8] cikkben a szerz6k megadtdk S(H) azon transzformacidi struk-
tirajat, melyek megdrzik az Umegaki relativ entrépiat. A kapcsolédé ered-
mény motivalt benniinket arra, hogy meghatarozzuk S(H) azon leképezé-
sei dltalanos alakjat, melyek invaridnsan hagyjdk a (ii)—(v) mennyiségek
valamelyikét. Hangsulyozzuk, hogy a kérdéses transzformdacidkkal kap-
csolatban csak azzal a feltételezéssel éliink, hogy meg6rzik a széban forgd
relativ entrépiat. Mindazondltal a kapcsol6dé eredményiinkben azt allitjuk,
hogy az ilyen transzformacidk nagyon egyszerii alakdak. Errdl szol a har-
madik fejezet elsd tétele.

D, (AllB) =

TETeL. (Molndr, Nagy [7])
Jelolje X(.||.) a (i)—(v) mennyiségek valamelyikét. Tegyiik fel, hogy ¢ az
S (H) tér olyan transzformdciodja, mely kielégiti az

(3.1 X(¢(A)llg(B)) = X(Al|B)
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egyenletet barmely A,B € S(H) esetén. Ekkor van olyan U unitér vagy
antiunitér operdtor H-n, mellyel ¢ a

#(A) = UAU* (A€ S(H))
alakba irhato.

A kvantumelmélet differencidlgeometriai vonatkozasaiban S (H) helyett
dltalaban a H-n hat6 invertalhat6 stirtiségoperatorok M(H) halmazat vizs-
galjak. Ennek az az oka, hogy differencidlgeometriai szempontbdl M(H)
egy sokkal gazdagabb struktira, egy sokasdg. Az [5] dolgozatban Mol-
nar meghatdrozta M(H) azon sziirjektiv transzformdcio6i altaldnos alakjat,
melyek meg6rzik az (i) vagy a (ii) relativ entrépiat. A vonatkozé ered-
ményeket kiterjesztettiik a (iii),(iv) mennyiségek esetére, errdl szdl a har-
madik fejezet masodik tétele.

TEteL. (Molndér, Nagy [7])
Jelolje X(.||.) a (iii),(iv) relativ entropidk egyikét. Tegyiik fel, hogy ¢ az
M(H) tér olyan sziirjektiv transzformdcioja, mely kielégiti a (3.1) egyenletet
minden A,B € M(H) esetén. Ekkor van olyan U unitér vagy antiunitér
operdtor H-n, mellyel ¢ a

#(A) = UAU" (A € M(H))

alakba irhato.
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4. Izometriak pozitiv operatorok terein és azonossagi lemmak

A negyedik fejezet célja pozitiv operatorok terei izometridinak vizs-
gélata, tovdbbd tgynevezett azonossdgi lemmadkat is tanulmanyozunk benne.
Miel6tt 6sszegezziik a fejezet eredményeit, bevezetjiik az abban hasznalt
fébb jeloléseket. Legyen 1 < p < oo egy szam. A p-normébdl szarmazé
metrikét d), jeloli (ez a p = oo esetre is vonatkozik), a C,(H)-beli pozitiv
operatorok halmazanak jele pedig C,(H)*. Tovabba hasznéljuk a

Cp(H)y ={A € Cp(H)" = |IAll, = 1)

definiciét. Megjegyezziik, hogy C1(H)] = S (H).

Az aldbbiakban ismertetjiik a negyedik fejezetben talalhaté azonossagi
lemmékat. Ezek azonnali kovetkezménye, hogy — szemléletesen — C,(H)7,
illetve S (H) elemei beazonosithatok a P1(H)-beli operatoroktél a d,,, illetve
a d, metrikdban mért tdvolsdgaik segitségével.

Lemma. (Nagy [10])
Tegyiik fel, hogy H véges dimenzios, és legyenek 1 < p,y < oo rogzitett
szdmok. Ha A, B € C,(H )T operdtorok 1igy, hogy minden P € P1(H) esetén
teljesiil a

dp(A,yP) = dp(B,yP)
egyenldség, akkor A = B.

Lemma. (Nagy)
Tegyiik fel, hogy H véges dimenzios és legyenek A, B € S(H) operdtorok
tigy, hogy minden P € P1(H) esetén

dw(A, P) = d-(B, P).
Ekkor A = B.

A negyedik fejezetben tobb eredmény taldlhaté C,(H){ és C,(H)" izo-
metridival kapcsolatban (1 < p < o). A fejezet els6 tételében meghatiroz-
zuk az (S(H),dp) (1 < p < oo) metrikus tér tavolsdgtart6 transzformacioi
struktirdjit. Eme eredmény véges dimenzids véltozatdt tartalmazza a [7,
Theorem 1] 4llit4s is. Az aldbbiakban megfogalmazzuk az emlitett tételt.

TETEL. (Molndr, Nagy)
Legyen 1 < p < oo egy rogzitett szdm és tegyiik fel, hogy ¢ egy izometridja
(S (H),dp)-nek. Ekkor van olyan 'V linedris vagy konjugdlt-linedris izometri-
dja H-nak, mellyel ¢ a

#(A) = VAV* (A eS(H))
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alakba irhato.

A negyedik fejezet kovetkezd eredménye megadja (S (H), dw) izometriai
struktirdjat a dim H < oo feltétel mellett.

TéteL. (Nagy [10])
Tegyiik fel, hogy H véges dimenzids és, hogy ¢ egy izometridja (S (H), dw)-
nek. Ekkor van olyan U unitér vagy antiunitér operdtor H-n, mellyel ¢ a

4.1) #(A) = UAU" (A eS(H))
alakba irhato.

A aldbbiakban taldlhat6 a negyedik fejezet harmadik tétele, mely megadja
a Cp(H)" tér d,-re vonatkozé sziirjektiv izometridi altaldnos alakjat (1 <
p < o).

TEteL. (Nagy)

Legyen 1 < p < oo és tegyiik fel, hogy ¢ egy dp-re vonatkozo sziirjektiv
izometridja C,(H)"-nak. Ekkor van olyan U unitér vagy antiunitér operdtor
H-n, mellyel ¢ az aldbbi alakba irhato:

#(A) = UAU" (A € C,(H)").

Ami a véges dimenziés tereket illeti, az alabbi allitdsban megadjuk a po-
zitiv szemidefinit komplex matrixok kipja d,-re vonatkozo izometridi struk-
tirgjat (1 < p < o0).

TEteL. (Nagy)

Legyen 1 < p < oo és tegyiik fel, hogy dim H < co. Ha ¢ egy izometridja
(C,(H)*,dy)-nek, akkor van olyan X € B(H) pozitiv operdtor és olyan U
unitér vagy antiunitér operdtor H-n, melyekkel ¢ az alabbi alakba irhato:

#(A) = UAU" +X (AeCy(H)).

A negyedik fejezetben egy (C,(H)7,d)) sziirjektiv izometridi jellemzé-
sével kapcsolatos allitas is taldlhatd (1 < p < oo). Ezt ismertetjiik az alabbi-
akban.

TEteL. (Nagy [10])

Legyen 1 < p < oo egy szdm, és tegyiik fel, hogy ¢ egy sziirjektiv izometridja
(Cp(H)7,dp)-nek. Ekkor van olyan U unitér vagy antiunitér operdtor H-n,
mellyel ¢ az alabbi alakba irhato:

#(A) = UAU* (A € C,(H))).
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A negyedik fejezetben ezen 4llitds egy kovetkezménye is megtaldlhato.
Ez az (S (H), pp) metrikus tér izometridira vonatkozik, ahol 1 < p < oo egy
szam, p, pedig azon fiiggvény, mely a

pp(A,B) = d, (A%, B%) (A, B € S(H))

o

formulaval van definidlva. Ezen metrikakat a stirtis€égoperatorok 4ltal repre-
zentalt kvantummechanikai objektumok, a kevert allapotok tdvolsdganak
mérésére vezették be a kvantum-informaciéelméletben. Ami az emlitett
kovetkezményt illeti, abban megadjuk (S (H), p,) sziirjektiv izometridi 4l-
talanos alakjat. Ezen 4llitas aldbb taldlhat6.

KoverkezmEny. (Nagy)

Legyen 1 < p < oo és tegyiik fel, hogy ¢ egy sziirjektiv izometridja (S (H), p,)-
nek. Ekkor megadhaté olyan U unitér-antiunitér operdtor H-n, mellyel ¢ a
(4.1) alakba irhato.
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5. Thompson-izometriak pozitiv invertalhat6 operatorokon

Az 6tddik fejezetben taldlhaté eredmények a dim H = 2 esetben a H-n
hat6 pozitiv invertdlhaté operdtorok tere Thompson-metrikdra illetve Hilbert
projektiv metrikdra vonatkoz6 sziirjektiv izometridi struktirdjaval kapcso-
latosak. Az aldbbiakban megadjuk ezen metrikdk definicidit. Legyen X egy
val6s normalt tér, K # () pedig egy zart konvex kip X-ben, melyre teljesiil a
KN (=K) = {0} egyenl8ség. Definidlunk egy < relaciét X-n a kovetkezd mo-
don. Adott x, y € X elempdr esetén x < y akkor és csak akkor, hay —x € K.
Ezek utan a ~ ekvivalencia relaciét K \ {0}-n a kovetkezdképpen értelmez-
ziik. Adott x,y € K \ {0} esetén x~y pontosan akkor, ha léteznek olyan
s, t pozitiv valdés szdmok, melyekre sx < y < tx. A K \ {0} halmaz ~ altal
indukalt ekvivalencia osztalyait komponenseknek nevezik. Legyen C egy
komponens, és tetszbleges x,y € C elempar esetén definidljuk az M(x/y)
mennyiséget az M(x/y) = inf{t > 0 | x < ty} formuldval. A dr Thompson-
metrika C-n a

dr(x,y) = Inmax{M(x/y), M(y/x)} (x,y € C)
moédon van értelmezve. A dy Hilbert projektiv metrikdt C-n a

dy(x,y) =InM(x/y)M(y/x) (x,y € C)

képlettel definidljuk. Megjegyezziik, hogy dy valéjdban nem metrika, hanem
szemimetrika.

J6l ismert tény, hogy a H-n haté pozitiv operdtorok B(H)* halmaza egy
nemiires, zart konvex kdp B(H)-ban, mint valds vektortérben, és B(H)* N
(=B(H)") = {0}. Tovédbba a B(H)"-beli invertdlhat6 elemek B(H)", 0sszes-
sége komponense B(H)* \ {0}-nak. A [4] dolgozatban Molndr a dim H > 3
feltétel mellett meghatdrozta a B(H)* | tér dr-re, illetve dy-ra vonatkozd
sziirjektiv izometridi dltaldnos alakjait. Az 6tddik fejezetben és az aldbbi-
akban is megtaldlhat6 eredmények az idézett cikkben szerepl6 tételeknek a
kétdimenzids esetre vald kiterjesztései.

TETEL. (Molndr, Nagy [6])

Tegyiik fel, hogy H kétdimenzios és ¢ sziirjektiv izometridja (B(H)*,dr)-
nek. Ekkor van olyan S bijektiv, linedris vagy konjugdlt-linedris operdtor
H-n, mellyel ¢ az aldbbi alakok valamelyikébe irhato:

#(A) = SAS* (AeBH)), ¢A)=SA"'S* (AeBH?).
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TETEL. (Molndér, Nagy [6])

Tegyiik fel, hogy H kétdimenzids és ¢: B(H)*, — B(H)*, egy dy-ra vonat-
kozo sziirjektiv izometria. Ekkor van olyan S bijektiv, linedris vagy konjugdlt-
linedris operdtor H-n és olyan t: B(H)*, —]0, oo[ fiiggvény, melyekkel ¢ az
aldbbi alakba irhato:

#(A) = T(A)SAS™ (A € B(H)T)).
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