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A tokéletlen dolgok hatékonysdga

Relief alakok azért hatnak olyan erdsen a fantaziara, mert mintegy féluton vannak
afele, hogy lelépjenek a falrol, és hirtelen — mintha valami megakadalyozna oket
ebben — mégis megdllnak. Igy van ez néha valamely gondolat vagy egész filozdfia
reliefszerti abrazolasaval is: igy hatékonyabbak, mint teljes megfogalmazasban.

Nietsche: A vandor arnyéka, 178. oldal

Koszonetnyilvinitdsok,

Koszonom Klincsik, Mihdlynak, mint témavezetbnek és mint munkatdrsnak, a
sok, egyiittes gondolkoddssal eltoltott ordt, a téma Ridolgozdsihoz nyijtott
tdmogatdst.

Koszonetet mondok, Szigeti Mdrton, informatiRus Kolléegdimnak, aki
mindennemii  informatikai  Rérdés  megvdlaszoldsiban  faradhatatlanul
segédRezett, és az E-Learning rendszer specidlis informatikai tuddst igényld
munkdit végezte és végzi.
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1. A témavalasztas indoklasa

A kognitiv fejlédésre, a tanuldsra targyi, informacios és szocialis kornyezetelemek
egyarant hatnak.

A 20. szazad utols6é évtizedei az informacidés-kommunikéacids technoldgia
gyokeres atalakulasat, megujulasat hoztak magukkal. Ezen rendkiviil Gsszetett
eszkozrendszernek a matematikatanitds szdmara fontos elemei a szamitogép-
algebrai rendszerek.(angolul Computer Algebra System, (CAS)).

A CAS, és mas szamitogépes szoftverek megjelenése nagy kihivast jelent a
matematikai didaktika s altaldban a kognitiv tudomanyok szdmara. A gyokeresen
Uj technologiai elemek elterjedése egyarant hat a tandri- ¢és a tanuldi
attitidrendszerre, messzemend kovetkezményei vannak a tuddsreprezentacio és a
tuddsmérés teriiletén is. Rdadasul ezek a rendszerek bizonyos értelemben tobbek,
mint a matematika muvelésének eszkdzei, a matematikai tartalmat segitségiikkel
1j modon jelenithetjiik meg, tehat médium szerepet is jatszanak.

A szamitogépes algebrai rendszereknek az oktatasba torténo bevonasa- ebben mar
a pedagogus kozvélemény komolyan nem kételkedik- sziikséges. A CAS
oktatasban vald alkalmazasa azonban rendkiviil Osszetett didaktikai feladatot
jelent. Megjelenése, hasznalata a matematikai készségek, jartassagok rendszerét
alapjaiban érinti. Azoknak az eljardsoknak a tanitdsa, amelyeknek elsajatitasa
korabban sok id6t emésztett fel, ma sokszor felesleges: a szdmitogépes algebrai
rendszerek hasznalataval az ilyen tipust feladatokat konnyen és rovid i1d6 alatt
megoldhatjuk, anélkiil, hogy a technikai részletek készség szintli fejlesztésére
hosszu 1d6t forditandnk. Példdul ma nem kézi szamitassal hatarozzuk meg egy
szam négyzetgyokét, ezt barmely szamologép pillanatok alatt megteszi. Viszont
célszeri megismerniink az iterativ modszerek témakdérében a gyokvonds
elvégzésére is alkalmas Newton-iteraciot.

A CAS oktatasban vald alkalmazasa nem jelentéktelen hangsuly-athelyezddést
eredményez a tanitandd témakoroket illetden. Bizonyos témakordk kisebb
jelentéséglivé valnak, masok szerepe felértékelodik, s 1) témakorok valnak
tanithatokka.

A CAS alkalmazasa érinti a visszacsatolas, ellendrzés, vizsgaztatas rendszerét is.
Az ellendrzés egyrészt természetesen kiterjed a CAS-eljarasok ismeretére is, de
ami ennél Osszetettebb feladat: ki kell dolgozni a CAS segitségével megoldott
feladatok értékelésének didaktikdjat Alapvetd kérdés, példaul az, hogy milyen
tevékenységek egyenértékliek didaktikailag, ha egy adott feladatot ,,papir-
ceruzas” modszerrel, illetve CAS-szel oldanak meg a tanulok?

A CAS alkalmazasanak moédja természetesen fiigg az oktatasi kornyezettdl. Mas-
mas didaktikai feladatot jelent az alap-, kozép ill. a felséfoku oktatdsban vald
alkalmazas. Dolgozatunkban a szamitdégépes algebrai rendszereknek a felséfoku
miiszaki matematikaoktatdsban jatszott szerepével kapcsolatos vizsgéalatainkrol
szamolunk be. Vizsgaléddsunk ezen beliil is elsdsorban a miiszaki fdiskolai
oktatasra vonatkozik. A szamitogépes algebrai rendszerek, mint minden
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szamitogépes szoftver rendkiviil gyorsan valtoznak, fejlddnek. Arra torekedtiink
tehat, hogy a mondanivald, a vizsgalatok mind nagyobb része a konkrét
szamitogépes rendszertdl, s fOképp az éppen alkalmazott verziotol fliggetlen
legyen.

Az informécids-kommunikécids technologia megajulasa eredményeként a tanulési
kornyezet az elmult évtizedben a hipermédia eszkdzeivel is gazdagodott.
Hipermédia alatt a multimédids prezentacio, az adatok hipertextes megjelenitése,
és a szamitdgépes halozat egyiittes hasznalatat értjiik. A hipertanulds technikai
hatterét az el6zok, didaktikai alapjat a kibernetikai kutatisok €s a kognitiv
tudomanyok eredményei adjak.

Az Internet hatalmas mennyiségli szelektdlatlan informéciot tar elénk. A jovo
didaktikaja szamara az egyik legnagyobb kérdés: Hogyan biztosithato a megfeleld
belsé mentalis fogadorendszer, amely képessé tesz a hatalmas mennyiségli és
folyton gyarapodd  informaciotomeg — “letoltésére”,  szelektdlasara  és
feldolgozasara?

Az egyik oldalon éllnak a személyes mikrovilagok, mikrokozmoszok, a masik
oldalon a médiaszféra, a multimédias univerzum. A két vildg kozotti 6sszhang
megteremtésé¢hez és az eligazodashoz kozvetitdre van sziikség. A matematika
elsajatitasanak teriiletén ez az 6sszekotd kapocs, mezovilag lehet- masok mellett-
a helyi halézaton elhelyezett, CAS alapti tudasbédzis. Bar mindez 1997-ben,
amikor a PTE PMMFK Matematika Tanszékén elkezdtiik a Maple szamitogépes
algebrai rendszer haszndlatdval megvalosuld6 matematikai kurzusok anyagénak
irasat, kiprobalasat, még nem volt szdmunkra ilyen vildgos, az iddkdzben kiépiilt s
elérhetévé valt hipermédids vildg kihivasai mindenképpen motivaltak
tevékenységiinket.

Témavalasztdsunk indoklasaként elmondhatjuk tehat, hogy a CAS-nek
oktatasunkban val6 alkalmazasa sziikségessé tette a témakodrrel kapcsolatos
kutatasok attekintését, az egyéni, az adott oktatdsi kornyezethez illeszkedd
megoldasok keresését, az 1) eszk6zok hasznalatanak didaktikai szemszogbdl valo
vizsgalatat.

2. Kutatasi célok

A Pécsi Tudoményegyetem (kordbban Janus Pannonius Tudoményegyetem)
Pollack Mihaly Miiszaki Fdiskolai Kardn az 1997-98-as tanévtdl kezdddden
végezziik a miiszaki informatika szakos hallgatok matematika oktatasat a Maple
szamitogépes algebrai rendszer bevonasaval. Az informatika szakos hallgatok
harom félévig (Matematika I.-II.-III.) tanulnak matematikat, heti 2 6ra eldadas és
2 6ra gyakorlat keretében. Az elsd félévben csak az el6adasokon tudjuk hasznélni
a szamitogép algebrai rendszert, a masodik félévtdl kezdve a hallgatok egy része a
teljes képzés soran hasznalja azt.

Az oktatasi kornyezet a szamitogép-algebrai rendszer bevondsa mellett a helyi
haloézat és az Internet haszndlatdval is bdviilt. Kutatdsi tevékenységiink két,
egymast kiegészitd és feltételezd részbdl all:



1. A szamitogépes algebrai rendszer hasznalataval folyd matematikaoktatas
tananyaganak kidolgozésa, a tananyag kiprobalasa, hatékonysaganak folyamatos
vizsgélata. Ennek soran létre kellett hoznunk a Maple szamitogépes algebrai
rendszer munkalapjainak rendszerébdl allo, a kurzusok teljes anyagat magéaban
foglal6 tananyagot és meg kellett teremteni a halozati felhasznélas feltételeit.

2. A CAS matematikaoktatdsban  val6  alkalmazasanak  didaktikai
problémarendszerére vonatkoz6 nemzetkdzi eredmények megismerése utdn a
témakorben elméleti kutatdsok végzése. Ez a megismert eredmények kritikai
elemzését, és tovabbfejlesztését jelenti.

Kutatasaink soran a kovetkezd fobb kérdésekre igyekeztiink valaszt keresni:

¢ Melyek a CAS oktatasban valé hasznalatanak fobb nemzetkdzi tendenciai?

¢ Milyen modon hasznalhat6 {6l a szamitogépes algebrai rendszer a matematika
oktatdsanak eredményesebbé tételére?

¢ Hogyan hasznalhato a helyi szamitogépes halozat a matematikai tudasbazis
alapjaként?

¢ Milyen kiegészitd formai és szervezeti elemekkel gazdagithaté a CAS
felhasznaldsaval a matematikaoktatas?

¢ Milyen altalanosithaté didaktikai elvek fogalmazhatok meg a CAS
matematikatanitasban valo alkalmazasaval kapcsolatban?

¢ Hogyan ¢érvényesiilnek a modern didaktikai paradigmdk a CAS
felhasznalasaval megvalosuld matematikatanitasban?

¢ Hogyan valtozik a tanuloi attitid a CAS hasznalata esetén a ,,hagyomanyos”
eszkozokkel torténd oktatashoz képest?

¢ Hogyan valtoznak az oktatdo feladatai, munkamoddszerei az 1 oktatasi
kornyezetben?

¢ Milyen médon oldhaté meg a teljesitmények adekvat mérése?

¢ Milyen tartalmi valtozas, gazdagodas érhetd tetten a CAS segitségével
megvalosuldo matematikaoktatasban?

¢ Melyek a CAS alkalmazasa soran fellépd veszélyek?

¢ Mi a |hallgatok véleménye a CAS hasznalatdval megvaldsuld
matematikatanulésrol?

¢ Hogyan vélekednek a kollégdk a CAS hasznalatarol?

¢ Mennyire terjedt el a CAS hasznalata a hazai miiszaki f6iskolai oktatasban?

3. Kutatasi modszerek

Fobb kutatasi modszereink a kovetkezdk voltak:

¢ A szakirodalom kovetése és a publikalt eredmények értelmezése.

¢ Részvétel és eldadasok tartdsa nemzetkdzi konferencidkon. Eredményeink
egybevetése a nemzetkdzi tapasztalatokkal. A CAS-nek a matematika
oktatasaban jatszott szerepével foglalkozé konferencidk rendezése.



¢ A miszaki informatika szakos hallgatok matematika targya Maple

szamitogépes rendszer hasznalatan alapuld tananyaganak kidolgozasa, a

Fdiskola halozatan valamint az E-Learning web-portalon torténd elhelyezése,

a tananyag felhasznalasa eredményességének mérése.

Pedagodgiai megfigyelés és adatgytijtés.

Statisztikai kiértékelések és elemzések.

Kontrollcsoportos kisérlet €s ennek elemzése.

Hallgatoi felmérések, kérddivek alkalmazasa és értékelése.

A tanarok véleményének kérddivekkel torténd megismerése.

Interjuk készitése olyan oktatd kollégakkal, akik a CAS felhasznéldsaval

tanitanak.

¢ Kiegészitd oktatasi tevékenységek szervezése ¢és kivitelezése (Maple
klubfoglalkozasok, feladatmegoldd verseny) a CAS népszerlsitése és
hatékonysaganak fokozasa érdekében. Az itt folyé munka értékelése.

¢ Konzultacié a CAS felhasznéalasaval készitett tananyagokrdl bel- és kiilfoldi
kollégakkal.

¢ A szamitogépes algebrai rendszerekkel foglalkozd Internetes forumot
létrehozasa.

*® & & O o o

4. Elméleti alapok

Az aldbbiakban azokat a nézetrendszereket, filozofiai, tudomanyelméleti
megfontolasokat irjuk le roviden, amelyek a CAS hasznalataval megvaldsuld
oktatdi tevékenységiink soran torténd alkalmazasdnal irdnymutatoak. Ezek az
elméleti alapok a szamitdogépes algebrai rendszereknek az oktatdsban torténd
alkalmazasa soran sokszor alapvetd tamogatast, megfelel6 kiindulopontot
jelentettek.

4. 1. Triadikus reprezentacioelmélet

A szamitogépes algebrai rendszerek ember-szamitogép interakcidt valdsitanak
meg. C. S. Peirce triadikus reprezentdcidelmélete azért kinalkozik megfeleld
keretelméletnek, mert egységbe foglalja az ember-gép interakcid kutatdsdban az
egyes tudoményagak (informdacidelmélet, szamitogép-tudomany, ergonomia,
grafikus megjelenités, pszichologia, szocioldgia, neveléstudomény) altal végzett
kutatasokat, elért eredményeket. Peirce szemiotikai indittatast elmélete [1] szerint
a jel kettds funkciot tolt be: egyrészt a jel az objektumot reprezentélja, hogy aztan
annak interpretacioja létrejohessen, masrészt a jel minden kognitiv tevékenység
esetén a megismerés alapja. Peirce a jelet az objektum, jel, interpretatum harmas
alapvet6 elemének tekinti. (1. dbra)



Jel

Objektum Interpretatum
1. dbra

A jelnek Peirce értelmezésében a megismerésben jatszott szerepét Kant
ismeretelméletébdl indulva vizsgadlhatjuk. Kant szerint egyrészt a megismerés
mindig kozvetett, altalanos megismerési feltételek altal meghatarozott, masrészt
apriori szemléleti formak- a tér és az 1d6- kozvetitésével jon létre. Masképpen
sz6lva soha sincs magukhoz a dolgokhoz kozvetlen hozzaférésiink. Peirce a jel
fogalmat felhasznalva altalanositja a kanti ,,meghatarozottsag”, ,kozvetettség”
gondolatat. Peirce felfogasa azonban egy lényeges ponton eltér Kantétol. Kanttal
szemben Peirce a megismerés lehetéségeinek fejlddését hangsulyozza. Ebben az
értelemben Peirce filozofiaja a kanti elmélet dinamizalasanak tekinthetd.

A jel Peirce-nél kettds szerepll, a megismerés €s a reprezentacid eszkoze. A jel az
objektum egy bizonyos képét alakitja ki a tudatban, reprezentaciét hoz létre, tehat
ujabb jelet. Az egyszeri megismerési folyamat soran a kozvetlen (adott mdédon
reprezentalt) objektum ismerhetd meg. A jel Peirce szerint determindlja az
interpretaciot, meghatirozza az objektum bizonyos reprezentaciojat. Ugy is
fogalmazhatunk, hogy a jel interpretacios jatékteret definidl, meghatarozott
korlatot allit. Ebbdl rogton kdvetkezik, hogy egy adott jel keltette reprezentacio
onmagaban nem képes arra, hogy kellden feltarja az objektumot. Reprezentaciok
sorozatara van sziikség, masképpen szélva tobbszoros reprezentaciora! Peirce
szerint az objektum dinamikus volta éppen a megismerési folyamat sajatossagabol
kovetkezik. A dinamikus jelz6 itt az objektum perspektivikus jellegére utal. A
perspektivikus reprezentaciok sorozata hivatott az aperspektivikus objektum
lehetd legjobb megkozelitésére.

4. 2. Tudasreprezentacio, fogalmi halo, transzfer

A memoridban tarolt informacidhalmaz nem kiilonallé részenként van jelen,
hanem 0sszefiiggd, allandoan valtozo relacios rendszert alkot. (Gagné, [10])

A rendszer elemei a képzetek, fogalmak, amelyeket kapcsolatok fliznek dssze. A
fogalmi halo egy-egy eleme annal konnyebben felidézhetd, minél tobb szallal
kapcsolodik a tobbi elemhez.

Tanulés soran az 0j fogalmakat be kell épiteni az egyes tanulok fogalmi halojaba.
Ez csak akkor mehet sikeresen végbe, ha a tanulok rendelkeznek a megfeleld



eldismeretekkel, azaz a megfeleld fogalmi haloval, amelybe beillesztheték az uj
fogalmak. A kibdviilt fogalmi strukturat a hallgatoknak aktivizalniuk kell. Ez
akkor eredményes, ha az 0j elemek €s a régi halozat elemei kozott sokszald,
elmélyiilt kapcsolat jon létre. Ebben nagy segitséget nytjthat a CAS a fogalmak
kozott konnyebben keletkeznek szerves kapcsolatok, és ilyen mdédon képesek
lesznek a hallgatok megfeleld transzferre. Ez azt jelenti, hogy az elsajatitott tudast
kiilonboz6, az eredetitdl messzebb esd helyzetekben, tudasteriileteken is
alkalmazni tudjék.

4. 3. A reprezentacios halo és a tobbszoros reprezentacio

A matematika miiveléséhez, a matematikai gondolkodashoz és kommunikéciohoz
valamilyen modon reprezentdlni kell a matematikai struktirdk elemeit ill.
magukat a struktardkat. A kommunikacié kiilsé reprezentaciot igényel nyelvi
eszk6zok, irott szimbolumok, abrak, formuldk, targyak formajaban. (Lesh, Post és
Behr, [12])

A gondolkodas esetében a pszichikumban valo belso reprezentaciorol beszéliink.
Mivel e reprezentici6 nem figyelhetd meg, a rd iranyuld -elemzések
feltételezéseken, kovetkeztetéseken alapulnak. A korabbi Iélektani iranyzatok, igy
példaul a viselkedés-1élektan, kikeriilték a belsd reprezentdcié targyalasat, mivel
az kozvetleniil nem figyelhetd6 meg. A kognitiv tudomany a legutdbbi
évtizedekben a modellezés révén tette legitim teriiletté a belsd reprezentacid
tanulmanyozasat.

A kiils6 és a belso reprezentaciok kozott a kognitiv tudomany allésa szerint 1étezik
valamilyen kapcsolat. Ez természetesen azt jelenti, hogy a tanités
eredményessége, a matematikai fogalmak megértése, elsajatitasuk sikeressége
nagymértékben fligg a matematikai struktirak megfeleld reprezentaciojatol.

A matematikai ismeretszerzés folyamatanak elemzése alapjan azt mondhatjuk,
hogy a kiils6 matematikai reprezentaciok nagymértékben meghatarozzak a belso
reprezentacid természetét, szinvonalat. A kapcsolat megforditva is igaz: az a méd,
ahogyan a tanuld tudasat megjeleniti, kovetkeztetni enged a belsd, a mentalis
A matematikai tudas hatékonysaga, de mar sziikebb értelemben maga a megértés
is a tudaselemek szervezettségének oldalarol kozelithetd meg. A megfelelden
reprezentalt, a tudas mas elemeivel kapcsolatban 4ll6 tudaselemet megérettnek,
mig az elszigetelt, a fogalmi haléba nem, vagy csak lazan bekapcsolodo elemeket
kellden nem feldolgozottnak, az igy létrejovo tudast felszinesnek, egyoldaluan
értelmezettnek tekintjiilk. Ennek megfeleléen egy matematikai tényt, fogalmat,
eljarast megértettnek, feldolgozottnak mondunk, ha az részévé valik a tudast
reprezentald relacios rendszernek, azaz, ha beépiil a reprezentdcios halozatba. A
matematikai ismeretelsajatitds tehat alapvetden a tények, fogalmak, eljarasok
kozotti kapcesolatrendszer kiépitése jelenti. Ennek megfeleléen a megértés foka is
alapvetden e kapcsolatok szama €s mindsége altal meghatarozott. A megértés, az
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Uj tudaselemek beépitése tehat reprezentaciok relacios rendszerének fokozatos
kiépitését jelenti.

A reprezentacids halozat kiépiilése hosszi folyamat, amelyben jelentds szerepe
van a tanulok (hallgatok) taldlékonysaganak. (Piaget, 1973, [13]). A produktiv
talalékonysag jellegzetes vondsa a reprezentacio természete, amelyben mikodik
(Resnick, 1987 [14]). Elfogadhaté az az allaspont, hogy a belsé kapcsolatokban
gazdag reprezentacio, tehat az erdsebb megértés a mély tudas révén hatékony
talalékonysagot biztosit. Masrészt, ha a taldlékonysadg nem kellden Osszefiiggd
halozati tudason alapul, akkor wval6szinibb, hogy a gondolkodas hibéas
eredményre vezet.

A matematikai struktirakat tobbféleképpen reprezentalhatjuk. A négy altalanosan
elfogadott reprezentacios mod a kovetkezd: leird, analitikus, grafikus és
numerikus reprezentacio.

Ismeretes az Ugynevezett négyes szabdly (Rule of Four; US NCTM-2000
Standards), amely szerint ajanlatos minden matematikai fogalmat (objektumot)
numerikusan, grafikusan, algebrailag (analitikusan) és leiro modon is (re)
prezentalni. A hatékony fogalombdvitést megkoveteld mentélis kép kialakitasa, az
Uj fogalmak, objektumoknak a tudéasreprezentacios haloba valé mély beadgyazasa
egyarant megkoveteli a CAS alkalmazisaval megvalositott matematikatanitas
soran a fenti négyes szabdly alkalmazéasat. A tObbszOrds reprezentacio
alkalmazasa mellett szol6 érvek koziil legalapvetobb, hogy Onmagdban egyik
reprezentacid sem teljesiti a matematikai struktura, probléma megfeleld
leirasahoz, feltarasahoz sziikséges feltételeket.

Minden egyes reprezentacid kiemeli a targyalt matematikai objektum bizonyos
sajatossagat, megvilagitja valamely nézépontbol, s ugyanakkor arnyékban hagyja
mas oldalat, kevésbé vilagitia meg mas jellemzoéit (Kaput, J. J. ,1992,[15]). A
szamitogépes algebrai rendszerek (CAS) hatékony numerikus, grafikus é&s
szimbolikus reprezentacidkat lehetdvé tevd adottsagaikkal idedlis tanulési
kornyezetet nytjtanak a matematikai fogalmak tobb reprezentaciot felhasznalo
sokoldalu feldolgozasara, mély megértésére.(Goldenberg, Paul (1995), [16])
Godel nevezetes tételének szellemében ugy is fogalmazhatunk, hogy a teljes
igazsdg csak az allaspont valtoztatdsdval ismerhetd meg. Az egyes
reprezentacioformak mindegyike olyan modon is hozzdjarul a matematikai
igazsdg megismeréséhez, ahogy mas formak ezt nem tudjak megtenni. A leird
reprezentacié az alapvetd nyelvi formak kialakitdsaért felelds. Az analitikus
reprezentacio, amely alapvetéen szimbolikus reprezentacioelemekkel valosul meg
alapvetd a matematikai tartalmak hatékony, plasztikus megjelenitésében. A CAS
hasznalata megkdveteli a szimbolikus inputot, vagyis ez a forma nélkiilozhetetlen.
A grafikus megjelenités tobb nyilvanvald eldnyébdl emeljiik ki a reprezentaciok
és a rovid tavi memoria kapcsolatat. Ismeretes az un. 7+2 torvény, vagyis az,
hogy a rovid tavi memoria befogadd képessége koriilbeliil 7 informacidegység. A
vizualis szimbolumokbdl felépitett struktirdk (abrak, grafikonok, grafok,
folyamatéabrak stb.) a verbalis informacidk integralasanak, strukturaldsanak kivalod
eszkozei lehetnek. Larkin és Simon [17] az informaciok diagramok forméjaban
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valo megjelenitését diagrammatikus reprezentacionak nevezi. Az altaluk
kidolgozott modell szerint az a legnagyobb kiilonbség a verbdlis és a
diagrammatikus reprezentacié kozott, hogy mig a verbdlis informaciokat
mondatok egymds utdni elrendezésével tudjuk leirni, a diagramok az 0Osszes
informdciot sikban elrendezve egy idOben hozzaférhetdvé teszik. Mivel a sikban
az  informdcioelemek  barmelyike  Osszehasonlithatatlanul  gyorsabban
eldkereshetd, egyik elemrdl a masikra gyakorlatilag tetszélegesen gyorsan at lehet
térni, ezaltal az igy reprezentalt informaciok feldolgozésa kevésbé terheli a rovid
tavi memoriat, tehat sokkal hatékonyabba valik. Ezt a hatékonysagot tovabb
noveli a szamitogépes algebrai rendszerek animdacids lehetdsége, amellyel
dinamikat adhatunk a vizualis reprezentacio tobb formdjanak. A numerikus
reprezentacid, a numerikus szamitdsok kivitelezhetdsége nagymértékben
megnoveli a targyalhatd eljarasok, algoritmusok korét. Mindezek eldre
bocsatasaval megkiséreljilk a tobbszords reprezentacid sziikségességének
episztemologiai - szemiotikai indokainak feltarasat.

4. 4. Episztemikus- és pragmatikus érték

Episzteme: gordg filozofiai kifejezés, eldszor Platon haszndlta az ,jigaz és
filozo6fiailag megalapozott ismeret, tudds” értelelemben. Arisztotelesz az egyazon
targyra vonatkozo ismeretanyag jol szervezett szerkezetét nevezi ’episzteme’-nek.
Adott eljaras, adott ismeretelem episztemikus értéke mindig kdrnyezetfiiggd, €s a
curriculumban bet61tott szerep altal meghatarozott. Minél inkabb beépiil egy adott
ismeretelem a tuddsreprezentacids haldzatba, minél tobb reldcioban hasznosulhat,
minél tobb transzfer keletkezése fiizOdhet hozza, annal nagyobb az episztemikus
értéke. A pragmatikus érték fogalmat a megszokott értelemben hasznaljuk, tehat
az adott ismeretelem, adott eljards, algoritmus adott helyzetben vald konkrét
alkalmazhatdsagat értjlik alatta.

Tehat a pragmatikus érték kortilirasa a konkrét kivitelezhetdség, kiszdmithatosag,
gyakorlatias haszon. Természetesen a két értékforma sohasem valik el teljesen,
ellenkezdleg: adott ismeretelem mindkettével rendelkezik, adott konkrét
esetekben, mas-mas aranyban.

4. 5. Antropologiai megkozelités

Michele Artigue idézi, a CAME Symposium 2001 keretében [2] elhangzott,
eldadasaban Bosch ¢s Chevallard antropoldgiai megkdzelitésmodjat [3]. Ennek
legfontosabb tézisei a kdvetkezok

¢ A matematikai objektumok a kozosségi gyakorlatbol szarmaztathatok. A
kozosség szot itt igen tag értelemben hasznaljuk.

e A technikdnak pragmatikus és episztemikus értéke is van. A technika sz6
magaban foglalja az adott probléma megoldasara bevetett rutinokat,
részfeladatok kezelésének modjat, az érvelési modot, tehdt komplex
fogalom.



e A tudas gyarapodasa a feladatok kezelésének, a technikdknak rutinna
valasaval megy végbe.

e A matematikai objektumok érzékelésiink szamdara kozvetleniil altalaban
nem ragadhaték meg (,,non-ostensive”). Ezeket az érzékeléslink szamara
megragadhaté  (,,ostensive”)  reprezentdciok  segitségével  kell
feldolgoznunk

Az utobbi kapcsan nem nehéz tetten érniink, hogy itt tulajdonképpen Peirce
nézetrendszere Oltott mas kontdst. A francia matematikadidaktikai iskola tobb
jeles képviseldje altal elfogadott és alkalmazott nézet megerdsiti a triadikus
reprezentacidelmélet allitdsait. Egyuttal megerdsiti a tobbszords reprezentaciod
sziikségességérol tett megallapitast.

4. 6. Szocio-kulturalis megkozelités

Sierpinska és Lermann [4] szerint a matematikai objektumok nem abszolut
objektumok, hanem az adott kdz0sség praktikuma altal definialt entitasok. Adott
fogalom feltarasanak modja, a feltaras részletessége a tanulési folyamatban részt
vevok mentalis felkésziiltségétdl, a curriculum célrendszerétdl fiigg. A miiszaki
felsdoktatas matematika oktatdsa szamara ez, tobbek kozott, azt jelenti, hogy az
ismeretek feldolgozasa soran az elméleti igényesség ¢és a gyakorlati
alkalmazhat6sag optimalis aranyat kell keresniink.

4. 7. Instrumentalis genezis, instrumentalis orkesztracio

A szamitogép-algebrai rendszerek, mas, a tanuladsi folyamatban alkalmazott
eszk6zokhoz hasonloan, Gsszetett entitdsok. A tanuldsi folyamat kezdetén a CAS
Onmagaban 1étezé eszkoz (tool) csupan. A L. Trouche [5] altal instrumentalis
genezisnek nevezett Osszetett folyamat eredményeként valik szerszamma
(instrumentumma).

A folyamat soran a felhasznalonak instrumentécios sémakat kell kifejlesztenie.
Ezek a sémak a konkrét fizikai eszkozzel (tool, ’artifact’) egyiitt alkotjak az
instrumentumot. Az instrumentacids sémak két egymassal 6sszefonddd elembdl
allnak: a technikai ¢s a mentalis komponensbdl. A technikai Osszetevd azon
akciok sorozata, amelyeket a CAS eljarasok készitése, felhasznaldsa soran, a
szamitogépen végre kell hajtani. Ezek a sz6 igen tag értelmében vett technikai
készségek (rutinok), algoritmikus tevékenységek. A mentélis 0Osszetevd a
matematikai objektumoknak, valamint a problémamegoldés 1épéssorozatanak ill.
a gépi akcidknak a mentalis képeibdl all. Az instrumentalis genezis tehat sémak
felépitésének a folyamata. Olyan sémak felépitéséé, amelyek technikai és fogalmi
részbol allnak, s az utobbiak adnak értelmet a technikai Osszetevonek. Az
instrumentacids genezis kettds értelemben is szocializacios, szocialis dimenzioval
rendelkezé folyamat. Egyrészt a technikai kiinduldo elem, a tool maga is
targyiasult szocialis tartalom, masrészt a mentalis részt alkotd instrumentacids



sémarendszer is a tanulasi kornyezetet alkotd kozosség normarendszerében
gyokeredzik.
Az instrumentalis genezis kozosségben megvalosuld személyes konstrukcio
eredménye. Ennek kiilsd irdnyitdsdt L. Trouche nyoman instrumentalis
orkesztracionak nevezziik. Az orkesztracid szo arra utal, hogy a tobb médium
egyiittes hasznalatat feltételezo, 6sszetett munkafolyamat koordinalasardl van szo.
Az instrumentalis orkesztracid6 komponensei:
e Az oktatasi folyamat résztvevoi,
e Az adott tipusu feladat végrehajtasahoz rendelkezésre allo targyi kornyezet
elemei;
e Didaktikai konfiguracid, vagyis a tevékenységek végrehajtasanak atfogd
akcioterve;
e Az adott konfiguracio hasznositasi moédozatainak halmaza.
Az instrumentalis orkesztracio tobb szinten is megvalosulhat:

1. Materialis szint. A szerszam (tool) szintjén az adott eszkdz (0k)
hasznalatanak kiilsé irdnyitasat jelenti. Ennek soran pl. a
felhasznalt eszkdz és az alkalmazott szoftver alapvetd illesztését
segithetjiik elo.

2. Pszichologiai szint. Az instrumentum keletkezésének szintje.
Dontéen ennek sordn megy végbe az instrumentdlis genezis
keretében a technikai és mentalis Osszetevét egyardnt magaban
foglal¢ entitas, az instrumentum.

3. Metaszint. A fejlettebb eszkdzhasznalat szintje, amelynek soran a
instrumentum értékelt reflexiokkal kisért hasznalata.

Az instrumentalis genezist organikus fejlodésként kell felfognunk. Kibontakozésa
idoigényes, hisz egy eszkdoznek, a maga lehetOségeivel, korlataival kell a
szubjektum aktivitasaval, tuddsaval, korabbi munkéjaval, tapasztalataival
Osszeforrnia.

4. 8. Karl Popper elmélete tudasunk gyarapodasarol

Szamunkra a mindennapi oktatasi gyakorlat sordn talan Karl Popper [6]
ismeretelméleti megfontolasai jelentettek ¢és jelentenek a legtobbszor elméleti
hatteret, beallitodasi alapot. Ismert és méltan sokak 4altal elfogadott Popper
falszifikacios elmélete. A hibakikiiszobolés modszere Popper szerint alapvetd
eszkdze a tudds megszerzésének. Némiképp leegyszerisitve, ez a kovetkezd
tetradikus séma szerint megy végbe:

P;— KE —- HK — P,

Itt Py azt a problémat jelenti, amelybdl kiindulunk, KE a kisérleti elmélet, amelyet
a probléma megolddsara ajanlunk. HK a hiba kikiiszobdlésének folyamata a
kritikai vizsgalatok és kritikai megvitatdsok révén. P, azt a befejezé problémat
jelenti, amely a vitakbol és a vizsgalatokbol kialakult.
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Mi a popperi elmélet, amelyet itt nyilvan csak éppen érinthetiink, f6 tanulsaga
szamunkra? LegfOképpen az, hogy nincs végleges, befejezett tudas! Kozelitések
vannak. Kezdeti, jobb ¢és késébb talan még jobb kozelitések. A szadmitogépes
algebrai rendszerek oktatasban vald alkalmazdja szdméra nehéz jobb iizenetet
megfogalmazni. Ezek a rendszerek talan éppen ezen a teriileten nyujthatjdk a
legnagyobb segitséget. Az idOkorlat lebontasaval, a kisérletezés eldsegitésével, a
kozelitések josdganak vizsgalati lehetdségeivel.

Es éppen Popper az a gondolkodo, aki lathatoan kozépponti szerepet jatszik a
jelenkori irdnyado didaktikai megkozelitések megfogalmazoi szerint! A
konstruktiv didaktikai paradigma Popper nézeteivel 6sszhangban fejlédott ki. De
Peirce és Popper nézetei is kozeli rokonsagot mutatnak. Peirce-nek dinamikus
objektumrdl alkotott fogalma igen jo Gsszhangban van a popperi falszifikdcios
elmélettel! [50]

4. 9. A konstruktiv pedagogiai paradigma

Az oktatasi folyamat megtervezése, kivitelezése, értékelése soran komplex
szemlélet, az eldtorténések, tapasztalatok rendszere hat a pedagogus munkajéra.
Mindemellett bizonyos beallitodasok, elméletek 4altaldban a tobbi fole
emelkednek. A CAS alkalmazéasdval megvalosuld matematikatanitas esetén
szamunkra a konstruktiv- és a cselekvéspedagdgiai paradigma bizonyult a
leghasznosabbnak.

A konstruktivizmus a tudas természetére ¢és keletkezésére vonatkozo
ismeretelmélet, amelynek legf6bb allitdsa, hogy a tanuldé ember ill. kozdsség
maga hozzék létre a tudast, a vilagrol alkotott kép, az ismeretek rendszere
konstrukcio eredménye. (Glasersfeld, [7]). Ez a szemlélet a tanulast egy
alapvetden aktiv folyamatnak tartja, amelyben a leglényegesebb mozzanat, hogy
a tanuld ember meglévd és kognitiv rendszerekbe rendezett ismeretei segitségével
értelmezi az 01j informéciot.

A konstruktiv tanulasszemlélet 6sszhangban van azokkal a kognitiv pszichologiai
elképzelésekkel, amelyek az emberi elme milkddését a modellezés segitségevel
kozelitik meg. A vilagrol, kornyezetiinkrél kognitiv strukturdkat, modelleket
épitiink fol.

A modern tudomanyelméletek- ¢és igy a konstruktivizmus- episztemologiai,
ismeretelméleti bazisa nem tiikkrozéselmélet. Az ) megkdzelitések szerint nem
vonhatunk semmilyen fizikai vagy strukturalis parhuzamot a valdsagelem és a
neki megfeleld ismeret kozott. A benniink kialakul6 tudas jellegére vonatkozoan
az adaptivitds szempontja vethetd fol egyediil. (Glasersfeld, [8]) Ez azt jelenti,
hogy a tudds az ember bioldgiai értelemben vett adaptivitdsat fokozza, képessé
teszi arra, hogy jobban alkalmazkodjék a kornyezetéhez.

Az ismeretelsajatitas konstruktivista modelljének koézponti fogalma a fogalmi
valtas (angolul: conceptual change). A fogalmi valtas sordn a szoban forgd
ismerettel kapcsolatban gyoOkeres atalakulds zajlik le az elmében. A meglévd
magyarazo rendszer €s az 01j ismeretrendszer kozott ellentmondés keletkezik. Ha
kelld szandékot sikeriil ébresztenlink a tanuloban ahhoz, hogy valodi
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ismeretfeldolgozas részese legyen, akkor az 0j ismeret tartos helyet kaphat az
elmében és megkezdddhet az 1j magyardzo rendszer kialakitasa. Az 0 magyarazo
rendszer elfogadasa, elsajatitasa dontd jelentdségli és altalaban hosszu folyamat
eredménye. Gondoljunk a hatarérték fogalmara! Ra kell jonniiik a hallgatoknak,
hogy barmilyen nagy szdmu pontban ismerhetjiik a fliggvényt, bizonyos kritikus
pontok kornyezetében vald viselkedésének leirdsdhoz ez még nem mindig
elegendd. Ezt a kijelentést nem elegendd a kijelentés tudomasul vételének
szintjén elfogadni, hanem sok-sok példa tanulmanyozasa soran kell elérni, hogy
az ellenkezd megkozelités hibas volta nyilvanvaléva valjék. Nem nehéz
meggondolni, hogy ebben milyen nagy segitséget nyUjthat a szamitogépes
algebrai rendszer. Segitségével példak sorozatat generalhatjuk. Mivel a technikai
nehézségektdl jorészt megszabadulhatunk, figyelmiink egészét a példasor valtozo
eleme hatasanak megfigyelésére 6sszpontosithatjuk.

A konstruktiv pedagodgia a cselekvéspedagogiai felfogds nézetrendszerébol
természetes modon elfogadja az alabbiakat:

-a megismerési folyamat tevékenység kozben bontakozik ki, a konkrét,
cselekvéses tapasztalat alapjan alakul ki a valoban mélyen bedgyazott, hatékony
tudast biztositd ismeretrendszer;

-az Onallo tevékenyseégre is épitd tudaselsajatitds altalaban eredményesebb a
puszta ismeretkdzlésnél;

-a felfedeztetés az egyik legfontosabb eszk6z a tanulds soran.

4. 10. Kognitiv stratégia, metakognicio

A kognitiv stratégia korébe mindaz a tudas tartozik, amely lehetévé teszi az
elsajatitott ismeretek hatékony adaptalasat 0j szituaciokban. Masképpen szdlva, a
tanulok azon képessége, hogy a megtanult ismereteket transzferalni tudjak a
konkrét megoldand6 feladatokra. Ez a folyamat magaba foglalja a szelektiv
figyelmet, az informéciok aktivizaciojat, lokalizacidjat, az ismeretek felidézését,
sziikséges kiegészitését, a dekddolast, a probalgatist, az elaboraciot, a
strukturdlast, a kérdezést, a szabalyok felidézését, alkalmazésat, a javitast, az
ismeretek 0nallo felhasznalasat. [9] Mindezek a tevékenységek akkor
végezhetdek hatékonyan, ha kelld szintli metakognitiv képességgel, tudassal
tarsulnak. A metakognici6é sajat értelmi képességiinkre vonatkozd tudasunkat
jelenti. Komplex folyamat, amelynek sordn sajat gondolkoddsunkat és a
megoldandd problémat, feladatot megfeleld ralatassal, ,feliilr6l” szemléljiik. A
metakognitiv tudas 6nmagunk gondolkodéasarol valé tudasunk.
A metakognici6 magéaban foglalja az informaciok felvételének, feldolgozasanak,
tarolasanak, felidézésének, kiegészitésének minden fazisat. A legalapvetébb
metakognitiv stratégiak:

e Az 1j informéciok kapcsolatba hozatala a korabbi tudassal.

e A gondolkodési miiveletek tudatos kivalasztasa.

e A gondolkodasi folyamatok tervezése, ellendrzése €s értékelése.
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A szamitogépes algebrai rendszerek a figyelem tehermentesitésével, a
komplexitds csokkentésével, az ismeretelemek kombindldsanak sokszinii
lehetdségével, az onallo feladatmegoldas sokoldalu tamogatdsaval hatékonyan
segitik a metakogniciot és igy a megfelel kognitiv stratégia kialakitasat.

5. A szamitogépes algebrai rendszerekrol

5. 1. Torténeti attekintés

A szamitdogépes algebrai rendszerek (angolul Computer Algebra Systems,
roviditve CAS) olyan interaktiv programok, amelyek a numerikus szamitégépes
programokkal szemben szimbolikus kifejezésekkel valé matematikai szamitasokat
is megengednek. Az interaktivitds az ilyen rendszerek nyitott architekturdjanak
koszonhetden lehetdséget nyajt a felhasznalonak arra, hogy a rendszer konyvtari
eljarasait modositsa, megvaltoztassa, Uj konyvtarakat hozzon létre. A szamitogép-
algebrai rendszereket két nagyobb kategoriaba sorolhatjuk: A specialis célu és az
A specialis tipusu rendszereket a fizika vagy a matematika egy adott teriiletén
felmertilé specidlis problémak megoldéasara tervezték. A fizikdban haszndlatosak
koziil a legismertebbek kozé tartozik példdul a SCHOONSCHIP (égi mechanika),
vagy a STENSOR (altalanos relativitds) Az operdciokutatds teriiletén az
oktatasban is hasznaljak a LINDO és a LINGO rendszert.

Az altalanos célu rendszerek valtozatos adatstruktirdkat és sok matematikai
fliggvényt kindlnak felhasznaloiknak. A ma haszndlatosak koziil a legrégebbi
altalanos célu rendszerek a MACSYMA ¢és a REDUCE. A nyolcvanas években a
PC tipusti szamitogépekre kifejlesztett nem programozhaté kalkuldtorok elsd
példai voltak a MuMATH, és kovetdje a DERIVE. A legtobb modern szamitogép-
algebrai rendszert a C programozasi nyelven implementaltdk. Ezzel olyan
hatékony, portabilis szamitogépes programokat készithetnek a fejlesztok, amelyek
ténylegesen kihasznaljadk a célba vett platform tulajdonsagait. Az els6é olyan
rendszer, amelyben a szimbolikus- és numerikus szamitasokat, valamint a grafikai
lehetdségeket ugy oOtvozték, hogy egyiittesen kellemes, felhasznalobarat
kornyezetet kinaljanak, a Mathematica. A Mathematica masik emlitésre méltd
tulajdonsaga a jol strukturalt felhasznaléi szintli programozasi nyelv. Eppen ezért
a kivéaloan alkalmas funkcionalis programozéasra. A paderborni egyetemen
fejleszették ki a MuPAD rendszert, amely a Mathematica néhany el6ny0s
tulajdonsagaval is rendelkezik, és a Maple felhasznaloi is ismerdsnek érezhetik.

5. 2. A Maple rendszer

A Maple rendszert - amelyet mi az oktatasban hasznalunk — 1980-ban kezdték el
fejleszteni a kanadai Waterloo Egyetemen, ma mar a Maple 9-et, a kilencedik
verzidt is hasznélhatjuk.
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A Maple a szamitogépek széles skaldjan futtathato, a szuperszamitogépektol a
Macintosh és IBM PC kompatibilis asztali szamitdégépekig. Ez elsdsorban
modularis tervezésének koszonhetd. A rendszer négy részbdl all: az Iris-nek
nevezett felhasznaloi feliiletbdl, az alapvetd algebrai miiveleteket végzd kernel-
bol, a kiilsé konyvtarbol és a Maple folhasznaloi altal fejlesztett osztott
konyvtarbol (share library).

Az Iris és a kernel a rendszer kisebbik részét alkotja. Mindkettdt a C programozasi
nyelven irtdk meg. Ezek toltddnek be a memoridba, amikor egy Maple
munkalapot elinditunk. Az Iris kezeli a matematikai kifejezések inputjat,
megjeleniti a kifejezéseket, kirajzolja a fliggvényeket, és timogatja a rendszernek
a felhasznaloval folytatott egyéb kommunikaciojat. A leggyakrabban eléforduld
operacids rendszerek megengedik a munkalapnak (worksheet) nevezett specialis
grafikus felhasznal6i feliilet alkalmazasat. A munkalapokon a Maple inputot €s
outputot grafikaval és egyéb szoveggel kombinalhatjuk. A munkalapos feliilet
tovabbi sajatossdgai: hipertext lehetdségeket biztosit a dokumentumokon beliil és
kiilonb6z6 dokumentumok kozott, bizonyos platformokon megengedi multimédia
fejezetekbe ¢és alfejezetekbe foglalhatok Ossze. Ezek ,becsukhatok”, ha
tartalmukat el akarjuk rejteni. A munkalapok szoveges, vagy LATEX
formatumban ill. HTML formatumban exportalhatok.

A Maple kernel értelmezi a folhasznaléi inputot, végrehajtja az alapvetd algebrai
miiveleteket.

A Maple matematikai tudasdnak tobbségét a Maple programozasi nyelvén
kodoltak, és fliiggvények formdjaban, a kiilsd konyvtarban helyezték el. Ezek egy
részét a rendszer magatol betdlti a memoriaba, amikor a felhasznalonak sziiksége
van rajuk, a ritkdbban hasznalatos eljarasoknal kell csak a Maple-t explicit médon
a betoltésre ,,megkérni”.

A Maple nyelve jol strukturdlt, attekinthetd, magas szintli programozasi nyelv.
Adatstruktardk széles valasztékat tamogatja: fiiggvényeket, sorozatokat,
halmazokat, listakat, tablakat, stb. Szamos, ezeken az adatstruktirakon definialt,
konnyen haszndlhaté miivelet is rendelkezésiinkre 4ll, mint példaul a
tipusellendrzés, szelekcio, az adatstruktirak kompozicioja stb.

A Maple grafikaja rendkiviil sokrétli megjelenitést tesz lehetdove. A kétvaltozos
valds fliggvénnyel definialt feliilet generaldsa, paraméteres egyenletekkel definialt
feliiletek, csovek ¢€s térgorbék generaldsa, vektor- €s gradiens mezdk abrazolasa,
az animaciok 2 D-s és 3 D-s valtozatai csak néhany példdjat adjak a gazdag
grafikus dbrazolasi lehetdsegeknek.

A hagyomanyos numerikus rendszerekkel ellentétben a Maple az egész-, a
racionalis- €s a valds szamok pontos abrazolasat biztositja. Példaul az egész
szamokat tigynevezett dinamikus adatvektorban 4brazolja, mégpedig 10”4 alapt
szamrendszerben. Mivel 17 bitet haszndl {6l az adatvektor hosszanak
abrazoldsara, a legnagyobb abrazolhatd szam jegyeinek szama 2°17-1. Ez azt
jelenti, hogy a legnagyobb abrazolhatd tizes szdmrendszerbeli szdm jegyeinek
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szama 4*(2"17-1)=524284. Tehat ennyi szamjegye van a legnagyobb abrazolhat6
szamnak.

A Maple elonyds tulajdonsaga felhasznalobarat tervezése. A help hasznalataval
lényegében a Maple-eljarasok on-line kézikdnyvét lapozgathatjuk. A hibrid
algoritmus sruktira révén a rendszer maga el tudja donteni, hogy melyik
algoritmus végrehajtasa elonyos.

5. 3. A szamitogép-algebrai rendszer funkcioi a matematika oktatasaban

A szamitogép-algebrai rendszer- igy a Maple is- egyszerre forrasa, médiuma ¢s
generatora a matematikai ismeretszerzésnek. A médium szerep is kettds, a
rendszer kozvetitéje és egyik fontos kozege is a matematikai tartalomnak ill.
munkavégzésnek.

A szamitogépes algebrai rendszerek a tanitasi folyamatban a tudéasforrasként
elsésorban a beépitett eljarasok segitségével 1épnek fol. A kozvetitd szerep a CAS
szakértoi rendszer mivoltabol kovetkezik: A Maple €s a hozza hasonl6 rendszerek
egyre novekvd, a matematika legkiilonb6zObb fejezeteit, érintd tudéast képesek
kozvetiteni, mozgodsitani. A Maple 8-as, és még inkdbb a 9-es verzidja a
matematikai ismeretanyag néhany fejezeténél tutor szerepkort is képes betodlteni.
Ennek részletes ismertetésével nem foglalkozunk, mert pénziigyi nehézségek
miatt karunkon a hallgatok szamdara csak a MAPLE V5 verzi6 volt elérhetd.

A CAS munkalap (pl. Maple-worksheet) a tananyag-egységek realizalasaval a
kozeg szerepét természetes modon tolti be. A generator szerepkor azt jelenti, hogy
a matematikai eljarasok, algoritmusok a beépitett és a felhasznalo altal
kifejlesztett eljarasok hivasaval realizalodik. Tehat a matematikai munkavégzes, a
matematikai tartalom kivitelezése jelentds részben a CAS-ben definialt
adatstruktarak felhasznéalasaval, a CAS-utasitasok rendszerével valosul meg.

A CAS didaktikailag megfeleld6 felhasznaldsa az ismeret-feldolgozo,
ismeretgenerald tevékenység optimalizalasat jelenti.

6. A tobb médiumot felhasznalo oktatas didaktikai prototipusa
Az oktatas adott szektoranak tananyaga, célrendszere nem kornyezetfiiggetlen. A
tudomany, esetiinkben a matematika épitményének egy része egy meghatarozott
absztrakcios szinten képezheti a tananyagot. Esetiinkben a miiszaki képzés
szamara megfogalmazott leképezési modell alkotja a curriculum készités alapjat.
Tehat a szaktudomany altal kinalt eredményeknek karakterisztikus részhalmazat
tudjuk egy adott képzés keretében feldolgozni, és a feldolgozés eszkdzrendszere, a
képzést kozvetitd médiumok rendszere is sajatos, a képzésre jellemzd. A
curriculumban megfogalmazott célok a tantargyak ismeretanyagdban Oltenek
testet. Az egyes targyak ismeretrendszere a médiumok segitségével hat az oktatas
résztvevoire. (3. dbra) Az abran a folytonos nyilak sziikségszerli, a szaggatottak
lehetséges hatasra utalnak. (Vasarhelyi Eva, [117])
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A szaktudomany {(a matematika kutatasi) szintje
lﬁ“
A miiszaki képzéshen vald alkalmazas szamara
megfogalmazott leképezési modell
‘LT‘
CURRICULUM

It
[ Tantargyi modell (kurzusok) ]
!

Meédiumok, mint tudasforrasok és -generatorok

CAN és mas szamitogépes "Hagyomanyos'
programok kényw, eldadas, .

1

Meédiumok, mint kizvetitik ill. kizegek

Lokalis halozat, WEB-portal
LT
OKTATASI FOLYAMAT
MMediumok

Tanar Instrumentalis Dialk
orkesztracio

3. dbra

7. A kutatas hipotézisei
1. Didaktikai alaphipotézis

A CAS didaktikailag atgondolt, megtervezett hasznalatdval a matematika
tanithatd tananyaga tartalmilag boOviil, és az elsajatitds szinvonala is
emelkedik. Ez a kedvezd hatas azonban csak a matematika elsajatitasara
szant idOkeret megnovelésével valhat igazan érezhetévé. A CAS
alkalmazasanak hatékonysaga akkor a legnagyobb, ha felhasznalasat a
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matematikai kurzus szerves részévé tesszik. Ilyen médon a szamitdégépes
algebrai rendszer a matematika tanulasanak folyamataban egyszerre jatszik
kozvetito, kozeg €s generator szerepet.

2. A tanulasi nehézségek kezelése

A CAS alkalmazasaval eldallo tanulasi nehézségek, akadalyok elemzése a
tovabblépés legfobb feltétele. Kiilonos figyelmet kell forditanunk a
matematikai  tartalom  transzpozicidjaval ~ kapcsolatos  tanulési
nehézségekre. Az instrumentédlis genezis koriiltekintd kiilsé irdnyitasa,
tehat az instrumentalis orkesztracid, a tobb médium felhasznalasaval

torténd ismeretfeldolgozas sikerének egyik legfontosabb tényezdje.
3. A CAS hasznilata és a didaktikai torvényszeruségek

A CAS oktatasban vald eredményes haszndlatdnak alapfeltétele, hogy
feltarjuk azokat a didaktikai, pszicholdgiai torvényszeriiségeket, amelyek a
rendszer mikodtetésével kapcsolatosak. Ezek kozott kiemelkedd
jelentdségli a modularizacid €s a tobbszords reprezentacid témakore.

4. A médium-rendszer

A barhonnan elérhetd, rugalmas, valtozatos médiumokkal operélo, a
hipertext eszkozeit is felhasznald CAS alapu tananyag létrehozésa eldsegiti
azt, hogy a matematika targy alapoz6 szerepkorét eredményesebben
tolthesse be, ¢és hatékonyabban mikodjon koézre a gondolkodas
fejlesztésében.

5. A tanari szerep valtozasa

A CAS ¢s altalaban a modern médiumok alkalmazasa a tanari tevékenység
stulypont- eltolodasat eredményezi. A tanar ismeretatadd tevékenysége
atstrukturalodik. A tananyag ismeretelemeinek folyamatos
Lajratermelése”, a tanuldsi infrastruktira karbantartasa, az ismeretszerzés
komplex feltételrendszerével folyd tanulasi tevékenység szervezése,
iranyitasa a koradbbiaknal nagyobb stlyt kap a tanari tevékenységben.

6. A tanuloi attitid valtozasa

A CAS felhasznalasaval torténo tanulas motivaltabb, a rendszer hasznalata
—kortiltekintd tanari munka esetén- vonzo a hallgatok tobbsége szamara.
A rendszer alkalmazédsa megnoveli a tanulds iddsziikségletét. Célszerli a
szamitogépes algebrai rendszer hasznalatidt szervezetten, esetleg kiilon
kurzus keretében is tanitani. A befektetett id0 azonban tobbszordsen
megtériil.
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7. A tanithato tananyag valtozasa, boviilése

A CAS ill. esetenként a CAS ¢és a szerzdi rendszerek egyiittes alkalmazasa
sz¢lesiti a tanithatd tananyagok korét. A tananyag szamos fejezete
mélyebben és gazdagabb tartalommal targyalhat6. Az egyes fejezetek
kozotti  kapcsolatrendszer kiépitésére tobb alkalom nyilik. Bizonyos
témakorok targyaldsa éppenséggel a CAS matematikaoktatasban torténd
hasznalataval valik lehetové.

A tovabbiakban kutatasaink eredményeit foglaljuk 0Ossze. ElI6bb a CAS
felhasznalasaval kapcsolatos didaktikai meggondolasainkat részletezzik (8.
fejezet), majd az altalunk létrehozott oktatasi modellt ismertetjiik. (9. fejezet)

8. A CAS hasznalatanak didaktikai megkozelitése
A CAS oktatasban vald okszer, kelld idokeretben torténd hasznalata az operativ
tevékenység 1doigényének csokkentésével kognitiv- és idOkapacitast szabadit fel.

crer

crer

megteremtheti annak a lehetdségét, hogy a tananyag egyes fejezetei kozotti
kapcsolatok feltarasara is lehetdség nyiljon. Ebben a fejezetben attekintjiik a
felhasznalas didaktikailag legfontosabb jellemzdit.

8. 1. A tobbszoros reprezentacio megvalositasa a CAS felhasznalasaval

A reprezentacid az ismeretszerzés, a tanulas folyamatdnak egyik alapvetd és
egyuttal izgalmas kérdése. Duval [18] egyenesen ugy fogalmaz, hogy a
reprezentacidé a matematika teriiletén a megértés alapja. A CAS bevonasa
megnoveli az ismeretfeldolgozas résztvevOinek esélyét, hogy hatékony
reprezentaciokat alkalmazzanak. Segitségével ugyanis a kiilonb6z6 reprezentaciok
hajlékony és gyors eldallitasa és elérése nagysagrendben megndveli a tobbszords
reprezentacié hatékonysagat.

8. 1. 1. A CAS-nek koszonheto jelentés-eltolodasok

A CAS -reprezentaciok nemcsak azzal tlinnek ki, hogy feleslegessé tesznek tobb
manudlisan konstrudlt reprezentacidés format, hanem jelentés-eltolodasokat is
magukkal hoznak. A tradicionalis matematikaoktatasban nagy jelentdséggel birtak
a kilonbozo fiiggvényérték tablazatok. Ezek a CAS segitségével barmikor és
tetszoleges formatumban reprodukalhatok. Természetesen nem arrdl van szo,
hogy nincs sziikség most mar tablazatokra, csupan azok funkcidja valtozott meg.
Bizonyos fliggvénytulajdonsagok példaul igen szemléletesen jelenithetok meg
tablazatokkal. De itt nem az egyes fliggvényértékek érdekesek, hanem a tablazat
holisztikus szemlélete, az ¢értékek egymashoz viszonyitott viselkedése, a
tendencidk jatszanak fontos szerepet.

A fiiggvények grafikus abrdzolasanak szerepe is megvaltozik. A tradicionalis
eszkozok birtokaban a grafikus abrazolads gyakran a részletes fliggvényvizsgalatot
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betet6z0 végcél volt. Ez az eljarasmod a CAS birtokaban tobbnyire elvesziti
relevancidjat. Az eldzetes grafikus dbrazolds - még ha az csupan tdjékozodo
jellegli csupan - fontos eldfeltétele a fliggvényrdl alkotott fogalmunk intuitiv
fejlesztésének.

Harmadikként a rekurziv reprezentaciok szerepének megvaltozasat emlitjiik. Kézi
szamolas esetén a rekurziv algoritmusok hasznalata a gyakorlatban szinte
megoldhatatlan mennyiségli szamitas elvégzését jelentette. Ezért a zart formulakat
tobbnyire elényben kellett részesiteni a rekurziéval szemben. A rekurziok CAS-
szel valo konnyl kivitelezhetdsége nagymértékben megnovelte ezek jelentdségét
a zart algebrai formakhoz viszonyitva. Ezzel egyiitt el6térbe keriil az algoritmusok
kivitelezésének iddigénye, az un. idOkomplexitas. Hogyan tehetjiik az
algoritmusokat olyannd, hogy futtatdsuk gazdasagosabba valjék? Ez alapvetd, a
gyakorlatias matematikatanitds szempontjabol is fontos kérdéssé valt. Mindez
persze azt is jelenti, hogy a matematika és a programozas elemeinek ismerete, ha
pragmatikusan kozelitjiik meg az ismeretszerzést kdzelebb kertilt egymashoz.

8. 1. 2. Interpretacios kovetelmények

A CAS-reprezentaciok valtozatos formdinak gyors elérhetdsége 6nmagaban nem
nyujt garancidt e  reprezentdciok  adekvat, didaktikailag  érzékeny
hasznalatara.(Schneider és Peschek [19]) Egyrészt fennall annak a veszélye, hogy
a tanulok oncéluan, valos cél nélkiil allitjak el6 a reprezentacidkat, akar nagy
mennyiségben, anélkiil, hogy ezekbdl értékelhetd kovetkeztetéseket vonnanak le.
Valojaban a CAS hasznalata, mar az els6 1épésektdl kezdve jarulékos erdfeszitést
kovetel az interpretacio terén. Az egyezményes matematikai formatumban adott
objektumokat interpretalni, majd transzformalni kell a CAS szintaktikanak
megfelelden. Ez sokszor, éppen a kotott CAS szintaktika miatt nagyon is,
figyelmes munkat, tobblet ismeretet igényel.

Hasonloan, ha a valtozatos formdju és konnyen elérhet6 CAS-reprezentaciok
hasznalatat tiizziik ki célul, akkor szamottevd tobbletmunkara kell szamitanunk.
Tobb szerz6 szamol be a kiilonbozé reprezentaciok kozotti valtas tanuldi
nehézségeirdl. (Schneider [19], Canet [20], Yerushalmy [21]). A kiilonb6zd
reprezentaciok kozotti kapcsolatok feltdrdsa nem varhatd a tanulok o6nallo
tevékenységének eredményeként. Kozvetlen iranyitas, tandri segitség sziikséges
ahhoz, hogy a kiilonb6z0 reprezentaciok nyujtotta megkozelitések révén valodi
interpretacios tobbleteredményhez jussunk.

Természetesen a CAS-reprezentaciok nem csupan jarulékos munkavégzést
kovetelnek, hanem sokszor megkonnyitik a felhasznal6 munkéjat. Az egyenletek
megoldasahoz példaul nem sziikséges a tipus megallapitdsa, csupan a megfeleld
szintaktikdji utasitast kell végrehajtanunk. Természetesen, mihelyt a megoldast
igazolni, vagy valamely kontextus szerint értelmezni akarjuk, nem térhetiink ki a
megfeleld interpretacio eldl.

A tObbszoros reprezentacio, ahogy az eldzOkben kifejtettiik, a fogalom
kialakitasanak  hatékony eszkoze. Maskor a probléma megoldasanak
nélkiilozhetetlen eszkoze. Sokszor a kovetett eljaras altal kapott eredmény
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hitelességét, vagy éppen tarthatatlansadgat tarjuk fel a megoldasban hasznalttol
kiilonbozd reprezentacid segitségével. Az alabbiakban bemutatjuk a tobbszords
reprezentacid altalunk hasznalt fobb, didaktikailag eltérd esetét.

8. 1. 3. A tobbszoros reprezentacio didaktikai funkcioinak megvalositasa a
CAS segitségével

Példak segitségével mutatjuk be a tobbszords reprezenticid didaktikai cél
szempontjabol elkiilonithetd eseteit.

a. Tobboldala fogalomfeltaras

Példa

. X Y L
Mutassuk meg, hogy a lim Y hatarérték nem létezik!

[x,y]=>[0,0] X" +y

Megoldas

Elészor vizsgaljuk a kérdést grafikusan. Ezt tobbféle reprezentacioval is
megvalositjuk. Rajzoljuk fol a fliggvényt a plot3d segitségével (4. abra) illetve
készitsiik el az xy sikra vetitett ill. a térbeli szintvonalas dbrakat a contourplot (5.
abra) és contourplot3d (6.4abra) eljarasokkal:
with (plots) :# A plot csomagot be kell télteniink
f:=(x,y) >x*y/ (x*2+y*2):
plot3d(f(x,y) ,x=-2..2,y=-2..2,
orientation=[-61,44], grid=[40,40],axes=BOXED) ;

oy R
Irrh Feh
o

J
[
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> contourplot(f(x,y) ,x=-2..2,y=-2..2,
grid=[40,40],contours=20,axes=FRAMED) ;

21 R
-

EI'. Ly,
'W'."x\x
2l 'I"L'*\';\\x“ —
-2 -1 0 1 2
¥
5. 4bra

> contourplot3d(f(x,y) ,x=-2..2,y=-2..2,
grid=[40,40],contours=25, axes=FRAMED) ;

2 2
6. abra

Az abrakbol lathatoan meglehetésen furcsan viselkedik a fliiggvény a (0,0) pont
kornyezetében. Sok kiilonbozd értéket vesz fol a fiiggvény az origd

kornyezetében.

Masként is valosziniisithetjilk, hogy a kérdéses hatarérték nem létezik.
Alkalmazzunk most numerikus reprezentaciot! Képezziik véletlenszeriien
valasztott értékparok (pontok) sorozatit €s szamitsuk ki ezeken a helyeken a

fliggvényértéket!
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>r:="'r':
r:=proc(n)
local a,b;
a:=evalf (rand () *124 (-12-n)) ;
b:=evalf (rand () *124(-12-n)) ;
[a,b,f(a,b)]
end:
array(1..12,1..3,[[x[n],y[n],'£(x[n],y[n])'],seq(r(n),n
X Y

=0. .102]),‘ K : .
n n xn’yn

0.04945561849 0.09439307182 0.4110870605
0.001806575649 0.009252076341 0.1880903055
0.0002048772454 0.0007526787967 0.2534211079

0.00004504236147  0.00002614306573 0.4341542648

0.4924685337 107 0.2525182232 107 0.01949488212
0.3876288938 10° 0.2991268993 10°°  0.4836639073
0.1130385197 107  0.3575436504 107  0.2874242183
0.1241319787 10  0.2226376602 10 0.05558237231
0.2406157879 10  0.2034337513 10°  0.4930374372
0.3813940047 107" 0.1846681379 107"  0.1980804043
0.9304678847 107" 0.6901002222 107> 0.4784738323

Az elkészitett tablazat harmadik oszlopa mutatja, hogy a fliggvényértékek nem
torlédnak egyetlen érték koriil.
Ezek utan johet az analitikus igazolas, a perdontd bizonyiték! Valoban az y =x

egyenes mentén kozelitve f(x,y)=1(x,x) = 5, mig az y=-X mentén
1 )
f(x,y)=1(x,=x) = - 5 Tehat a kérdéses hatarérték valéban nem létezik.
ol
(x9 x) - 2
flx, —x) = >

b. A problémamegoldas nélkiilozhetetlen eleme a tobbféle reprezentacio

Példa
Adott valtozoértékek egy listaja és a megfelelo fiiggvényértékek listaja:

X=[2,4.63810,12,14,1.6,18,2.0];
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Y:= [-4.595,-1.997, -.541, 457, 1.336, 1.769, 2.513, 2.669, 3.369, 3.667 |

Keészitsiik el ezekbol az osszetartozo értékparok kételemii listdjanak listajat. Az
osszetartozo értekparok abrazolasaval dllapitsuk meg az empirikus képlet tipusat,
majd linearizalassal ellendrizziik vdlasztasunk helyességét és adjuk meg a
pontokra jol illeszkedo fiiggvényt!

A legkisebb négyzetek elvének alkalmazédsa, a tapasztalati képlet tipusanak
megallapitdsa, a linearizalas, tobb szempontbdl is olyan problémakdr, amelynek
feldolgozasdhoz a CAS alkalmazésa pragmatikus és episztemikus szempontbdl is
kivénatos:

e A numerikus szamitasok kézi elvégzése ma mar aligha johet szoba. Az
operativ. munka terhétél megszabadulva a feladat lényegére
Osszpontosithatunk, és jelentds 1d6- €s energia megtakaritast érhetiink el.

e A CAS modulok egymashoz kapcsolodo, tobbféle reprezentacidval
létrehozott sorozata a funkciondlis programozéas természetébdl adododan
attekinthetd, altaldnosan alkalmazhat6 algoritmust eredményez.

e A Kkapott illesztés josaganak tobbféle uton vald ellendrzése konnyen
elvégezhetd

Megoldas
1. Betoltjiik regresszids egyenes kiszamitdsara szolgald eljarast. Az eljaras
tobbféle reprezentaciot nyujt. Grafikus reprezentaciot, mert abrazolja a
regresszids egyenest. Megadja a regresszios egyenes egyenletét, tehat analitikus
reprezentaciot is megvalosit. Kiszamitja az eltérések négyzetosszegét, ami
numerikus reprezentaciot jelent. Az eljaras részletes kodja a fiiggelékben
megtalalhato.
2. Létrehozzuk a megfeleld listdkat, majd a zip utasitiassal eldéllitjuk az
Osszetartozo értékparok listajat. Ez numerikus reprezentaciot jelent.
>X:=[seq(i*0.2,i=1..10)];
X:=[0.2,04,0.6,0.8,1.0,1.2,1.4,1.6,1.8,2.0]
>Y:=[-4.595,-1.997, -
0.541,0.457,1.336,1.769,2.513,2.669,3.396,3.667];
Y=

-4.595, -1.997, -0.541, 0.457, 1.336, 1.769, 2.513, 2.669, 3.396, 3.667 |
>P°nt°k:=ZiP( (le) _>[xIY] X, Y);
pontok =[[0.2,-4.595],[0.4,-1.997],[0.6,-0.541], [ 0.8, 0.457],

[1.0,1.336],[1.2,1.769],[1.4,2.513], [ 1.6, 2.669], [ 1.8, 3.396],
[2.0,3.667]]

3. Abrazoljuk a pontokat és megprobaljuk megallapitani a megfeleld képlettipust.
Tehat ismét grafikus reprezentacié kovetkezik.
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4. Elvégezziik a megfeleld transzformacidt. Ez szimbolikus reprezentaciot
jelent. Mivel itt  f(x)=aln(x)+5b alaka fiiggvény illesztése varhatd, ezért az
u=1In(x) transzformiciot kell elvégezniink. Ezt az X lista elemeire a map

utasitassal tehetjiik meg
>X1l:=evalf (map(1ln,X)) ;
X1 :=[-1.609437912, -0.9162907319, -0.5108256238, -0.2231435513, 0.,

0.1823215568, 0.3364722366, 0.4700036292, 0.5877866649,

0.6931471806 ]
5. Létrehozzuk a transzformaciod utani értékparok listajat és meghatarozzuk a
regressziosegy eljarassal a regresszids egyenest.

>pontokln:=zip((x,y)->[x,y],X1,Y);
pontokin :=[[-1.609437912, -4.5951, [-0.9162907319, -1.997],

[-0.5108256238, -0.541], [-0.2231435513, 0.457], [0., 1.336],
[0.1823215568, 1.769 1], [0.3364722366, 2.513 ],
[0.4700036292, 2.669 ], [ 0.5877866649, 3.396],
[0.6931471806, 3.667]]

> regressziosegy (pontokln) ;
Az eltérések négyzetisszege, 0.1038010289
A regresszios egyenes, 3.560585568 x + 1.219886061
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6. Megalkotjuk a keresett fliggvényt. A regressziosegy globalis valtozoi, az a és a
b a megfeleld egyiitthatok A keresett logaritmus-fliggvény a meghatarozott
egyiitthatokkal:
> f:=unapply(a*1ln(x)+b,x) ;
f=x—3.560585568 In(x) + 1.219886061
7. Abrazoljuk a pontokat és a kozelité fiiggvényt. Ezaltal vizualis ellenérzést
végziink.
>abra:=plot (f (x) ,x=op(1,X) -
0.15. .0p (nops (X) ,X) ,color=blue, thickness=2) :
>kep:=plot (pontok,style=point, symbol=circle) :
> plots[display] ({abra,kep},title="A keresett a*ln(x)+b
alaku figgvény') ;

A keresett a®In{x)+b alakl flgowény
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8. Kiszamitjuk az eltérések négyzeteit, majd az eltérések négyzetdsszegét. gy
algebrai Gton, numerikusan is meggy6zddiink az illesztés josagarol.
Az eltérések négyzetei:
>seq(evalf ((£(X[i])-Y[i])*2) ,i=1. .nops (X)) ;
0.007114021502, 0.002083511214, 0.003358467105, 0.001000814186,

0.01348244683, 0.01001151631, 0.009039398048, 0.05034378163,
0.006930433130, 0.0004366390129

A négyzetoOsszeg:
>Sum (' ((£(X[1]) -
Y[i])*2)',i=1. .nops(X))=sum('evalf ((£(X[1i])-
Y[i])*2)',i=1. .nops (X)) ;
10

2

i=1

C.

(f(X) - ¥)" =0.1038010290

A tobbszoros reprezentacié az eljaras tokéletesitésének és a korrekt
miukodés vizsgalatanak eszkoze

Az alabbi példa tobb szempontbdl jelentds. Segitségével a kovetkezOkre mutatunk

ra:

A meglepd, 1) jelenségek didaktikailag koriiltekinté kezeléséhez
nélkiilozhetetlen a kiilonbozo reprezentdciok haszndlata, és az adott jelenséget
csak tobb reprezentidcid szimultan alkalmazasaval tudjuk meggy6zden
bemutatni.

Az is kitlinik a példabol, hogy a rekurziv reprezentacié -amely CAS nélkiili
oktatasi kornyezetben inkdbb a szuggesztiv bemutatd erejével hat, a konkrét
szamitasok terén viszont nehézkesen alkalmazhato, hisz igen sok szadmoldst
igényel- szamitogép algebrai rendszer haszndlata esetén jol kezelhetd és
rendkiviil hatékony.

A példa arrol is tanuskodik, hogy a problémak hatékony kezeléséhez
nélkiilozhetetlen a megfeleld stratégia kidolgozasa. (adequate strategy)
Meggy06zden szemlélteti azt is, hogy a CAS kétségteleniil hatalmas numerikus
képességei is csak okszerl felhasznalés esetén vezetnek korrekt eredményhez.
A CAS kivaloan alkalmas a matematikai jelenségek sokoldalu bemutatasara.
Az adott eljards stabilitdsanak bizonyitdsa fontos, ¢és CAS nélkiil is
elvégezhetd. De legalabb ennyire fontos, az eljaras alkalmazhatdsaganak,
pontossaganak vizsgalata. Tehat fontos, hogy konnyen konstrudlhassunk a
miikddést monitorozd eljarast (effektiv monitoring), az eljards konnyen
kezelhetd és meggy0z6 eredményt hozo legyen. Mindez azt is jelenti, hogy a
CAS a matematikai vizsgalat fontos integralo eszkoze lehet!

Példa numinst.mws

Az

In(x)=Jt” e dt  alaku integrdalok ( n=0,1,2 .. 0<x ) g
0
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valoszintiségszamitasban (X~ eloszlds ) fontos szerepet jatszanak.
a ) Allitsunk elé6 - parcialis integralassal - rekurziv formulat az

I(x)= J e ™ ar
0

integralok kiszamitasara.
b ) Mutassuk meg - konkrét x értéket valasztva (pl. x=1 ) -, hogy az eljards nem
vezet eredményre!
¢ ) Keressiik meg az eredménytelenség okat!
d ) Mutassuk meg, hogy a rekurziv eljarast "leszallo" modon (csékkend sorozatot
alkotva) alkalmazva helyes értékeket kapunk!

Megoldas

1. Lépés: A rekurziv Osszefliggés eldallitasa
A parcidlis integralast a Maple student programcsomagjanak intparts eljarasaval
végezhetjiik.
>with (student) :
>Int (t*n*exp (-t) ,t=0..x)=intparts (Int(t*n*exp (-
t) ,t=0..x),t*n);

x
X (-0)

(1) (—x) t"ne
Jt”e di=—x"e - -

0
0

>simplify (%) ;# Egyszeribb alakra hozzuk

X X
—t —x 1) (~
s )dtz—x”e”)Jrth(" e " at

J

0 0
X

Ha I -nel jeldljiik J e ™ dt ertekét, akkor:
0
[=x"e¢ " 4nI
Az I kezdoérték:
>TI[0]=int (exp(-t) ,t=0. .x);

2. Lépés Megmutatjuk, hogy az eljaras instabil!
2. 1. frjuk meg az eljaras pszeudokodjat:
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procedure eljaras(n : nonnegative integer)
. (=)
if 7=0 then eljaras(n):= ¢ +1

= + n eljaras(n — 1)

else eljaras(n) .= —x" €
2. 2. Ezek utan allitsuk elé a Maple-kodot! (Szimbolikus reprezentacio)
>eljaras:=proc(n)
>option remember:
>if n=0 then RETURN (-exp(-x)+1);
>else
> (-x*n*exp (-x)+n*eljaras (n-1)) ;
>f£i;
>end;
2. 3. Teszteljiik az eljarast. Legyen x=1 .
>x:=1:
>eljaras(0) ;

-1
—e( )+1

>1lista:=[seq(evalf(eljaras(n)) ,n=1..40)]:
Hivjuk meg az eljarast az elsé 40 pozitiv egészre! (Numerikus reprezentacio)
>1linalg[matrix] (8,5,1lista);

70.2642411176  0.160602794 0.113928941 0.08783632 0.0713022]
0.0599336 0.051656 0.04537 0.0404 0.036
0.03 0. 2. 0. 0.

0. 0. 0.1 10’ 0. 0.

0. 0. 0. -0.110”  -0.110"
0.110" 0. 0. -0.1 10%
0. 0. 0.1 10% -0.1 10*° .
. -0.210% 0. 0. 0. -0.110% |

Lathatéban a tizedesjegyek elég gyorsan '"kiegyszerlisodnek", az eljaras
nyilvanvaloan hamis értékeket szolgaltat. Nagy abszolut értékii negativ szamokat

. n (1) . ’ sir o ro 1
is kaptunk, s 0 értékeket, holott a megfeleld " €  fiiggvények pozitiv értékiiek
¢s novekvo n mellett a [0,1) intervallumon egyre kisebb értékiiek. Erdsitsiik meg

az eldbbi allitasunkat grafikus uton! Rajzoljuk fol a fliggvényosztaly néhany
elemét.(7. abra) Legyen n =5, 10, 15, 20. (Grafikus reprezentacio)
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350t 3501
300t 300
250t 2501
200t 2001
150t 150 )
100t 1001
E0e-11 506-11

Oy h—=7 30 &1 .80 1.00

350t 350
300t 300
250t 2501
200t 2001
1501 t 150 t
400t 1007
S0e-1t S0e-11
U 20 40 B0 .80 1.00 W20 40 &0 &0 1.00
7. 4bra

2. 4. Az instabilitas analitikus igazolasdhoz tegyiik fol, hogy az I, * kezddérték
hibaja &, és a tovabbi szamitasokat tokéletes pontossdggal végezziik. 1 * -gal

jelolve a pontatlan kezd6értékbdl szamitott értéket:

I *=1+¢g,,
F+= 41 401
n n—1
A pontos értékre vonatkozo
I = ™41 401
n n—1

Osszefliggést kivonva azt kapjuk, hogy pontatlan kezddérték miatti
ro=1%*_1]

eltérések eleget tesznek az

rekurziv Osszefiiggésnek.

Ennek a megoldasa egyszeriien adodik:
ro=nlg

Lathato, tehat, hogy a hiba az n-edik 1épésben n-szeresére nd, tehat, hapl. 10=n
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akkor
10-szeresére. Igy, a szdmitasba vehetd tizedesjegyek szama rohamosan csokken, a
hiba rohamosan nd.

3. A leszallo algoritmus

Abbol, hogy az eljards novekvOd n esetén instabil, egyaltalan nem kovetkezik,
hogy csokkend n esetén is ilyen!
3. 1. Oldjuk meg az

egyenletet /  -re

f _1=

M

Mivel itt ]11 -nel vald szorzas szerepel, azt sejtjiik, hogy az eljaras stabil!
3. 2. Allitsuk el a "leszalld" rekurzionak megfeleld eljarast:
eljarasl := proc (n)
option remember;
xMn+ 1)xexp(—x)/(n+ 1) +eljarasl(n+ 1)/(n+1)
end proc

3. 3. Vizsgaljuk eldszor numerikusan az eljarast! Szamitsuk ki az integral értékét
néhany ,.elég nagy” n-re!

>x:=1:
> eljarasl(100) :=0:#A kezddéérték lényegében
tetszdéleges!
>for i from 45 to 50 do evalf(eljarasl(i)) od;
0.008171154918
0.007993685071
0.007823757117
0.007660900494
0.007504682961

Ugy latszik, hogy valoban jol miikodik, stabil az eljaras.

3. 4. Most igazoljuk az eljaras stabilitasat. Jeloljiik az
[ =—x" e ™ ni

n—1

rekurzio /; pontos értékhez tartozé elméletileg pontos megoldasat / -nel, az
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n (%)
, _In+x e
n-1_ n

., 7 [m] s , , [m]
rekurzio /=1 =0 kezd6értékhez tartozo megoldasat /- mel.

Ekkor az
(=)

n
It [m]=l [[m]+xe
n—1 n n
és az
I _i xn e(_x)
n-1 - n
Osszefliggések kiilonbségét képezve kapjuk:
[m] [m]
d = I -1
n n n
ebbol
m1 1 [m]
dn—l :; ( In _In )
Innen
m1 1 [m]
dm—l :Z ( ]m _Im )
(m] 1 [m]
=— (1 -1
dm72 I’I’l(l’l’l—l)( m m)
¢és igy tovabb:

d'

m] [m]
=1/ ((m—(m-n-1)).(m=1)ym)( L —1)
[m]
azaz I~ =0 miatt:

d" = nt Uy (m=Tymy(— )

Ebbdl adodik, hogy rogzitett n esetén:
. [m]
lim dn =0,
m — o0

azaz
]

lim 1"=1

m — o
és igy a "leszallo" algoritmus mindig pontos / értéket ad, ha elég nagy m-tSl
inditjuk.
Ezek utdn mar csak azt kell tudnunk, hogy milyen messzir6l kell az eljarast
inditanunk ahhoz, hogy eldre adott eltérésnél kisebb hibaval kozelitsiik meg a
pontos értéket!

3. 5. Irjunk eljarast a hiba becslésére! (analitikus reprezentacio)

Legyen x=1 Ekkor az \Im | <1 nyilvanvalo.
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fgy az eljaras:
hiba := proc (m, n)
if m <nthen RETURN( ‘Hibds adatok ) end if ;
evalf{abs(1/product(i,i=n+1..m)))

end proc

>hiba (100,99) ;

0.01000000000

Hivjuk meg a hiba eljarast értékek egy sorozatdra! (numerikus reprezentacio)

Vizsgaljuk meg példaul, hogyan valtozik a hiba értéke, ha a kiindul6 értéktdl valo

tavolsag 1, 2,...,10:

>for j from 99 by -1 to 90 do

> hiba(100,3) ;

>od;

0.01000000000

0.0001010101010
0.1030715316 107
0.1062593110 107
0.1106867823 10~
0.1165124024 107"
0.1239493642 107"
0.1332788863 107"°
0.1448683546 107"
0.1591959941 107"

A hiba lathat6an igen gyorsan csokken.

8. 2. Modularizacio

A szamitogép-algebrai rendszerek haszndlatanak talan legalapvetdbb,
legdsszetettebb, didaktikai szempontbdl igen jelentds kérdése a modulok
hasznalata. Ezért ezzel a kérdéskorrel behatéoan, a CAS mas didaktikai
megkozelitéseihez viszonyitva nagyobb terjedelemben foglalkozunk. Ismertetjiik
a modulok altalunk kidolgozott osztalyozasi rendszerét. Részletezziik a CAS-
modularizdci6 motivaciés rendszerét, ¢€s ismertetjiik a curriculum-alapu
modularizacioval kapcsolatos elgondolasunkat. Példak segitségével mutatjuk be a
modulok haszndlatdnak gyakorlatunkban el6fordult felhasznalasi modjait.
Osszevetjik a CAS-modularizacioval kapcsolatos, az irodalomban eléforduld
nézeteket is.

8. 2. 1. A modul definicidja
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Definicio

Modul alatt az altalanositott tudas olyan tobbé-kevésbé komplex €s dsszekapcsolt
elemét értjiik, amelyet mint egységes egészet meghivhatunk és alkalmazhatunk,
anélkiil, hogy explicit modon kifejtenénk, a belsd szerkezetét ismerve kezelnénk.
(Dorfler, [22])

A modulok az emberi gondolkodésban, cselekedetekben, a mindennapi életben, de
a tudomanyok terén is lényeges szerepet jatszanak. A modularizacié a kognitiv
tudas fontos és hatékony szerkesztd- és szervezd elve. Hozzunk néhany példat a
modul fogalmara!

Példa

A changevar modul-a Maple student csomagjanak eljarasa- a helyettesitéses
integralas egy 1épését végzi el.

>Int (1ln(x)/ (x*sqrt(l+1ln(x))) ,x)=student[changevar] (sqrt
(1+1n(x) )=t,Int (1n(x)/ (x*sqrt (1+1n(x))) ,x) ,t);

In(x) B (-1+7)
LMHHMOﬂme ) dt

A jobb oldal egyszeriibb alakra hozhato, hisz tudjuk, hogy

In(e")=u

A symbolic opcidoval megerdsitett simplify modul (utasitds) az integrandust
egyszeribb alakra hozza

>simplify (%,symbolic) ;

In(x) 3 B
in+m@)wzﬁzl)u+nm

Az expand modul a jobb oldalt széttagolja, tehat elvégzi a beszorzast, és
alkalmazza a tagonkéni integralas szabalyat.
> 1lhs (%) =expand (rhs (%)) ;

In(x) _ )
[mﬁ+mw)m: gﬁdmajzm

Végezziik el az integralast! Ezt a value modul segitségével tehetjiik meg:

>1lhs (%) =value (rhs (%)) ;

In(x) 2,
—————dx=-2t+-t
Jmh+mu)x 3

Térjlink vissza az eredeti valtozohoz, tehat helyettesitsiink a t helyére
1 +In(x) -et. Ezt a subs modullal végezhetjiik el
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>1lhs (%$)=subs (t=sqrt(1+1ln(x)) ,rhs (%)) ;

In(x) (312)
xmd _—2m+ (1+1In(x))

Mutassuk Meg derivalassal, hogy az eredmény helyes A derivalast a diff modul
segitségével végzi el a rendszer:

>diff (%,x);
In(x) 1 +4/1+ln(x)
x{1+In(x)  +/1+In(x) x X

A normal modullal k6z6s nevezore hozzuk a jobb oldalt:

>normal (%) ;
In(x) 3 In(x)

x/1T+In(x) x41+In(x)

A két oldal azonos, tehat az eredmény helyes!

Példa

A CAS lehetdséget nyujt arra, hogy matematikai objektumokat taroljunk, s azokat
modulokként tekintsiink, miiveleteket végezziink veliik. Az aldbbiak -egy szam,
majd egy matrix, s végiil egy fliggvény- erre szolgalnak példaként:
> Pi=evalf (Pi,20) ;

n=3.1415926535897932385

>M:=matrix([[2,3,4],[-2,0,-511);
g2 3 4
120 4

f=x—>In(x*+1)

> f:=x->1n(x"2+1) ;

Az emberi gondolkodas alapvetéen fogalmakban és fogalmakkal valosul meg. A
fogalmak egymadssal Osszefliggd informdaciok stritett, kotegelt onalld egységét
jelentik. Igy a fogalmak altalaban is modul jelleglick és ilyen értelemben az
emberi gondolkodas is modularis. Természetesen a matematikai tartalmakat
megvalosito CAS modulok kiilonboznek a fogalmaktol altaldban, mint
moduloktél. Gondoljuk csak meg, milyen gazdag és egyénenként milyen valtozo
tartalommal bir példaul a 'mosoly' fogalmunk! A CAS modulok altaldban
szigortian determinalt tartalmat hordoznak.

8.2.2. A CAS modul funkcioi

A modulok f6 funkcidi a gondolkodds tehermentesitése ¢s a komplexitas
csokkentése. A komplexitas csokkentése sokszor dontd jelentdségii, tehat azt is
jelentheti, hogy modulok alkalmazédsa nélkiil a kérdéses témakort- figyelembe
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véve az igencsak véges idOkeretet- fel sem tudndnk dolgozni. A modulok
hasznalatanak masik nagy el6nye, hogy a moduldris épitkezés soran az Osszetett
miiveletsor egyes részelemeit nem kell a részleteket illetden végiggondolnunk,
figyelmiinket az uj tudaselemre 6sszpontosithatjuk.

Példa
Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:
d
() s

()C2+X+3)2 y(x)*+1
Betoltjiik a differencidlegyenletek kezelését végz0 eljarasokat tartalmazo
csomagot:
>with (DEtools) :
>de:=(x"2+4%*x-
3) / ((x*2+x+3) *2) =diff (y (x) ,x) *y (x) / (y (x) "2+1) ;

d
EYPIP f7ONE

(Pax+3) Y

+4x-3

de =

Lathato, hogy a differencialegyenlet szétvalaszthatd valtozoja, ezt az odeadvisor
eljarassal is megallapithatjuk:
> odeadvisor (de) ;

[ separable]

A megoldas algoritmusa egyszeri, de nagyon sok munkaval jarna. Racionalis
tortfliggvény integralasat kéne elvégezniink. Ez 1iddigényes ¢és konnyl
eltéveszteni. Erdemes tehat a Maple sebarablesol eljarasaval dolgozni:

> separablesol (de,y (x)) ;

15x 24
8 2x 1 11 11 1 )
—m/\lll arctar((ll+11J4/llj+xz+x+3—21n(y(x) +1)+_C1—0

Megjegyezziik, hogy a kozonséges differencialegyenletek megoldasara altalaban
hasznalatos dsolve eljaras nem boldogul a feladattal!

Természetesen a modulok szerepe nem mertl ki a kétségkiviil alapvetd funkcioik
-a komplexitas csokkentése, a gondolkodas tehermentesitése-teljesitésével.
Gondoljunk csak példaul a grafikus abrazolast végzé modulokra.

8. 2. 3. A modularizacio az oktatasi folyamatban. A matematikai-, a CAS- és
a curriculum modulok

Ha a CAS moduloknak a matematikai ismeretek elsajatitasa soran betoltott
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szerepét vizsgaljuk, akkor abbol kell kiindulnunk, hogy mind a matematika, mint
tudomany, mind a curriculum 4ltal indukalt oktatdsi folyamat moduléris
szerkezetll. A matematika moduléris szerkezete a tudomany Onfejlédésének
eredménye. Az oktatdsi folyamat modularis szerkezetét alapvetéen a
curriculumban megadott oktatdsi célok hatdrozzdk meg. Természetesen, a
konstruktiv didaktika elveivel egyezden ugy gondoljuk, hogy a curriculum nem
merev eldirdsrendszert ad, "a valoban érvényes curriculumot maganak a tanul6
kozosségnek kell Osszedllitania, természetesen legfontosabbként a pedagdgus
szakértd asszisztaldsaval." (Nahalka I., [24])
A CAS-modularizacid strukturdjat alapvetden a kovetkezd tényezOk hatarozzak
meg:

e A matematika bels6 szerkezete, modularis felépitése.

e A meghatarozott kvantumokban feldolgozandd, a curriculum elvei szerint

felépiild tananyag moduléris szerkezete.

A CAS-modulok rendszerének, természetszertileg, meg kell felelnie a fenti kettds
szerkezeti rendszernek, hiszen célunk ezek hasznalatdval éppen a targyalandé
matematikai tananyag jobb, mélyebb elsajatitdsa. A CAS-modulok a matematikai
ismeretanyag feldolgozdsa sordn generator és médium szerepet is betdltenek.
Tehat a matematikai eljarasokat maga a CAS is generalhatja (gondoljunk csak pl.
a rekurziv eljarasokra!), a médium szerep-mint ahogy erre mar korabban is
utaltunk- maga is kettés, a CAS kozege ¢és kozvetitdje is lehet a matematikai
tartalomnak. Mindekdzben a CAS- modulok, -eljardsok rendszere alapvetden
illeszkedik a matematikai tartalom modularis szerkezetéhez, nem passziv
kiszolgaldja annak! A CAS hasznalata -numerikus, szimbolikus, grafikus
eszkOzrendszere segitségével- sok esetben tartalmi boviilést is eredményez. Tehat
a CAS hasznélata modositja magat a curriculumot is, bizonyos ismeretek,
készségek sulya csokken, masoké megnd, bizonyos ismeretelemek feleslegessé
valhatnak, 0j ismeretek 1épnek be. (8. dbra)
Sok esetben a matematikai eljaras és a CAS-algoritmus Iényegében egybeesik, a
matematikai tartalom megalkotdsa a CAS-algoritmus megirasaval, kifejtése az
algoritmus végrehajtasaval, miikodtetésével valosul meg. Méskor a CAS a
fogalom mélyebb elsajatitasaban, gazdagabb kibontasaban segit ugyan, de szerepe
az alapvet0 tartalmi kibontasban mellérendelt. Barmelyik esetrdl legyen szo,
mindenképpen hozzaadott érték keletkezik, a "hagyomanyos", vagy mondjuk tgy
CAS-hasznalat nélkiili matematikai ismeretszerzéshez képest.
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A curriculum
modularis
struktiraja

A matematilca
modularis
strukturaja

CAS

modularizacio

8. abra

A CAS-modularizéci6 eddig érintett hdrom meghatdroz6 tényezdje- a matematika
moduléris szerkezete, a curriculum modularis strukturaja és a tudasreprezentacios
halé adekvat bdvitésének, sliritésének igénye- a matematikai megismerés,
munkavégzés sordn lényegében azonos modon hat. A CAS hasznélatanak modjara
azonban a tanulds egyes fazisainak sajatszerlisége is hatassal van. H. Heugl [25] a
matematika- szimbolikus rendszerek haszndlata melletti-tanulasdnak harom
1épcsdfokat kiilonbozteti meg:

I. Heurisztikus, vagy tapasztalati fazis

Tipikus tevékenységek: sejtések kidolgozasa, bizonyitasi stratégidk kidolgozasa,
tanuloi kisérletezés, hibakikiiszobolés probalgatassal, modellek tesztelése, a nyert
eredmények interpretalasa.

II: Egzakt fazis

Tipikus tevékenységek: a sejtések megerdsitése, algoritmusok levezetése, tételek
bizonyitésa.

III: Alkalmazasi fazis

Tipikus  tevékenységek: algoritmusok alkalmazasa, problémamegoldas,
modellezés, a valosagos életet leir6 modellek felkutatdsa, a tanulok altal az 1. és a
II. fazisban kidolgozott eljarasok black box-ként vald alkalmazasa, tesztelése.
Kézenfekvd, hogy a fenti, egymast sokszor atszovd, fazisok soran mdas és mas
modon alkalmazzuk a CAS-modularizacié modszerét.

A modularizaci6 modjat alapvetéen meghatirozd negyedik tényezd tehat a
tanulasi fazis. Természetesnek kell tartanunk, hogy méas mddon kell hasznalnunk
a modulokat a fenti tanulasi fazisok mindegyikében.

Mindezek mellett a modularizaciot nagymértékben formald tényezd a tanulok
pszichés felfogasmaddja, valamint a didaktikai keretrendszer.

Osszegezve elmondhatjuk, hogy a CAS bevonasaval megvaldsitott a moduléris
tananyag- feldolgozds a matematika, mint tudomany, moduljainak, a CAS

37



moduloknak és a curriculum moduloknak hivatkozasokkal, a belsé kapcsolatok
explicitté tételével torténd egységes rendszerbe foglaldsan alapszik. A CAS-
modularizacié olyan dinamikus tevékenység, amelynek célja, hogy a kiilonb6zo
tanulasi fazisok eltérd igényéhez igazodva, a targyi- és curriculum-modulok
szerkezetének megfelelden, a tudasreprezentiaciés haldé minél optimalisabb
fejlesztésével hatékony tudaselsajatitast timogasson. Ennek soran figyelembe kell
venniink a tanuldsi fazisokat és a kognitiv tudomanynak elménk modularis
miikodésérdl sz616 megallapitasait. (Pléh Csaba, [26])

8. 2. 4. A modulok osztalyozasa

A modulokat tobb szempont szerint osztalyozhatjuk. A mi osztalyozasi
szempontjaink a kovetkezok

e alétrehozo;

e atanulasi folyamatban betdltott szerep;

e a hasznalat modja;

e amodul altal végzett tevékenység.

A kovetkezdkben az elébbi szempontok alapjan vizsgéaljuk a modulokat.

8.2.4. 1. A létrehozo szerint

A felhasznalt modulok jelentds része a rendszer altal tartalmazott, beépitett
modul. A szamitogépes algebrai rendszerek mindegyike ilyen modulok
szisztematikusan kialakitott rendszerét tartalmazza. Ezek feldlelik a matematika
legkiilonb6zobb teriiletein sziikséges tevékenységeket végzd eljarasokat éppugy,
mint a grafikus megjelenitéshez sziikséges eszkdzoket tartalmazd modulokat.
Ezek okszerti hasznalatanak elsajatitdsa, a paraméterek szerepének megismerése a
CAS-szel val6 megismerkedés alapvetd részét képezi.

A nyitott architektirdnak koszonhetéen a szamitdégépes algebrai rendszerek
lehetdvé teszik azt, hogy a felhasznald onalloan fejlesztett modulokkal bdvitse a
rendszert €s ezekbdl sajat konyvtarat alakitson ki.

Az oktatas soran sok olyan modult hasznalhatunk, amelyet a tanar készitett, ¢s
fejlettebb CAS-hasznélat esetén a modulok készitésében a tanulék is részt
vesznek.

8. 2. 4. 2. A tanulasi folyamatban betoltott szerep szerint

Mindenekel6tt le kell szogezniink, hogy a CAS-nek az oktatasi folyamatban valo
teljes integralasa alapjan gondolkodunk. Tehat a CAS jelen van az eléadasokon, a
gyakorlatokon épptigy, mint a hazi feladatok végzése soran, vagy a vizsgakon. igy
természetesen differencidlt szerepet tOlt be az oktatdsi folyamat kiilonb6zo
részeiben. Az eldadasok soran dontdéen bemutatd, demonstracidos céllal
hasznaljuk.

A modulok bevetésének ¢és igy létrehozasanak is természetesen az esetek nagy
részében az a célja, hogy valamilyen miiveletet, miiveletsort, matematikai eljarast
elvégezzilink, hogy kiszdmitsunk valamit. A szerep szerinti osztilyozéds szerint
ezek a dontden a tanulok matematikai tevékenységét megkonnyité modulok.
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A CAS hasznalata melletti oktatas soran idealis esetben a tanulok is rendszeresen
készitenek- eleinte egyszerlibb- modulokat. Szamos esetben eléfordulhat, hogy
létezik ugyan beépitett, a rendszer altal tartalmazott, modul egy bizonyos
tevékenység elvégzésére, mégis a tanuldkat arra Osztokeéljiik, arra tanitjuk, hogy
maguk is készitsék el azokat az eljarasokat, modulokat, amelyek a szoban forgo
matematikai tevékenységet megvaldsitjak. Ilyenkor az a célunk, hogy a tanulok
mélyen sajatitsak el a CAS-szel torténd munkavégzés fortélyait, valjanak képessé
6nallé modulkészitésre. Elképzelhetd, hogy az igy keletkez0 modul nem
tekinthetd minden szempontbol optimalis eszkéznek, mégis didaktikailag
hatalmas nyereség a tanul6 ilyen teriiletre is kiterjedd kreativitasa. Ilyenkor tehat -
a modulhasznalattal Osszefliggd- Kkreativitas novelése a modulhasznalat,
modulkészités, tehat a modularizacio {6 célja

Mutassunk be mindhdrom szerepkorre egy-egy példat

Demonstracios céli modulhasznalat

A hatarozott integral létezésére vonatkozik a kovetkezd, elégséges feltételt
tartalmazo, tétel.

Tétel

Az [ab] zart intervallumon monoton fiiggvény integralhaté az [a,b]
intervallumon.

Ugyan a tétel szabatos bizonyitasat altaldban nem végezziik el a miiszaki f6iskolai
matematikai kurzusok keretében, de a bizonyitds alapgondolatanak kifejtése
fontos lehet az integral fogalmanak elmélyitése érdekében. A monoton nevil
eljaras (programkddja a fiiggelékben szerepel) ezt a célt szolgdlja.
Véletlenszerlien valasztott osztopontokkal késziti el az intervallum beosztasat,

a
ugy, hogy a leghosszabb részintervallum sem legyen hosszabb, mint -

Abrazolja az el6zd beosztashoz tartozd oszcillicids Osszeget. Megjegyzi a
legszélesebb intervallumot, s annak helyét, s ennek alapjan az oszcillacids
Osszeget alkoto téglalapokat elhelyezi a legszélesebb téglalap helyén képezett
téglalapban. Ennek ,,vizszintes” oldala a maximalis részintervallum hosszaval
egyezik meg, ,fiiggéleges” oldala pedig a fliggvénynek az intervallumra esd
megvaltozasaval egyenld, tehat az oszcillaciés Osszeg tagjait megjelenitd
téglalapok magassagainak Osszegével. Ilyen mdédon az oszcillacids Osszegeket
geometriailag feliilrdl becsiiljiikk olyan téglalapokkal, amelyeknek egyik oldala a
fiiggvénynek az [a, b] intervallumra esé ndvekménye, a masik oldal pedig tart 0-
hoz, midén n tart a © -be.

Szemléltessiik a bizonyitas Iényegét egy példaval!

Tekintsiik a kovetkezd, a [0,2] intervallumon értelmezett, fliggvényt

2
x“+1 —x<0and x<1
fx)={",

x“+2 x<2
39



Abrazoljuk a fiiggvényt a kérdéses intervallumon! (9. abra)

Az T grafikonja

2'_/

1_'"'I'"'I'"'I""|""|""|""I""I""I""I

oo0zZo40k08 1 12141618 2
X

9. dbra

A fliggvény az adott intervallumon monoton és nem folytonos. A monoton nevi
modul szemlélteti a bizonyitds 1ényegét, s ami nagyon lényeges, eleven mentalis
kép létrehozasat segiti, hisz rendelkezik a diagrammatikus reprezentacio tomorito,
a rovid tdva memoria korlatos voltat jol ellensulyoz6 tulajdonsagaval. (10. abra)
monoton(£,0,2,15) ;

E_

1_- T T T T T T T T T 1
oo0Zo40608 1 12141618 2
¥

10. abra

Természetesen a most bemutatott modul elkészitését nem varhatjuk el
hallgatoinktol. Itt a tanuld kisérletez6 modon hasznalhatja a modult. Kiilonbozo
fliggvényekkel végrehajtva az eljarassorozatot megerdsodhet tudataban a tétel
geometriai interpretacioja.

Miiveletvégzés célu felhasznalas

A parcialis integralasra a Maple-nek, és mas rendszernek is, van beépitett eljarasa.
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Itt az a cél, hogy a modul okszer(i hasznalatat megismertessiik a tanulokkal.
A gyakorlatokra készitett munkalap egy részletét irjuk ide illusztracioként:

A Maple student csomagjaban talalhatd a parcialis integralast kivitelezd intparts
eljardas. Ha a student csomagot nem akarjuk betdlteni, akkor a hosszabb
student[intparts] alakkal hasznalhatjuk az eljarast, ha betoltjik a student
csomagot ( with(student), akkor a révidebb intparts kulcsszot alkalmazhatjuk. A
hivas az intparts(h, u) jelsorozatbol all, ahol az els¢ paraméter, tehat a A

d
(dx f(x)] g(x)dx alakt, vagyis maga a kiszamitand6 integral, a masodik

paraméter az integrandusznak az a tényezdje, amelyet derivalni kell a parcidlis
integralas sordn (a mostani jeloléssel a g). Mindenekel6tt be kell tolteni a student
csomagot!

>with (student) :

Példa

Veégezziik el a kévetkezo integralast:

J(4x+5)sin(3x+2jdx

Megoldas

. T
Célszeri a polinomot derivalnunk. Ugyanis a Sln(3x+6j fliggvény

kozvetleniil is integralhato...
>Int(sin(3*x+Pi/6) ,x)=int(sin (3*x+Pi/6) ,x);

) T 1 T
Jsm(3 X+ 6] dx = B 005(3 X+ 6)

...masrészt a derivalassal a polinom fokszama csokken, tehat itt allandot kapunk.
>

Int((4*x+5) *sin (3*x+Pi/6) ,x)=intparts (Int((4*x+5) *sin (3
*x+Pi/6) ,x) ,4*x+5) ;

J(4x+5)sin(3x+g)dx=

1 i 4 T
r3(4x+5)cos(3x+6)J’{3005(3x+6ja’x

A value utasitasara elvégzddik az integralas:
>1hs (%$)=value(rhs (%)) ;
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. b 1 i 4 T
J(4x+5)sm(3x+6]dxf3(4x+5)cos(3x+6]+9s1n(3x+6j

Ellendrizziik az eredményt derivalassal:
>diff (rhs (%) ,x);

(4x+5)sin(3x+2j

Az eredmény helyes.

A modul készitése és hasznalata -elsodlegesen- a kreativitas novelését
szolgalja
Ezeket a modulokat altalaban a tanulok készitik. Esetenként minta, hasonld
algoritmus alapjan, sokszor tanari segédlettel, maskor teljesen 6nalldan.
A kovetkezé modul, és annak néhany alkalmazésa, hallgatoi hazi feladatbol valo.
A szekcidkra bontast is valtozatlanul atvettiik. A hallgatd az eljarast onalloan,
minta nélkiil készitette! A konv_div eljaras formalis paramétere a sor altalanos
tagja. Az eljards a definici6 felhasznalasaval vizsgélja, hogy létezik-e a sor
0sszege.
Eljaras
>konv_div:=proc(alt_tag)
> local £f,s;
> f:=n->alt_tag;
>  s:=limit(sum(f(n) ,n=1. .k) ,k=infinity) ;

if (s=infinity) or (type(evalf(s),hrange)) then
> print (A sor divergens. ")
> else
> print (A sor konvergens, osszege: ,s)
>  fi:

1. feladat
>alt tag:=n/(2*n-1);

n
alt tag == =1

>konv_div(alt_tag);
A sor divergens.

2. feladat
>alt_alak:=(-1)*(n+l);
alt_alak = (-1)"""
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>konv_div(alt_alak) ;
A sor divergens.

3. feladat

>alt_alak:=1/(2*n-1)*2;
1

alt alak = —
- (2n-1)*

>konv_div(alt_alak);
2
A sor konvergens, dsszege: , %

8. 2. 4. 3. A hasznalat mddja szerint

A modulok hasznalataval kapcsolatosan két f0 nézet ismeretes:

1. A White-Box/Black-Box elv (B. Buchberger, [27]). Ezen elv képvisel6i szerint
CAS modulok a matematika oktatdsdban csak ugy alkalmazhatok, ha az els6, un.
White-Box, fazisban a tanuldk (hallgatok) elsajatitjak a modult alkot6 fogalmakat,
eljarasokat. Tehat ebben az elsd fazisban az éppen targyalt 0j ismeret
feldolgozasara nem ajanlatos a CAS igénybe vétele.

Miutan az adott témakort a tanulok elsajatitottak, az algoritmusok belsd
szerkezetét megismerték, az Un. Black-Box fazisban, tehat a témakdrok
hierarchiajaban feljebb levo tananyag feldolgozasa soran ezek az algoritmusok
mar Black-Box-okként hasznélhatok.

A White-Box/Black-Box-elv szerint tehat csak olyan algoritmusokat, modulokat
hasznalhatnak a tanuldk/hallgaték, amelynek belsd szerkezetét -elézdleg
megismerték.

B. Buchberger mindazonaltal megenged kivételeket, azaz olyan eseteket, amikor a
jobb megértés kedvéért a szoban forgd algoritmust elészor Black-Box-ként
hasznaljuk, s a részleteket késobb tisztazzuk.(Black-Box/ White-Box elv)

2. Az un. Auslagerungsprinzip (Principle of Outsourcing, "kiiilepitési" elv)
W. Peschek, [28]) megengedi a modulok, algoritmusok alkalmazasat azok bels6
szerkezetének ismerete nélkiil is.

A White-Box/Black-Box elv hasznadlatanak szemléltetésére tekintsiik a kovetkezd
problémat. A Simpson-szabalyt megvaldsito formulat az eldadds keretében
levezettiik. A kiszamitast végzo beépitett eljaras a rengeteg részletszamitas nyltigét
veszi le a vallunkrél. A hiba becslése soran a magasabb rendii derivaltak
kiszamitasa megint a fenti elv alkalmazasara példa, hisz a derivalt kiszamitasaban
el6zOleg jartassagra tettiink szert. A példa amellett, hogy a white box/black box
elv alkalmazasat szemlélteti, még a kdvetkezokre hivja fol a figyelmiinket:

e A CAS modulok alkalmazasa sok esetben megndveli az eljardsok
gyakorlati, pragmatikus értékét, hisz a modulok alkalmazéasaval
nagysagrendben csokken az elvégzendd operativ tevékenység, s ezzel
egyltt novekszik a szamitdsok hibamentes elvégzésének esélye,
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kiilonosebb nehézség nélkiil elvégezhetjiik a hibabecslést.

o Az elvégzendd tevékenységek forgatokonyvszerl interpretalasa a hasonld
szamitadsok mintajaul szolgalhat. Az ilyen mintakbol konyvtarat készitve, a
hallgatok hatékony, gyorsan mozgosithatd eszkozrendszer birtokaba
juthatnak.

e Az ismeretelem komplex feldolgozasa tobb ismeretelem egyideji
alkalmazasat koveteli meg. Ez megerdsiti a tudaselemek kozotti
kapcsolatot, tehat a tudasreprezentaciés halo kapcsolatrendszerének
erdsitését, gyarapitasat jelenti.

Példa
1
(=)
Hatarozzuk meg  az J e dx integrdl értékét a Simpson szabdly
0
alkalmazasaval.
a) A részintervallumok szama legyen el6szér n =10!

b) Becsiiljiik meg az elkovetett hibat!
¢) Hany részre kell az intervallumot felosztanunk, ha azt akarjuk, hogy az

(-6)
elkovetett hiba 10 alatt maradjon?

Megoldas

a) Hasznaljuk a Maple beépitett eljarasat: Vegylik fel az adatokat!
> f:=x->exp (-x*2) ;a:=0; b:=1;n:=10;h:=(b-a)/n;
Alkalmazzuk a student csomag simpson moduljat (eljarasat)!

> student[simpson] (£ (x) ,x=a..b,10) ;

) 2 2
1 1 n 2|< [_(;_MOJ ] 1 [_;?J
3704-3706 +E 12 c +E 12 c

>Int(£f(x) ,x=a..b)=evalf (%)
1

J e ™ dx = 07468249480

0

b) Tudjuk, hogy ha a fiiggvény negyedik derivaltja is folytonos fliggvény, akkor a
Simpson- szabaly alkalmazasakor a hibat a
M(b-a)
180 n*

kifejezéssel becsiilhetjiik, tehat a valdsagos hiba ennél nem lehet nagyobb. Ebben
a kifejezésben az a és a b az intervallum végpontjai, az M értéke a negyedik
derivalt abszolut értékének felsé becslése, tehat ennél az értéknél nem nagyobb a
negyedik derivélt az [a, b] intervallumon, az n pedig a részintervallumok szdma
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@ ) A hibabecsléshez eloszor éllitsuk el a negyedik derivaltat:
>diff (£(x),x$4);

—)C2 —)Cz —Xz
127 —ag e ™ r 162t e
> fd4 :=unapply (factor (%) ,x) ;

2
x7)

fd4 =x—>d4e 7 (- 122+4xY

B ) Meghatdrozzuk az M értékét. ElSszor abrazoljuk a negyedik derivaltat:

()

10
3
0] 02 o3
5
Lathatoan f "" szigortan monoton csokken majdnem az egész  [0,1]

intervallumban, s abszolut értéke a 0 helyen a legnagyobb. Az elébbi az 6tddik
derivalt segitségével is belathato:

>Diff (£(x),x$5)=factor(D(£d4) (x));

d> D (=) o

— (e )=-8xe (15-20x"+4x")
dx

Abrazoljuk egyiitt a negyedik és az 6todik derivaltat:
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10
02 04 06 08 1

101

-20

-3
— o@ay
@@

Jeloljiik c-vel azt a helyet, ahol a negyedik derivalt abszolut értéke a legnagyobb:
>c:=0;

Y ) Megadjuk a becslést.

A Simpson-modszer alkalmazasa esetén a hiba | R| abszolut értékére a kdvetkezd
becslés adhato:

>abs (R)<' (b-a)*5/(180*n”~4) *abs ( (DQQR4) (£f) (c)) ';

1 (b-a)’| (D))
180 4

[R|<

Helyettesitsiik be a paraméterek értékét.
> 'abs (R) '=(b-a)*5/(180*n~4) *abs ( (DQQR4) (£) (c)) ;
1
RI=T30000

> 'abs (R) '=evalf ((b-a) /180*abs ( (DQR4) (£) (c)) *h*4) ;
|R|=0.6666666667 107

(=5)
A hiba kisebb, mint 10 .
¢) Most nézziik, mekkoranak kell az n értékét valasztanunk, ha azt akarjuk, hogy a

(-6)
hiba 10 -nal kisebb legyen.Ehhez a kdvetkezd egyenldtlenségnek kell
teljesiilnie:
1
(4]

M(b-a)
[ 180 ¢ j <7

ahol most

e=10"¢s M= d—4f(x)
dx*

X=c
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Adjuk meg az M és az € értékét!
>epsilon:=10"(-6) ;M:=abs ((DQRR4) (£) (c)) ;
1

€ =7000000

M=12

Most mar kiértékelhetjiik a hibat megado kifejezést:
>evalf ( (M* (b-a)~5/(180*epsilon))*(1/4));
16.06856838

Az n értéke tehat, figyelembe véve, hogy a Simpson szabaly esetén a

részintervallumok szdma paros, legalabb 18.

Szamitsuk ki most az integral értékét a Simpson-mddszerrel, s legyen

>n:=18;

>intl:=evalf (student[simpson] (f£(x) ,x=a..b,n));
intl :=0.7468242106

Ellenorzésként szamitsuk ki az integral értékét a Maple beépitett eljarasaval, és
hasonlitsuk dssze a két értéket!
>Int(£f(x) ,x=a..b)=int (f(x) ,x=a..b);

1

(=2) 1
e dx=§erf(l)ﬁ

0

>int2:=evalf (rhs (%)) ;
int2 :=0.7468241330

Az f fiiggvénynek nincs elemi fliggvényként megadhatd primitiv fliggvénye, tehat
csak kozelito érték adhato:
>elteres:=abs (intl-int2) ;

elteres = 0.776 107

(-6) (-7)
A hiba kisebb mint 100~ s6t 100~ -nél is.

A Kkiiilepitési elvre alljon itt illusztracioként a kovetkezd, un. szdllitasi feladat. A
szimplex moddszert a miiszaki foiskolak matematikai kurzusain részleteiben nem
tudjuk targyalni. Csak a normalfeladat targyaldsaig jutunk el. A Maple szimplex
programcsomagja azonban lehetdvé teszi azt, hogy mas esetekben is megoldjuk az
idevag6 feladatokat. Ekkor természetesen a modulokban tarolt - kiiilepitett -
ismeret részletezése fel sem mertiil, kézenfekvd tehat a kiiilepedési elv szerinti
modul-hasznélat.

A probléma megfogalmazasa

Egy cég két kiilonbozo telephelyen levd gyaraban (F1 és F2) egyarant gyartanak a
P1 és a P2 termékbdl. A termékeket a D1, D2 és D3 elosztd kdzpontokba
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szallitjak. Az elosztd koézpontok szdmara k6zombds az, hogy melyik lizembdl
kapjak a terméket. Az alabbi tablazat tartalmazza az egyes iizemekbdl az egyes
elosztd helyekre torténd szallitds termékenkénti fajlagos koltségét, az eloszto
kézpontok minimalis igényét és az ilizemek teljesitd képességét. Mennyit kell a
kiilonboz6 termékekbdl az egyes iizemekbdl az egyes telephelyekre szallitani,
hogy a szallitasi koltség minimalis legyen?

F1/P1 F1/P2 F2/P1 F2/P2 Minimalisan

szallitando
D1/P1 $0.75 $0.80 500
D1/P2 $0.50 $0.40 400
D2/P1 $1.00 $0.90 300
D2/P2 $0.75 $1.20 500
D3/P1 $0.90 $0.65 700
D3/P2 $0.80 $0.95 300

Term. kapacitas 1000 400 800 900

Modell-képzés

Az egyes szallitand6 termékek darabszamat jeldljiik a kovetkezoképpen
F1/P1  F1/P2  F2/P1  F2/P2  Minimalisan

szallitando
D1/P1 x1 x7 500
D1/P2 x2 x8 400
D2/P1 x3 x9 300
D2/P2 x4 x10 500
D3/P1 x5 x11 700
D3/P2 X6 x12 300

Term. kapacitas 1000 400 800 900

A szallitasi 6sszoltség:
z=0.75 x1 +0.5x2 + x3 + 0.75x4 + 0.9x5 + 0.8x6 + 0.8x7 + 0.4x8 + 0.9x9
+1.2x10 + +0.85x11 +0.95x12
A korlatozo feltételek:
x14+x3+x5<1000, x2+x4+x6<400

x7+x9+x11<800 x8+x10+x12<900
500 <x/ +x7, 400 <x2 +x8 , 300 <x3 +x9, 500 <x4 +x10,
700 <x5+xI11,

300 <x6+xI2, ¢saz x, mennyiségek nem negativak (i=1....12)

Megoldas a simplex és linalg csomagokkal
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A célfiiggvényt elegansan létrehozhatjuk a skalaris szorzéassal

>restart:
>with(linalg) :

8,.8,.4,.9,1.2,.85,.95]);
9,1.2,0.85,0.95]

>c¢:=vector([.75,.5,1,.75,.9,
c:=1[0.75,0.5,1,0.75,0.9, 0.8, 0.8, 0.4, 0.

>x:=vector (12) ;
x:=array(l..12,[ ])

> z:=dotprod(x,c) ;
z:=0.75 x, + 0.5 X, +x, + 0.75 x,+ 0.9 X, + 0.8 x,+ 0.8 x,+ 04 xg + 0.9 X,

+1.2 x10+0.85 X, + 0.95 X,

feltetelek:={x[1]+x[3]+x[5]<=1000,x[2]+x[4]+x[6]<=400,x
[7]1+x[9]+x[11]<=800,x[8]+x[10]+x[12]<=900,x[1]+x[7]>=50
0,

>
x[3]+x[9]>=300,x[5]+x[11]>=700,x[2]+x[8]>=400,x[4]+x[10
1>=500,x[6]+x[12]>=300};

feltetelek := {x1 +x,+x,< 1000, X, +x,+x,< 400, X+ X +x < 800,

1=
< < < <
X +X,,+ X, < 900, 500 <X, +x, 300 <x, +Xg, 700 <X, +X

400 <x, +x, 500 <x, +x,,,300<x +x,}

10°
>with (simplex) :

>
minimalis ertekek:=minimize (z,feltetelek, NONNEGATIVE) ;
minimalis_ertekek = {x9 =300, X0= 100, X,= 300, X, = 200, X, = 500,

xn:500,x4=400,x6=0,x7=O,x3=O,x2:O,x8=400}

> assign(minimalis_ ertekek) :#Vegyék fel a valtozdk a
kapott értéket

>z,
2115.00

Ellendrzésképpen nézziik a feltételeket:
> feltetelek;
{800 <900, 300 <300, 700 <700, 500 < 500, 400 <400, 700 < 1000,

800 <800 }

Lathatoan minden feltétel teljesiil, az azonosak csak egyszer irddtak ki.
A tablazatba visszairva tanulmanyozhatjuk a kapott megoldast:
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F1/P1 F1/P2 F2/P1 F2/P2 Minimalisan

szallitando
D1/P1 500 0 500
D1/P2 0 400 400
D2/P1 0 300 300
D2/P2 400 100 500
D3/P1 200 500 700
D3/P2 0 300 300

Term. kapacitas 1000 400 800 900

8. 2. 4. 4. A modul 4ltal végzett tevékenység szerint

A modulokat funkcidjuk szerint két f6 osztalyba sorolhatjuk (Schneider, [29]):
-matematikai objektumokat tarolé modulok;
-matematikai operaciokat kivitelezd modulok.
Matematikai objektumokat tarolo modulok
A szamitdégépes algebrai rendszerek lehetOséget nyuUjtanak arra, hogy a
legkiilonb6z6bb matematikai objektumokat, mint pl. szamokat, fliggvényeket,
matrixokat, halmazokat, listdkat, kifejezéseket, egyenleteket, azonositoval
megjeldlve taroljunk, moduloknak tekintsiik. A szamitogépes algebrai rendszerek
ilyen modulok kiterjedt rendszerét tartalmazzak, és a felhasznalok ezek korét
tetszélegesen bdvithetik. Kiilonds jelentdésége van az egyes adatszerkezetek
kombinalt, strukturalt hasznalatdnak. Ehhez természetesen sziikség van a
miveleteket kivitelez6 modulokra is.
Matematikai operdciokat kivitelezo modulok
Tobb tipust kiillonboztethetiink meg
a) A kiilonbozé miveleteket végzd modulok. Ilyenek példaul a szamokkal,
valtozokkal, matrixokkal a megengedett miiveleteket elvégzd modulok. De ide
soroljuk az abszolut értéket, faktorialisokat, sin, cos, log, exp fliggvényértékeket,
kiszamit6 modulokat is.
modulok. Ehhez a csoporthoz tartoznak a kifejezések egyszertsitésére (simplify),
szorzatta alakitasara, széttagolasara stb. szolgald modulok is. De ide sorolhatjuk
az egyenletek, egyenldtlenségek megoldasat végzd modulokat (solve, fsolve),
valamint a derivalas, integralas végrehajtasanal hasznalatosakat is.
c) A reprezentaciok kozotti kapcsolatokat létrehozo és valtast lehetévé tevd
modulok. Leggyakrabban a convert utasitas tolti be ezt a funkciot.
Példaként definialjunk eldszor egy négyelemii listat.
>L:=[1,2,1,3];

L=[1,2,1,3]

Alakitsuk at a listat halmazza:
> H:=convert (L, set) ;
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H:=1{1,2,3}

A négyelemtl lista természetesen, mint halmaz, haromelemd.

d) A kiilonb6z6 "rendszerek" kozotti valtast végzo modulok, rendszerbeallitasokat
foganatosité modulok. Ilyen pl. a koordinatarendszerek valasztasat lehetévé tevo
modulok. Példaként alljon itt a kétvaltozos f(x, y) =sin(x) cos(y) fiiggvény 3d-s
abréja. (11. abra)

f=(x,y)—> sin(x) cos(y)

plot3d(f(x,y) ,x=0..2*Pi,y=0..2*Pi,axes=boxed,lightmodel
=lightl,shading=XYZ,orientation=[57,37]) ;

11. abra

8. 2. 5. Modulok 6sszekapcsolasa, 6sszetett modulok

A modulok hasznalata azért is Osszetett jelenség, mert tobb szinten valosul meg.
Tekintsiik a szamokat, valtozokat, matrixokat, mint modulokat. Ezekbdl
miiveleteket kivitelezd modulok segitségével tagokat, aritmetikai kifejezéseket,
egyenleteket, fliggvényeket hozhatunk 1étre (legalso szint). A kapott kifejezéseket
ismét csak modulként foghatjuk fol, esetleg névvel lathatjuk el.

Ezekkel a modulokkal aztan tovabb dolgozhatunk. Az egyenlet megoldasa a solve
vagy fsolve modullal torténhet, a kifejezéseket szorzattd alakithatjuk, a
fliggvényeket derivalhatjuk, integralhatjuk stb. Természetesen a kapott
eredményeket, amelyek modulokkal végzett operaciok utjan keletkeztek,
tarolhatjuk, hogy tovabbi modulok készitéséhez rendelkezésre alljanak. A
szamitogépes algebrai rendszerek természetesen lehetdséget nyujtanak a modulok
egymasba skatulyazasara is. Ez az eljaras megfelel a matematikaban szokasos zart
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alak, zart formula eldallitasdnak. Nézziink egy példat erre a didaktikai
szempontbol értékelendd, mert veszélyeket is magaban rejtd, modszerre!

Példa
Hatarozzuk meg az
fix)=x*-3x*+1
fliggvény staciondrius helyeit (Iehetséges szélsdérték-helyeit)

Megoldas

Lépésenként eljarva, eldszor az f valtozoban elhelyezziik a fliggvényt definiald
kifejezést.
f:=x*4-3*x"2+1;

f=x"-3x"+1

Ezutan derivaljuk a kifejezést,
Diff (f,x)=diff (f, x);

ic(x4—3x2+1):4x3—6x

majd megkeressiik a derivalt zérushelyeit
zh:=solve (diff (£f,x));

zh:zoﬂ/g ﬁ

272

Mindez, a modulok egymasba skatulyazasaval egy 1épésben is elvégezhetd:
solve (diff (x*4-3*x*2+1,x)) ;

o5 5

202

Nem nehéz meggondolnunk, hogy mindkét varidnsnak helye van az oktatasi
gyakorlatban. Az utobbi, egymasba skatulyadzott modulokbdl allé véaltozat
rovidebbé teszi a kodot, de csak akkor alkalmazhato, ha a tanulok mar kello
jartassagra tettek szert az egyes lépések értelmezése és kivitelezése terén.
Elézdleg tehat kell6 szaml probléma megoldasa soran a részletezd kivitelezést
kell valasztanunk, s csak ezutan térhetiink ra az utobbi valtozatra. Ha igy tesziink,
akkor okszerlien alkalmazzuk a modularizéciot. Tehat alapvetden a white box/
black box eljaras szellemében célszerli eljarva kihasznaljuk annak a komplexitast
csokkentd, a figyelmet tehermentesitd funkciojat anélkiil, hogy a tudaselemek
kapcsolat-gazdag kiépiilését megakadalyoznank. Mindkét valtozat alkalmazasa
esetén célszerii grafikus reprezentaciot is adni. Ez itt a fliiggvény és derivaltjanak
koz0s koordinatarendszerben torténd dbrazolasat jelenti:
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A két grafikon egyiittes szemlélete megerdsiti a fliggvény ¢€s derivaltja kozti
kapcsolatot.

Sok esetben a résztevékenységekbdl az adott probléma Gsszetevdinek
megismerése, a kiilonb6zo variansok taglalasa utan osszetett modult készitiink.
Mas szdval az Osszetett matematikai tevékenységet automatizaljuk. Lassunk erre
is egy példat!

Készitsiink eljarast, amely szemlélteti az integralkozelito o6sszegeket!

Az [a,b] intervallum beosztasat ugy készitjiik, hogy a részintervallumok egyike

a
sem lehessen hosszabb a £ == = O értéknél, tehat legyen a beosztis O

finomsagu, rdviden O beosztas. Természetesen a O masképpen is

megvalaszthatd, mi itt most a tekintett intervallum hosszdnak n-ed részét vettiik

mértékiil.

Riemannl eljaras igy késziilt, tehat a részintervallumok 4ltaldban nem egyenld
—a

hossztiak, de adott A= hosszusagnal nem nagyobbak. A

reprezentansrendszer is véletlenszerlien vélasztott. Az eljards paraméterei: a
fliggvény (f), az intervallum kezdépontja (a), az intervallum végpontja (b) és a
részintervallumok szdma (n). (12. abra) Az eljards kodja a fiiggelékben
megtalalhato.

Riemann (x->sin(x) ,0,3,8);
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12. 4bra

8. 2. 6. Curriculum alapi modularizacio

A szamitogépes algebrai rendszereket az oktatdsban hasznalok véleménye nyilvan
megoszlik a modulok, s egyaltalan a CAS matematikaoktatdsban valo hasznélatat
illetden. Elsé latasra valoszinlileg a White-Box/Black-Box elv tlinik a
legelfogadhatobbnak: a CAS hasznalata igy csak tobblet értéket adhat, a
tanulok/hallgatok minden fogalmat elsajatitanak "hagyomanyos" moddon, s az Uj
fogalom, 0j eljaras megtanuldsanal a megeldz6 eljarasokat és fogalmakat a CAS
segitségével elvégezve, kibontva tobb energia, figyelem jut az 0j ismeret
beépitésére. Az esetek tekintélyes részében valdban igy jarunk el. Ugyanakkor a
szamitogépes algebrai rendszerek megjelenésével olyan kérdések s
targyalhatokka valtak, amelyek korabban semmiképpen nem lehettek a tananyag
részei. Ezek feldolgozdsa a CAS alkalmazasa nélkiil lehetetlen, ezek a
szamitogépes algebrai rendszer "termeékei".

Tekintslink olyan példat, amikor a "hagyomanyos" ut fel sem meriil. A példa a
keresd algoritmusok korébol vald. Adott egy rendezett lista, s meg kell keresni,
hogy egy bizonyos elemet tartalmaz-e a lista, €s ha igen, hanyadik helyen. Az
ilyen tipust problémakat keresési problémanak nevezziik. Kézenfekvd, hogy ez
a témakor a szamitogép sziilotte. A példaval arra is ra szeretnénk mutatni, hogy
kelld elokészitéssel- ez itt a pszeudokdd megirasa- a CAS algoritmus
"megsziilése" egészen kdnnyen megy. A pszeudokod gép- és programfiiggetlen
forma, tehat az olvasd az altala hasznalt nyelven interpretdlhatja. Példaként
tekintsiik a binaris keresést! A binaris keresés algoritmusa akkor alkalmazhato,
ha a lista (ndvekvdleg) rendezett. (Pl.: a tagok valos szdmok, szavak, amelyek
nyilvan alfabetikusan rendezhetdk stb.)

a) Az eljaras leirasa
Az elhelyezendd x elemet a lista kozépsd elemével (ha a lista paros elemszama,
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akkor az elsé felének utols6 elemével) hasonlitjuk Ossze. Ezutdn a listat két
részlistara bontjuk. Ha az x nem nagyobb a "kozépsd" elemnél, akkor az elsd
részlistaban folytatjuk a keresést, egyébként a masodikban. A keresés minden
egyes lépésnél lényegében felez6dd részlistaban folytatodik, igy a lineéris
keresésnél hatékonyabb. A hatékonysadg kérdését késObb részletesen s
megvizsgaljuk majd.

b) Az eljaras pszeudokédja:

eljaras bindris keresés (x: egész, a,,a,,...,a :kilonbozd egészek ndvekvileg
rendezve)
i =1 {1iakeresés intervalluméanak baloldali végpontja}

J=n {jakeresés intervallumanak jobboldali végpontja}
AMIG i</ FENNALL

ISMETELD
KEZDET
i+j .,
m := floo N { floor = "egész része"}

HA a <x AKKOR i=m+1
EGYEBKENT  j:=m
VEGE
HA x=a, AKKOR hely =i
EGYEBKENT fely :=0
{ A hely az x-szel egyenld elem indexe, vagy 0, ha az x-et nem talaltuk a listadban
b
¢ ) Az eljaras Maple-kédja:
binark := proc (x::integer, L::egeszek)
local i, j, m, hely, L1;
i=1;
J=mops(L);
L1 :=sort(L);
while i <jdo
m := floor( 1/2xi + 1/2%j);
if LI[m]<xthen i:=m+ 1else j:=mend if
end do ;
if x=LI[i]then hely :=ielse hely := 0 end if

end proc

Az eljaras eldonti, hogy az elsé paraméterként megadott érték eleme-e a listanak,
vagy nem. Az elsO esetben kiirja azt, hogy hanyadik eleme a listaban, a masodik
esetben a 0 hiirdsaval jelezziik, hogy az adott elem nincs a listaban. Az eljarast az
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alabbiakban véletlenszerlien generalt listaval és ugyanigy megadott x elemmel
hivjuk meg:

> K:=sort (convert ({seq(rand() mod
150,i=1..100)},1list)) ;
>x:=rand() mod 150;
>binark (x,K) ;
K:=1[0,2,3,6,7,8,9,10, 11, 16, 17, 19, 21, 24, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32,
34,37,40,42,44, 48, 49, 50, 52, 53, 57, 60, 63, 65, 66, 67, 68, 69, 75,
76, 80, 81, 83, 86, 87, 89, 90, 91, 93, 94, 95, 96, 97, 107, 109, 110, 111,
113, 114, 122,123, 124, 128, 129, 130, 133, 135, 137, 140, 141, 144,
145, 146, 147, 148 ]

x:=41
0

A program valasza 0, tehat a kérdéses elem nincs a listaban.

Sokszor a black-box-ként vald alkalmazas fel sem meriil, hiszen a didaktikai cél
éppen a szoban forgd algoritmus (modul) 1étrehozasa. S természetesen igen sok
esetben a White-Box/Black-Box elv alapjan kell eljarnunk. Mik legyenek
marmost a modulok hasznalatanak f6 rendezé elvei? Nézetiink szerint ezt az elvet
két fogalombdl kiindulva lehet megfogalmazni. Ezek a curriculum és a
tudasreprezentaciés halézat. A curriculum egy jol koriilhatarolt tartalmi
egységhez rendelhetd tanitasi folyamatnak a teljes €s részletes leirdsat jelenti, a
célok megjelolésétdl az értékelésig. Taba [30] a curriculum hét 6sszetevojét emeli
ki. Ezek: a nevelési célok diagnodzisa (a tarsadalmi igények elemzése), a célok
kijelolése, a tartalom kivalasztasa, a tartalom organizacidja, a tanulasi feladatok
terve, az alkalmazhat6 modszerek, -stratégidk €s az értékelés terve.

A tudasreprezentacios halozat alatt azt a tudatunkban kifejlodd és folyamatosan
alakuld relacios rendszert értjilk, amelyet a fogalmak- jO esetben- egyre
gazdagodd ¢és folyamatosan ujra strukturdlodd haloézata alkot. A reprezentaciod
relacios rendszere fokozatosan épiil f6l, amint ijabb informacidk kapcsolodnak a
meglévo haldzathoz, vagy uj kapcsolat jon 1étre az el6z6leg széttagolt informaciok
kozott. A tananyag megértésének szintje természetesen annal magasabb, minél
bévebb és szervezettebb a haldzat. A belsé kapcsolatokban gazdag reprezentécio,
tehat az er6sebb megértés hatékony talalékonysagot biztosit. Egyuttal noveli a
megszerzett tudas felhasznaldsa soran megjelend atviteli képesség, a transzfer
hatékonysagat is.

A modularizéci6 folyamatat ugy kell tervezniink, irdnyitanunk, hogy a curriculum
altal megjelolt tennivalokat a tudasreprezentacids halozat optimalis fejlesztésével
hajtsuk végre. Ez azt jelenti, hogy ha a modul olyan szerkezeti egységeket
tartalmaz, amelyek megismerésére, elsajatitasara a rakovetkezd ismeretek
feldolgozasanal sziikség lesz, akkor ezt a modult a White-Box/Black-Box elv
alapjan kell targyalnunk. [31] Ilyen modul példaul a lineéris algebrai kurzusnal az
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elemi bazistranszformdacio algoritmusa. Ennek készség szintli ismerete valamint
mentalis képének kialakuldsa nélkiil a szimplex modszer elemei nem dolgozhatok
fel érdemben. A szallitasi feladat megoldasa soran viszont bizvast hasznalhatjuk,
pl. a Maple simplex ¢és linalg programcsomagjainak eljarasait a kitilepitési elv
értelmében. A miiszaki fOiskolak szilikre szabott iddkerete nem teszi lehetdvé a
szimplex moédszer kimeritd targyaldsat, igy ezt a feladatot azért targyalhatjuk,
hogy a modszer erejét, tavlatait megmutassuk. Az 13. 4bra a tudasreprentacios
haldzat boviilését mutatja. A torzsanyag ismeretanyagat feldolgozoé és rakdvetkezd
modulok alapjaul szolgdlo eljarasokat a White-Box/Black-Box elv segitségével
dolgozzuk fel, s igyeksziink minél tobb kapcsolat létesitésével minél jobban
bedgyazni a reprezentacios haloba.

CURERICTLUM

TANTARCGYAK
(KURZUS0K)

S

A TUDASREPREZENTACIOS HALOZAT BOVULESE

ATANULASL A TANULASI & TANULASI
FOLYAMAT ELOTT FOLYAMAT ALATT FOLYAMAT UTAN

EELS0 o
REPREZENTACION
HALOZAT

rn WHITE-BOXBLACK-BOX
MODUL
& OUTE0URCING

13. abra

A modularizaci6 dinamikus folyamat. Egy kés6bbi kurzus soran az elézdleg csak
black box-ként alkalmazott modul "kifehérithetd", részletesen targyalhato.
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Masrészt a kordbban a white box/ black box elv alapjan targyalt modul a késébbi
ismeretek feldolgozasakor black box- ként hasznalhato. Eppen azaltal vélik a
munka sokkal hatékonyabba, hogy nem kell foglalkoznunk annak az immaron
résztevékenységnek a részleteivel, amelyet a modul segitségével végziink el.

8. 2. 7. Iterativ modularizacio CAS segitségével

A modularizéci6 akkor igazdn eredményes, ha minél teljesebb fogalomfeltaras
mellett jutunk el az adott probléma automatizalt megoldasaig. Tehat a modulok
eldallitasa ill. bemutatasa sordn kettds feladatot kell megoldanunk

e Az adott tevékenység automatizalt végrehajtasat

e Az adott algoritmus, eljards minél teljesebb feltarasat, megismerését. Ez

adott esetben az algoritmus 1étrehozasat is jelentheti.

E kettds cél elérése érdekében gyakorlatunkban a modularizacié iterativ
megvaldsitasa bizonyult célravezetonek. Ez a kdvetkezo 1épésekbdl all:
1. A félig automatizalt valtozatot allitjuk elé. Ebben a fazisban az algoritmus
1épései nyomon kovethetdek, kiilonb6z6 variansok kiprobalhatoak. Ezek egyre
tobb funkcio végrehajtasara lehetnek képesek.
2. Kidolgozzuk ill., kozreadjuk az algoritmus automatizalt valtozatat.
Az eldbbi két 6 1épésben torténd kidolgozéds soran a hallgatok megismerik az
algoritmus miikodési modjat. Képesek lesznek azon esetleg valtoztatni, az igy
eldallitott modult tovéabbi eljardsok soran fel tudjak hasznalni. Mindezt azért
tudjak megtenni, mert az eljaras mentalis térképét kialakitjuk. [32]
Masrészt az automatizalt valtozat a komplexitas csokkentésével hatékonyan
konnyiti a tovabbi munkat.

Példa

Kétvaltozos fiiggvény szélséérték-szamitasa

A kétvaltozos fliggvények szélséértékének kiszamitasa Osszetett feladat. A
kritikus pontok meghatirozasa alkalmas arra, hogy a hallgatok az
egyenletmegoldas terén follépd problémak kezelésére vonatkozd ismereteiket
elmélyitsék, és az eljaraskészitést gyakoroljak. Célunk a témakor targyaldsa soran
tobbrétii. Természetesen alapveto cél a sz€élséérték kiszamitasanak készség szintli
elsajatitasa. Ezzel egyenrangu feladat az eljarasok kezelésére, létrehozasara
vonatkoz6 ismeretek fejlesztése. A részletek kidolgozasatol a teljesen automatizalt
eljarasig jutunk el.

1. Lépés: az elméleti alapok osszefoglalasa

Tétel
(Sziikséges feltétel) Ha a kétvaltozos f fiiggvény a P (x;,»,) pontban mindkét
véltozdja szerint parcidlisan derivalhato és a fiiggvénynek a Pj-ban helyi

sz€lséérteke van, akkor sziikségképpen.
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0 0
53 =0 & 5 fx ) =0.
fgy az f(x,y) helyi szélséérték-helyeit az
0
(5, 3) =0, < f(x,y)=0
egyenletrendszert kielégité P(x,y) pontok kozott kell keresni.(kritikus pontok

vagy masképp stacionarius pontok) Az elsérendl parcialis derivaltak zérus volta
csak sziikséges, de nem elegendod feltétele a helyi sz€élsoértek 1étezésének!

Tétel

(A helyi szélsoérték 1étezésének elégséges feltétele)
Ha az f kétvaltozos fiiggvény parcidlis derivéltjai a Py(x,,»,) pontban zérus

értékiliek és a mésodrendii parcidlis derivaltak mindegyike folytonos a P -ban,

akkor ahhoz, hogy f-nek helyi széls6értéke legyen a P, -ban elegendd, hogy

2
o* o* o
0< [éxz f(x,, yO)J [6}/2 f(x,, YO)J - [ayéx f(x,, yo)j

teljesiiljon. Az egyenldtlenség jobboldalan szerepld kifejezést diszkrimindnsnak

nevezzik és D-vel jeloljiik.
2

0
Haa 0<D mellett 0< @ f(xo, yo) , akkor f-nek a Po -ban minimuma, ha pedig

2
@ f(x,, v,) <0, akkor helyi maximuma van

Ha

2
0’ 0’ 0
(axz f(x,, yo)] [ayz f(x,, yo)j - (ayax f(x,, yo)] <0

akkor f-nek a P pontban nincs helyi szélséértéke.Ekkor az ( x,,, ) pontban
un. nyeregpont van. Ha D = 0, akkor igy nem donthetiink a P, ( x,, ¥, ) pontbeli

viselkedésrol.

2. Lépés: az algoritmus felépitésének részletezése
Az algoritmus alapvetden harom f6 tevékenységbdl all:
e a fliggvény megadésa;
e akritikus pontok meghatarozasa;
e aszeélsdértékek kiszamitésa.
A utdbbi két fo tevékenység résztevékenységekre bonthatd. A kritikus pontok
meghatdrozasa a kovetkez6 tevékenységeket jelenti
e aparcialis derivaltak eldallitasa;
e azelozok altal alkotott egyenletrendszer megoldasa;
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A szélséértékek kiszamitasahoz

e képezniink kell a diszkriminanst;

e ki kell szamitani a diszkriminans értékét a staciondrius helyeken és a

diszkriminans értékétdl fliggd megallapitast kell tenni;

e meg kell hatarozni a szélséértékek milyenségét.
Az egyes tevékenységek CAS segitségével torténd megvalodsitisa soran a
fokozatos finomitas elvét alkalmazzuk. K. Popperrel szolva falszifikaciordl is
beszélhetiink. A kiilonb6zo esetek 1 és 1) jarulékos elemmel gazdagitjadk az
eljarast, amelyt6l azt varjuk, hogy univerzalis legyen, tehat, ha bizonyos
megszoritassal is, de minden esetet tudjon kezelni.
Elészor az algoritmus félig automatizalt valtozatat allitjuk eld. Ez azt jelenti,
hogy a matematikai algoritmus ismeretében meghatdrozzuk az algoritmus
primitiveket, és ezekbdl szerkesztjiik meg és végezziik el 1épésenként az eljarast.
Ilyenformén az eljaras végrehajtasa soran annak minden Uj elemét sajat magunk
konstrualjuk, felhasznalva kordbban megismert CAS-modulokat. Ennek soran
feltarjuk a kiilonbozé variansokat. Ezek elsOsorban a kritikus helyek
meghatdrozasa soran lépnek fel.

3. Lépés: a félig automatizalt eljaras eléallitasa

A kritikus pontok meghatdrozdsa

A fiiggvény megadasa utan a kritikus pontok meghatirozasat végezziik el. Az
eljarast tobb fiiggvénnyel elvégezziik, tehat kisérleteziink, s a lépésenkénti
finomitéassal elérjiik, hogy az eljarassal széles fliggvényosztaly esetében meg
tudjuk hatdrozni a kritikus pontokat.

1. Probléma

Allapitsuk meg az
f=x+y’ -3x-12y+2

fiiggvény kritikus pontjait!

Megoldas

Vegyiik fol mindenekel6tt a fliggvényt!

> £:=x"3+y*3-3*x-12*y+2;
f=x"+y " =3x-12y+2

Képezziik a parcialis derivaltakat:

>dfx:=diff (£,x);

dfx =3x*-3
>dfy:=diff (f,y)
dfy =3y*-12
.. 0 0
A kritikus pontok az Ep f(x,y)=0, E® f(x,y)=0 egyenletrendszer
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megoldasaval adodnak. Megoldjuk az egyenletrendszert, s a megoldasokat egy
listdban helyezziik el, hogy késébb sorszamozott tipusként hivatkozhassunk a
megoldasokra.

>critpts:=[solve({dfx=0,dfy=0})1],

critpts =[{y=2,x=1},{y=-2,x=1},{y=2,x=-1},{y=-2,x=-1}]

2. Probléma

Allapitsuk meg az

X’y
2

2
f=yn(x*+y*) + 5
X" +y

fiiggvény kritikus pontjait!

Megoldas

Az el6zdk szerint jarunk el.
>f:="f":

> f:=x*y*1ln(x*2+y*2) ;
f=xylIn(x*+)%)

A parcialis derivaltak:

>dfx:=diff (f,x);
xzy
2

2

dfc =y In(x* +y*) +
X +y

>dfy:=diff (f,y);

2xy

x* 47

2

dfy =x In(x* + %) +

Az egyenletrendszer megoldasa:
>critpts:=[solve ({dfx=0,dfy=0})1];
critpts =[{y=0,x=1},{y=0,x=-1}, {y=1Lx=0}, {y=-1,x=0}, {
x=RootOf(-1 +2 Z*e, label= L3),
y=RootOf(-1 +2 Z*e, label= L3)}, {
x=-RootOf(—1 +2 Z%e, label= L3),
y=RootOf(-1 +2 Z%e, label= L3)}]

Az eredmény kissé meglepd. Valaszul -részben - bizonyos egyenleteket kaptunk,
amelyek gyokét meg kell adnunk. Galois o6ta tudjuk, hogy o6tdd- és annal
magasabb foku polinomokra nem létezik gyokképlet. A Maple ezért a RootOf
jelolést hasznalja az algebrai szdmok 4abrazoldsara. Az allvalues és a map
egyiittes (és esetenként az evalf) hasznalataval ilyenkor is megkaphatjuk a gyokok
szimbolikus, vagy kozelit6 alakjat:
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>if has(critpts,RootOf) then
>critpts:=map(allvalues,critpts);
>fi;

critpts :={{y:0,x=1}, {y=0,x=-1},{y=1x=0},{y=-1,x=0},

| ﬁe“m | ﬁe(l/z)
- i -

2 e 7y 2 }7

flﬁe(m) _flﬁe(m)

2 e VT2

e
{ _l/\/je(lﬁ) _—lﬁe(l/Z)
Y73 e 2 )

e
_lﬁe(l/z) ) lﬁe(m)}}

for=

5

{x=

tx 2 e 24 2 e

3. Probléma

Allapitsuk meg az
f=x*+yt—x*—2xy—)?

fliggvény kritikus pontjait!
Megoldas
f:=x"4+y*4-x"2-2*x*y-y*2;

f=xt+yt—x*—2xy—)*

>dfx:=diff (£f,x);

dfx =4x’-2x-2y

>dfy:=diff (f,y) ;

dfy =4y’ -2x-2y

>critpts:=[solve ({dfx=0,dfy=0})1];

critpts =[{y=0,x=0}, {y=0,x=0},{y=0,x=0}, {y=1,x=1},
{x=-1,y=-1}, {x=
RootOf(—RootOf( Z*+ Z+1,label= L9)+2 Z*—1,label= L8)
RootOf( Z*+ Z+1,label= L9),y=
RootOf(—RootOf( Z*+ Z+ 1, label= L9)+2 Z?—1,label= L8)
i

>if has(critpts,RootOf) then
>critpts:=evalf (map(allvalues,critpts))
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>fi;
critpts =[{x=0.,y=0.}, {x=0.,y=0.}, {x=0.,y=0.},
{yv=1,x=1}{y=-1,x=-1.},{
x=-0.6123724355 + 0.3535533906 1,
y=0.6123724355 + 0.3535533906 1}, {

x=0.6123724355 - 0.3535533906 1,
y=-0.6123724355 - 0.3535533906 1}, {

x=-0.6123724355 - 0.3535533906 1,

v =0.6123724355 - 0.3535533906 1}, {
x=0.6123724355 + 0.3535533906 1,
y=-0.6123724355 + 0.3535533906 1 } ]

Ezuttal a gyokok kozott nem valos komplex szamok is vannak! Ki kell tehat

valogatnunk a valos gyokoket! Ezt a type utasitas segitségével tehetjiik meg.

A kritikus pontokbdl kivalasztott valoés koordinataja pontokat az L halmazban

gyljtjik 0ssze. A halmaz adatstruktura azért megfeleld, mert igy a tobbszords

gyokok csak egyszer szerepelnek. Ezutdn a halmazt listava konvertaljuk. Erre

azért van sziikség, hogy rendezett parokat kapjunk.

> L:=NULL:

>for i to nops(critpts) do

>if type(rhs(critpts[i][1l]),realcons) and

type (rhs (critpts[i] [2]) ,realcons)

> then

>L:=L,critpts[i]

> fi

>od;

>"A gyokok = L;

A gyokok=({x=0.,y=0.}, {x=0,y=0.}, {x=0.,y=0.},
{yv=1,x=1.}{y=-1,x=-1.})

>critpts:={L};#A gyokok,halmazként
critpts = {{x=0.,y=0.}, {y=1,x=1.}, {y=-1l,x=-1.}}

>critpts:=convert (critpts,list);
critpts =[{x=0.,y=0.}, {y=1,x=1.}, {y=-1,x=-1.}]

A szélsoértékek kiszamitasa

Ahhoz, hogy a kritikus pontok koziil ki tudjuk valasztani a szélsdérték-helyeket,
képezniink kell a diszkrimindnst, majd a gyokoket, tehat az eldzdkben kapott
szamparokat ebbe be kell helyettesiteniink. A kapott érték alapjan dol el, hogy az
adott helyen van-e szélsdérték. Azokon a helyeken, ahol van szélséérték, ki kell
szamitanunk az x-szerinti masodik derivaltat, hogy a szélsdérték milyenségérol
donthessiink. A tennivalokat konkrét fliggvény szélsdértékének meghatarozasaval
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szemléltetjiik

Probléma

Hatéarozzuk meg az

f=x*+yt—x*-2xy-)?

sz¢lsoértekeit

Megoldas

A kritikus pontokat az el6z6 fejezetben mar meghataroztuk:

> "Kritikus pontok =critpts;
Kritikus pontok=[{x=0.,y=0.}, {y=1,x=1.}, {y=-1,x=-1.}]

Képezziik a megfeleld derivaltakat.
>dfxx:=diff (£,x$2);
dfyy:=diff (£,y$2);
dfxy:=diff (f,x,y)

dfix =12x* =2
dfyy =12y -2
dfxy =-2

Alkossuk meg a diszkriminanst...
>disc:=simplify (dfxx*dfyy-dfxy*2) ;
disc == 144 x> y* — 24 x* — 24 )7

Vizsgaljuk meg az els6 kritikus pontot!

>critpts[1l];
{x=0.,y=0.}

Behelyettesitve a diszkriminansba:
> subs (critpts[1],disc) ;
0.

Ez azt jelenti, hogy igy nem tudunk donteni. Készitslink ezért dbrat a fliggvényrol
az adott pont kdrnyezetében!
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Az abra arra enged kovetkeztetni, hogy a (0,0) pontban nincs szélsdérték.
Készitsiink az f kifejezésbdl fliggvényt
> f1l:=unapply(f,x,y) ;
fl=(xy)=>x'+y' —x*=2xy—)*
Tekintsiink két specidlis iranyt, nézziik a fliggvényt az y = x és az y = -x egyenes
mentén. Legyen
fl(x,x)=2x"-4x*
és

fl(x, =x)=2x"

Abrazoljuk egyiitt a két sikmetszetet!

65



0005
0. 0022

0.0011

Az fl(x,x) fliggvénynek maximuma van az X=0 helyen, az fl(x, —x)
figgvénynek pedig minimuma, tehat a vizsgalt fliggvénynek nincs szélséérteke a
(0,0) pontban!

Probaljuk most tomorebbé tenni az eljarast! A kritikus pontok mindegyikét egy
eljarassal behelyettesitjiik a diszkriminansba. Ezt for ciklusba dgyazva érhetjiik el.
Ha a kapott érték pozitiv, akkor meghatdrozzuk, hogy az adott helyen szélsdérték
van, €s eredményiinket kiiratjuk. A megfeleld valaszt a diszkriminans nulla, vagy
negativ értéke alapjan is kiiratjuk.

>for i to nops(critpts) do

> deltaO:=evalf (subs(critpts[i],disc)):

>if delta0>0 then lprint( A’ ,critpts[i], pontban helyi
szélsbdérték van, ) :

> if evalf(subs(critpts[i],dfxx))>0 then lprint( s
mivel £ xx>0, ez helyi minimum’):

> else lprint(’ s mivel f xx<0, ez helyi maximum. ):
> fi:

> elif delta0=0 then lprint('A diszkriminans 0,igy nem
tudjuk eldoénteni, ) :

> lprint( hogy az ,critpts[i], pontban van-e helyi
szélsbdérték’) :

> else lprint('A" ,critpts[i], pontban nyeregpont

van. ):

>fi:

>od:

A diszkriminédns 0,igy nem tudjuk elddnteni,

“hogy az*, {x = 0., y = 0.}, ‘pontban van-e helyi széls&érték"

A, {y=1., x = 1.}, "pontban helyi széls&érték wvan,

" s mivel f xx>0, ez helyi minimum’

A, {y=-1., x = -1.}, “pontban helyi szélséérték van,
" s mivel £ xx>0, ez helyi minimum’
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5. Lépés az automatizalt eljarasok eloallitasa
Miutan megalkottuk a szélsdérték kiszamitasara alkalmas, és természetesen elég
terjedelmes eljarassorozatot, fellép a feladat automatikus elvégzésének igénye.
Egy késébbi feladat, alkalmazas sordn ugyanis a figyelmiinket fel kell
szabaditanunk a részfeladatokkal valo bibelddés nytige aldl.
Az automatizalt eljards(ok) megalkotasa azért nem kiillonosebben nehéz, mert
azok nem kovetelnek 0j srukturdlis elemeket. A részeljarasok egységes eljarasba
szervezése tulajdonképpen inkdbb csak az egységes eljarads (proc) szintaktikai,
technikai kdvetelményeinek valo megfelelést jelenti.
Elsoként a kritikus eljarast hozzuk létre. Ez, nevének megfelelden, a kritikus
helyeket hatdrozza meg. Kddja a fiiggelékben megtalalhato.
Alkalmazzuk a kritikus eljarast az el6zokben tekintett fliiggvények egyikével! A
megoldasok listajat mindjart helyezziik el a helyek valtozoban!
>f:="£":
> f:=x*y*1ln (x*2+y”*2) ;
f=xylIn(x*+%)
>helyek:=kritikus(f,x,y);
helyek .= [ {x =0.4288819424, y = 0.4288819424 },

{y=-0.4288819424, x =-0.4288819424 },

{y=0.4288819424, x = -0.4288819424 },

{x=0.4288819424, y =-0.4288819424 }, {x=1.,y=0.},

{x=-1,y=0.},{y=1,x=0.}, {y=-1,x=0.}]

Az ertek eljaras (1d. A fiiggelékben) a szélséértekek meghatarozasat az el6zd
szekcioban kidolgozott 1épések szerint végzi. Elsé harom paramétere rendre a
fliggvényt definidlo kifejezés €s a két valtozd, a negyedik pedig az el6z0 eljaras
eredményeként 1étrejott, a kritikus helyeket tartalmazo lista.

ertek (f,x,y,helyek) ;

Az, {x = .4288819424, y = .4288819424}, ‘pontban helyi szélséérték
van,

s mivel f xx>0, ez helyi minimum’
Az, {y = -.4288819424, x = -—-.4288819424}, ‘pontban helyi

szélsbéérték van,

s mivel f xx>0, ez helyi minimum’
Az, {y = .4288819424, x = -.4288819424}%, ‘pontban helyi
szélsbéérték van,

s mivel f xx<0, ez helyi maximum.’
Az, {x = .4288819424, 'y = -.4288819424}, "pontban helyi
szélséérték van,

s mivel f xx<0, ez helyi maximum.’

Az, {x =1., y = 0.}, “pontban nyeregpont van.’
Az, {x =-1., y = 0.}, “pontban nyeregpont van.’
Az, {y =1., x = 0.}, “pontban nyeregpont van.’
Az, {y =-1., x = 0.}, “pontban nyeregpont van.’

A két eljaras egyetlen eljarasba foglalhato. A szélséérték eljards (1d. a
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fliggelékben) paraméterei rendre: a fliggvényt definidlo kifejezés és a fiiggvény

két valtozoja.
szélséérték (£f,x,y);

Az, {x = .4288819424, y = .4288819424}, "pontban helyi szélséérték
van, =

s mivel f xx>0, ez helyi minimum’
Az, {y = -.4288819424, x = -.4288819424}, ‘pontban helyi

szélséérték van,

s mivel f xx>0, ez helyi minimum’
Az, {y = .4288819424, x = -.4288819424}, ‘pontban
szélséérték van,

s mivel f xx<0, ez helyi maximum.’
Az, {x = .4288819424, y = -—.4288819424}, ‘pontban
szélséérték van,

s mivel f xx<0, ez helyi maximum.’
Az, {x =1., y = 0.}, “pontban nyeregpont van.’

Az, {x =-1., y = 0.}, “pontban nyeregpont wvan.’
Az, {y =1., x = 0.}, “pontban nyeregpont van.’
Az, {y =-1., x = 0.}, “pontban nyeregpont van.’

6. Abrazolas

helyi

helyi

Ezutan a fiiggvényt abrazolni szeretnénk. Az abrat tgy keészitjiik el, hogy az
értelmezési tartomany tartalmazza az Osszes staciondrius pontot. Ehhez eldszor
meghatarozzuk a staciondrius pontok mindegyikét tartalmazd "minimalis
téglalapot", majd az igy meghatarozott tartomanyon elkészitjiik a térbeli abrat. A

részletek melldzésével itt csupan az abrat mutatjuk be. (14. dbra)

A helyi maximum, minimum és a nyeregpantak

14. abra
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8. 3. Kisérletez6 tanulas CAS kornyezetben

A CAS-nek a matematikai kornyezet részévé valasa két f6 elonnyel jar. Egyrészt
az operativ tevékenység jelentds részét a CAS elvégzi ("kitilepités, Auslagerung,
outsourcing), masrészt a kiilonbozé abrazolasmodok, reprezentaciok konnyen €s
gyorsan elérheték. Ez a két funkcid teszi lehetdvé azt, hogy a kisérletezo,
felfedez6 tanulds a képzés soran nagyobb sulyt kapjon. Ebben a fejezetben a
kisérletez6 tanulés kiilonboz6é néhany tipusat mutatjuk be.

A CAS szerepvallalasa az operativ tevékenységben

A kisérletez6 munka soran fellépd és a CAS altal tdmogatott operativ
tevékenységek az alabbi f6 csoportokba oszthatok (Schneider, [29], Klincsik M.
¢s Maroti Gy. [49])

e kiilonbozo valtozoértékek kiprobalasa, a paraméter valtoztatgatasa a CAS
segitségével, szimbolikus sikon gyorsan és egyszertien kivitelezheto;

e a szamitdsok, konstrukciok kiilonosebben nagy 1id6 ¢és operativ
tevékenység  raforditaisa  nélkill  sok  kiilonb6z6  véltozatban
megismételhetok;

e a kiillonbozé megjelenitések, reprezentaciok eldallitdsa, az dbrazolas tobb
valtozatanak elkészitése valamint az egyes dbrazolasmodok valtogatdsa a
CAS alkalmazasaval jelentdsen konnyebbé és gyorsabba valik.

A kovetkezOkben a kisérletez6 munka fébb tipusaival foglalkozunk.

Szabalyok felfedezése, eljarasok tulajdonsagainak feltarasa

Szamos szerzé ramutat, hogy a CAS operativ lehetdségei lehetové teszik azt, hogy
a tanulok a matematikai szabalyokat, szabalyszeriiségeket, 6sszefliggéseket
mintegy ujra felfedezzék, az egyes eljarasok mitkodési modjat kiismerjék.
(Schneider, [29] )

Példa

1 0 1

Legyen A= |0 1 0| .Hatrozzuk meg 4° -et, 4° -5t és 4" t. Sejtsiik meg,
0 1 1

mivel egyenld 4" . Bizonyitsuk be a sejtést!

Megoldas
Vegyiik fel az A matrixot!

>A:=matrix([[1l, O, 1], [0, 1, O [0, 1, 111):



Szamitsuk ki az A els6 néhany hatvanyat, s figyeljiik meg, adodik-e valamilyen
torveényszerliség!
>for i to 5 do A%i=evalm(A*i); od;

1 0 1
A=[0 1 0
0 1 1
11 27
A2=l0 1 0
0 2 1]
1 3 37
A=0 1 0
10 3 1]
1 6 47
A*=10 1 0
0 4 1]
1 10 5
A=[0 1 0
0 5 1

Az els oszlop és a masodik sor minden esetben azonos: a haromelemi vektorok
terének bazisvektorai. Az els6 sor harmadik eleme és a harmadik sor masodik
eleme mindig n-nel egyenld. Az elsd sor masodik eleme pedig az els¢ 7 —1
természetes szam Osszege. Sejtésiink tehat az hogy 4" =B a kovetkezd alaku:
>n:='n':
>'A*n'=matrix(3,3,[1,n*(n-1)/2,n,0,1,0,0,n,1]);

n(n—1)
An_l 3 n
10 1 0
0 n 1

>B:=rhs (%) :

A sejtést teljes indukcidval bizonyitjuk. Mivel 7 =1 esetén az allitast
természetszerlileg mar igazoltuk, csak azt kell megmutatnunk, hogy abbdl, hogy
az 4llitas valamilyen n értékre teljesiil, kovetkezik az, hogy 7+ 1 esetén is

teljesiil. Képezziik tehat az A n+1-edik hatvanyat, felhasznalva az indukcios
feltételt:
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> 'A” (n+l) '=evalm (B&*A) ;

4D _ 2
10 1 0
0 n+1 1

A simplify utasitassal hozzuk a kapott matrixot egyszeriibb alakra:
>simplify(rhs (%)) ;

I, 1
1 En +§n n+1
0 1 0
0 n+1 1

A map ¢és a factor egyiittes alkalmazasaval elvégezhetjiik a szorzatta alakitast:
>map (x->factor (x) , %) ;

1
| n(n2+ ) w1
0 1 0
0 n+1 1

A vart alakot kaptuk, ezzel a bizonyitas kész

Sejtések kidolgozasa

Az el6zd pontban leirtakhoz hasonld tevékenységrdl van itt is szo, csak még
onallobb teveékenységrol. A tanuld nem feltétleniil kap Gtletet ahhoz, hogy milyen
iranyban induljon el a sejtés kidolgozasdkor, sokszor a probléma altalanosabb
felvetése, a feltételek valtoztatasa is elegendod a felfedezd munka beindulasdhoz. A
kovetkezOkben egy ilyen esetet mutatunk be.
Tekintsiik a kovetkezd fliggvényt:
flx) = % X = paros

3x+1 x = paratlan

Collatz sejtése: A kiinduld x értektdl fiiggetleniil az f iteracigja [ f(f...f(x))) ]
mindig eldallitja az 1 szdmot. Ez egyszersmind azt is jelenti, hogy a fliggvénynek
3 hosszlisagl periddusa van, mert f(1)=4 f(4)=2 f(2)=1.

Feladat: Igazoljuk a sejtést minél nagyobb n értékig bezardlag!

Hozzuk 1étre mindenekeldtt a fiiggvényt! Ezt egy eljards segitségével tehetjiik
meg:
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>restart:
>Collatz:=proc(n: :integer)
> if type(n,even) then

> n/2;

> else

> 3*n+1;
> fi;
>end:

>Collatz (1234) ;
617

Ezutan irjunk eljarast, amely addig iterdlja a Collatz fliggvényt, amig az 1 eldall.
Bevezetiink egy count nevii szamlalot. Ezt két célbol tessziik. Egyrészt szeretnénk
tajékozodni az iteracios 1épések szamarol, masrészt, nem tudjuk biztosan, hogy az
iteracio stabilizalodik- e a kezdeti értékek mindegyikére. Ezért az iterdciok szamat
korlatozzuk. (a korlatot "elegendden nagynak" valasztjuk)

> ICO:=proc (seed: :integer)
local sentinel, count;
count:=0:
sentinel :=seed:
while sentinel<>1 and count<1000710 do
sentinel:=Collatz (sentinel) ;
count:=count+l;
od;
> RETURN (count) ;
>end:
Igazoland¢ a sejtést az elsé n egész szamra a kdvetkezOképpen jarhatunk el:
>n:=100:
>seq(ICO(i) ,i=1..n);
0,1,7,2,5,8,16,3,19,6,14,9,9, 17,17, 4, 12, 20, 20,7, 7, 15, 15, 10, 23, 10, 111, 18,
18, 18, 106, 5, 26, 13, 13, 21, 21, 21, 34, 8, 109, 8, 29, 16, 16, 16, 104, 11, 24, 24, 24,
11,11,112,112,19, 32, 19, 32, 19, 19, 107, 107, 6, 27, 27, 27, 14, 14, 14, 102, 22,
115,22, 14, 22, 22, 35, 35,9, 22,110, 110, 9, 9, 30, 30, 17, 30, 17,92, 17, 17, 105,
105, 12, 118, 25, 25, 25

V.V V V V VYV

A sejtést a tekentett x értékekre (1, 2, . . ., n ) igazoltuk, hiszen az iteracié minden
esetben leallt.

A sejtés mindmaig ellenallt a bizonyitasi kisérleteknek. Eppen ezért most massal
folytatjuk, médositsuk most kissé a Collatz-fliggvényt:
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flx) = % X = paros

3x—-1 x = paratlan
Kérdés: a valtoztatis- 3 x+ 1 helyett 3 x—1 szerepel - hogyan modositja az
iteraciot?
Hozzuk létre az 1 fliggvényt, a fliggvény nevét nem valtoztattuk meg:
>restart:
>Collatz:=proc(n: :integer)
> if type(n,even) then

> n/2;

> else

> 3*n-1;
> fi;
>end:

Vizsgaljuk az 0j fiiggvényt, vajon most is eléall-e mindig az 1? Ovatossagbol a

szamlalot kisebbre vettiik!

Vizsgaljuk az 0j fiiggvényt az elsd n egészre, legyen mondjuk 7 =50 .

>n:=50:

>seq(ICO(i) ,i=1..n);

0,1, 4, 2, 10000, 5, 10000, 3, 10000, 10000, 6, 6, 10000, 10000, 9, 4, 10000, 10000,
10000, 10000, 10000, 7, 10000, 7, 10000, 10000, 10000, 10000, 10, 10, 10000, 5,
10000, 10000, 10000, 10000, 10000, 10000, 13, 10000, 10000, 10000, 8, 8, 10000,

10000, 10000, 8, 10000, 10000

Bizony itt korant sem lehet az el6z6h6z hasonld sejtésiink! Az esetek nagyobb
részében az eljaras a korlatozo érték elérése miatt allt le. Tehat a fiiggvény
modositdsa varhatéoan az iterdcids sorozat szerkezetét alapvetéen modositotta.
Probaljuk megsejteni a modositott fiiggvény altal generalt iteracids sorozat
szerkezetét! Irjuk at az eljarast! Az ICO1 (kodja a fiiggelékben) az iteracios
sorozatot is meg adja.
Kisérletezziink az eljarassal!
>1ICO01(30);

30, 15,44,22,11,32,16,8,4,2, 1

Ebben az esetben 2 hosszsagu ciklust kaptunk
>1ICO01(31);
31,92, 46,23, 68, 34, 17, 50, 25, 74, 37, 110, 55, 164, 82, 41, 122, 61, 182, 91, 272, 136,

68, 34, 17, 50, 25, 74, 37, 110, 55, 164, 82, 41, 122, 61, 182,91, 272, 136, 68, 34, 17,
50, 25, 74,37, 110, 55, 164, 82,41, 122, 61, 182, 91, 272, 136, 68, 34, 17, 50, 25, 74,
37,110, 55, 164, 82, 41, 122, 61, 182, 91, 272, 136, 68, 34, 17, 50, 25, 74, 37, 110, 55,
164, 82,41, 122, 61, 182,91, 272, 136, 68, 34, 17, 50, 25, 74, 37
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Most a ciklus a 82 -vel kezdddik és hossza 18.

>ICO1(35);

35,104, 52, 26, 13, 38, 19, 56, 28, 14, 7, 20, 10, 5, 14, 7, 20, 10, 5, 14, 7, 20, 10, 5, 14, 7,
20, 10, 5, 14, 7, 20, 10, 5, 14, 7, 20, 10, 5, 14, 7, 20, 10, 5, 14, 7, 20, 10, 5, 14, 7, 20,
10, 5, 14, 7, 20, 10, 5, 14, 7, 20, 10, 5, 14, 7, 20, 10, 5, 14, 7, 20, 10, 5, 14, 7, 20, 10, 5,
14,7, 20, 10, 5, 14, 7, 20, 10, 5, 14, 7, 20, 10, 5, 14, 7, 20, 10, 5, 14, 7

Ezuttal a ciklus hossza 5, a ciklus a 7-tel kezdddik. Felmertil a kérdés, hogy van-e
masféle hosszusagu ciklus is, és mindig stabilizalodik-e a sorozat?

Az IC eljaras (kodja a fiiggelékben) megvizsgalja, hogy az iteracio ciklust
eredményez-e, meghatdrozza a periodus hosszat, a periddus kezdd értekét és
magat a periodust. Mindezeket globalis valtozoként adja meg. Kozvetlenil a
futtatas- az utolsoé utasitds eredményeként a teljes iteracios sorozatot adja meg.
Példaként vizsgaljuk az iteraciot 7 =1239 esetén.

>1IC(1239);

1239, 3716, 1858, 929, 2786, 1393, 4178, 2089, 6266, 3133, 9398, 4699, 14096, 7048,
3524, 1762, 881, 2642, 1321, 3962, 1981, 5942, 2971, 8912, 4456, 2228, 1114, 557,
1670, 835, 2504, 1252, 626, 313, 938, 469, 1406, 703, 2108, 1054, 527, 1580, 790,
395, 1184, 592, 296, 148, 74, 37, 110, 55, 164, 82, 41, 122, 61, 182,91, 272, 136, 68,
34,17, 50, 25, 74

> "A periddus kezddbeleme =senit[i-1];
A periodus kezdoeleme = 74

> "A peridédus hossza =periodus;
A periodus hossza =18

> "A periédus :=ciklus;
A periodus =
74,37, 110, 55, 164, 82,41, 122, 61, 182,91, 272, 136, 68, 34, 17, 50, 25, 74

Vizsgaljuk meg az iteraciot 1-t6l 1000-ig, vagyis hivjuk meg az IC eljarast
mindezen értékekre, €s jegyezziik fol a kapott 2, 5 illetve 18 hosszsaga
periodusok eléfordulasat, valamint azt, hogy van-e mas hossziisagu periddus! Azt
is figyeljiik, hogy minden esetben periodikussa valik-e az iteracios sorozat.
>a:=1:
b:=1000:period2:=0:period5:=0:periodl8:=0:mas:=0:nemjo:
=0:

>for m from a to b do

>IC(m):

>per[m] :=periodus:

>if periodus=5 then period5:=period5+1 f£fi;

>if periodus=18 then periodl8:=periodl8+1 f£fi;

>if periodus=2 then period2:=period2+1 fi;
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>if (periodus<>5 and periodus<>18 and periodus<>2 and
periodus<>0) then mas:=mas+l: fi;
>if periodus=0 then nemjo:=nemjo+l fi
>od:
> "18-as peridédusok szama =periodl8;
"5-6s peridédusok szama =period5;
"2-es periddusok szama =period2;
"nem periodikus =nemjo;
"Mas hosszGsagu peridédus =mas;
18-as periodusok szama = 345

vV V. V V

5-0s periodusok szama = 306
2-es periodusok szama = 349
nem periodikus =0
Mas hosszusagu periodus =0

Ez azt jelenti, hogy 1000-ig az iteracié mindig periddikussa valik, a ciklus hossza
2,5 vagy 18.
Most vizsgaljuk meg, hogy milyen értékek adédnak cikluskezddként!
Az IC eljarast ciklusban meghivva az érték valtozoban gyiijtjiik a cikluskezdo
értékeket
> ertek :=NULL:
>for s from 1 to 500 do
>IC(s) :ertek:=ertek,senit[i-1]
>od:
> értékek=[ertek]:
Konvertaltuk a listat halmazza, hogy a tobbszords értékeket kisziirjiik...
>h:=convert (rhs (%) ,set) ;
h=1{1,5,7,10,14, 17, 20, 25, 34, 37, 41, 50, 55, 61, 68, 74, 82,91, 110, 122, 136, 164,
182,272}

>"A h elemeinek szama =nops (h);
A h elemeinek szama = 24

Vajon kapunk-e olyan értéket késdbb, ami nem szerepel a h-ban? Vizsgaljuk meg
10000-ig bezarolag
>s:=500:
>IC(s):senit[i-1]:
14

>while is(senit[i-1] in h) and s<=10000 do
> s:=s+1:IC(s):senit[i-1]:
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>od;
>senit[i-1];
>s;

10001

Nem bdviilt a h halmaz, a kezd6értékek az elsé 10 000 egészre a h halmaz
elemeibdl valok!
Vizsgalatunk eredményeként tehat a kovetkezd sejtést fogalmazhatjuk meg:

Sejtés

f(x) = % X = paros

3x—-1 x = paratlan

fliggvény altal generalt iteracids sorozat egy kezdo szelettdl eltekintve periodikus.
A periodus hossza 2,5 vagy 18, kezd6értéke pedig a

h=1{1,5,7,10, 14, 17, 20, 25, 34, 37, 41, 50, 55, 61, 68, 74, 82,91, 110, 122, 136, 164,
182,272}
elemei kozul kerul ki.

Modellértékelés

A kisérletez0 munka fontos teriilete a modellek Osszehasonlitasa, a modellek
"josaganak" vizsgalata, az altaluk szolgaltatott eredmények Osszevetése. Mar
maga az a tény, hogy tobbféle modell kidolgozasa szoba johet, tobbnyire
feltételezi a szamitogépes algebrai rendszerek valamelyikének hasznalatat.
Egyébként a rendelkezésre allo id6 nem tenné lehetdvé az efféle 6sszehasonlito
vizsgalatokat. A kovetkezd példa a kiilonb6z6 modellek Gsszehasonlitasat
szemlélteti. Az ilyen tipust Osszehasonlitd vizsgalatokkal a kovetkezd didaktikai
célokat kivanjuk megvalositani:
e A  hallgatok figyelmének felhivasa az élland6  kontroll
szlikségességére €s a tobbféle megkozelités lehetdségére.
e A korabban tanult ismeretek felidézése, elmélyitése
e Az egymastol elkiiloniilten targyalt tananyagelemek kozotti kapcsolat
létrehozasa, s ilyen modon, a tudasreprezentacids halo siiriibbé tétele.

76



Vizkivétel
Probléma: Egy foly6 vizmélységét 5 m-enként megmérik

Sm

L—

Y ye In

..J'Ig JJ!'

Az adatok rendre a kdvetkezok (m-ben mérve):
0,1.2,2.3,3.1,3.4,4.1,5.0,6.2,7.1,7.8,7.4,6.8,5.7,5.5,5.2,4.6, 3.9,
34,2.6,2.1,14,.9,0
A viz folyasanak sebessége 1.5 m/s. A folyd menti véaros vizmiivének kapacitdsa
napi 100000 m’ viz kivételét igényli. Az eldiras szerint a foly6é vizhozamanak

1
100 -at lehet ilyen célra igénybe venni.

1
Képes-e a folyo ellatni a vizmiivet, ha kisviz esetén a jelenleginek 3 -2 folyik at?

Megoldas: A feladatot tobbféleképpen megoldjuk.
1. Regresszios polinommal;

2. Minmax polinom illesztéssel,

3. Trapézszaballyal,

4. Simpson-szaballyal

1. A Kkiegyenlit eljaras (kodja a fiiggelékben) regresszios polinomot illeszt, a
fokszammal kisérletezve megtalalhatjuk a viszonylag legjobb illesztést:
Els6 1épésként helyezziik el a mélységmérésre vonatkozo adatokat listakban!
> szelveny:=[seq((i-1)*5,i=1..23)];# Az osztdépontok
szelveny := [0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80,

85,90, 95, 100, 105, 110]
>melyseg:=[ 0, 1.2, 2.3, 3.1, 3.4, 4.1,
5.0,6.2,7.1,7.8,7.4,6.8,5.7,5.5,5.2, 4.6, 3.9, 3.4,

2.6, 2.1, 1.4, 0.9, 0]; # A mért mélységek
melyseg :=1[0,1.2,2.3,3.1,3.4,4.1,5.0,6.2,7.1,7.8,7.4,6.8,5.7,5.5,5.2,

4.6,39,34,26,2.1,1.4,09,0]
A zip utasitassal egyesitjiik a listakat:

>pontok:=zip((x,y)->[x,y],szelveny,melyseqg) ; #A pontok
# listaja
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pontok :=[[0,01,[5,1.2],[10,2.31,[15,3.1], [ 20, 3.4], [ 25, 4.1],
[30,5.0],[35,6.2], [40, 7.1], [45, 7.8, [ 50, 7.4], [ 55, 6.8], [ 60, 5.7],
[65,5.5],[70,5.2],[75,4.6],[80, 3.9, [85, 3.4],[90, 2.6], [95, 2.1],
[100, 1.4],[105,0.9],[110,0]]

A kiegyenlit eljarassal meghatdrozzuk a regresszios polinomot. Az eljaras a
regresszios polinom meghatdrozasa mellett megadja az eltérések négyzetdsszegét

¢€s abrazolja a kapott pontokat és a rajuk illesztett polinomot. (15. abra)

kiegyenlit(sum(a[i] *x*i,i=0..12) ,seq(a[i],i=0..12) ,pont
ok) ;
A regresszios polinom, 0.004971756974 + 0.2291746669 x

—0.01030255820 x* + 0.004611360582 x> — 0.0006497366880 x*
+0.00004187594853 x° — 0.1506722866 107 x°

+0.3319604009 107 x” — 0.4666428321 107 x®
+0.4208345954 107" x” — 0.2358807996 1073 x'°

+0.7483858861 107" x'' = 0.1026922272 10718 x!?
Az eltérések négyzetisszege, 0.2582997005

07 20 40 B0 B8O 100
15. abra
A kapott polinommal a keresztmetszet:

>int (pol(x) ,x=0..110) ;
449.2162871

2. A minmax moédszer [36] a szimplex mddszerrel dolgozik és a maximalis
eltérést minimalizalja. Egymastol messze esO terliletek kozott hozunk létre
kapcsolatot! A szimplex moddszer tanterviinkben a Matematika III. Kurzusban
szerepel, a fliggvény illesztés problematikdja a Matematika II. kurzus
tananyagaban. A mddszer 1ényege a kdvetkezd:
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Feladatunk egy olyan p*(x) legfeljebb n-ed fokd polinom meghatarozasa (

n+2<N ) amelynek x = x,, X,,., X, pontokban az ¥,, ¥, ,..J,

értekektol vett eltéréseinek maximumat a p*(x) minimalizalja. Azaz tekintjik az
alabbi eltérések maximumat
maX( ‘yk_p(xk)‘ > k=1 s 2 5 s N )

az Osszes legfeljebb n-edfokil polinomra. Majd a p(x) polinomok koziil
kivalasztjuk azt a p*(x)-t, amelyre az eltérés minimalis. Jeloljik a minimalis
eltérést E-vel! Ekkor a p(x) polinom eleget tesz a

—E<y - p(x)<E

—E<y, - p(x,)<E
—E<y, - p(x,)<E
egyenl6tlenségeknek. Ha a p(x) polinomot
p(x)= ¢,tc x+c, 4+ + c x"

alakban keressiik, akkor a fenti egyenldtlenségek
2

n
-c — - - <
Ve =€=€ X, —C,x, —m ¢ X SE
2 n <_E
Ve =€y~ X, —C X, mem € X S
Ezekhez az egyenldtlenségekhez az E---> minimum

célfiiggvényt hozzavéve egy linedris programozasi feladatot kaptunk az ismeretlen
Cy» €, C, egyltthatokra nézve. Nézziik ezek utan a megoldas lépéseit :

a) Megadjuk az x; és y, adatokat egy - egy vektorban:

X:=[seq(i*5,i=1..23)];

Y:=[0.0, 1.2, 2.3, 3.1, 3.4, 4.1,
5.0,6.2,7.1,7.8,7.4,6.8,5.7,5.5,5.2, 4.6, 3.9, 3.4,
2.6, 2.1, 1.4. , 09, 0];

X:=15,10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85, 90, 95,

100, 105, 110, 115]

Y=10,12,23,3.1,34,4.1,5.0,6.2,7.1,7.8,7.4,6.8,5.7,5.5,5.2, 4.6,
39,34,2.6,2.1,14,0.9,0]

b) Keressiik az egyenletesen legjobb kozelitést ado tizenkettedfokt polinomot!
Vegyiik fel a keresett polinomot hatarozatlan egyiitthatokkal.
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>p:=x->sum(a[j]*x*j,j=0..12);
12

=x—> Y ax
p ,;) ]

c) A korlatozo feltételeket felsoroljuk a 'korlatok' nevii valtozoban.
n:=nops (X) :korlatok:=NULL:
for i from 1 to n do
korlatok:=korlatok,Y[i]-p(X[i])<=e,Y[i]-p(X[i])>=-e:
od:
d) A 'simplex' csomag minimalizalé eljarasaval meghatarozzuk az adott feltételek
mellett az 'e' cél fiiggvénnyel a minimumot.
simplex[minimize] (e, {korlatok}) ;
>assign (%) ;
{a,=0.1847657265 10, a, = 0.1743687747 10",

a,,=-0.3387133152 10", a, = 9.312373170,

a,,=-0.8872999246 10", a , = 0.2613207757 10",
a, =0.0004098553609, a, = -0.00001057437023,

a,=-0.2194166122 107, a,=0.1737583069, a, = -0.01054919985,
a,=-19.93767655, a,=-1.721506061, e = 0.1577397627 }

Megjegyzés: Mivel a minmax a 0 kézelében instabil modon viselkedett, eltoltuk a

pontokat az [5,0] vektorral, majd a kapott fiiggvényt visszatranszformaltuk.

Rajzoljuk fel a pontokat és az egyenletesen legjobb kozelitést add polinomot! (16.

abra)

pontokl:=plot([seq([X[i]-5,Y¥[i]],i=1..n)],style=point,
symbol=diamond, color=black) :

graf:=plot (p(x+5) ,x=X[1]-5..X[n],color=red) :

> plots[display] ([pontokl,graf] ,view=[-

5..110,0..8],scaling=unconstrained) ;
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U200 40 B0 80 100
16. abra
> ‘metszet (minmax) " :=int (p (x+5) ,x=0..110) ; #a minmax

polinommal
metszet(minmax) := 447.7671869

> "metszet (regressz pol) " :=int(pol(x),x=0..110); # A
polinomidlis #regresszidéval
metszet(regressz_pol) :=449.2162871

3. A Trapéz eljaras (kodja a fiiggelékben) a diszkrét pontokkal dolgozik, a
trapézformulat valdsitja meg, s megegyezden a regreszids polinomot eldallitd
kiegyenlit eljarassal és a kovetkezé Simpsonnal, listak listajat varja (listlist):

> "metszet (trapéz) " :=Trapez (pontok, nops (pontok)) ;
metszet(trapéz) .= 448.5000000

4. A Simpson eljaras a Simpson-szabaly diszkrét adatokra (1d. a fliggelékben):
> "'metszet (simpson) " :=Simpson (pontok,nops (pontok)) ;
metszet(simpson) = 451.3333333

Hasonlitsuk 0ssze a kapott értékeket:

[ metszet (minmax ) , metszet (regressz_pol ), metszet (trapéz ),
metszet ( simpson ) ]
[447.7671869 , 449.2162871 , 448.5000000 , 451.3333333 |

A legnagyobb ¢s a legkisebb érték kiilonbsége:

>evalf (( metszet(simpson) " - "metszet (minmax) ")) ;
3.5661464

A relativ hiba kozelitdleg:
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>evalf (( metszet(simpson) - 'metszet (minmax) *)/450) ;
0.0079247699

Ez kevesebb, mint 1 %, tehdt az eljardsok megbizhatoak! Kovessiik mindezt
nyomon grafikusan is! (17. 4bra)
B_

~

o0 0 o000 pnntnk
linearis interpalacid
regresszid
minmazx

17. dbra

A kiilonb6z6 modszer eredményeként kapott grafikonok kevéssel térnek el
egymastol, tehat a grafikus reprezentacid megerdsiti a numerikus reprezentaciod
segitségével kapott eredmények josagaba vetett hitiinket!

8. 4. Problémamegoldas algoritmusok segitségével CAS
kornyezetben

A matematikai  problémamegoldds soran talan  legtobbszor  fellépd
résztevékenység az algoritmusok kidolgozasa és alkalmazdsa. Az algoritmus
fogalma alatt a kovetkezot értjiik:
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Definicio: Az algoritmus miveletek olyan egyértelmli sorozata, amelynek
végrehajtasa véges 1d6 alatt befejezddik, és amely mindig szolgéltat eredményt.
Az algoritmus résztevékenységekbdl €piil fol. A legegyszerlibb résztevékenységet
algoritmus primitivnek nevezziik. A primitiv miivelet, vagy algoritmus primitiv az
a legosszetettebb mivelet, amit a végrehajtd (gép vagy ember) kozvetleniil megért
¢és végrehajt, anélkiil, hogy azt alapvetdbb Osszetevdire kellene bontania.

A CAS kornyezetben torténd algoritmus-fejlesztés a CAS matematikaoktatasban
vald alkalmazéasanak egyik legalapvetobb didaktikai problémajat jelenti. A feladat
Osszetett. Az esetek egy részében matematikailag korrekt médon megfogalmazott
algoritmusbol kell miikodéképes CAS algoritmust késziteni. Tagabb értelemben
ez utdbbi azt is jelenti, hogy a CAS algoritmusok egymashoz vald kapcsolddasat
is ki kell épiteni. Maskor az algoritmus eredendéen CAS kornyezetben jon 1étre, a
benne foglalt matematikai tartalommal egyenrangiva valnak a CAS - specifikus
algoritmuselemek. A két fejlesztési mod részben eltérd stratégiat kovetel. Az elsd
esetet részletezziik az alabbiakban. Az Gsszetett, tobb algoritmus kifejlesztésével
megvalosuld, problémamegolddssal a modularizacié témakorének targyaldsa
soranmar érintettiilk. Ebben a fejezetben az algoritmus, mint 6nallé egység képezi
a vizsgalat targyat. Ez természetesen nem zarja ki, hogy tobb onalldan is értelmes
¢s végrehajthatd részegység egyiittese legyen a targyalt algoritmus. Vizsgaljuk
tehat egy példa kapcsan azt az esetet, amikor a matematikai tananyagban
kidolgozott eljaras, algoritmus CAS segitségével torténé Kivitelezése a cél.
Ekkor a kovetkezd 1épések megtétele ajanlatos [33]:

1. A probléma matematikai megoldasanak tanulmanyozdsa, megértése az
eléadas, a tankdnyv vagy mas forrasanyag tanulmanyozasa segitségével.

Ebben a részben feltarjuk a targyalt matematikai algoritmus belsd szerkezetét.
Ez keétiranyu tevékenységet jelent. Egyrészt el kell kiiloniteni az algoritmus
nagy szerkezeti egységeit. Ez feliilrdl lefelé irdnyuld, masként top-down
szemléletet igényel, esetenként rekurziv elemekben valdo gondolkodast.
Masrészt el kell kiiloniteni az egy-egy részeljarassal elvégezhetd
tevékenységeket, és  tisztazni  kell ezek  egymashoz  vald
kapcsolodésat.(bottom-up). Mindezek eredményeként elvégezhetdk a
kovetkezo tevékenységek.

2. Az algoritmus fobb eljarasainak elkiilonitése, folyamatdbra (blokkdiagram)
ill. sruktogramm készitése

3. Az eljarasok algoritmus-primitivekre bontasa és ennek alapjan az algoritmus
megfogalmazasa pszeudokod formajaban.

A pszeudokod atmeneti 1épést jelent az algoritmus folyamatabra,
blokkdiagram, vagy mas egyértelmii jelsorozat forméjdban térténd megadasa
¢s a programnyelven torténd implementécioja kozott. A pszeudokod felirdsa
soran az algoritmus kodjat olyan Iépésekbdl alakitjuk ki, hogy azok a lehetd
legjobban illeszkedjenek a programnyelvi megvaldsitashoz, de ne
tartalmazzanak program-specifikus elemeket.
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4. A CAS eljaras megirasa

A pszeudokod felhasznaldsaval az alkalmazott CAS segitségével futtathatod
eljaras(oka)t irunk.

5. Teszteljiik, elemezziik, majd hasznaljuk a teljes CAS programot.

Az automatizalt CAS eljards megirdsa és hasznalata azonban természetesen
hosszii folyamat végsd eredménye. Az algoritmus részelemeit, Onalldan is
végrehajthato egységeit a kiépités-alkalmazas sordn el6szor interaktiv médon kell
hasznalnunk. Onéllé fejlesztés soran ez kézenfekvd. Ekkor ugyanis minden
esetben a top-down és a bottom-up algoritmusépitési technikak oOtvozésével
alakitjuk ki az algoritmust.

Példaként tekintsiik az elemi bazistranszformacio esetét, ahol az elobb felsorolt
1épések a kovetkezok:

1. Az elemi bazistranszformaci6 formulait targyal6 eléadas anyaganak elemzése.
Az ismert levezetést itt nem részletezziik, csupan a fogalmak bevezetését és a
bazistranszformacio végrehajtasanak maodjat idézziik fol.

A linearis térbdl végtelen sokféleképpen valaszthaté ki bazis. Ha a tér egy
bazisarol egy madsikra tériink at, akkor a tér vektorainak koordinatdi - az uj
vektorrendszerre vonatkozé jellemzdi - megvaltoznak. Bazistranszformaciénak
nevezzilk azt az eljarast, amellyel egy vektornak adott bazisra vonatkozo
koordinataibol meghatarozzuk egy masik bazisra vonatkoz6 koordinatait. A
bazistranszformaciot 1épésenként, Gn. elemi bazistranszformaciék egymas utani
alkalmazasaval hajtjuk végre.

Hogyan hajthatd végre az elemi bazistranszformacio, azaz hogyan szamitjuk ki
egy vektor adott bazisra vonatkoz6 koordinatainak ismeretében ennek a vektornak
egy olyan 1j bazisra vonatkozo koordinatait, amely az eredeti bazistol csak egy
vektorban kiilonbozik?

Legyen az n-dimenzios tér ( L, ) egy bazisa:

b, b2y .oy by ..oy by
és ¢#0 az L egy vektora, amelyet bevonunk a bazisba (ezt valasztjuk

bazisvektornak valamelyik régi bazisvektor helyett ).
Tekintsiik a tér egy tetszOleges x vektorat, amelynek koordinatdi az eredeti
bazisban:

Xy Xy, Xy, X

Az x vektornak az 1 bdazisra vonatkozd koordinatait a kovetkezoképpen
szamithatjuk ki:

Ha a linearis tér k-adik bazisvektora helyett 11j bazisvektort valasztunk (csak
olyan vektort valaszthatunk, amelynek a k-adik bazisvektorra vonatkozé
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koordinataja nem 0 ), akkor a tér tetszéleges vektoranak (x) az 0j bazisra
vonatkozo koordinatait a kovetkezoképpen szamithatjuk ki:

e Az x vektornak az 1j (k-adik) bazisvektorra vonatkozd koordinatajat

(x, ") megkapjuk, ha az x régi (k-adik) bazisvektorra vonatkoz6

koordinatajat elosztjuk az 0j (k-adik, ¢ ) bazisvektor régi (k-adik)
bazisvektorra vonatkoz6 koordinatajaval (¢, #0)
M
Xo=_= 6 ,ahol a ¢, #0 -t general6 elemnek nevezziik.
k
e Az x vektornak az 0j bazisra vonatkozé tobbi koordinatajat tigy kapjuk
meg, hogy az x régi bazisvektorra vonatkoz6 koordinatajabol rendre
kivonjuk az 1j bazisvektor (c¢) régi bazisra vonatkozd megfeleld

X
. k ,
koordinatainak — =9 -szorosat:
e
X, =xl_—80i (l;tk)

2. Az elemzés eredményeként kialakul az elemi tevékenységek rendszere. Ezekbdl
allitjuk Ossze az egyes részeljarasok rendszerét feltiinteto folyamatabrat.

ELEMT BEAZISTRANST FORMACTO
!

Ganaraid alown vélasetdne |~ gonel = Vimgen ngonf
Az 0f vadirix trehozdsa

+

lfemdtald j-re I-181 oszlopmératig

krazdef

répezd a deltdt

Allitsd eld o waditvix j-eclil oszlopdt
Wége

A generdld elem oszlopa
igen | nem
- . M" - . \2“
Ismételd i-re [-141 sorméretis Isrdteld i-re J-161 sorméretiz
A generait alem torg A gemerdia glam sova
igen | nem igen | nem
E e [ =
Vi ij=1 Fiiij=0 P =dla b Fi i =V i P-delta VT ngen ]

3. Az algoritmus pszeudokodja mar 1ényegében a kész, nyelv- és gépfiiggetlen
algoritmus

elemi (mgen,ngen::pozitiv egész, V:: matrix)
genel:= V

mgen, ngen

ismételd j-re 1-t6l oszlopméretig
kezdet
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mgen, j
genel
ha j # ngen akkor
kezdet
ismételd i-re 1-t0l sorméretig
kezdet

ha i #ngen akkor
V .le_j—S vV

i,j i, ngen

egyébként V. =9

i,j

delta :=

vége
vége
ismételd i-re 1-t0l sorméretig
ha i # mgen akkor

V.
i, ngen
egyébként V=1

eljaras vége

4. A CAS (Maple)-eljaras megirdsa ezek utdn mar nem nehéz feladat. A
szintaktikai kotottségek és a nyelvi eszkozok figyelembe vételével torténd
tevékenység- a megfeleld eldkészités utan- a forditdshoz hasonlito tevékenység.
A szerepl6 vektorokat matrixba foglaljuk. Az elemi eljaras paraméterei rendre:

- a generalo elem elsd ill. masodik koordinataja,

-az illet6 matrix.
elemi = proc (mgen, ngen::posint, V::matrix)

local i, j, genel, 0;
genel := V] mgen, ngen]|;
for j to coldim( V') do
0 := V[ mgen, j|/genel;
if j # ngen then for i to rowdim( ') do
if i # mgen then Vi, j]:= V[i,j]—OxV]i, ngen]

end if ;
if i = mgen then V[i,j]:=0 end if
end do
end if
end do ;

for i to rowdim( V) do
if i # mgen then V[i, ngen]:=0else V[i, ngen] =1 end if
end do ;
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V =evalm( V)
end proc

5. Az eljaras (tesztelésére) alkalmazasara példaként szolgalhat a kompatibilitas
vizsgalata:

Kompatibilitas vizsgalat bazistranszformacioval

a] a3 g B "]:!2
B HE LB
>A:=-matrix(d.6, [[-1.2,0,1,1,6].[1,0.2,-1,2,-2], 4 10 2 2.2
[(0,1,1,2,3,4],0(2,1,5,0,4,08]1); G (i R B T
3 1% glaie
>elemi(l,1,R): > elemi(3,2,R) *elemi(2,4,8);
3 ®m om oMy
1 0 2 o |2
R TR TR I it L ; 4
Tl o u omom ow|8w
o afi B g | 5- B 2
: . a4 0 i} D 1 =
sagte he S [ o o o EM|3:4 e 4
E B L4 4= !
0 : 3: 2ol B 3 0k 2| 54 2
g 45 % |g iin i = " & & g
Do o 8|58
| -3

A bazistranszformacic befejezddatt

9. A CAS hasznalatara épiilo, halozatot is felhasznalo

matematikaoktatas altalunk megvalositott modellje
9. 1. A CAS- ill. a CAS és a halozat egyiittes hasznalatanak didaktikai
motivacioi
A szamitogép-algebrai rendszert, a helyi héalézatot, €s ujabban az Internetet is,
minden 0&sszetevOjében felhasznaldé matematikai kurzus alapmotivaciojanak
feltarasakor a tarsadalmi kornyezetbdl kell kiindulnunk. Az informacios-
kommunikéciés technologia, mindenekeltt a halézati kommunikacids
infrastruktura gyokeres atalakulasa, a vilaghalo hasznéalatanak altalanossé vélasa,
a hipermédia (hipertext és multimédia egyiittese) megjelenése a tanulasi kornyezet
alapvetéen 1) elemekkel vald boviilését jelentik. Ez kettds kihivast jelent az
oktatassal foglalkozok szamara:
e A kiboviilt oktatasi kornyezet 0j elemeit az adott lehetdségek hataraig
optimalisan ki kell hasznalni. Tehat a hal6ézati kommunikéacidé és a
szamitégépes informécio feldolgozéas, a szamitogéppel segitett tanulas
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eszkozrendszerét megfeleld didaktikai feltaras mellett be kell vonni az
oktatésba.

e A vilaghdlo rendezetlen ismeretek szinte végtelen méretii tarhaza. Az ilyen
ismeretek egyre konnyebb elérése azt a latszatot keltheti, és kelti is sokak
szemében, hogy a rendszeres, a strukturdlt médiumok felhasznaldsan
nyugvé tanulas helyettesithetd a bongészok virtuoz kezelésével. Alapvetd
didaktikai feladatunk a rendezett, jol kezelhetd, folyamatosan elérhetd
tudasbazis 1étrehozasa és az operativ munka okozta terhelést csokkentd, és
ezzel nagyobb méretii feladatok megoldasat segitd szamitogépes
rendszerek alkalmazéasa. Ezek ellenstulyozhatjak az idézett kedvezdtlen
hatasokat.

A szamitdgépes algebrai rendszernek az oktatasban vald alkalmazasa nem
kiilonithetd el mereven az ismeretrendszer héalézaton torténd elérhetdségének
kérdésétsl. Igy a kovetkezékben ugyan elsésorban a CAS alkalmazasanak
motivaciods bazisat részletezziik, de kitériink a halozat felhasznalasanak kérdéseire
is. A csoportositas, az egyes elemek stlya természetesen tObbé-kevésbé
szubjektiv, er0sen filigg az adott oktatdsi kornyezett6l. Mi tehat csak arra
vallalkozhatunk, hogy a sajat oktatdsi gyakorlatunk soran jelentkezd motivacids
tényezdket dsszegezziik. Ot f6 motivacios csoportot kiilonbdztetiink meg. Ezek a
csoportok nem diszjunktak, tobb CAS funkcid tobb csoportban szamba vehetd.

A tananyag felépitése, elkészitése, karbantartasa terén jelentkezo
nyereségek

e A tananyag rugalmasan, konnyen modosithatd, szerkesztheto: az
egyes tananyag egységek Ujra konfiguraldsa, modositasa lehetové teszi az
uj gondolatoknak, megkozelitéseknek az oktatasi médiumokban vald
gyors, lényegében azonnali megjelenitését.

e Osszefiiggé, kapcsolatokban gazdag ismeretrendszer alakithaté ki: a
CAS munkalapok, és az egyéb formatumu tananyagelemek -a hiperlinkek
segitségével- a  korabban lehetségesnél jobban segithetik a belso
tudasreprezentacios halo siirlibbé tételét.

e A tananyag allando elérhetosége, folyamatos kapcsolat lehetosége az
oktatokkal: a tananyagnak a helyi halozaton és az Interneten torténd
elhelyezésével, és a tananyagra vonatkozd informdacioszerzés haldzati
lehetdségének megteremtésével a tanulasi lehetdségek bovitését, a tanulasi
szokasokhoz val6 rugalmasabb alkalmazkodast érhetjiik el.

Reprezentacios értéktobblet

e A grafikus reprezentaciok alkalmazhatésaganak bdviilése: a szamitdgép
algebrai rendszerek a 2D-s és 3D-s grafikus reprezentaciok sokszinii
lehetOségeivel, az animaciok segitségével korabban nem, vagy csak
toredékesen megjelenithetd jelenségek tanulméanyozasat teszik lehetové.
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A numerikus szamitasoknak nagysagrendben pontosabb
elvégezhetdsége.

A szimbolikus szamitasok elvégezhetdsége: a CAS a figyelem
tehermentesitését, a komplexitas csokkentését elsésorban a szimbolikus
szamitasok terén nyujtott segitség révén teszi lehetové.

A gondolkodasi miiveletek tamogatasa

Az induktiv megkozelités segitése: a munkalapok algoritmikus részletei
konnyen elkészithetok, futtathatok tobb valtozatban. A paraméterek
valtoztatgatasa lehetdvé teszi a jelenségek sokoldali megfigyelését.

A felfedez6 tanuldas, az alkoto kételkedés tamogatasa: a
résztevékenységek automatizalasa (modularizacio), a feltételek rugalmas
valtoztatgatdsanak lehetdsége, a részletek kidolgozasanak csokkent
1d6igénye tamogatjak a felfedezo tanulést.

Az altalanositas, az analogiak felfedezése: az operativ tevékenység
jelentds részét a CAS atvallalja. A figyelem részleges felszabaditdsaval, a
problémak kidolgozasara forditand6 id6 csokkentésével nd a targyalhato
variansok szama, tobbféle megkozelités valik lehetévé. Ezaltal nagyobb az
esélye annak, hogy a tanulok az altalanositasok megtételének, az analogiak
felismerésének teriiletén elobbre 1épjenek.

A heurisztikus stratégiak alkalmazasdnak lehetdsége novekszik: a
heurisztikus gondolkodés, bizonyos értelemben, az elébbiekben mar
felsorolt és mas megkozelitések (szisztematikus probalgatas, ismert esetre
valo visszavezetés, visszautalds, eldre utalas, sejtések megfogalmazasa)
egylittes alkalmazasat koveteli meg.

A tananyag szerkezeti —tartalmi, terjedelmi- valtozasa, gazdagodasa

Témakorok mélyebb feldolgozasa: korabban csak felszinesen targyalhato
fejezetek kimerit6 feldolgozasanak lehetdsége.

Uj témakorok feldolgozasanak lehetésége: CAS hasznalata nélkiil az
adott oktatdsi strukturaban fel nem dolgozhatd témakorok targyalasanak
lehetdsége.
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A matematika tanuliasanak motivacios tényezo6i, munkastilus

e A matematika alapoz6 funkcidojanak er6sodése: a matematika a miiszaki
oktatasi intézményekben jelentds részen pragmatikus szerepet tolt be. A
CAS alkalmazasaval a matematikai ismeretrendszer szaktargyakban vald
alkalmazhat6saga nagymértékben novelhetd.

o Taobbcesatornas ismeretfeldolgozas: a CAS, haldzaton elhelyezett egyéb
formatuma tananyagok strukturdlt rendszerének feldolgozasa nagyobb
kognitiv erdfeszitést kovetel meg, s ezzel egyiitt elmélyiiltebb,
rendszeresebb, alkotobb munkastilus elsajatitasat teszi lehetové.

9. 2. A szamitogép-algebrai rendszer integralasa az oktatasi folyamatba

A CAS-nek, esetiinkben a Maple-rendszernek az oktatasunkba valo integralasanal
mindenekeldtt azt kell kiemelniink, hogy a folyamat irdnyitasa soran
megvaldsitani, €és igyekeztiink a technikacentrikus nézdépontot tavol tartani
magunktol. Ennek megfeleléen a rendszer hasznalatdnak bevezetése és hasznalat
kiterjesztése kettds értelemben is ciklusok, ciklikus tevékenységek sorozataként
valdsult és valosul meg. Egyrészt a matematikai kurzus egyre tobb Osszetevdjében
alkalmaztuk a rendszert, masrészt a CAS eszkozrendszerének is egyre tobb elemét
vontuk €s vonjuk be az oktatasba. A ciklusok a kdvetkezd elemekbdl allnak:

e A korlatok, feltételek analizalasa. Ez tobb résztevékenységet jelent, €s
egyuttal tobb megkozelitést. A korlatok a rendszer adott allapotaban kettds
értelmiiek. Adott rendszer sziikségképpen bizonyos id6 utan taljut a sajat
optimalis allapotan, fesziiltségek keletkeznek, amelyeket orvosolni kell.
Masrészt a tovabblépésnél figyelembe kell venni a belsd és kiilsd
korlatokat, feltételeket. A CAS-nek, mint rendszernek kurzusban, és a
kurzus egyes komponenseiben torténd alkalmazasanal szamba kell
venniink a rendelkezésre allo idokeretet, a mentalis fogadokészséget, az
anyagi-technikai  feltételrendszert. A  CAS egyes  funkcidinak
alkalmazasanal ez ismét csak tobbdimenzios folyamat. Egyrészt a funkcio
valodi képességét kell analizalnunk. Mit tud az adott utasitds, milyen
kornyezetben alkalmazhat6? Mik a mellékhatdsai? Az utobbi kérdés mar
atvezet a mentdlis, a didaktikai feltételrendszerrel kapcsolatos analizishez.
A CAS szamos funkcioja, szamos utasitasa modulja pillanatok alatt képes
a matematikai vizsgalatot j (néha a sz6 eredeti értelmében is 10j, €s nem
feltétleniil kivénatos, mert messzire vezetd) dimenzidoba helyezni. Az
egyenletek megolddsanal a solve utasitds példaul a komplex szamok
halmazan dolgozik, mikdzben a tanuldk esetleg csak a racionalis szamok
korében jaratosak. Tehat minden 0j funkcid hasznalatat meg kell tervezni.

e Az oktatasi kornyezetbe valo6 integralas. A CAS egészének a kurzusba
vagy annak egy TUjabb 0OsszetevOjébe torténd bevezetésénél az
eszkozrendszer tobbi elemével és a didaktikai célrendszerrel torténd
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Osszehangolas Osszetett folyamatat kell megtervezniink ¢€s finoman
szabalyoznunk. A CAS egyes eszkozeinek alkalmazasba vételénél a mar
hasznalt eszk6zokhoz kell az 0 funkcio alkalmazasat illesztentink.

e A hasznalat analizalasa. A CAS egészének hasznalatba vételét illetden
ebben a fazisban a felhasznalas altalunk megvalositott moédozatanak, vagy
variansainak eredményességét kell vizsgalnunk, mérniink,
Osszehasonlitanunk. Az egyes funkciok szintjén ki kell deriteniink, hogy
milyen matematikai feladatok megoldasara alkalmazhat6 valojaban az
adott funkcid, figyelembe véve a mellékhatdsokat és a modszer abszolut és
relativ hatékonysagat.

o Uj specifikiciok definialasa. A hasznilat analizise soran a CAS
egészének hasznalatat illetéen kideriilhet, hogy a hasznalat komplexitasa
novelhetd, a munkavégzés ujabb teriiletén alkalmazva a rendszert, a
hatékonysag nd. Az egyes funkciok teriiletén az integralt elemmel boviilt
rendszer jabb eszkozok, eljarasok, utasitasok, modulok bevonasat teszi
sziikségessé, illetve lehetove.

A fenti, eloszor Lagrange ¢és Py [35] altal leirt, 4 elemi ciklus K. Popper
tetradikus sémadjaval hozhatd kapcsolatba (4. 6.). A tetradikus séma a megismerés
folyamatat altalaban jellemzi, az iménti séma ezt 0j rendszerelem integralasa
kapcsan konkretizalja. A séma milkddésére oktatasi gyakorlatunkbodl alljon itt
rovid interpretdcioban a kovetkezd példa. Amikor a kétvaltozos fiiggvényeket
elészor tanitottuk a CAS felhasznalaséval, akkor az alapvetd operacidkat,
reprezentaciokat kizardlag a beépitett utasitasok felhasznaldsaval valositottuk
meg. Miutan kideriilt, hogy ezek haszndlatat a kurzus keretében a hallgatok a
manualis szamitasok alapvetd elsajatitasa mellett képesek az adott idokeretben
megtanulni, tehat az 0j eszkozoknek a tanuldsi folyamatba torténd integralasa
sikeres volt,- ezt a tanulédsi folyamat analizise megmutatta-, tovabbléphettiink. A
kovetkezd oktatasi periodusban a részletezd szamitasokat eljarasokba foglaltuk,
tehat az egyes eljarasok (példaul a szélsdérték meghatarozasa) részletes vizsgalata
alapjan Osszetett eljarasokat fejlesztettiink ki. A harmadik fazisban keriilt sor a
tananyag bovitésére, a legkisebb négyzetek modszerének CAS eljarasokkal valo
feldolgozasara, majd a médszernek a modellalkotasban torténd alkalmazasara.

9. 3. Kommunikaciés- medialis rendszer

Marshall McLuhan Understanding Media cimt konyve (Szabad forditasban: A
média megértése) elsé fejezetének cime: The Medium Is the Message, tehat a
médium az tlizenet. Mc Luhan sajat maga 4ltal is meglepOnek tartott (igy ir: a bit
of a shock), sokat idézett kijelentése arra utal, hogy a lényiink kiterjesztéseként
miikodd technikai elemek, igy a médiumok is, a kornyezetiinkkel valo kapcsolat
1) mértékét definidljak. Egészen természetesnek kell ezt tartanunk a matematikai
ismeretelsajatitas teriiletén is. Az alkalmazott médiumok az oktatds szinte minden
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dimenzidjara-igy a tartalmi kérdésekre, az oktatds szervezésére, az alkalmazott
értékelési modokra, a hallgatok tanulasi szokésaira- hatassal vannak.

A kommunikacids-medidlis rendszer leirasa koveti a rendszer torténeti alakulasat.
A tananyag a létrehozéasat kovetd elsé hét év soran a lokalis halozaton volt
elérhetd, s csak egy éve all rendelkezésre az Internetes hozzaférés is. Ezért a
ismertetjilk, s az ujabb fejlesztés specidlis jegyeivel kiilon foglalkozunk. Az
alkalmazott médiumok kozé a Maple CAS rendszert és a Toolbook szerzdi
rendszert sorolhatjuk.

9. 3. 1. Tananyagok a lokalis halézaton

A Mat. I és a Mat. III. matematikai kurzusok teljes tananyagat elhelyeztiik a
Fdiskola lokalis halézatan. (Tananyag) Az eldadasok, gyakorlatok, zarthelyi
dolgozatok, vizsgak, hazi feladatok, alapeljarasok a hallgatok szamara a kar helyi
halézatan 4llanddan elérhetdk. A gyakorlatokat a masodik szemesztertdl
kezdédden a Maple-vel tenuldk szamara szamitogépes laboratoriumokban tartjuk.
A tananyagok 4ltaldban Maple worksheet (munkalap) formdjaban allnak
rendelkezésre. Ennek nagy eldénye, hogy a futtatds soran a paraméterek
valtoztathatok, s igy lehetévé teszik a kisérletezd, problémakdzpontu tanulast. A
Maple rendszer ezaltal a felfedezd tudéselsajatitast lehetdvé tevd tananyag
létrehozasat segiti. A gyakorlati foglalkozasok és az otthoni tanulas soran elénydos,
hogy a teljes tananyag szerkeszthetd formatumban rendelkezésre all.

A visszacsatoldsnak és a tudaselemek mentalis képe kialakitdsdnak hatékony
eszkoze a ToolBook szerzdi rendszer. ElsOsorban az eljarasok gyakorlasara é€s
kiemelkedéen fontos fejezetek esetén a hallgatoi Onellendrzés tdmogatasara
hasznaljuk. Hasznalatanak részleteivel kiilon fejezetben foglalkozunk.

A halozaton elhelyezett tananyag moduléris szerkezetli. Az egyes tudaselemek,
kisebb-nagyobb fejezetek a Maple parhuzamos munkalap-szerkesztési
lehetéségével konnyen kombindlhaték. A gyakorlati foglalkozdsokon az eléadas
fontosabb elemeinek felidézése, a feladatok megoldasahoz sziikséges részek
attanulmanyozasa, az éppen kidolgozandé munkalapba illesztése konnyedén
elvégezheto e technika alkalmazaséaval.(18. abra)
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A halézat hasznalata lehet6vé teszi a hallgatok munkéjanak hatékony ellendrzését,
rendszeres dokumenticidjat. Az egyes szemeszterek eldaddsait, gyakorlati
foglalkozasait, zarthelyi dolgozatait, vizsgait tartalmaz6 konyvtarak rendszere
alkotja a halézaton elhelyezett és folyamatosan karbantartott tananyagot. Az
azonos konyvtarban 1évé munkalapok (példaul az eldadasok) hiperlink
segitségével Osszekapcsolva érhetdk el. (19. dbra)
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A kurzusok anyaganak feldolgozasat —az érdeklodék szamdra- Maple
klubfoglalkozdsok  tartdsaval igyeksziink megkonnyiteni. Ezeknek a
foglalkozéasoknak a kdvetkez6 funkcidi vannak még:

e A Maple-nyelv elemei elsajatitasanak eldsegitése.

e A beadand¢ feladatokkal kapcsolatos konzultacio.

A tananyag torzsanyagként nem szerepld fejezeteinek feldolgozasa.

A szaktargyak tanulasa sordn jelentkezd, matematikai ismereteket igénylo,
problémak kezelése.

9. 3. 2. Tananyagok az Interneten, az E-Learning portal szerepe

A 2003. februarjaban létrehoztuk az E-Learning nevii Internetes portalt, ¢s
ezen is elhelyezziik, és a hallgatok szamara elérhetdvé tessziik a teljes képzési
anyagot. A portal létrehozasaval a tavoktatds e nagy hatékonysagl elemét a
nappali tagozatos, jelenléti oktatds tdmogatasara tudjuk felhasznalni. Mar a 90-es
évek masodik felétdl kezdve megfigyelhetd volt a tavoktatds és a hagyomanyos
keretek kozott folyd oktatas kozeledése. Ez azt jelenti, hogy a két oktatasi forma
részben a masikra jellemzd eszkozoket is hasznositja. Az Internetes portal
alkalmazasanak létrehozasat els6sorban ez a tény motivalta. A portal
(www.matserv.pmmf.hu/e-learning ) a kdvetkezd funkciokat tolti be:

e Tananyagforras. A kurzus teljes tananyaga elérheté az Interneten. A helyi
hal6ézathoz hasonléan az Internetrél is elérheté a kurzusok teljes
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tananyaga. Az el6adasok, gyakorlatok mellett a régebbi zarthelyi
dolgozatok, proba-zarthelyi dolgozatok, vizsgadolgozatok, az egyes
modulokkal kapcsolatos kérdéssorozatok egyarant letolthetok, sokszor
html valtozatban is.

o Tematikus tananyag-kivalasztas. A matematika moduléris egységei, a
curriculum modulok ¢és a megfeleld6 Maple munkalapok egymashoz
rendelését a graf alapu SysTeMath rendszer segitségével biztositjuk. A
hallgatoknak a rendszer kivalasztja az adott matematikai témakdrrel
foglalkoz6 medialis modulokat (Maple munkalapokat, html fajlokat és mas
dokumentumokat) valamint a megfelelé curriculum modulokat. A
modulok kozti kapcsolatrendszert a tandr az Interneten folyamatosan
szerkesztheti (20. abra)
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an 5.1. A Maple beépitett Ertékelt vizsga
lehetdségei
3.2. Newton-féle érintS médszer
6. Osszefigg viltozdsi sebességek
P
http:imatserv. pramf hufe- htlp:ﬂmtselv.pmmf.hu!e-
cilnformatika/Milat2/eljaras/l. Hospital mwsdoc/Informatika/Mibat2/eloadasM/L Hospitalll. Hospital ht:
(CY2003-2004 by Iarton Szigeti I Hozzaadas a kedvencekhez | 3
& ® Internet

20. abra

e JVisszacsatolas, dokumentacio. A hallgatok a gyakorlatokon végzett
munkajukat, hazi feladataikat, versenyfeladataikat a rendszer segitségével
,beadhatjak”. a rendszer tarolja a tanari értékelés eredményét, a bekiildott
feladatokat.

e Kapcsolattartas. A tanar a rendszer segitségével kozzéteheti a kurzussal
kapcsolatos informacidkat, a forum rovatban a hallgatok kérdéseket
tehetnek fol.
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A halozat alapu oktatas sémadja az aldbbiakban lathat6. (21. abra)
HALOZAT ALAPU OKTATAS

MATEMATIKAI
MODUL

[ El8adés-

Kiegészitd
jegyzetek,

tananyagok
Ellen6rzo6
feladatsorok

[ Vizsgak ]

[ Gyakorlatok ]

[ Hazi feladatok ]

[ Proba ZH ] [Zérthelyi dolg.]

CURRICULUM
MODUL

A

OKTATO ’ ‘ E-LEARNING
(webportal)

A

y

LOKALIS
HALOZAT

v
Elbadas Otthoni Gyakorlati
munka foglalkozas

Maple klub Zarthelyi,

Vizsga

21. abra. A halézatalapt oktatas sémaja

A matematikai modul alatt itt a kurzus tartalmai szempontbol elkiilonithetd, a
tobbi egységgel természetesen szoros kapcsolatban levd részét értjik. A
matematikai modul elektronikus és nyomdai eszk6zok segitségével készitett
oktatasi anyagok formdjaban oOlt testet. Ezek egyiittese az adott matematikai
modul oktatasi leképezésének tekinthetd, s mint ilyen a curriculum modul
elnevezéssel illethetd. A hagyomdanyos tananyag-feldolgozashoz képest joval
szervesebb modon tartoznak a kurzus anyagahoz a régebbi zarthelyi dolgozatok, a
korabbi vizsgadolgozatok, vizsgakérdések, a proba-zarthelyi dolgozatok, a
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gyakorlatok elmentett valtozata. Ezek mind segitenek abban, hogy a hallgatok
differencialt médon tudjanak foglalkozni a tananyaggal, valtozatos lehetdségiik
legyen a gyakorlasra, kellden meg tudjak itélni azt, hogy tanulasuk mennyire
eredményes. Az utdbbi kiilonosen fontos a kognitiv Onszabalyozas, a
metakognici6 hatékony alkalmazasa érdekében.

A curriculum modulok realizalasa tobbcsatornas modelliinkben az oktaté, az E-
Learning nevii webportal és a helyi halézat kommunikativ tevékenységével
torténik. Az oktatd szerepe adott esetben természetesen az abrabol tiikr6z6donél
joval Osszetettebb is lehet, hiszen sokszor, oktatod tarsaival egyiitt, a curriculum
modul egyes elemeit is tervezi és kidolgozza, megtartja a gyakorlatokat,
konzultacids foglalkozasokat.. A kurzus ezek utan a curriculum modul egyes
egységeinek a konkrét tanulasi modok sordn toérténd megvaldsitasabol all. Ezek a
kovetkezOk: az el6adasok, a gyakorlati (laboratoriumban megvalosulo)
foglalkozdsok, a zarthelyi dolgozatokra vald késziilés (korabbi dolgozatok
tanulmanyozasa, proba-zarthelyik kidolgozésa, konzultaciok), a zarthelyi
dolgozatok megirasa és értékelése, a vizsgdkra valo felkésziilés (a tematika
értelmezése, a késziilés kiegészitd elemeként, kordbbi vizsgak tanulmanyozasa,
konzultacidk), otthoni munka és a Maple klub foglalkozasai. Rendszeriink
miikodtetése tehat tobb médium tobb csatornas alkalmazasat jelenti. A rendszer
harmonikus, dsszerendezett miikodését az instrumentalis orkesztracio segitségével
igyeksziink biztositani. Ennek részleteirdl a 9. 5. fejezetben lesz sz6.

9. 4. A kurzusok medialis tipusarol

A szamitogépes alkalmazasoknak a matematikai kurzus felépitésében vallalt
szerepére tObb tényezd hat. Mindenekeldtt figyelembe kell venniink, hogy a CAS
oktatdsban vald alkalmazédsanak sikere nagymértékben fligg a szamitogépes-,
tagabban az informatikai irastudas tarsadalmai gyakorlatatél, szinvonalatoél, a
kurzus  résztvevdinek ilyen irdnyt eldképzettségétdl,  beallitdodasatol,
motivaltsagatol. Az alkalmazas modjara hatdé tényezok koziil emellett a
legfontosabb a matematikai kurzusnak (kurzusoknak) a curriculumban betoltott
szerepe. A miuszaki féiskolakon a matematika az alapozo6 targyak kozé tartozik.
Oktatdsa sordn az elmélet és gyakorlat aranya, az alkalmazisok szerepe ennek
fliggvényében alakul. A fogalmak mély, a biztos alkalmazast lehetévé tevd
elsajatitasa elsérendii feladat. A bizonyitasok természetesen mas, ¢s mindenképp
kisebb szerepet jatszanak, mint péld4ul a természettudomanyi karok matematika
képzésében. Viszont igen fontos a miiszaki gyakorlatban alkalmazhat6 eljarasok,
algoritmusok ismerete.
Karsai J. [34] a matematikai kurzusokat érintd szamitégépes alkalmazasok harom
{6 tipusat kiilonbozteti meg:
e FElméleti matematikai kurzus. Ezek kivitelezése soran a szamitogépes
alkalmazasok demonstracioként segitik a fogalmak, modszerek
megertését.
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e Szamitogép hasznalatan alapulé kurzusok. A hallgaték megfeleld,
elézetesen megszerzett, matematikai tudds birtokdban specialis
matematikai programcsomagok ill. altalanos céli matematikai programok
(CAS) hasznalataval ismerkednek meg. Megtanuljak ezek alkalmazasat az
algoritmusok kivitelezésére.

e Egyéni munka. A hallgatok a képzés teljes tartama alatt gyakorlati
problémakat oldanak meg szamitogéppel segitett eljarasok és modszerek
felhasznalasaval.

Nem vitatva a fenti tipizalas ésszertiségét, gyakorlatunkban mi ezektdl eltérd
varidnst valositunk meg. Modelliink a kdvetkez6 f6 vonasokkal jellemezhetd:

e A Matematika I. kurzus (Tananyag) soran lényegében az el0bb ismertetett
els6 modell szerint jarunk el. Az eldadasokon demonstracios céllal
alkalmazzuk a Maple rendszert. A gyakorlatokon és minden mas
tevékenységi forma soran ekkor még a hagyomanyos eszkoézoket
alkalmazzuk. Egyelére csak a hallgatok kis része szdmara, de
megteremtettiik a szamitdégépes algebrai rendszer alapjai elsajatitdsanak
lehetdségét. Célunk, hogy ez az informatika szak egésze szamara elérhetd
legyen.

e A Matematika II. és a Matematika III. kurzus Tananyag soran a hallgatok
egy része a kurzus minden foglalkozasi tipusaban hasznalja a Maple CAS-t. A
hallgatok a gyakorlati foglalkozasok soran, a hazi feladatok, a zarthelyi
dolgozatok megirasa sordn, és a vizsgakon egyarant hasznaljadk a Maple rendszert.
Természetesen a tabla-kréta (papir-ceruza) moddszerek, tehat a mentalis képet
megalapozo, a mentélis folyamatokkal szinkronban 1évé ismeretfeldolgozasi
formak itt is a legtobb esetben megeldzik a szamitogépes alkalmazast.

9. 5. Az instrumentalis orkesztracio tobbszintii alkalmazasa

A tanuldi instrumentalis genezis kiils6 iranyitasat, -az instrumentalis
orkesztraciot- a  tobb médium  alkalmazasaval, tobb  csatornas
ismeretfeldolgozassal megvaldsitott matematikai kurzus alapvetd didaktikai segitd
eszkozének tartjuk, és tobb szinten alkalmazzuk.

a) Instrumentalis orkesztracié a gyakorlatokon folyé6 munka soran (22.

abra)
A gyakorlatokon folyé munka generalasa modelliinkben L. Trouche (2003,
[5]) altal leirt sherpa-tanuldé moddszer modositott ¢és altalanositott
modozataval torténik. A masodik tipusu orkesztracié (lasd 4. 7.) alkoto
elemei a kdvetkezok:

e Munka 20 f0s csoportokban, két oktatd egyidejii részvételével. Utobbi
dontd fontossdgh a modell eredményessége szempontjabdl. Ennek
részleteire az alabbiakban kitériink.

e Szamitogépes laboratoriumok haldzatba kotott személyi szamitogépekkel.
A laboratoriumokban kivetitd all rendelkezésre.
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A szamitogépes laboratoriumban, alaphelyzetben, a tanari szamitogép
képerny6tartalma. A Tight VNC rendszer segitségével a haldzatba kotott
tanuldi gépek barmelyikének képernyéje kivetithetd. Lehetdség van arra
is, hogy a tanar ,tettestarsként” a hallgatoi munkalapok barmelyikébe
beleirjon, valamint arra, hogy a kiilonosen szép megoldasrészleteket, vagy
a jellegzetes hibakat azonnal megismerhesse a csoport minden tagja. A
sherpa szerepét jatsz6 hallgatdé munkajat egy-egy feladat megoldasanak
erejéig lathatova tessziik a kivetiton. Ez tobb szempontbodl jelentds.
Motival6 erejl, segit feltarni a szintaktikai és szemantikai nehézségeket,
azonnali kontrollt biztosit.

A fenti didaktikai konfiguracié alapjan a kovetkez6 munkafazisok kombinacidit
valositottuk meg:

A szamitdgép ¢€s a kivetitd kikapcsolt allapota mellett tdblai magyarazat
ill. 6nall6 papir-ceruzas munka. Ez a fazis kiilonosen jelentdsnek
mutatkozott az 10j fogalmak, eljarasok mentalis képének kialakitasa
céljabol. Elhagyasa, elnagyolt kivitelezése, tapasztalataink szerint a CAS
alkalmazasanak hatékonysagat dontden rontja.

Szigoruan iranyitott munka. A hallgatoi gépeken folyd munka, a
kivetitd segitségével, szigoraan koveti a tanari, vagy a kiszemelt tanuloi
gépen folydo munkat. Ebben a fazisban az instrumentalis genezis korlatok
kozé szoritva, vezérelt mddon megy végbe.

A szamitogép és a projektor is miikodik, és szabadon szervezett munka
folyik. Ebben a szakaszban az instrumentacios folyamat relative kotetleniil
halad elére. A kiszemelt tanuldi, vagy a tanari gép kivetitett tartalma
biztositja az ellendrzést, a munka alapvetd keretben tartasat.

Esetenként csak a szamitogép miikodik, a projektort kikapcsoljuk,
ilyenkor az insrtumentacios folyamat ,,gyenge” kontrollja valosul meg.

Az E-Learning rendszer igénybe vételével a kovetkezd moddozatok valtak még
lehetdvé:

A hallgatok az 6nalloan folyé munka eredményét az E-Learning megfeleld
mappéjaba elmentik, ez a tanari kiértékelés és a késdbbi tanuldi dnkontroll
szamara késobb rendelkezésre all. Ugyanakkor a jellemzd jo vélaszokat,
vagy karakterisztikus hibakat tartalmazé megoldéasrészleteket a fazis végén
kivetitjiik. Igy azonnali, t5bb hallgatdo tevékenységét bemutatd
visszacsatolast tudunk megvaldsitani. Tapasztalataink szerint ez a modszer
a hallgatok korében tetszést aratott ¢és didaktikailag hatékonynak
bizonyult.

A gyakorlatok kezdetén a kordbban kitlizott feladatokkal kapcsolatos
észrevételeket a hallgatok a sajat, otthon elkészitett, az E-Learning
megfeleld mappdjaba mentett munkdjukbol vett idézetek kivetitésével
illusztralhatjak.
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e A gyakorlaton készitett munkalapokat a hallgatok a gyakorlat végén
elmentik, s ezek az E-Learning rendszeren szamunkra késobbi elemzések
elkészitéséhez rendelkezésre allnak.

e A tanari gépen folyd tevékenységet is rogzitjiik, ezaltal a hallgatoi munka
a felkésziilést segitd részletekkel, kommentarokkal egésziil ki.

E-LEARNING ’ LOKALIS
(webportal) HALOZAT

/ /ﬁ Instrumentalis \

/ \ankorlati foglalkozas
h 4

Maple Maple Papir- ceruza Tablai munka
munkalap munkalap
(,,konzerv”) (6ran készitett)

k arkesztracia /

22. abra. Instrumentalis orkesztracio a gyakorlatokon

Amint mar emlitettiik, a CAS alkalmazasaval szervezett gyakorlatok sikerének
egyik dontd tényezdje a hallgatdoi munka megfeleld irdnyitasa, kontrollalasa.
Az instrumentélis orkesztraci6 sikeres megvalositdsdhoz nagymértékben
hozzajarul a két tandr egylittes szereplése a gyakorlatokon. Mig az egyik
oktatd nagyobb részben a foglalkozas menetét, a tematikus elérehaladast
iranyitja, kollégdja nagyobb figyelmet tud forditani a hallgatok munkajara.
Elsésorban 6 veheti észre, ha a hallgatok valamelyike figyelmet érdemld
megoldasrészletet dolgoz ki, vagy jellemzd hibat vét. Ezaltal a kivetitett
tartalom informacioértéke nagymértékben novelheto.

b) Instrumentalis orkesztracio a curriculum szintjén

A curriculumot megval6sitdo kiilonb6z6 tananyagelemeknek a tanulasi
folyamatban betoltott szerepe, az ismeretek ezen egységekben vald eloszlasa,
az egyes modulok egyiittes hasznalatanak moddja a kurzus résztvevdi szamara
altalaban nem trivialisan adott. Ellenkezdleg, a tanuldsi elemek kozotti
tartalmi kapcsolatok explicit modon torténd feltarasa bizonyithatéoan noveli a
tanulas hatékonysagat. Még inkabb igy van ez az Osszetett eszkdzrendszert
alkalmaz6 oktatas esetén. A tudasreprezentacios halo sitirlibb szovésiivé tétele,
az egymastol olykor igen tdvolinak tiind fogalmak kozotti kapcsolatok
létrehozasa a CAS felhasznaldsaval konnyebbé valhat, de igazan sikeres akkor
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lehet, ha ezeket a kapcsolatokat tudatositjuk. Gyakorlatunkban ezt tobb modon
is megvalositjuk:

e A  matematikai-, CAS- és a curriculum  modulok
kapcsolatrendszerének feltatasaval: az E-Learning rendszer egyik
szolgéaltatasa, az un, SysTeMat lehet6vé teszi, hogy a kivalasztott
matematikai modulhoz (részmodulhoz, tematikus egységhez)
tartozd6 CAS munkalapokat (vagy mads rendszerben irt anyagokat),
valamint a szoban forgd matematikai témakort feldolgozo
curriculum modulokat (eldadés, gyakorlat, feladatcsoport, zarthelyi
stb.) a felhasznalo 0sszegyljtse” €s az Internetrdl elmentse. Ezéltal
struktarat, barhonnan elérheté ismeretrendszert nyujthatunk a

hallgatoknak.
e CAS-munkalapok  strukturdlt rendszerével: a  kiilonb6zd
fejezetekben talalhato tananyagelemekbdl készitett

munkalapsorozat az egyébként egymastdl elkiiloniilten targyalt
tudaselemekbdl 6sszefiiggo, uj egységet képez.

e Hiperlinkek alkalmazéisaval: ezt a modszert foleg korabbi, s Gjra
sziikséges tudaselemekre valo utalas esetén alkalmazzuk.

¢) Instrumentalis orkesztracio a kommunikaciés csatornak szintjén.

A tanar verbalis ismeretkozld tevékenysége és az elektronikus médiumok
informacioslriisége egyarant nyer, ha egységes rendszerré kapcsoljuk oket
Ossze. Az E-Learning forum- ¢és hirdetés rovata ezt a célt szolgdlja.
Segitségével az egyébként is strukturdlt ismeretanyag attekinthetségét
novelhetjiik.

9. 6. A CAS és a szerzoi rendszerek egyiittes hasznalata

A gyakorlatokon folyé munka és a vizsgara vald felkésziilés segitésére a CAS
rendszerrel egyiitt a ToolBook szerzéi rendszer 4altal generalt interaktiv
feladatsorokat is hasznaltunk. Tapasztalataink szerint a CAS és a szerzoi
rendszerek egylittes hasznalata szdmos didaktikai eldnnyel jar. [36] A kovetkezd
teriileteken szereztiink kedvezd tapasztalatokat:

1. Az algoritmusok szerkezetének megismerése, alapveto miikodtetési készseg
megszerzése.

A szerz0i rendszer alkalmazasa lehetové teszi, hogy az algoritmus mentalis képe
kialakuljon. A figyelem tehermentesitését ugy érhetjiilk el, hogy ekozben az
algoritmust teljes részletességgel hajtjuk végre. Ezaltal képesek lesziink az
algoritmus teljes megragaddsira ¢és a matematikai algoritmus CAS -
reprezentacidjanak megirasara. A Toolbook (vagy mas) szerzOi rendszer
alkalmazasakor a hattérben fut az algoritmus, amelynek megirasara a rendszerrel
valo gyakorlas képessé tesz benniinket.
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A 23. é4bra az elemi bazistranszformacidé Toolbook segitségével torténd
gyakorlasarol késziilt pillanatfelvétel. A szerzdi rendszer lehetové teszi a folyamat
egészének attekintését, ellendrzését. A generdld elem korabbi és jelenlegi
valasztasa, a részletszdmitasok egyarant kovethetdek. A megel6zd 1épések tjra
attekinthetek €s modosithatoak.

BASIS TRANSFORMATION

Sizes Table Erotelement Baze ansfomation Tum the tables
Rows Goloums TABLE AFTER THE 1. TRANSFORMATION
4 = 4 =
t=F} =1} sz =¥
TABLE OF PIVOT ELEMENTS Az 0.5 1 1.5 2
11 21 3| 4 = - i !
- 1= e 1 0 -2 -7
5 e 2.5 of -35 -1
3. 05 15 >
. (3] o | 13 9
o i
Itisn't Fow or column TABLE AFTER THE 2. TRANSFORMATION
of the pivot element a, =N a3 e,
-0.9 1 0.1 0
. . X2 %
Xg'=xg - 0%Cg §= — A4 0.7 0 0.7 1
_ 2 - 5.9 of 29 0
Substitutions: 5
|| = 3.2 o -28 0
a'=1 - (073 * ( -7) = 5.9 — .
b= -7/ (-10) = 0.7 2 B |

23. abra

Az ilyen modon torténd gyakorldssal elérhetjiik, hogy az eljarasrol olyan mentalis
kép alakuljon ki, amely lehetdvé teszi az Osszetett feladatokban vald differencialt
késdbbi alkalmazast.

2. Dokumentalt ellendrzés, visszacsatolds.

Megtanulasi események anndl nagyobb valdszintiséggel kdvetkeznek be, minél
kevesebb 1d6 telik el a tanuldsi folyamat (pl. egy fejezet attanulmanyozasa), a
tanulasi eredmény (pl. gyakorlo feladatok megoldasa, alkalmazasok) és az elért
eredmények visszajelzése kozott. (Buvari A., [37]) Masrészt a visszacsatolds
didaktikai hatékonysaga novelhetd, ha valtozatos, vonzé formaban torténik.
Mindkét szempont érvényesiilését nagymértékben segitheti a CAS interaktiv
hasznalatit lehetdvé tevO, szerzéi rendszer segitségével megvalositott
visszacsatolas, értékelés, onértékelés.

Az altalunk alkalmazott, Toolbook segitségével készitett, ellendrzé feladatsorok a
kovetkezé szempontoknak tesznek eleget:
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a kérdések, feladatok sokrétiiek;

tobb analog kérdéssor generalhato;

attekinthet6 formatum;

interaktiv segitségkérésre van lehetdség;

e attekinthetd, dokumentalhato, azonnali értékelés.

A szempontsor elemeinek megvaldsitdsat a Toolbook mellett a neuron plugin
segitségével 1étrehozott logfile-ok is hatékonyan segithetik. Ezek segitségével a
feladatsor megoldasanak lépései, a segitségkérések, a megoldasra forditott 1dd
egyarant dokumentélhato.

Az ilyen moédon készitett feladatsorokat két alapvetd oktatdsi szitudcidban
hasznaltuk fel:

o a felkésziilés segitésére

e azellen6rzés (vizsgdk) részeként.

Az elsé esetben a feladatsorok megoldadsa soran a valaszok javitasat is
megengedtiik, mig erre az utdbbi esetben nyilvan nem volt lehetdség.

A kovetkezokben bemutatjuk a rendszer alkalmazasat. A felkésziilést segitd teszt
alkalmazasa a kovetkezo 1épésekbdl all:

1. A teszt kivalasztasa, bejelentkezés.

Mivel a megoldas folyamatat dokumentaljuk, a felhasznalé azonositojat rogzitjiik.
2. A teszt megoldasa.

A teszt megoldasa sordn Iényeges szerepet szanunk a Maple alkalmazasanak. Ez
lehetéséget nyujt a kisérletezésre, a kapott eredmény ellenérzésére. A valaszt
roviden azonnal mindsitjiik, lehetoséget adva ezzel a javitasra (24. abra)
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3. Az eredmény megtekintése. A teszt megoldidsa utdn a megoldd szamara
kozoljik az elért pontszamot, és lehetdséget nytjtunk Gjabb teszt kitoltésére. (25.
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fiigevenyelént adja meg £ egy Int(fz), %) vapy Intif(x), 2 = a b) alalod kifejezes, v pedig a
[> restart:
[» with({student):

= Intf{exp(2%x) /{l+expi{x) ), x)=changevar{exp{x)=t,6 Int {c

24. abra

E[S llﬂlﬂ

Pontszamok

Osszes Oldalon |
| Pontszam: 11712

Teljezitmény: 92%

Telesitményem?

Uj feladatsor

Kilépés |

25. 4dbra
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4. A feladatsor megoldasarol log-file késziil. Ez tartalmazza mindazokat a
navigacids lépéseket, amelyeket a tanuld a megoldds soran végzett, ¢és
természetesen a részfeladatok megoldasa soran elért pontszamokat, valamint az
Osszesitett pontszamot. Azt is megtudhatjuk, hogy mennyi 1d6t t6ltott el a hallgato
az egyes feladatok megoldasaval, megtekintette-e az itmutatasokat.

5. A logwiev program segitségével megtekinthetjiik a vizsgazok (feladatmegoldok
teljesitményeit. (26. abra)

+ Log¥iew for ToolBook [C] 2002. OpalSoft - |EI|5|
(] eloadas +||vizsgdzd neve: Nagy szilvia -
(] eloadash f u1zsga témaja: Matematika II. vizsga kerdest
BT feladatak A vizsga Kezdete: 2882-86-12 12:19:31
] gyak
] inttest Feladatok:
[0 Maple_Zh_szerdal_2 1. feladat: 1 /1
(7] Maple_Zh_szerds3 4 |2- feladat: @ /1
{77 Maplezh2a J 3. feladat: 8 /7 1
{7 megoldasok 4. feladat: 8 7 1
503 Toabosk 5. feladat: 1 /7 1
6. feladat: 1 1
23 Iog /
e fisszesen: 3 pont
""" D USEES Haximum : 6 pont
""" {:l Tre”'”g1 TEl]emtmeny ca%
1 | »
LOGOO0OZ.LOG _I
LOGO0O03.LOG
LOGO0004.L0G Statlsztlka
LOGOO00S.LOG
LOGO000G.LOG o

LOGO0007.LO0G
IFIII“FIHFIHRI (MIE]
1

K|Iep

-

| v 4

26. abra
6. A vizsgazok csoportjanak teljesitményeirol statisztikat keszitiink. A vizsgazok
egyénenkénti teljesitményét, ¢és az egyes feladatok megolddsdban elért
teljesitmények atlagat is megjelenitjiik. (27. abra)
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_ioix

Didk | Teliesitmeny Feladat | Teliesites
Fizz Soltan (100 Walazz1_1

Fovacskarcell 100% Walagzd_2 B2.5%
Szabd Zoltan Béla 100% Walazzd 2 B2 Ak
Petrik Arnamaria B0z Walazzd_4 B25%
Czizzar Péter 100% Walazzh_4 100%
Harasztavit bikaly 3333 Walazzb_4 a7 hx
Magy Szilvia B0z

moro marcell BEETE

Atlag x4

Bezar |

27. abra

9. 7. A tanithat6 tananyag valtozasa

A szamitogép-algebrai rendszernek az oktatdsban valo alkalmazédsa a tananyag
feldolgozasanak, terjedelmének, tartalmanak egészére hat. Ha az okozott
valtozasokat at akarjuk tekinteni, akkor az egymassal interferald hatasokkal kell
szamolnunk. A valtozasok tettenérésének egyik szintere lehet az alkalmazott
eszkOzrendszer hatasa a tananyag elemeinek pragmatikus és episztemikus
értékére. Célunk az Osszetett eszkozrendszer- a CAS, esetenként a szerzoi
rendszerek, a halézat- didaktikailag megtervezett, kontrollalt hasznalataval, hogy
a pragmatikus és episztemikus érték olyan uj egyenstlyat hozzuk létre, amely
mind a két értékforma szdmara nyereséget jelent. Ekdzben a pragmatikus és
episztemikus értéknek az adott szocio-kulturdlis kornyezet szdmara optimalis
aranyat igyeksziink megtalalni. Tehat masként megy végbe a fogalomrendszer és
egészében a matematikai ismeretrendszer kialakitasa, példaul egy miszaki
felsdoktatasi intézményben, vagy egy TTK matematika tanar szakdn. A CAS
segitségével torténd munka megfeleld hangszerelése (instrumentalis orkesztracio)
dontden segitheti a pragmatikus és episztemikus értékparos optimalis fejlesztését.

9. 7. 1. A pragmatikus és az episztemikus érték fejlesztésének néhany tipusa
oktatasi gyakorlatunkban

e Egyes eljardsok pragmatikus érteke a CAS megjelenésével latszolag
csokken. Ilyen eljards a Newton-féle érintd modszer is. A szamitdgépes
algebrai rendszerek szdmos olyan numerikus, kozelitd eljarassal
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rendelkeznek, amelyek birtokdban a Newton-mddszer alkalmazasa
feleslegesnek tlinhet, tehat a modszert- gondolhatjuk-, azért tanitjuk, mert
igen alkalmas az iterdcid fogalméanak bevezetésére, szemléltetésére.
Kidertil azonban, hogy a CAS segitségével a feltételek gondos vizsgalata,
az elért pontossag megitélése, a feltételek hianyos teljesiilése esetén
el6allod szituaciok elemzése révén nem csak az eljaras episztemikus értéke
nd meg nagymértékben, hanem gyakorlati, pragmatikus értéke is
novekszik. ( Newton.mws) Masik jellemz6 példa lehet egyes integralasi
eljarasok esete. A parcidlis integralds példajan mutatjuk be, hogy
megfeleld motivacido esetén, az eljards pragmatikus értéke nem hogy
elvesznék, vagy csokkenne, hanem ellenkezdleg: a magasabb episztemikus
értek megteremtésével pragmatikus nyereséget is elkonyvelhetiink.

(parcint.mws)

Bizonyos reprezentaciokat, igy példaul az eljardsok rekurziv
reprezentacidit a CAS hasznalata el6tti idokben inkabb szuggesztiv erejiik,
hatékony szemléltetd ’képességeik’ miatt vettilk igénybe. A rekurziok
valoédi  gyakorlatias, pragmatikus értéket a CAS alkalmazasaval
nyerhettek. Segitségiikkel, tehat azaltal, hogy az értékeket konnyedén
kiszamithatjuk, operativ értelemben a rekurziv reprezenticidk a zart
formulak folé nottek. (rekurziok.mws)

A CAS hasznalata korabban —az oktatas keretei kozott— fel sem meriild
problémak targyalhatésagdnak megteremtésével egyszerre jelent
pragmatikus ¢és episztemikus nyereséget. Ilyen probléma példaul a
numerikus instabilitas. (numinst.mws)

A fogalmak tobboldalu feltardsa, a tobbszords reprezentacio egyértelmii
episztemikus értéktobbletet eredményezhet az 1j, Osszetett fogalmak
bevezetésekor. A tobbvaltozos fiiggvény hatarértékének ilyen bemutatasa
lehet példa erre az esetre. (hatarert.mws )

A CAS hajlékonyan alakithatdo strukturdlhaté adatszerkezetei a
matematikai tartalom generatoraiva valhatnak. Célszerii a sokszor
eléforduld és ilyenforman magas pragmatikus értékii 1épéssorozatokat,
mint O0nallo6 tananyag-elemeket is tudatositani a tanuldkban. Példaul
szolgalhat erre a linearis regresszi6 témakore. (A témakor részletes
kidolgozasa a fiiggelékben talalhato)

9.7. 2. A kurzusok tartalmi- terjedelmi valtozasai

A CAS és az alkalmazasat segitd eszkozrendszer hatasat a tanithaté tananyagra
ugy is nyomon kovethetjiik, hogy a tanithaté tananyag tartalmi, terjedelmi
valtozasaira vagyunk tekintettel. A valtozasokat a kdvetkezo tipusok figyelembe
vételével figyeljiik meg:
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a) Az adott témakor (fejezet) fogalomrendszere lényegében valtozatlan
maradt. Az ismeretrendszer mélyebb elsajatithatosadgat ebben az esetben
elsdsorban a reprezentaciok szdmanak novekedése, mdodjanak valtozasa
segiti el

b) Az adott témakor (fejezet) tartalmilag béviilt, kordbban nem
alkalmazhato eljaradsokat, megoldasi modokat tartalmaz.

¢) Korabban az adott curriculum keretei k6z6tt nem targyalhato témakor
kertiilt a tananyagba

[usztraciokeéppen, a teljesség igénye nélkiil, attekintjiik az altalunk oktatott
tananyag, a differencidl- és integralszamitds alapjai, valamint a linearis algebra
alapjai témakoreit ebbdl a szempontbol! Vegyiik sorra atalakulasrol tantiskodo
valtozasokat!

A Matematika 1. kurzus a fiiggvényekre, sorozatokra vonatkozo
alapismeretekkel ¢és a differencidlhdnyados fogalméanak bevezetésével
foglalkozik. A kurzus soran —eltekintve a fakultativ targyként Maple-vel
foglalkozoktol- csak az eldaddsokon, szemléltetésre hasznaltuk a CAS-t. A
valtozasok tehat itt az a) tipusba tartoznak. A kidolgozott eljardsok a dinamikus
fiiggvényszemlélet kialakitasat, a tobboldala fogalomalkotds eldsegitését
szolgéaljdk. A Matematika II. kurzus a differencidlszamitds alkalmazasait, a
hatarozatlan- és a hatarozott integral fogalmanak kialakitasat és az integral
néhany alkalmazasat, a tobbvaltozos fiiggvények értelmezését, derivalasat,
valamint a kozonséges differencidlegyenletekre vonatkozé alapismereteket
tartalmazza. A tOlsdgosan is gazdag ismeretrendszer elsajatitasat lényegesen
megkonnyiti, és hatékonyabbd teszi a CAS minden tanitasi-tanulasi elemre
kiterjedd alkalmazisa. A differencialszamitas alkalmazasa bOviilt az
egyenletek kozelitd megoldasanak targyaldsaval. Részletesen targyaljuk a
Newton-féle érinté modszert. A modszer targyalasa soran értelmezzik az
iteraci6 fogalmat. Ez tehat b) tipusu, jelentds pragmatikus- és episztemikus
nyereséget hozo gyarapodas. A hatarozatlan integral témakdorének
feldolgozasa tobb teriileten eredményesebbé valt. A parcidlis- és a
helyettesitéssel torténd integralashoz a Maple beépitett eljarasokat tartalmaz.
Ezek kisérletezd alkalmazasaval a hallgatok sok esetben olyan integralasokat is
el tudnak végezni, amelyet sem a rendszer nélkiil, sem a rendszer megfeleld
utasitdsdval nem tudnak megoldani, vagy amelyekre a rendszer bonyolult,
nehezen kezelhetd megoldast ad. A raciondlis tortfiiggvények integralasa
sokszor az eljards hosszadalmas volta miatt kézzel igen nehézkesen végezhetd
el. Ezt a nehézséget a CAS hasznalata teljesen megsziinteti, s egyuttal lehetdvé
teszi az algoritmus tokéletes attekintését is, tehat a mentalis kép kialakitdsa nem
szenved csorbat. A hatarozott integral kozelitd moddszerrel valod kiszamitasa
korabban csak illusztrativ jellegli volt, a CAS alkalmazasaval teljes, a
hibaanalizist is magéban foglal6 targyalast valositunk meg. Ez tehat I1ényegében
uj fejezet beiktatdsat jelenti, tehat c) tipusi valtozas. A tobbvaltozos
fiiggvények targyaldsa igen sokat nyert a CAS bevetésével. A 3D-s grafikus
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reprezentacid, a hatarérték tobboldalu megkdzelitése a) tipusu nyereségként
konyvelhetd el. A legkisebb négyzetek modszerének részletezd targyaldsa
regresszio.mws teljesen Uj modulnak szamit, tehat igen jelentés c) tipusu
boviilést jelent. (Lasd a fiiggeléket.) A témakor targyaldsa a fliggvényszemlélet
differencidltabba tétele, az approximacidos moddszerek megismerése, a
modellalkotds szempontjabol egyarant dontd valtozast, nagy nyereséget hozott.
A differencialegyenletekkel altalaban minddssze 2-3 eldadds és maximalisan
ennyi gyakorlat keretében tudunk foglalkozni. Ez korabban Iényegileg az
alapfogalmak  rovid  bevezetésére és legalapvetébb  kozonséges
differencidlegyenletek megoldéasi algoritmusanak ismertetésére ¢és némi
gyakorlasara volt csupan elegendd. A CAS alkalmazasa jelentds sulypont-
athelyezOdést és tartalmi, fogalmi bdviilést eredményezett. Targyalhatjuk az
iranymez0 fogalmat, szoba hozhatjuk, ha csak néhany illusztracié erejéig is, a
stabilitds fogalmat. Sor keriilhet a differencidlegyenletek numerikus
megoldasara, a kiillonb6z6 numerikus megoldasok dsszevetésére.

A linearis algebra elemeinek megismerésére minddssze 6-7 kétszer 45 perces
eldadas ¢és wugyanennyi gyakorlat all az informatika szak tantervében
rendelkezésre. Ugyanakkor a témakor tobb szempontbdl is jelentds. Az
elokeriild adatszerkezetek, eljardsok az informatika-szak képzési anyaganak
elsajatitasa soran nélkiilozhetetlenek, a feldolgozott modellek, pedig a
gyakorlatilag is haszndlhato alkalmazasokat készitik eld. A matrixaritmetika
kordbban igen sok és kézzel nehezen elvégezhetd operativ tevékenységet
igényelt. Ezeket, az eljarasok mentalis képének kialakitdsa utan rabizhatjuk a
szamitogép algebrai rendszerre. A CAS alkalmazéasa lehetdvé tette a
szomszédsagi matrix, a termelésprogramozasi feladat targyaldsanak tantervbe
foglalasat. Az elemi bazistranszforméacio eljardsat csak kisebb méretii
feladatokon végezziik el néhanyszor kézzel, illetve a ToolBook szerzdi rendszer
segitségével megirt interaktiv program segitségével. Ezutdn az algoritmus
Maple-kodu valtozata segitségével az operativ munka nytigétdl megszabadulva
az algoritmus gyorsan, hatékonyan végrehajthat6. Ekozben teljes figyelmiinket a
tartalmai kérdésekre Osszpontosithatjuk. A linearis programozas, a szimplex
moédszer elemeinek tanulmanyozasa korabban egyetlen eset, a normalfeladat
modelljének targyaldsdra szoritkozott. Igaz, hogy a rendelkezésre allo6 1d6
rovidsége miatt elméletileg ma sem Iépiink til ezen, de a CAS beépitett eljarasai
lehetove teszik az altalanosabb esetek bemutatdsat is. Ez mindenképpen
motivalo erdt jelent, a modszer alaposabb megismerésének igényét ébresztheti
fel.

9. 7. 3. A matematika miiszaki targyakat alapozo jellegét érinté valtozasok,
kihivasok

A matematika oktatdsanak a logikus gondolkodas, a modellalkoté készség
fejlesztéséhez vald hozzdjarulasa mellett f6 funkcidja a képzésben szerepld,
tobbségében miiszaki jellegli, targyak matematikai megalapozédsa. Olyan
eszkozrendszer kifejlesztéséhez kell a hallgatokat hozzasegiteniink, amely
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alkalmas arra, hogy kiilonb6z6 szintli €s méretli, a matematika alkalmazasat is
igényld, feladataikat hatékonyan megoldhassdk. Ehhez a szamitogépes algebrai
rendszert a kovetkez6 modokon hasznaljuk, illetve hasznalhatnank {ol:

A matematikai kurzus soran elsajatittatjuk a hallgatokkal azokat a CAS
eljarasokat, amelyek az operativ tevékenységek tetemes részét gyorsan
¢s pontosan elvégzik (példaul a differencidlds, integralas,
matrixaritmetika, nagy méreti egyenletrendszerek  megoldasa,
numerikus- és fliggvénysorok eldallitasa) Ezek ismerete megkonnyiti a
szaktargyak eredményesebb elsajatitasat, hisz a kézi szamitds esetén sok
1d6t igénylo részletszamitasok a CAS okszerti, gyakorlott alkalmazasaval
innen gyorsan elvégezhetdk. A mechanika, a jelek és rendszerek és mas
targyakkal kapcsolatban beszamoltak a hallgatok ilyen irdnyu, kognitiv
nyereséget eredményez0, valtozasokral.

A hallgatok az elméletileg részleteiben megtanult ismeretkor
bovitéséhez tartozd6 problémakat is kezelni tudnak a CAS
alkalmazaséaval. A matematikai kurzusok keretében példaul csak néhany
differencidlegyenlet-tipus megoldasanak részletes megismerésére van
mod. A CAS beépitett eljarasait, mint black-box-okat hasznalva, azonban
a differencialegyenletek sok tipusa megoldhato.

Ha a jelenleginél tobb id6 allna rendelkezéstlinkre, akkor a Maple nyelvii
programok irdsanak alapjait is elsajatithatndk a hallgatok. Ez komoly
nyereség lenne, hisz eldsegitené a programozasi ismeretek szaktargyi
keretben torténd mélyebb, Osszehasonlitdo latdsmoddal is felvértezett,
elsajatitasat.

Az idOkeret novelésével rendszeressé valhatna a szamitégép algebrai
rendszer felhasznalasat igényld szakdolgozatok, tudomanyos didkkdri
munkak készitésének segitése. Ilyen tevékenységre eddig csak
esetlegesen keriilt sor.

9. 8. Ertékelés

9. 8. 1. Az értékelés problémai CAS kornyezetben

A CAS oktatasban val6 hasznalata a teljes didaktikai eszkozrendszer atgondolasat
sziikségessé teszi. Talan az egyik legkritikusabb, legtobb tennivalot ado teriilet az
értékelés.

A CAS oktatasban vald didaktikailag megalapozott hasznélata természetszeriileg
maga utan vonja, hogy az értékelés minden olyan részében lehetové kell tenniink
hasznalatat a tanuldk szamara, ahol ez a matematikai tartalom teljesebb,
sokszinlibb kifejtése szempontjabol kivanatos. Tobb alapvetd problémaval,
megoldandd feladattal kell szembenézniink. A felmeriilé kérdésekre, érzésiink
szerint, csak gondosan tervezett és kivitelezett vizsgalatok eredményeként, €s nem
végleges, de folyamatosan formalodé valaszt lehet adni. Talan érthetd, ha sajat
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gyakorlatunk ismertetése elott kérdések, egyelére valasz nélkiili kérdések
megfogalmazasara vallalkozunk csupan ezen a teriileten.

A CAS hasznalata hatdssal van a CAS nélkiili oktatdsi kornyezetben
kitlizott feladatok, problémak nehézségi fokara. A problémak, feladatok
egy részét konnyebbé teszi, masokat trivializal, és vannak olyan
problémak is, amelyek nehézségi foka nem valtozik CAS kornyezetben.
o Kérdés: Milyen médon lehet a CAS-nek az ilyen tipusu
problémak nehézségi fokara gyakorolt hatasat mérni?

A CAS-nek a tradicionalis oktatdsi kornyezetben megfogalmazott kérdések
nehézségi fokara gyakorolt hatasaval tobb szerzd foglalkozott mar eddig is az
irodalomban. (P. Jones [38], V. Kokol-Voljc [39]). Macogain (2002) egyfajta
CAS-indexet dolgozott ki.

A problémak pontértékét a szerint sulyozza, hogy milyen mértékben valtak
konnyebbé (vagy maradtak azonos nehézséglieck) a CAS felhasznalasaval
torténd megoldas soran.

A CAS olyan problémak felvetését, olyan feladatok megoldasat is lehetdveé
teszi, amelyekkel kordbban nem foglalkozhattunk. Sok esetben nem
konnyli az adott probléma megoldasdhoz sziikséges matematikai- €és a
programozasbeli ismeretek aranyat pontosan megadni. A CAS ¢és altalaban
a technoldgiai fejlédés felboritja az elméleti és a szélesebb értelemben vett
technikai munka egyensulyat, a kozvetleniill megragadhato és a
kozvetleniil nem megragadhatd fogalmak megismerésének korabbi
dialektikus egytittesét.

o Kérdés: Milyen adekvat mérési eljarasokkal lehet az értékelésben
az imént leirt valtozasokat nyomon kdvetni?

Az értékelési rendszert ugy kell kialakitanunk, hogy a fogalmi ismeretek
elsajatitasanak szintjét, a problémamegoldd készséget és az operativ
munkavégzés szinvonalat egyarant mérni tudjuk, és az értékelésben
mindegyik teriilet megfeleld sullyal szerepeljen. A helyzetet bonyolitja,
hogy az instrumentalis technika, tehat az eszkozhasznalat segitségével
végzett matematikai munka didaktikai megitélése nem kiforrott,
szigorubban szolva az eszkozok fejlodéséhez képest elmaradott és
végképp kevés a tapasztalatunk az instrumentalizalt munkavégzés altal
generalt, sziikségeltetett 1j matematikai ismeretrendszerre vonatkozolag.

o Kérdés: Miképpen lehet az értékelésben az instrumentalizalt
technika alkalmazasa altal a matematikai munkavégzés egyes
elemeinek sulyara gyakorolt hatast figyelembe venni? Hogyan
lehet a technikai munka episztemikus értékét mérni?

A matematikai keszségek fejlesztése CAS kornyezetben korabbinal is tudatosabb
pedagogiai munkat kivan. Altaldban nem konnyl feladat a CAS nélkiili
teljesitményszint és a CAS felhaszndlasdval nyujtott eredmény didaktikailag
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hiteles értékaranyat meghatarozni.  Alapveté mindenekeldtt megfelelé a
taxonomiai latasmod, a differencialt értékeld rendszer kialakitasa, hasznalata.

Szamunkra a G. Smith és tarsai altal bevezetett, a Bloom-féle rendszer
tovabbfejlesztéseként tekinthetd, taxonomia [40] jelent kiindulé pontot. Ez a
taxonomidja egyébként a CAS felhasznéalasaval oktatok kozott széleskoriien
idézett és alkalmazott rendszer.
Smith az értékelés altal tartalmazott tételeket harom, novekvd kognitiv értékii
kategoriaba sorolja (1. tablazat)

A csoport B csoport C csoport

ténytudas informaciotranszfer bizonyitas, interpretacio

megeértés alkalmazas 1j implikacio, sejtés és
szituaciokban Osszehasonlitas

az eljarasok rutinszeri becslés, kiértékelés

hasznalata

1. tablazat

Galbraith és Haines szintén haromfokozati skalat hasznalnak. Mechanikus,
interpretativ  és konstruktiv kategoridk mentén soroljdk osztidlyokba a
feladatmegoldas altal megkdvetelt készségeket.

A Smith-féle taxondémiat elemezve megallapithatjuk, hogy feltétleniil azt kell
célul kitlizniink, hogy a B ill. a C csoportba tartozo tudaselemek szamat noveljiik.

9. 8. 2. Ertékelési gyakorlatunk szempontrendszere

Intézménylinkben a tanulmanyi munka értékelése a kreditrendszer alapjan
torténik. A matematikai kurzusokon az érdemjegy kialakitasandl mind a
gyakorlatokon nyujtott teljesitményt, mind a vizsgan elért eredményt figyelembe
vesszilk. A CAS felhasznalasaval torténd matematikaoktatisban szamunkra az
értekelés 6 szempontjai a kdvetkezok:

o Az értékelésnél arra toreksziink, hogy az a lehetd legnagyobb aranyban a
matematikai ismeretelsajatitas mértékét tilkkrozze vissza. Tehat lehetOség
szerint minimalizaljuk a pusztan technikai iigyességgel megszerezhetd
pontok értékét.

o Lchetdséget biztositunk arra, hogy a hallgatok valaszthassanak a
hagyomanyos eszkozokkel, és a technikai eszkozok, tehat alapvetden a
CAS igénybe vételével torténd teljesités kozott.
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o Az ‘értékelés minden fazisaban (zarthelyi dolgozatok, 0Onalléan
kidolgozand6 feladatok, vizsgak) szerepeltetiink olyan problémakat is,
amelyek feldolgozasa a CAS igénybe vételével hatékonyabban mehet
végbe és olyanokat is, amelyeket a CAS alkalmazasa nélkiil kell a
hallgatoknak kidolgozniuk. Ugyanis csak ilyen médon érhetd el az, hogy
ne csokkenjen lényegesen a fogalmi megismerés, az elméleti ismeretek
megtanulasanak motivacidja.

e A CAS munkalapok javitasanal a matematikai hianyossagokra torténd
utalasok mellett a programtechnikai, szintaktikai hibakra, hidnyossagokra
is kitériink. Ez utobbi mar csak azért is 1ényeges, hogy az értékelés minél
nagyobb aranyban a matematikai ismeretelsajatitds eredményességét
mérhesse.

e Arra toreksziink, hogy minél tobb formdban adhassanak szdmot a
hallgatok megszerzett tudasukrol. Igy példaul onalléan kidolgozandod
feladatokat is adunk. Ezek atfogobb, alapos elmélyiilést igényld problémak
is lehetnek.

9. 8. 3. Az értékelés targyat képezo dokumentumokrol, tevékenységrol

Oktatasi gyakorlatunkban a hallgatoi munka értékelésének harom f6 Osszetevoje
van: a beadandd ill. beadhatd feladatok, zarthelyi dolgozatok és a vizsgak.
Mindhéarom 6sszetevo tobb variansat kiprobaltuk a CAS felhasznaldsanak kezdete
oOta is.

Beadandoé-beadhato feladatok

A beadando-beadhatd feladatok Kkitlizésével tobb célt igyeksziink elérni.
Mindenekelott ezek kidolgozéasa idoben nincs korlatozva, tehat a lassabban, de
esetleg alaposabban is dolgozd hallgatok szémara is kedvezd a velikk vald
foglalkozas. Méasodszor mod nyilik dsszetettebb, tobboldalu problémak kitlizésére
is. A harmadik szempont az, hogy varakozasunk szerint jarulékos motivaciot
jelentenek a CAS-szel valo foglalkozas és tagabban a matematikatanulds szdmara.
A beadhato feladatok hallgatoi feladatmegoldd verseny alapjdul szolgaltak. A
versenyben jelentds teljesitményt nyuajtok teljesitményilik  szinvonaldnak
megfelelden a vizsga, vagy annak egy része alol felmentést kapnak.

A beadando feladatokat a soron 1évé témakor lezarasat kovetden kell beadni.
Ezek személyre szo6ld feladatok, kidolgozasuk soran a hallgatok konzultacids
lehetOséget kapnak. A hallgatoi teljesitményekre gyakorolt hatasukat a vizsgalati
eredményekrol szolo 11. fejezetben elemezzikk. A fiiggelékben mintakat
helyeztiink el mind a két feladattipusbol.

Zarthelyi dolgozatok

A CAS hasznalataval tanulok zarthelyi dolgozataival kapcsolatosan két mddozatot
is kiprobaltunk.
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e A hallgaték megirjak a CAS-t nem hasznaldkkal egyiitt a teljes dolgozatot,
majd a szamitogépes laboratoriumban a szamukra kiilon Osszeallitott
részdolgozatot. Ez utobbi foként olyan feladatokat tartalmaz, amelyek
megoldasa a CAS igénybe vétele nélkiil nehézkesebb, vagy az operativ
tevékenység nagy sulya miatt, figyelembe véve az id6-korlatot, nem
lehetséges. A CAS-sel megirt dolgozat a teljes dolgozat egy részét
helyettesitheti. Minden hallgat6 esetében, a szdmara kedvezébb eredményt
vessziik figyelembe.

e A CAS felhasznalasaval tanul6 hallgatok dolgozatanak elsd része azonos a
tobbiekével, a masodik rész attdl eltérd. Az elsé rész olyan feladatokbol
all, amelyek megoldasanal a CAS alkalmazasa nem jelentene elényt. Ezek
fogalmakra vonatkoz6 kérdések, amelyek elméleti megfontolasokat
igényelnek. A masodik részben a CAS-t hasznaldok feladatai nagyobb
mértékli operativ tevékenységet igénylok, esetenként olyan anyagra
vonatkozoak, amelyeket a CAS alkalmazdsa nélkiill nem tudunk
feldolgozni.

A masodik valtozatot az utobbi idében azzal a valtoztatassal is kiprobaltuk, hogy
a zarthelyin nyujtott teljesitmény mellett az adott téma értékelésébe a beadando
feladatok megoldasa soran elért eredményt is beszamitottuk

A két valtozat kozott az eredményesség szempontjabol nem mutathatd ki
szignifikans kiilonbség. A beadandd feladatok elkészitésére ¢és értékelésére
forditott sok munka ugyan csak nagyon kis mértékii teljesitményndvekedést
mutatott, mégis elmondhatd, hogy nem volt hatdstalan, és a munkamoralra
kedvezden hatott.

A zarthelyi dolgozatokra valo felkésziilést néhany éve proba zarthelyi dolgozatok
kiadasaval segitjiik. Ezek eldzetes onértékelésre és célirdnyos felkésziilésre adnak
lehetOséget. Ennek a segitségnek a hallgatoi fogadtatasa igen pozitiv.

Vizsgak

A vizsgak szervezésénél 1ényegében a zarthelyiknél leirt modellek szerint jartunk
el. A vizsgakra valo felkésziilést a tematika kozreaddsa mellett azzal is
igyeksziink segiteni, hogy a halézaton elérhetvé tessziik a megel6z6 évek szamos
vizsgadolgozatat, némelyiket a megoldassal és a pontozassal egyiitt. A
vizsgakérdéseket ugy allitjuk Ossze, hogy a CAS nélkiil és a CAS hasznalataval
megoldandd rész azonos sullyal szerepeljen. A dolgozatok &sszeallatasanal
emellett igyeksziink érvényesiteni a Smith-féle taxonomidban is megfogalmazott
elvet: szerepeljen a lehetdség mértékéig mindharom szintli (A, B, C) feladat, s a
képzés elére haladtival az ardny tolddjék el a magasabb szintli (B, C) tipusu
kérdések irdnyaba. (Példa a fiiggelékben, 1. zarthelyi dolgozat)
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10. Nehézségek, problémak, akadalyok

A fejezet cimét alkotd harom sz6 is jelzi, hogy tobbféle megkdzelitésben
vizsgéalhatok és vizsgalandok azok a csak részben a didaktika targykorébe
sorolhatd tényezok, jelenségek, amelyek a CAS-nek a matematikaoktatdsba
torténo integraldsa soran, megoldando6 feladatot, kezelendd problémat jelentenek.
Mindenekel6tt, vallalva a teljességre nem feltétlentil torekvo osztalyozas esetét is,
harom f6 csoportba sorolhatjuk a korlatozo tényezdket:

Tarsadalmi tényezék: Az oktatasba belépd hallgatok eldképzettsége,
munkamoralja, célorientacidja. Ez a tényezOcsoport lassan valtoztathato, s
bar sok nehézség éppen az itt fellépd negativ jelenségekre vezethetd
vissza, kezelésiik tulmutat az adott kurzus, s altaldban egy-egy adott
intézmény keretén.

Technikai, anyagi tényezék: Ezek  jelentdsen  korlatoztak
tevékenységiinket. A Maple Ujabb verzidinak beszerzése tobb éves
kiizdelem ellenére sem volt lehetséges. Ez tobbszordsen is fesziiltségek
forrasa volt és ma is az. Egyrészt nem tudjuk az oktatasban az ujabb
verzidk nyujtotta lehetéségeket (Maplet-ek, tutorald funkcid) alkalmazni,
masrészt a régebbi verziok az ujabb operacios rendszerek némelyikével
itkoznek. Emiatt sok esetben a hallgatok otthon az ujabb, az iskolaban a
régebbi valtozattal dolgoznak, ami konverziés problémakat okoz.
Részleteiben ezzel a problémakorrel sem foglalkozunk, mert az ebben a
dimenzidoban elénk keriilé6 akadalyok lekiizdésére szolgald eszkdzok
nincsenek a birtokukban

A szamitogép-algebrai rendszer természetébol adodo nehézségek,
akadalyok. A sajat gyakorlatunkban is fellépd problémak elemzését
Osszekotjiik a M. Artigue [41] 4ltal leirt, tobb atfogd kutatasi project soran
megfigyelt,  didaktikai  jelenségek  taglaldsaval.  Artigue az
insrumentalizacidos folyamat soran fellépd, a folyamat komplexitasara
jellemzo, és a problémak gyokerét alkotd didaktikai jelenségeket gytijtotte
csokorba. Ezeket két csoportba sorolja. Az elsé csoportba a szamitogép
alapu ismeretatvitelhez kapcsolddo jelenségek tartoznak:

a. A pszeudo-traszparencia jelensége az irasos €és a szamitogép
képernydjén megjelend informéciok kozotti, az érzékelés szamara
sokszor rendkiviil nehezen athatolhatd, szakadékra vonatkozik.

b. A kettos referencia jelensége a problémak kettds- a papir-ceruzas
szarmazik.

A két egymashoz kapcsolodd jelenség gyakorlatunkban is siirlin
jelentkezo, és sokféle arcot 6ltd probléma forrasa. A nehézséget az jelenti,
hogy a tobbféle medialis eszkoz altal indukélt mentalis objektum
szintézise, tehat a sokszinii, tobbrétegli, de egyetlen objektum Ilétrejotte
nem feltétleniil megy végbe. (28. abra)
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Matematikai objektum

Papir-ceruzas interpretacio CAS interpretacio

Mentalis objektum

Mentalis objektum

Szintetizalt
mentalis objektum

28. abra

Vizsgalataink szerint a tudati szintézis folyamatat, tehdt a szintetizalt mentalis
objektum létrejottét, a kovetkezok segithetik eld:

Tobb reprezentdacio alkalmazdsa. Peirce szerint a perspektivikus
reprezentaciok sorozata hivatott az aperspektivikus objektum lehetd
legjobb megkdzelitésére. (Lasd 4.1). Az adott matematikai toposz,
jelenség tobb reprezentacioval torténd megjelenitése azonban csak akkor
vezet valéban eredményre, ha tudatos tandri munkéval segitjiik a
reprezentaciok értelmezését, és konnyitjiik meg a reprezentaciok kozotti
valtast. Maroti  [42] megfogalmazasaban  biztositanunk kell a
reprezentaciok kozotti atjarhatosagot. (Lasd még 8. 1. 4.)

A kognitiv folyamatok torvényszeriiségeinek figyelembe vétele. A
reprezentaciok bemutatasanal tekintettel kell lenniink az agyi folyamatok
sajatszertiségére. Tehat tigyelni kell arra, hogy a CAS ,,minden til gyorsan
készen van” effektusat csokkentsiik. Tehat az elsddleges interpretacio
mindig igazodjék gondolati folyamatok, a felfogas sebességéhez! Miutan
az adott ismeretelemnek a tudasreprezentdcidos haldba valo elsddleges
beagyazddasa megtortént, mar batrabban élhetiink az egyes részleteket
kiemeld, mig masokat eltakaro, tomoritd reprezentaciokkal.

A modularizacio okszerii alkalmazdasa. A pszeudotranszparencia ill. a
transzparencia hidnyanak kezelését a modularizacio kérdésének megfeleld
kezelésétdl varhatjuk. Minden olyan esetben, amikor az adott eljaras, az
adott modulba siliritett matematikai tartalom részletes ismerete a
curriculumban késébb szerepld ismeretek feldolgozasdhoz sziikséges, a
white box /black box tipust modularizaciot kell alkalmaznunk.
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® A jelolésekre forditott fokozott figyelem. A jelolési rendszerekben, a
szimbolumok szintaktikdjaban mutatkozd eltérés tudatositasa segithet
abban, hogy a kiilonb6zd jelolések hasznalata ne lassitsa lényegesen a
gondolkodasi folyamatot, s a jel hatékonyan tolthesse be a Peirce altal
megfogalmazott funkcigjat.

Az iméntiek figyelembe vételével elgondoldsunk szerint a kiilonb6z6 médiumok
altal generalt reprezentaciok interferenciaja révén realis esély nyilik az elkiiloniilt
mentélis objektumok szintézisére, tehat a sokszinli, tobbrétegli, de egyetlen
objektum létrejottére.
A masodik csoportba Artigue a tanulék adaptaciéos folyamatahoz tarsithato
jelenségeket sorolta.

a. A perceptiv adapticio jelensége a szamitdgépes grafikus

megjelenités lehetéségeihez  kapcsolodik. A jelenség
szemléltetésére Artigue Guin és Trouche [43] vizsgalataibol idézi a
kovetkezo példat.

Igaz-e a kovetkezd allitas: Az f(x)=In(x)+ 10 sin(x) fiiggvény
(29. ébra) + % -ben hatarértéke + © ?

| I
e AN

29. abra
A grafikus kalkulatorral dolgozé tanulok 25%-a valaszolt nemmel,
mig a kalkulatort nem hasznaloknak csupéan 5%-a.

b. A , halaszo” viselkedés. A hallgatok jelentds része a CAS
utasitasok, eljarasok konnyl elérhetOségére szamitva nem fordit
kiilondsebb gondot e jelenségek valodi megismerésére, a
tevékenység megtervezésére. Ellendrzés nélkiili, iranyitatlan
probalkozasok sorozata jellemzi ezt a munkastilust.

c. Az automatikus elodllitas érzetének jelensége. Azon a hiedelmen
alapszik, hogy elég csupan bevinni a szamitogépbe az adatokat, és
a megoldas automatikusan adéodik.

d. A lokalizalt hajlithatatlansag jelensége a szemiotikus regiszter
valtasanak nehézségéhez kotddik. A hallgatok igen nehezen tudnak
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a kiilonb6zé CAS funkciok egyikérdl egy masikra attérni, ezeket
nehézkesen tudjak munkafolyamatba szervezni.

Ezekkel a nehézségekkel mi is talalkoztunk oktatasi gyakorlatunk soran. Az ebbe
a csoportba tartoz6 nehézségek kezelésére, akadalyok lekiizdésére, hasonldan az
el6z0 csoportba tartozo jelenségekhez generalis eszkdzként

A tanuloi instrumentdlis genezis kiilso, tanari iranyitasa mutatkozik a
leghatékonyabb didaktikai eszkoznek. Erre vonatkozdan, az irodalommal
(D. Guin & L. Trouce [43], M. Artigue [2], Trouche[5]) egybevagd, bar
kezdeti, kedvezd tapasztalatokrol tudunk beszamolni. A két tanar altal
tartott laboratoriumi gyakorlat novelte ennek hatékonysagat. A két tanar
egyike a munkafolyamat egészének iranyitasat, a kiilonb6zd irdnyitasi
modok valtogatasat végzi elsdsorban, mig kollégéja elsésorban a hallgatoi
tevékenység részleteit koveti nyomon, s ez altal biztositja az azonnali
visszacsatolast. Igy lehetdség nyilik a kivetitd alkalmazasaval a figyelmet
érdemld szép megoldasrészletek bemutatdsara és a hibak kijavitasara.

A perceptiv adapticio jelensége nehezen kezelhetd. Bizonyos
eredményeket a tobb reprezentacid egyideji alkalmazéasaval sikeriilt
elérniink. Beidegzett és belsd motivaltsagu gyakorlatta kellene tenniink,
hogy a hallgatok az adott reprezentacio segitségével nyert eredményt mas
reprezentacioval ellendrizzék. Ezt igyekeztiik rendszeresen megkdvetelni,
de az ilyen igény belsOvé valasat nem sikeriilt még elérniink.

A ,halasz6” viselkedés, tehat a tervezetlen, véletlenszerii probalgatasok
segitségével operaldo CAS hasznalat csokkenését elérend0 a fobb
tevékenységekre vonatkozo terv készitését szorgalmazzuk, igyeksziink a
spontaneitds megdrzése mellett révidebb kisérletez6 munkafazisokat
definialni, ezek rendszerének iranyitott alkalmazasaval. Komoly sikereket
ezen a téren csak a CAS megndvelt idokeretben torténd alkalmazasa
esetén varhatunk.

Az automatikus eldallitassal kapcsolatos téves hiedelmek feloldéasat
elsdsorban olyan feladatok kitlizésével probaljuk elérni, amelyeket a
Maple 6nalloan, felhasznaloi beavatkozas nélkiil vagy nem tud megoldani,
vagy a kapott eredmény ,emberi fogyasztisra” alkalmatlan. Ilyenek
példaul egyes integralasi feladatok (parcialis integralds, helyettesités
modszerével megoldhato feladatok)

A kiilonb6z6 CAS-funkcidok hajlékony hasznalatanak eldsegitésére, a
szemiotikus regiszter valtdsanak konnyebbé tételére igazi megoldast az
jelentene, ha sikeriilne elérniink, hogy a CAS a matematikai tevékenység
allando elemévé valjon. Tehat sziikség lenne bevezetd kurzusra.
Altalanossa kellene tenni a kitlizott feladatok rendszerét, és nem utolsd
sorban, a szaktargyakban val6 alkalmazast is motivaltabba kéne tenniink

A hallgatéi megismerés, CAS-hasznalat melletti eredményes tanulds akadalyainak
tobb projekt eredményén nyugvd Osszefoglald elemzését adja P. Drivers [44]. Az
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altala megfigyelt és leirt akadalyok koziil tobb, helyenként a mi gyakorlatunkban
is tetten érhetd. Ezek, helyenként modosult esetei, a kdvetkezok:

A CAS objektumok készség szintii alkalmazdsanak problematikdaja. Az
egyik legnagyobb problémat a kifejezés és a fliggvény, mint CAS
objektum, kozti kiilonbségnek a megértése, és ezen objektumok okszerii
hasznalata jelenti. A beépitett allandok helytelen kezelése is igen sok hibat
okoz. A CAS rendszerek az e szdmot, s ez a nagy pontossagu szamitasok
végezhetdségének alapja, eljarassal generaljak. A hallgatok ehhez igen
nehezen szoktathatok hozza.

A kiilonbség a CAS altal nyujtott és a hallgatok daltal egyszeriinek tartott
reprezentaciok kozott. A kifejezések atalakitasa igen Osszetett probléma.
Nehezen definidlhaté az egyszerliség fogalma. Bar a Maple és mas
rendszerek igen hatékony eszkozokkel rendelkeznek a kifejezések
atalakitasara, a kapott eredmény nagyon sokszor eltér a varttol. Csak a
kézi- és a gépi munkavégzés rugalmas kombinacidja segithet az ilyen
jellegli nehézségek lekiizdésében.

A kifejezések fogalmanak lesziikitett, statikus értelmezésébol adodo
akadalyok, problémak. Tobb szerzé ramutat a kifejezések kettos,
procedudlis és strukturalis, szemléletének sziikségességére (Sfard [45];
Tall & Thomas [46]; Tall & al. [47]). A kifejezések e kettds természetének
hajlékony kezelése rendkiviil fontos algebrai készség. A hallgatok jelentds
hanyada a kifejezéseket csupan a kalkulacios folyamat leirdsanak
eszkozeként tekinti. Nem ismeri fel a kifejezések, mint kompakt egység
helyettesithetdségét, mozgathatd voltat

A CAS alkalmazhatosagnak, adott probléma kezelésére vald
bevethetdségének megitélésében mutatkozo hianyossagok.

A CAS black-box karakterébol adodo nehézségek. A hallgatok sokszor
kiszolgaltatottsdgot éreznek a CAS-szel kapcsolatban, hisz nem tudjak
eldonteni, hogy valdoban korrekt eredményhez jutottak-e. A tobbféle
eszkozzel torténd szimultdn problémamegoldds, a modularizacid
megfeleld kezelése enyhitheti ezt az érzetet. Torekedniink kell arra, hogy
lehetdleg minél tobb olyan eljarast hasznaljunk, amelynek miikodésmodja
legalabb a Iényegi elemeket tekintve ismert a hallgatok szdmara. Minél
tobb olyan modszert ismerjenek meg a hallgatok, amelyekkel
ellendrizhetik munkajukat.

A CAS-output interpretaciojanak nehézsége. A szamitogép-algebrai
rendszer, de a kézzel kapott eredmény interpreticidja sem egyszerii
feladat. Sok esetben ez komoly transzformacios tevékenységet igényel. A
matematikai eljards eredményét a Kkitlizott probléma megoldasanak
szemszOgébol kell értekelni. Kezelni kell a technikai és a fogalmi
megkozelités kozti relaciot. Réadasul a CAS output megszokottol eltérd
jellege is nehézségek forrasa. A hallgatok, visszatérd tapasztalatunk szerint
altaldban nem érzik sziikségesnek a kapott eredmény szdveges
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megfogalmazasat, sok esetben nem is képesek erre megfelel6 szinvonalon.
Ez utobbi hidnyossag azonban mar mélyen gyokeredzd okokra vezethetd
vissza, elemzése tulnyulik az értekezés targyan.

Attekintve a fobb akadalyokat, nehézségeket, még egy fontos megjegyzés
kivankozik ide. A CAS haszndlata soran felmeriild akadalyok, nehézségek
elemzése azért is nagyon fontos, mert csak ennek révén tarhatjuk fel a CAS, mint
technikai eszkoz valodi képességeit. A fellépd problémak sokszor a CAS nélkiili
kornyezetben is jelentkeznek, de nem artikuldlodnak kellden, a hattérben
algebrai formatumua eredmények adekvat modon vald kezelésénél példaul sok
korabban is 1étez6 problémara éppen a CAS bevetésével deriilt fény.

11. Vizsgalati eredmények

11. 1. A tanitasi-tanulasi folyamat kérdoives hallgatoi értékelése

A Maple hasznalata mellett kivitelezett matematikai kurzusok végén 3
alkalommal kérddives felmérést végeztiink. (Filiggelék: Kérdéiv a Maple
hasznalatarol) 1999-ben a Matematika 3. kurzus befejezése utan, a szigorlat elott,
2001-ben ¢és 2002-ben a Matematika 2. kurzus befejezése utan. A kérddiveket
rendre 56, 49, 56 hallgato toltotte ki. Az 1999-es felmérés azokra a hallgatdkra is
kiterjedt, akik csak az eléadasokon taldlkoztak a Maple rendszerrel, a masik két
felmérésben csak azok vettek részt, akik a gyakorlatokon is hasznaltak a rendszert.
A hallgatdk talnyomo6 tobbsége (kb. 90%-a) — a kérddivek tanulsdga szerint — a
Foéiskolan kiviil is rendelkezik Internet hozzaféréssel, s igy a kurzus anyagat
folyamatosan eléri. Ez a tény is aldhtizza az id6kdzben létesitett E-learning
Internetes portal jelentdségét.

A kérdések koziil harom az eldadasok és Maple haszndlat kapcsolatara
vonatkozott. Az eldaddsok Maple valtozatat a hallgatok nagyobb része hasznalta
otthoni munkdja soran. A harom felmérés Osszesitett adatai alapjan a hallgatok
70%-a 4altaldban hasznalta otthoni munkédja sordn az eléadasok Maple
valtozatat.(30. 4bra)

Az el6adasok Maple valtozatanak hasznalata

3%

27% 30%

Orendszeresen
@ tobbnyire
Onéha

O sohasem

40%
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30. abra

Kérdést tettiink fol a haszndlat modjara vonatkozolag is. A Maple munkalapokkal
akkor hasznosak igazédn, ha a felhasznalok nem statikus ismerethordozoként
kezelik azokat. A paraméterek valtoztatgatasdval, a kidolgozotthoz hasonlo
feladat elvégzésével, a grafikus abrazolas kiilonb6zé moddjainak kiprébalasaval
valnak a munkalapok igazan hatékonyakka. A kérdést a kovetkezOképpen tettiik
fol: Hasznélta-e Uigy az el6adds Maple valtozatat Ggy, hogy a benne szerepld
utasitasokat valtoztatgatta? Az Osszesitett értékelés ezuttal nem tartalmazza azokat
a hallgatokat, akiknek a gyakorlatait Maple hasznélata nélkiil tartottuk. (31. &bra)

Konstruktiv Maple-el6adas hasznalat

22% 19%

O sokszor
@ néha

O sohasem

59%

31. abra

Az eredménnyel természetesen nem lehetiink elégedettek. Bar a hallgatdk tilnyomd
tobbsége legalabb alkalmanként hasznalta konstruktiv médon is az eldadasok
Maple valtozatat, nagyon kevesen tették ezt rendszeresen. Ma mar meg tudjuk
foglalkozni ennek egyik, talan dontd, okat: altalaban hianyzott a konkrét
tennivalokat tartalmaz6 motivacio. Csak akkor varhatunk el ilyen jellegli kreativ
tevékenységet, ha ehhez irdnyitast adunk ¢és a munkavégzés eldnyOs volta a
hallgatok szamara nyilvanvalova valik.

A kovetkezo kérdés azt tudakolta, hogy milyen mértékben tetszett a hallgatoknak a
Maple eléadasokon valéd hasznalata. Az els6é felmérés adatai nem tul hizelgéek! Bar
kevés olyan hallgato volt, akinek nem tetszett a felhasznalas modja, mindossze 30%
valaszolt egyértelmii tetszés megjelolésével. (32. dbra)
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A Maple el6adasokon valé hasznalatanak
megitélése(1999)

12% 0%

O tetszett

B hol tetszett, hol nem
Oinkabb nem tetszett

O egyaltalan nem tetszett

32. abra
A masodik felmérés (2001) adatai az els6hoz hasonloak voltak, a harmadik azonban
mar az el6zéknél joval kedvezdbb visszhangrdl tantiskodik (33. 4bra)

A Maple el6adasokon valé hasznalatanak
megitélése(2002)

5%

7%

O tetszett

B hol tetszett, hol nem
Oinkabb nem tetszett

O egyaltalan nem tetszett

42%

33. abra

A magyarazat kézenfekvl. A tanar szdmara nagy kihivast jelent a rendszer
okszerli hasznalata. Nem kevés id6 sziikséges ahhoz, hogy az eléadasokon vald
felhasznalas didaktikailag minden szempontbol kielégité legyen. Az altalunk
nyilvan tobbszor is elkovetett hibak koziil a fontosabbak:

e tulzasba vitt, ,,moziszerii” hasznalat,

e tulzsufolt abrak,

e anormalis felfogoképességet meghaladd tempo,

e a részletes- és a teljes megértéshez sziikséges- szamitdsok, magyarazat

mell6zése,
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e nincs tisztdzva a reprezentacionak az eldadasban bet6ltott szerepe, az azzal
torténd tovabbi munkavégzés modja.

A tananyag hiperlinkes valtozatban valo allando elérhetdségének lehetdsége- talan
természetes modon-nagyon tetszik a hallgatoknak, 83%-uk érezte ennek
kifejezetten elényos voltat.
Megkérdeztilk a hallgatokat arrol is, hogy mennyire szeretnek a Maple-vel
dolgozni. Ebben a felmérésben természetesen csak azok vettek részt, akik a
gyakorlatokon is hasznaltdk a rendszert. A harom felmérés egyesitett adatai azt
mutatjak, hogy a hallgatok dontd tobbsége altalaban szeret a rendszerrel dolgozni,
bar jelent6s résziik kiiszkddik idonként nehézségekkel.(34. dbra)

A Maple-vel valé tanulas megitélése

8% 2%

O 6rémoémre szolgal
B néha bosszanto
O nehezemre esik

Okifejezetten zavar

34. abra

A Maple hasznalatdnak a matematikai ismeretek elsajatitasara gyakorolt hatasarol
mindharom alkalommal megkérdeztiik a hallgatokat. A felmérések eredményei
fokozatosan javultak. Az utolsé felmérés alkalmaval a valaszadok 35 % szerint a
Maple hasznalata nagymértékben noveli az eredményességet, 53 % szerint hol
noveli, hol nem. A véalaszadoknak mindossze 7 %-a vélekedett ugy, hogy a Maple
hasznalataval inkabb csokken az eredményesség, és nem volt olyan vélaszado, aki
szerint csokken jelentdsen. (35. dbra)
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A Maple hasznalatanak hatasa a matematikai
ismeretek elsajatitasanak eredményességére

O nagy mértékben noveli
@ hol ndveli, hol nem
Onincs ra lényeges

hatassal
Oinkabb csokkenti

B nagyon csokkenti

35. abra

Az iméni kérdésre kapott valaszok eloszlasa kozel 4ll a Perjésiné Hamori 1. altal
végzett felmérés adatsorahoz. [48]
A CAS oktatasban val6 hasznalatat illet6 megitélés tovabbi javulasa két dologtol
varhat6 elsésorban:

e a felhasznalast segitd segédletek kozreadasatol,

o aképzés idOkeretének megndveléseétol.
A két megallapitast a felmérés kozvetleniil is alatdmasztotta. A hallgatok 60%-a
szeretné¢ azt, hogy a Maple-t 6nall6 kurzus keretében is oktassuk. Hasonld
aranyban kivanatosnak tartanak azt, ha a matematika 6raszdmat megnovelnénk a
szamitogépes algebrai rendszer hasznalatanak eredményesebbé tétele, a
tobbletfeladatok sikeresebb elvégzése érdekében.
Megkérdeztiik azt is, hogy a CAS eszkozrendszerébdl mi tetszett legjobban. A
harom ,,legnépszerlibb” képesség sorrendben: a grafikai lehetdségek, a nagy
pontossdgii  szamitdsok  elvégezhetdsége, a  szimbolikus  szadmitdsok
elvégezhetdsége. Figyelemre méltd, hogy a valtoztatgathatd tananyag
népszerlisége a legutolsd felmérésnél szamottevoen novekedett. A zart valasztas
kiegészitéseként tobben emlitették a kovetkezoket: gyors feladatmegoldas, a
feladatok ellendrzése, javitja a zarthelyi dolgozatok eredményét, sokat tud a
rendszer, j6 HELP-je. Tobbeknek tetszett az animacids lehetdség, emlitették a
nagymértékben Osszetett, vagy manudlisan nem megoldhaté feladatok
kezelhetdségét is.
A rendszer hasznalatdval kapcsolatos nehézségek koziil legtobben az utasitasok
Osszetettségét, nehéz megjegyezhetdségét, az angol nyelvi nehézségeket
emlitették. A matematikdban megszokottdl eltérd szintaktikai elemek is
nehézségek forrdsai voltak. Felmeriilt a hibailizenetek nehéz értelmezhetdsége, a
sugd gyengesége is. Tobben emlitették a sziik idOkeretet, szamos hallgato tobb
tanari magyarazatot igényelne.
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A szamitogépes algebrai rendszer hasznalatdnak hasznossagat megitéld hallgatoi
vélekedést minden bizonnyal kifejezi a kovetkezd kédésre adott valasz: Ha most
kezdené a fOiskolai matematika tanulasat, s valaszthatna, olyan csoportba
jelentkezne, amelyikben hasznéaljak a Maple rendszert, vagy amelyikben nem
hasznaljak? A kérdésre a harom felmérés Osszesitését illetden a hallgatok 78%-a
ugy valaszolt, hogy a Maple-t hasznalé csoportba menne, az utolsd felmérésnél
pedig mar 87% valaszolt igy.

Vizsgaltuk a tantargyi koncentraciot is. Ezen a téren sok a teendd, hisz nagyon
alacsony értékeket kaptunk. A hallgatok koziil csak minden harmadik valaszolt
ugy, hogy mas targyakkal kapcsolatban is hasznalta, legalabb néhdnyszor, a
szamitogépes algebrai rendszert.

Fdiskolankon nem magas a specidlkollégiumokon részt vevok szdmaranya. Ezért
sikerként konyvelhetdé el, hogy a hallgatok tobbsége (82%) a masodik- ill.
harmadik félév végén ugy nyilatkozott, hogy elképzelheté az, hogy részt venne a
Maple hasznalatat is feltételez6 specialkollégiumon.

11. 2. A hallgatoi teljesitmények osszehasonlito vizsgalatai

A szamitogép-algebrai rendszer a tanuldsi kornyezet Uj eleme. A tanuloi
teljesitmények javulasa 6nmagaban attol, hogy CAS-t alkalmazunk nem varhato.
A képzési 1d6 megnovelése, a CAS-re vonatkozo ismeretek kelléen mély
targyalasa  sziikséges  ahhoz, hogy mérhetd teljesitménynovekedést
regisztralhassunk. Véleményilinket megerdsiti a hallgatéi teljesitmények
vizsgélata.

11. 2. 1. Féléves kurzust ativel6 vizsgalat

A vizsgalat kezdd 1épéseként a Matematika II. kurzus hallgatoival a kurzus
kezdetén felmérd dolgozatot irattunk.(Lasd a fiiggelékben) Az Osszehasonlitas
alapjaul a félév soran irt két zarthelyi dolgozat €s a vizsgannyujtott teljesitmények
szolgaltak. A zarthelyi dolgozatot és a vizsgadolgozatot (Lasd a fiiggelékben) a
Maple-csoportok két valtozatban irtdk meg. Az elsd a teljes évfolyam szdmara
Osszeallitott dolgozat, a mésodik a Maple hasznalataval megirt dolgozat volt.
Teljesitményiiket a két dolgozat szamtani kozépértéke alapjan értékeltiik. Az
alapfelméré dolgozatot a teljes évfolyammal megirattuk. A vizsgalatot végiil
azokra a hallgatokra végeztiik el, akik eljutottak addig, hogy legalabb egy vizsgat
tegyenek. Osszesen 77 ilyen hallgatd volt, kozilik 34-en Maple hasznalata
mellett tanultak, 43 hallgat6 alkotta a kontroll-csoportot. A teljesitmények alagat
mutatja az 2. tdblazat. A teljesitmények minden esetben %-ban értendok.

Felméro 1. Zarthelyi II. Zarthelyi Vizsga
Maple-csoport | 38,75 50,4 53,12 49,12
Kontroll- 36,21 53,1 4991 48,84
csoport
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2. tablazat

A Maple alkalmazasaval és a nélkiile tanulok teljesitménye nem mutat 1ényeges
kiilonbséget.

A felméré dolgozatot 2,5 %-kal magasabb atlaggal megiré Maple-csoport a
vizsgadn alig mérhetéen mutatott jobb eredményt. A zarthelyi dolgozatok
eredménye érdekesen ¢és jellemzOen alakult. A Maple elemeinek megtanuldsa
jelentds energiaraforditast kovetel, tehat torvényszerinek mondhato, hogy
kezdetben ez a teljesitmény csokkenésével jar egyiitt. Az elsd zarthelyit a Maple-
csoport jelentésen gyengébb eredménnyel irta meg, mig a masodik dolgozatnal
mar megmutatkozott a Maple rendszer teljesitményt ndveld hatasa. A zarthelyi
dolgozatok a vizsgahoz képest joval nagyobb aranyban tartalmaztak gyakorlati,
szamitasokat igényld, problémakat. Ezzel a ténnyel is magyarazhato, hogy a
vizsga esetében nem tapasztalhattunk értékelhetd kiilonbséget a két csoport
kozott.

11. 2. 2. Egy témakor feldolgozasara kiterjed6 vizsgalat.

A vizsgalatot a 2004. februdrtél kezdddd oktatdsi szemeszterben végeztik, a
Matematika II. kurzus hallgatéi korében. Ebben a félévben a 10 csoport koziil két
csoportban tanultdk a matematikat a hallgatok a Maple rendszer hasznalata
mellett. A hallgatok a félév kezdetén kezdtek megismerkedni a Maple-vel. A két
csoport koziil az egyiket kisérleti Maple-csoportnak tekintettiik. A Maple nélkiil
tanuld csoportok koziil is kivalasztottunk egyet, taldlomra, kontroll-csoportként.
fgy harom kiilonbozé csoport teljesitményét hasonlithattuk ossze. A kisérleti,
normal Maple és Maple nélkiil tanuld csoportok létszama rendre 18, 13, 35 6
volt. A szemeszter soran a kovetkezo ujitasokat vezettiik be:

e Az E-Learning rendszert el6szor alkalmaztuk teljes komplexitasdban.

e Bevezettiikk az E-Learning rendszer SysTeMat szolgaltatasat. Segitségével
a  hallgatok  attekinthetik a  kivalaszott  témakorhdz  tartozo
tananyagelemeket, kijeldlhetik koziilik azokat, amelyeket el akarnak
menteni, s a kivalasztott fajlcsoportot a rendszer segitségével elmenthetik.

o A kisérleti csoportban megvalodsitottuk az instrumentélis orkesztraciot a 9.
5.- ben leirtak szerint. Kiemeljiikk, hogy ebben a csoportban két tanar
tartotta egyidejiileg a gyakorlatokat.

o A kisérleti csoportban az els6 téma értekelését két tevékenységre
alapoztuk. A zarthelyi dolgozat eredménye alapjan szerezhett¢k meg a
hallgatok az elérhetd pontszam 60%-4t, mig a maradék 40 %-ot a
beadando feladatok alapjan. Ezek a feladatok személyre szdloak voltak,
minden hallgatd négy feladatot kapott. A feladatok kidolgozasédhoz
konzultacidkon segitséget nyujtottunk. Ezzel a lehetdséggel azonban csak
a hallgatok toredéke élt.
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A kisérlettel a kovetkez6 kérdésekre kerestiink valaszt:

1. Milyen hatassal van az instrumenalis orkesztracid altalunk bevezetett
valtozata a hallgatéi munkavégzésre, a CAS elsajatitasanak
eredményességére?

2. Okoz-e mérhetd valtozast a kiilonb6z0 tudaselemek elsajatitasanak
mértékében €s aranydban a CAS, a halozati kommunikécio egyiittes
alkalmazésa?

3. Noveli-e a hallgatok motivaltsagat a személyenként eltérd, beadandod
feladatok rendszere?

A tananyag a differencialszamitds alkalmazasait tartalmazta. A szemeszter elején
felméré dolgozatot irtak a hallgatok. Ennek kérdései a differencidlas alapvetd
fogalmaira és technikdjara vonatkoztak. A felméré eredménye azt mutatta, hogy a
csoportok induld tudasszintje kdzott nincs 1ényeges kiilonbség. (3. tablazat)

Csoport Kiseérleti Normal Maple Maple nélkiil
Teljesitmény (%) 243 27.1 26.5

3. tablazat

A témat zard dolgozat 6 feladatbol allt, az elsé feladattodl eltekintve tobb
részfeladat szerepelt (Lasd a fiiggelékben) Az 1. és a 3. feladat a fogalmi
ismereteket mérte és ezek kozvetlen alkalmazasat kovetelte meg. Ezek a Smith-
féle taxonomia szerint A szintli feladatok voltak. A 2. feladat a kdvetelte a
legmagasabb foku kreativitast. A grafikus reprezentacioval megfogalmazott
informaciok alapjan kellett a hallgatoknak a derivalt tulajdonsagai alapjan a
fliggvény tulajdonsagaira kovetkeztetniiik. Ez a kérdés a C tipusba sorolhato. A 4.
és a 6. kérdés a fogalomrendszer attekintd alkalmazéasat kovetelte meg, a 4. 3.
alkérdés az A tipusba volt sorolhato, a tobbi, a B tipusba. Az 5. kérdés elso fele a
B tipusba, masodik fele a C tipusba sorolhato.

A Maple csoportba tartozé hallgatok a 4-6-dik feladatok kidolgozasanal
hasznalhattdk a Maple rendszert.

Az elért eredmények, hasonloan a felmérd dolgozatokéhoz, az Osszteljesitményt
tekintve nem mutatnak érdemi kiilonbséget. A beadand6 feladatok nélkiil, tehat
csak a dolgozatban elért eredményeket tartalmazza a 4. tablazat.

Csoport Kisérleti Normal Maple Maple nélkiil

Teljesitmény (%) 41.7 41.5 42.0

4. tablazat
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A kisérleti csoportban, mint azt mar emlitettiik a téma végeredménye a dolgozat
¢s az otthoni munka egyiittes, értékelésével alakult ki, az 6sszteljesitmény 60 %-at
a dolgozattal, 40 %-at a beadand6 feladattal lehetett megszerezni. A beadandé
feladatban leirtakat a hallgatoknak roviden ismeretnilik kellett. A beadando
feladatok atlaga 43,1 %-os eredményt adott. Ezt is beszamitva a kisérleti csoport
eredménye 42.1 %-ra emelkedett.

Az eredmények megfeleltek a varakozasunknak. A Maple hasznalataval tanulok
eredménye nem rosszabb, mint a rendszert nem hasznaloké. Ugyanakkor néhany
hét alatt sikeriilt a CAS hasznalatanak alapjait elsajatitaniuk. Képesek a rendszer
0nallé haszndlatara is. Ez azt jelenti, hogy szamukra olyan anyagrészek
feldolgozasa is lehetdvé valik, amellyel a rendszert nem hasznalok érdemben nem
tudnak a kurzus keretei kozott foglalkozni. Mindez azt jelenti, hogy alapjaiban
teljesiiltek a didaktikai alaphipotézisben (1. hipotézis) foglaltak.

Erdekes képet mutat a dolgozat egyes feladatainal elért eredmények analizise. A
kisérleti csoportnak a 2. feladatban nyujtott teljesitménye jelentdsen -6 illetve 8
%-kal- meghaladja a tobbiekét. Ez azt mutatja, hogy a kiilonb6z6 reprezentaciok
kozotti valtasra, egyaltalan ezek kezelésére vonatkozo készség fejlesztése a CAS
alkalmazasaval eredményesebbé valt. Ugyanakkor a szoveges szélséérték feladat
megoldasaban a kisérleti csoport teljesitménye elmaradt a tobbiekétdl. Az ilyen
feladatoknal a CAS hasznalata csak fejlettebb eszkdzhasznélat esetén jelenthet
elényt. Ugyanakkor azt is el kell ismerniink, hogy éppen a CAS-re vonatkozé
ismeretek elsajatitdsa miatt kevesebb id0 jutott az ilyen természetii problémak
részletezésére. Tehat az alaphipotézis azon Kkitétele, amely szerint igazi
teljesitménynovekedést csak a képzésre forditott idé novelése mellett varhatunk,
lathatoan teljesiilt.

Csak kis mértékben teljesiilt az a varakozasunk, amely szerint a beadando
feladatok novelik a hallgatok érdeklodését. Eredményként konyvelhetd el
ugyanakkor, hogy a kisérleti csoportban jobb volt a munkafegyelem, mint a masik
két csoportndl és, joval kevesebb volt a hidnyzas. A hallgatok tobbsége ebben a
csoportban eleget tett a hazi feladatokra vonatkozd elvarasoknak, és az E-
Learning rendszer segitségével rendszeresen beadta ezeket. Tehat, bar a csoport
teljesitménye nem kiilonbozott 1ényegesen a tobbiétdl, jelentésen tobb munkat
végeztek.

11. 3. Oktato kollégak véleménye a CAS segitségével torténo oktatasrol

Munkénk eredményének differencidltabb értékelésének tamogatasara és a
tovabblépés érdekében felmérést végeztiink a miiszaki féiskolakon tanito kollégak
korében a CAS intézményiik matematikaoktatdsaban jatszott szerepérol és a CAS
oktatasi hatékonysagarodl. A kollégéakat az alabbi kérddiv kitoltésére kértiik:

Kérdoiv a szamitogépes algebrai rendszerek (CAS) oktatasban valé
alkalmazasardl
A vélaszt ado
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intézménye:

[genNem|
1. Az On intézményében hasznaljak-e valamelyik CAS-t a matematika
oktatasban? |
2. Hasznélja-e On, a CAS-t a matematika oktatdsban? -

3. Melyik CAS-t hasznéljak az On intézményében?

Maple

jMés:

4. Mely foglalkozasokon hasznaljak?

csak gyakorlatokon

=

5. Késziiltek-e a CAS bevonasaval matematikai oktatasi anyagok?

-

anyagok?

6. A helyi haldzaton elérhetok-e CAS segitségével késziilt oktatasi

-

7. Az ellendrzés folyamataba bevonjak-e a CAS-t?

-

kiegészitd kurzusként:

az alapkurzus részeként:

nem célszert alkalmazni:

8. A CAS-t milyen modon célszerli alkalmazni a matematika oktatds soran?

-
-
-

Véleménye szerint a CAS alkalmazasaval oktatott évfolyamokon

(csoportokban) a CAS hasznalata nélkiili oktatashoz képest?

jelentdsen

nott

valto-
zatlan|

jelentdsen|
csokkent

0. a hallgatoi aktivitas

-

-

-

-

10. a hallgatok matematikai igényessége

11. a fogalmak megértése

12. a problémamegoldo képesség

a0

-
-
-

-
-
-

-
-
-

-
-
-
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13. altalaban a hallgatok tudasszintje ri-rilr I le

14. a matematika tanuldsaval kapcsolatos 6romérzés r -0 -

15. a tanari felkésziilés iddigényessége - beleszamitva
az oktatasi anyagok eléallitasara forditott id6t N | IR N R N

16. a tanari felkésziilés idéigényessége - a tananyagok
eloallitasa nélkiil rirlr - r

17. az On oktatasi sikerekkel kapcsolatos elégedettsége rirlec -

Bkiildés

Az Interneten is kozzétett http://matserv.pmmf.hu/caskerdoiv/

kérdoiveket 13 foiskolan toltotték ki. A valaszokat az alabbiakban részletezziik:

http://matserv.pmmf.hu/caskerdoiv/stat

A jelmagyarazat: I: igen; N:nem; T:tartozkodom. A valaszok a 2002-2003-as év
allapotat tiikrozik.

1. Az On intézményében hasznaljak-e valamelyik CAS-t a matematika
oktatasban?

[=38% N=46%

2. Hasznalja-e On, a CAS-t a matematika oktatdsban?

[=38% N=38%

3. Melyik CAS-t hasznéljak az On intézményében?

Maple=61% Mathematica=0% Derive=0% Mas=38%

4. Mely foglalkozasokon hasznaljak?

gyakon=61% el6adasokon=15% gyak-+eléadas=7%

5. Késziiltek-e a CAS bevonasaval matematikai oktatasi anyagok?

1=38% N=30%

6. A helyi halézaton elérhetdk-e CAS segitségével késziilt oktatasi anyagok?
[=15% N=53%

7. Az ellendrzés folyamataba bevonjak-e a CAS-t?

[=23% N=46%

8. A CAS-t milyen modon célszerli alkalmazni a matematika oktatds soran?
alap=53% kieg.=15% nem=0%

Véleménye szerint a CAS alkalmazésaval oktatott évfolyamokon (csoportokban) a
CAS hasznalata nélkiili oktatashoz képest?
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9. a hallgatoi aktivitas

>>)=15% (<<)=0%
10. a hallgaték matematikai igényessége
>>)=15% (<<)=0%
11. a fogalmak megértése

(>>)=15% (<<)=0%
12. a problémamegoldo képesség

>>)=15% (<<)=0%
13. altaldban a hallgatok tudasszintje

>)=15% (<<)=0%
14. a matematika tanuldsaval kapcsolatos 6romérzés
>)=15% (<<)=0%

15. a tanari felkésziilés iddigényessége - beleszamitva az oktatasi anyagok
eldallitasara forditott idot

(>>)=30% (<<)=7%

16. a tanari felkésziilés idéigényessége - a tananyagok eldallitadsa nélkiil
(>>)=0% (<<)=15%

17. az On oktatési sikerekkel kapcsolatos elégedettsége

(>>)=23% (<<)=7%

A CAS-t a matematikaoktatdsban a miiszaki féiskolaknak csupan kb. 40%-aban
hasznaljak. A haldzaton csak az intézmények 15 %-aban érheté el a CAS
felhasznalasaval késziilt tananyag. A CAS-t az ellendrzés soran csak az
intézmények negyed részében hasznaljak.

A kollégdk megitélése szerint a CAS hasznalata a hallgatéi aktivitasra, a
matematikai igényességre jotékony hatassal van. Altaldban ugy vélekednek, hogy
a problémamegoldd képesség, a fogalmak megértése javul a rendszer
alkalmazasaval. Egyeten kolléga sem szamolt be arrol, hogy a CAS alkalmazésa a
tudésszint csokkenésével jarna.

A kollégak dontd tobbsége szdmara —sajat tapasztalatunkkal egyezden- a CAS
felhasznalasaval megvalositott tananyagok elkészitése jelentds tobbletterhelést
jelent. A vélaszadok tobbsége szerint a CAS felhasznalasa az alapkurzus
keretében célszer.

12. Eredmények a hipotézisekkel osszevetve

1. Eredmény a didaktikai alaphipotézissel osszefiiggésben:

Az 1997-98-as tanévtdl kezdddden létrehoztuk, megalkottuk a CAS
felhasznaldsan alapulo, az informatikus hallgatok teljes képzési anyagat feloleld
tananyagot. Az elkésziilt tananyagot elhelyeztilk el6szor a Foiskola helyi
halézatan, majd az Interneten is. A tananyagot folyamatosan alakitjuk, bovitjiik. A
CAS beépitett eljarasait egyre novekvo mértékben sajat készitést eljarasokkal
egészitjik ki. Ezek az eljardsok hozzdjarulnak a CAS hatékonyabb oktatési
alkalmazasdhoz. A szamitogép-algebrai rendszert a tanulési-tanitasi folyamat
minden elemében alkalmazzuk. A haszndlat eredményességét folyamatosan
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mérjik. Ennek eredményeként ma mar elmondhatjuk, hogy a CAS-nek, mint a
matematikai kurzus egyik médiumanak és generatoranak alkalmazésa tartalmi és
mindségi értéktdbbletet eredményez. A CAS felhasznédldsaval torténd tanulés
motivaltabb, a rendszer hasznalata —koriiltekintd tanari munka esetén- vonzo a
hallgatok tobbsége szamdra. A rendszer alkalmazasa megndveli a tanulés
iddsziikségletét. Célszerli a szamitdgépes algebrai rendszer hasznalatat
szervezetten, esetleg kiilon kurzus keretében is tanitani. A befektetett id6 azonban
tobbszordsen megtériil.

A hallgatéi vélemények aldtdmasztjak hipotézisiinket, hiszen a hallgatok nagy
tobbsége szamara vonzo a szamitogépes algebrai rendszer haszndlata. Szivesen
vallalndnak t6bb munkat is annak érdekében, hogy a rendszer hasznalatdban rejld
adottsagokat teljesebben kihasznalhassak. A tobblet id6 réaforditdsa esetén
mindenképpen megndne azok aranya, akik szakmai munkajuk sordn alkalmazzak
a szamitogépes algebrai rendszert.

2. Eredmény a tanulasi nehézségek kezelésével kapcsolatban

Az instumentélis orkesztracio tobbszintli megvalositasa hozzajarul ahhoz, hogy a
CAS anyagi objektumbol pszichologiai konstrukcidova, €s igy a vele végzett
munka a tanuldi aktivitas szerves részévé valjék. Ez egyszeresmind azt is jelenti,
hogy a kordbbi technikacentrikus paradigmat gyakorlatunkban az emberkozpont
megkozelités valtja fel. A modszert a gyakorlati foglalkozasok szervezésének,
vezetésének rendszeresen alkalmazott modszerévé tettiik. Az instumentélis
orkesztraciot visszacsatolds, a metakognicio, a kognitiv Onszabalyozéas fontos
eszkozének is tekintjiik. Természetesen csak kezdeti eredményekrdl beszélhetiink,
hisz a médszer a nemzetkozi gyakorlatban is 0, s mi tudatosan csupan 2004-t6l
alkalmazzuk. Curriculum szinti megvalositasa €s a kommunikacids csatornak
bevonasa sajat kezdeményezésiink, és tartalmasabba tétele folyamatos feladatunk.

3. Eredmény a CAS hasznalatara vonatkozé didaktikai torvényszeriiségek
feltarasa terén

A tobbszoros reprezentacio az ember-gép interakcio szemiotikai keretelméletének
tekintett triadikus reprezentacidelmélet és az antropoldgiai megkdzelités
szemszOgébol nézve egyarant a matematikai fogalamak tudati megragadasanak
alapvetd eszkoze. Oktatdsi anyagunk kidolgozasa sordn a tobbszoros
reprezentacié szemiotikai és episztemologiai szempontrendszerét 4allanddan
figyelembe vettikk. A tobbszords reprezentacio a fogalomalkotas hatékony
eszkozének bizonyult.

A modularizacio a szamitogép-algebrai rendszerek  oktatasban  vald
alkalmazasanak egyik alapvetd, folytonosan 0j valaszokat koveteld kérdése. A
CAS modulokat tobb szempontbol rendszereztiik. Attekintettiik, a felhasznélas
modjaval Osszefliggésben, az irodalomban uralkodd allaspontokat, amelyek a
white box/ black box elmélet és az principle of outsourcing (kililepitési elv), mint
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két polus koriik kristdlyosodnak. Ezzel kapcsolatos allaspontunkat a curriculum
alapt modularizacio fogalmomrendszerében itruk le.

Vizsgaltuk az algoritmusok CAS kornyezetben valo alkalmazésat, erre modszert
adtunk.

Pé¢lddkat hoztunk a probléemamegoldo gondolkodas CAS segitségével valo
tamogatasara.

4. Eredmény a médium-rendszerrel kapcsolatosan

Ezen a teriileten elsé eredményiink a tananyag hiperlinkes tartalomjegyzékkel
ellatott valtozatanak a helyi halozaton vald elhelyezése ¢és karbantartdsa
tekinthetd. Ezaltal, nézetliink szerint nem tortént mas, mint a CAS természetes
medium funkcidjanak kiterjesztése.

Masodik 1épésként 1étrehoztuk az E-Learning elnevezésii web-portalt. igy most
mar az Internet segitségével térben és iddben is korlatlanul elérhetd a teljes
tananyag. Az E-Learning emellett szamos fontos kommunikacids feladatot is
betdlt: tematikusan strukturalt tananyagletoltést tesz lehetdvé, a tanitasi folyamat
dokumentélasanak szinhelye. Ez utdbbi tigy valdosul meg, hogy a hallgatok a
gyakorlatokon készitett munkalapokat és beadandd- valamint héazi feladataikat
elmentik.

A médiumrendszer bdviilésének is tekinthetd a Tight VNC (Virtual Network
Computing) csomag segitségével megvalositott halozati tav képernyd kontroll
(remote network access to graphical desktops). Ez a rendszer dontd szerepet
jatszik a tanuldi instrumentalis genezis tandri irdnyitdsdban. A SysTeMath
rendszerrel sikeriilt megoldani a matematika moduléris egységei, a curriculum
modulok és a megfeleld6 Maple munkalapok egymashoz rendelését, és az igy
1étrejott struktara folyamatos fejlesztését.

5. A tanari szerep valtozasaval kapcsolatos eredmény

Mindenekeldtt a valtozas sz6 egyértelmiien boviilést jelent. Modelliink egészében
a hagyomanyos eszkozokkel folyd matematikaoktatds médidlis bdviiléseként
értelmezhetd. Ennél annyiban tagabb, hogy a CAS nem csak médiuma, de
generatora is a matematikai ismeretszerzésnek. A tanar minden jarulékos
tennivaloja ennek a szerepnek a minél adekvatabb eljatszasahoz kapcsolodik. A
feladat kettds, egyrészt az uj médium didaktikai feltardsa, masrészt illesztése a
korabbi didaktikai kornyezethez.

Fobb teriiletei:

e A matematikai, médidlis és curriculum modulok integralt fejlesztésén
alapulo, a CAS eszkozeinek optimalis felhasznalasat biztositd
tananyagfejlesztés.

o Az c¢rtékelées CAS-kornyezetben adekvat formdinak kifejlesztése, a
kiilonb6zé médiumok hasznalataval megvaldsitott tudasmeérések didaktikai
egyenértékiiségének biztositasa.

e A tananyag médialis artikuldciojanak folyamatos fejlesztése.
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o Az instrumentalis orkesztracio intenzitdsanak novelése, 01j valtozatainak
felkutatasa, alkalmazasa és értékelése.

6. Eredmény a tanuloi attitiid valtozasaval osszefiiggésben

Kisebb részben eredményrdl, nagyobb részben megoldandd feladatokrol
szamolhatunk be. Eredményként konyvelhetjiik el a kdvetkezoket:

e Sikeriilt megoldanunk, hogy a hallgatok valtozatlan képzési idében a
matematikai fogalomalkotas lényeges karosodasa nélkiil elsajatitsak egy
szamitogép-algebrai rendszer elemeit, és ezt alkalmazzak a matematika
tanulasa soran.

e A hallgatok tanulasi tevékenységének, ha nem is kellen szerves, részévé
valt a tobbforrasu tananyagfeldolgozas.

e A hallgatok megfeleld szinvonalon alkalmazzak a halozatok adta
lehetdségeket.

Az eredmények elérésében jelentds tényezoként emlithetjiik, hogy informatikus
hallgatokrol van sz6.

7. A tanithato tananyag valtozasa, boviilése

A Maple alkalmazasanak koszonhetden a tananyag mélységében és terjedelmileg
is eldnydsen valtozott. Ennek alapjan a matematika alapozé targy szerepkorét
hatékonyabban tdltheti be és hatékonyabban segiti a problémamegold6 képesség
fejlesztéseét.

A CAS alkalmazéasa mindennapossa tette az olyan kérdéseket, mint: Sziikség van
ennek az ismeretelemnek a részletes targyalasara? Milyen Uj ismeretek
megtanitasara nyit ajtot a CAS egy-egy adott fejezet soran? Milyen valtoztatasok
sziikségesek ennek, vagy annak az eljarasnak a tanitisa soran? A tanari attitiid
valtozésa itt is tetten érhetd.

13. Osszegzés, kitekintés

Kutato-fejleszté munkank célja a szamitogép-algebrai rendszernek a miiszaki
informatika szakos hallgatok oktatdsdba torténd bevonasa volt. Ehhez 4t kellett
tekinteniink a CAS oktatasban vald alkalmazasanak didaktikai alapelveit, és
ezeket adaptalni kellett sajat oktatdsi gyakorlatunkhoz. Ez, tobb esetben, az
irodalomban fellelt modszerek tovabbfejlesztését jelentette. A kovetkezd
részfeladat CAS alkalmazasaval megvalositando kurzusok tananyaganak megirasa
volt. A tananyag helyi halozaton és Interneten torténd elérhetdségének biztositasa
¢s az instrumentdlis orkesztracid6 modszerének alkalmazdsa hozzajarult az
eredményes tanulds feltételeinek megteremtéséhez. Bar a kidolgozott tananyag
hatékonysagat mérésekkel is vizsgaltuk, ezen a téren még nagyon sok tennivald
van.
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Elmondhatjuk, hogy oktatasi kisérletiink eredményes volt, kitlizott céljainkat
megvalositottuk. A CAS didaktikai megfontolasokat figyelembe vevo
alkalmazaséval a tanithaté tananyag mindségileg és mennyiségileg is gyarapodott.
A CAS segitségével tanulo hallgatdk csoportjainak eredményei lényegében
azonosak a kontroll-csoport eredményével, tudasuk azonban Osszetettebb, késobbi
munkdajukban varhatéan hatékkonyabb lesz.

Az altalunk bevezetett moddszer a jelenleginél nagysdgrendben hatékonyabba
valhat akkor, ha, az oktatds idokeretét megnovelhetnénk. Sziikség lenne arra, hogy
a hallgatok legalabb felséfoku tanulményaik kezdetétdl a szamitogép-algebrai
rendszer alapjait elsajatithassdk. Ezt leghatékonyabban az elsé matematikai
szemeszterrel parhuzamosan elvégzendd alapozo kurzus keretében tehetnék meg.

A CAS-nek hazai felsdoktatisban torténd, a jelenleginél kiterjedtebb ¢és
hatékonyabb alkalmazasa megkovetelné, hogy tobb intézményre kiterjedd, a
tananyag szerkezetére, az alkalmazas feltételrendszerére, az alkalmazés didaktikai
alapelveinek finomitdsara vonatkozo kutatds induljon meg. Jovobeli {6
feladatunknak ennek eldmozditasat latjuk.
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Summary

Teaching mathematics to undergraduates in majoring in information technology
has been assisted by the Maple Computer Algebra System since 1997-98 at the
University of Pécs, Pollak Mihaly College of Technology. Students majoring in
information technology study mathematics for three semesters (Mathematics I.-
IL.-II1.), which involves a 2-hour lecture and 2-hour laboratory session each week.
In the first semesters we are limited to using the Computer Algebra System only
at lectures, but from the second semester some of the students have access to it for
the rest of their studies.

In addition to the availability of the computer algebra system, the educational
environment also includes a local computer network and internet access. A natural
need for the didactic study of how to use these new tools has arisen. Our research
activity involves two complementary and supplementary parts:

e Developing teaching material for computer algebra system aided
mathematics curriculum, trials for testing them, and the continuous
assessment of their effectiveness. Meanwhile, we had to develop a
complete syllabus based on the system of Maple CAS worksheets for the
courses, also we had to secure the conditions of network access.

e . The surveying of international research results published on the didactic
problem system of the application of CAS in the methodology of
mathematics teaching, followed by further theoretical research in the
field. It involves the critical analysis of existing research data, along with
their improvement.

During the course of our research we focused on the following questions:

e What are the main international tendencies regarding the integration of
CAS into education syllabuses?

e How can CAS improve the efficiency of mathematics teaching?

e How the local network could be utilised as a knowledge base for
mathematics?

e What supplementary formal and organisational elements may CAS
contribute to the enrichment of mathematics education?

e What general didactic principles are to be drawn regarding the application
of CAS in mathematics education?

e How modern didactic paradigms succeed in CAS assisted mathematics
teaching?

e What effect does CAS have on the attitude of students as compared to
traditional teaching methods?

e How does the role and methods of the instructor change in the new
educational environment?

e What possible solutions are there for the adequate assessment of
performance?
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What changes and enrichment of content are traceable in CAS assisted
mathematics teaching?

What dangers may the application of CAS cause?

How do students see CAS assisted mathematics learning?

What do colleagues think about the usage of CAS?

To what extent has CAS been spread in technical college education in
Hungary?

The optimisation of the usage of computer algebra systems in mathematics
teaching requires the didactic analysis of the extended educational environment.
Our study discusses four components in detail.

Multiple-representation

Studying, thinking and communication in terms of mathematics, needs
some kind of representation of the elements of mathematical structures, as
well as the structures themselves. Communication requires external
representation in the form of language elements, written symbols, figures,
formulas or objects. When talking about thinking, we refer to internal
representation, which takes place in the mind. It is possible to represent
mathematical structures in different ways. The four generally accepted
representation methods are descriptive, algebraic (analytic), graphic and
numeric representations. In our study we sum up the epistemological and
semiotic grounds multi-representation, we discuss the didactic functions of
multi-representation in computer algebra system aided mathematics
teaching.

Modularization

Probably the most basic, most complex and, from a didactic point of view
very critical question about the usage of computer algebra systems
concerns the usage of the modules. In our study we introduce a
classification system of modules which we developed ourselves. We will
specify the motivation system behind the modularization of CAS, and
introduce our concept on curriculum-based modularization. We will
illustrate the application of the modules through examples from our
practical routine.

Learning through experimenting

CAS becoming an integrated element of the mathematical environment has
two major advantages. In one respect CAS executes the majority of the
operative activities, on the other hand it renders different delineation and
representation methods in quick and easy access. Due to these two
functions, experiment-based, explorative learning gains more importance
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in education. In our study we will demonstrate how CAS can aid students
to re-explore mathematical rules, regularities and connections, to find out
about the function of different operations. We also consider how computer
algebra systems can help students elaborate on conjectures more
efficiently.

Problem solving with the help of algorithms

Probably the most frequent partial function during mathematical problem
solving is the formation and use of algorithms. Therefore one of the most
important points of our theoretical considerations and teaching routine is
the development of a methodology for the efficient use of algorithms in the
CAS environment. We have provided a model for converting algorithms
from the mathematics curriculum into CAS algorithms.

Our teaching model combines the tools of traditional methods with the
involvement of computer algebra systems, the local network and Internet. Besides
the classic tools such as blackboard and chalk, paper and pencil, CAS provides a
new element. We keep all the elements used in “face to face” teaching, and with
the help of the networks we compliment them with elements characteristic to
distance learning.

The following didactic motivations for the usage of CAS appeared in our
teaching routine:

Considerable gains in curriculum design, development and updating

The syllabus is flexible, easy to modify and edit.
Provides a well-connected, comprehensive knowledge system.

Permanent access to the syllabus, possibility for online connection with
the teachers.

Surplus in representational value

Richer applicability of graphic representations.
Higher numbers of numeric calculations results in more precise results.

More efficient symbolic calculations.

Supporting cognitive operations

Aiding inductive approaches.
Helping explorative learning and constructive scepticism.
Exploring generalisation and analogies.

Possibility for the more efficient usage of heuristic strategies.
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Changes and enrichment in the structure, content and scope of the
curriculum

e Possibility for in-depth discussion of topics.
e Possibility for the introduction of new topics.
Motivation components of mathematics learning, work manner
e Strengthening the function of mathematics as a primary subject.
e Multi-channel knowledge processing

During the integration of CAS, specifically the Maple system, into our
curriculum, we followed an anthropocentric, psycho-didactically motivated
approach, and tried to keep away from techno centric views. Introduction to the
usage of the system and its application was by a series of cyclic activities. The
cycles consist of the following elements:

e Analysis of the limitations and conditions.

e Integration into the educational environment.
e Analysis of the application.

e Definition of new specifications.

Curriculum resources are accessible from both the local network and the
Internet. The curriculum has a modular structure, and is available predominantly
in Maple worksheet format and partly in html format. The advantages of Maple
worksheets are that they are editable, ready to run and both their format and
content is easy to change.
We have created an Internet Portal called E-Learning. The main functions of
the portal:

e (Course material resource.

e Providing resources for the thematic choice of course material.
Feedback and documentation.
Contacts and interaction.

We consider the external management of instrumental genesis — instrumental
orchestration — as the basic didactic aid of maths courses based on multi-channel
knowledge processing, and we use it at various levels.

e Instrumental orchestration in laboratory sessions

e Instrumental orchestration at the curriculum level

e Instrumental orchestration on the level of communication channels

We have also used interactive tasks generated by the ToolBox author’s system
together with CAS to assist laboratory sessions and exam preparation. According
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to our experience, the joint usage of CAS with author’s systems produces several
didactical benefits. For example:
e Familiarisation with the structure of algorithms and the acquisition of
basic operative skills.
e Documented assessment and feedback.

The usage of CAS and its supporting instrumental system resulted in significant
changes in the discussible scope of the curriculum. The types of changes are
classified as follows:

e The system of notions related to the given field will basically remain
unchanged. Their deeper acquisition is due to increasing the number of
representations, and changes in the method of representation.

e The content of the given chapter has been enriched, it contains new
procedures and new problem solving methods which previously were not
applicable.

e Topics which were left out of the former curriculum due to their “non-
discussible nature” within the given representation system, could now
enter the new curriculum.

The major motivation behind the integration of CAS into the curriculum was to
strengthen the role of mathematics as a cognitive force, and to promote its more
effective role as a primary subject.

The most critical, therefore most demanding aspect of the application of CAS in
education is probably assessment. Our main standpoints regarding assessment are
the following:

e Our aim with assessing students is to reflect their degree of mathematical
understanding as restrictively as possible.

e We provide the students with the choice of using either traditional tools or
technical tools - primarily CAS.

e At each phase of assessment (test-papers, home assignments, exams) we
include two types of tasks: ones which can be processed more efficiently
with the help of CAS, and other tasks that students have to solve without
the help of CAS.

e During the assessment of CAS worksheets, besides making references to
insufficient mathematical competence, we also reflect on mistakes and
deficiencies in program-technology and syntax.

e OQOur aim is to make it possible for students to give evidence of their
knowledge in the most varied forms possible, for example, they are given
tasks which they need to work out as a home assignment.

At the end of the Maple aided mathematics courses we carried out three separate
surveys. Along with several other questions we asked for students opinion about
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the usage of Maple at lectures. Although we did not receive an overall negative
response, and opinions were more positive in the third survey than the previous
ones, we should not leave the most important critical observations out of
consideration. These include:

e excessive “movie-like” usage,

e overcrowded figures,

e fast tempo beyond the limits of normal comprehension,

e Jlack of calculations and explanations necessary for both partial and

comprehensive understanding,

e the function of the representation in the context of the lecture is left
unclear, so students are unsure how to use them in their future work.
Students were asked their opinion about the effect of Maple on the acquisition of
mathematical problems in each survey. The questionnaire results gradually
improved. In the last survey 35% of the questioned students said that Maple
enhanced efficiency a great deal, 53% said that it only occasionally does. Only
7% of the students surveyed thought that Maple reduces efficiency, and none of
the students said that Maple would significantly hinder it. More positive opinions
on the application of CAS in education can be expected primarily from two

conditions:

e accessibility of resources to help application,

e increasing the time frame of the curriculum.
The two presumptions were directly supported by the survey among the students.
60% of them would appreciate Maple to be taught as an independent course as
well. A similar percentage of students thinks that the time frame of the math
syllabus should be increased in order to make the usage of mathematical computer
systems and solving extra tasks more effective.
We have made two control group studies. The first study continued through a
whole semester. As the first stage of the study, we had the students in a Maths II
class write an entrance test at the beginning of the course. We compared them
against two progress tests written during the semester and also to their end-of-
term exam results. The test at the beginning of the course was written by the
whole year. There was a total number of 77 student as such, 34 of which did a
Maple assisted course, leaving 43 students in the control group. There was no
significant difference seen between the achievement of the two groups.
Although the Maple-group achieved 2.5% better results at the entry test, and at the
exam they had a slightly better performance, this was hardly detectable. The
results of the I. and II. (progress) tests however, are interesting and illustrative.
Learning the elements of Maple requires time, and students put a great deal of
energy into it. In consequence, to start up with, using Maple naturally entails a
decline in achievement. The Maple-group achieved significantly weaker results at
the first achievement test, however, at the second, the beneficial effects of Maple
are clearly visible. Progress tests in general, have a lot more practical tasks
proportionately which need more calculations than exam papers do. This fact may
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also explain why we could not see a significant difference between the
achievement of the two groups at the exam.

The second study was conducted among students attending Maths II courses in
the semester starting in February 2004. In this semester 2 out of the 10 groups
learnt mathematics using Maple. Students started their familiarisation with Maple
at the beginning of the semester. One of the two Maple-groups was considered as
a pilot Maple-group. Out of the standard groups we randomly selected one to be a
control group. This way we gained data for comparison from three different
groups. The number of students in the pilot Maple-group was 18, in the normal
Maple-group 13, in the control group 35. During the semester we introduced the
following innovations:

e The E-Learning system was first used in its full complexity.

e We introduced the SysTeMat service of the E-Learning system. With its
help students can have an overview on the available resource materials for
a chosen field, they can select the elements they want to save, and they can
also save the selected files with the help of the system.

o [n the pilot Maple-group we put instrumental orchestration into practice in
an advanced way. We should also point out that in this group two teachers
simultaneously instructed the practical sessions.

o [n the pilot Maple-group the assessment of the given topics was based on
two different assignments. Points to be obtained through the in-class
papers amounted to 60% of the total points, while the remaining 40% was
assessed through home assignments.

The syllabus covered the uses of differential calculus. At the beginning of the
semester all students wrote an entrance test. The questions in the paper related to
the basic ideas and techniques of differential calculus. According to the results of
the assessment, initially there was no significant difference between the
competence of the different groups

The test consisted of 6 tasks, in addition to the first task, all of them involved
several smaller tasks. Members of the Maple-group were allowed to use the
Maple-system in the solution of tasks 4-6.

The results of the test, in common with the results of the entrance test, did not
show significant differences in respect to total output. Table 1 shows the results of
in-class tasks only, and does not include home assignments.

Group Pilot Normal Maple Control

Achievement (%) 41.7 41.5 42.0

Table 1
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In the pilot group the final result of the achievement test was made up by the
result of the in-class paper and the home-assignment. Students had to give a brief
summary of their home assignment. The average of the result of the home
assignments was 43.1%. So the added final result of the pilot group rose to 42.1%.
The results were up to our expectations. The achievement of students using Maple
was not any worse than those who did not. At the same time, they managed to
acquire the basics of CAS application in a few weeks, and were also able to use
the system unaided. This means, that they had the opportunity to extend their
curriculum with topics that students not using CAS could not discuss in the course
of their studies.

We can assert that our experimental education programme was successful, and
we achieved our goals. The discussible curriculum obtained a richer content and
higher standards due to the circumspect didactical considerations of the
employment of CAS. The achievements of groups using the aid of CAS were
essentially the same as the results of the control groups, however, their
understanding is more complex and they are likely to become more efficient in
their later work.

The system we have introduced has the potential to become far more efficient,
provided the available time in the curriculum could increase. Undergraduate
students should start to learn the basics of the computer algebra system from the
beginning of their studies at higher education if not before. An introductory
course parallel to the first maths semester would be the most efficient solution.

The more general and efficient use of CAS in Hungarian higher education would
require more research into the structure and orchestration of the curriculum, and
also into the refinement of its didactical principles with the involvement of
different educational institutions. We consider its promotion as our major task in
the future.

143



Irodalomjegyzék
Referenciak

[1] http://www.uni-bielefeld.de/idm/semiotik/Positionspapier AG-
Semiotik.html#Peirce

[2] Artigue, M. (2001): Learning Mathematics in a CAS Environment: The
Genesis of a Reflection about Instrumentation and the Dialectics between
Technical and Conceptual Work
http://www.lonklab.ac.uk/came/events/freudenthal/

[3] Bosch M. & Chevallard Y. (1999): La sensibilité de I'activité mathématiqueaux
ostensifts. Objet d’étude et problématique. Recherches en Didaktique des
Mathématiques, 19/1, 77-111.

[4] Sierpinska A. & Lermann S. (1996).:Epistemologies of mathematics and
mathematics education, In: Bishop & al. (eds), Handbook of Research in
Mathematics Education, p. 827-876, Kluwer academic publishers, Dordrecht.

[5] Trouche L. (2003): Managing The Complexity of Human/Machine Interaction
in a Computer Based Learning Environment (CBLE) : Guiding Student’s Process
Command Through Instrumental Orchestrations,
http://www.lonklab.ac.uk/came/events/reims/index.html

[6] Karl Popper : Test és elme. Az interakcié védelmében, TYPOTEX Kiado,
1998.

[7] Glasersfeld, E. V. (1995): Radical Constructivism. A Way of Knowing and
Learning. The Palmer Press, London, Washington D. C.

[8] Glasersfeld, E. V. (1991): Constructivism in Education. In : Lewy, Arieh (eds) :
The International Encyclopedia of Curriculum. Pergamon Press, Oxford etc. 31-
32.

[9] Réthy Endréné : Az oktatasi folyamat, In : Didaktika. ElIméleti alapok a tanitas
tanulasahoz, szerk. : Falus lvan, 221-271.

[10] Gagné, E. D. (1985): The cognitive psychology of school learning, Little,
Blown and Company, Boston.

[11] Vasarhelyi, Eva (2003): Bemerkungen zur Prototypentheorie, Appendix 1.
http://xml.inf.elte.hu/~mathdid/vasar/proto.pdf

[12] Lesh R., Post, T. & Behr, M. (1987) : Representations and translations
among representations in mathematics teaching and problem solving. In :
Janvier, C. (eds) : Problems of representation in the teaching and learning of
mathematics. Lawrence Erlbaum, Hillsdale, NJ. 33-40.

[13] Piaget, J. (1973): To understand is to invent. Grossman, New York.

[14] Resnick, L. B. (1982): The role of invention in the development of
mathematical competence. In : Kluwe, R. H. & Spada, H. (eds) : Development
models of thinking. Academic Press, New York, 213-244.

[15] Kaput, J. J. (1992): Technology and matematics education. In: D.A.Grouws(
Ed.), Handbook of research on mathematics teaching and learning, New York:
Macmillan, 515-556.

[16] Goldenberg, Paul (1995) Multiple representations: A vehicle for
understanding. In Software goes to school: Teaching for understanding with new
technologies, edited by David N. Perkins, Judah L. Schwarz, Mary Maxwell West
and Martha Stone, 155-171. Oxford: Oxford University Press.

144


http://www.lonklab.ac.uk/came/events/freudenthal/
http://www.lonklab.ac.uk/came/events/reims/index.html
http://xml.inf.elte.hu/~mathdid/vasar/proto.pdf

[17] Larkin, J. H. & Simon, H. A. (1987): Why a diagram is (sometimes) worth ten
thousand words, Cognitive Science, 11, 65-99.

[18] Duval, R. (1999): Representation, vision, and visualisation: Cognitive
functions in mathematical thinking. In: Hitt, Fernando & Santos, Manuel [Eds.],
Proceedings of the Twenty-first Annulal Meeting of the North American Chapter
of the International Group for the Psychology of Mathematics Education, 3-26.
Columbus, Ohio: Eric Clearinghous for Science, Mathematics, and Environmental
Education.

[19] Schneider, E and Peschek, W. (2001): Computer Algebra Systems (CAS)
and Mathematical Communication. The International Journal of Computer
Algebra in Mathematics Education, 9 No. 3, 229-242.

[20] Canet, J. F. (1996): CAS as a tool to view multiple representations.
International Derive Journal, 3 No. 3, 21-34.

[21] Yerushalmy, M. (1991): Student peceptions of aspects of algebraic function
using multiple representation software. Journal of Computer Assisted Learning, 7,
42-57:

[22] Dorfler, W. (1991): Der Computer als kognitives Werkzeug und kognitives
Medium. In: Dorfler, W./Schneider, E./Wegenkittl, K. (Hrsg): Computer-Mensch-
Mathematik. Wien: Holder-Pichler-Tempsky, 51-75.

[23] R. Pavelle: Problems sent to the USENET sci.math.symbolic bulletin board,
Archived in the REDUCE network library, 1989.

[24] Nahalka I. (2002): Hogyan alakul ki a tudas a gyerekekben, Nemzeti
Tankonyvkiadd, Budapest, 75. oldal

[25] Heugl, H. (1996): Symbolic computation systems int he classroom, The
International DERIVE Journal, Vol. 3, No. 1,1-10.

[26] Pléh Csaba (1998, 2003): Bevezetés a megismeréstudomanyba, Typotex,
Budapest, 2003, 193-216.

[27] Buchberger, B (1989): Why Should Students Learn Integration Rules? RISC
Linz, Technical Report No. 89-7.0, University of Linz.

[28] Peschek, W. (1998): Mathematical Concepts and New Technology. In:
Proceedings of the International Conference on the Teaching of Matematics in
Samos. Wiley & Sons, 242-244.

[29] Schneider, E. (2000): Computeralgebrasysteme in einem allgemeinbildenden
Mathematikunterricht, Habilitationsschrift, Klagenfurt, 2000.

[30] Taba, H., Curriculum Development: Theory and Practice. Harcourt, Brace
and World, New York, 1962.

[31] Sarvari, Csaba (2002): CAS-basierte Lehrplan, Lehrplan-basierte
Modularisierung mit CAS, VISIT- ME-2002. bk teachware Schriftenreihe Nr. SR-
31, IBSN 3-9011769-49-8,Wien, 2002.

[32] Sarvari, Csaba (2001): Rolle der Computer Algebra Systeme in der
Entwicklung des mathematischen Denkens. In: (Hrsg) Gabriele Kaiser.: Beitrage
zum Mathematikunterricht 2001. Verlag Franzbecker, Hildesheim, Berlin.

[33] Sarvari, Csaba (2003): Network based Math teaching using CAS, ZDM,
Volume 35. Nr.2.

[34] Karsai, J.: How Do (Not) Use Computers in the Mathematics Classroom
http://www.km.sjf.stuba.sk/Aplimat/English/index_A.html

[35] Lagrange J.-B. & Py D. (2002): Développer un environnement
d’apprentissage utilisant le calcul formel. Hypothéses, méthode, premiére

145



http://www.km.sjf.stuba.sk/Aplimat/Proceedings/Plenary_Lectures/Karsai.pdf

rélaisation, in J.-F. Nicaud, E. Delozanne & Grugeon (eds), Logiciels pour
I'apprentissage de I'algébre, Sciences et Technigues Educatives, vol. 9 (1-2), 91-
120.

[36] Csaba Sarvari, M. Klincsik, I. Hamori(2001): How can we combine the CAS
with authoring system tools to create a flexible learning environment, ICTMT 5,
Klagenfurt, 2001. In: Schriftenreihe Didaktik der Mathematik, Technology in
Mathematics Teaching, 203-206

[37] Buvari A.: Tanulastechnikai és tanulaspszichologiai Utmutatas az 6nallé
tanulasi fazisban. BME Tanarképzé és Pedagdgiai Intézet 1979. 50 p.

[38] Jones, P. (1995): Graphics Calculators in Traditional Year 12 Mathematics
Testing, Proceedings of the 15" Biennal Conference of The AAMT, 221-227.

[39] Kokol-Voljc, V. (2000): Exam Questions when using CAS for School
Mathematics Teaching, International Journal of Computer Algebra in
Mathematics Education, = No.1, 63-76.

[40] Smith, G., Wood, L., Coupland, M., Stephenson, B., Crawford, K., Ball, G.,
1996, Int. J. Math. Educ. Sci. Technol., 27, 65-77.

[41] Artigue, M. (1997): Le logiciel DERIVE comme révélateur de phénomés
didactiques liés a utilisation d’environnements informatiques pour
I'apprentissage. In: Educational Studies in Mathematics 33(2), 133-169.

[42] Gyorgy Maréti (2003): lllustrated analysis of Rule of Four using Maple,
Teaching Mathematics and Computer Science 1/2, 383-404.

[43] Guin, D.; Trouche L. (eds) (2002): Calculatrices symboliques, faire D’un outil
un instrument du travail mathématique, un probléme didactique. Grenoble : La
Pensée Sauvage Editions.

[44] Drijvers, P. (2002): Learning mathematics in a computer algebra
environment : obstacles are opportunities.- In: ZDM Vol. 34 (5), 221-228.

[45] Sfard, A. (1991): On the dual nature of mathematical conceptions: reflections
on processes and objects as different sides of the same coin.-In: Educational
Studies in Mathematics 22, 1-36.

[46] Tall, D.; Thomas, M. (1991): Encouraging versatile thinking in algebra using
the computer.-In: Educational Studies in Mathematics 22, 125-147.

[47] Tall, D.; Thomas, M; Gary Davis; Gray, E.: Simpson, A. (2000): What is the
Object of the Encapsulation of a Process? - In: Journal of Mathematical
Behaviour, 223-241.

[48] Perjésiné Hamori lIdiké (2003): Az internet és a komuter-algebrai rendszerek
bevezetése gépészmeérnbkdk matematika oktatasaba, PhD értekezés, Debreceni
Egyetem Természettudomanyi Kar, Debrecen, p. 57.

[49] Klincsik M., Maroti Gy. (1995): Maple 8 tételben, a matematikai
problémamegoldas miivészetér6l, NOVODAT

[50] Sarvari, Cs. (2003): Konstruktivistische Annaherungen mit CAS. In Beitrage
zum Mathematikunterricht, Dortmund 2003

146



A szerz6 publikacioés jegyzéke
Referalt publikaciék

[1] J. Fehér, B. Kovacs and Cs. Sarvari: On additive decompositions with
uniqueness properties of rational integers, Publicationes Mathematical,
Debrecen 46. (1995)

[2] Cs. Sarvari: On integervalued generalised q-additive solutions of linear
recursions, Publicationes Mathematical, Debrecen 48. (1996)

[3] Csaba Sarvari: Network based Math teaching using CAS, ZDM, Volume 35.
N. 2.,56-62.

[4] Csaba Sarvari and Mihaly Klincsik: From iteration to one-dimensional discrete
dynamical systems using CAS. Teaching Mathematics and Computer
Science, Debrecen, Teaching Mathematics and Computer Science,
Debrecen, 1(2003)2 ,271-296.

[5] Csaba Sarvari: Report on ,,The Computer Algebra- and Dynamical Geometry
Systems, as the catalists of the Mathematics Education”,Conference, 6-7
June, Pécs, Hungary, Teaching Mathematics and Computer Science,
Debrecen 1(2003)2 ,259-270.

Tankonyv, jegyzet

[6] Achs Agnes, Fekete Maria, Sarvari Csaba: Matematikai példatar és
feladatgydjtemény (Tarsszerzék:) Jegyzet. (els6 kiadas 1979.)

[7] Agnes, Fekete Maria, Sarvari Csaba, Téth Julianna: Tanulésirényité a
matematikahoz Il. Jegyzet. PMMF 1983.

Referalt konferencia kiadvanyok

[8] Mihaly Klincsik, Csaba Sarvari: Modelling the Open and Distance Learning
Methods in a Face-to-Face Mathematical Teaching Environment In.:
Proceedings of the 1998 EDEN Conference, Bologna, Volume 2, 524-527
[9] Klincsik, M., Sarvari, Cs.: Modelling the Open and Distance Learning Methods
based on a Computer Algebraic System EDEN PRAGUE RESEARCH
WORKSHOP 2000, 166-168

[10] Klincsik, M., Sarvari, Cs.: University Mathematics in Distance Learning
Environment using Computer Algebraic System ODL Networking for Quality
Learning Conference, Lisszabon, 2000

[11] Cs. Sarvari: Syllabus and Computer Algebrai System in Higher Mathematics.
Proceedings of the 10" Sefi-MWG European Seminar on Mathematics in
Engineering Education. 2000, Miskolc, 107-110.

[12] Sarvari, Csaba: Rolle der Computer Algebra Systeme in der Entwicklung des
mathematischen Denkens. In.: Beitrage zum Mathematikunterricht 2001,
528-531..

[13] Csaba Sarvari, Mihaly Klincsik ,I. Hamori: Combining CAS with authoring
systems to create a flexible learning environment, ICTMT 5, Klagenfurt,
2001. Schriftenreihe Didaktik der Mathematik, Technology in Mathematics
Teaching, 203-206.

147



[14] Sarvari, Csaba: Zu Méglichkeiten der flexiblen, transferreichen Erlernung mit
Hilfe von CAS. In: Beitrdge zum Mathematikunterricht .Klagenfurt, 2002, 431-434.
[15] Csaba Sarvari, lldiké H. Perjési, Mihaly klincsik: Application of CAS System
of Teaching of Mathematics with Help of Computer Networks Proceedings of
ITHET, Budapest, 89-92, 2002.

[16] Mihaly Klincsik, Csaba Sarvari: How an we combine the CAS with authoring
system tools to create a learning environment containing flexible feedback
opportunities. , VISIT- ME -2002. bk teachware Schriftenreihe Nr. SR-31, IBSN 3-
9011769-49-8, Wien , 2002

[17] Csaba Sarvari: CAS-basierte Lehrplan, Lehrplan-basierte Modularisierung
mit CAS, VISIT- ME-2002. bk teachware Schriftenreine Nr. SR-31, IBSN 3-
9011769-49-8, Wien , 2002

[18] Sarvari ,Csaba: Konstruktivistische Anndherungen mit CAS. In Beitrdge zum
Mathematikunterricht Dortmund 2003, 561-564.

[19] Csaba Sarvari, Mihaly Klincsik: From iteration to discrete dynamical systems
using CAS in discovering manner. In: Technology in Mathematics Teaching,
Proceedings of the 6 th International Conference, VOLOS-Greece, 2003, 357-
364.

[19] lidiko H. Perjési, Csaba. Sarvari, Mihaly Klincsik: Using CAS and Internet In
Teaching Mathematics at University of Pécs (Hungary) International Conference
on Education and Information Systems: Technologies and Applications July 31 —
August 2. 2003. Orlando, Florida, Proceedings, 17-23.

[20] Sarvari, Csaba: Wie beeinflusst der Gebrauch von Computer Algebra
Systemen (CAS) die Problemstellung und Lésungsstrategien? In: Beitrage zum
Mathematikunterricht, Augsburg 2004.

Egyéb publikaciék

[21] Sarvari Csaba: Tanulasiranyitas a levelez4 oktatasban. Tanulmany.
Fels6oktatasi Szemle 1981. 11. szam

[22] Sarvari Csaba: A szamitégép-algebrai rendszerek szerepe a matematikai
gondolkodas fejlesztésében, Iskolakultura 01/3, 20-27. Pécs, 2001.

[23] Sarvari Csaba: Szamitégéppel segitett matematikaoktatas egy
vilagkonferencia tiikrében, Iskolakultura Pécs 01/11, 65-68. Pécs, 2001.

Konferencia el6adasok

[24] Klincsik Mihaly, Sarvari Csaba: Kisérletek nyitott- és tavoktatasi moédszerek
modellezésére a nappali tagozatos matematikaoktatasban,
Konferenciakoétet, 32-36. Konnydipari Miiszaki Féiskola, 1998.

[25] Klincsik Mihdly, Sarvari Csaba: A szamitogép-algebrai rendszerrel
tamogatott matematika oktatas didaktikai problémai, Fbiskolai Matematika-,
Fizika- és Informatikaoktatas XXIIl. Orszagos Konferenciaja, 18-30.
Dunaujvaros, 1999.

148



[26] Sarvari Csaba: Matematika-oktatas Maple felhasznalasaval (UNIVERSITY
OF MISKOLC) No. 99-06., 1999, 34-42.

[27] Sarvari Csaba: Matematikaoktatas a Maple-rendszer felhasznalasaval.
Jubileumi Tudomanyos Ulésszak Kiadvanya, 154-158. o., Pécs, 2000.

[28] Klincsik Mihaly, Sarvari Csaba: Gydkkeresd iteraciok szamitégép-algebrai

kérnyezetben. F8iskolak Matematika- Fizika- és Szamitastechnika Oktatéinak

XXVII. Orszagos Konferenciaja,.Székesfehérvar, 2003. CD.

[29] Klincsik Mihaly, Sarvari Csaba: Az interaktiv matematikai példatar néhany

vonatkozasa. Konferenciael6adas, Multimédia az oktatasban, BME, 1997.

[30] Klincsik Mihaly, Sarvari Csaba: Az interaktiv matematikai példatar néhany
didaktikai vonatkozasa. Matematika-Fizika-Szamitastechnika Oktatok
Orszagos Tanacskozasa, Gyér, 1997.

[31] Sarvari Csaba: A szamitégép-algebrai rendszerek szerepe a matematikai
gondolkodas fejlesztésében. Pszicholdgia 2000, a Magyar Pszichologia
Tarsasag XIV. Orszagos Tudomanyos Nagygytlése)

[32] Sarvari Csaba: A szamitbégép-algebrai rendszerek és a miiszaki matematika
Oktatasa. Foiskolak Matematika- Fizika- és Szamitastechnika Oktatéinak
XXIV. Orszagos Konferenciaja. Kaposvar, 2000.

[33] Sarvari Csaba: A szamitégép-algebrai rendszerek szerepe a fbiskolai
matematikatanitasban. Féiskolak Matematika- Fizika- és Szamitastechnika
Oktatoinak XXV. Orszagos Konferenciaja, Zalaegerszeg, 2001.

[34] Sarvari Csaba: Modularizaci6 a szamitbgépes algebrai rendszer
segitségével megvaldsitott oktatasban. Féiskolak Matematika- Fizika- és
Szamitastechnika Oktatdinak XXVI. Orszagos Konferenciaja, Szombathely,
2002.

Poszter
[35] Mihaly Klincsik, Csaba Sarvari: The Role of Computer Algebraic Systems In.

Engineer's teaching of higher mathematics, "Interactive Computer Aided
Learning”, ICL 2000, Villach, 2000. 09. 28.-09. 29.

149






1. fliggelék
Néhany, a dolgozat szovegében szereplo, Maple-eljaras kodja

regressziosegy:=proc()
# Eljaréds a regresszids egyenes meghatdrozésara
local n,i,X2,X,XY,Y,pl,p2,Xert;
global a,b; #Az egyenes paraméterei globdlisak,igy
az eljaréason kivil is elérhetdk
n:=nops (args[1l]);
for i from 1 to n do
x| |i:=op(l,args[1][1]);
ylli:=op(2,args[1][i]);

od;

X2:=sum('x||172"','1'=1..n): #Rendre kiszamitjuk az x
értékek eltéréseinek négyzetdsszegét
Xei=sum('x|[1','1'=1l..n): #Az x értékek Osszegét

XY:=sum('x||i*y]|[|i',"'i'=1l..n) :#A szorzatdsszeget
Yi=sum('y||i','i'=1l..n): # Az y értékek Osszegét
a:=(n*XY-X*Y)/ (n*X2-X"2) : #Az egyenes meredeksége
b:=(X2*Y-X*XY) / (X2*n-X"2) : #Az y tengellyel vald

metszéspont madsodik koord.
print (TAz eltérések négyzetdsszege ,evalf (sum(' (y||i-
a*x||i-b)"2','i'=1l..n)));
print (A regresszids egyenes ,a*x+b);
pl:=plot (args,style=point, symbol=circle,color=red) :
Xert:=NULL:
for i to nops(args) do
Xert:=Xert,op(l,op(i,args))
od:
p2:=plot (a*x+b, x=min (Xert) -
0.1..max(Xert)+0.1l,thickness=2,color=blue):
plots[display] ({pl,p2});
end:

kiegyenlit:=proc ()
# eljédréds regresszids polinom meghatdroziséara
local n,i,n para,n_ert, fuggv,F,pl,p2,mego;
global pol;
n:=nops ([args]) :
n para:=n-2:
n _ert:=nops(args[n]) :
fuggv:=args[1l]:
for i from 1 to n para



do var| |i:=args[i+l] od:

for 1 from 1 to n ert
do x| |i:=op(l,args[n][i]):

yv|li:=op(2,args[n][i]): od:
# tavolsagnégyzetek
F:=sum (' (subs(x=x|[|1i, fuggv)-y|[i)"2','i'=1l..n ert):

for 1 from 1 to n para
do eql|i:=diff (F,var]||i)=0 od:

mego:=solve ({seqg(eq||i,i=1..n para)}, {seg(var||i,i=1..n
_para)});

print ('A regresszids polinom’, subs (mego, fuggv)) ;

print (TAz eltérések
négyzetdsszege ,evalf (subs (mego,F)));
pol:=unapply (subs (mego, fuggv) , x) :

pl:=plot (args[n],style=point, symbol=circle,color=red) :

p2:=plot (subs (mego, fuggv) ,x=x||1..x||n_ert,color=blue, t
hickness=2) :

plots[display] ({pl,p2});

end:

monoton:=proc (f,a,b,n)

local
Rajzok,h,vp,k,hossz,val, kp, pont,maxi,mini,also,alsol, fe
lso, felsol,poli, kep, fv,i,3j,szel,A,B,C;

Rajzok:=NULL:

h:=(b-a)/n:
vp:=a:k:=0:
hossz:=0:

while vp+h<=b do
val:=evalf (rand()/10712); k:=k+1:
kp:=vp:vp:=kp+tval*h:
if (vp-kp)>hossz then hossz:=vp-kp:pont:=kp: fi;
maxi:=evalf (max (f (kp),f(vp))):
mini:=evalf (min (f (kp),f£(vp))):
if not iscont (f(x),x=kp..vp) then
also:=[evalf (min(f(kp),f(vp)))1:
alsol:=select (type,also,realcons):
mini:=alsol[1l]:
felso:=[evalf (max (f(kp),f(vp)))]:
felsol:=select (type, felso,realcons) :
maxi:=felsol[1l]:
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f
f

rajz
[pon

fi:
poli:=[[kp,mini], [vp,mini], [vp,maxi], [kp,maxi]]:
rajz||k:=poli:

kep:=polygonplot (poli,color=blue) :
Rajzok:=kep,Rajzok

od:
if vp<b then val:=evalf (rand()/10712);
k:=k+1;

if (b-vp)>hossz then hossz:=b-vp:pont:=vp: fi;
maxi:=evalf (max (f(vp),f(b))):

mini:=evalf (min(f(vp),f(b))):
poli:=[[vp,mini], [b,mini], [b,maxi], [vp,maxi]]:
rajz| |k:=[[vp,mini], [b,mini], [b,maxi], [vp,maxi]]:
kep:=polygonplot (poli,color=blue) :
Rajzok:=kep,Rajzok fi:
v:=plot (f(x),x=a..b,discont=true):
or j to k do

szel:=rajz||j[2,1]-rajz||3[1,1]:

l1J:=[[pont,rajz|[J[1,2]], [pont+szel,rajz||]j[1,2]],
t+szel,rajz||j[3,2]], [pont,rajz||]J[3,2]111];

od:

A
fo
a

:=display ({Rajzok, fv}):
r i to k do

od:

bral|i:=polygonplot(rajz]||i,color=green) :
maxi:=evalf(max(f(a),f(b))):
mini:=evalf(min(f(a),f(b))):

if not iscont (f(x),x=a..b) then
also:=[evalf(min(f(a),f(b)))]:
alsol:=select (type,also, realcons):
mini:=alsol[1l]:

felso:=[evalf (max(f(a),f(b)))]:
felsol:=select (type, felso, realcons):
maxi:=felsol[1l]:

fi:

B:=polygonplot ([ [pont-

0.00
0.00
C:=

5,mini], [pont+hossz,mini], [pont+thossz,maxi], [pont-
5,maxi]],color=red,style=line):
display (B):

display([abrall| (1..k)1,A,C);

end
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Riemann:=proc(f,a,b,n)

local h,Rajzok, fvert,val, kp,vp,poli, kep, i, fv;

Rajzok:=NULL:

h:=(b-a) /n;

vp:=a:

while vpth<=b do
val:=evalf (rand () /10712) :
kp:=vp:vp:=kptval*h:

val:=evalf (rand () /10712) ;

fvert:=f (kptval* (vp-kp)) :
poli:=[[kp,0], [vp,0], [vp, fvert], [kp, fvert]];
kep:=polygonplot (poli,color=magenta) :
Rajzok:=kep,Rajzok

od:
if vp<b then val:=evalf (rand()/10712);
fvert:=f (vp+ (b-vp) *val) ;
poli:=[[vp,0], [b,0], [b, fvert], [vp, fvert]];
kep:=polygonplot (poli, color=magenta) :
Rajzok:=kep,Rajzok fi;

fv:i=plot (f(x),x=a..b,color=blue,thickness=2) :

display ({Rajzok, fv});

end:

kritikus:=proc ()
local dfx,dfy,L,fv,varl,var2,i:
global critpts:
fvi=args[l]:varl:=args[2]:var2:=args[3]:
dfx:=diff (fv,varl):

dfy:=diff (fv,var2);
critpts:=[solve ({dfx=0,dfy=0})1;

if has(critpts,RootOf) then
critpts:=evalf (map(allvalues,critpts));
£fi;
L:=NULL:

for 1 to nops(critpts) do

if type(rhs(critpts[i][1l]),realcons) and
type (rhs (critpts[i] [2]),realcons)

then
L:=L,critpts[i]
fi
od;

critpts:={L};
critpts:=convert (critpts,list);

v



end:

ertek:=proc ()
local i,critpts,dfxx,dfyy,dfxy,
deltalO,disc, fv,varl,var?2:

fv:i=args[l]:varl:=args[2]:
var2:=args[3]:critpts:=args[4];
dfxx:=diff (fv,varls$2);
dfyy:=diff (fv,var2$2);
dfxy:=diff (fv,varl,var?2);
disc:=simplify (dfxx*dfyy-dfxy"2) :
for i to nops(critpts) do
deltalO:=evalf (subs (critpts[i],disc)):
if delta0>0 then lprint(Az ,critpts[i], pontban helyi
szélsbérték van, 7):

if evalf (subs(critpts[i],dfxx))>0 then lprint(® s
mivel f xx>0, ez helyi minimum) :

else lprint( °~ s mivel f xx<0, ez helyl maximum. ) :

fi:

elif delta0=0 then lprint (A diszkrimindns 0,igy nem
tudjuk elddénteni, ") :

lprint ("hogy az ,critpts[i], pontban van-e helyi
szélsbérték’) :

else lprint(Az ,critpts[i], pontban nyeregpont
van. ) :

fi:

od:
end;

szélsbéérték:=proc ()

local
dfx,dfy,dfxy,dfxx,dfyy,deltal,L,disc,i,varl,var2, fv,cri
tpts:

fv:i=args[l]:varl:=args[2]:var2:=args[3]:
dfx:=diff (fv,varl) :

dfy:=diff (fv,var2);

critpts:=[solve ({dfx=0,dfy=0})1;

if has(critpts,RootOf) then
critpts:=evalf (map(allvalues,critpts));
fi;
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L:=NULL:

for 1 to nops(critpts) do

if type(rhs(critpts[i][1]),realcons) and
type (rhs (critpts[i] [2]),realcons)

then
L:=L,critpts[i]
fi
od;

critpts:={L};

critpts:=convert (critpts,list);

dfxx:=diff (fv,varl$2);

dfyy:=diff (fv,var2$2);

dfxy:=diff (fv,varl,var2);

disc:=simplify (dfxx*dfyy-dfxy"2) :

for i to nops(critpts) do

deltalO:=evalf (subs(critpts[i],disc)):

if delta0>0 then lprint(Az ,critpts[i], pontban

helyi szélséérték van, ) :

if evalf (subs(critpts[i],dfxx))>0 then lprint (" s
mivel f xx>0, ez helyi minimum’) :

else lprint( °~ s mivel f xx<0, ez helyi
maximum. ) :

fi:

elif delta0=0 then lprint( A diszkriminédns 0,igy nem
tudjuk eldoénteni, V) :

lprint ( "hogy az ,critpts[i], pontban van-e helyi
szélsbérték’) :

else lprint(Az ,critpts[i], pontban nyeregpont
van. ) :

fi:
od:
end:

ICOl:=proc (seed::integer)

local sentinel, count, sorozat;

count:=0:

sentinel :=seed:

sorozat:=sentinel:

while sentinel<>1 and count<100 do
sentinel:=Collatz (sentinel);
sorozat:=sorozat, sentinel:
count:=count+1;

od;

RETURN (sorozat) ;
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end:

IC:=proc (seed::integer)

local senitel,lista,a,j,jel,t,k ;

global i,senit,teljes,ciklus,periodus;

senitel:=seed; senit[0]:=seed: i:=1l:a:=1:

periodus:=0:

while senitel<>1 and a<>0 and i<100710 do
senit[i] :=Collatz (senitel);
a:=a*product ((senit[i]-senit[k]),k=0..i-1):
senitel:=senit[i];

i:=1i+1;
od;
if a=0 then
for j from 0 to i-2 do if senit[J]- senit[i-1]1=0

then periodus:=i-1-3j; jel:=j: fi; od:
lista:=NULL: for t from jel to i-1 do
lista:=lista,senit[t]: od:ciklus:=lista; fi:
if senitel=1 then lista:=NULL: for t from 0 to i-1
do lista:=lista,senit[t]:
od:
ciklus:=lista:
periodus:=2:
fi:
if senitel<>1 and a<>0 then print( Nem ciklikus') else
teljes:=NULL:
for t from 0 to i-1 do teljes:=teljes,senit[t] od:
fi:
end:

Trapez:=proc(L::1listlist,s::posint)
local 1i;
(L{s][1]-L[1
(2*sum(L[i] [

end:

[1

1[11) /(2% (s-1))*
21,1=2.

.s-1)+L[1][2]+L[s][2]);

Simpson:=proc(L::1listlist,s::posint)

local 1i;
if type(s,even) then RETURN( Paros szamu
részintervallum kell™) fi:
(L{s][1]1-L[11[1])/(3* (S—l))*
(2*sum (L [2*l+l][ 1,i=1.. (s-
3)/2)+4*sum (L[2*%1i] [2 ],1= -1)/2)+L[1][2]+L([s][2]);
end;

VII



Példa a szamitasigényes tananyag-modul CAS alkalmazasaval torténé feldolgozasar

A legkisebb négyzetek moddszere kapcsan szeretnénk példat adni arra, hogy
miként teszi lehetévé a CAS a szamolasigényes témakordk intenziv feldolgozésat.
Azokrol a fobb kérdéskorokrdl, amelyek a szamitdégépes algebrai rendszerek
haszndlata soran alapvetdk, szeretnénk keresztmetszetet adni. Ez a fejezet-
eltekintve az elméleti alapoktdl és néhany apré alkalmazastol- tulajdonképpen fel
sem dolgozhaté a CAS igénybevétele nélkiil.
A szamitogépes algebrai rendszereknek a tananyag-feldolgozasdban betoltott
szerepét az alabbi fobb szempontok figyelembe vételével vizsgaljuk:
e A specialis adatszerkezetek, utasitasok
A numerikus jellegi témakorok feldolgozasa soran kiilonds jelentdsége
van az adatstruktirdknak és azok kezelésének. A linedris regresszio
targyaldsa soran a listdk és a segitségiikkel 1étrehozhatd Osszetett
adatszerkezetek készség szintli kezelésének elsajatitdsa dontd jelentoségii.
e A CAS mint a hatékony motivacio eszkoze
A motivaci6é az hatékony tanulds-tanitas egyik legfontosabb eszkoze. A
CAS segitségével a targyalandd ismeretkor idOtakarékos és mégis
latvanyos bevezetését végezhetjiik el.
e A modulok szerepe a feldolgozasban
A modulok készitése és hasznalata kiillonosen fontos szerepet kap ennél az
ismeretkornél. A részletszdmitasok hatékonyan, gyorsan elvégezhetdk a

modulok alkalmazasaval . A modulok kapcsolt felhasznalasa, a
felhasznalas forgatokonyvszerli gyakoroltatdsa megnoveli a felhasznalas
hatékonysagat.

e Modellképzés

A regresszids egyenes fogalméanak bevezetését a feldolgozashoz sziikséges
eldismeretek Osszefoglalasaval és a kelld motivaciot biztositdé probléma
targyalasaval készitjik eld. A regresszids egyenes egyiitthatdinak
meghatarozasa utan eljarast készitiink az egyenes meghatarozasahoz.
Megmutatjuk, hogy miként lehet ebbdl sajat konyvtari eljarast késziteni.
Ezutan a modszer hatokorének kiterjesztése kovetkezik: az empirikus
képletek targyalasa. Az empirikus képletek alkalmazasara tobb példat
adunk. A CAS segitségével torténd matematikai modellalkotast az
Osszetett illesztési feladattal mutatjuk be. A feldolgozas ismertetése soran
kitériink a modularizacio, a tobbszoros reprezentacio alkalmazasaira is.

1. A feldolgozashoz sziikséges eldismeretek

A CAS hasznalataval az eldzetes ismeretek felelevenitése, 0Osszefoglaldsa
lényegesen egyszerlibbé és teljesebbé valik. A hivatkozasok, linkek hasznélata
mellett a felidézendd ismereteket tartalmazé munkalap valtoztathatd voltat kell
kiemelniink.

1. 1. Listak kezelése
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A Maple plot utasitidsa rendezett parok listainak listdjaval dolgozik. Ismételjiik at
roviden, amire a listak teriiletén sziikségiink lesz.

Példa

Készitsiink értéktablazatot az f(x)=x>—2x fliggvényhez! Abrazoljuk a kapott
értékparoknak megfeleld pontokat!

Megoldas

Vegyiik fol mindenekel6tt a fiiggvényt:
>restart:

> fi=x->x"2-2%x;
f=x—>x"-2x

Legyen el6szor az értelmezési tartomany az 5-nél nem nagyobb egészek halmaza!
Ezeket a seq utasitassal allithatjuk el6 és egy listaban helyezziik el az értékeket.
>X:=[seq(i,i=-5..5)];

X:=[-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5]

Mint tudjuk a lista kifejezések rendezett sorozata, tehat elemei indexezettek,
egyenként elérhetok:

>X[3];

-3

A map utasitassal eldallithatjuk a fliggvényértékek listdjat...
>Y:=map (x->f (x) ,X) ;
Y:=1[35,24,15,8,3,0,-1,0,3,8, 15]

A két listat a zip utasitas segitségével egyesithetjiik:

>P°nt°k:=ZiP( (XIY) _>[XIY] X, Y);

pOntOk = [[_59 35]9 [-47 24]’ [-37 15]’ [_29 8]7 [-1’ 3]9 [07 0]’ [19 -1]7
[2,0],[3,3],[4,8],[5, 15]]

Ilyen médon a rendezett parokbdl allo listahoz jutottunk. Természetesen

masképpen is eljuthattunk volna ide. Az alabbi megoldas kdzvetleniil a rendezett

parok listainak listajat adja.

> [seq([1,£(1)],i=-5..5)];

[[-5,35],[-4,24],[-3,15],[-2,8],[-1,3],[0,0],[1,-11,[2,01,[3, 3],
[4,8],[5, 15]]

A pontok kozvetleniil dbrazolhatok:
>plot (pontok,style=point,symbol=circle,color=blue) ;
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1. 2. A kétvaltozos fiiggvény szélséértéke

Kozvetleniil a kétvaltozos fliggvény helyi szélsdértékének 1étezésének 1étezésére
vonatkoz6 sziikséges feltételt hasznaljuk fol:

Tétel
Ha a kétvaltozos f fliggvény a Py(x,,»,) pontban mindkét valtozdja szerint
parcialisan derivalhato6 és a fiiggvénynek a P -ban helyi szélséértéke van, akkor

sziikségképpen.
0 0
5 e 2) =0 & 2 fx ) =0.

fgy az f(x,y) helyi szélséértékhelyeit az
0 0
(5, 1)=0, < f(x,y)=0

egyenletrendszert kielégité P(x, ) pontok kozott kell keresni. (kritikus pontok
vagy masképp stacionarius pontok)

Megjegyezziik, hogy az elsérendii parcialis derivaltak zérus volta csak sziikséges,
de nem elegendd feltétele a helyi szEéls6érték 1étezésének.

2. Motivacio

Probléma

Gazdasagi fejlesztési tervek kidolgozéasa soran gyakran meril fol az a kérdés,
hogy vajon egy adott folyd vizhozama elegendd-e egy Ontdzési rendszer vagy
vizierOmi-rendszer létesitéséhez, vagy, hogy mekkora gatra vagy tarolo
medencére van sziikség az arviz megel6zéséhez. A legjobb gatat gyakran olyan
helyen kell megépiteni, ahol eddig kevés, vagy egyaltalan semmi vizhozam adatot
sem mértek. Amint lehetdvé valik a vizsgalat, felallitanak egy vizhozam-mérd
allomast, hogy néhany évre - mondjuk 5-10 évre - sz616 adatokhoz jussanak. A tul
rovid idére szolo adatok altalanositasara kozelité moddszereket alkalmaznak.
Nézziink erre egy konkrét példat! A példa, mivel egy amerikai szerzé konyvébol
valo (M. Ezekiel- K. Fox: Korrelacio- és regresszioanalizis; a példat Achs Agnes
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Numerikus matematika cimil jegyzetében 1dézi), egy amerikai foly6d vizhozamara
vonatkozik.

Valamikor terveztek egy gatat a Kootenai folyon Newgate-nél, kozel ahhoz a
helyhez, ahol a foly6 keresztezi az amerikai hatért, de a vizhozamok feljegyzését
csak 1931-ben kezdték meg. Hosszabb peridodusra vonatkozd, Libby-nél
(Montana) felvett feljegyzések viszont rendelkezésre alltak. (Ez a hely lejjebb
fekszik a folyd mentén.) Hogyan lehet megbecsiilni a vizhozam nagysagat
Newgate-nél a Libby-ben mért értékekbdl?

Megoldas

Természetesnek tlinik a gondolat, hogy az azonos évre vonatkozo adatokbol
értekparokat készitsiink, az értékparoknak megfeleld pontokat dbrazoljuk. Mivel a
newgate-i vizhozamokat akarjuk becsiilni a Libby-beliek alapjan, a newgate-i
mennyiségeket kel fliggd valtozonak, a Libby-belit pedig fliggetlen valtozonak
tekinteni.A pontok elhelyezkedése alapjan valamelyes képet kaphatunk a
fliggvénykapcsolat jellegérdl.

3
m
Az adatokat ( 5 ) az 1. tdblazat tartalmazza.

A B C
1 Ev Libby Newgate
2 1931 27.1 19.7
3 1932 20.9 18.0
4 1933 334 26.1
5 1934 77.6 44.9
6 1935 37.0 26.1
7 1936 21.6 19.9
8 1937 17.6 15.7
9 1938 35.1 27.6
10 1939 32.6 249
11 1940 26.0 234
12 1941 27.6 23.1
13 1942 38.7 31.3
14 1943 27.8 23.8

1.tablazat
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A tablazatbol -kijelolve azokat €s masolva - kinyerhetjiilk az adatokat, matrix

formaban:

> M:=MATRIX([[27.1, 19.7], [20.9, 18.0], [33.4, 26.1],

[77.6, 44.9], [37.0, 26.1], [21.6, 19.9], [17.6, 15.7],

[35.1, 27.6], [32.6, 24.9], [26.0, 23.4], [27.6, 23.1],

[38.7, 31.3], [27.8, 23.8]1]):

A matrix egyetlen operandusa a pontok (ezek kételemii listdk) listija, s ez

kozvetleniil abrazolhato!

>pontok:=op (M) ;

pontok :==[[27.1,19.7],[20.9, 18.0],[33.4, 26.1],[77.6, 44.9],
[37.0,26.1],[21.6,19.9],[17.6,15.7],[35.1,27.6],[32.6,24.9],

[26.0, 23.4],[27.6,23.1], [38.7, 31.3], [27.8, 23.8]]

Abrazoljuk a kapott pontokat, tehat a vizhozamok kozotti osszefiiggést!
> plot (pontok,style=point,view=[0..80,0..45],title="A
newgate-i vizhozamok a Libby-beilek fiiggvényében') ;

A newgate-1 vizhozamok a Libby-beilek fuggvényében
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> f :=unapply (a*x+b,x) ;
f=x—>ax+b

A vizhozamok kozti Osszefliggést egyenes vonallal lehet jellemezni, tehat meg
kell hataroznunk azt a linearis fliggvényt, amely a "legjobban illeszkedik" a
tekintett értékparokhoz. Ilyen jellegi problémakkal foglalkozunk ebben a
fejezetben.
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3. Linearis regresszio
3. 1. A regresszios egyenes meghatarozasa

Eloszor azzal az esettel foglalkozunk, amikor a kozelité fiiggvény (empirikus
fiiggvény) elséfoku polinom, azaz linearis fiiggvény. Az alkalmazott eljaras
pedig az un. legkisebb négyzetek modszere lesz.
Legyenek a mért értékparok: [ X, v, I, [ X, ¥, 1, ..., [ X, ¥ ]
A keresett kozelitd fliggvény legyen y=ax+b alakq.
Az x_ értekekhez tartozd y, értékek €s a keresett linedris kozelitd fliggvény
értekeinek eltérései:

d =y —(mx +Db)
Az eltérések ellentétes eldjel esetén kiolthatjdk egymast, ezért az eltérések
négyzetdsszegeét , azaz az

f(a,b):(yl—axl—b)z +(y2—ax2—b)2 +...+(yn—axn—b)2

fliggvény értékét szeretnénk minimalizalni.
A szélséérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a parcidlis derivaltak 0
értékiiek legyenek,azaz:

n

0
5= L2 max =) () =0 ()

a n
/=2 (2 max,=b) =0 ()
k=1

teljestiljon.
Az (1) -bdl és (2)-bdl rendezéssel adodik :

Zxkykza(Zxk2]+b[Zxk} 1"
k=1 k=1

Zykza[Zxk]+bn 2"
k=1 k=1

Az egyenletrendszert a-ra és b-re kell megoldanunk. Ezt mar bizzuk a Maple-re!
Nyugodtan megtehetjilk ezt, mert az ilyen egyenletrendszerek megoldasa
rutinfeladatnak szdmit. Ugyanakkor az egyiitthatok terjedelmes volta miatt ezzel
jelentés munka- és idomegtakaritast érhetiink el.
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> restart:

Vegyiik fel a megoldandé egyenleteket:
>

el:=sum(x[k]*y[k] ,k=1..n)=a*sum(x[k]”*2,k=1..n)+b*sum(x[

k] /k=1..n);
n n 2 n
el .= Zxkykza[z X, ]+b[z xk]
k=1 k=1 k=1
>e2:=sum(y[k] ,k=1..n)=a*sum(x[k] ,k=1..n)+b*n;
el = Zyk:a[z xk]+bn
k=1 k=1

A solve utasitas megoldja az egyenletrendszert:
>solve({el,e2},{a,b});

oS (&)
B
B E

n ) n
[ E
k=1 k=1
>assign (%) ;

A legjobban kozelitd, un. regresszios egyenes paraméterei tehat:

(B {E B

a=

2

> 'b'=b;




A regresszio sz0O a latin regredior igével hozhaté kapcsolatba, ami visszamegy,
visszatér jelentésli. Arrdl van sz6, hogy az Osszetartozo értékparokhoz illesztett
egyenes modot nyujt a kapott fliggvény "multbeli" ill jovobeli" értékeinek
meghatdrozasara. [lyen moédon a folyamat "multja" és "jovéje" becsiilhetd!

A regresszids egyenes felirasa sok szamolassal jar. Irjunk ezért eljarast a
kiszdmitasara!

3. 2. Eljaras a regresszios egyenes meghatarozasara

Az eljaras az el6zd paragrafusban levezetettek alapjan kiszadmitja a regresszids
egyenes felirasdhoz sziikséges alapmennyiségeket, majd ezek segitségével az
egyenes paramétereit. Megadja a regresszids egyenest, abrdzolja azt és kiszamitja
az eltérések négyzetdsszegét is. A modularizacid szemszogébdl nézve: a tanar
altal készitett, a kiszamitast megkonnyitd (tk. lehetdvé tevé ) modulrol van szo.
Az eljarast 1ényegét illetden a white box/ black box elv alapjan hasznaljuk. Azért
csak lényegileg, mert néhany technikai részletet nem feltétleniil tisztdzunk (pl. az
argumentumok kezelése), de ez az eljaras lényegét nem érinti. A regressiosegy
eljaras a feldolgozas alapvetd eszkoze, alapeljaras. Megadja a regresszids egyenes
egyenletét, az eltérések négyzetdsszegét és abrazolja a pontokat, valamint a
regresszids egyenest. Ilyen modon az illesztés josagarol numerikusan és grafikus
modon is meggydzddhetiink. Az eljarast bdségesen ellattuk kommentarokkal,
ezaltal is kdzelebb hozzuk a matematikai tartalmat és a szintaktikai elemeket.

> regressziosegy:=proc ()

># Eljaras a regresszids egyenes meghatarozasara

> local n,i,X2,X,XY,Y,pl,p2,Xert;

> global a,b; #Az egyenes paraméterei globalisak,igy
az eljarason kivil is elérhetdk

> n:=nops (args[1l]);

> for i from 1 to n do

>  x||i:=op(1l,args[1l][i]);

> ylli:=op(2,args[1][i]);

> od;

> X2:=sum('x]||i*2','i'=1l..n): #Rendre kiszamitjuk az
x értékek eltéréseinek négyzetdsszegét

> X:=sum('x||i','i'=1l..n): #Az x értékek Osszegét
> XY:=sum('x||i*y||i','i'=1l..n) :#A szorzatdsszeget

> Y:=sum('y||i','i'=1l..n): # Az y értékek
Osszegét

> a:=(n*XY-X*Y) / (n*X2-X"2) : #Az egyenes
meredeksége

> b:=(X2*Y-X*XY) / (X2*n-X"2) : #Az y tengellyel vald

metszéspont masodik koord.
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> print( Az eltérések
négyzetosszege ,evalf (sum(' (y||i-a*x]||i-
b)*2','i'=1..n)));

> print( A regresszids egyenes ,a*x+b) ;
pl:=plot(args,style=point,symbol=circle,color=red) :
Xert :=NULL:

for i to nops(args) do

Xert:=Xert,op(l,op(i,args))

od:

p2:=plot(a*x+b,x=min (Xert) -

.1. .max(Xert)+0.1, thickness=2,color=blue):
> plots[display] ({pl,p2})
>end:
> pontok:=[[27.1, 19.7], [20.9, 18.0], [33.4, 26.1],
[77.6, 44.9], [37.0, 26.1], [21.6, 19.9], [17.6, 15.7],
[35.1, 27.6], [32.6, 24.9], [26.0, 23.4], [27.6, 23.1],
[38.7, 31.3], [27.8, 23.8]];

pontok =[[27.1,19.7],[20.9, 18.0], [33.4,26.1],[77.6,44.9],

[37.0,26.1],[21.6,19.9],[17.6,15.7],[35.1,27.6],[32.6,24.9],

[26.0, 23.4],[27.6,23.1],[38.7, 31.3], [27.8, 23.8]]

oV V V V VYV

Szamitsuk ki a bevezetd példa pontjaihoz tartozd regresszios egyenest. Az eljarast
a listak listdjaként megadott pontok paraméterrel hivhatjuk meg.

> regressziosegy (pontok) ;
Az eltérések négyzetisszege, 35.05298187

A regresszios egyenes, 0.4747559050 x + 9.513711706

45
40
35
30
25
20

1

20 30 40 50 BO 70

Lathatéan a kapcsolat jO kozelitéssel linearis, a Libby-beli vizhozambol
kovetkeztethetiink a Newgate-belire!
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A kovetkezd példa nem pusztan a regresszios egyenes fogalmanak elmélyitését
szolgalja. Bemutatjuk ugyanis, hogyan lehet véletlenszertien generalt pontokat
késziteni. Igy figyelemmel kisérhetjik azt, hogy milyen hibaval, milyen
"josaggal" kozeliti meg az "elrontott fliggvényt" a regresszios egyenes!

Példa

Hatarozzuk meg a kovetkezd, véletlenszerlien generalt masodik koordinataji
pontokhoz tartozo regresszids egyenest!

Legyen az értelmezési tartomany a kovetkezo:

>X:=[seq(i,i=-5..5)1];

X=[-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5]

A pontok masodik koordinatajat ugy hozzuk létre, hogy adott linearis fiiggvény
értékeit hibaval terheljiik meg. Ezt a rand() utasitassal tehetjiik meg.

A rand() véletlenszerlien valasztott, 12 jegyll, nemnegativ egészet ad meg:
>rand() ;

313746086538

Ezt 10 alkalmas hatvanyaval osztva kellen kis szdmot generalhatunk
>evalf (rand()/10712) ;
0.005862664913

A rand() mod 2 segitségével elérhetjiik az eldjel véletlenszerti valtakozasat is: A
rand() mod 2 értékét 2-vel szorozva 0 ill. 2 adodik, ebbdl egyet levonva -1 ill. 1.
>seq(2* (rand() mod 2)-1,i=1..10);

-1,-1, 1,1, 1,-1, 1, -1, -1, -1

Legyen a linearis fliggvény a kovetkezo:
>fi=x->2%x-1;
f=x—>2x-1

Képezziik a map utasitassal a megfeleld fliggvényértékek listajat
> Y:=map (x->£f (x)+ (2* (rand () mod 2) -
1) *evalf (rand () /10713) *5,X) ; # *

Y :=[-10.50405072, -8.829596136, -6.685260065, -4.799202647,

-2.542587432, -0.7729496274, 1.040351556, 2.723539395,
5.310162414, 7.262858991, 8.509254236 ]

A zip segitségével l1étrehozzuk a pontokat (szdmparokat)
> Ponto:k::zj-P( (xIY) _>[xIY] X, Y);
pontok :=[[-5,-10.504050721, [ -4, -8.829596136], [ -3, -6.685260065 ],

[-2, -4.7992026471, [-1, -2.542587432], [0, -0.7729496274],
[1,1.0403515561, [2, 2.7235393951, [3, 5.310162414],
[4,7.2628589911, [5, 8.5092542361]
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Készitsiink a pontokrol abrat....
>plot (pontok,style=point,symbol=circle,color=magenta) ;

5 L
b a
4- ]
42102 4
IE
o2
] -4
o -bi
a -8
o -1':"

A pontok valdban egyenest kozelitenek meg. Hivjuk meg az eljarast!
> regressziosegy (pontok) ;
Az eltérések negyzetisszege, 0.5710075946

A regresszios egyenes, 1.945918507 x — 0.8443163678

104
A varakozéasnak megfelelden az "elrontott" egyenestdl kevéssel eltérd egyenest
kaptunk

Feladat

Viltoztassuk meg a pontok generalasat, vagyis az Y értékeket, gy, hogy a
linearis fliggéstol valo eltérés kisebb ill. nagyobb legyen! Figyeljiilk meg, milyen
nagysagrendben valtozik ekdzben az eltérések négyzetdsszege!

3. 3. Gyakorlé feladatok

1. Hatarozzuk meg a regresszids egyenest, ha a mért adatok:
a)
X, 0 1 2 3 4 5 6

1



y. 21 081 -05 -2.1 -34 -43 -58

b)
X, 15 18 24 30 35 40 45 6.0

V. 1.9 2.1 28 34 40 41 51 6.1

1
2. Hubble térvénye az Univerzum tagulasarol a kovetkezoképpen szol:

Sebesség = Hubble-allando*tavolsag,

vagy
v=Hx

Ez azt fejezi ki, hogy az a sebesség, amellyel a galaxis téliink tavolodni latszik,
aranyos a galaxis tavolsagaval. Minél messzebb van tdliink a galaxis, annal
gyorsabban tavolodik.

Ha a sebességet km s -ben, a tavolsagot pedig millié fényévekben mérjiik,
akkor a Hubble-alland6tkm/s/millio fényévben kapjuk. A H értéke az Universum
tagulasanak mértéke.

Az alabbi tablazat 6t galaxis adatait tartalmazza:

Galaxis A B C D E
Megfigyelt tavolsag( 10° fényév) 500 1400 2100 2900 3000
Téavolodasi sebesség (km/s) 9000 22000 39000 51000 49000

"Fedezziik fel" Hubble torvényét, keressik meg a legkisebb négyzetek
modszerével a

mért értékekhez tartozé regresszids egyenest!

Megjegyzés: A H értékéiil vegyiik az adodd meredekség értékének egészekre
kerekitett értékét.

A b 0-t0l kiilonbozo értéke a mérési hibakbol és az adatok kis szamabol adodik.

4. Empirikus képletek

4. 1. Bevezetés, alapeljaras

A regresszids egyenes meghatirozasanak jelentdsége azért is nagy, mert a
miuszaki életben s masutt is gyakran fellépd fliggvények tobbségét valamilyen
transzformacioval linearizalni lehet, azaz ezek lineéris fliggvényként kezelhetdk.
Ebben a fejezetben a legfontosabb empirikus képletek koziil néhanyat targyalunk.
A munka soran a regressziosegy eljarast hasznaljuk.
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4. 2. Logaritmikus illesztés
A mert értékekre
f(x)=aln(x)+b
alak(i illesztést keresiink. Bevezetjik a z=In(x) helyettesitést. A mért x
ertekeknek vessziik a logaritmusat €s az (x,y.) értékparokrol attériink az (

In(x), y, ) értékparokra (i =1, ..., n ) Ezekkel az adatokkal meghatarozzuk a

regresszids egyenest, a az adodo egyiitthatok segitségével a keresett logaritmikus
fliggvényt.

Fogalmazzuk meg 1épésenként a tennivalokat! A kovetendd 1t altaldban az itt
leirt [épésekbdl all. Lényegesnek tartjuk ilyen 1épéssorozatok tudatositasat. Ezek a
sémak a téma feldolgozasanak alapjat képezik.

1. Az értékeket listdkban taroljuk, a zip utasitassal eldallitjuk az Osszetartozd
értékparok listajat:

>X:=[seq(i,i=1..6)];

X:=1[1,2,3,4,5,6]

>Y:=[1.557258033,3.228601822,4.070962393,4.785270808,
5.362137759, 5.747027974];
Y :=[1.557258033, 3.228601822, 4.070962393, 4.785270808,

5.362137759, 5.747027974]

>pontok:=zip((x,y)->[x,y] X, ¥);

pontok = [[ 1, 1.557258033], [ 2, 3.228601822], [ 3, 4.070962393 ],
[4, 4.7852708081, [ 5, 5.3621377591, [6, 5.7470279741]

2. Abrazoljuk a pontokat és megprobaljuk megallapitani a megfelel6 képlettipust:
plot(pontok,style=point,symbol=circle,color=red,view=[0
.6,0..6]);

02737458 6
3. Elvégezziik a megfeleld transzformaciot:
Itt flx)=aln(x)+b alaki fiiggvény illesztése varhatd, ezért az u=In(x)
transzformacidt kell elvégezniink. Ezt az X lista elemeire a map utasitassal
tehetjiik meg
>X1:=evalf (map (1n,X)) ;

XX



X1 :=10.,0.6931471806, 1.098612289, 1.386294361, 1.609437912,
1.791759469 |

4. Létrehozzuk a transzformacié utani értékparok listajat és meghatarozzuk a
regressziosegy eljarassal a regresszids egyenest.
>pontokln:=zip((x,y)->[x,y] ,X1,Y);

pontokin :=[[0., 1.557258033 ], [0.6931471806, 3.228601822 ],

[1.098612289, 4.070962393 ], [ 1.386294361, 4.785270808 |,
[1.609437912, 5.362137759], [1.791759469, 5.747027974 ] ]

> regressziosegy (pontokln) ;
Az eltérések négyzetisszege, 0.007413776187

A regresszios egyenes, 2.336902565 x + 1.562698290

b

0 04 08112 16

5. Létrehozzuk a keresett fliggvényt. A regressziosegy globalis valtozoi, az a és a
b a megfeleld egyiitthatok A keresett logaritmus-fiiggvény a meghatarozott
egytitthatokkal:

> f:=unapply(a*1ln(x)+b,x) ;

f=x—2.336902565 In(x) + 1.562698290

6. Abrazoljuk a pontokat és a kozelitd fiiggvényt. A grafikus reprezenzacié
segitségével ellendrzést végziink.

> abra:=plot (f (x) ,x=op(1,X)-

1. .o0p(nops (X) ,X) ,color=blue, thickness=2) :

>kep:=plot (pontok,style=point, symbol=circle) :

> plots[display] ({abra,kep},title="A keresett a*ln(x)+b
alaku figgvény ') ;
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A keresett a%In(x)+b alakd flggwe

o

sl i = N

1
—

7. Kiszamitjuk az eltérések négyzeteit, majd az eltérések négyzetdsszegét. llyen
modon algebrai aton is meggy6zddiink az illesztés josagarol!

> seq(evalf ((£(X[1])-Y[i])*2) ,i=1. .nops (X))’
0.00002959639623, 0.002123929351, 0.003491128571, 0.0002911231050,

0.001469946705, 0.8052058888 107

= Sum (' ((£(X[1]) -
Y[i])*2)',i=1. .nops(X))=sum('evalf ((£(X[i]) -
Y[i])*2)',i=1. .nops (X)) ;

6

> (fX) - Y) =0.007413776187

i=1
4. 3. Exponencialis illesztés

Exponencialis illesztés esetén

fx)=Be""
alaku fiiggvényt kereslink. Képezziik az

y=B e(A x)
logaritmusat:

In(y)=In(B)+4x = ax+b,
ahol A=a & B=¢’
Az ( x,y, ) mért értékekrol attériink az

( x,In(y))
értékparokra és meghatarozzuk az a és a b értékét. Ezutan 4 =a és B= e’

Példa
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Hatarozza meg az alabbi pontokra
fliggvényt!

megfeleldoen illeszkedd, y=ae

X, 0 1 2 3
Y, 49 185 1.08 0.71
Megoldas
>X:=[seq(i,i=0..3)];
X:=10,1,2,3]
>Y:=[4.9,1.85,1.08,0.71];
Y:=[49,1.85,1.08,0.71]
>pontok:=zip ((x,y)->[x,y] ,X,Y);

pontok :=[[0,4.9],[1,1.85],[2, 1.081, 3, 0.71]]

>

b x)

tipusu

plot(pontok,style=point,view=[0..3,0..5.5],color=red, sy
mbol=circle,title="Az adatsor’) ;

Az adatsor
53
43
<
27 o
E .
0 051152253

>Y1ln:=map(ln,Y) ;# Az y értékek logaritmusat kell venni

Yin :=[1.589235205, 0.6151856391,

0.07696104114, -0.3424903089 ]

>pontokl:=zip((x,y)->[x,y],X,¥1ln);

pontokl =[[0, 1.5892352051], [ 1, 0.61518563911], [2, 0.07696104114 ],

[3,-0.3424903089]]

> regressziosegy (pontokl) ;

Az eltérések négyzetosszege, 0.08192088496
A regresszios egyenes, —0.6333401140 x + 1.434733064
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. (Ax) .
Mivel f(x)=Be  ahol A=a és B=e’ a regresszids egyenes egyenlete:
y=ax+b

> £:=unapply (exp (b) *exp (a*x) ,x) ;
fi=x —> 4.198524120 ¢ A

Abrézoljuk a pontokat és a kozelitd fiiggvényt:
> abra:=plot([f(x)],6 x=-
0.5..6,view=[0..4,0..5.5] ,color=[blue,green], thickness=
[2,11):
> kep:=plot (pontok,style=point,symbol=circle) :
> plots[display] ({abra,kep},title="Az illesztett
exponencialis gorbe ) ;

Az illesztett exponencialis gérbe

.

S -
X

Algebrai ellenérzésként szamitsuk ki az eltérések négyzeteit, majd az eltérések
négyzetosszegeét!
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>seq(evalf ((£(X[i])-Y[i])*2) ,i=1. .nops (X)) ;
0.4920684074, 0.1433706396, 0.01060881748, 0.006731434271
> Sum (' ((£(X[1])-
Y[i])*2)',i=1. .nops (X))=sum('evalf ((£(X[i]) -
Y[i])*2)',i=1. .nops (X)),

4

> (fX) - Y) =0.6527792988

i=1

Feladat

. (.56 x) .
Tekintsiik az f(x)=13e fliggvényt. A fliggvény néhany pontjat a rand

fiiggvénnyel tegyiik "pontatlanna", majd az igy nyert pontokra illessziink

(bx) [ . ., . .. . _—
y=ae alaku fiiggvényt! Abrazolja az eredeti és az illesztett fiiggvényt kdzos
koordinatarendszerben!

Megoldas

>X:=[seq(i,i=-2..4)];

X=[-2,-1,0,1,2,3,4]

> fl:=x->1.3*%exp (0.56*x) ;

f1=x—>13¢"

>Y:=map (x->fl (x) ,X) ;

Y:=10.4241637330, 0.7425717829, 1.3, 2.275874250, 3.984310464,
6.975222762,12.21133067 ]

> ¥Ymod:=map (x->x+rand () /10713* (2* (rand () mod 2)-1),Y);
Ymod :=[0.3828187761, 0.7268090318, 1.333906289, 2.287826409,

3.969245374, 6.966941164, 12.27948925 ]
>pontok:=zip((x,y)->[x,y],X,¥mod) ;
pontok :=[[-2,0.38281877611], [-1, 0.7268090318 ], [0, 1.333906289 ],
[1,2.2878264091],[2, 3.969245374 1,3, 6.966941164 ],
[4, 12.27948925]]

> plot(pontok,style=point,view=[-

2..4,0..12.5],color=red,symbol=circle,title="Az
adatsor’) ;
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Az adatsor
129 .
101

2] °

RIS A s s s n s na sy L
2 a0 T2 3
> Yln:=map(ln,¥mod) ;# Az y értékek logaritmusat kell

venni
Yin :=1-0.9601935712, -0.3190915157, 0.2881116969, 0.8276022004,

1.378575995, 1.941176271, 2.507930330 ]

>pontokl:=zip((x,y)->[x,y],X,¥1n);
pontokl :=[[-2,-0.9601935712], [-1, -0.3190915157], [0, 0.2881116969 ],

[1,0.8276022004], [2, 1.378575995], [3, 1.941176271],
[4,2.507930330]]

> regressziosegy (pontokl) ;
Az eltérések négyzetosszege, 0.006477942756

A regresszios egyenes, 0.5719775566 x + 0.2371812158

257

> f :=unapply (exp (a*x) *exp (b) , x) ;
f=x—>1267670819¢" "

Abrazoljuk a pontokat az eredeti fiiggvényt és a kozelité fiiggvényt:
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> abra:=plot([£f (x) , £f1(x)],6 x=-
3.5..4.5,color=[blue,green], thickness=[2,1]):
>kep:=plot (pontok,style=point, symbol=circle) :
> plots[display] ({abra,kep},title="zd6ld=az eredeti
figgvény, kék= az illesztett fiiggvény');

zild=az eredeti figgveny, kek= az il

Az eredeti és a regresszidval nyert kozelité fiiggvény éabrankon Iényegében
egybeesik. Jobban érzékelhetjiilk a koztik 1évo kiilonbséget, ha az eltérésiik
abszolut értékét abrazoljuk!
> plot(abs (f(x)-fl(x)) ,x=-3..4,title="Az eltérés
abszolut értéke’);

A7 eltérés abszoldt énéke

0.25
0.2
0.157
0.1
0.05 ]
]
ST

4. 4. Hatvanyfiiggvény illesztése

Hatvanyfliggvény alaku, azaz

f(x)=Bx*
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illesztést kerestlink. Ekkor képezziik az
y=~B x*!

mindkét oldalanak logaritmusat:
In(y)=1In(B) + 4 In(x)

Az ( x,y, ) mért értékekrodl attértink az

értékparokra és meghatarozzuk az
y=ax+b

regresszios egyenest, ahol b=1In(B)  ebbsl B=e’ ¢s A=a.

Példa
Tekintsiik a kovetkez6 adatokat:

X, 1 2 3 4 5

V. I 31 56 91 129

1

Abrézoljuk a pontokat és illessziink rajuk megfeleld tipust fiiggvényt!

Megoldas
>X:=[seq(i,i=1..5)];
X:=[1,2,3,4,5]

=[ ,3.1,5.6,9.1,12.9];
— [ 1.0, ,56 '9.1,12.9]
>P°nt°k:=2ip((er)‘>[er] X, Y);

pontok :=[[1,1.0],[2,3.11,[3,56], [4,9.1],[5, 12.9]]

>
plot(pontok,style=point,view=[0..5,0..13],color=red, sym
bol=circle,title="Az adatsor’);
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Az adatsor

u}

Uy 2 3 s

Az abrazolt pontok alapjan realis az illesztendd fiiggvényt f(x)=a x”  alakban
keresniink.

>X1:=evalf (map (1n,X)) ;

X1:=10.,0.6931471806, 1.098612289, 1.386294361, 1.609437912 ]

>Y¥1:=map(ln,Y);
Y1 :=10.,1.131402111, 1.722766598, 2.208274414, 2.557227311 ]

>pontokln:=zip((x,y)->[x,y] ,X1,Y¥1);
pontokin :==[[0.,0.],[0.6931471806, 1.131402111],

[1.098612289, 1.722766598 ], [ 1.386294361, 2.208274414 ],
[1.609437912,2.557227311]]

>plot (pontokln,style=point, symbol=circle) ;
2.5-: "

1 5-

:

EI.E-:

FTIT T[T T [IT T T[T T T[T T T T rrrigl
002040608 1 1.21.4156

> regressziosegy (pontokln) ;
Az eltérések négyzetosszege, 0.001375027305
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A regresszios egyenes, 1.583468446 x +0.007765666067

>B:=exp(b) ;A:=a;
B :=1.007795897

A4 :=1.583468446

> f:=unapply (B*x"A,x) ;# A keresett fiiggvény
f=x— 1.007795897 x!'-383468446

>
abra:=plot (f (x) ,x=0..0p (nops (X) ,X)+1,color=blue, thickne
ss=2) :
>kep:=plot (pontok,style=point, symbol=circle) :
>plots[display] ({abra,kep},title="A kozelité fiiggvény
és a pontok’);

A kozelitd figgveény és a pontok

16
14+
12
10+

B_

O R k= O

4. 5. Példak

A példakkal azt mutatjuk meg, hogy az el6z6ktdl eltérd esetekben is sikeres lehet
a linearizalas modszere. Egyuttal bemutatjuk, hogyan alkalmazhat6 a mddszer a
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konkrét probléméak megoldasra. Mindkét példanal prognoézist is kell adnunk, azaz
olyan fiiggvényértéket kell megbecsiilniink, amelyhez tartozd valtozoérték kiviil
esik a megadott, mért értékek tartomanyan!

Példa

A piacon a gylimoles 4ara forditottan ardnyos a felhozatal mennyiségével. Az
elmult idében a gylimélcsmennyiség és az arak a kovetkezOképpen valtoztak:
Amikor 5 q almat hoztak, akkor kildjat 22 Ft-ért arultak,

Felhozatal (q) 5 10 16 20 30 40

Ar (Ftkg) 45 41 38 37 36 35

a) Hatdrozzuk meg az arfiiggvényt!
b ) Koriilbeliil mekkorara varhat6 az alma ara, ha 120 mézsat hoznak?

Megoldas

>X:=[5,10,16,20,30,40] ;
X:=[5, 10, 16, 20, 30, 40 ]

>Y:=[44,39,37,36.5,35.8,35];
Y:=1[44,39,37,36.5,35.8,35]

>pontok:=zip ((x,y)->[x,y] , X,Y);
pontok :=[[5,44],[10,39],[16, 377, [20, 36.5], [30, 35.8], [40, 35]]

>plot (pontok,style=point) ;
44

421
A0
361

36 %

TTT I TTT[TTI T[T T [ TITTI[TT T
5 10 15 20 25 30 35 40
Az 4abra alapjan y= % +b alaku illesztést varhatunk. Ezért a linearizalo

transzformacio:

1 .
u=—. Végezziik el a transzformacidt a map utasitas segitségével:

>Xuj:=map (x->1/x,X) ;
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Létrehozzuk a transzforméacid utani értékparokat:
>pontokuj:=zip ((x,y)->[x,y] ,Xuj,Y);
pontokuj =

1 1 1 1 1 1
HS, 44“10, 39“16, 37“20, 36.5}[30, 35.8}[40, 3sﬂ

Készitsiik el a transzformacid utan kapott pontok abrajat:
>plot (pontokuj,style=point) ;

444 @
424
A0

361
] 4
4

G

& LI T 1 1 T L | L | 1 1
004 003 012 016 02
A linearizalas lathatoan jol sikeriilt. Meghatarozzuk a regresszids egyenest:

> regressziosegy (pontokuj) ;
Az eltérések negyzetisszege, 0.08204777906

A regresszios egyenes, 50.44095537 x + 33.92511946

005 0005 015 025
A keresett fliggvény:
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> £ :=unapply (a/x+b, x) ;

f=x— 50'44(;95537 +33.92511946

>
kep:=plot (pontok,style=point, symbol=circle,color=black)

> abra:=plot (f (x) ,x=pontok[1] [1]-
4. .pontok[nops (pontok)][1]):
>plots[display] ({%,%%}) ;

80

70

B0

50

400

5 1015 20 25 30 35 40

> "A varhaté ar 120 q
felhozatalakor =evalf (£ (120),2) *Ft/kg;
A varhato ar 120 q felhozatalakor = 34k'gFt

Példa

Eldoradoban két korméanyzojelolt van, P és Q. A valasztasi hadjarat kezdetekor,
februar 1-jén (0. hoénap) és ettdél kezdve félhavonként kozvélemény-kutatast
tartanak, amelyek Q népszeriségének novekedését mutatjadk: az egyes
felmérésekkor a lakossag

6.5;6.6;7.2;8.9; 12.1; 17.5 %-a szavazna ra.
1. Allapitsuk meg Q népszeriiségi gorbéjét a legkisebb négyzetek modszere
alapjan! A kozelito fiiggvény legyen

y=Ax+ B

alaku!
2. "Josoljuk meg", hogy, hogy ha a vélasztas "méajus 35-én" (4. honap) van, akkor
az elozetes becslések alapjan ki varhatdo korményzénak! (A korményzdsag
elnyeréséhez a szavazatok 51%-a sziikséges)
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Megoldas

>X:=[seq((i-1)*1/2,i=1..6)];
1 3.5

X.—|:0,2: 1755 2:2:|

Y:=[6 667289121175]
=[6 7.2,8.9,12.1, 17.5]

>P°nt°k3=2ip( (xIY) _>[xIY] X, Y);

pontok :=[[o, 6.5], B 6.6} [1,7.2], B 8.9} [2,12.1 ]B 17.5H

>plot (pontok,style=point) ;

“IE-?
14+
12-; “
10+

31

&

3 <
o o0os 1 158 2 245
Az y=Ax +B alaku fiiggvénykapcsolat azt jelenti, hogy az X’ gsaz y kozott a
kapcsolat linearis. Képezziik tehat rendre az X elemeinek a harmadik hatvanyat:
> Xu:=map (x->x"3,X) ;

1 27 _ 125
Xu = |:O, g, 1, g, 8, 8:|
Képezzilk az igy nyert valtozoértekekbél és a  hozzajuk tartozo
fliggvényértékekbdl az osszetartozo értékparokat, tehat a pontokat:
>pontokl:=zip((x,y)->[x,y] ,Xu,Y);

pontokl :{[0, 6.5],[é, 6.6}[1 72], [27 89} (8, 12.1], [125 17. SH

>plot (pontokl, style=point) ;
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121 .
10-
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1 &
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02 4 b 5101214

A nyert értékparok kozotti kapcesolat lathatdan linearis. Hatarozzuk meg a linraris
fiiggvénykapcsolatot!

> regressziosegy ( (pontokl)) ;
Az eltérések négyzetisszege, 0.001593044918

A regresszios egyenes, 0.7030594080 x + 6.504409025

161
144
124
10

A keresett fliggvény:
> fv:=unapply (a*x*3+b,x) ;
fv:=x— 0.7030594080 x* + 6.504409025

> £v(4);
51.50021114

Ez azt jelenti, hogy Q nyeri a véalasztast!

4. 6. Feladatok
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Az 0Osszetartozd értékparok abrazolasaval allapitsuk meg az empirikus képlet
tipusat, majd linearizalassal ellendrizziik valasztasunk helyességét és
adjuk meg a pontokra jol illeszkedd fiiggvényt!
1.
X, -3 -2 -1 0 1 2 3

1

V. 1132 640 3.73 208 120 072 041

1

2. A pontok elsd koordinatai:

113 537 9 5 11 13 7 1 ’
X'_|:4)2)4) ’Z,E,Z, 2’2’5’75 357)5)7’ 4}
A pontok masodik koordinatai:

Y:=[-2.73,-1.14, —.650e-1, .548, 1.18, 1.55, 1.97, 2.16, 2.48,2.77, 3.01, "
3.13,3.34,3.57,3.64,3.91]

3. A pontok els6 koordinatai:
X:=[.50,1,15,2,25,3,3.5,4.];

A pontok masodik koordinatai:

Y:=[.321,1.25,3.57,7.35,12.8,20.3,29.7,41.7]

5. Magasabb foku regresszios polinom

A linedris regresszid mddszere altalanosithato.A legkisebb négyzetek moddszerét
polinomfiiggvénnyel alkalmazva adodik a kovetkezd Kkiegyenlit -eljararas.
Paraméterei: a kozelitd polinom, a polinom egyiitthatdi,a pontok listaja. Megadja
a keresett foku regresszios polinomot, az eltérések négyzetosszegét és felrajzolja a
pontokat és a kozetitd polinomot.

> restart:

>kiegyenlit:=proc()

> # eljaras regresszidés polinom meghatarozasara

local n,i,n para,n_ert,fuggv,F,pl,p2,mego;

global pol;

n:=nops ([args]) :

n_para:=n-2:

n_ert:=nops (args[n]):

fuggv:=args|[1]:

for i from 1 to n_para
do var||i:=args[i+l] od:

VVVVVVYVYVYVYV
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> for i from 1 to n_ert

> do x| |i:=op(1l,args[n][i]):

> yvlli:=op(2,args[n] [1i]): od:

>

> # tavolsagnégyzetek

> F:=sum(' (subs(x=x||i,fuggv)-y||i)*2','i'=l..n ert):
> for i from 1 to n_para

> do eq||i:=diff(F,var||i)=0 od:
>mego:=solve({seq(eq||i,i=1..n para)}, {seq(var||i,i=1..
n_para)});

>print (A regresszidés polinom’ ,subs (mego, fuggv)) ;

> print ( Az eltérések

négyzetdsszege ,evalf (subs(mego,F)));

>pol :=unapply (subs (mego, fuggv) ,x) :

>

pl:=plot(args[n],style=point, symbol=circle,color=red) :
>p2:=plot (subs (mego, fuggv) ,x=x||1..x]| |n ert,color=blue,
thickness=2) : -
>plots[display] ({pl,p2});

>end:

Példa

Az alabbi pontok mésodik koordinataja véletlenszertien valasztott. Illessziink az

igy ad6do pontokra megfelelden kozelitd polinomot!

Megoldas

>X:=[seq(i*5,i=0..10)];

X:=10,5,10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50]

>Y:=[seq(evalf(rand()/10~11) ,i=0..10)];

Y :=1[4.274196691, 3.211106933, 3.436330737, 4.742561436,
5.584587190, 7.467538305, 0.3206222208, 7.229741218,
6.043056139, 7.455800374, 2.598119527 ]

>pontok:=zip((x,y)->[x,y],X,Y);

pontok :=[[0,4.274196691 ], [5, 3.211106933 ], [ 10, 3.436330737],
[15,4.742561436],[20, 5.5845871901], [ 25, 7.4675383051,
[30, 0.3206222208 ], [35, 7.229741218 ], [ 40, 6.043056139 ],
[45,7.4558003741, [50, 2.598119527]]

>plot (pontok,style=point,symbol=circle,color=magenta) ;
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>n:=9:i:="1i":

>

kiegyenlit(sum(a[i] *x*i,i=0..n),seq(a[i],i=0..n) ,pontok
) ;

A regresszios polinom, 4.283698109 — 14.16879500 x + 6.843596540 x*

—1.291760420 x> + 0.1260022341 x* — 0.007045761901 x°
+0.0002344141595 x° — 0.4583789793 107 x’
+0.4861739061 107 x® - 0.2157556901 107 x°

Az eltérések négyzetisszege, 16.60648563

10

L

_ o
U317 10 20 30 40 &0

>pol (x) ;
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4.283698109 — 14.16879500 x + 6.843596540 x* — 1.291760420 x*
+0.1260022341 x* — 0.007045761901 x° + 0.0002344141595 x°
—0.4583789793 107 x” + 0.4861739061 107 x*
~0.2157556901 107 x°

Ha polinomidlis illesztést keresiink, akkor tisztdban kell lenniink a kiilonb6z6
fokszamu polinomok jelleggdrbéjével.

Az 1-6-ig terjedd fokszamu polinomok tipikus abrai lathatok az aldbbiakban:
>for i from 1 to 6 do

>if i<3 then

>abral| |i:=plot (product((x-k) ,k=-3..i-4) ,x=-
5.5..1.2,thickness=2) :

>elif i<=4 then

>abral| |i:=plot (product((x-k) ,k=-3..i-4) ,x=-
3.7..0.6,thickness=2) :

>elif i=5 then

>abral| |i:=plot (product((x-k) ,k=-3..i-4) ,x=-
3.1..1.1,thickness=2):

>else

>abral| |i:=plot (product((x-k)  k=-3..i-4)  x=-
3.1..2.1,thickness=2):

> f£i:

>od:

>A:=plots[display] ([abra|| (1..6)],insequence=true):
>plots[display] (4) ;
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6. Modellképzés

A kovetkezd harom példaval elsésorban a modellalkotds fontossdgara ¢és
lehetdségére szeretnénk ramutatni. Azt szeretnénk demonstrdlni, hogy az
el6z6kben kidolgozott és a kiilonbozd szamitogépes algebrai rendszerekben
rendelkezésre allo eljarasokat felhasznalva Gsszetett a matematikai modellalkotas
hatékony moddon végezhetd. B. Kutzler
(http://www kutzler.com/article/art _alge/ped-tool.html) szerint a
problémamegoldas terén a fo probléma, hogy a problémamegoldasra forditott id6
80 %-a a kiszamitasra, kalkuldciora megy el, s csak 20 % jut a valodi
modellalkotasra, a realis vilagbeli probléma leforditdsara, a matematikai modell
megalkotasara. (1. abra)
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redlis vilag modell mlag

P _— PN
torditas

szarmitas

forditas

1. dbra

Az &bran P a problémat, PM a modell-problémat, SM a modell-megoldast, S a
megoldast jeloli.

Ezen a nem tal kedvezd ardnyon jelentdsen javithatunk a szdmitogépes algebrai
rendszerek alkalmazédsaval. Ennél - bizonyos vonatkozasban- tobb is igaz. A
probléma megoldésa sokszor nem is volna lehetséges a CAS alkalmazasa nélkiil,
hisz az elvégzendd szamitasok kézzel csak nehézkesen kivitelezhetdk, €s a
rendelkezésre allo 1d6 altalaban igen szlikds. Két példat mutatunk sajat oktatasi
gyakorlatunkbol.

6. 1. Kepler harmadik torvénye

1601-ben, Tycho Brache haldla utan A német csillagasz és science-fiction ir6,
Johann Kepler lett a pragai csillagvizsgald igazgatoja. Kepler el6zdleg Brache
asszisztense volt, s 13 évig gylijtott adatokat a Mars relativ mozgasarél. 1609-ben
fogalmazta meg a bolygdk Nap koriili mozgasat leird toérvényei koziil az elsd
kettot:

(1) A bolygok ellipszis alaki palyan keringenek a Nap koriil, és a Nap az
ellipszis egyik gyujtopontjaban van.

(2 ) A Napot a bolygoval 0sszekotd szakasz (vezérsugéar ) azonos idd alatt
azonos teriiletet surol, vagyis a palya menti mozgéas napkodzelben nagyobb
sebességll.

Kepler az elkovetkezo évtizedet az eldbbi torvények igazolasanak és a keringési
1d6 és a kdzepepes naptavolsag kozotti kapcsolat feltardsanak szentelte. Harmadik
torvényét 1619-ben alkotta meg, a Haronices Mundi cimi miivében kozolte. Az
alabbi mérési adatok alapjan hatdrozzuk meg Kepler harmadik torvényét!

Bolygo Keringési id6 (napokban) Kozepes naptavolsag (
km 10° )
Merkur 88 57.9
Vénusz 225 108.2
Fold 365 149.6
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Mars 687 227.9

Jupiter 4329 778.3
Szaturnusz 10753 1427
Uranusz 30660 2870
Neptunusz 60150 4497
Pluto 90670 5907

Vegylik fol az adatokat, majd abrazoljuk a keringési id6 empirikus adatait ( T ) a
kozepes naptavolsag (R ) adatai fiigvényében.

fliggvényében.

>restart:

>

Ri:=[57.9,108.2,149.6,227.9,778.3,1427,2870,4497,5907] ;
Ri:=[57.9, 108.2, 149.6, 227.9, 778.3, 1427, 2870, 4497, 5907 ]

>Ti:=[88,225,365,687,4329,10753,30660,60150,90670] ;
Ti :=[88, 225, 365, 687, 4329, 10753, 30660, 60150, 90670 ]

>pontok:=zip((x,y)->[x,y] ,Ri,Ti);
pontok =[[57.9, 88],[108.2, 2251, [ 149.6, 365], [ 227.9, 687],
[778.3,4329],[ 1427, 10753 ], [ 2870, 30660 ], [ 4497, 601501,

[5907, 906701

>plot (pontok,style=point,symbol=circle) ;

] [u]
A0000 3
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40000

. o
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1000 S000 000

Hatvanyfiiggvény alaku, azaz
T'=KR*
illesztés tlinik valoszinlinek. Képezziik ezért az egyenlet

mindkét oldalanak logaritmusat:
In(7)=In(K) +a In(R)
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Az ( R, T, ) mért értékekrdl attériink az
( In(R), In(T7)))
értékparokra és meghatarozzuk az
yv=Ax+B
regresszios egyenest, ahol a=4 , K= e’
> T:=unapply (K*R*alpha,R) ;
T':=R—KR"*

>Rln:=evalf (map(ln,Ri)) ;
Rin :=[4.058717385, 4.683981366, 5.007965066, 5.428906936,

6.657112054, 7.263329617, 7.962067309, 8.411165787, 8.683893367
]

>Tln:=evalf (map(ln,Ti)) ;

Tin :=[4.477336814, 5.416100402, 5.899897354, 6.532334292,
8.373091847, 9.282940064, 10.33071415, 11.00459672, 11.41498182
]

>pontokln:=zip((x,y)->[x,y],R1ln,Tln) ;

pontokin == [[4.058717385, 4.477336814 ], [4.683981366, 5.416100402 ],
[5.007965066, 5.899897354 ], [ 5.428906936, 6.532334292],
[6.657112054, 8.373091847],[7.263329617, 9.282940064 ],
[7.962067309, 10.33071415],[8.411165787, 11.004596721],
[8.683893367, 11.41498182]]

>plot (pontokln,style=point,symbol=circle) ;

11 o
10 -
9 [ ]
B [m}
? [}
By .o
a
4 5 6 7 8

Hasznaljuk a regressziosegy eljarast. Ehhez be kell tdlteniink a tobbvaltozos nevil
sajat csomagot (vagy az eljarast, utalva a csomagra)
>with (tobbvaltozos) ;

[ kiegyenlit, regressziosegy |

> regressziosegy (pontokln) ;
Az eltérések négyzetisszege, 0.5203112431 10

XLIII



A regresszios egyenes, 1.499737562 x — 1.609827985

129
10-

A visszatranszformalést elvégezve
>K:=exp (b) ;
K :=0.1999220007

>alpha:=a;
o = 1.499737562

A keresett fliggvénykapcsolat:
>T=T(R) ;
T=0.1999220007 R"*737¢
Ez pedig megfelel Kepler harmadik torvényének, amely szerint:

A bolygodk keringésidejének négyzete aranyos a kozepes naptavolsag kdbével.

6. 2. Osszetett illesztési feladat

Példa

A cégek figyelemmel kisérik az eladési arak €s a koltségek alakulasat. Egy cég a
hetente eladott termék darabszama és az eladasi egységar kozott a kovetkezd
kapcsolatot rogzitette. (2. tablazat)

Eladott darabszam Eladasi ar ( $/db)
40 1720

80 1638

120 1557

160 1490

200 1405

240 1311

280 1236

320 1168
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360 1080
400 990

2. tdblazat
A termelési koltségek ¢€s az eldallitott darabszam kozotti Osszefiiggésre az alabbi
adatsor all rendelkezésre. (3. tablazat)

Eléallitott darabszam Termelési 6sszkoltség ($)
50 1073.1
100 1190.7
150 1373.9
200 1609.0
250 1870.7
300 2196.7
350 2574.4
400 2992.1
450 3471.1
500 3997.1
3. tdblazat

Hatarozzuk meg az eladasbol szarmazo egységarat, a termelési koltséget leird
fliggvényt és a nyereségfiiggvényt. Mekkora a maximalis nyereség és hany darab
értékesitése esetén valdsul ez meg, ha a cég jelenleg hetente 600 darabot képes
gyartani?

Megoldas

Jeldljiik x-szel a termék darabszamat, legyen P(x) az eladasi egységar. Ekkor az
eladasbol szarmazo bevétel x p(x) .

A koltségfiiggvény legyen C(x), (x db gyartiasinak koltsége), ekkor a
nyereségfliggvény (profit)

P(x) =xp(x) - C(x)

Vizsgaljuk eldszor a hetente eladott termék darabszama és az eladasi egységar
kozotti kapcsolatot. Az adatokat listakban folvéve:
>xk:=[seq(40*i,i=1..10)];

xk :=[40, 80, 120, 160, 200, 240, 280, 320, 360, 400 ]

>pk:=[1720, 1638, 1557, 1490, 1405, 1311, 1236, 1168,

1080, 990];
pk=1[1720, 1638, 1557, 1490, 1405, 1311, 1236, 1168, 1080, 990 ]
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A listakbol eldallitjuk az értékparokat:
> pontOk : =ZiP ( (x IY) ->[x IY] , Xk ka) 7
pontok :=[[40, 17201, [ 80, 16381, [ 120, 15571, [ 160, 14901, [200, 14051,

[240, 13117, [280, 12361, [320, 11681, [360, 10807, [400, 9901 ]

Abrazoljuk a pontokat:
>

plot (pontok,style=point,color=red,symbol=circle, title="
Az adatsor’);
Az adatsor

1700
1600
1500 o

1400 2

1300 “

1200 o
1100 o
1000

S0100 200 300 400

A kapcsolat lathatoan linedris. A regressziosegy eljarassal meghatarozzuk a p(x)
fiiggvényt:

> regressziosegy (pontok) ;

Az eltérések négyzetosszege, 378.5333333

1207 x N 27031
600 15

A regresszios egyenes, —

1700
1600
1500
1400
15300
1200
1100

L
a0 150 ESD 350

Tehata p(x) fiiggvény:
>p:=unapply (evalf (a*x+b) ,x) ;
p=x—-2.011666667 x + 1802.066667
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Most vizsgdljuk a termelt darabszam ¢és a termelési 0Osszkoltseég kozotti
kapcsolatot:

>xc:=[seq(50*%i,i=1..10)];

xc :=[50, 100, 150, 200, 250, 300, 350, 400, 450, 500 ]

>Cm:=[1073.1, 1190.7, 1373.9, 1609.0, 1870.7, 2196.7,
2574.4, 2992.1, 3471.1, 3997.1];
Cm =[1073.1, 1190.7, 1373.9, 1609.0, 1870.7, 2196.7, 2574.4, 2992.1,

3471.1,3997.1]

>pontok:=zip((x,y)->[x,y],xc,Cm) ;
pontok =[50, 1073.1],[100, 1190.71, [ 150, 1373.91, [ 200, 1609.01,

[250, 1870.7], [300, 2196.7], [ 350, 2574.4], [400, 2992.1],
[450, 3471.1], [500, 3997.11]

>
plot (pontok,style=point,color=red, symbol=circle, title="
Az adatsor’);

Az adatsor

o0 300 500

Ugy tiinik, hogy a kapcsolat masodfoka polinommal irhat6 le. Hasznaljuk most a
kiegyenlit eljarast!
>n:=2: # Masodfoku illesztést keresiink
>
kiegyenlit(sum(a[i] *x*i,i=0..n),seqg(a[i],i=0..n) ,pontok
)
A regresszios polinom,
995.0633333 + 1.030166667 x + 0.009937878788 x*

Az eltérések négyzetosszege, 203.4011487
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4000+
3500-
3000
2500
20001
1500

100 200 300 400 500

>pol (x) ;
995.0633333 + 1.030166667 x + 0.009937878788 x>

Hozzuk létre a C(x) fiiggvényt:
> C:=unapply (pol (x) ,x) ;
C :=x— 995.0633333 + 1.030166667 x + 0.009937878788 x*

fgy a keresett P(x) nyereségfiiggvény (profitfiiggvény):
> P:=unapply (x*p (x) -C(x) ,X) ;
P:=x—x(-2.011666667 x + 1802.066667 ) — 995.0633333

—1.030166667 x — 0.009937878788 x*

Vagy egyszeriibb alakra hozva:
>simplify (P (x));
—2.021604546 x* + 1801.036500 x — 995.0633333

Masodfoku fiiggvényrdl 1évén sz6 a maximumhelyet és a maximum értékét teljes
négyzetté alakitassal egyszeriien megkaphatjuk:

> student[completesquare] (P(x) ,x) ;

—2.021604546 (x — 445.4472818)* + 400138.3434

Tehat 445 db termelése és értékesitése esetén maximalis a nyereség. A maximalis
nyereség 400138 $.
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2. fiiggelék
Kérdoiv a Maple hasznalatarol

1.Maple elérési lehetdsége a Foiskola laboratoriuman kiviil van
nincs
2. Az eldadasok Maple valtozatat hasznalta: rendszeresen
tobbnyire
néha
sohasem

3. Hasznalta-e ugy a Maple-s eldadas valtozatot ugy, hogy a benne szerepld
utasitasokat

valtoztatgatta sokszor
né¢ha
sohasem

4. A Maple eléadasokon val6 hasznalata tetszett

hol tetszett, hol nem
inkabb nem tetszett
egyaltalan nem tetszett

5. A Maple hasznélata On szerint a matematikai ismeretek elsajatitasanak
eredményességét
nagy mértékben noveli
hol néveli, hol nem
nincs ra lényeges hatéssal
inkabb csokkenti
nagyon csokkenti.

6. Kellene-e Maple ismereteket 6nallo kurzus keretében is oktatni?

igen nem  nem tudok
donteni
7. Novelni kéne-e a matematika oraszamat a szdmitogépalgebrai rendszer
tdmogatasaval megvalosuld oktatas jobb kivitelezhetdsége érdekében?

igen nem  nem tudok
donteni

8. Erezte-e elényét annak, hogy a matematikai ismeretek -részben hyperlinkes
valtozatban is-

a halézaton elérhetdk? igen nem  nem taldlkoztam
vele
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9.Hasznalta -e a Maple-t mas targyakkal kapcsolatban?
sokszor  néhanyszor  soha

10.A Maple rendszer lehetdségei koziil mi tetszett legjobban
a nagy pontossagu szamitasok

lehetdsége
a grafikai adottsagok
a szimbolikus szamitasok
elvégezhetdsége
a valtoztatgathat6 tananyag
TNAS ettt ettt
semmi sem ragadott meg beldle
11. A Maple-vel val6 tanulas oromomre szolgal

néha bosszanto
nehezemre esik
kifejezetten zavar
nem dolgoztam vele

12. Egy Maple hasznalatat is feltételezd specialkollégiumon
részt vennék
talan részt vennék
nem vennék részt.
13. Milyen nehézségek 1éptek 61 a Maple-vel torténd matematika tanulas soran a
szamitogéppel (haldzattal ) kapcsolatban?

14. Milyen a Maple-programbol adodo tényezdk nehezitették a munkavegzést?
15. Hasznalt-e valamilyen Maple-s szakkonyvet igen nem

16. Mennyire szereti most a matematikat:

jobban, mint a f6iskola eldtt

kevésbé, mint korabban

nem valtozott
17. Erzése szerint a Maple-t a jovében hasznalni fogja ~ igen nem nem
tudom.

18. Ha most kezdené a foiskolai matematika tanuldsat, s valaszthatna, milyen
csoportba menne:
amelyikben hasznaljdk a Maple-t
amelyikben nem hasznaljak
frj a le, ha van kedve azt, ami On szerint a kérdésekbdl kimaradt. Tehat, javaslatot,
kritikat, mindent, ami segithet a Maple- €s a matematika oktatdsaban:

L



3. fiiggelék
A féléves kurzust ativelo vizsgalat (11. 2. 1.) dokumentumai

Tudasméro teszt
Neév: csoport
1. Melyik elemmmel folytatna a kovetkezo sorozatot:
1,1,2,3,5,8, ...
(A)11 (B) 13 )8 (D9 (E) 40
2. Egy tanar a kovetkez6t mondta egy tanulonak: Ha legalabb kdzepes lesz az
utolso dolgozata, akkor nem bukik meg. Tegyiik f6l, hogy a didk
megbukott.Melyik kovetkezmény igaz?
(A) A didk utols6 dolgozata legalabb kozepes lett.
(B) A diak utols6 dolgozata kdzepesnél roszabb lett.
(C) A diak utolso6 dolgozata elégtelen lett.
(D) Ha a didk nem bukott meg, akkor az utolsé dolgozata legalabb kozepes volt.
(E) Egyik sem érvényes.
3. Jancsi azt mondja Juliskanak: Ha esik, akkor nem teniszezem. Tegyiik f6l, hogy
nem esett. Melyik  kdvetkeztetés a helyes:
(A) Jancs teniszezett. (B) Jancsi nem teniszezett . (C) Ha Jancsi teniszezett,
akkor esett.
(D) Nem esett és Jancsi teniszezett. (E) Egyik sem érvényes.
4. Tudjuk, hogy minden szamitogép logikai eszkoz, és a legtobb szamitogép
Neumann-elvil.
Melyik kovetkeztetés érvényes?

(A) Minden logikai eszkdz Neumann-evii. (B) Minden szamitégép Neumann-
elvi.

(C) Némely szamitogép nem logikai eszkoz. (D) Némely logikai eszkoz
szamitogep.

(E) Egyik sem érvényes.

5. A Binari-szigeteken kétféle ember ¢él: az igazmondok mindig igazat mondanak,
a hazudésok mindig hazudnak. Két szigetlakoval talalkozunk: Abaval és
Buluval. Aba azt mondja: "Legalabb

az egyikiink hazudoés." Milyen emberek 6k?

(A) Mindketten igazmondok. (B) Mindketten hazudésok. (C) Aba igazmondo,
Bulu hazudos.

(D) Aba hazudos, Bulu igazmondd. (E) A kijelentés alapjan nem dontheto el.
6. A Rubik-kockat (27 darab kis kockabol all6 kocka ) egy rogzitett kiilsé pontbol
nézve legfoljebb  hany kis kockat lathatunk?

(A)9 @B)12 (C) 18 (D)19 (E) 21
7. Ha egybdl kivonva az 1 —x reciprokat a kapott eredmény nagyobb az 1 —x
reciprokdnal, akkor

(A) Az x barmely 1-t6l kiilonb6z6 szam lehet (B) Az x nagyobb 1-nél. (C) Az

| x| nagyobb 1-nél.
(D) Az x kisebb -1-nél. (E) Semmilyen x értékre nem teljesiil
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8. Mennyi az (x(72)+y(72))(X(74)—y(74))( )kifejezés legegyszeriibb alakja:
2 2,2 2P 2_ .2 22

(A) Xy ('-x) B Xx-y (C) 2(x-))

(D) XYV (*-x) () ¥y =)y,
9. Ha f(x)=5"" & f(x)’=f(g(x)), akkor &(x)

&) 6x (B) 9% (O ¥ (D) 2x (B) 3x,
10. Mennyi az X —2xt=x-2 egyenlet valos gyokeinek szorzata?
A 2 ® -1 ©0 M (€2
11. A 2" szam utolso (az egyesek helyén allo ) szamjegye:

(A)0O B)2 (©)4 (D)6 (E)8.
12. Legyen x a pozitiv valds szdmokon értelmezett kdvetkezé miivelet:

AB
AXB= . Ekkor a 4x(4x4) =

3 4 16
@7 ®B1 ©37 D2 € 3.

13. A {-1,0,2,3} halmaz hany elemét irhatjuk a k helyébe tigy, hogy a
kx*+6x+2=0  egyenletnek két kiilonboz valés gydke legyen?
AS5 B4 ©3 (D)2 (E)I.
14. Mennyi az f(x)=+/x"—6x+9 — 6 fiiggvény gérbéje és az x tengely altal
kozbezart sikidom teriilete?
(A)54 (B)36 (C)27 (D)18 (E)6.
e

€
15. Melyik allitas igaz az f(x) = —, figgvény derivéltjara:

(A) Nincs zérushelye. (B) Van olyan egész szam, amelyre értéke negativ.
(C) Minden pozitiv egészre pozitiv. (D) Véges hosszusagu intervallumon negativ
értekd.
(E) Semmilyen x értékre sem negativ.
16. Hany pozitiv egész megoldasa van a
log, (x) <log (2x-3)
2 2
egyenlOtlenségnek:
(A)0 (B)1 (C)2 (D)3 (E) végtelen sok
17. A p paraméter mely értékére oszthato az x4 p X =3x7+8x-4 polinom
x+2 -vel:

(A)0 B) 5 (O 2 D2 (B)3.

18. Mennyi az f(x)= sin(3 X+ ;J —1 fiiggvény periodusa?
A5 B ® (O)2n (D) 67 (E)Egyiksem
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2. Zarthelyi dolgozat
2002. majus 17.
. ﬁ-’i(xi_xifl)

1.Melyik fliggvény integralkozelitd dsszege a ©, = — ¢ Osszeg? (
i=1 o
ahol x, | <&, &<x,i=12,...,n)

Létezik-e tetszOleges [, 0] intervallumeseténa lim o hatarérték?

n—
(a=x,, b=x ). Valaszat indokolja!

max( X, —x,_ )->0
0
2.Tekintsik az (x+3) (ax y) - y2 =1 differencialegyenletet!

2.1. Osztalyozza a differencidlegyenletet a tanult szempontok szerint!
2.2 Mutassa meg, hogy az ¥ =tg(In(|x +3)) fiiggvény megoldésa a
differencialegyenletnek!

2.Hatarozza meg a kovetkez6 két gorbe kozotti tertiletet:
3

X2+ 1

)
y=x"—-1": y=

; =
Készitsen abrat is!

3. Szamitsa ki az f(x) =x/sin(x) fiiggvény [1, ] intervallumra esé ivének az
x tengely koriili forgatasakor keletkezd forgastest térfogatat!

4.Szamitsa ki a kovetkezd integralok szamértékét:

00 €

4.1 ! d 4.2 : dx
NN o 1y ax; L. T .
x(x+1) 7 x4/ In(x)

1 1

5. Tekintsiik az f(x,y)=3/x*+2)" fiiggvényt, ahol az x és az y tetszdleges
valos szam.

T o
5.1. Hatarozza meg a P(2,4) pontbanaz o= 4 iranyl irinymenti derivaltat!

5.2. A P(2,4) pontban melyik irdnyban véaltozik a leggyorsabban a fiiggvény és
mennyi ez a valtozasi sebesség ?
6. Vizsgalja meg szélsoértek szempontjabol az

flx,y)=x’+y'—4x-2y
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fliggvényt!
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2. Zarthelyi dolgozat (Maple)
2002. majus 21.

1. Az 0sszetartozé értékparok abrazolasaval dallapitsa meg az empirikus képlet
tipusat, majd linearizalassal ellendrizze véalasztasa helyességét és

adja meg a pontokra jol illeszked6 fiiggvényt! Abrazolja a kapott fiiggvényt és a
pontokat k6zos koordinatarendszerben!

X :=1[.2500000000, .5000000000, .7500000000, 1., 1.250000000, 1.500000000,
1.750000000, 2., 2.250000000, 2.500000000, 2.750000000, 3., 3.250000000,

3.500000000, 3.750000000, 4. ]
Y :=[-7.434198773, —4.997883646, —3.529983813, —2.539487289, —1.908149094,

—1.089586699, —.5965973850, —.1326399111, .2224930059, .5731112730,
9525553510, 1.260208103, 1.517010888, 1.716511807, 2.049255865, 2.233199998 ]

b

2. Szamitsa ki az f(x)=2cos(x) ésa g(x)=x'-2x" fiiggvények gorbéi altal
kozbezart tertiletet!

X
2
[a, b] intervallumra esé ivét az x tengely koriil, ahol az a és a b az f fiiggvény
két legkisebb pozitiv zérushelye. Abrdzolja a keletkezett forgastestet és szdmitsa

ki a térfogatat!

3. Forgassuk meg az f(x)=x (sin(x) - cos( D fiiggvény gorbéjének az

1
3

, (=) . 1 a1 . ,
4. Hatarozza meg az J xe dx integral értékét a Simpson szabaly
0

alkalmazasaval. A részintervallumok szama legyen el6szér n =10!
Becsiilje meg az elkovetett hibat! Hany részre kell az intervallumot felosztanunk,

. . (=6) .
ha azt akarjuk, hogy az elkdvetett hiba 10 alatt maradjon?
5. Hatdrozza meg az (x,y) = X yt-xt -2y fiiggvény szélséértékeit! A

szamitasokat részletezze! Abrazolja a fiiggvényt a szélséértékeket tartalmazo
tartomanyon! Az eredményt ellendrizze az "automatizalt" eljarasokkal!
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Vizsgadolgozat
2002. janius 11.

1. Dontse el, hogy igazak, vagy hamisak-e az alabbi allitasok!
x (=x)
.| e —e
1.1. A (0,1) nyilt intervallum barmely elemére x* < arcsmh(z) ;
1.2. Az [a,b] intervallumon derivalhato fiiggvény az [a,b]-n integralhato.
1.3. Haaz f(x,y) kétvaltozos fiiggvény parcialis derivaltjai a P(x,y) pontban 0
értékiiek, akkor ebben a pontban f-nek szélsdértéke van.

2.Irja ol a helyettesitéses integral alapformulait, s hozzon mindegyikre példat!

3.Vezesse le a trapéz-formulat!.
3

4.Tekintstik az f: R>R , f(x) = e(x : fliggvényt.

n f(E)

4.1. Az f [0,1] intervallumra esd hatdrozott integraljat a c = Z :
i=1

n
i
; .

nagyobb, vagy kisebb értéket kapunk! Dontését indokolja!

4.2. Az f [0,b] (0 <b) intervallumra esd integraljat a trapéz-szaballyal
kozelitjiik. A valosagosnal nagyobb vagy kisebb értéket kapunk? (A kerekitési
hibakat figyelmen kiviil hagyjuk.)

Osszeggel kozelitjiik, ahol il. = (1=1,2, ... ,n). Dontse el, hogy a val6sagosnal

o0

1
5. Mutassa meg, hogy létezika | ——=dx integral!
x*x

1
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Vizsgadolgozat (Maple)
2002. janius 11.

1. Szamitsa ki az alabbi integralokat! A szamitasokat részletezze! Az eredményt
ellendrizze!

1 i 3
L1 n( cos(xz)) dx: 12 sin(x) cos(xz) dx
cos(x) 1 + cos(x)
9
. X i1 s . , (=6)
2. Hatarozzamegaz | ———————dx értékét a Simpson formulaval 10

4
3
s (100 +x7)
pontossaggal! Legalabb hany részre kell ekkor osztani az intervallumot?

(4x)
3. Illessziink a kovetkez6 adatlistakbol képezheté pontokra y =B € alaku
fiiggvényt a legkisebb négyzetek modszerével:

X :=1[.2500, .5000, .7500, 1., 1.250, 1.500, 1.750, 2., 2.250, 2.500, 2.750, 3. ] ;

Y :=1.6964, 9854, 1.370, 1.929, 2.709, 3.791, 5.301, 7.441, 10.44, 14.62, 20.47, 28.70 ]

(=x) . . .,
4. Hatarozzamegaz f(x)=e€¢ = ésa g(x)=sin(x) két legkisebb abszcisszaju
metszéspontjanak koordinatait. Szadmitsa ki a két gorbe kozti teriiletet ezen
metszéspontok kozott!

5. Egy rézdarab p stirtiségét a felhajtoer6-modszer segitségével a
kovetkezOképpen hatarozhatjuk meg: Legyen a tomeg a levegén m, a vizben

m , ekkor:

(=3) (=3)
Mekkoraa p relativ hibaja, ha m,=100 +-510 ~ g, m =88+-810 = g.
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4. fiiggelék
Az egy témakor feldolgozasara Kiterjedo vizsgalat (11. 2. 2) dokumentumai

Zarthelyi dolgozat (Mat. 2.)
2004. marcius 26

Megjegyzés: Az A, B, C a Smith-féle taxondmiaban szerepld kategoriak.
(—tg(x))
1. Mutassa meg, hogy az y=¢€ S te(x) — 1 fiiggvény kielégiti az

y' cos’ x + y = tg(x)
egyenletet! (A)

2.Legyen az f fiiggvény az [4, D] intervallumon legalabb kétszer
differencidlhat6. Az alabbi abran az f elsé derivaltjat latjuk (a gorbe
szimmetrikus az X =¢ egyenesre)

A kovetkezd kérdések mindegyike az [a, D] intervallummal kapcsolatosan
értendd:

2.1. Rajzolja fel az f masodik derivaltjat!

2.2. Mit mondhatunk az f fiiggvényrdl konvexitas szempontjabol?

2.3. Mit mondhatunk az f fiiggvényrdl monotonitas szempontjabol?

2.4. Van-e olyan pont, ahol a leggyorsabban, ill. leglassabban valtozik a
fliggvény? Milyen iranyu ez a valtozas? (C)

Valaszait indokolja!

3.1. Milyen feltételek mellett alkalmazhat6 a

. f(x)
lim
s>a &X)
hatarérték kiszdmitasara a L'Hospital szabaly? Hogyan szol a szabaly?  (A)
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3.2.A feltételek vizsgalata utan szamitsa ki a

lim 7211“(’“)
x=>1 X +x—-2

hatarértéket! (A)

4. Tekintsiik az f(x) =2 —x* =2 In(x) fliggvényt

4.1. Mutassa meg, hogy a fiiggvénynek egyetlen zérushelye van! (B)
4.2. Igazolja, hogy a gyokot tartalmazo alkalmas intervallumban teljestilnek a
Newton -féle érintdémodszer alkalmazasanak feltételei! (B)

4.3. Hatarozza meg a zérushelyet két tizedesjegy pontossaggal! (A)

5. Egy feliil nyitott, henger alaku 1 dm’ térfogata edényt akarunk késziteni.

5.1. Hogyan valasszuk meg az edény alapsugarat és magassagat, hogy minél
kevesebb lemezt hasznaljunk fol, és mennyi lesz ez a felhasznalt
lemezmennyiség? (B)

5.2.* Tegyiik fol, hogy az edény fenekét alkotod anyag egységara kétszer akkora,
mint a palastot alkotd anyagé! Milyen méretek mellett minimalis az anyagkdltség!

(©)
. (=x)
6. Tekintsiik az f(x)=x"e  fiiggvényt!
6.1.Vizsgélja meg a fiiggvényt monotonitas és sz€lsdérték szempontjabol!

6.2*. Jellemezze a fliggvényt konvexitas szempontjabol! (B)

Megjegyzés: Az 5.2* és a 6.2* részfeladatokért tobbletpont jar!
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